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"PREFACIO.

Desde que me foi conferido o direito de leccio-
nar a mathematica elementar na Escola Normal
da provincia do Rio de Janeiro, tenho sentido
a necessidade de um compendio apropriado, no
ensino da geometria, ao complemento da 1ins-
fruccio primaria regular.

Tencionava jd, pois, publicar este resumido
compendio, quando o anno passado teve a Escola
Normal desta provincia a honra de ser visitada
pelo illustrado senhor director da Escola Normal
de Pernambuco, o qualde tal sorte instou para
que realizasse este meu intento, que me resolvi
a sujeital-o 4 indulgente apreciagdo do publico.

Pareceu-me que, sendo a geometrid, 1o seculo
XIX, uma sciencia necessaria a0 complemento
da instruccdo primaria, tdo indispensavel &o
astronomo, ao engenheiro nas suas elevadas theo-
pias, quanto sio suas 1nOGOES nteis e necessarias
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a0 proprietario rural, ao artista, e até ao artesdo,
devia este compendio ser escripto com um estylo
simples e tdo claro quanto é a luz do dia.
O publico julgard se satisfiz a essas condicGes.
Cada vez me convenco mais da conveniencia
de demonstrar as formulas para a avaliacio das
dreas e dos volumes, que occupam os corpos da %
geomeiria elementar, com o auxilio do methodo |
infinitesimal. O leitor, acceitando sem objeccio oS ”\\
preliminares exarddos na primeira licio, ndo ters
a minima duvida em acceitar os corollarios.
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NOGOES PRELIMINARES

DE

" GEOMETRIA,

PRIMEIRA LIGAG

PRELIMINARES

{. Geomtetria € a sciencia que trate da forma dos
corpos ¢ da medide da extengfo.

2. Infinitas formas affectio os corpos, algumas das
guaes, por sua complicaclo, pertencem ao dominio da
Geometria transcendente. A Geomelria elementar so se
refere 4 forma e 4 extengdo dos chamados corpos geome-
iricos. |
3. Cada corpo occupa um lugar do espago indefinite
que nos cerca. A menor particula de um corpo, a parti-
cala indivisivel, recebeu pela etymologia o nome de
atomo. Cada corpo & formado de atomos; de particulas
indivisiveis, nio tendo sido possivel delerminar se a
grandeza do atomo varia segundo a nalareza do corpo
tomos

17 Fa¥ Fa%id sWe¥e¥s] P n ;.r ::u'-nnl:ln N TMAMNAT
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alomos,
podemos deixar de conceber a necessidade de um lagar

para o conter,
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k. 0 ponto geometrico é o lugar pura conter o atomo.
Cumpre ndo confundir o potilo geometrico com o ponto
'E‘ material, ou com o ponto ideal sem exten¢do. O ponto
y ideal ¢ indefinivel; o ponto material &0 atomo; o ponto
N geometrico é o gue acima f(ica definido, e ao qual se re-
| ' ferira este compendio. (A)
| 8. Uma linha geometrica ¢ umu serie de pontos geome=
tricos. E assim como concchemos a linha formada por
uma serie de pontos successivos, assim tambem concebe-
mos a superficie formada por uma successdo de linhas.

6. Uma superficie € uma successdo de linhas. ‘

7. Quando a extencdo, a capacidade, o lugar occupado
por um corpo, tem as tres dimensdes avaliaveis, esta ex-
tencio chama-se o volume do corpo. O volume pode,
pois, ser considerado como formado por uma successdo
de superficies.

8. Linha recta ¢ o caminho mais curto entre dous pon-
tos considerados.

9. Uma linha composta de elementos rectos chama-se c
linha quebrada. .0 menor elemento de linha recta é fore
mado por dous pontos contiguos. Com dous pontos con-
tiguos ndo é possivel conceber curvatura, A linha forma-
da pela successao desses elementos de dous pontos; va-
riando em cada ponto a direccio do elemento, é o que se
chama linha curva. |

Linha curva € a que ndo ¢ recta nem formada de ele-
mentos rectos avaliavers. |

10. Das saperficies a mais simples & a superficie plana
ou o plano. Superficie plana € tal que wma linha recta,
girando em todas as direcgles; coincide sempre com elia.
Em virtude desta definigo, a recta que tem dous pontos
situados emum plano estd toda neste,
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11, Na pratlca consideramos sempre uma linha recta
limitada, ou uma saperficie plana limitada.

- Podemos, porém, conceber que a linha recta ou saper-
ficie plana se prolongue indefinidamente na mesma di-
receao.

12, O menor elemento de superficie plana & formado

“de duas linhas rectas contiguas. Se o elemento seguinte
muda de direc¢lo, e assim successivamente, a superficie
engendrada pela successio desses elementos constitue
uma superficie curva, |

13. A Geometria elementar se divide em duas secgoes:
Geometria plana e Geomelria no espago. A Geomelria
plana, de que tratard quasi exclusivamente este compen-
dio, se refere as figuras geometricas tragadas sobre um
plano, de suas propriedades, da avaliagio de suas di-
mensdes, de suas dreas. A Geometria no espaco se refere
as propriedades dos chamados corpos geometricos, da
avaliacio de suas dimensdes, das d4reas das superficies
que os limitdo, dos volumes que elles occupao.

14. Para dar uma idéa bem clara do gue se entende
por area, consideremos a figura geometrica, o quadrado |
(fig. 1) tragado no plano da 12 estampa. Area do quadra- g
do & a parte da superficie do papel limitada pelas quatro
linhas rectas, que fechio o espagco chamado quadrado.

15. No seculo atrazado, o sabio de Wolstrop, de cuja
cabeca sahio mais luz do que de todas as dos sabios de
seu tempo (1), lsaac Newton, legou & humanidade o
calculo infinitesimal.

16. Sem ter necessidade de empregar os termos desta L
sublime analyse, sem ter necessidade de dizer o que & o
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(1) Na opinido. do professor Liebig.
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uma differencial on integral, sem ter necessidade de ex-
plicar oque é infinitamente pequeno ou infinitamente
grande, sem entrar no exame das quantidades auxiliares
ou das designadas, dos limites, dos ultimos valores, etc.,
& bem possivel, e sempre extremamente vantajoso, appli-
car & Geometria elementar a nogdo preliminar d’aquelle
ealculo, cujo influxo parao progresso da sciencia mathe-
matica foi tdo feliz, (30 prompto, tic fecundo, e 30 ma-
ravilhose.

refere ao elemento infinitamente pequeno, que pela con-
tinuidade engendra qaalquer quantidade. A scicncia geo-
metrica sendo a sciencia da extengio, cumpre estabelecer
o elemento primordial das figuras geometricas. I’ o ponto
geometrico. ‘

18. Representando um ponto por p, chamando » o

tos considerados, podemos sempre exprimir uma linha
pela formulan X p. Aqui se apresenta aprimeira difficul-
dade para quem ndo estd habituado com o methodo infi-
nitesimal. |

Sem duvida se o ponto material escapa aos nossos sen-
tidos, nio pode ser entrevisto pelo microscopio mais po-
deroso, nem determinadas suas dimensdes pelos instru-
mentos divisorios mais delicados, com mais razie ainda
ndo & possivel determinar as dimensdes do ponto geome-
trico. Ndo obstante, qualquer que seja a grandeza do ato-

que seja ¢ numero de pontos que chamamos #, ou a soM-

pela formula n X p. Posteriormente veremos quanto esta
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17. A nocio preliminar do calculo infinitesimal se

numero de pontos que constituem a linha entre dous pon-

mo, e por consequencia do lugar para o conter, qualquer

ma de pontos, uma linha péde sempre ser representada
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. | | | nog¢io tao simples, tao facil de conceber, facilita o estudo 1
- | - | . | da Geometria, | } E
, 19, Imaginando um atomo, ou o ponte material, em .. 4
movimento, podemos imaginar e linha como sendo o ca- =
minho geomelrico percorrido pelo atomo. Nio sendo :
possivel avaliar as dimensdes nem do atomo, nem do lu- ’ *
| - gar por elle occupado, ndo tem a linha senfo uma dimen- | ;
: so avaliavel, que & o comprimento. Nao tem a superficie -
= sendo duas dimensdes avaliaveis, que so o comprimento -
| e a largura. O volume tem tres dimensdes avaliaveis, i
| que 530 0 comprimento, a largura, e a altura. | ;
i -
! | T =
;i} !. ; z
| . - o
r 51‘ ! | SEGUNDA LICAO ]
{f ) | ; -
;;!{ - PRELIMINARES ‘{ |
! ‘ ; :
IB3 -
‘ ” . h 20. Duas reclas situadas em um plano, quando se en- T
It 1 contrdo, formao angulo. E’, pois, angulo a por¢do de um o
1 ; . plano limitado em parte por duas linhas que se encortrao. : s} |
o Quando as linhas que formdo o angulo sio reclas, o |
N | angulo é rectilineo : quando sdo curvas, o angulo ¢é cur- :
& i S | . © vilineo. A Geometria elementar s6 se occupa de angulos .?
s | 4}! . - ‘ o rectilineos. As linhas rectas que formdo o angulo cha- ;
2%--: | | mio-se lados do angulo, O ponto em que os lados se en- |
¥ 1 | | L ~contrdo chama-se vertice do angulo. '
= 1T o | 0 24. Se de um ponto qualquer A de uma recta
'1 ] (fig. 2) parte a recta AB, ou de um ponto qualquer |
" -h C partem as rectas CD, CE, CF, CG, &., os dous angulos’ g
}b ?




. WW st ST A m "'. EE iy &
e R R e e i e .,,..................—..-..-....-...—.— v WWWJWWW%& *" "'ﬂ AR R
apation b2 Tn ey - o

5 Lo d i BoEC e st 4 e A R O
e 4 -t N e T e e e e o T Clean
e e T e = Mg = ¥ R B

com o vertice em A, ou todos os angulos com o vertice
em ( chamio-se adjacentes.

22. A recta que divide wm angulo em dous ungulos
iguass chama-se bissetriz.

T el YW
it A

23. A unica curva cujo estudo entra no dominio da ‘
Geometria elementar ¢ a circumferencia. Cumpre nio ff |
confundir circumferencia com circulo. Circumferencia ¢ | o -— | ,
alinhe curva fechada formada de pontos que sdo todos -
equidistantes de um ponto chamado centro. O centro per-
tence ao circulo, isto 6, & superficie plana limitada pela
circumferencia ( fig. 3 ).

2%, A distancia do centro a qualquer ponto da circum-
ferencia chama-se rdio.

Todos os raios de um mesmo circulo s3o iguaes entre |
si, pela definigdo de circumferencia. | | S

A recta que passando pelo centro se termina em
dous pontos A e B da circumferencia chama-se diametro.
O diametro é, pois, igual 4 somma de dous raios.

26. Uma recta indefinita que intercepta a circumferen-
cia em dous pontos D ¢ E chama-se seccante. A distancia
D E entre os dous pontos de interseccio da seccante cha-
ma-se corda-

——— e —
T eala i e

et o o~ i s v — b s 3 8 s+ maat

27. Considerando a circumferencia formada de pontos, | L
considerando um ponto qualquer B e o seu contiguo, | ]
estes dous pontos formdo um elemento recto, nao sendo 3 -
possivel com dous pontos contiguos conceber curvatura.
Esle elemento prolongado até € ou até um ponto indefi-
nito da recta B Z chama-se tangente. Posteriormente | . ]
a uma oatra definicdo de tangente. B 2 L | - | )

28. A parte D E da circumferencia D E F chama-se
arco desta curva. Para ndo confuadir o arco DE com a
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o corda D E, costuma-se collocar o arco “sobre as letras
- que designdo as extremidades do arco.

E? - 29. Os angalos ( fig. 4.), cujo vertice commum coin-
1 , cide com o centro O de um circulo, chaméo-se angulos
i ceniraes. Sdo designados pelas letras A OB, BO G,
g ' o *} C OD, ete., tendo cuidado de collocar no meio a letra
'} ! que designa o vertice. Se os lados desses angulos se pro-
B longdo além dos pontes A, B, G, D, etc., o angulo ndo

varia, sendo o angulo independente da grandeza de seus
lados. AOB, ou a parte do circulo comprehendido entre

o arco AB e os raios AO e BO chama-se sector circular,

y

! * | A comprehendida entre o arco AB e a corda AB é um

o ! | segmento circular.
! [ | | 30. A Geometria elementar tem frequentemente ne- 3
: . | < cessidade de recorrer a algumas verdades, que por Sua

w? | - evidencia dispensdo demonstracio. Kstas verdades evi-
' i dentes chamio-se axiomas.
j ,: R 31. Constantemente teremos de recorrer aos seguintes i
&r! . | axiomas. |
| , ; 1o, De um ponto a outro ndo se pdde imaginar mais do
‘ ;,f | que uma linha recta.
o 20, O todo ¢ maior do que qualquer de suas partes, e +
i 1% ‘ igual a somma das partes. |
k : | o 3°, Se ¢ ambos os membros de uma igualdade ou dest-
i . | gualdade ajuntamos wma mesme quantidade, as sommas
L if | ainda formdo igualdade ou desigualdade. B
; | . | L°. Se de ambos os membros deo uma igualdade ou dest-

Ea ] qualdade dimintimos uwma mesma quantidade, as diffe-
.__L_ ) 1. rengas ainda formdo igualdade ou desigualdade.

| | | i Bo. Se multiplicamos ambos os membros de umd iguai- ]
. ) - | dade ou desigualdade por uma mesma quantidade, os |
| { productos ainda formdo igualdade ou desigualdade. |
i
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6. Se dividimos ambos os membros de wma iqualdade
ou desiqualdade por wmae mesma quantidade, os quocientes
ainda formdo tgualdade ou desigualdade. |

7.0 Se elevamos os dous membros de umu igualdade ou
de wina desiqualdade o wmae qualquer potencia, éstas ainda
formdo igualdade ou desigualdade.

8.° Se extrahimos dos dous membros de wma igualdade
ou desiqualdade as ruizes de wma potencia qualquer, estas
raizes aindae formdo igualdade ou desigualdade. |

32.Com o auxilio desses axiomas, com o de quatro me-
thodos, que melhor serdo comprehendidos depois de al-
guns exemplos, demonstrio-se os theoremas, cujo com-

plexo forma as theorias da Geometria elementar. Os

theoremas depois sdo applicados 4 resolugdo dos proble-
mas.

33. Theorema € uma verdade que, para tornar-se evi-
dente, carece de demonstracdo. Para demonstrar uma
verdade geometrica, ha necessidade de recorrer a pontos,
a linhas, a superficies, e eslas que se tra¢do ou se imagi-
nao constituem a construcedo da figura. A demonstragio
¢ baseada na construcgio e exige raciocinio.

d4. Problema ¢ uma Questdo que, se resolve com o auxi-
lio dos theoremas.

38. Corollario ¢ umae consequencia immediata de um
theorema.

36. Lemma ¢ uma proposi¢do prelvminar que serve de
base e auwmilio de wuma theoria..

37. Os signaes empregados na Arithmetica e na Alge-
bra sdo usados na Geometria,
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! 38. Quando wmarecta AB ( fig. 5) encontra outra CD
¥ © de modo tal que os angulos adjacentes ABC e ABD siio
) iquaes, a recta AB ¢ perpendicular sobreCD. Estes angulos
ABC e ABD, iguaes entre si, chamdo-se angulos rectos.
B é o pé da perpendicular. :

39. Toda recta partindo do ponto B, por exemplo BE,
com direccdo diversa de BA, se diz obliqua sobre GD.

40. Sendo AC perpendiculur sobre DE (fig. 6), DE
tambem ¢ perpendicular sobre AC.

Se dobramos a figura por AC, a recta BE tomard a di-
reccdo de BD, porque por hypothese o angulo ABE é
igual ao angulo ABD. Ora, a recta AG -ficando fixa, e BE
g | | comncidindo com BD, segue-se que EBC é igual a GBD.
ii | ; Dobrando depois a figura por DE, a recta BG ndo péde .
;i

-y -
pics = TS T
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! s 1 deixar de tomar a direccio de BA, porque se tomasse oOu-
lj '+ | | | “tra direccdo, por exemplo a de BF, teriamos o angulo
| D3F, evidentemente maior do que ABD, igual a FBE,
. menor do que ABE-; e por hypothese ABD é igual a ABL.,
Como BC toma a direccio de BA, o angulo CBE ¢ igual

o angulo ABE, e pois DE & perpendicular sobre AC.

51. Todos os angulos rectos sio tguaes entre si. Suppo-
nhamos que AB forma com GD dous angulos rectos(fig.7),
e que A'B? forma tambem com G'D’ dous angulos re-

ctos. Que os dous angulos em B, e os dous angulos em B, |
. .
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sdo iguses entre si sabemos, liela definigio de perpendi-
cular. Cumpre agora demonstrar que 0 angulo ABG =
AB'C'e que o angulo ABD = AB'D.. Superpondo a
recta CD sobre arecta C' D/ de modo que o ponto B co-
incida com o ponto B/ , a recta BA ndo pode deixar de
tomar a direccio de B'A!, porque se lomasse a de B'E
por exemplo, teriamos C'B'E, maior do que CG/B'AY,
igual a EB'D’, evidentemenle menor do que AIBID'
Para outros angulos rectos quaesquer fariamos identico  *
raciocinio. Estd, pois, demonstrado que todos os angulos ©
reclos sdo 1guacs.

42. Quando uma recta é obliqua & outra, forma com
esla dous angulos desiguaes de cada banda. Istes
angulos chamao-se 'adjacentes, como ji fei indicado.
- 43. A somma dos ungulos adjacentes equivale d dous
rectos. Para demonstrar este theorema, consideremos |
primeiramente a obliqua AB sobre CD (fig. 8). Pelo pon- |

to A imaginando uma perpendicular AE, temos que 0 E’
angulo obtuso BAC=CAE--EAB, porque o todo & igual B
a somma das partes (31) ; temos tambem BAD = E A D P

—E A B, Sommando estas duas igualdades, temos BAG
4+ BAD =CAE- EAD, sendo estes dous ultimos
rectos. |

Se os angulos adjacentes sdo mais de dous, por exem-
plo, os angulos CAD, DAE, EAF, EAG, GAB
(fig. 9.), podemos pelo ponto A imaginar a perpendicular
A P, e ¢& facil demonstrar que a somma dos angulos indi-
cados éigual a dous rectos.

&&. Dous angulos que em somma equivulem o wm an-
qulo recto sdo chamados complementares.

45. Dous angulos que em somma equivalem o dous
rectos sio chumados supplementares.
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| %' 46. Das precedentes definicdes resulla que dous angu.-
] los tendo o mesmo complemento ou o mesmo supplémento
: sd0 iguaes.

| 47. Os angulos verticalmente oppostos sdo tquaes. O an-
{ ’ | gulo BOC & verticalmente opposto ao angulo AOD
Al | (fig. 10). O angulo BO D & verticalmente opposto ao
angulo A O C. Para demonstrar a igualdade indicada,
i Lasta estabelecer as seguintes igualdades, em virtude do
" que estd demonstradono § 43, que sio: BOC+AOQC
=2r, AOD AQOC= 2r. Diminuindo uma da
w outra, temos BOCGC—AOD=0,0uB0C=A0D,

que ¢é a these.

48, A somma de todos os angulos formados em torno de
de um ponto equivale o & rectos. Todos os angulos de
um lado de A B (fig. 14) equivalendo a 2 rectos, e os que
; | | ficio do outro lado equivalendo tambem a 2 rectos, todos
\ - - | | juntos equivalem a 4 reclos.
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49. Por um ponto ndo se pdde tracar sendo uma per-
pendicular d wma recta. Para demonstrar este theorema
& necessario considerar dous cazos: ou 0 ponto esld na
recta ; ou esté elle fora d’ella, Se é um ponto C (fig. 12),
por este ponto se fosse possivel tragar duas perpendicu-
lares CD e CE, teriamos o absurdo de ACE, eviden-
temente maior do que A CD, igual a E CB, evidente-
mente menor do que B CD ; ora, sabemos que A G D=
B CD. Seja, no 2.° cazo, o ponto G féradarecta AB
(fig. 13) e sejio CD e CE perpendicalares. Prolon-
| \. | gando arecta CD de modo que C/D sejaiguala G D,
A ' | o | ’ T dobrando a figura por A B, C D toma a direc¢do de D G/
e o ponto C coincide com C’/, Consequentemente C E
coincide com E C’, e o0 angulo G E D = angulo D E C/.
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Ora, por hypothese, G ED érecto; logo, DE G'é tam-
bem recto, e alinha C F C/ deveria ser uma linha recta,
o que evidenlemente ndo & possivel.

50. Nos exemplos precedentes [6rdo j& indicados dous
dos methodos usados na demonstracio dos theoremas
geomelricos : o methodo da superposigio, e o methodo
por. absurdo. O primeiro prova aigualdade das figuras
geometricas pela coincidencia d’ellas. O segundo faz re-
saltar a verdade das proposicdes, que quéeremos demons-
trar, porque da hypothese de ndo ser a proposicdo verda-
deira resulta um absurdo, em virtude dos axiomas ou dos.
theoremas precedentemente demonstrados.

QUARTA LICXO

PERPENDICULARES E
OBLIQUAS,

51. Suppondo C P perpendicular sobre A B (fig. 1%),
suppondo D P=E P, temos o seguinte theorema : de um
ponto qualquer da perpendicular partindo duas obliquas que
encontrdo a rectu A B a igual distancia do pé du perpendi-
cular, estas obliquas sdo iguaes. Para o demonstrar basta
dobrar afigura por G P. A recta P B iomara a direegdo de
P A, porque os angulos A P C e B P Csdo rectos por hy-
pothese; o ponto E coincide com o ponto D, porque
E P = DP. Ora, as obliquas C D e C E, tendo os pontos
extremos communs, sao iguaes.
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52. De duas obliquas afastando-se diversamente du per-
pendicular € mator 4 que mais se afasta  Cumpre provar
que G K & maior do que C D (fig. 18). Para o provar
prolongue-se C P alé C’, de modo que C P seja igaal a
G’ P: undo-se os pontos D e E com o ponto G’ : prolon-
gue-se CD até F. Temos CD4+DF<CE-4LEF,
pela definicdo de linha recta; temos tambem C’D <D F
-+ G’ F. Sommando membro a membro estas desigualda-
des (31), resulta : CD-4+C'D<CE4EF 4 C'F,
porque o termo D F commum a ambos os membros desa-
parece pela simplificagio. Ora, E F 4 C' F=C’E; fica,
pois, CD4+C'D<CE-4 C’E. Sendo CD=C'D
(51), ¢ CE = G’ E pela mesma razdo, temos 2C D <
2 G E, ¢ por consequencia G D < C E.

03. A distuncia de wm ponto qualquer da perpendicular
a0 pé desta € menor do que a distancia do mesmo ponto ao
p€ de uma obliqgua quulquer. Cuinpre provar que CP <
GD (fig. 16). Prolongando C P até G/, de modo que
G P seja igual a G’ P, temos que a obliqua CD = C’D
(1), Ora, GCG/<CD 4 C'D; esendo CC’=2C P,
sendo G D 4- C’D =2 C D, temos que2CGP<2CD,
ou, por consequencia, G P < G D, dividindo ambos os
membros da desigualdade por 2 (31 ).

84. De um ponto ndo se pade tragar para wma recta tres
rectas iguaes. Para o dewmoanstrar, basta reflectir que po-
dem occorrer tres cazos: ou vma das rectas é perpendicu-
lar e as daas outras obliquas; ou as tres s@o obliquas, duas
de um lado e uma do outro da perpendicular; ou, final-
mente, todas tres de um lado da perpendicular. Em qual-
quer dos tres casos éimpossivel que ellas pussdo ser todas
{res iguaes entre si, por se afastarem diversamente do pé
da perpendicular. Se nio & possivel ter tres obliquas iguaes
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partindo do mesmo: ponto, com mais razio nio & possivel

tragar qualro ou mais.
55. Qualquer ponto da perpendicular que passa pelo
meto de uma recta dista igualmente das extremidades desta.

Suppondo P o meio da recta A B (fig. 47), sendo z um
ponto qualquer da perpendicalar P x, é claro que A x =
B x, pnrque sdo obliquas, que, partindo do ponto x, se
afastdo igualmente do pé da perpendicular.

56. Qualquer ponto fira da perpendicular dista desi-
gualmente dos extremos desta. Seudo G P perpendicular
ao meio de A B (fig. 18),sendo x um ponto qualquer féra
da perpendicular, cumpre demonstrar que A x é maior
ou menor do que B x, conforme fica o ponto x 4 direila
ou 4 esquerda da perpendicular. No cazo da figura, cum-
pre demonstrar que B x < A x. Para o demonstrar, unin-
doB D, é certo que Bx <D x -~ B D, pela definigio
de linha recta. Ora, sendo B I'==A D, podemos substituir
na_desigualdade B D porAD,e ficaBx <Dx -4 AD,
ou Bx <A x.

57. Se fazendo centro em A se traga wm arco @ b, se
com 0 mesmo ruio, fezendo centro em B, se traca-o arco
¢ d, a rectn que une a intersec¢do com o ponto D, meio de
A B, ¢ perpendicular ¢ A B (ig. 19). Para o demonstrar,
basta reflectir que, se G D ndo é perpendicular, havera
uma perpendicular G E. Ora, sendo E G perpendicular
por hypothese, sendo as obliquas A C e B C iguaes, se-
S gue-se que A E*= B E. Esta consequencia é impossivel,
porgue por hypothese AD =B D; logo, o pé da per-
o pendicular ndo podendo cahir nem 4 direita nem a es-
; querda de D, a perpendicular & C D.
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QUINTA LIO.
PERPERUDICULARES

58. Se de dous pontos de uma recta cada wm d'elles
estd igualmente distante de dous pontos de wma outra, w
primeira € perpendicular ¢ sequnda. Com um raio arbi-
trario, fazendo centro successivamenlie em A ¢ em B
(fig. 20), tracando dous arcos que se inlerceptdo em
com oulro raio, fazendo tambem centro em A e depois em
B, tracando dous arcos que se encontrdo no ponto D,
unindo o ponto C e o ponto D com o auxilio de uma regoa,
cumpre demonstrar qué G D & perpendicular sobre AB.

A recta C It é perpendicular sobre A B, porque qual-

.quer recla, cujo pé cahe a direita ou & esquerda do ponto

E, nio pdde ser perpendicular A B.

Com effeilo, supponhamos um ponto F qualquer & di-
reita de E, e supponhamos que CF ¢ perpendicular sobre
AB. Em consequencia desta hypothese, AF= B I (51).

Ora, sendo A F=B F, sendo AD=B D por construc-
¢do, segue-se que D I' é perpendicular sobre A B. (57);
e, ndo sendo possivel pelo ponlo F tragar duas perpendi-
culares sobre A B, destas hypotheses resulta que DI' &
0 prolongamenio de CF, e CF D ama linha recla. Esta

‘consequencia absurda, porque pelos pontos G e D ndo

se pode tracar sendo uma linha recta,deriva da hypothese
absurda, que G F é perpendicular sobre A B. ‘Do mesmo
modo se demonstra que nio poéde a perpendicular do
ponto G sobre A C cahir 4 esquerda do ponto E ; e pois
CGE ou GD é perpendicular sobre A B. |




99. Por wm ponto dado sobre uma recta elevar umd
perpendicular sobre esta. Seja a recta A B (fig. 21), e
sobre esta o ponto C, pelo qual se tem de elevar a per-
pendicular, .

Determinando os pontos D e D/, com uma distancia
arbitraria, igualmente distantes do ponto C, com um raio
arbitrario, fazendo centro em D e depois em D/, tracando
dousarcos, que se encontrio no ponto E,uninde C ¢ E, a
recta K C ¢ perpendicular sobre A B, porque o ponto
G dista tanto de D quanto de D/, e 0 ponto E esld no
mesmo cazo. ' |

60. De um ponto dado fore de uma recta abaizar uma
perpendicular sobre esta. Seja a recta dada A B (fig. 22),
e o ponto dado C. Fazendo centro em C, com um raio ar-
bitrario e conveniente, trace-se um arco que encontre a
recta A B nos pontos D e D/. Fazendo successivamente
centroem D e em D/, com um raio arbitrario, tragdo se
dous arcos que se encontrio no ponto L.

Unindo os pontos C e E, esta recta CE & perpendicu-

lar sobre A B, porque tem o ponto C que dista tanto de

D quanto de D/, e o ponto E estd no mesmo cazo E’,

pois, CE perpendicular sobre AB, em virtude do theore-
ma do § 58.

61. Para levantar uma perpendiculai na extremidade
de uma recta a conslrucgio 6 simples ; mas depende a
demonstragdo de um theorema que sera demonstrado pos-
teriormente. Por essa razao este problema sera resolvido
tambem posteriormente. . .

62, Determinar o meio de wma recta. Seja a recla AB
(fig. 23), da qual se quer delerminar o meio. Fazendo
cenlro em A, tragio-se dous arcos, um em cima, outro
inferiormente, com um raio arbitrario. Com este mesmo
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ralo, fazendo centro em B, tracdo-se dous outros arcos,
que encontrdo os primeiros nos pontos G e D, umndo
CeD, esta recta encontra AB no ponto E, meio de AB.
Com effeito, CD é perpendicular sobre AB, em virtude do
theorema (38), e sendo as d0bliquas AC e BC iguaes (1),
temos que A E = B E. .
63, No § precedente invocamos o theorema do § 51,
no qual ficou demonstrado que duas obliquas partindo de
um pontoqualquer de uma perpendicular sobre uma recta,
e encontrando esta em dous pontos igualmente distantes
do pé da perpendicular, s&o ignaes. Sobre a reciproca

deste theorema & baseada a resolucio do problema prece-
dente. Ora, se as obliquas, partindo do mesmo ponto

sendo iguaes, distio 1frualmente do pé da perpendicular,
nio é menos certo que, sendo por hypothese igunaes as
distancias dos pés dos obliquas ao pé da perpendicular,
as obllquas que convergem a um ponto da perpendicular
sdo iguaes. Com effeito, dobrando a figura por GP (fig.15),

‘a recta BP toma a direccio de PA, o ponto E coincide

com D, porque EP=DP por hypothese. Consequente-
mente a obliqua CE= a obliqua CD. Ou pelo methodo
da superposi¢io, ou, mais frequentemente ainda, pelo
methodo chamado por absurdo, se demonstrio as reci-
procas.
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PARALLELAS

w

64. Duas rectas sio parallelas quando situadas no mes-
mo plano nunce se enconirdo, por mais que se prolonguem.
A theoria das parallelas tem preoccupado os maiscelebres
geometras. .

65. Por muito tempo se deduzio a theoria das paralle-
las de uma proposicio celebre, conhecida na sciencia sob
o nome de postulutum de Luclides.. Por esse nome se en-
tende uma proposi¢io que, sem que Lenha a evidencia do
oxloma, se péde que scja admittida como se fora tal. Eis
ahi o postulatum de Euclides : Py sendo perpendicular
sobre AB, Dx sendo obliqua sobre AB, Py ¢ Dx hdo de se
encontrar (fig. 24 ). Ossuccessores de Euclides concor-
dardo com a opinido deste celebre geometra, até que Le-
gendre, no fim do seculo passado, provou que esta propo-

sigdo podia ser considerada entre os theoremas, ¢ a de-

monstrou do modo seguinte.

Se na recta Dx consideramos um ponto m, imaginando
que por esse ponto passa a perpendicular mp sobre AB,
0 pé p dessa perpendicular ndo péde cahir nem em D nem

4 esquerda de D . N&@o péde cahir em D, porque, nessa

hypothese, teriamos o absurdo de um angulo recto igual
a um agudo. Nao péde cahir 4 esquerdado ponto D, porque
aperpendicular doponto Dsobre AB, encontrando a recta

mp no ponto (, teriamos duas perpendiculares, ¢D e

qp, do ponto ¢ sobre AB, o que ndo é possivel, em virtude
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do theotema demonstrado no § 49. Se do ponto m’, acima
do porito m, imaginamos a perpendicular m'p’, demons-
tra-se do mesmo modo que o pé p* nio péde cahir nem
em p nem & esquerda de p. Ora, sendo on° de pontos
desde D at¢ P limitado, e sendo a recta Dx indefinita,
¢ evidenle que esta ters algum ponto, do qual paitindo
uma perpendicular sobre AB, o pé dessa perpendicular
cahird 4 direita do ponto P. Seja E esse ponto situado 4
direita do ponto P. A perpendicular ME com a recta DE
com a recta DM formdo uma superficie fechada, dentro da
qual se acha a perpendicular Py. Para sahir dessa suer-
ficie arecla Py deve encontrar ou arecta EM, ou a obli-
qua Dx. N@o podendo encontrar a perpendicular ME, por
que teriamos do ponto de encontro duas perpendicularés
sobre AB, & claro que Py deve necessariamente en¢ontrar
a obliqua Dx . Est4, pois, provado que Py e Dx se encon-
trao.

66. A perpendicular a uma recta, tambem o € a todas
as outras parallelas a esta (fig. 25). Sejdo AB e CD paral-
lelas por hypothese,e P perpendicular sobre AB: a recta
EP prolongada até P'é tambem perpendicular a CD . Com
effeito, se GD ndo é perpendicular a EP!, pelo ponlo P’
deve haver uma recta P'x, que sejas perpendicular a PP/,
temos que P’D & obliqua'a mesma recta EP’. sendo DP!
obliqua, BAeCD haode seencontrar,em virtude do theore-
ma precedente, o que éimpossivel porque AB e CDsdo paral-
lelas por hypothese. Nio ha, pois, recta alguma, a ndo
set D'P/, que possa ser perpendicular a EP’, sendo esta
a nossa these.

67. Por wm ponto fora de wma recta ndo se pdde tra-
car senido wma parallele, (fig. 26 ). Seja a recla AB, e
pelo ponto m imagine-se uma recta mC parallela & AB.
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Se construirmos a perpendicular commum mn, pelo ponto
mnio & possivel imaginar recta alguma mD, parallelaa AB
porque sendo Cm perpendiculard mn, mD é obligua, e esta
ha de necessariamente encontrar a perpendicular AB, nio
podendo consequentemente ser-The parallela.

68. Se de dwersos pontos de uma recta parallela a ou-
tra, construirmos as perpendiculares communs mn, m'n’
etc, estas.rectas, que medem a mais curta distancia entre
as parallelas sdo iguaes entre si, (fig. 27).- Seja o 0 meio
de mm’. Construindo a perpendicular commum oo/, do-
branglo a figura por oo!, om’ toma a direc¢io de om, o pon-
to m! coincide com o ponto m, por serem rectos os dous
angulos em o ; do mesmo modo o'nl toma a direc¢lo de
oln, e o ponto n'coincide com o ponto n. Os pontos ex-
tremos m e n da recta mn coincidindo com os pontos.ex-
tremos m! e n' da recta m/n', é evidenle que a recta mn—
m/n' . Qualquer que seja a distancla mm/, sempre possi-
vel & imaginar uma perpendicular intermediaria oo/; Se
0s pontos m e m’ s3o conliguos, a superpos:iqﬁo éevidente..
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69. Quande duasrectas parallelas sdp interceptadas por

uma seccante, esta forma com as parallelas angulos, co-

nhecidos pela seguintes denominagdes, ( fg. 28).
Os angulos A G F e D-H E, ambos entre as parallelas>
um situado de um lado da seccante, outro situado de
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outro. lado, sio chamados angulos alternos-internos. Os
angulos B G H ¢ C HE so tambem alternos-internos.
Os angulos B G Ee D HE, um situado fora do inler-

n e i i s ——— & e

valo entre as parallelas, outro dentro, ambos do mesmo | \ "
lado da seccante, sio chamados correspondentes. Os an- 5
gulos A GE e CH G sio tambem correspondentes. Os .{f |

angulos A G Fe CH Fe bem assim os angulosBGF e
D HF, sio igualmente correspondentes.

Osangulos A GEeDHF, ambos externos em rela-
¢io a0 intervalo entre as parallelas, um de um lado da
seccante, outro de outro lado, sdo chamados allernos-ex-
ternos. Osangulos BG E e C HF sfo tambem alternos
externos.

Os angulos BGE e D HF, do mesmo modo que 0s
angulos AGE e C H F, sio externos do mesmo lado da
seccante.

Os angulos A G H e G H E sdo internos do mesmo lado
da seccante. Neste caso estdo os angulos BGFeDH E .,

Definidos estes diversos generos de angulos, cumpre - - i
demonstrar as diversas relagdes, (ue existem entre 0S I
dous angulos de cada genero. |

70. Os angulos alternos-internos sGo iguaes entre Sty |
(fig. 29 ). Demonstremos que o angulo A F I éigual ao
angulo D EF. -

Depois de determinar o ponto m, meio de EF, abaixe-se
a perpendicular-m G sobre A B, e esta perpendicular m G,
prolongada até H, tambem & perpendicular sobre GD.
Cumpre demonstrar que o triangulo F Gm é igual ao
triangulo E Hm . -

Se imaginarmos que o triangalom F G gira em torno o
de um eixo perpendicular ao plano da figura no ponto m,
alé que m F tome a direcgdo de m E, evidentemente o

[l i




ponte F coincidira com 6 ponto E, porque m F =# E
por comstrucgdo. A recta m G tomara a direccio de m H,
por serem os angulos G m Fe Em H, oppostos pelo
vertice, iguaes entre si. Ora, m G tomando a direcgdo de
m H, é facil demonstrar que o ponto G coincide com o
ponto H.

Com effeito, se o ponto G cahisse no ponto G/ ou G/,
acima ou abaixo do ponto H, teriamos a recta F G ou to-
mando a direcgdo EG/ou a direcgio E G, O angulo FGm
reécto, depois do giro da figura, ficaria sendo E G’ m na
13 hypothese, ou E G” H, na 22 hypothese. Em qualquer
destas hypotheses, seria possivel do ponto E haver duas
perpendiculares sobre a recta G H ; mas nio sendo pos-
sivel, segue-se que a hypothese de cahir o ponto G acima
ou abaixo do ponto H & inadmissivel. Da igualdade dos
dous triangulos resulta que o angulo G Fm & igual ao
angulo HE m .

71. Demonstrado o theorema precedente, ou a igual-
dade dos angulos allernos-internos; desta importante pro-
posigo se deduz facilmente toda o theoria das parallelas.

72. Os angulos B G E ¢ DHG, correspondentes, sdo
guaes, (fig. 30). Sendo AGH=BGE, por serem opposlos
pelo vertice, estando demonstrado que AGH=DHG,
pelo § 70, segue-se que B G E==D H G, nossa these.

73, Os angulos AGE e D HF, alternos-externos,
s@o fguaes entre si, (fig. 50). Sendo Iguaes entre si os 4l-
ternos-mternos B G H e C H G, os seus oppostos pelo
veriice, que sio AGE ¢ D H F, tambem sio igiiaés.

74 Os internos do mesmo lado da seccarite valem em
somma dous rectos, (fig. 50). Para demonstrar que BGH
mais' D H G valem em somma dous rectos, basta lembrar
que' A:GH 4B G H=2'r. Ora, substituindo' festa iguals
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dade A G H pelo sev igual D HG, temos DHG -+ B GH
— 2 r, nossa these. ,

75. Os externos do mesmo lode do seccante valem em
somma dous rectos, (fig. 50), Sendo DHG 4 B G H=
21, como ficou demonstrado no § precedente, segue-se
0s seus oppostos pelo vertice, que sio CHF e AGE,
tambem em somma valem dous rectos.

76. Todas as reciprocas dos procedentes theoremas
relativos 4s parallelas se demonstrdo pelo methoda cha-
mado methodo por absurdo, Limitamos-nos a demonstrar
a reciproca do theorema do § 70, que é a seguinte pro=
posicio: Se os angulos AF E ¢ D E F, alternos-inter-
nos, s@o iguaes, {fig. 29,) asrectas AB e C D sdo pa-
rallelas.
| Suppondo que A B nfo é parallela a G D, é necessario
que pelo ponto F passe uma recta xy, que seja parallela
a G D. Nesta hypothese, x F I serd igual a DEF. Ora,
sendo por hypothese D E F= A F E, segne-se que x FE
= A F E, isto é, segue-se o absurdo de ser uma parte
igual ao tcdo. Nenhuma recta, pois, passanda pelo ponto
E, a ndo ser a recta A B, péde ser parallela a G D.

77. Para exercicio convém que todas as reciprocas dos
theoremas dos §§ 71, 72, 73, 74, 75, sejdo demeonstradas

analogamente,




Lo g -+ 3 S aadiiar e o g 2 e ke e Potiptyy o S W T e e A Ty Ry BT T e T T A

..'w . I
" :
OITAVA LIGAO
o . PARALLELAS
H s
i
{ 78. Dous angulos cujos lados sdo respectivaiente pm‘al- |
fi lelos aos lados, que formdo os angulos, sGo tguaes, quando |
| .L%*u as aberturas dos angulos estdo para o mesmo lado,(fig. 31).
J' ! Sejao os lados A B e A’B’ parallelos por hypothése, e
g igualmente A C A’C? parallelos, Prolongando A7B" até
E, de modo que A’B” corte A G no ponto D, temos BA G B
—CDE, por serem AB e A’E parallelas, e tambem 1
B/ A’C!— C DE, por serem A C e A’C/ parallelas. E’ -
facil concluir, em virtude de um axioma, que BA C=
B! ATC. - |
79. Dous angulos tendo o0s lados respectivamente paral- | ﬁ

lelos, ¢ as aberturas dos angulos pard lados diversos, uim
para direita, outra para « esquerda, Sao supplementares,
(fig.32). Sejdo A Be A’ B/ parallelas, A G e A’ G/ paral-
lelas, as aberturas como mostra a figura.
Prolongando A’B’ até D, lemos pelo theorema pre-
"cedente, BAC=C/B/D. Ora, A/B/C/4- C/B/ D==
9 r. Substituindo G’ B’ D peloseuigunal BAG, temos: !
A’B ¢ 4 BAC=2r, nossa these. S
80. Com o auxilio dos theoremas precedentes, relati-
vos 4 theoria das parallelas, podemos resolver todos 0S
problemas que se referem a mesma theoria. Os principaes
sdo 0s seguintes.
80. Por um ponto, situado fora de wma recia, 1o~
car uma parallsla d dita recta, (fig. 33). Seja a recla AB,
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o | o T | | ¢ m o ponto situado féra da recta. Pelo ponto m seja tra- "
. * ¢ada uma recta qualquer, que encontre a recta A Bno -
ponto G. Com umraio arbitrario e conveniente, fazendo
centro em G, trace-se oarco n 0. Com o mesmo raio € n, B
fazendo cenlro em m, trace-se o arcon’z. Com a distancia ;{
igual a corda n o , fazendo centro emn’ , trace-se o pe.
queno arco, que corta o arco n’ % uo ponto o’. Unindo o
ponto m e o pontoo’ , prolongando deum e de outro lado, a
esta rectam o & parallela 4 recta AB. A construcgio !
precedente teve por intuito construir em m um angulo
igual ao angulo B Cm. Consequentemente a recta==DE & o
) parallela & recta A B. .- F
82, Por wm ponto situado féra de wma recta iragor ‘ F;"
uma recte, que faga com a primeira um angulo iqual a um ‘
angulo dado. Seja a recta A B (fig. 34), m o ponto &
situado fora desta recta, e abc o angulo dado. Pelo ponto :
m trace-se, pela construcgdo precedente, uma recta mn J!
t L paratlela a A B . Fazendo centro em b, com um raio arbi-
: trario trace-se o arcod ¢, € com 0 mesmo raio, fazendo
_ centro em m ,trace-se o arcod f, e a cordad’ ¢ =a cor- |
da d e . Unindo o ponto ¢ com o ponio m, e prolongando {J ;
.' '[_ e’m, esta encontrard arecla A B no ponto o, e o angulo : [
y ! B o m, sendo igual ao angulo dado abe, resolve o problema,
| 83. Convem, para terminar esta ligdo, fazer a recapi- %
; tulacdo da theoria das parallelas. |
KR | ]
SR | |
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TRIANGULOS

84, Triangulo ¢ a superficie fechada por tres linhas,
A Geomelria elementar sé se occupa dos triangulos recti-
lineos. As rectas A B, A G, B G cham3o-se lados do trian-
gulo.

Qualquer destes lados pdde ser considerado como base
do triangule. Escolhido, por exemplo, olado A € para
base, ¢chama-se altura a perpendicular B D, abaixada do
vertice B opposto & base sobre esta.

85. O triangulo ou é equilaleral, ou é isosceles, ou é
rectangulo, ou é escaleno.

86. Triangulo equilateral €, como indica o etymologia,
0 qite tem os tres lados tquues,

87. Triangulo isosceles tem dous lados igquaes, e um
desigual aos dous iguaes.

88. Triangulo rectangulo tem uwm angulo recto e dous
agudos.

89. Triangulo escaleno tem os tres lados desiguaes.

90. Qualquer lado de um triungulo é menor do que @
somma dos dous outros.

Este theorema resulta da definicio de linha recta. Te-
mos, por exemplo, A B<A C 4 B C.

. Desta desigualdade se deduz, subtrahindo de ambos

r@ | 0S membros B G, que A B—B.C< A C,isto &, olado
A C maior do que a differenga dos outros dous.

Demonstra-se identicamente que qualquer dos lados

T e e
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de um triangulo é maior do que a differenca entre os
dous oulros.

1. Asomma A B-+ G D de duas rectas que se crusao
¢ mator do que a somma A C - B D de duas rectas que
unem as quatro extremidade. A, G, B, D. Para o demons-
trar, basta estabelecer que A G <A E -4 CE, e que
BD <BE--DE. Consequentemente AC 4+ BD < AE
4+BE+CELDE, e como AE4BE=AB, e
CE4+DE=CD,segue-se que AC-+BD <AB
C D, nossa these.

92. Unindo wm ponto qualquer do interior de wm tri-
angulo com as extremidades de wm dos lados do triangulo,
a somma das rectas imternas € menor do que a somma dos
outros dous lades. Seja o ponto O (fig. 38) do interior
do triangulo, unindo O com os ponlos A e B, temos que
demonstrar ser AO 4+~ B O < AC 4 B C. Prolongando
AO ate D, temosque AD < AC -+ CD ; temos tambem
BO<BD-+ DO. Destas duas desigualdades conclui-
mos que AD—DO+BO<AC+CD-4BD.

Ora,sendo AD—D O0=A0,esendoCD -BD=
B G, éevidente que AO+BO <AC+BG.

93. O angulo A O B, na fig. precedente, € maior do
que o angulo A C B. Para o demonstrar, basta tragar pelo
ponto O a recta OP parallelaa A C , e pelo mesmo ponlo
O a recta O ( parallela aB C. O angulo P 0, igual ao an-
gulo A CB (78), é evidentemente menor do que o angulo
A O B, por ser parte do angulo total A G B.

94. No triangulo rectangulo chama-se hypolhenusa o
lado opposto ao angulo recto; Chamao-se lados catetos os
que formdo o angulo recto. Nafig. 39, A B éa hypothe-

. nusa, A C e¢ B Csio os lados catetos.
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DECIMA LICAO
TRIANGULOS

95. A somma dos tres angulos de um triangulo € igual
¢ dous rectos. Seja um triangulo ABC (fig. 40) de qual-
quer genero. Prolongando o lado AB até D, e pelo ponto
B tracando B E parallela a AG, temos no ponto B tres an-~
gulos adjacentes DBE, CBE, ABC, cuja somma 6 igual a
dous recios ( 43 ). Ora, o angulo BAC = DBE, por ser
BE parallela a AG; o angulo ACB=CBE, por serem alter-
nos-internss (70 ) ; oangulo ABC=ABC. Na igualda-
de DBE -4 CBE 4 ABC = 2 r subslituindo o primeire
e o segundo angulo pelo seu igual, temos

BAG - ACB -+ ABC = 2 rectos.

O angulo CBD, formado pelo lado BGC do triangulo e
pelo lado AB prolongado, chama-se angulo externo. Do
theorema precedense resulta que o angulo externo & igual
a somma dos internos ndo adjacentes. Resulta tambem do
theorema que um angulo qualquer de um triangulo é sup-
plemento da sommma dos outros dous.

96. Do vertice de um triangulo qualquer ABG tragando
wma recta, que encontre o lado opposto entre Be C, o angu-
lo ACD é menor do que oanguloexterno A D Bdoriangu-
lo (fig. 41).Paraaprovar, bastaobservar queoangulo exierno
ADB, sendo igual 4 somma ACD--CAD, é evidentemente
maior do que o angulo AGD ou ACB. :

97. Em virtude do theorema do § 94 um triangulo néo,
péde Ler mais do que um angulo recto. O triangulo rectan-
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gulo tem .um angulo recto e dous agudos. Tendo um
triangulo um angulo obtuso, os outros dous devem ser
agudos, ,.

08. Se do vertice G de um triangulo (fig. 42) a perpen-
dicular abaixada sobre o lado AB, cahir o pé D dessa per-
pendicular entre as extremidades do referido lado, 0 an.
gulo GBA & agudo. Se do vertice G’ a perpendicular G/Dr
cahir fora do intervalo entre A/ e B’, o angulo A'B'G/ ¢
obtuso. Sdo dous lemmas que resultdo do que estd referi-
do no § 86. Ne primeiro caso o angulo CDB sendo recto,
o angulo CBD deve ser agudo. No segundo caso, G’ B’ D/
& agudo, e por consequencia G’B’A’ é obtuso.

99, Em uwm triangulo isosceles os angulos oppostos aos
dous lados iguaes s@o iguaes. Sejdo os ladoes AG e BG
(fig. 43) os lados iguaes de um triangulo isosceles, Tra-
cando a perpendicular CD, as extremidades A e B dislo
ignalmente do pé D, sendo as obliquas ACeBC iguaes
por hypothese. Dobrando a figura por GD, a recla DB
segue a direcgdo de DA, e o ponlo B cahe sobre o ponto As
E’, pois, o angulo GBA == o angulo GAB.

100. N'um triangulo qualguer compurando entresi dous
lados, o ungulo opposto ao lado maior € maior do que o an-
gulo opposto ao lado menor. Seja por hypothese o lado B G
maior do que o lado AB (fig. 4%4). Cumpre demonstrar
que 0 angulo BAC & maior do que o angulo ACB. Pois
que o lado BG ¢ maior do que o lado AB, podemos cons-
fruir aresta BA7= AB. Oangulo BA’A = CAA/4-ACA’
{ 95. ) Ajuntando a ambos
C AA?, temos BA’A4-CAA’=2CAAH-ACA’. Temos, pois.
BAA/ +C A A'/=BAC. Logo,BAC= A C A’ 42 ACA'e
consequentemente BAC, angulo opposto ao lado maior
BC., & maior do que ¢ angulo AGA’ Deste theorema

os membros o angulo




resulta que os angulos sdo directamente proporcionaes
aos seus lados oppostos: quanto maior é o lado do
triangulo maior é tambem o angulo opposto em relagio
aos outros angulos.

101. A bissetriz do angulo formado pelos iquaes de wmn
triangulo isosceles divide o lado opposto em duas parées
sguaes. Se dobramos a figura por CD (fig. 45), o angulo
ACD tendo igual ao angulo BCD, por hypothese, CB to-
mard a direcgio de CA, e ponto B coincidirda com o ponto
A. Consequentemente AD = BD.
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UNDECIMA LICAO
'TIRIANGULOS

102. Em qualquer triangulo temes a considerar tres
lados e tres angulos, isto é, seis elementos.

Compdrandy dous triangulos, logo que verificamos
serem tres dos.elementos de um respectivamente iguaes
aos tres elementos correspondentes do outro, com tanto
que um dos elementos, ao menos, seja um lado, podemos
ter a certesa de que os tres elementos restantes do pri.
meiro trianguio sdo lambem iguaes aos tres do outro, e
desta sorte os dous triangulos coincidem completamente.

‘D’aquiresultdo os tres seguintes principaes casos da igaal«

dade dos triangulos,

103. Dous triangulos sio iguues quando tem um lado
iguul ergquaes os angulos adjacentes a esse lado. Seja, por
hypothese, o lado AB igual ao lado A'B’ ( fig. 46), o an-
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1 _ * gulo em A igual ao angulo em A/, o angulo em B igual
b . 2 1 - o . . 1
- : N ao angulo em BI. Pela superposicdo A/B' coincide com A
B , Iado A’G/ segue a direccio de AC, B’C’segue a direc.

f.

| = ¢do de BC . Evidentemente o vertice C/coincide com o
't . | SRR vertice G , de sorte que os dous triangulos sdo iguaes por
| W ~ lerem os tres lados e 0 s tres angulos respectivamente

iguaes. -
104 Dous triangulos s@o igunaes quando tem um angulo
i sgualformado por dous lados respectivamente iguaes. Sejio,
| por hypolhese, os angnlos em A e Al iguaes, seja o lado
AC igvalao lado A'C", o lado AB igual ao lado AB’.

Pela coincidencia, A'B? coincidindo com AB, o lado
: A’C’ toma a direcgio de AC , o ponto C? coincide com o
| ponto G, o angulo em C'é igual ao angulo em G, o an-
gulo em B' ¢ igual ao angulo em B! e os dous triangulos
sdo iguaes em todos os seis elementos,

105. Dous triangulos s@o iguaes quando tem os tres lados
respectivamente iguees. Sejdo, por hypothese, os lados
; AB, AC. CB respectivamente iguaes a A’'B!, A'C', B/CI
| (fig. 47 ). Fazendo coincidir o lado A’B’ com o lado AB ,
- de sorte que o triangulo A’B'C’ fique na posicio ABCY

" unindo G com G/, temos a recta AB perpendicular sobre
: GC e dividindo esta em duas partes iguaes no ponto D
( B8 ), porque a recta AB.tem dous pontos, o ponto A que
dista tanto de € quando de G!7, o ponto B que dista tanto
| de G quanto de G’/ . Se, pois, dobramos a figura por AB
a recta, DG/’ toma a direccdo de DC , o ponto G’/ coincide
com o ponto C . Ora, o triangulo ABC” éigual ao trian=~ B
- gulo A’B’C’, e por consequencia este é igual ao triangulo
ABC, o que é a nossa these.
“ 106. Com o auxilio dos precedentes theoremas & facil
: o construir um triangulo igual a qualquer triangulo dado.
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107. Para construir um angulo igual a um angulo dado,
ou se emprega um instrumento chamado transferidor, ou

uma construccdo. A descripgio do transferidor serd dada
posteriormente, quando mencionarmos a subdivisio da
circunferencia em graos. Eis ahi a construcgfo.

108. Scja o angulo dado ABG ( fig. 48 ). Fazendo cen-
tro'em B, comum raio arbitrario e conveniente, trace-se

o arco ab. Com o mesmo raio, n’um ponto qualquer B’ da.
rezta indelfinita xy , trace-se o arco bc, com um raio.

igual a corda ab , fazendo centro em em b/, trace-se o
pequenc arco que encontra o arco b’c no ponto &’ . Unin-
do o ponto &’ com o ponto B/, temos o angulo o’B’b igual

a0 angulo dadoABG . Da igualdade dos triangulos aBb e’
¢’ B'Y 6 facil dedusir que o angulo aBb é igual ao angulo

a'B’lh .

109. Para construir um triangulo igual a um triangulo

dado ABC’ (fig. 49 ), n’m ponto A’ de uma recta indeffi-
nita &y , faz-se um angulo yA'z igual ao angulo em A,
determina-se a distancia A/B’ =— AB , determina-se a dis-~

“tancia A'C’ =AGC , unindo o ponto B’ com G, temos o

triangulo A’B’C’ igual ao triangulo ABG .
110. A construcgdo pode effectuar-se de diversos mo-

dos utilisando ou theorema do § 102 , ouo do § 104.

311. Quando os triangulos sdo rectangulos, basta que -
tenhdo a hypothenusa igual e um lado caleto igual, ou

um angulo igual, para que sejdo iguaes. A demunstragio
de qualquer destes dous theoremas se ecffectua pelo me-
thodo da superposigdo. o
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quadrilatero, podenios s

DUODECIMA LICKO

o

QUADRILATEROS

142. As figurus planas fechadas e formadas por qualro
lados chamdo-se quadrilateros. O quadrado, o rectangulo,
o parallelogramo, rhombro, o {trapezio sio quadrilate-
Tos.

113. Quadrado € um quadrilatero, que tem os quatro
lados todos iguaes entre si, e estes formando dous a dous
arigulos rectos, como mostra a fig. 50 .

114 Rectangulo € um quadrilatero, que tem quairo
angulos rectos e os lados oppostos iguaes enire si, sendo
desiguaes os lados contiguos, como mostra a fig. 81.

115. Parallelogramo € um quudrilatero, que tem 0s
lados oppostos paralleles, como mostra a fig. 52 . Quando
os quatro lados que formio o parallelogramo sao iguaes
entre si toma elle o nome de rhombo.

116. Trapezio ¢ um guadrilatero, que tem dous lados
oppostos parallelos e dous que ndo s@o, cOMO mosfra a
fig. 3.

117. Asomma dos quatro angules de um quadrilatere
equivale a quatro angulos rectos. Qualquer' que seja o

:1 11
sempre -dividi

A e =

gulos por uma diagnonal, isto &, por uma recta que
une os vertices de dous angulos oppostos. E’ evidente
que a semma dos seis angulos dos dous triangulos equi=-

vale aos quatro angulos do quadrilatero. Ora, sendo a
| 5

il-g am dous frian~.
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somma dos tres angulos de um (riangulo i’ﬂual\a dous
~rectos (95), a somma dos seis angulos vale quatro
‘rectos. Se os quatro angulos do quadrilatero sdo rectos,
a figura é um quadrado ou um rectangulo ; se os anoulos
‘oppostos sdo iguaes, a figura 6 um parallelogramo.

118. 0-angulo cujos lados s@o perpendiculares aos lados
de wm outro ¢ supplemeuto deste outro. Seja w0 angulo
ABG , fig. 54, e sejdo os lados DE e DF do angulo EDF
respectivamente perpendiculares aos lados BCe AR do
angulo ABG. I’ evidente que a figura BEDF ¢ um qua-
drilatero. Os angulos BED e¢ BFD sendo rectos, os dous
outros do quadrilatero, isto €, os angulos EBF e EDF
valem em somma dous rectos, e consequentemente sio
supplementares.

119. Os lados oppostos de wm parallelogramo sgo
1guaes Unindo os vertices oppostos Be G do p arallelo-
gramo ABDG pela diagonal BC, fig. 55, dividimos este
em dous triangalos, que sdo iguaes, por terem o lado
commum BC ¢ iguaes os angulos adjacentes a esse lado,
Juffectivamente, o angulo ABG = angulo BCD, ¢ o angulo
CBD == angulo ACB sendo alternos internos (70). Sendo
os dous triangulos iguaes, sdo iguaes os lados oppostos
a0s angulos iguaes, ¢ pois AB == CD , AC = BD. "

120. Se os lados oppostos de wm quadrildtero sdo
iguaes, o figura ¢ um parallelogramo. Sejio, por hypothese,
os lados AB e CD iguaes, e do mesmo modo diagenal

| AC==BD. Unindo o ponto B com o penlo C pela diagonal
e BG ficao quadrilatero dividido em dous triangalos. Estés
sdo igaes. por terem os tres lados respectivamente iguaes

(103).
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POLYGONOS.

124. Polygono € uma figura planafechada limitada por
lados, que formdo angulos. Dando=se-4s- figuras fechadas
com tres angulos o nome generico de- triangulo, e o de
quadrilatero 4s que tém quatro angulos, applicaremos o
nome de polygono 4s figuras fechadas de cinco ou. mais:

Co = = -
T T "

ST [ s

angulos.

122. Se os lados (fig. 50) sdo iguaes enire si, e 0S
angulos do mesmo modo iguaes. o polygono & regular.
Se os lados'e os anguios sfo diversos, o polygono se diz
irregular. ';;

123. O polygono que tem cinco lados e cinco angulos |
chama-se pentagono. ' ,

124. O polygono que tem seis lados ¢ seis angulos cha-
ma-se hexagono. _

125. 0 polygono que tem. sete lados e sete angulos cha-
mamse heptagono..

126. O polygono que tewn oito lados ¢ 0rto anqulos cha-

- Mel-5¢ 0650§0N0. |

127. O palygono que tem nove lados e nove angulos cha-

" -fhi-Se enecagono.
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| 428. 0 polygono que tém dez lados e dez ngulos cha-
ma-sé¢ decagono.

129. O polygono que tém onze lados e onge c:mguloc
 chama-se undecagmw. | |
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130. O polygono que tém doze lados ¢ doze angulos
chama-se duodecogono '
131. O quetém qainze ludos chama-se pentedecagono.

132, Quando os angulos do polygono sdo todos salien-
tes, como mostra a ( fig. 87), diz-se que elle & convexo.
Neste caso ndo estdo os polygonos, que tém um ou mais
angulos reintrantes, como os da (fig. 58). A Geometria
elementar s se occupa dos polygonos convexos.

133. Tres caracteres distinguem os polygonos'conve-
x0s. Primeiro ; qualquer lado do polygeno prolongado
deixa o polygonce todo para um lado dessa recta prolon-
gada. Segundo: uma recta que atravessa o polygono en-
contra este em dous pontos sémente. Tercewro: o
polygono se pdde dividir em {antos triangulos quantos
sio os lados menos dous.

13%. A somma de todos os angulos internos de um poly-
gono se representa pela formula 2r (n—2). Esta pro-
posigdo se torna evidente subdividindo o polygono em
sriangulos. O pentagono, por éxemplo, representado I
(fig. 9), & dividido pelas diagonées BE e CE em tres

" triangulos. Ora, evidentemente os angulos internos deste

polygono equivalem a somma dos angulos dos tres trian-
gulos. Valendo os tres angulos de cada ltriangulo dou’

rectos, e o numero de triangulos sendo tres, por ser neste

polygono n =25, e consequentemente n — 2 =3, é clare
que a somma dos angules internos é2r X 3.

Em outro gualquer pelygono a semma dos anguales i~

ternos se determina pela formula 2r (n—2).
135. Prolon_géndo um lado do polygono, por exemplo
o lado AB (fig. 60), o angulo formado por esse lado pro-

lengado e o lado AE do polygono, lado ocntigno ao lad@ |
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AR, chama-se angu]o externo. Os angulos MAE NED,
0DC, PCB, QBA. sdo angulos externos.
136. Em qualquer polygono ¢ somma dos angulos ex-

~ ternos € sempre igual o guatro angulos rectos. Para maior

facilidade da demonstracic, designamos os angulos internos
por i, i’,i”, i, i"”, e os angulos externos por e, e, e,

e, e’ (fig. 61). Temos, sendo 2 figura um pentagono.
evidentemente a somma dos externos e dos internos igual

ia 10 angulos rectos, ou e-fi - &' 41" - e” 417+ e +
e 41’ = 10r, Ora, se do primeiro membro des-
ta jgualdade diminuimos os angulos internos, cuja somma
se determina pela formula 2r (n — 2), sendo neste exem-
plo 6 rectos, ficdo os angulos externos. Diminuindo do
920 membro da igualdade-tambem 6 rectos, ficdo 4 rectos.
E’ claro, pois, que nos pentagonos temos e-+&-e” e "

e’ = L rectos. Qualquer que seja o polygono, a somma
dos angulos externos é sempre invariavel e igual a quatro
rectos, porque no segundo membro ha sempre lanias
vezes dous rectos, quantos sio os lados do polygono, e no
primeiro membro a somma dos angulos internos ¢é sempre
duas vezes dous rectos, quantos s3o os lados menos dous.
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s DECIMA QUARTA LICAO
# i
CIRCUMFERENCIA ETC.
137. Uman recta ndo pdde encontrar uma circumferen- "E
cia em mais de dous pontos. Para demonstrar este theo- i
rema basta recordar a definiciio de circumferencia e de ;
raio. Gom effeito, se fosse possivel que uma recta | 1§;f'
encontrasse a circumferencia em tres ou mais pontos, b
unindo esses pontos de interseccdo com o centro do cir- f , _
culr, teriamos de um ponto tres rectas iguaes tragadas Y
sobre uma linha recta, cuja impossibilidade foi ja de- :
monstrada (84). Se os pontos de intersec¢do. ndo sdo |
contiguos, a recta indefinita que corta a circumferenc™ P
em dous pontos ndo contiguos, como ji foi indicade .
chama-se seccante. Se os dous pontos da circumferencia b
sdo contignos, o elemento infinitamente pequeno, for- yx {
; - mado pelos dous pontos contiguos, prolongads constitue g f .
| a tangente. Podemos tambem definir a tangente pelo, o
seguinte modo. L
138. Tangente a wm ponto da circumferencia € u per-
o pendicular levantada sobre o raio no ponto em que este 1l
enconire o circumferencia. | | "E
139. Qualquer diwmetro divide o circumferencine o . .. . 1ﬁi
— circulo em duas partes iguaes. Este theorema se demons- ‘ ‘ |
tra pelo methodo da superposigdo, dobrando a figura éyn f
| pelo diametro AR (fig. 62). O arco Am B nfo péde em fg} ' j
j relagdo ao arco A m’B sendo affectar uma das tres posi- L ,
‘ gbes seguinies: ou ficar ma posiglo interna A n B, ou | ;‘1 :
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coincidir com o arco A m’ B, ou ficar na posi¢io externa
A n’ B. Daprimeira e da segunda hypothese resultando
0 absurdo de raios do mesmo circulo majores uns do que
outros, & claro que nic podemos senfo admittir a hypo-~

these da coincidencia. O arco-A m B coincidindo como arco
A m’ B, qualquer destes arcos é.uma semi-circumferen-
cia, e o circulo tambem fica dividido em dous semi-cir-

-

CUIOS-I ¥
140. Por um ponto da circumferencis ndo se. pdde

tracar sendo uma tangente. Hste theorema & a conse-
quencia immediata da dofinigio de tangente exarada me
§ 137. Nio sendo possivel na extremidade do raio le-
vantar sendo uma perpendicular (49), ndo & possivel
tambem por esse ponto imaginar mais de uma langente.
1id. A perpendicular abaizada do centro sobre wing
corda qualquer divide esta e o arco correspondenle em '
duas partes 1guaes. Seja a corda A B (fig. 63), e do cen~
o G seja abaixada a perpendicular C D, que se prolon-
gue até E. Os rajos AG ¢ BG, ignaes entre si, podem
. ser considerados como sendo obliquas partindo do pento
¢ da perpendicular G D scbre a recta’A B. Estas obliquas
iguaes afastio-se igualmente do pé da perpendicular,” e
pois, 4 D=BD. Para demonstrar que 0 arco AR =
arco BE, basta dobrar a figura por CE. A recta DA
toma a dir%éﬁo de DB, por serem rectos 0S angulos em
D, e o ponto A cahe sobre o ponto B. Ora, o ponlo E

goando. fixo, o ponto A cahindo em B, é evidente.que.o -

arco BA == arco Bli. Deste theorema resulta que uma
recta que passa pelo centro de um circulo e pelo meio de
uma corda passa necessariamente pelo meio do arco cor-
respondente a mesma corda. Ha entre os tres pontos,

centro do circulo, meio da corda, meio do arco cobrres-



. ‘ =W —
_pondente, uma correlacio tal que basta passar por dous
desses para necessariamente passar pelo terceiro.
142. No mesmo circulo ou em circulos iguaes arcos
Jguaes correspondem o cordas guaes. Sejdo, por hypo-
these, iguaes os arcos AB e A’ B, fig.: 64, cumpre
demonstrar que a corda AB & igual a corda A’ B . Pelo
ponto D , meio de BB®, trace-se o diametro DE. Do-
brando a figura por esse diametro, o ponto B coincide
com o ponto B, porque o arco BD== arco B’D , o ponto |
3 A’ coincide com o ponto A, porque por hypethese o
L arco AB 6 igual ao arco A’ B’ . Coincidindo as extremi- |
b dades A e B da corda AB com as extremidades A’ e B’ da .
¢ da corda A’ B’ , estas duas cordas sdo iguaes.
¢ 143. Fracar wma circumferencia por tres pontos nao
i “em linhae recta. Sejdo os pontos A, B,C, fig, 65, pelos |
% quaes a circunmfoerencia tem de passar, Unindo A com B
i B com C , trangando uma perpendicular que passe pelo
@ meio de AB , e uma outra perpendicular que passe pelo
% meio de BC , estas duas perpendiculares se encontrdo s
5} no ponto O , que é o centro do circulo, cuja circumferen- |
; cia passa por A, por B, por G. E facil demonstrar que i
]ﬂ tracando uma circumferencia com o raio AQ , esta cir- ~ I
ﬁ cumferencia passard por B e por C . Effectivamente, AQ |
| e BO sio iguaes, sendo obliquas que se afasido igual-
?\J mente do pé da perpendicular. No mesmo caso estdo BO h:
g e CO . e | i
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IECIMA QUINTA ngAo
MDDIDA DOS ANGULOS
' 144, Dado um angulo qualquer, e tragando no mesmo
. plano uma eircumferencia, o vertice do angulo pode affec-
tar em relacdo a esta uma das quatro seguintes posigbes:
.ou coincidir com o centro do circulo limitado pela cir-

cumferencia ; ou coincidir com um dos pounlos desta; ou
ficar dentro do circulo em um ponto que ndo seja o een-
tro : .ou ficar f6ra do circulo. No primeiro cazo o angulo
chama-se central ; no segundo cazo chama-se inscriplo ;
no terceiro e no'quarto cazos chama-se excentrico. |

14%. A figura 66 representa o angulo central AGB ..

146. A figura 67 representa o angulo inscripto ABC.

147. A figura 68 representa dous angulos excentricos,
um com vertice situado deniro do circulo, outro com o
vertice fora. Sao os angulos ABCedA' B’ C.

148. Consideremos os angulos centraes AGB, BCD, DG
E, ECGF . Supponhamos.que elles sejao iguaes entre si.
Tracando as cordas AB , BD, DE , EF , é facil demons- :
trar que os triangulos ABG , BGD , DEC., EFG sdo iguaes | |
entre si, porque os angulos em G sdo todos iguaes entre
si por hypothese, e os lados que formao esses angulos,
raios do circule, tambem sdo iguaes. Da igualdade destes
triangulos resulta a.igualdade das cordas AB, BD , DI,

T v

- EF . Sendo estas bgi?ﬂkéfszﬂiﬁﬁﬁéls," tambem o 840 0S Aarcos '
AB,BD,DE, EF . Ora, o angulo AGF contem o angulo
5 ACB repélido quatro vezes, do mesmo modo o arco AF

comom 0 arco AB repetldo quatro veezs. Temos, pois, ©
e
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| f oangulo ACF : angulo ACB=14; e o arco AF: arco

- ~ AB=4. Gonsequentememe 1emos a segumte pr0porgao.

- © NACF: N ACB:: AF: B

149, Dous angulos centracs quaesquer-, fig. 70, por
ewemplo, ACB ¢ BCD , sdo proporcionacs aos arcos _
comprehendidos entre seus lados. Pode acontecer que o an”

gulo maior BCD contenha o menor AGB numero exaclo
de vezes, sendo o menor a medida para avaliar a grandeza
relativa dos dous angulos, Neste caso, uma demonstragio
analoga 4 precedente prova a these. Supponbamos,
porém, que os dous angulos dados no mesmo circulo 520 :
incommensuraveis, isto 6, que nfo seja possivel determi-
nar uma medida commum para a avaliagio das grandezas
relativas dos dous angulos, Ainda neste caso, ha propor-
cio entre os angulos e os arcos comprehendidos entre 0s
lados dos ditos angulos, como se poéde demonsirar do

, modo seguinte. | | e

i' i ~ 150. Com quanto ndo seja possivel determinar o nu.

- - "mero de pontos que ha desde A até B, nem o dos pontos.
desde B até D , todavia podemos chamar o primeiro nu- |
mero N e o segundo N'. Imaginando que pariem raios . |
para cada um dos N pontos do arco AB , e.para cada '
dos N’ pontos do arco BD, & “evidente que o arco
AB fica subdividido em um certo numero de elementos . |
formados por dous pontos contiguos, sendo todos esses - ‘ -
elementlos iguaes entre si.. Do mesmo modo o arco BD |
fica subdividido em um numero de elementos iguaes

Considerando o ponto A e 0 seu conliguo temos o pri-
meiro 'elemento, osedundo e o terceiro pontds__fc_)rmao R

o segundo elemento, ¢ assim successivamente. O raio
ACeo raio contiguo formdo um angulo infinitamente -

pequeno, E’ evidente que o angulo ACB ; formado de

b o ad
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tantos augulos infinitamente pequenos quantos sio os
elementos de dous pontos contiguos, que formao, o arco
AB . Do mesmo modo o angulo BCD & formado de tanlos
~ angulos infinitamente pequenos quantos sio. os elementos
que formdo o arco BD . Temos, pois, que o angulo ACB *
angulo BCD :: n: n’, chamando n e #’ 0s numeros de
elementos formados de pontos contiguos, constituindo os
arcos AB e BD . Qualquer que seja a grandeza do ponto
e qualquer-que seja o numero de pontos que.formdo o0s
-referidos arcos, & evidente que n=AB e 1’ m}fﬁ . Te-
mos, pois, ACB : BCD :: AB : BD .

151. Da proporcionalidade constante entre os angulos
centraes e os arcos comprehendidos entre seus lados
resultou a convencio de avaliar estes angulos pelos arcos,
Convencionou-se que toda circumferencia péde ser con-
siderada formada de 360 partes iguaes, que se cham@o
graos. Cada grao é dividido em 60 minutos e cada minu-
to em 60 segundos. O grio se representa por ° , o mi-
nuto por uma virgula, o segundo por duas virgulas. Para
representar 90 graos, 45 minutos, 48 segundos, dizemos
90° 15’ 48" . O angulo recto tem 90 grdos, e o agudo
menos de 90 graos, o obtuso mais.
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_ DF, e oarco BH pelo seu igual AE , temos,

DECTMA SEXTA LIGKO

MEDIDA DOS ANGULOS

152, Conhecido o meio de avaliar os angulos centraes,
indiquemos o meio de determinar o numero de graos ou

fracgdo de grao que tem um angulo inscripto (11116), ou

um angulo excentrico (147) . ‘
153. Seja o angulo inscripto ABD fig. 71 . Pelo cen-

“tro G do circulo tragando EH palallela ao lado AB , e FG

parallela ao lado BD , temos o angulo ECF igual ao an-.

gulo inscripto.ABD e temos tambem ECF=GCH, por
serex opposlos pelo vertice. Evidentemente, pois, a me-
dida do angulo ABD & a mesma que a do angulo ECF,
islo.6, o arco EF . Ora, & facil demonstrar que o arco
EF ¢ a metade do arco AD . Gom effeito, o arco EF ¢
ignal ao.arco GH , mas este arco GH é a somma dos
arcos GB e BH . Substituindo,o arco GB pelo seu igual

= (ﬁl;—-_-_. AE - DF
AD=TEF 4 AE + DF = 2 EF
EF= 1/2_@ . Consequentemente :

A medida do angulo inscripto € a metade do arco com-

prehendido entre seus lados.

- 484. O angulo excentrico com o vertice dentro do circu~

o tem por medida o semi-somma dos arcos comprehendidos

entre seus lados, Seja o angulo excentrico ABD , fig. 72 .
Tracando pelo ponto E a recta EG parallela a AB,

temos o angulo DEG igual ao angulo ABD , por serem

I
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] _=_arco de 90 graos

correspondentes Ora, a medida do angulo DEG= 1/2
(DE + AG), em virtude do:que f ficou demonstrado no §

- precedente. Podemos substituir AG pelo arco igual EF ,

visto serem parallelas as rectas AF e EG, sendo portanto
a medida de angulo DEG="1/2 (AD+E[‘)

155. A medide do angulo excentrico com o vertice fora
do circulo é a. semi-differenga ‘dos arcos comprehend;z’dos
entre seus lados. Seja -0 angulo ?Xc‘entri‘co ABD, (fig. 73).
Pelo ponto T tragando a recta FG parallela a AB,o angulo
DFG éigual ao angulo excentrico ABD, que queremos

avaliar. Ora, a medida do angulo DFG, sendo inscripto,

5 1/2 (AD —AG). Podemos evidentemente substituir o

arco AG pelo arco igual EX, e temos (153) que a medida

do angulo DFG ou ABD =1/2 (AD — AG).

156. No § 153 foi demonstrado que a medida do angulo
inscripto ¢ a metade do arco comprehendido entre seus
lados quando um dos lados do angulo é uma cordae 0
outro & uma tangente, como esta indicado na fig. 74,
ainda neste cazo especial a medida 6 a metade do arco.
Sendo BD tangente, a medida do angulo ABD & a metade
do arco AB.

“487. Outro cazo particular dos angullos inscriptos é
aquelle em que as extremidades dos lados se confundem
com as extremidades dé um diametro, como mosira a fig.

75.-Sendo: AB diametro, os angulos ADB,ADB,AC/B, sio

recios, porque tém por medida a metade de uma semi-
circumferencia, ou um quarto de circumferencia, ou um

|
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|
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'DECIMA SETIMA LICX0
DIVERSOS PROBLEMAS

- 188, Quando forfo indicadas as’ construccdes para
obaixar ou levantar uma perpendicular sobre uma recta,
ndo foi possivel considerar o seguinte caso particular,
por faltarem conhecinentos necessarios 4 sua compre «
hensio.

159 Pela extremidade de uma recta levantar wne per-.
© pendicular. Seja a recta AB, fig. 76, ¢ B extremidade
pela qual queremos levantar a perpendicular. Em um -
ponto arbilrario G fazendo ceniro, com o raio CB des-
creva-se uma circumferencia, que intercepte a recta AB
1o ponto D . Unindo o ponlo D com o centro C ,» € pro-
longando o raio DC até encontrar a circumferencia no
I | ponto E , unindo E com B , a recta BE é a perpendicular
pedida. Effectivatente, & facil demonstrar que o angulo
DBE é recto, pois elle tem por medida a metade do arco
DE , isto é, a metade de uma semi-circumferencia ou 90
graos. |
“ 160. Sobre uma recta dada descrever um arco ow se-
gmento capaz de um angulo dado.Seja a recta AB, fig. 77,
~ abe o angulo dado- No ponto B construa-se um.angulo
igual ao angulo dado(108).Pelo ponto B trace-se uma recta
BD perpendicular & recta BE. Pelo ponto E, meio de
—---4&B; trace=se uma perpendicular que encomira a perpen- T T
dicular BD no ponto C . Fazendo centro em C , COM 0
i raio GB, trace-se uma circumferencia, aqual passa por
AeporB. O arco AFB é capaz para conler o angulo

)-_;,A__._..,m.\_.“_ﬁ.%._-.,_q.ua.—-——u-\-k-w:—:-;—:—:y P S ——
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" dado abc. Ksla expressio ‘quer dizer que neste arco

determinando um ponto qualquer F, ou F’, ou F”,
unindo esse ponto com os;pontos.A-e%B s-0 angulo - AFB

€ 1gual ao angulo dado.. Effectivamente, o angulo dado;

ou o seu igual ABE 6. por censtrucgdo, -tendo por me-
dida @ métade do arco AB, igual a ‘todos os angulos

cujos verlices estejdo s1tuado:a no arco AFB e cu]os ladog
concorrao aos pontos A e B.

161.-Por #m ponto situado fam de um circulo tracar

uma recta.que seja tangente @ circumferencio deste circulo.

Seja o eirculo com centro em G, fig. 78, e seja Ao ponto
dado féra.-Determinando o ponto B, meio de BG (62),
com o raio BC, fazendo centro em B, trace-se uma cir-
cumferencia, que encontra a outra nos pontos D e D’.

~Unindo os pontos D e D’ com o ponto A, temos AD e AD:

tangentes & circumferencia, cujo centro é G ..Lffectiva-
mente, tragando os raios GD e CD’, é facil observar que
os angulos ABC e AB‘C sdo rectos, tendo por medida a
metade das semi-circumferencias AB/C e ABC. A cons-

- trucclo mostra que por um ponto situado f6ra de um

circulo & sempre possivel tragar duas tangentes & circums-
ferencia que limita o circulo.

162. Tracar uma tangente commum a dous circulos de
raios diversos. Sejdo os circulos com os centros C e C/,
fie. 79, Com a differenca dos raios CD e G/D7, fazendo
centro em C/, centro do circulo maior, trace-se uma cir-
cumferencia concentrica DEF. Pelo ponto D trace-se a
tangente CD 4 essa circumferencia DEF. Tracado o raio

I T B AW BT R W 2N .l:l ‘!"‘l

C’E, prolongando este aié D/, temos GE perpendicul

sobre G/D/. Pelo ponto C trace-se CD parallelad a ED’

undo se os pontos’D e D/, K’ facil demostrar que CDD’E.

6 um rectangulo, e como DD/é perpendicular tanto &
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fligdes do problema.

‘recta ED como ao-raio G/D/, satisfaz ao problema: enur~

ciade. . S A . |
- 463, Tragar,wma vircumferencia-tangente @ wma: Tecta

‘e twm ponto dado;, ¢ passundo por wm ponto determinado.

Seja a recta AB; fig. 80,.D o pento dado nesta recta ou' o
ponto de tangencia, e soja B o ponto determinado pelo
qual deve passar a circumferencia pedida. Pelo ponto D
levante-se uma perpendicular indifinida DF (59), unac-se
os pontes D e E, e pelo ponto G, meio de DE; levanie-se

.uma perpendicular sobre DE, a qual encontra‘a.perpen~

dicular DF no pontp CG. Com o raio GD, fazendo centro
em C, tragando uma circumferemcia, esta satisfaz as con-

-




T oy eeouiiigsd e Sheon

b et e e e

4
¢ et o : :
T

- R— T - - e .-
b W3 - A o o P L e o T o - -
ey o oS N s — T 2 Lk At aL ) e e s et A A e = oy R e
o LI o Lt > ¥ B, Atk A

i

e il
.

s
—

e

R e a

DECISA 0TAVA LIGKO

LINHMAS PROPORCIONAES -

164. Conhecida a theoria das proporcdes, ou demons-
trada arithmeticamente ou algebricamente, podemos
applical-a 4s linhas geometricas, como a qualquer outro
genero de quantidade. |

168, Tragudas em um plano duas rectas com direceles
diversas, dividindo uma das rectas em paries iguaes,
unindo o extremidade do primeira com o do sequnda, ¢

. pelos pontos de divisdo tragando parullelas  ess@ recta,

a sequnda ¢ tambem dividida em partes iguass. Sejdv AB ¢
CD as rectas dadas,fig. S4. Dividindo a recta AB dée modo
que Aa==ab==bc==cd, unindo o ponto A com o ponto G, e
pelos pontos a, b, ¢, d, tracando rectas parallelas &
recta AG, cumpre demonstrar que Ca'==a'b'==b'c'=C'D.

“Pelos pontos C, &', b, tragando as rectas GCo, 3’0,
b o”, que sejdo parallelas & recta AB (80), & facil de-
monstrar que os triangules Co 2 o’ b, b o’ ¢, sio
ignaes. Para o provar, basta reflectir que adCo, bua’'s’,
atc.sio parallelogramos. Ora,-Co=aA, 2’ o’'=ab, b’ 0”==

‘be. Sendo aA, ab, de iguaes por construcgdo, segue-se

que Co, 8'0’, b’ o' slo iguaes. Os triangulos, pois, Goa’,

2’0o b, b o’ ¢ sdo iguaes por lerem um lado igual e

iguaes os dous angulos adjacentes a esse fado. Os lados

“Ca’,a’ b, b’ ¢, oppostosa angulios iguags, sdo iguaes.
. 166. Em qualquer trapezio o recta parallela ds buses
deste - divide os lados nao parallelos em partes directa-
mente propo-roionaes; Seja o trapezio ABGD, flg. 82,e

1
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EF parallela 4s bases. Cumpre demonstrar a seguinte i
propor¢io AE : BF :: EC : FD. A recta AE nada mais € 5
~do que uma serie ‘de pontos, cujo numero sem duvida j
nio épossivel determinar, mas cuja somma, qualquer §
que seja o numero de pontos, péde ser representada por B |
S. Ora, se por cada ponto imaginamos tragada uma paral- l

“lela & AB, ¢é evidente que a recta AE fica subdividida em |
elementos de dons pontos contiguos. Esses elementos, , ;
gualquer que seja o numero de pontes, sio evidentemente i
iguaes entre si. f

As parallelas 1maginadas véo dividir a recta BF em C
]

- o - oo
o . = - P, .‘":: - ) .
e . i LU = - - -

igual numero de elemenlos iguaes entre si, posto que "

possdo ser diversos dos elementos em que suppormos ,

dividida a recta AE. Do mesmo modo concebemos a recta ;
EG dividida em elementos de dous pontos contiguos e B %
- por cada ponto uma parallela que vai dividir FD em NN
igual numero de elementos, Os elementos em que fica. '
dividida arecta AE s3o compostos de dous pontos, por ; v
que por cada ponto- imaginamos uma parallela. o
| Os elementos em que fica dividida a recta DF contem
| 3 ou mais pontos, supponhamos 3: Chamande n o nu- i ;{
| mero de elementos que constituem a recta AE e a recta R
S | BF, podemaos representar estas recta por2n e dn. De , *w
um modo analogo podemos representar as rectas EG e _ "i:
FD por 2 Ne 3 N, chamando N o nnmero de elementos | g
determinados pelas parallelas nas rectas EC e FD. Ora, i
como temos evidentemente a proporgdo |
.. .2n:3nueN:8N, ..o
. resulla que AE:BF::EC:FD. R
167, A demonstragio precedente se applica ac cazo | iMl
- em que as rectas AE, BF, EC, FD sdo incommensuraveis. | i’fﬂj
| L
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‘No caso de haver-upra medida communt, a demonstragao
& simples e baseada no theorema do § precedente. Se.
AE contém amedida commum duas vezes, se LG contem |
essa medida quatro vezes, .pelos pontos de divisdo
i'm-ag'inaildo parallelas, a recta B ficara dividida em duas
partes iguaes, ¢ FD em quatre. Y

| |- Consequentemente AE : EG :: BF FD.

| . 168 Umu recta parallela d base de wm triangulo

‘ | divide osowtros lados em puries directamente-proporcionaes.

;__[ | Seja o triangulo ABC, fig. 83, ¢ DE parallela a base BC.

| | Para demonstrar este theorema, basta pelo ponto A

tracar AT parallela & base BC, ¢ pelo ponfo F tracar FG

parallela AC. No trapezio AFGG temos em virtude do

4 theorema precedente, a proporcio, AD : DC:: FH: HG,

| , o IG=EB, temos ttmbem AD : DC :: AE: EB.

169. Cumpre bem comprehender o que s30 duas rectas
divididas em partes directa ou inversamente proporeio-
| o naes.» Quando as partes de uma das rectas occupdo OS

. = antecedentes da proporgdo, ¢ as duas partes da outra
occupdo os consequentes, a proporgao é directa; quando,
pelo contrario, as duas partes de uma occupdo oS
extremos ¢ as fduas outras partes occupdo oS meios, a

proporgio & inversa.
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170. Duas figuras geametm‘cds sdo semelhantes gquundo

tém os lados homologos directamente propercionaes. Se’
por exemplo, nos triangulos ABC e A'BC, fg. 8%, 0 o
lado A'B’ & o dobro do lado AB, o lado A’C’ o dobro de AG, | :
4 Tado B’'C’ o dobro dé BT, estando os lados do.triangaio”
'ABC, eomparados com 08 do triangulo A’B'C’; na razio

communt de 1:2; sio esses lados proporcionaes, e 98 dous

-

‘
i
) e S O AR TS

iriangulos sdo semelhantes.

o R P N A e
- v -———-———-——:r—'———-——;"—*"—"——' -
i £
B " -

Aer SR LS A — . _




L]

171, A relacdo commum que existe-entre os lados homo-
logos de duas.figuras semelhautes se chama razdo de seme-

172. Nos lados homologos determinados pontes de um |
d elles *téﬁm' pontos correspondentes no outro, O lado AB,
por exemplo, tém suas extremidades, seu meio, etc., do
mesmo modo que o lado homologo A'B’ tem suas extre-
midades, seu meio, etc. Esses pontos correspondeﬁtes
chamdo-se pontos homologos. |

173. Todas ss figuras geometricas podem ter, outras
semelhantes,quando as rectas ou as superficies que formdo
a figura sdo proporcionaes as rectas ol as 'superﬁcie‘sque
formio uma outra - Os quadrilateros, os polygonos, etc.
sqosemelhantes quando a razdo de semelhanga & constante
entre os lados homogolos. R

174. Sejdo os dous hexagonos regulares semelhantes,
fg. 88.—Supponhamos que 2 razio de semelhanca entre
os lados seja 1:2. Os pontos A, B, G, D, E, F. sio homo-
logos dos pontes A’B'C' D' E'F; unindo dous pontos
quaesquer do primeiro polygonos com oS Seus homologos,
as rectas resultantes sdo tambem homologos, como por
exemplo AD, AE, AF, que sdo homologos das rectas A'D’y
" A'E, AT o “ R
175; Bm duas figuras semelhantes quaesquer ha pontos
~ verlices, angu’los; diagonaes, etc. homologos.

176. Toda recta traguda parallelamente d base de wm
triangulo divide este em dous trigngulos semelhantes. Séja
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o triangnlo ABC e DE parallela a base BG, fg. 86.—A pa__
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rallela DE divide os lados AB e AC em partes proporcio-
naés (168), donde temos a proporgdo AD: DB: AE: EG, e
por consequencia AD-f-DB: AD:: AE4-EC: AE, o que
equivale a AB: AD:: AG: AR, Nio ha  duvida, pois, de
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que os lados AB e AC sejdo proporciondes aos lados AD
e AE. Falta demonstrar que BG e'DE lem a mesma razao_- :

-de .s_emelhanga. Tracando DF . parallala. a AC, temos

AB: AD:: BC: FC. Ora, sendo FC=DEporser DECGF
um parallelooramo, resulta que

: | AB: AD:: BC:'DE;
os triangulos, pois, ABC e ADE, tendo os lados propor-

- cionaes sio semelhauntes .

¥77. Dous triangulos que.tém os tres angulos respecte-
vamente iguaes sdo semelhantes. Sejio os triangulos ABC e
A’B’'C’, fig. 87. Sendo por hypethese os angulos em A,
em B, em C, respectivamente iguaes aos angulos em
A, B, ¢’. Para demonstrar que esses dous triangulos
s0 semelhanteo.basta provarque os lados de um delles sao
rebpe'cl;wamente proporcionaes aos do outro. Ora, deter-
minando o ponto B” de modo que o lado A B”._..AB de-
terminando o ponto G de modo que A’ C"=AQC, uninde -
B” com C”, sabemos que o triangulo A’B”C” & igual a0
triangulo ABC por terem um angulo igual formado por
lados iguaes. Tudo, pois, que dissermos do. triangulo
A’B”C” se applwa ac seuigual ABC. Ora, como o angulo
A’B”’C” & igual ao angulo A’B’C’, temos que 2 recta B”C”

& palallela 4 recta.B'C’. Os triangulos, pois, A'B'C e

A'B”C” sdo semelhantes (175). Esti.conscquentemente
demonstrado que os triangolos ABC e A'B’C’, s6 por terem

‘0s angulos respectivamente iguaes, sao semelhantes,

178 Dous triangulos que tém um-angulo zgual formado

Por.i lados proporcionaecs s4o semelkiantes. SejFo os triango=
los ABG e A'B’C’, fig. 87, com o angulo A igual-ao angule
A’. com os. lados AB e. AC propormonaes aos lados A'B
e:A'C Determmando,ﬁi AB e A’ C“u--AC ~unindo
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B’ com G, como femas por. hypothese A’B”; AB:: 4*(;"
A’C’, resulta quea recta B"C” ¢ parallela 4 base B'C’,
Consequentementd ds triangulos A'B"C” ¢ A'B’C’ sdo see

melhantes, ou ABC e A’'B'C’,
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179, Bem comprehendlda a theoria dos mangulos |
semelhantes, facil écomprehenderados polygonos, porque '
estes podem sempre ser subdivididos em tuano'ulos seme-

Ihantes semelhantemente dispostos. - :
:  180. Concorrendo em um ponte varias rectas cortadas -
por duas parallelas, as secgdes dessas purallelas intercepla-
das pelas rectas concorrentes 580 proporcwnaes.—-—SeJ 10 48 :

vectas AO, BO, CO, DO, fig. 88, concorrendo no. ponto o
0, e sejio AD EH parallelas, temos a demostrar que L
EF: AB:: FG: BC:: GH: €D.—Para o provar basta
observar que, comparando 0s manaulos EFO e ABO e
bem assim os mano‘ulos FGO e BC.O femos as segumtes

proporgoes :

EF: AB:: FO: BO
FG.: BC:: FO: BO

Gansequentementﬁ EF: AB:: FG: BG, e analogameﬂte% .,
se prova que FG: BG 12 GH: CD. -

- 81, A bissetrix de wm angulo de wm triangulo dwzde 0
lado opposto em duas partes proporciondes 4os lado.«, que
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formdo o anghlo.— Seja um. tri angulo, de qualquer.ge-
nero, ABC, fig. 89, e Seja CD: bissetrix do.angulo AGB,
~.Temos a provar que AD:AG:: DB: DG. Para o provar,
prolongando AC, e pelo- pontoB tragando uma parallel?
a'0D, que encontra a recta AG prolongada no. ponto E,
cumpre primeiramente demonstrar que o0 triangulo BCE

& isosceles. Ora, sendo GD e BE parallelas, -os angulos
ACD ¢ CEB sdo -iguaes por serem correspondentes, oS
angulos DCB e CBE sdo 1guaes por serem alternos inter-
nos (70). Os angulos ACD e DCB sdo iguags por hypo-
these, donde sesegue que os angulos- CEB e GBI sdo
iguaes. Temos a proporgio AD: AC ::DB: CE. Subsli-

- tuindo CE pelo lado igual BC, por ser o triangalo BCGE
isosceles, lemos

AD: AGC:: DB: BC.

182, Em um triongulo réctangulo a perpendicular
abaizada do vertice do angula recto sobre ¢ hypothenusa
divide o triangulo em dous triangulos parcides semelhantes
o esté, e entre si. Seja ABC um triangulo rectangulo, fig.
90, sendo o angulo recto BAG. A perpen dicular AD divide

f o triangulo ABG em dous triangnlos parcides, ABD e ACD,
I que sio semelhantes ao total ABG. Gomparemos px;ime-i- a
i ramente o total ABC com. o parcial ABD. Estes dous
| ~ triangulos sdo semelhantes, porque tem os angulos res.
pectivamente iguaes (176), BAC =ADB rectos, ABD
commum 20s dos triangulos, BAD = ACB supplementos

de duas sommas iguaes. Analogamente se demonsira que

o triangulo parcial AGD & semelhante ao total ABC.

| "R '183. Da seme lhanga demonstrada no § precedente se
| | AT deduz os dous seguintes theoremas : 1.° a perpendicular
|

AD ¢ meia proporcional entre as seccoes BD ¢ DC;
. cuda lado catoto, ou AB ou AC, émei proporeional
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entre ¢ hypothenusa e 4:seceio. desta adjacent& (0 lado cl=

teto . considerado, Para demonstrar estes dous theoremas
basta comparar.entre si os lados homologos -dos.dous tri-.

angulos parciaes, ou os de cada triangulo "parcial com 03
do total. Reconhecem-se .facilmente os lados homologos,
sendo- esles os lados oppostos - 408 angules iguaes. Dessas

comparacdes, cujo exercicio deixamos 4 sagacidade do

Jeitor,resultdo as seguintes proporges BD : AD:: AD:DG,
BC: AC:: AC: DC, BG: AB:: AB: BD.

184, Gom o quxilio de um desses :theoremas demons-
tra-se uma proposicio celebre na historia da geometria,
que & o .seguinte. O quadrado do hypothenusa ¢ igual
4 somma dos quadrados dos lados catetos. Effectiva-
mente, temos AB*=BCxBD, e AC2=DBCxCD. Som-
mando estas duas igualdades membro a membro, as
sommas sfo iguaes em virtude de um axioma . Temos,
pois, ABE-I—AG’lzB X BD4-BC x CD= BC (BD+GD)

— BCXBC =BT,

Ulteriormente sera demonstrada por outro modo esla

proposi¢do importante.
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| VIGESIMA PRIMEIRA LICAO |

AVALIACAO E COMPARAGCAO
DAS AREAS.

Y

m

{8%. Dous parallelogramos da mesma base ¢ de mesma
alture sdo equivalentes. —Tendo os dous parallelogramos
a mesma base, por hypothese, é sempre "possivel fazer
coincidir as bases. Seja, poisa fig. 91, na qual os dous
parallelogramos, ABCD e AEPFD, esfdo collocados de
modo a terem a base commum, & 0 lado BGC ficando na
mesma dircecdo do lado EF, por serem as alturas igunaes,
por hypothese. Demonstrada’a igualdade dos triangulos

ABE e DCF, & evidente que de toda a figura ABFD, se- .

parando cada um dos triangulos, as differengas sao iguaes
31).— Para demonstrar que 0 triangulo ABE é igual ao
triangulo DCT, basta lembrar que o angulo BAE é iguaj
ao angulo CDF, e que os lados AB e AE sdo respectiva-
mente iguaes aos lados DG e DT (404). '
185. O Parcllelogramo ¢ equivalente @ wm rectangulo
que tem o mesma base ¢ o mesma altura.— K’ um caso es-

-pecial do theorema mais geral demonstrade no § prece-

dente, como mostira a figura 92. o
186. Um triangulo ¢ equivalente @ metade de um

arallelogramo gue tem o mesma altura. — Seja um |

e e A r3iY
’fﬁm HAART

g

triangulo qualquer ABC, fig. 93. — Se pelo ponto A,
se faz passar a recta AD parallela ao lado BG, e pelo
ponto G a recta GD parallela ao lado AB, temos eviden-
" 8
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temente o parallelogramo ABCD, formado de dous Lri-

angulos cuja igualdade & facil demonstrar. A base AB ¢

commum ad triangulo e #o parallelorrralho, e a altura,

CE 6 tamhem communm. E’ pois, o triangulo eqmvalente

a metade de um parallelogramo que tem a mesma base

" e a mesma altura. ~ L. .

187. Dous rectangulos da mesma base $@0 proporciondes
ds mesmes alturas, — Tendu os dous rectangulos a mesma
base, & sempre possivel fazel-os coinicidir do modo re-
presentado na fig. 9% Chamando # o numero de pontos |
que existem de A até C, chamando »’ o numero de pontos
de A alé E, posLo que ndo seja possivel determinar n e n’, |
& evidente que se de cada ponto de n imaginames uma
parallela & base AB, o rectangulo ABCD péde ser consi-
‘derado como formado de tantas rectas iguaes 4 AB quantos
$20 0s pontos de n (6); e do mesmo” modo o ‘reclangulo
ABFE ¢ formado de tanlas vezes a recta AC quantas
sdo os pontos de m'. Ora, como temos evidentemente
n: n':inin’, e como maltiplicando os dous termos da
primeira razio por AB ndo a alterames, da precedente
proporedo se deduzn X AB: n" X A B:: n: n’—Sendo nXAB
a expressio do rectangulo ABCD, que pédemos chamar R,
sendo n’ X AB a expressio do rectangulo ABEF, que po-
demos chamar 7, sendo o numero de pontos n’ igual
aaltura AE ou h,chamando H o n. de pontos n’ evidente~
mente lemos:

'J“ 1

L I

R:r::H: b,

b mrma s e esiesen e memia o s mime =e

188, Dous 7"ecmngnlos da mesma altura 840 proporczo-
ndes ds bases. — Este ‘theorema se demonsira do mMesnto
. modo que o precedente, podendo considerar as bases

-y
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‘como se fossem as alturas, ou reciprocamente as alturas
como se fossem bases. = -
189, Dous rectangulos “com bases e altura diversas -

© sd0 proporciondes aos productos de suas bases multiplica- S
das por suas respectivas alturas. — Seja a fig. 95. Cha- !
mando R. o rectangulo ABCD, r o rectangulo BGFH, X
o rectangulo ABGE, H a altura AC, B a hase AB,
b a basc BH, lemos pelo precedente theorema_ as
segninles proporegdes: |

R:x::H: h,

x:r:B:b

.y,

Multiplicando ordenadamente, ¢ supprimindo o factor
commum X, restilta R: vr:: BxH : byxh.

190. A formula pela qual se delermina a drea de um )
rectangulo sendo fundamental, derivando-se desta, todas |
as outras para a avaliagio das dreas das figuras planas

- regulares, cumpre demonstral-a por dods methodos di-
Versos. . | u
191. Primeiro methodo.— A drea de um rectangulo
se determing peloe formule BXH, chamendo B o base,
H o altura do rectangulo. — Seja o rectangulo ABCD,
fig. 96, e seja EGFB, um'quadrado que escolhemos como
unidade para avaliar a drea do‘rectangulo. — A altura BG
e a base BF deste quadrado unidade podemos representar
por 4. Chamando B a base AB, e H altura AG do rectan-
___gulo, chamando X o rectangulo ABGI, temos as seguintes
proporgdes: |

R:X::H: 1
X :(Hx:B: ¢
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Concluimos R: (_1_)2::B‘_><_Ir1: i, econsequentemémc
R=BH X (1)‘2—.

A Area, pois, de um rectangulo se oblem multlphcando
a base pela altura, ou a drea do rectangulo contem o qua-
drado unidade tanias vezes quantas sio us umidades nu-
fiericas e fraccdo de unidade do producto numerico BH.

192, Segundo methodo.-— O rectangulo ABDG é for-
mado da base AB repetida tantas vezes quantos 520 0s
pontos da altura AC, numero de pontos que chamamos 7.
Qualquer que seja a grandeza do ponto, que nao & possi-
vel avaliar-se, qualquer que seJa o numero desses pontos,
n equivale a uma somma que se avalia medindo a al-
tura C. A hase ¢ BXI. Esta base repetida pela altura

HXTda o rectangulo BxIxHxIouBHXx (1).
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VIGESIMA SEGUNDA LICAO
QUADﬁADO DA HYPOTHENUSA

193. O theorema conhecido sob o titulo de quadrado
da hypothenusa é bem conhecido. — Por sua importancia,
¢ para appllcal alouns conhecimentos adqueridos pre-
cedentemente, o demonstraremos de tres modos di-
VErsos. ‘

194. Primeira demonstragdo. Seja o Lriangulo rectan-
sulo ABC, fig. 97. Sobre a hypothenusa AB, e os lados
AG e BC construdo-se os quadrados ABIA, ACDE, BCF G-
Abaixe-se a perpendicular CL, e tracem-se as rectas BD
e CH. O quadrado ACED tendo a mesma base que o
triangulo ABD, e sendo AC altura commum do quadrado
¢ do triangulo, a drea deste quadrado é dupla da do tnan-
gulo (4186).-— Do mesmo modo se demonsira que 0 rec-
tangulo AMLA & o dobro do (lriangulo ACH. Ora,. os
trianoulos ABD e ACH sao iguaes, por ser o angulo BAD

igual ou angulo CAH, os lados AD e AB respectivamente
iguaes aos lados AG e AH. Seas éreas dos dous man:rulos
s30 iguaes, é evidente que areas duplas sGo tambem iguaes.
Est4, pois, demonstrado que a drea do quadrado ACED &

equivalente a drea do rectangulo A MLH. —Identicamente

se demonstra que a drea do quadrado BCFH equivale a

| ~_&rea do rectangulo BILM. Sendo a somma dos dous rec-

tangulos igual ao quadrado ABIH, é certo que a area deste
quadrado equivale a somma dos quadradoes ACED e BCFG,
195. Segunda demonstragio. —J4 foi demonstrado que
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a recta AC & meia proporcional entre a hypothenusa AB |
: £ .
eo segmento AD (182).~— Temos, pois, AG%=ABx AD. .
Em virtade do mesmo theorema temos BC —-AB><BD g
Concluimos que AG*-+BC* = AB (AD--BD). Sendo evi-
dentemente AD+BD=AB, lemos AC*+BC*= AB®. |
.r - | |
- 196. Terceira demonstragio. Seja o triangulo reclan-
X | ~ gulo ABG, fig. 99. —Construdo-se os tres quadrados sobre .
| 0s seus tres lados,— Prolonguem-se os lados ED e FG até -~ i{
.- se encontrarem no ponto H. Abaixé-se GLI, perpendi- o ’
calar sobre.AB, — Deixando 4 prespicacia do leitor de- ]
§ '" | | : L
3 monstrar-que o lado IG prolongado passara. pelo ponto H, }
“ prolongando M4 até o ponto N, a figura ACHN é eviden- !f ;
B lemente nm parallelogramo. O triangulo ABC 6 igual | i
at . . ' ' 1’ 1
| a0 triangulo CHD, por terem um angulo igual formado o
3 por lados respectivamente iguaes (104). Resulta da "{\
igualdade destes triangulos que AB=CH=AN=AM. —
L Sendo a base AN do parallelogramo ACHN igual 4 base-
i - AM do rectangulo ALIM, sendo commum a altara deste ‘
B parallelogramo e deste rectangulo, sio estas figuras
. ~ equivalentes. Evidentemente o parallelogramo- ACHN =
P . . " ’ : ,
l% : 8 equlvalente a0 quadrado ACDE. E’, pois, este qua-
i; drado equivalente ao rectangulo ALIM. Analogamente se |
’; demonstra que o quadrado BGFC equivalante ao rectan- , ;
it gulo BNIL.— E pois, o quadrado ABNM, somma dos rec-
AR} ' 3
1 tangulos ALIM e BNIL, equivale as dreas dos quadrados
il ACDE e BGFC. i
1 i
2r . 497, Wsta propesicie do_guadrado.da b_ynnj,henu sase_ - tg
q “estende aos polygones regulares construidos sobre ostres T ¢
1 lados-do triangulo rectangule. — A demonstragfo estd re- = |4
servada para :exercitar a prespicacia do leiter.
y 1 ! .
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AREAS DAS FIGURAS PLANAS,

198. A irea de um rectangulo se determina multipli-
cando a base pela altura. Escolhida a unidade linear
“metro, ou o decimetro, ou o centimetro, ou o millimetro,
segunro a grandeza do rectangulo, cuja drea se quer de-
‘terminar, para.medir as duas diménsdes indicadas, a base | |
e a allura, multiplicando estas duas dimensdes, temos um |
numero, ora inteiro, ora inteiro acompanhado de dizima,
o qual indica quantas vezes o reclangulo contem.a uni- l
dade quadrada. | - ..
- 199. A dreade um parallelogramo "se determina mul-
tiplicando a base pela altura. Todo o parallelogramo
sendo eqhivalente a um rectangalo da mesma base e da
mesma altura(185),a formula precedente B X H serve tam=
bem para avaliagio desta figura. - -
- 200. A drea de um triangulo se determina multipti- 7
~cando a base do triangulo pela sua altura, e dividindo o
producto por 2.—Demonstrido estd, precedentemente,
‘que todo triangulo péde ser considerddo como metade de
um parallelogramo tendo a mesma base e a mesma al-
tura (186). -

9201, A dreadeumtrapezio se determina multiplicandoa -

t)J a LW g EA AR ATV AT TILR A A AN

5
!

T o - - o --k..‘ i . - H " - i - S ‘ e ¥
Sl .
A1 g SR SN R
.

semi-somima das basespelaaltura.Chamando B a base maior
AB, b a base menor CD. — A demonstragdo desta formula
é facil, logo que se divide o triangulo pela diagonal AD.
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902. Uma outra formula existe para a avaliagdo da area
do trapezio. T a formula B'XH, chamando B’ a recla
EF tracada pelo meio da altura H pgralle‘la’ is bases. Para
demonstrar esta formula, cumpre demonstrar que B'=1/2
(B b).— Pelo ponto E tracando BE paraliela & BD, de-
monstra-se que 0 triangulo AEG & igual a0 triangulo
CEH, donde se conclue ser AG=CH.—Temos, pois, que
Bx b=2DH. —Ora, sendo DH=LEF, porque DFEH é um
parallelogramo. (119), ¢ certo que Bxb==2EF, ou
EF—1/2 (B-+D). —Chamando B’ a recta EF, temos a for-
mula B'--H para avaliar as areas dos Lrapezios.

903. A area de um polygono se determina subdivi-
dindo o polygono em triangulos, avaliando as areas destes,
o sommando eslas areas. Se o polygono & regular, sendo
os triangulos iguaes quando do centro do polygono traga-
mos reclas para os vertices do angulo do polygono, basta
determinar a drea de um dos triangulose multiplicar esle
pelo numero dos lados do polygomno, para ter aarea desle.

90%. Posteriormente sera indicada e demonstrada a
formula para determinar a area de um circulo, e entdo fi-
cara completa a relagio das diversas formulas para a ava-
liagio das areas das figuras planas reﬁgulares, de que se
occupa a geometria elementar, pertencendo ao dominio

da geomelria transcedente a determinacio das areas limi-
tadas por linhas curvas diversas da circumferencia.
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VIGESINA QUARTA LICAO

LINHAS PROPORCIONAES NO
CIRCULO

*

20%5. Duas cordas em um circulo, que se encontrao,
ficio divididas em partes reciprocamente proporciondes.
Sejdo as duas cordas AB e DE, fig. 101, que se encontrio
no ponto F. Dizer que estas rectas estio divididas no
ponto ' em partes reciprocamente proporcionaes é o
mesmo que dizer haver propor-gz“fo entre as divisoes AT,
BF, DF, EF, de modo tal que AF e BF formem os
extremos da proporgdo, DF e¢ EF formem os meios,

Para o demonstrar, unindo o ponto B com o ponto D por

meio de recta BD, unindo o ponto A com o ponto E por
meio de recta AE, temos os triangulos ALY e BDF seme-.

" lhantes, por terem 0s tres angulos respectivamente-
iguaes (177). O angulo AFE & igual ao angulo BFD por
serem oppostos pelo verlice: o angulo AEE ¢ igual ac
angulo EAT, por terem a mesma medida, a metade do
arco BE. Sendo semelhantes esses triangulos, sdo pro-
porcionaes s lados oppostos 4 angulos iguaes, e conse-
quentemente temos - | ‘ |

: _AF : DF :: EF : BF ;

.
E
| R T
2 g

——= = o0, As secoanies que concorrem fora do cireulo sa@o
inversamente proporciondes aos segumenios embernos.
Sejdo as seccantes AB e AC que copcorrem em A, fig.
102. Cumpre demonstrar a seguinte proporgao: AB :
. . . 9

i ®”

o
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AC :: AE ¢ AD. Para o provar, una-se o ponto B com
o ponto E, ¢ una-se o ponto G com o ponto D. Os trian-

_angulos ABE e ACD sdo semelhantes, por terem oS

angulos respectivamente iguaes (177). Pela compara¢ao
dos lados homologos temos a - proporgio indicada ;
| AB: AC:: AE: AD, '
207. A tangento € meia proporcional entre a seccante
¢ 0 seu segmento ewterno. Sejio a tangenie AB, a seccante
AC, o segmento externo AD, fig. 103. Cumpre demountrar

que AC: AB :: AB : AD. Para o provar, depois de
unir o ponto B com o ponto G, e o ponto B com o ponto

D, observamos que os triangulos ABD e ABC sdo seme-

melhantes, por terem os angulos respectivamente iguaes

(177). Da comparagio dos lados homologos resulfa 2
a proporcio AC : AB :: AB: AD,

908. Construir wmae recia meiw proporcional entre
duas rectas de grandezo dada. Sejdo as rectas de grandeza
dada, AB e CD, fig. 104. Construir a meia proporcional
& determinar uma recta X , de mode a formar a seguinte
proporcdo: AB: X 1 X : CD.

Para resolver este problema, determine-se em uma
recla indefinita uma distancia A’B’ igual a AB, ¢ uma

distancia B’ € igual a CD. Sobre a recta. A° G como
diametro descreva-se. uma semi-circumferencia. Pel,

ponto B’ levante-se a perpendicular B’ D’. Esla recta
B’ D' & a meia proporcional pedida. Effectivamente,

sendo o angulo A" D* C’ recto, o trianguio A" G D’
R ’fé’étaﬁgﬁ‘io,”e 'pois & 'perpeﬁdﬂiduiar B D6 meia pro-

porcional entre os segmentos A’ B’ e B (', e como
A'B = AB, B ¢ =CD, temos:
AB:B'D :B'D :CGD.

X

)
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209. Dividir wma recte em meta ewirema razdo.
Dividir uma recta em meia extrema razdo é determinar

em uma rectadada AB, fig, 105, um ponto x, de modo -

a formar esta proporgio; AB Ax :: Ax : Bx. Para de-

terminar o ponto x, eleve-se pelo ponto Buma perpen-

dicular indefinita sobre a recta AB. Determinando a
distancia BC igual a metade de AB, e com o raio BG,
fazendo centro em C,tragando uma-circumferencia,unindo
ocentro C com a extremidade A, arecta AG intercepta
a circumferencia no ponto D. Com o raio AD descre-

vendo um arco, este cortara a recta AB no ponto x, que

cumpre determinar. Para o demonstirar, basta recordar
o que foi provado no §207. A tangente AB sendo mela

proporcional enlre a seccante AE.e o segnenlo exlerno-

AD, lemos
AE : AB:: AB:AD.
Em virtude de uma propriedade das proporgdes de-

" monstrada na arithmetica, deduz-sé que

' AE—AB : AB—AD:: AB: AD. -
Sendo AB=DE, sendo AD==Ax, temos
| - Ax: Bx:: AB: Ax
o | AB: Ax :: Ax:Bx

" 73 ‘@ ;."i;. K =,
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" VIGESIMA QUINTA LIGRO

- o POLYGONGOS INSCRIPTOS, | ;[
| 210. Para inscrever o quadrado em um cireulo dado - F
| trace-se um diamelro qualquer, e pelo centro do circulo !

faca-se passar um oulro diametro perpendicular ao |

- primeiro. Unindo as extremidades A, G, B, D dos dous ;

diametros, fig. 106, & facil demonstrar que ACBD é um |

quadrade. Com effeito, sendo AB um diametro, os an- |

| gulos CAD e CBD sdo tambem rectos. Dobrando a figura o
2 por AB, arecta AC coincide com BC, e dobrando por |
| ] CD, as rectas BC e BD coincidem com AC e AD. E’, |
pois, ACBD quadrado, por ler os qualro angulos rectos . |

e os qualro lados iguaes entre si. '

Dividindo os arcos AC, CB, BD, DA ao mefo, nos .

. ‘pontos m, m’, m”, m”’, e unindo esies, Lemos que Am”

;.; S C m Bm’ Dm” ¢ um octogono regular. Dividindo suc- i

%.‘uf _ cessivamente 0s arcos em parles iguaes, consegue-se E

- inscrever polygonos de 16, 32, 64, elc. lados. - |

Z '211. Para inscrever o pentagono regular é necessario

b _inscrever previamente o decagono e depois dividir os

} 3 arcos em duas partes iguaes e umnir esses meios para |

\ . ter opentagono. Posteriormente serd indicada a cons- 5

} l truc¢do para inscrever o decagono regular. i

- 212. Parainscrever o hexagono regular, marcando na

e circumferencia um ponto qualquer A, fig. 107, e com uma -

distancia igual ao raio tragio-se as cordas AB, BG, CD,

-
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DE, EF, FA. O polygono AB C DEF é um hexagono
regular. Para o provar, basta.observar que o triangulo
BOC & equilateral, sendo . por tanto iguaes os tres angu-
los. Ora, chamando x qualquer destes angulos, temos -
 3'x=180 graos (95) ; donde concluimos que x=180 : |
3-=00 gréos. | | |
E’, por consequencia, 0 arco BC a 'sexta parte da
circumferencia, e o polygono ABGE I é am hexagono.
regular. Para ter o triangulo equilateral inscripto,
basta wnir o ponto E com o ponto A, o ponto A com O
o ponto C, o ponto G com o ponto E.  Paraobler 0 poly-
5 gonos de 12, de 24, de 48 lados, etc.; ‘basta ir dividindo
o successivamente os arcos em dunas partes iguaes, ¢ unir
! | esses pontos de divisdo. "
- 913. Para inscrever o desagono regular, divi¢a-se o
) raio em meia e extrema razio (209). Seja a fig. 108. Com
L} uma distancia igual a0 segmento maior AD, trace-sea
| corda BC. O arco BC 6 a decima parle da circumferencias
| Para o provar,é necessario demonsirar que o angalo BAG .
| | | tem 36 grios. Primeiramente cumpre demonstrar que o .
. | ] - triangulo ACD € isosceles. Como temos AB: AD:: S
] - AD.: BD, temos tambem AC: AD :: BG: BD. sia
| j I ultima proporgdo préva que a recta GD ¢ uma bisselrix,
o sendo portanto o angulo ACD= ao angulo BCD. Da
- | - mesma propor¢io resulta-que 0S triangulos ABC e BCD
i _sd0 semelhantes, sendo o angulo CAB= ao angulo BGD.
~__Chamando x0 angulo BAG, temos que os angulos ACGB S
ﬂ B e ABC podem ser represéhtadbs, por 2x cada am d’elles. .
| ‘Sendo a somma dos tres angulos do triangulo ABG
Jigual a dous rectos (98), temos X 4 2x42x=2T
ou B x= 180 grios, on X== 180/5, 1sto &, 36 graos.
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Do decagono regular passa-se facilmente aos polygonds
regulares de 5, de 20, de 40, de 80 lados, elc..

hd + B .
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VIGESIMA SEXTA Ligko

AREA DO CIRCULOC

E ]

214. Para delerminar a drea de um circulo temos a
formula 7¢ X r2 Cumpre bem comprehender o gque se
entende por 7, e de que modo foi determinado aproxi-
madamente o valor desta quantidade. Convencionou-se
chamar 7 a relagdo enlre a circumferencia e o diametro.
Sendo a circamferencia evidentemente maior do que o

diametro, suppondo a circumferencia rectificada, ella

contera o diametro considerado como unidade algumas
vezes. O methodo empregado para caleular esta relagio
provou que a circumferencia ndo contemt o diametro
numero exacto de vezes, mas um numero fraccionario,
que foi determinado approximativamente. |
248, Em virtude do que estd expendido no § prece-
dente, chamando 7 o quociente da circumferencia ¢ di-
vidida pelo diametro 2 r, témos ¢ : 2r== 7, donde con-
cluimos que ¢ = 2 M r. | )

cumpre demonstrar os dous seguintes theoremas: 1°

sende o raio—=1, achar as areas do hexagono regular

inscripto e do hexagono regular circumscripto; 2° dadas
| £ |

~ Para mostrar de que modo foi possivel determinar 7,
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? | as areas de -dou_s’ polygonos regulares, um inscripto e
b I outro circumscripto, achar as dreas dos polygonos cor-
K respondentes tendo o dobro-de lados. Nesta licGo serd

| demonstrado somente o 4° destes Lheoremas, |

! .

| 2186. Sendo 0 raio==1, achar as’ dreas do hemagono
| reguler inscripto ¢ do hesagono regular circumseripto,
' 5 Seja b d o lado do hexagono regular inscripto, fig, 109, e
i BD o lado do hexagono regular circumseripto.

’% Como-os triangulos bCd e BCD sfo semelhante, como

ﬁ bd & igual ao raio ou 1, temos Ca: 4:: 4: BD. Ora,
b temos tambem Cd=1, ad= 1/2. Sendo o triangulo aCd

rectangulo temos Ca + ad *—Cd 2, donde concl.imos
ser Ca-—-,/ d——fl/é—-—-g/?:/&-—- 1/2 l/ 3 . Substituin-
i do na precedente propor¢io o valor de G a, temos 4/2
f V 3:1::1 . BD, donde conclaimos ser BD-= 2/ l/ 3.
E A édrea do tuanofulo de sendo Ca X 1/2 bd, substitu-
indo estas quantidades pelos valores precedentes, temos
que esta area é 1/2 g/ 3 X 1/2, porque ad & 12 de bd,
ou ﬁnalmeme 174 g/ 3 . Se adrea do triangulo th é | i
i S
| -‘
174 g/ 3, ado hexacono regular se acha multiplicando |
1 esta por 0, econsequentementeé 6 X l]ll K) ou 64 ‘
: . |
EE A drea do triangulo BGD 61 122 BD, istc é, subs- .
f tituindo os valores dados, 17 g/ 3. A area do hexagono
| | | |
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regular circumiscripto 6, ‘pois 6 X 1y l/ﬁ_: 2 X

3,5/3._-2V3 S

Representando por p a drea do hexafrono reﬂular ins-
crlpto temos p== 32 l/ 3, ere presentando por P a

aréa do hesagono regular circumscripto, temos P =

P I et e . o e o e

VIGESIMA SETIMA LICAO.

AREA DO CIRCULO

247. Para a determinagio de 7t ainda necessitamos.

do theorema seguindte.
218. Dadas as dreas de dous polygnos regulares, um in-

scripto e owtro circumscripto, achar as dreas dos poZygo--

nos correspondentes tendo o dobro de lados.

Seja CLK o triangulo elementar de um polygono qual-
quer inscripto, (ig. seja ACK o triangulo correspondente
do polygono tendo o dohro de lados, seja BGD o triangulo

~ do polygono circumscripto, GEG o trianguls do polygono

R YO ¥ SV .

| F—c

circumscripto, tendo o dobru de lados. Para determinar
o triangulo CEG ¢ precizo tracar CE de modo que seja
bissetriz do angulo ACK. Chamemos

a a area do triangulo GLK,

.
T e e T T e T4 R e AR A i e -
- ; et = '3 e iy e T e A ey
= 3 [ e > > - -

A

ey e ey
ey g

R R |




" -wwm-—u\ﬂ-’-—rp—-m s

— 78 —

b a drea db triangulo BCD, (fig. MO)
~ x agrea do triangulo ACK, :
y a area do triangulo CEG,
no=D a drea do polygono inscripto.
nb =P a drea do polygono circumscripto,

* Qng=p’ a Area do polygono insctipto com o dobro de lados,

2ny —= P’ a érea do polygono circumscripto com o dobro

de lados,
A irea o do triangulo CLK se acha pelo formula
a=—=CM X MK
A area b do triangnlo BCD se acha pela formula
b==AG X AD;
do que resulia que ab== (CM X AD ) X {ACXMK). Ora
sendo AC X ME=—2x, e tendo pela semelhanga dos trian-
gulos ACD e CMK a seguiute propor¢ao:
CM: MK :: AC : AD, concluimos ser
CM 3 AD==AC X MK.
Consequentemente ab —92x X 2x, ou, multiplicando
ambos os membros porn-, a n*, ab=4n’x —-—m><nb—-p><P olt

finalmente 2nx== E/ px P. E’,pois, p’ou20x= pXP.

Vejamos agora de que modo se pode determinar P’.

* como CE & bissetrix do angulo ACD, temos a seguinte pro-

por¢io (181):
AE:DE:; AG:CD
3 GM: CK
;3 CM ; AG, do que GOHO[UImﬂS que
AE Ab—l—f)? . GM ; CM~4-AC, on
AE: AD ;i CM; CM~+4-ACG.

Multlphcando os dous termos da 1°. razdo por ACeos

dous termos da 2%, por MK, temos
| — 10

e
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AEXAC: ADwAC:: CMXMK: (CM4AC) MK
ou y s b o a v a 4 2%
e, multiplicando os dous termos da 4* razdo por 2n, e 0s
dous termos da 2* por n, temos | |

ony : 20b :: na : na -4 2nx

ou PP 2 o p :ip 4 P
L , 2Pp.
consequentemente temos P'=——

p=p’

A formula, que acaba de ser demonstrada é geral : sérve
para delerminar as areas de dous polygonos regulares
quaesquer, um inscripto e outro circamscripto, gquando
conhecemos as dreas dos polygonos correspondentes ten-
do a melade dos lados.
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VIGESIMA OITAVA LICAO
AREA DO CIRCULO

219. Vejamos como, com o auxilio dos dous theore-
mas demonsirados nas duas ligdes precedentes, foi pos- -
sivel determinar 7 , ou a relagdo entre a circumferencia
e o diametro.

Cumpre primeiramente demonstrar que, em um circu-

lo qualquer, considerando 0 raio = 1, o numero que

indica quantas vezes a circumferencia contém o diametro

circulo contém o quadrado formado sobre o raio conside-
rado como unidade. Para o provar, consideremos um
ponto qualquer da circamferencia e o seu contigno, Estes

S VR SO v e e e
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dous pontos contwuos constltuem um elemento recto
(9), que chamamos b, o qual pode ser consnderado base
de um triangulo, cuja altura é o raio, e cuja aréa- é
- b X2, Ora, ocirculo & formado de tantos triangulos,
~identicos a este quantos*sﬁ‘o os elementos iguaes & b, de
que se compde a circumferencia, Ghamando n o numero
‘desses elementos, temos que a area do circulo, ou A, .
pode ser expressa pela formula
| A=nb x n2
Qualquer que seja a grandeza de b, qualquer que seja
o valor den, & evidente quenb=c, e ‘consequente-

mente ‘
A=cx r2=2pxrxrpa.

Na hypothese de r =1, temads A==y X (1) 2, sendo
f = 0 numero, que mostra quantas vezes a area do
circulo contém o quadrado formado sobre o raio=1.

990 Para deterntinar 7, construindo um polygono ins-
eriptoe o corfespo.ndente circumscripto, determinadas
as respectivas areas, & possivel calcular, com o auxilio
das formulas demonstradas na ultima licle, as dreas dos
polyganos, inscripto e circumscriplo, tendo o dobro de
lados, Calculadas estas, podemos calcular as dos poly-
- gonas que tém o dobro de lados, e assim successiva-
mente, até chegar a dous polygonos, wm mscnpto outro
circumssripto, cujas ireas tio pouco differem entre si,
que podem ser consideradas approximadamente equi--
valentes a 4rea do circulo intermediario. - |
- Escolheu=se o _hexagono. regular. Vimos, na 26* licfo,

gque, na hypothese de r==1, a drea do hexagono mscrlpto
832 V 3 =2, 59807621 ¢ a drea do hexagono oir-

eupseripto 6 2 V 3 = 3,46410161
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Calcqlando_ pelas _f.ormu_las_ P = !/ p x Pe P ==

2P p:(p-p ) os polygonos que vio successivamente
dobrando o n. de lados, acharfo-se os seguirites- valores

n. de lados  dreas poly. ins.  dreas poly. cire.
6 2,59807621 3,46410161
12 3,00000000 3,2153904
24 - 3,1058286 3,1596602
A8 3,1326287 3,1460863
96 3,1393554 3,1427105
192 3,1410328 3,1418712
384 3,1414518 3,1416616
768 3,1415568 3,1416092
1536 3,1415829 3,1415963
3072 3,1415895 3,1418929
6144 3,1415912 3,1415927

Procedendo analogamente, e elevando a approximagio

a maior numero de algarismos decimaes, achou-se o va-
lor das 4reas dos polygones, sem divergencia até os se-
guintes algarismos da dizima, igual a 3,1415926535897.
Na pratica basta calecular com o valor de = 3,1416.
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221, Com quanto ndo seja péésivel, nos limites tra-

cados neste compendio, expender o que se refere a esta
seccio da geometria elementar, cumpre todavia definir

b

L OROMETRIA DO ESPACO
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05.COTPOS geomelricos Pegulares, ¢ da¥ uma summaria

idéa do modo pelo qual se determmao os volumes occu-

pados por taes corpos.
292, 0 corpo mais simples chama-se. cubo. Todos

conhecem a forma de um dado de jogar o gamio. E' um

%c_orpo limitado por 6 faces lateraes, tlodas quadradas, e

as faces formdo angulos diédros rectos, chamando-se
angulo diédro o angulo formado por duas superficies.
923. O parallelipipedo & um corpo limitado por seis fa-
ces, cada uma das quaes & um parallelogramo, sendo
iguaes entre si as faces oppostas. 0 parallelipipedo ou. é
reclangulo ou & obliquo, quando as faces lateraes ou

formao angulo recto diédro ou ndo.

924 Prisma é um corpo que tem duas bases oppostas
{riangulares ou polyaonaes e asoutras faces lateraes

parallelogramos-
225. Pyramide é um corpo que tem uma base ou trian-
gular ou polygonal, e um vertice onde vdo convergir

rectas que partem dos diversos vertices do triangulo ou do
polygono base. A pyramlda ou &recta ou obliqua.

2926. Cone & um corpo que tem por base um circalo e
um vertice onde convergem as rectas partindo de todos
os.pontos da circumferencia base. O cone pode ser recto
ou obliquo. | T

.

227. Cylindro é um corpo termmado por duas bases

iguaes circulares e por.uma superficie convexa, formada
por linhas rectas, que unew os pontos de uma base 30S
~_pontos correspondentes da outra, Na geomelria elemen-

tar a base do cylindro é sempre circular; mas na transce-
dente p6de ser diversa,

298, Esphera ¢ um corpo limitado por uma superfici ¢
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.convexa, da qual todos 0s pontos sdo eqmdrstantes do

ponto central. | .
229. A forma precisa dos diversos corpos geometncos

recrulares melhor se explicard com o auxilio de msde-

los apropnados.

. Limitemos-nos, nesta ligio, a considerar a forma cu=

bica, a que serve de unidade para a valiagdio das capaci=

~dades.

e e S

Considerando o metro eubico, isto é o espago para
center um cubo tendo um metro de arésta, cumpre
observar que elle contem mil decimetros cubicos, Aresta
é a interseccdo de duas das 6 faces: lateraes, que formdo
o cubo. O cubo Lem 12 aréstas.

Para provar que um metro cubico contem mil deci-
melros cubicos,cumpre imaginar que a arésta AB,fig. 111,
representando 1 metro, péde ella ser dividida em 40
decimetros. Imaginando que por cada ponto de divisdo
passa uma superficie parallela & base do cubo,. fica este
dividideo em 10 camadas figuradas na fig.112, Gada
uma dessas camadas contendo 100 decimetros cubicos,

havendo 10 camadas, 6 claro que 1 metro CllblCO contem'

s

mil decimetros cubicos.
Do mesmo modo se demonstra que 1 decimelro cubico

contem mil centimetros cubicos, e que 1 centimetro cu~

bico contem mil millimetros cubicos.
Um decimetro cubico & o qne se chama um litro, ou
a2 unidade para avaliagio de pequenas capacldades
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230. O volume do parallelipipedo recto (223) se acha
multiplicando astres dimensdes,o comprimento, a largara
da base, e a altura, Este triplice producto indica quantas

s
it

vezes o volume contem a unidade cubica conveniente- f ;
f mente esoolhida. Seja ABCD a base rectangular do /{_
parallelipipedo recto fig.143,e DE a altura. Sabemos que | .

4 a base ABCD é a recta AB repetida tantas vezes quanlos B

sa0 0s ponlos da recta AD. Se adoptamos para unidade
T melro, chamando b o numero de metros, inteiro ou
~ fraccionario, que constitue a recta AB, esta pdde ser
- representada por b 1. Do mesmo modo a recta. AD
‘pode ser representada por'h’ X 1. Consequentemente a
] a base do parellipipedo 6 b % 1 X by 1= bb’' % (1)2. )
B ‘ Ora, sendo o volume desle a base repelida tantas vezes /

% quantas s3o os pontos da altura D, altura que represen-
-, tamos por hx 1,lemos que o volume & bb’h X (1)3. Mul- | f[f'
Wy - tiplicando as tres dimensdes do parallelipipedo, este tri- ;’;5 |
' plice producto indica o numero, inteiro ou fracciounario, o
1 gue o volume conlém da unidade cubica. A capacidade "
;

_ as salas e quartos das casas de habitagio tem ordinavia-
mente a forma de paralielipipedo. Supponhamos, por ex;

| uma sala de metros 10, 8 de comprimento, 8m, & de

f largura, 6w, 5 de altura. Qual é sua capacidade ?. Multi- ‘
"'ﬁ? | | |

|
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plicando as tros dimensges, achamos o producto 578,3-
Este numero freccionario indca ser a capacidade da sala
de 873 wmetros cubicos mais 3/10 de m-*e;tm'cubico.
231. 0 parallelipipedo obliquo sendo equivalente
a um reslangular, que lem as mesmas tres dirzensdes,
acha-se pela mesma formula o sey volume, - *
232. 0 volume do prisma recto triangular sendo a
base repetida tantas vezes quantos s3o os pontos da
altura,acha-se esse volume multiplicando a base triangu-
lar pela altura. - | o
233, 0 volume de uma Pyramide. triangular 6 igual ao
prodncto da base triangular pelo 1)3 da altara, Para o
.demonstrar & necessario provar que o prisma triangular
se pode compor em Lres pyramides equivalentes, tendo
por base e altura a base ¢ a altura do prisma. .
o 234. O wolume de uma pyramide qualquer com base
polygonal se dstermina multiplicando a base por um 1/3 -
da altara. A pyramide com bhase polygonal se péde sub-
dividir em pyramides triangulares, cuja somma & equiva-
lente & pyramide total; ‘ h
O volume do cylindro recto se determina maltiplican-

ﬁ‘ do a base circular pela altura. O volume do cylindro é a
superficie da base repetida tantas vezes quantos sdo 6s :
pontos da altura do cylindro,

| 235. O volume da esphera se delermina pela formula
415 4 1% Cumpre primeiramente demonstrar que a su-
perficie do sphera 6 o quadruplo do eirculo maximo. Con-
‘ Y siderando na superficie do sphera um (riangulo equilate-
SR | R — formade de tres ponlos conliguos, o menor elemento
( . y superficial, este péde ser considerado como base de uma
11 § . byramide (riangular, cuja sltura & o raio, Chamando b a
! o
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base da pyramide, r o raio dai esphera, temos que o volus
me da pyramide é b X rps. Ora, o volume da esphera é
um certo numero de pyramides identicas, que chamamos
n. Temos, pois, V=n X p X I3, Qualquer que seja
a superficie b, qualquer que seja o valor de n, & evidente
que n X b & igual & superficie externa da esphera, Subs-
tituindon X b pors, e sendo s o quadruplo do circulo
maximo, temos V=14 7T X r X rps == ks 7o 1%
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A materia sendo quantidade 6 suceptivel de augmento.
e de diminni¢To, mas sua divisibilidadeé limitada. A sci-
encia chimica lendo entrado, g gragas a Lavoisier e seus
successores, na phase positiva, os chimicos abandonirdo
as declamagdes metaphysicas, e deduzem esta sciencia da
nogio dos atomos, isto &, das particulas indivisiveis da
materia, Nio direi, como alguns geometras, que o ponto ¢é
" uma porgio de materia LFo pequena quer considerada ab~
solutamente, quer considerada em relagfio a outras gran-
dezas 4s quaes ¢ comparada, que se pode consideral-a
como ndo tendo nem comprimento nem largura,nem pro-
" fundidade. Posto que convenha esta defini¢io aos atomos,
de que se occupa a sciencia chimica, accrescenfando a es-
tas dimensdes a qualificagdo de apreciaveis, ndo convém
ella per certo ao ponto geomelrico, que & o lugar para
lojar o atomo, e ndo o proprio atomo. k
Goncebendo-se a linha como engendrada por uma sug-
- cessdo de pontos enfileirados o contiguos, concebendo-sg
as superficies como formadas por uma successio de linhas
e 0s volumes por uma successdo de superficies, ndo & pos-
sivel conceber que pontos sem dimensges possdo engen-
drar exlengdes com uma, com duas com tres dimensaes.
Esta nogio do ponto conmderado como -0 lngar geomes

u“ICU, onde péde ser conlido o atomo, me parece preferi=- -

vel 4 doutrina platomca, que consiste em considerar 0
ponto, ndo como uma extengao, qualquer, mas como uma
{déa subministrada pela razdo, para reduzir 4 unidade o
conhecimento da exlengdo limitada.
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