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RESUMO

Este trabalho apresenta um novo modelo de comportamento do algo-
ritmo de Pseudo Projegoes Afins (PAP) sob as seguintes condigoes:
identificagao de sistemas, passo de adaptagao arbitrario, correcao do
problema de inicializagdo e ordem do algoritmo PAP menor que a or-
dem da entrada autoregressiva (AR). Para tanto, hipdteses simplifi-
cadoras utilizadas na literatura sao reavaliadas. Complementarmente,
uma generalizagao para o estimador de minimos quadrados, utilizado
durante o processo de adaptagao do algoritmo PAP é proposta, consi-
derando o caso onde o algoritmo opera com ordem menor do que o sinal
AR. Como resultado dessas consideragdes, um novo modelo estocéstico
é obtido para o algoritmo PAP. As equagbes aqui obtidas corroboram
com as simulagoes de Monte Carlo do algoritmo PAP.

Palavras-chave: Filtragem Adaptativa. Algortimo de Pseudo Projegoes

Afins. Andlise Estocastica. Identificagdo de Sistemas.






ABSTRACT

This works presents a new model for the behaviour of the Pseudo Af-
fine Projection Algorithm (PAP) under the following conditions: sys-
tem identification, arbitrary step size, correction of initialization effect
and projection order of PAP algorithm smaller than the autoregres-
sive input(AR) order. For this purpose, the simplifying assumptions
used on the literature are revalued. Complementary, a generalization
to the least squares estimator, used in the during the adaptation pro-
cess of the PAP algorithm, is proposed considering the case that the
PAP algorithm operates with smaller order than the AR signal. As a
result of those considerations, a new stochastic model is obtained to the
PAP algorithm. The equations derived agrees with the Monte Carlo
simulation of the PAP algorithm.

Keywords: Adaptive Filtering. Pseudo Affine Projection Algorithm.

Stochastic Analysis. System Identification
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1 INTRODUCAO

A filtragem adaptativa é aplicada em uma enorme gama de pro-
blemas de engenharia, como cancelamento de eco acustico, adaptacao
de antenas, equalizagao de canais, cancelamento de interferéncia e andlise
e sintese de voz (MANOLAKIS; INGLE; KOGON, 2000). O estudo na drea
foi motivado a partir do desenvolvimento do algoritmo Least Mean-
Square (LMS) feito em (WIDROW; HOFF, 1960). Desde entdo, novos
algoritmos adaptativos foram propostos, e o estudo teérico de seus res-
pectivos desempenhos, visando a compreensao de seus comportamentos
e auxilio ao projeto, tornou-se uma intensa linha de pesquisa.

O interesse no desenvolvimento desse ramo de estudo se deve ao
fato de que um filtro adaptativo é capaz de operar com sinais e sistemas
de natureza aleatéria sem depender do conhecimento das estatisticas
envolvidas, circunstancia essa em que sistemas nao adaptativos nao
obtém um desempenho satisfatério. Um exemplo que ilustra tal si-
tuacgado é o de um sinal puramente senoidal com frequéncia variavel de
forma aleatdria que contamina um sinal de interesse. No projeto de um
filtro notch fixo, para eliminar tal interferéncia, observa-se um desem-
penho insatisfatério, uma vez que a frequéncia central do filtro é fixa.
Ao substituir essa solucao por um filtro notch adaptativo, este é capaz,
sob certas condigoes, de ter sua frequéncia central alterada de acordo

com a variagao da frequéncia do sinal contaminante.
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1.1 FILTRAGEM ADAPTATIVA SUPERVISIONADA

De acordo com Widrow e Stearns (1985), os sistemas adaptativos

possuem todas ou algumas das caracteristicas abaixo enumeradas:

. Adaptacdo automaética & medida em que ocorrem modificagoes

do ambiente ou mudangas das necessidades do sistema (auto-

otimizagao);

. Podem ser treinados para desenvolver uma tarefa especifica de

filtragem ou decisao, ou seja, podem ser programados através de

um processo de treinamento (autoprogramaveis);

. Em decorréncia do item anterior, nao precisam de procedimentos

elaborados de sintese;

. Podem extrapolar o espaco de conhecimento e lidar com novas si-

tuagoes apds o treinamento com um pequeno conjunto de padroes

de entrada (autoaprendizado);

. Até certo ponto podem reparar a si mesmos, ja que sao capazes de

se adaptar em regioes proximas da 6tima mesmo quando sujeitos

a certos tipos de defeitos ou limitacoes;

. Geralmente sao mais complexos e dificeis de analisar que sistemas

nao adaptativos, mas oferecem a possibilidade de um desempenho
substancialmente melhor quando as caracteristicas do ambiente

sao desconhecidas ou variantes no tempo.
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De uma forma geral, entao, filtros adaptativos podem ser defi-
nidos como sistemas que variam ao longo do tempo visando satisfazer
algum critério de desempenho. Na maioria das aplicacoes, tais filtros
sao concebidos para estimar alguma grandeza que esta presente em um
sinal de interesse d(n) a partir de observagoes de outro sinal wu(n),
e o critério de adaptagao do algoritmo adaptativo é baseado no erro
de estimagao e(n). O diagrama de bloco que ilustra essa operagao é
mostrado na Figura 1.

Em geral, a fungao custo a ser minimizada é o erro quadrético
médio (EQM). Matematicamente, 0 EQM é definido, para sinais reais,
como:

J(n) = E{e*(n)} = E{(d(n) —y(n))*} (1.1)

em que E{} corresponde ao operador valor esperado. A escolha do
EQM como uma fungao custo a ser minimizada é justificada pela tra-
tabilidade matemaética e pela interpretagao fisica que a mesma oferece;
ademais, no caso de filtros com resposta ao impulso de duragao finita,
sua superficie de desempenho apresenta um ponto de minimo global,
caracterizando um hiperparaboléide.

Ainda conforme Haykin (2002), a maioria dos problemas de fil-
tragem adaptativa recai em quatro casos béasicos: identificacao de sis-
temas, modelagem inversa, predicao e cancelamento de interferéncia.
No caso de identificagao de sistemas, o objetivo do filtro adaptativo
é estimar a resposta ao impulso de um sistema desconhecido. Para
isso, tanto a planta desconhecida como o filtro adaptativo sdo excita-

dos com o mesmo sinal de entrada. O diagrama de blocos associado a
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d(n)
! +
u(n) Filtro _
Digital [ y(z)
( e(n)
Algoritmo
Adaptativo

Figura 1 — Diagrama de blocos de um filtro adaptativo

essa aplicac@o encontra-se esquematizado na Figura 2, em que u(n) é
o sinal de entrada aplicado no sistema desconhecido e ao filtro adapta-
tivo, y(n) é a resposta do sistema desconhecido & entrada u(n), r(n)
é um ruido aditivo responsavel por modelar processos aleatérios que
nao podem ser obtidos através de uma combinacao linear do sinal de
entrada, d(n) é o sinal desejado e e(n) é o erro de estimagao do sinal

de saida do sistema desconhecido.

r(n)

sistema  [Y(1) id(")
Desconhecido

Filtro
Adaptativo

u(n)

e(n)

Figura 2 — Diagrama de identificagao de sistemas

Na modelagem inversa, o objetivo é obter um sistema que re-

alize a operagao inversa a de um sistema desconhecido. Para tanto
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o filtro adaptativo é colocado em série com o sistema desconhecido,
como mostrado na Figura 3. Adicionalmente, o sinal desejado para
este tipo de aplicagao é uma versao atrasada do sinal de entrada. Essa
abordagem pode ser utilizada em aplicagoes que visam, por exemplo, a

equalizacao de um canal de comunicagoes para reducao de interferéncia

intersimbdlica.
r(n) N
u(n) Sistema Filtro y(n) e(n)
Desconhecido Adaptativo x
d(n)
Atraso

Figura 3 — Diagrama para modelamento inverso

A predigao de sinal envolve a estimacdo de uma amostra de um
sinal correlacionado temporalmente, a partir de observagoes passadas
desse sinal. As observagoes sao processadas pelo filtro adaptativo e o
erro de predigao é avaliado com relagao & amostra que se deseja estimar,

que constitui o sinal desejado conforme mostra a Figura 4.

d(n)

AN

u(n) Atraso Filtro L e
Adaptativo

Figura 4 — Diagrama para predi¢ao de sinal
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No caso de cancelamento de interferéncia, é assumido que o sinal
desejado é composto por uma parcela de interesse e por outra parcela
que corrompe o sinal. O objetivo dessa aplicacao é reduzir ao maximo a
parcela corruptora do sinal desejado. Para isso, um sinal de referéncia
u(n) é aplicado ao filtro adaptativo e o erro de estimagcao é avaliado

conforme mostrado na Figura 5.

Sinal de Interesse +
Interferéncia d(}’l)

AN

u(n) Filtro . en)
Adaptativo

Figura 5 — Diagrama para cancelamento de interferéncia

1.2 ESTRUTURAS DE FILTRAGEM

As estruturas de implementacdo de filtros adaptativos podem
ser classificadas, de maneira geral, em estruturas com resposta ao im-
pulso de duragéo finita (FIR, do inglés Finite Impulse Response) e
estruturas com resposta ao impulso de duragao infinita (IIR, do inglés
Infinite Impulse Response) . Filtros FIR, por defini¢ao, possuem ape-
nas zeros de transmissao e, consequentemente, sao estaveis e podem
possuir fase linear (PROAKIS; MANOLAKIS, 1996). Devido & sua esta-
bilidade intrinseca, essa é a estrutura mais utilizada na implementacao
de filtros adaptativos em tempo real.

Ja os filtros IIR, que possuem uma fungao de transferéncia ra-
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cional, podem implementar sistemas com respostas ao impulso com
espectros suaves com bem menos coeficientes do que as estruturas FIR

(PROAKIS; MANOLAKIS, 1996).

u(n)

Figura 6 — Estrutura de um filtro transversal

Neste trabalho a estrutura utilizada para os filtros adaptativos
serd a estrutura transversal, ilustrada na Figura 6. Os blocos identifi-

1 sdo responsaveis por obter amostras atrasadas

cados pelo operador 2z~
do sinal de entrada u(n) e os elementos wy, k = 1,--- | N representam
os coeficientes do filtro adaptativo. O sinal y(n) representa a saida do

filtro adaptativo.

Definindo o vetor:

T
un) = | wn) un-1) - uln—N+1) (1.2)

como o vetor de sinal de entrada e ainda w como o vetor de coeficientes
do filtro digital mostrado na Figura 1, a Equagao (1.1) pode ser escrita

comao:

J(n) = E{e*(n)} = E{(d(n) — u” (n)w)?}

=E{d*(n)} —2p" (n)w + w'R(n)w (1.3)
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em que p(n) = E{d(n)u(n)} é o vetor de correlagio cruzada entre
o sinal de entrada e o sinal desejado , R(n) = E{u(n)u”(n)} é a
matriz de autocorrelagido do vetor de entrada u(n) e w denota o vetor
N x 1 de coeficientes do filtro transversal. Consoante a Haykin (2002),
se os sinais d(n) e u(n) sdo estaciondrios, R(n) e p(n) sdo invariantes
no tempo e a matriz R assume uma estrutura toeplitz e é simétrica e
semi-definida positiva.

Para minimizar o EQM apresentado pela Equacéo (1.3), pode-se
utilizar o método do gradiente descendente - steepest descent - (HAYKIN,
2002; WIDROW; STEARNS, 1985). Para isso, é tomada a derivada do
EQM em relagao aos coeficientes do filtro adaptativo.

aJ(n)

V()= =5 = -2p + 2Rw (1.4)

Igualando a Equacao (1.4) a zero, obtém-se:
wo=R7'p (1.5)

em que wg € a solugao étima para o filtro adaptativo FIR. O vetor wy

é denominado solugao de Wiener para sistemas estacionarios.

1.3 ALGORITMOS ADAPTATIVOS

Varios algoritmos adaptativos foram desenvolvidos para operar
em tempo real desde a concepgao do algoritmo LMS, e algumas métricas
sao descritas por Haykin (2002) para avaliar seus respectivos desempe-

nhos. Sao elas:
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Taxa de convergéncia: define o nimero de iteracoes necessérias
para que os coeficientes do algoritmo adaptativo se aproximem

suficientemente de sua operagdo em regime permanente;

. Desajuste: é uma medida quantitativa que avalia a diferenca entre
o EQM que o algoritmo alcanga, apds a convergéncia, e o EQM

minimo produzido pela solugao de Wiener;

. Rastreamento: define, em casos em que o algoritmo adaptativo
opera em ambientes nao estaciondrios, a capacidade do mesmo
para acompanhar as variagoes das propriedades estatisticas dos
sinais. Tal desempenho é influenciado pela taxa de convergéncia

e pelas variagoes estatisticas em regime permanente;

. Robustez: capacidade do algoritmo operar satisfatoriamente com

sinais mal condicionados;

Complexidade computacional: niimero de operagoes matematicas
necessarias para o algoritmo adaptativo realizar uma iteracao.

Esse fator é determinante para aplicagoes em tempo real;

. Estrutura: o filtro adaptativo pode ser implementado em diversas
estruturas. A depender da estrutura, por exemplo, pode-se dizer
se o algoritmo pode ser paralelizado ou nao, indicando qual al-
goritmo pode ser melhor implementado em um tipo de hardware

especifico;

. Estabilidade numérica: determina a estabilidade levando em con-

sideragao atributos de hardware como, por exemplo, niveis de
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quantizacao de um processador dedicado. Um filtro adaptativo é
dito numericamente estavel se o mesmo ¢ insensivel a variacao do

ntmero de bits usado em implementacgoes digitais.

Na literatura, varios dos algoritmos recursivos propostos para a
solugdo do problema de filtragem adaptativa sao provenientes de dois
métodos distintos: o método do gradiente descendente e o método dos
Minimos Quadrados (HAYKIN, 2002; WIDROW; STEARNS, 1985). Os al-
goritmos derivados a partir do método do gradiente descendente visam
atualizar o vetor de coeficientes do filtro a cada iteracdo na direcao de
maior reducdo da funcao custo. Para tanto, a direcdo de atualizacao
de tais algoritmos é tomada como o negativo do vetor gradiente da
fungao custo, sendo este tomado com relacao ao vetor de pesos do filtro
adaptativo. Entre os algoritmos dessa familia pode-se citar o LMS, o
Normalized Least Mean Squares (NLMS), o Affine Projections (AP) e
o Pseudo Affine Projections (PAP). Esses algoritmos sdo normalmente
concebidos para minimizar o EQM que, para sistemas estacionérios,
possui como ponto de minimo global a solugao de Wiener dada pela
Equagao (1.5). As equagdes de atualizagdo desses algoritmos sao da
forma:

w(n+1) =w(n) + af(e(n)). (1.6)

sendo « 0 passo de adaptacao que controla a velocidade de convergéncia
e 0 erro em regime permanente e f(-) uma funcao linear do erro de

estimagao.
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Diversamente, algoritmos derivados da Teoria dos Minimos Qua-
drados apresentam uma perspectiva deterministica baseada na soma
dos quadrados do erro de estimacao. Pelo fato de nao se basearem em
aproximagoes estocésticas, algoritmos dessa familia tendem a convergir
mais rapidamente do que algoritmos provenientes do método do gra-
diente descendente para sinais estaciondrios e sistemas invariantes no
tempo. Entretanto, possuem uma maior complexidade computacional e
podem tornar-se numericamente instaveis. O algoritmo mais conhecido
dessa familia é o Recursive Least Squares (RLS) .

O algoritmo AP, por exemplo, possui um desempenho superior
ao algoritmo LMS e complexidade computacional menor do que o algo-
ritmo RLS (SAYED, 2003), tornando-o um algoritmo de grande interesse
nas aplicagoes de engenharia. Por apresentar uma versao do erro de es-
timagao vetorial sua andlise é dificil de ser feita, a excegao do caso em
que o algoritmo AP opere com passo unitario quando o vetor de erro de
estimacgao torna-se um escalar (ALMEIDA et al., 2005). Sua versao sim-
plificada, o algoritmo PAP, possui uma maior simplicidade de andlise
uma vez que, mesmo com passo de adaptagao arbitrario, opera com o
erro de estimagao escalar (ALMEIDA; BERMUDEZ; BERSHAD, 2009). Por
esse motivo, o algoritmo PAP é mais utilizado na prética do que o algo-
ritmo AP, tornando necessario o estudo do comportamento estocastico
do algoritmo PAP.

Alguns trabalhos na literatura propuseram modelos de compor-
tamento estocdstico para o algoritmo PAP. Os resultados desses traba-

lhos sao resumidos a seguir:



36

e Em (ALMEIDA; BERMUDEZ; BERSHAD, 2009) obteve-se um mo-

delo de comportamento estocéstico sob o cenario de identificacao
de sistemas em que o sistema desconhecido é nao estacionério.
Nesse trabalho, o sinal de entrada é modelado como um processo
AR de ordem igual ou inferior a ordem de projecao do algoritmo

AP.

Em (ALMEIDA; COSTA; BERMUDEZ, 2009) foi proposto um modelo
de comportamento estocastico considerando planta estacionéria
com nimero de coeficientes maior do que o nimero de coeficientes
do filtro adaptativo e ordem de proje¢ao maior ou igual a ordem

do processo AR de entrada.

Em (ALMEIDA; COSTA; BERMUDEZ, 2010) foi elaborado um mo-
delo de comportamento estocastico para o algoritmo PAP con-
siderando o nimero de coeficientes do filtro adaptativo igual ao
ntumero de coeficientes do sistema a ser identificado, sendo este
dltimo estacionario. Como inovacao com relacao aos trabalhos
anteriores, foi utilizado como sinal de entrada um processo auto-

regressivo de ordem superior a ordem de projecao do algoritmo

PAP.

Em (COSTA et al., 2012; BARCELOS, 2013) foi estudado o efeito da
inicializacao do algoritmo PAP, utilizando passo unitario, ordem

suficiente e planta estaciondria.

Nota-se pelo contetido dos trabalhos existentes na literatura a neces-

sidade da anélise do efeito conjunto dos cendrios expostos anterior-
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mente, uma vez que cada trabalho analisou os efeitos de planta néao
estaciondria, comprimento deficiente, ordem de projecao insuficiente
e efeito de inicializagao de forma isolada. Outro tipo de anilise nao
abordada pelos trabalhos associados a modelagem do comportamento
estocéstico do algoritmo PAP é de assumir outros tipos de modelos de
sinal de entrada a fim de tornar o modelo mais generalizado com relagao
ao sinal de entrada, uma vez que todos os trabalhos citados assumem

um modelo autoregressivo para o sinal de entrada.

1.4 OBJETIVOS DO TRABALHO

Diante do exposto, este trabalho concentra-se em:

e Estudar o problema de inicializagao associado ao algoritmo PAP

de forma tedrica, apresentado por Costa et al. (2012);

e Avaliar algumas aproximacgoes apresentadas por Almeida, Costa
e Bermudez (2010), de forma a se obter uma forma mais simpli-

ficada para efeitos associados & ordem deficiente;

e Obter um modelo tedrico para o comportamento do algoritmo
PAP, utilizando uma metodologia que permite avaliar o regime
transitério e permanente do EQM desse algoritmo, considerando
os efeitos de inicializagao, ordem deficiente e passo de adaptacao

nao unitario.
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1.5 ESTRUTURA DO TRABALHO

No Capitulo 2 apresenta-se o algoritmo AP e o algoritmo PAP,
bem como uma revisao bibliografica detalhada dos trabalhos associados
a esses algoritmos. Nesse capitulo é feita também a dedugao do algo-
ritmo AP a partir de um sistema subdeterminado de equagoes. Nas
secoes seguintes é explorado o problema de inicializacao do algoritmo
PAP.

No Capitulo 3 é feita a andlise de comportamento estocédstico no
cendrio de identificacao de sistemas, considerando passo de adaptacao
arbitrario, ordem de proje¢ao deficiente e o efeito da inicializagdo. O
resultado desse capitulo consiste em obter um conjunto de equacodes
que descrevem o comportamento estocastico do algoritmo PAP.

O Capitulo 4 apresenta resultados de simulagdes computacionais
que visam validar o conjunto de equagoes obtido no Capitulo 3. As
simulagoes consistem em avaliar o comportamento médio de alguns
coeficientes do filtro adaptativo e o EQM, além de comparar a acuréacia
da previsao com os modelos de comportamento estocasticos presentes
na literatura para o algoritmo PAP.

Por fim, o Capitulo 5 apresenta as conclusoes deste trabalho e
as sugestoes para trabalhos futuros.

Como notacao, serao utilizadas letras minusculas como varidveis
escalares,como r(n) e e(n), letras mindsculas em negrito, por exemplo
¢(n) e w(n), como varidveis vetoriais e letras maitsculas em negrito, a

exemplo de R(n), como grandezas matriciais.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O algoritmo de projegoes afins foi proposto por OZEKI e UMEDA
(1984) para contornar o problema de baixa velocidade de convergéncia
dos algoritmos LMS e NLMS para sinais correlacionados. A proposta
do algoritmo teve como base um problema de otimizacao com restrigoes.

Conforme a Figura 1, o erro de estimagao pode ser descrito como:
e(n) = d(n) — w? (n)u(n) (2.1)

em que w(n) representa o vetor de coeficientes do filtro adaptativo.
Deseja-se, entao, determinar w(n + 1) que anule o erro de estimagcao.
Dessa forma:

d(n) =wT(n+1u(n) (2.2)

Assim, a Equagdo (2.2) forma um sistema de equagdes com N
incognitas e apenas uma Equagao, caracterizando um sistema subde-
terminado. Portanto, para determinar w(n + 1) é necessério adicionar
um conjunto de restri¢ées ao problema. A solugao proposta por OZEKI
e UMEDA (1984) consiste em utilizar P+1 vetores de sinal de entrada,

com N > P+ 1, com o objetivo de minimizar:

lw(n +1) = w(n)||* (2.3)
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sujeito as seguintes restrigoes:

u? (n)w(n + 1) = d(n)

u'(n—Dw(n+1)=dn-1)

u’(n — P)w(n+1)=d(n - P) (2.4)
Definindo
Uyu(n) = [ u(n) un-1) -+ un-"~P) ] (2.5)
como a matriz formada pelos P + 1 vetores de entrada e:
T
d(n) = { din) din—1) --- d(n—P) } (2.6)

como o vetor formado pelas P+1 amostras do sinal desejado, a Equagao

(2.4) pode ser escrita como
d(n) = UL (n)w(n + 1) (2.7)

Desse modo, o vetor que contém P + 1 amostras do erro é dado

por:

T
e(n) =d(n) - Ul (n)w(n) = | e(n) ... e(n—P) (2.8)
Assim, o problema de minimizagao da norma Iy do vetor de er-
ros pode ser resolvido utilizando o método dos multiplicadores de La-

grange, sob o conjunto de restrigbes apresentados pela Equagao (2.7),
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resultando em (OZEKI; UMEDA, 1984):
w(n+1) = w(n) + Uy(n) [UL (n)Uy(n)] _le(n) (2.9)

Com a finalidade de controlar a velocidade de convergéncia e o erro
em regime permanente é possivel incluir um passo de adaptagao «,

resultando em:
w(n+1) = w(n) + aUy,(n) [U] (n)Uy(n)] “e(n) (2.10)

Nota-se, pela Equagao (2.8), que a complexidade computacional
do algoritmo AP é relativamente alta, dado que é necessédrio efetuar
uma filtragem dos P + 1 sinais de entrada passados com os coeficientes
w(n + 1) para compor um vetor de P + 1 erros de estimacao modifi-
cado. Assim, definindo e,(n) como o vetor de erro modificado (GAY;

TAVATHIA, 1995):
e,(n) =d(n) — UL (n)w(n + 1) (2.11)
é possivel demonstrar que:
ep(n) = (1 — a)e(n) (2.12)

Consequentemente, para passo unitario, o vetor ep(n) torna-se
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nulo e o vetor de erro e(n) é igual a:

LA —dTmwn) | [em)]
dn—1)—uT(n—-1w(n 0
o(n) = (n—1) :( Jw(n) | _ | (2.13)
|d(n—P) — ul'(n — P)w(n) | | 0 ]

Assim, ao utilizar passo de adaptacao unitario, a complexidade
computacional do algoritmo AP é reduzida consideravelmente, uma vez
que o erro de estimagao torna-se um escalar, evitando a necessidade de
filtar os P vetores passados de sinal de entrada. Consequentemente, a

Equagéo de atualizacdo do algoritmo AP se torna:

o]

110
w(n+1) =w(n) + Uy(n) [UL (n)Uy(n)] : (2.14)

0

E possivel obter uma forma simplificada do algoritmo AP, com

passo unitério, definindo um vetor ¢(n) da forma:

$(n) = u(n) - Un)a(n) (2.15)

U(n)=| u(n—1) u(n—-2) --- u(n—P) (2.16)

e 4(n) é o estimador 6timo de minimos quadrados do preditor linear de
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u(n) dado por:
a(n) = [UT(n)U(n)] " U (n)u(n) (2.17)

Se o vetor de sinal de entrada é um processo autoregressivo de ordem
P, pode-se assumir que ¢(n) é ortogonal ao subespago formado pelas

colunas de U(n) e é possivel determinar a seguinte relagdo:

u’ (n)p(n) = ¢* (n)g(n) (2.18)

Desse modo:
u’(n)[u(n) — U(n)a(n)] = ¢* (n)g(n) (2.19)
U”(n)[u(n) — U(n)a(n)] = 0pxy (2.20)

N
uT n 1 0

T( ) [u(n) U(n) } [ =éT()g(n) || (2.21)
U ~a(n) ;
0

$(n) = Uu(m) UL (U (m)] " || " (mé(n)  (222)
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Multiplicando-se por e(n) em ambos os lados:

»
1 0 n
Um)UTmU.m] | | = qﬂgﬁ)g(n)e(m (2.23)

L O .

Logo, é possivel reescrever a Equagao (2.10) da seguinte forma:

w(n+1)=w(n)+ Ln)e(n) (2.24)

¢* (n)e(n)

A versao do algoritmo AP com passo unitario apresentada pelas
equagdes (2.15), (2.17) e (2.24) é apresentada em (RUPP, 1998). Na-
quele trabalho, o autor demonstra ainda que, ao utilizar passo unitario,
o algoritmo AP com entrada AR de ordem P efetua um branquea-
mento do sinal de entrada, justificando o acréscimo na velocidade de
convergéncia quando comparado aos algoritmos LMS e NLMS. Foi mos-
trado também que se o sinal desejado d(n) é acrescido de um ruido
branco r(n), o algoritmo AP enxerga uma versao filtrada de tal ruido
com coeficientes &(n). Como consequéncia, a versao filtrada do ruido

observadao pelo algoritmo AP possui poténcia (1+a%a)o?, em que a é

2

o vetor de coeficientes do processo AR(P) de entrada e o7

é a poténcia
do ruido r(n).

De forma independente, embora utilizando como justificativa a
conclusao apresentada em (RUPP, 1998) sobre o comportamento do al-

goritmo AP com relagdo a r(n), em (BOUTEILLE; SCARLAT; CORAZZA,

1999) foi proposto o algoritmo de Pseudo Projecoes Afins de forma
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a diminuir o erro residual causado pela filtragem do ruido r(n). Na
proposta do algoritmo AP com passo unitdrio o sinal de entrada wu(n)
é substituido por seu modelo AR de ordem P obtido pelo método dos
minimos quadrados. Isso leva & equacdo de adaptagao (2.24) para qual-
quer sinal de entrada. Esse algoritmo corresponde ao algoritmo NLMS
com vetor de entrada substituido pela sua projegao no espago ortogonal
complementar das colunas da matriz U(n). Reintroduzindo o passo de

adaptacao u leva a seguinte Equacao de atualizagao:

=w(n _9) e(n
w(n+1)=w( >+’M¢T(n)¢(n) (n) (2.25)

Uma vez estabelecidas as propriedades do algoritmo AP, em
(BERSHAD; LINEBARGER; MCLAUGHLIN, 2001) foi proposto um mo-
delo de comportamento estocdstico para o algoritmo AP assumindo
que o sinal u(n) é um sinal autoregressivo com distribui¢do gaussiana
com mesma ordem de projegoes do algoritmo AP e utilizando passo de

adaptacao unitdrio. Assim, na forma escalar, o sinal u(n) é da forma:

P
u(n) = Z a;u(n — i)+ z(n) (2.26)

Considerando ainda, que o vetor de sinal de entrada é da forma

da Equagao (1.2), a Equacao (2.26) pode ser escrita na forma:
u(n) = U(n)a+z(n) (2.27)

em que z(n) é um vetor de varidveis aleatérias gaussianas independentes



46

de média nula e variancia o2. Assim, de (2.15) e (2.17):
o(n) = [1- U@UTMUM)] U )]um)  229)

Utilizando o modelo de sinal de entrada dado pela Equacao

(2.27):
$(n) = [1-Um)UT(m)Um)] 0T (n)| [Um)a+2(n)|  (2:29)

Como [I —Un)[UT(n)U(n)] 71UT(n)] ¢ a matriz de projecio
no espago complementar as colunas de U(n), a projecao de U(n)a nesse

espago é nula. Assim:

—1

$(n) = [1- UM)UT () Um)] "0 (m)]2(n)  (2.30)

¢ ainda:

E{a(n)} =a (2.31)

Como consequéncia da Equacao (2.30), foi demonstrado que a
matriz de covariancia do vetor ¢(n) possui N — P autovalores niao nulos
e P autovalores nulos. Dessa forma, os resultados do trabalho feito
por Bershad, Linebarger e McLaughlin (2001) permitiram um melhor
entendimento das propriedades estatisticas do vetor ¢(n). Assim, o
modelo proposto apresentou uma excelente acurdcia na predicao do
comportamento médio do algoritmo AP.

Posteriormente, em (SHIN; SAYED, 2004), foi elaborado um mo-
delo para o algoritmo AP com passo de adaptacao arbitrario e qualquer
modelo de sinal de entrada, baseado em consideragoes de conservagao de

energia. Entretanto, o modelo obtido depende da estimacgao numérica
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de estatisticas de ordem elevada do sinal de entrada. A obtencao de
modelos analiticos completos para casos especiais a partir da derivagao
feita por Shin e Sayed (2004) ainda é um trabalho em aberto.
Baseado em (BERSHAD; LINEBARGER; MCLAUGHLIN, 2001), o
trabalho feito em (ALMEIDA et al., 2005) propoés um modelo de com-
portamento estocédstico do algoritmo AP considerando passo unitério e
entradas autoregressivas, podendo essas terem quaisquer distribuigoes
probabilisticas. O modelo foi obtido em forma fechada, sem a neces-
sidade de nenhuma estimacao numérica das estatisticas do sinal de
entrada. Além do modelo de comportamento médio em forma fechada,
esse trabalho determinou também que a matriz de covariancia de ¢(n),
para um sinal de entrada autoregressivo da forma de (2.27) e com ordem

igual & do algoritmo AP, seja definida por:

N-P
~ 0’1 (2.32)

Ry = B{¢(n)¢" (n)} =
Tal trabalho foi expandido posteriormente para o algoritmo PAP,
conforme mostra o trabalho publicado em (ALMEIDA; BERMUDEZ; BERSHAD,
2009). Nesse, pode ser verificado que o modelo obtido recai exatamente
sobre o trabalho feito por Almeida et al. (2005), quando aplica-se o
passo unitario e planta estaciondria.
Sob a justificativa de que a implementagao do algoritmo AP com
ordem elevada acarreta em um elevado custo computacional, em (AL-
MEIDA; COSTA; BERMUDEZ, 2010) foi proposto um modelo de com-

portamento estocastico do algoritmo PAP assumindo que a ordem do

processo autoregressivo H é superior a ordem P do algoritmo. Como
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consequéncia desse cendrio, o vetor ¢(n) passa a possuir correlacdo
temporal, fazendo com que o algoritmo PAP tenha uma menor velo-
cidade de convergéncia quando comparada a velocidade do algoritmo
operando em cendrio de ordem suficiente.

Baseado no trabalho de Almeida et al. (2005), os trabalhos feitos
em (COSTA et al., 2012; BARCELOS, 2013) investigaram o problema asso-
ciado a inicializagdo do algoritmo AP com passo unitario. A derivacdo
do modelo considera que o vetor w(0) deve satisfazer um determinado
conjunto de equagoes entre os instantes n = 0 e n = P. Nesse tra-
balho foi verificado experimentalmente ainda que tal situagao é mais
evidente quando duas condigoes sao atendidas simultaneamente: o sinal
u(n) possui alta correlagao temporal e o vetor de inicializacao w(0) estd
muito distante de w,. Uma explicagao tedrica para esse comportamento
néo foi proposta. A Figura 7 mostra a comparacao entre o modelo pro-
posto por Almeida et al. (2005) e Barcelos (2013). Para tanto, foram
utilizados os seguintes parametros: sinal de entrada modelado como
u(n) = 1.96u(n — 1) — 0.9893u(n — 2) + 2(n) com o2 = 0.0575, P = 2,
planta desconhecida consistindo em uma janela de Hann normalizada

com N = 64 coeficientes e 2 = 1076.

r =

2.1 LIMITACOES DOS MODELOS EXISTENTES

A andlise detalhada dos modelos existentes para o algoritmo PAP
e a utilizacao extensiva desses modelos evidenciaram a necessidade de
melhorias no trabalho de analise. Esta secao descreve as limitagoes

encontradas e quais delas foram resolvidas neste trabalho.
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— Algoritmo PAP

—Modelo Barcelos
—Modelo Almeida ||
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n

Figura 7 — Comparagao entre os modelos propostos por Almeida et al.
(2005) e Barcelos (2013)

Inicialmente, o modelo desenvolvido por Costa et al. (2012) e
Barcelos (2013) considera os efeitos de inicializagdo apenas para o caso
de passo unitéario e para ordem suficiente (sinal de entrada autoregres-
sivo com ordem igual & do algoritmo PAP). Embora o modelo desenvol-
vido com essas limitagoes permita inferéncias importantes a respeito do
comportamento do algoritmo, a modelagem do comportamento desse
algoritmo para passos nao unitarios é altamente desejavel. Outro as-
pecto importante é que utilizagdes préticas do algoritmo PAP estao
normalmente limitadas a valores reduzidos de P (tipicamente P < 3)
devido a complexidade de implementacao. Por outro lado, sinais reais
normalmente requerem modelagens autoregressivas de ordens bem mais
elevadas do que isso. Assim, hé grande interesse em modelar os efeitos
da inicializagao também para implementagoes de ordem insuficiente e
com passo nao unitario.

O trabalho desenvolvido por Almeida, Bermudez e Bershad (2009)
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levou a um modelo analitico para o algoritmo PAP sem a restricao
de passo unitario. No entanto, ainda considerou ordens iguais para
o modelo AR do sinal de entrada e para o algoritmo. Além disso, o
modelo em questao empresta a expressao aproximada do erro médio
quadrético obtida pelos mesmos autores em Almeida et al. (2005) na
anglise do comportamento do algoritmo AP com passo unitario. Essa
simplificagdo levou a eliminagao de uma constante multiplicativa do
erro quadratico médio em excesso, a qual pode ter um papel impor-
tante na acurdcia do modelo dependendo dos coeficientes do processo
AR do sinal de entrada. Para demonstrar essa simplificagao, recorre-se

a Equacao (19) do referido trabalho:

ea(n) = = [ (n)v(n) — par(n - 1)] (2.33)

_1
v
em que:
P
S (2.31)
i=1
O erro de estimagao no trabalho feito por Almeida, Bermudez e Bershad
(2009) é dado por:
e(n) = eq(n) +r(n) (2.35)

Elevando a Equagao (2.35) ao quadrado, tem-se:
e2(n) = e2(n) + r2(n) + 2e4(n)r(n) (2.36)

Elevando a Equacdo (2.33) ao quadrado e substituindo na Equacao



51

(2.36), tem-se:

e*(n) =r(n) + L [aT (n)r(n — 1)) - Z%ﬁT(n)r(n —1)r(n)

2 7 _ﬂTnvnéTnI‘n—
+;¢ (n)v(n)r(n) 272¢ (n)v(n)a” (n)r(n — 1)

=2

+ %¢T(n>v<n)¢T(n)v(n> (237)

Recorrendo & Equagao (22) do trabalho feito por Almeida, Bermudez

e Bershad (2009) que define a versao do ruido filtrada, tem-se:

ra(n) =r(n) —

a’(n)r(n —1) (2.38)

==

Elevando a Equacgao (2.38) ao quadrado, obtém-se:

r2(n) = r?(n) + — [a” (n)r(n — 1)]2 - Q%QT(n)r(n —1Dr(n) (2.39)

Substituindo a Equagao (2.39) na Equacado (2.36), tem-se:
e*(n) =rg(n) + %¢T(H)V(n)r(n) - 2%¢T(H)V(n)ﬁT(n)r(n -1

+ %wn)v(n)wn)v(n) (2.40)

Tomando o valor esperado da Equacao (2.40) e considerando a hip6tese
de que o ruido aditivo 7(n) é de média nula e independente de qualquer

outro sinal, obtém-se:
B{e )} = B{rin)} + = T{RK() (2.41)

em que Tr[-] é o operador de traco, K(n) é a matriz de covaridncia
do vetor de erro nos coeficientes v(n) e Ry é a matriz de covaridncia

do vetor ¢(n). A Equagio (2.41) estd dissonante da Equagao (28)
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apresentada no trabalho feito por Almeida, Bermudez e Bershad (2009),
que consiste em assumir v = 1. Para ilustrar o efeito causado por essa
simplificacao, foi feita uma simulacao computacional com os seguintes
pardmetros: sinal de entrada modelado como u(n) = —0.9u(n — 1) +
z(n), com o2 = 0.9687, P = 2, sistema desconhecido consistindo em
uma janela de Hann com 64 coeficientes, passo de adaptagao p = 0.2 e

02 =107°. O resultado dessa simulagio é mostrado na Figura 8.

— Algoritmo PAP
——Modelo Almeida Simplificado
— Modelo Almeida Real

AT ——

I I I I I I
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Figura 8 — Comparacao entre diferentes versoes do modelo de Almeida,
Bermudez e Bershad (2009)

Ainda em relagdo ao modelo desenvolvido em Almeida, Bermu-
dez e Bershad (2009), naquela andlise é feita uma hipdtese simplifica-
dora de que o erro a priori varia lentamente na janela de observacao do
algoritmo (intervalo de P amostras), podendo ser considerado aproxi-
madamente constante nesse intervalo. Da Equagao (17) obtida por Al-
meida, Bermudez e Bershad (2009), considerando a planta estaciondria,

pode-se obter:

ea(n) = ¢ (n)v(n) + (1 — pa’ (n)ea(n —1) +pr(n—1)  (242)
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Ao considerar a hipétese feita naquele trabalho, que consiste em dizer
que as componentes do vetor e, (n—1) sdo aproximadamente constantes,

obtém-se:

1
= P
L= (=) a

A passagem da Equacao (2.42) para a Equagao (2.43) elimina o efeito

ea(n) (6" (n)v(n) — pa” ()x(n — 1)]  (2.43)

da filtragem do vetor e,(n — 1) podendo, para algum exemplo, ser
prejudicial na acuracia do modelo proposto por Almeida, Bermudez e
Bershad (2009) durante o perfodo transitério. Nota-se ainda que, na
Equagao (2.42) que o efeito da hipGtese sobre o vetor e,(n — 1) deve
ser mais perceptivel para passo de adaptagao pequeno e irrelevante
para passo de adaptagao unitario. Para ilustrar o exposto, a Figura
9 mostra a comparacao do modelo proposto por Almeida, Bermudez
e Bershad (2009) em duas situac¢oes com o mesmo sinal de entrada:
u(n) = —0.3u(n — 1) — 0.5u(n — 2) com o2 = 1.0323. Em ambas as
comparagoes, foi utilizada a mesma resposta ao impulso utilizada no
trabalho de Almeida, Bermudez e Bershad (2009) com N = 64 coefici-
entes e P = 2. A diferenga entre as simulagoes consiste na utilizacao de
diferentes passos de adaptagao: a primeira utiliza passo de adaptacao

1= 0.2 e na segunda ¢ utilizado passo de adaptacao unitario.

Nota-se na Figura 9 que, ao utilizar passo de adaptagao pequeno,
a acuracia do modelo proposto por Almeida, Bermudez e Bershad
(2009) é comprometida no regime transitério. Simulagbes em que os va-

lores esperados foram estimados numericamente indicam que a hipétese



54

— Algoritmo PAP (a = 0.2)
— Modelo Almeida (o = 0.2)
— Algoritmo PAP (a = 1)
—Modelo Almeida (a = 1)

EQM(n)

Figura 9 — Comparacao do modelo proposto por Almeida, Bermudez e
Bershad (2009) com diferentes passos de adaptagéo

feita sobre o vetor e,(n — 1) tem uma grande influéncia na geracao do
descasamento observado entre a teoria e a simulacao. Por outro lado,
ao utilizar passo de adaptacao unitario, nota-se uma boa acurécia no re-
gime transitério do modelo proposto por Almeida, Bermudez e Bershad
(2009) com relagao ao comportamento do EQM do algoritmo PAP, si-

tuagao essa que anula a filtragem do vetor e,(n — 1).

2.2 O EFEITO DA INICIALIZACAO DO ALGORITMO PAP

O modelo desenvolvido por Costa et al. (2012) inclui o efeito da
inicializacao do algoritmo PAP com passo unitario e ordem de projecao
suficiente. Nesta secao serd mostrado, de forma resumida, o desenvol-
vimento feito naquele trabalho. Definindo v(n) como o vetor de erro

nos coeficientes do filtro adaptativo da forma

v(n) =w(n) — wo (2.44)
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é possivel escrever a Equacao (2.24) na forma:

$(n)
¢" (n)p(n)

Considerando-se o cenério de identificacao de sistemas, em que:

vin+1)=v(n)+ e(n) (2.45)
d(n) = u’' (n)wo + r(n) (2.46)

e r(n) é um ruido aditivo de média nula e variancia 2. O sinal de erro,

entao, pode ser escrito como:
e(n) = —u” (n)v(n) + r(n) (2.47)
e, assim, a Equagao (2.45) se torna:

vin+1)=v(n)— &UT(R)V(R) + ﬂr(n) (2.48)

¢* (n)g(n) ¢*(n)p(n)
Fazendo a tranposta em (2.15) e substituindo na Equacgao (2.48):
p(n)g" (n)
Vi) =Y g Y
$(n)a’ (n) 7 é(n)r(n)
Fam” O ey 24

Assumindo que ¢(n) é ortogonal as colunas de U(n), chega-se a duas

propriedades (RUPP, 1998):

ul(n)v(n+1) = r(n) (2.50)

Ul (n)v(n+1) =0T (n)v(n) (2.51)
Combinando ambas as equagoes recursivamente chega-se a:

Ul (n)v(n) =r(n—1) (2.52)
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em que:

rn—1)=|r(n-1) r(n—2) --- r(n—P) (2.53)

Se, na Equagao (2.52), aplicar-se n = 0, tem-se UT(0)v(0) =
r(—1). Como, em geral, o vetor de inicalizacdo w(0) ¢é arbitrario tal
Equagao pode nao ser satisfeita, gerando assim o efeito da inicializagao.
Dessa forma, o trabalho proposto por Costa et al. (2012) adiciona um
termo & Equacao (2.52) para obter um novo modelo que descreva o
comportamento do algoritmo quando o algoritmo opera sob as trés
condigoes descritas no trabalho. Baseando-se no descrito, a Equacao

(2.52) é modificada para:

UT(n)v(n) =r(n —1)+q(n) (2.54)
em que:
a(n) = Q(—n+1)[UT (n)v(0) —r(n — 1)] (2.55)
onde:
[ u_1(—n+1) 0 0 ]
Qont1) = 0 u_1(—n+ 2) 0
i 0 0 0 u_i(-n+P)
(2.56)

é uma matriz P x P e u_1(n) é a funcdo degrau unitdrio.
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2.3 O EFEITO DA ORDEM INSUFICIENTE NO ALGORITMO PAP

Como consequéncia da implementacao do algoritmo PAP com
ordem deficiente, a matriz Ry nao é mais da forma mostrada pela
Equacao (2.32), conforme mostrado por Almeida, Costa e Bermudez

(2010). Considerando, agora, que o vetor a é:

T
a[al ag -+ ap apyi - GH} (2.57)

e ainda definindo:

T
€= { apy1 apy2 o GH ] (2.59)

como subvetores do vetor a e a matriz U(n) como:
U(n):{u(n—P—l) un—P—-2) - u(n—H)} (2.60)

o trabalho de Almeida, Costa e Bermudez (2010) demonstra que, para

o caso de ordem insuficiente, a matriz Ry se torna:

N-P
Ry =— o2+ A (2.61)

em que:

A = E{P (n)U(n)cc" U (n)PT(n)} (2.62)

em que P (n) é a matriz de projegdo no espago complementar as co-
lunas de U(n). Assim, a matriz A é completamente definida pelas

estatisticas do sinal de entrada.
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Outra consequéncia é que ndo é mais possivel assumir que a(n) ~
a, uma vez que a(n), dado por (2.17), estima apenas P coeficientes. No
mesmo trabalho é mostrado que o estimador &(n) em (2.17) pode ser

escrito como:
a(n)=b+ [UT(n)U(n)] _IUT(n) [I_J(n)c + z(n)] (2.63)

Como conclusio, na situagdo em que o algoritmo PAP opera com or-
dem deficiente, o estimador &(n) torna-se polarizado com relagdo aos

primeiros P coeficientes de a.

2.4 RESULTADOS OBTIDOS NO TRABALHO

Diante do exposto, este trabalho concentrar-se-4 em obter um
modelo tedrico para o comportamento médio do algoritmo PAP uti-
lizando passo nao unitario e considerando que o algoritmo opera em
uma situagao de ordem deficiente (P < H). Complementarmente, serd
incluido no modelo, parcelas responséveis por corrigir o problema de
inicializagdo do algoritmo PAP sob o cenério exposto.

Como resultado deste trabalho, além de obter um modelo tedrico
de comportamento estocastico do algoritmo PAP, obteve-se uma forma
generalizada para o resultado da estimativa feita por 4(n) e uma nova
hipétese foi feita sobre o vetor e,(n — 1) e que leva a uma modelagem

mais acurada para sinais de entrada com alta correlagao temporal.
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3 ANALISE ESTOCA~STICA DO ALGORITMO DE
PSEUDO PROJECOES AFINS

Neste capitulo obter-se-4 um modelo teérico de comportamento
estocdstico do algoritmo de Pseudo Projegoes Afins considerando o
cendrio de ordem insuficiente (P < H) utilizando passo nao unitério
e corrigindo o problema de inicializagao. Para tanto, o vetor de sinal
de entrada u(n) serd da forma dada pela Equacao (2.27) e aqui serao

assumidas as seguintes hipéteses:

1. O sinal autoregressivo u(n) é estaciondrio, gaussiano, com variancia

02, média nula e de ordem H.

2. O ruido aditivo r(n) é estaciondrio, branco, gaussiano, com variancia

o2, possui média nula e é independente de qualquer outro sinal.

3. O sinal de excitag@o z(n) do processo AR é estaciondrio, branco,

gaussiano, com variancia o? e média nula.

4. Os vetores z(n—k) e w(n—p) sdo estatisticamente independentes

para quaisquer k e p.

5. Os vetores z(n — k) e z(n —p) sdo estatisticamente independentes

para quaisquer k # p.

6. Os vetores ¢(n) e w(n) sdo considerados estatisticamente inde-
pendentes. Essa hipdtese equivale a teoria da independéncia apre-

sentada em Haykin (2002).
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7. O numero de coeficientes do filtro adaptativo é tal qual N > P.
Como consequéncia, conforme mostrado por Bershad, Linebarger
e McLaughlin (2001), as flutuagdes em torno do vetor a(n) podem
ser desprezadas e o mesmo pode ser aproximado por um vetor

invariante no tempo.

8. As componentes do vetor ¢(n) possuem uma distribuicao gaussi-

ana de média nula.

3.1 CORRECAO DO PROBLEMA DE INICIALIZACAO

Substituindo a Expressao (2.47) do erro e(n) na Equagao (2.25),

tem-se:

=Vvn 7¢(n) 711T’I7,V’Il rn
v+ 1) =v() + pre s sy Sr)] (3)

Para prosseguir com o equacionamento é preciso encontrar uma

forma fechada para u’ (n)v(n). Transpondo (2.15) e pés multiplicando

por v(n) ambos os lados da expressdo resultante, tem-se:

u”(n)v(n) = ¢7 ()v(n) + &7 (0)U” (n)v(n) (3.2)

Das definigoes (2.15)-(2.17) segue que ¢(n) é ortogonal as colunas

da matriz U(n). Assim, pré-multiplicando a Equagdo (3.1) por u”'(n),

tem-se:

u’ (n)g(n)u’ (n)v(n) = u’(n)g(n)r(n
¢7 (n)p(n) ¢

o (n)v(n+1) = u” (n)v(n)—p
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Utilizando a definigdo dada por (2.15), chega-se a:
u’ (n)v(n +1) = (1 = p)u’ (n)v(n) + pr(n) (3.4)

Pré-multiplicando a Equacio (3.1) por UT(n) e utilizando e o fato de

que UT(n)¢(n) = 0py; obtém-se:
Ul (n)v(n+1) = U (n)v(n) (3.5)

Combinando as equagoes (3.4) e (3.5) recursivamente, obtém-se:

U™ (n)v(n) = (1~ pea(n — 1) + ur(n — 1) (36)
em que:
T
es(n—1)=1 e,(n—1) ey(n—2) eq(n — P) (3.7)
ea(n) = ul (n)v(n) (3.8)

Considerando agora o efeito da inicializacao do algoritmo PAP,

proceder-se-4 de forma similar a Costa et al. (2012). Assim:

u® (n)[w(0) — w, n<0
ul(n)vin+1) = (m){w(0) ] = (3.9)
(1 — p)yuL(n)v(n) + pr(n) n >0

Ul (n)v(n+1) = Umw® —wel  n<0 (3.10)
U7T(n)v(n) n>0

Das linhas da Equacao (3.10), adotando o indice ¢ para as colunas
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de U(n), pode-se deduzir que:

ul (n —i)[w(0) — w,) n<0
u(n—i)v(n) = ¢ uT(n — i)[w(0) — w,] 0<n<i
1 —pul(n—i)vin—i)+pur(n—i) n>i

(3.11)

A Equagdo (3.11) pode ser reescrita da seguinte maneira:
ul(n —i)v(n) = (1 — weq(n — i) + pr(n — i) + ¢;(n) (3.12)
em que:

gi(n) = [u" (n—0)v(0) = (1 = p)u" (n—i)v(n—i) — pr(n —i)]u_r (i —n)
(3.13)

em que u_1(n) é a funcdo degrau unitario. Na forma vetorial:
Ul (n)v(n) = (1 - p)eq(n —1) + pr(n —1) +q(n) (3.14)

q(n) = Q(=n+ D[UT(n)v(0) — (1 - pea(n — 1) — pr(n —1)] (3.15)

Substituindo (3.15) em (3.14), tem-se:

UT(n)v(n) = (1 — p)ea(n — 1) + pr(n — 1)
+ Q=+ D[UT(m)v(0) (1~ pea(n — 1) - pr(n - 1)]
(3.16)
Ao considerar passo de adaptagao nao unitario, os termos en-

volvendo o vetor e,(n — 1) aparecem na Equagao (3.30) no trabalho

apresentado em (BARCELOS, 2013). Em (BARCELOS, 2013), em vir-
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tude da utilizagdo de passo unitario, ndo foi necessario efetuar uma
hipé6tese sobre o vetor e,(n — 1), sendo isto um fator limitante para
considerar passo nao unitario na anélise do comportamento estocastico
do algoritmo PAP.

A hipétese sobre o vetor e,(n — 1) apresentada por Almeida,
Bermudez e Bershad (2009) consiste em assumir que as componentes
deste vetor sao aproximadamente iguais. Desta forma, conforme ex-
plorado anteriormente, o processo de filtragem das P componentes do
erro a priori a cada iteragao é eliminado do modelo apresentado por
Almeida, Bermudez e Bershad (2009). Logo, uma aproximacio para
o comportamento das componentes do vetor e,(n — 1) deve ser obtida
para prosseguir com o equacionamento do comportamento do algoritmo
PAP.

A fim de obter uma aproximagao para o vetor e,(n — 1), que é
composto por P amostras do erro a priori de estimagao, é necessario
conhecer como e, (n) varia ao longo das iteragdes. A Figura 10 mostra
o comportamento de e, (n) nas seguintes condi¢oes: sinal AR da forma
u(n) = —0.4u(n — 1) + z(n), com o2 = 0.8469, P = 1, planta desco-
nhecida consistindo em uma janela de Hann normalizada com N = 64
coeficientes, passo de adaptacdo u = 0.8 e o vetor de coeficientes do
filtro adaptativo inicializado no vetor nulo.

Com o conhecimento, mostrado na Figura 10, de que o erro a
priori de estimacao cai exponencialmente com o tempo, optou-se por
modelar as componentes do vetor e,(n — 1) com um modelo de decai-

mento exponencial controlado por um autovalor da matriz de correlagao
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Figura 10 — Comportamento instantaneo de e, (n)

do sinal de entrada u(n). O autovalor escolhido para esta modelagem
deve produzir o modo de convergéncia mais lento e oscilatorio, uma vez
que o sinal de erro é de média nula. Essa opgao é feita baseada nos mo-
dos de convergéncia do algoritmo steepest-descent, conforme mostrado
em (HAYKIN, 2002). E vilido notar que o decaimento exponencial de
eq(n) é sempre observado quando o vetor de inicializagdo nao é setado

em w,. Deste modo, o vetor e,(n — 1) se torna:

T
ean—1)=| (L—pA)"" (1—p)*? - (L=p) "

(3.17)
em que A é o autovalor escolhido da matriz de correlagao do sinal de
entrada x(n) que produza (1 — pA) o mais préximo de —1. Retomando
a Equagao (3.2), substituindo a Equagao (3.16) e utilizando a Equacao

(3.17), tem-se:
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ea(n) = ¢" (n)v(n) + (1 = p)B(n) + pa’ (n)r(n - 1)

+aT(n)Q(—n + 1)UT(n)v(0) — paT (n)Q(—n + Dr(n —1) (3.18)
em que:
P .
B(n) = Z a;(n)(1 — pA)" "1 — u_y (—n + )] (3.19)

Substituindo a Equacao (3.18) na Equacdo (3.1), juntamente

com a Equagao (3.19), chega-se finalmente a:

g ()
H ST n)d(n) (n) — p(l = p)

2¢(n)a’ (n)r(n — 1)

$(n)5(n)

vinr = v &7 (n)(n)

+ g

ra(n) =r(n) — pa® (n)r(n — 1) (3.21)
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obtém-se:

: ¢T (n)o(n)
,¢(m)a” (n)Q(—n + Lr(n — 1)
éT (n)é(n)
$(n)ra(n)

1 ST (ig(n) (3.22)

A fim de validar o a Equacao (3.22), foi efetuada uma simulacao

+

computacional com os seguintes parametros: sinal de entrada AR da
forma u(n) = 1.96u(n — 1) — 0.9893u(n — 2) + z(n), com 2 = 0.0575,
A= 23192, N = 64, P = 2, planta a estimar consistindo em uma
janela de Hann normalizada e passo de adaptagao u = 0.8. A escolha
desses parametros se da pelo fato de que tais parametros sao utilizados
em (BARCELOS, 2013) para explorar o efeito da inicializagdo. A Figura

11 avalia o comportamento do coeficiente de nimero 32 do vetor v(n).

Nota-se que durante o periodo transitério mostrado na Figura 11,
néo hd uma perfeita acurdcia da previsdo feita pela Equagao (3.22). Isso
se deve ao fato da aproximagao utilizada para o vetor e,(n — 1) nao ser
a mais acurada. Assim, ainda h&d espago para melhores aproximacoes
das componentes do vetor e,(n — 1).

Em (ALMEIDA; COSTA; BERMUDEZ, 2010), as componentes de

a(n) sdo determinadas a partir das equagoes (2.58)-(2.60). Assim, uti-
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— Algoritmo PAP (32)
— Equagio 3.22 (32)

Figura 11 — Comparagao do algoritmo PAP com a Equagao (3.22)

lizando a definicio dada pela Equacao (2.27), o estimador a(n) se torna:

a(n) = b+ [UT(n)U(n)] "' UT(n)[U(n)c + z(n)] (3.23)
Tomando o valor esperado da Equacdo (3.23), tem-se:

a(n) ~ E{a(n)} =b+ E{[UT(n)Un)] " UT(n)U(n)c}  (3.24)

Nota-se que a Equacao (3.24) depende de uma estimagdo numérica de
estatisticas de ordem elevada do sinal de entrada. Entretanto, conforme

mostrado em Kay (1993), se um sistema da forma:

u(n) — Z a;u(n —1) = ¢(n) (3.25)

é estavel, o estimador a,, de minimo erro quadratico médio do vetor de

P coeficientes a é dado pela solugao do sistema de equagoes normais:
Ry, paw = —Duy (3.26)

em que Ry, . ¢ a matriz de correlagdo do sinal de entrada u(n) de
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ordem P e p, é definido como:

T
Pu=| ru(1) 7u(2) -+ ru(P) (3.27)
em que r,(k) é a sequéncia de correlagdo do sinal de entrada u(n).

Dessa forma, assumindo que R, , ¢ definida positiva, obtém-se:
Al o TS A _ _ -1
a(n)~ E{a(n)} =a, = —R,. _pu (3.28)

A Equacao (3.28) é conhecida como equacao de Yule-Walker
(KAY, 1993). O vetor a, pode ser considerado um bom estimador
do vetor a se o algoritmo PAP opera com ordem suficiente. A Equacdo
(3.28) representa uma generalizagdo dos resultados apresentados nos
trabalhos anteriores que consideravam apenas o cenario de ordem sufi-
ciente. Retomando a Equagao (3.19), tem-se:

P
Bn) = au,(1— )" [l —ui(-n+3)]  (3.29)

=1

3.2 COMPORTAMENTO MEDIO DOS COEFICIENTES

Tomando o valor esperado da Equacéo (3.22), tem-se:
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1

N P

E{v(n+1)} = E{v(n)} “E{qu(n)qs(n) (n)
2 3

] smsm) B(n)ra(n)

#l = #) E{ &7 (m)g(n) } +”E{ T (m)g(n)

[ #malQn + DU ()v(0)
ne { ST ()p(n)

5

4
s [ $m)alQ(—n + Vr(n — 1)
e { TP () }
(3.30)

Sob a luz da Hipdtese 6, é possivel escrever o primeiro termo da

Equagao (3.30) como:

¢(n)¢T(n) B ¢(n>¢T(n) i

E ainda, conforme mostrado por Almeida et al. (2005):

¢(n)¢" (n) S vin
E{ éT(n)op(n) }E{V(n)} ~ E{ o7 (n)é(n) }R¢E{ (n)}  (3.32)

em que Ry é a matriz de correlacao de ¢p(n), dada pela Equacao (2.61).

Como fS(n) é uma grandeza deterministica, conforme mostrado pela
Equagao (3.19) e, como uma consequéncia da Hipétese 1, o segundo

valor esperado da Equagao (3.30) se torna:

o | o[ e )| _
E{¢T<n>¢<n>}5( )E{¢T<n>¢<n>} Ova (B3)
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Com base na Hipotese 2, o terceiro valor esperado se torna:

¢" (n)p(n) ¢T (n)p(n)

De maneira similar ao mostrado por Barcelos (2013), e uma vez

E{W”)’“(”)} _ E{W}E{m(m} —Onx1 (330)

que v(0) é deterministico, o quarto valor esperado se torna:

- {¢<n>a5Q<—n + 1)U (n)v(0) } e {

1}Rmm)v(m

¢* (n)p(n) ¢* (n)p(n)
(3.35)
em que a matriz:
Ry (n) = E{$(n)al,Q(~n + 1)U (n)} (3.36)

é completamente definida pelas estatisticas do sinal de entrada.
De forma similar ao terceiro valor esperado, o 1iltimo termo da

Equacao (3.30) se torna:

o7 (n)¢(n)

Ainda, conforme mostrado por Almeida et al. (2005):

. { $(n)alQ(—n + r(n 1) } ons (3.37)

1 1
E{memﬁoya_m (3.38)

em que:

G=N-P (3.39)

Agrupando os resultados para os valores esperados da Equacao

(3.30), esta se torna:
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uR R4 (n)v(0)
lﬂﬂn+n}:<L_¢m§im>Ehm”_'U%G—m (3.40)

Em um cendrio de ordem suficiente, a matriz A na Equacao

(3.36) é nula. Dessa forma, aplicando passo unitdrio e ordem suficiente

a Equacao (3.40) se torna:

E{v(n+1)} = (1 - G12>E{V(n)} - G(%MRM(”)V(O)

(3.41)
A Equagéo (3.41) é exatamente a Equagao (4.11) do trabalho feito por
Barcelos (2013). A Equagao (3.40) é uma generalizacio da Equacao
que descreve o comportamento médio dos coeficientes em (BARCELOS,

2013).

3.3 ERRO QUADRATICO MEDIO

Elevando a Equacao (2.47) ao quadrado, tirando o valor espe-

rado, tem-se:

E{ez(n)} = E{rz(n)} + E{eg(n)} — 2E{ea(n)r(n)} (3.42)

Considerando a Hipétese 2, o terceiro termo da equagao acima é nulo.

Logo:

E{e*(n)} = E{r*(n)} + E{e’(n)} (3.43)
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E{e

Substituindo a Equagao (3.18) na Equacdo acima, obtém-se

1 2

)} = E{¢" (n)v(n)¢” (n)v(n)} +(1 — p) E{¢” (n)v(n)B(n)}

3

+ pE{¢" (n)v(n)a,r(n —1)}

+ E{qST(n)v(n)a?;Q(—n + l)UT(n)v(O)}

5

— pE{¢" (n)v(n)a,Q(—n+1r(n — 1)}

8
+ (1= ppE{B(n)alr(n—1)}

— p) E{B(n)al,Q(—n+ 1)r(n — 1)}

11

+ uB{alr(n — 1) (n)v(n)}
+(1—pp E{auT,r(n - 1)5(71)} +p? E{[auT)r(n - 1)}2}
+pE{alr(n —1)a,Q(—n+ 1)U (n)v(0)}
15
— 1 E{agr(n —1DalQ(—n+1)r(n — 1)}
16

+ E{alQ(—n+ 1)UT (n)v(0)¢" (n)v(n)} (3.44)

17

+ (1 —p) E{al,Q(—n+ 1)U" (n)v(0)B(n)}
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18
+pE{alQ(—n+1)U" (n)v(0)air(n—1)}
19
+ E{[alQ(—n+ 1)U (n)v(0)]*}
20

~ wB{alQ(—n + Dr(n — 1)¢7 (n)v(n)}

21

~ (1= wpB{agQ(-n+1r(n - 1)8(n)}

22

—p? E{aQ(—n+ r(n—1l)alr(n — 1)}

23
— 12 B{alQ(—n + Dr(n — DalQ(—n+ DU (n)v(0)}
24 25
+ 2 E{[agQ(—n + Dr(n — 1)]2} + E{vz(n)}
26

—pE{alQ(—n+ 1)U (n)v(0)al,Q(—n+ L)r(n — 1)}

Como todos os termos da Equagéo (3.44) sdo escalares, pode-se

escrever, para o primeiro termo:

E{¢" (n)v(n)¢” (n)v(n)} = E{Tr [¢(n)¢” (n)v(n)v'(n)]} (3.45)

E ainda, considerando a Hipdtese 6, tem-se:

E{¢(n)¢" (n)v(n)v'(n)} = RsK(n) (3.46)

em que:

K(n) = E{v(n)v'(n)} (3.47)

Logo, o primeiro termo da Equagao (3.44) se torna:
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E{¢" (n)v(n)¢" (n)v(n)} = Tr [RyK(n)] (3.48)

Como consequéncia da Hipdtese 1, o vetor ¢(n) possui média
nula. Logo, utilizando a Hipétese 6, o segundo e o sexto valor esperado

resulta em:

E{¢" (n)v(n)B(n)} = E{¢" (n) } E{v(n)B(n)} =0 (3.49)

Considerando a Hipotese 2, o terceiro e o décimo primeiro valores

esperados se tornam:

E{¢" (n)v(n)alr(n —1)} = E{¢" (n)v(n)al } E{r(n—1)} =0
(3.50)
De forma similar ao feito em Barcelos (2013), considerando a
Hipdtese 6 e a definigdo dada pela Equacéo (3.36), o quarto e o décimo

sexto termos da Equagao (3.30) sdo determinados por:

E{¢T(n)v(n)a£Q( n+1)UT(n 0)} = E{v n) }Rgu(n)v(0)
(3.51)
Sob a mesma argumentagao utilizada para determinar o terceiro

valor esperado, o quinto e o vigésimo valores esperados se tornam:

E{¢" (n)v(n)alQ(-n+1)}E{r(n—1)} =0 (3.52)
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Por se tratar de uma grandeza deterministica, o sétimo valor

esperado ¢é determinado pelo seu valor instantaneo:

E{B*(n)} = p*(n) (3.53)

Sob a luz da Hipdtese 2, o oitavo e o décimo segundo valores

esperados podem ser determinados como:

E{ﬁ(n)agr(n — 1)} = E{,B(n)ag}E{r(n - 1)} =0 (3.54)

Considerando a Hipétese 1 e usando a defini¢ao da matriz Q(—n+

1), o nono e o décimo sétimo termo sao nulos:

E{B(n)a,Q(—n + 1)U (n)v(0)} = B(n)awQ(—n + 1)E{U (n) }v(0)

=0 (3.55)

O décimo e o vigésimo primeiro termos da Equacao (3.44), sob

a Hipédtese 2, se tornam:

E{B(n)alQ(-n+1)}E{r(n—1)} =0 (3.56)

O décimo terceiro da Equagao (3.44), considerando a Hipétese 2

e a Equacio (3.28), é determinado por:
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E{[agr(n — 1)]2} = agE{r(n —Drl(n - 1)}ay,

=ala,o? (3.57)

Levando em consideragao a Hipdtese 2, o décimo quarto e o

décimo oitavo termos sao igualmente nulos.
E{r"(n - 1)}E{a,alQ(—n+ 1)UT (n)v(0)} =0 (3.58)

De forma similar ao décimo terceiro termo e ainda considerando
que Q*(—n +1) = Q(—n + 1), o décimo quinto, o vigésimo segundo e

o vigésimo quarto termos da Equagao (3.44) se tornam:

E{[alQ(—n+ r(n — 1)*} =alQ(—n + a0} (3.59)

De forma similar ao feito por Costa et al. (2012), o décimo nono

é dado por:

E{[alQ(—n+ 1)U (n)v(0)]*} = vI(0)Ra(n)v(0) (3.60)

em que a matriz Rg(n) é definida como:

Ri(n) = E{U(n)Q(—n + l)a,a, Q" (—n+ 1)U (n)} (3.61)

Considerando a Hipétese 2, o vigésimo quinto termo da Equagao

(3.44) é:
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E{r*(n)} = o? (3.62)

Por fim, considerando a Hipétese 2, o dltimo termo da Equacao

(3.44) é nulo:

E{agQ(—n + 1)UT(n)v(O)a5Q(—n + Dr(n — 1)} =

E{alQ(-n+1)UT(n)v(0)alQ(-n+ 1)} E{r(n— 1)} = 0; (3.63)

Retomando a Equagao (3.44), e substituindo todos os termos

calculados, a expressao resulta em:

E{(n)} = (1 - 1) (n) + Tr {RyK(n)}
+ (14 ptalay)o? + 2B{v7 (1) IRyu(n)v(0)

+ v (0)Ra(n)v(0) — p2al Q(—n + 1)a, (3.64)

Pode-se observar que se a Equagao (3.64) fosse particularizada
para passo de adaptacao unitario e para ordem suficiente, esta Equacao
se torna a Equacao (5.35) de Barcelos (2013). Como seguimento, obter-

se-4 uma Equagao em forma fechada para a matriz K(n).
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3.4 MATRIZ DE COVARIANCIA DO VETOR DE ERRO NOS CO-
EFICIENTES

Pés-multiplicando a Equacao (3.22) por sua transposta, substi-
tuindo a(n) por a,, e tomando o valor esperado condicionado em v(n)?,

tem-se:

2

$(n)¢" (n)
¢" (n)p(n)

v(n)v'(n)

/—}%
E{vin+1)vi(n+1)} = E{v(n)vT(n)} —p E{

3
$(n)B(n)v’(n)
o7 (n)é(n)

u(lu)E{

B { $(n)alQ(—n + U ()v(0)v” (n)

6 7

a —-n r(n — VT n n T n
+MgE{qsm) 1Q(=n+ r(n — 1) ()}_ME{V(H)VTW( )67 ( >}

¢T (n)p(n)

¢" (n)p(n)

10

(- 0 E { p)B() 1, ST (1)

) p, (6T ()
g E{¢T<n>¢<n> "

1Por simplicidade, foi omitido dos valores esperados a expressio matemética do
condicionamento em v(n)
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12

3 é(n)alQ(—n+ r(n —1) T
g E{ o7 ()p(n)

ST (md(n) 6T ((n
17
sy o (Al Q(—n+ YUT ()v(0) 7 (m)B(n)
e ”)E{ T (m)g(n) &7 (mg(n)
18
$(n)alQ(—n + r(n — 1) ¢7 (m)3(n)
n=m E{ SR STem)
19 20
S )| S8 ) $ )
*“E{V(”) ¢T<n>¢<n>} g E{¢T(n>¢<n> ") 7 (mpp(n)

21 22

_2E $(n)a, Q(—n + 1)U (n)v(0) ¢” (n)ra(n)
¢*(n)p(n) ¢* (n)¢(n)
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24

+MgE{¢<n>a£cz< nt Dr(n—1) ¢T

e }
A\ T —Nn a T
_HE{V() "o <>§T * et }
26
¢ S04 v(n) OV (- DTl
o E{ &7 ()p(n) 7 (n }
27
: $30) VT (OU()TCn+ eudin
b { &7 ()$(n) 4T (n }
28
-y $lrels) YOIt el
e {¢T<n>¢<n> 67 (n }
29
+ p $00SEQn U (0 IOV + et
o E{ ST ()B(n) 7 (n }
30
-y9 p{ $REQL - = 1) IOV (1 Laud O
ST (mé(n) o
Ty ]
o7
32
3] 9(n)e" (n vin r’(n—1)Q"( n—|—1 aw¢T
g E{¢T<n>¢<n " P }
33
(n)B(n) rT(n—l)QT n+1aw¢T }
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34

s 1 f B)ra(n) 17 (n — QT (~n + 1a,éT(n)

o E{qu(n 6(n) o7 (M)$(n) }
35
o p #00aLQIn £ DU ()v(0) r7 (0 = QT (0 -+ 1 (n)
#T(md(n) ST ()$(n)
36

4 o BmalQ(n + Dr(n — 1) " (n — DQT(—n + D¢ (n)

o E{ 6T ()p(n) o7 ()p(n) }

(3.65)

Considerando a Hipotese 6 e, de forma similar ao feito por Al-
meida et al. (2005), utilizando a Equagao (3.38), o segundo e o sétimo

termo da Equagao (3.65) se tornam:

E{¢T(n)¢(n) (v )} = a;(G_Q)Rd’ (n)v'(n)  (3.66)

Da mesma forma e usando adicionalmente a Hipdtese 1, o ter-

ceiro e o décimo terceiro termo podem ser determinados:

E{ T (n)p(n) }—6( )E{¢T(n)¢(n)} (n) =0nxn (3.67)

Devido as caracteristicas estatisticas de r(n), mostradas na HipGtese

2, o quarto e o décimo nono termos da Equacao (3.65) sdo nulos.
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SV ) e e | e
E{ ST ()6 }‘E{“)”ﬁ¢nmmm} () = 0w
(3.68)

Para calcular os valores esperados do quinto e do vigésimo quinto,

proceder-se-4 de forma similar a Barcelos (2013):

gl 2L Q(=n + HUT()v(O)vT(n) [ 1
¢*(n)p(n) -~ 03(G-2)

x Ry (n)v(0)vT(n) (3.69)

Sob a luz da Hipdtese 2, o sexto e o trigésimo termos da Equagao

(3.65) sao nulos.

$alQ(=n + Dr(n— VT |
E{ () }E{ (=1}

xE{QWn+nm¢m)

T
v (n)= ON N 3.70
P } () = 0 (370)
Para determinar os demais valores esperados serd considerado,

de forma similar a Almeida et al. (2005) e Barcelos (2013), que:

5 1 N 1
" (n)p(n)]* |~ 03 G(G +2)

Para a calcular o oitavo valor esperado, usa-se a fatoracao dos

(3.71)

momentos gaussianos apresentada por Haykin (2002) juntamente com

a Equacdo (3.71):
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S p ST 1
E{qs v )¢T<n>¢<n>} = 010G+ 2)

% [Rov" (n)v(n) + 2Ryv(n)v" (n)Ry)]
(3.72)

A expressao acima calculada leva a uma degradacao do valor
previsto do erro em regime (ALMEIDA, 2004). A opgao por determinar
o resultado deste valor esperado utilizando o procedimento descrito em
(HAYKIN, 2002) se deu pela tratabilidade matemdtica, uma vez que néao
foi possivel utilizar um procedimento similar ao feito em (ALMEIDA,
2004; ALMEIDA et al., 2005; BARCELOS, 2013) devido ao cendrio de
ordem insuficiente.

A fim de determinar o valor esperado dos nono e do décimo

quarto termos da Equagao (3.65), proceder-se-4 da seguinte maneira:

(3.73)

Tomando o valor esperado e utilizando a Hipdtese 6, tem-se:

E{[p(m)B(n)v" (m)p(n)¢” (n)],;} = B(n)
N-1

X E{¢(n—i+1)p(n—j+ 1)¢(n — k) vgg(n) (3.74)
=0

=
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Como o vetor ¢(n) é um vetor de varidveis conjuntamente gaus-
sianas e de média nula, o nono e o décimo quarto valores esperados
sao nulos, pois tal termo envolve um termo de ordem impar destas
variaveis.

Considerando a Hipdtese 2, o décimo e o vigésimo termos da

Equacao (3.65) sao igualmente nulos.

Sr() o ST\ _ Lo
E{ V(n)¢ )}—E{a( )}

(
s e " T
o) 1 BT
XE{«pT(nw(n)V (”)¢T<n)¢<n>} = Ower o BT)

Utilizando a fatoragao dos momentos gaussianos derivada no

Anexo C em Barcelos (2013) dada por:

E{yiyiwiwsysy: } = E{y1y3 }wiwi E{ysy} }
+ E{y1y3 }wow] E{ya2y] }

+ E{y1y; }wi E{y2y3 } w2 (3.76)

e considerando v(n) constante devido ao valor esperado condicionado
neste vetor, define-se: y; = ¢(n), y2 = alQ(—n + 1)UL (n), w; =
v(0), wi = vT(n) eyl = yI = ¢*(n). Logo, o décimo primeiro e o

vigésimo sexto valores esperados se tornam:
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14 $()2,Q(=n + HUT(n)v(0)v7 (n)d(n)$" (n)
(@7 (n)p(n)]?

LR (v BV () Ryt

T 0lG(G+2)

+ R¢V(n)v(0)R£u(n) + V(O)Rz;u (n)v(n)R¢] (3.77)

Sob a luz da Hipdtese 2, o décimo segundo e o trigésimo segundo

termos da Equagao (3.65) sao nulos.

$m)aTQ(—n + r(n — VTS |
E{ BT }‘E{ (=1}
)

QT (=1 + D, d(n)vT (n)(n)é” (n)
. { BT ()p(n)P

O fato de B(n) ser uma grandeza deterministica, o décimo quinto

} —Onxn  (3.78)

valor esperado da Equacao (3.65) é dado por:

E{¢T(n)¢(n) o7 (n)o(n) } - géG(G 19 (3.79)

Novamente, devido as caracteristicas estatisticas de r(n) explici-

tadas na Hipdtese 2, o décimo sexto e o vigésimo primeiro termos sao

nulos.

BOUra (T8 | _ o 6T |
E{ 67 o0 }E{ ! ’}E{ o }ON*N

(3.80)

Para determinacao do décimo sétimo termo e do vigésimo sétimo
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termo da Equagao (3.65), considerar-se-a que ¢(n) e al Q(—n+1)UT (n)v(0)
sao conjuntamente gaussianos (BARCELOS, 2013). Assim, por se tratar
de um momento de terceira ordem de uma varidvel aleatoria gaussiana
de média zero, estes termos sao igualmente nulos.
De forma similar ao décimo sexto termo, o décimo oitavo e o

trigésimo terceiro termos sao nulos.

@7 (n)¢(n)]?

Q7 (—n + Da,d(n)¢” (n)8(n) | _
XE{ (6T (n)g(n)]? } =0nxn (3.81)

Para determinar o valor esperado associado ao vigésimo segundo

E{(ﬁ(n)agQ(—n + Dr(n — 1)¢" (n)B(n) } = B{rT(n—1)}

termo da Equagao (3.65) é necessério utilizar a fatoragao dos momentos
gaussianos apresentada no Anexo B em (BARCELOS, 2013) que consiste

e1n:

E{y1yayiya} = E{yiy2 } E{y3ya} + E{yoys} E{v1y3 }
+ B{y1ya} E{y2y3 } (3.82)

Escolhendo y1 = y4 = 714(n) e y2 = y3 = ¢(n), utilizando a Equagio
(3.21), chega-se a:

¢(n)¢T(n)r3(n) ~ 1 2aTa, Vo2
E{ (@7 (n)p(n)]? }_ aéG(G+2)(1+M wdw)o Ry (3.83)

Considerando novamente as estatisticas de r(n) o vigésimo ter-

ceiro e o vigésimo oitavo termo sao nulos.
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@7 (n)¢(n)]?

$(n)¢” ()ahQ(—n+ HUT ()v(0) | _
XE{ (6T (n)é(n)]? } =0yxn (3.84)

Para calcular o vigésimo quarto e o trigésimo quarto valor es-

n T’/l?“ naT —-n TTLV
E{¢< )¢7 ()ra(n)al,Q(—n + 1)U (n) <o>}:E{m(n)}

perado da Equagao (3.65), utilizar-se-a a defini¢ao de r,(n) dada pela

Equacao (3.21). De forma similar ao feito em (BARCELOS, 2013):

d(n)dT (n)ry(n)alQ(—n + 1)r(n — 1) _ Elrin
E{ CAOTOR } =St

$()6" (n)alQ(—n + r(n — 1)
- { @ (6P }
T malr(n — 1alQ(-n + Dr(n 1)
“E{ BT b } (3:55)

O primeiro termo da equacao acima é nulo. Entretanto, o se-
gundo nao o é, uma vez que envolve um momento de segunda ordem de
r(n). Assim, é possivel utilizar a fatoracdo dos momentos gaussianos
dada pela Equagao (3.82). Dessa forma, utilizando y; = alr(n — 1),

w

ys =a,Q(—n+1)r(n—1) e y> =ys = ¢(n), chega-se a:

B d(n)pT (n)ra(n)al Q(—n + 1)r(n — 1)
(@7 (n)g(n)]?

1

~ - T _ 2
~ GG 1Y) Rsa, Q(—n + 1)a,o; (3.86)

Utilizando a fatoragdo dos momentos gaussianos apresentada
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dada pela Equacio (3.82) e definindo y; = y4 = al Q(—n+1)UT (n)v(0),

y2 = é(n) e yI = ¢T(n), o vigésimo nono termo da Equacio (3.65) se

torna:
Bl BAlQEn+ DU v | 1
(67 (n)é(n)]? o4G(G +2)
x[2Ryu (n)v(0)vT (0)RY, (n) + Rgv (0)R4(n)v(0)] (3.87)

O trigésimo e o trigésimo quinto termo da Equagao (3.65) s@o

nulos devidos as estatisticas de r(n).

B d(n)alQ(—n+ Dr(n — )vI(0)Un)QT (—n + 1)a,éT (n)
[¢T (n)g(n)]?
ot 1 pd @TCRE DAV OU)QT (0 + g ()
= ”}E{ BT ()P }
=0nxnN
(3.88)

Finalmente, o trigésimo sexto termo da Equagao (3.65), sob a

luz da Hipédtese 2, se torna:

Rya, Q(—n + 1)a,0;

p) BaiQ(=n+r(n— 1P | _ 1
(@7 () (n)]? 73G(G +2)

(3.89)

Assim, agrupando todos os termos e tomando o valor esperando

visando retirar o condicionamento em v(n), chega-se a uma equagio
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recursiva para K(n):

Kn+1)=K(n)—

- m [RgK(n) + K(n)Ry)
12 (1 — p)? s
AGG+2)" "R + 03G(G +2)

12

0,G(G +2)

+ (1+ p?ala,)o?

+ [R¢ Tr [R¢K(n)] + 2R¢K(n)R¢}

- % [Rou(n)v(0)E{v"(n)} + E{v(n)}v’ (0)Rg,(n)]
[R¢u(n)vT(0)E{v(n)}R¢ + R¢E{v(n)}vT(0)R£u(n)]

+ [VT(O)RZ;u (n)E{v(n) }R¢ + R¢u(n)v(0)vT (O)Rgu (n)]

UéG(G +2)
2

U
+ WR¢VT (0)Rz(n)v(0)

4

- mmﬁag (—n + 1)ayo? (3.90)

De modo similar a Equagdo (3.64), ao aplicar-se a condi¢ao de
passo de adaptagao unitario e H < P, essa Equacao recai na Equacao
(5.72) descrita por Barcelos (2013).

Por fim, as equagcdes (3.40), (3.64) e (3.90) constituem um con-
junto de equagodes que descrevem o comportamento médio do algoritmo
PAP para passo nao unitario e ordem H > P, dentro do cendrio de iden-

tificagdo de sistemas, em que o sinal desejado d(n) é acrescido de um

ruido branco r(n).
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4 RESULTADOS

Neste capitulo serao apresentados os resultados de simulacoes
computacionais que visam comparar o desempenho do algoritmo PAP
com as previsoes fornecidas pelo modelo proposto neste trabalho e pelos
modelos existentes na literatura. Para tanto, as seguintes condigoes de

simulacao sao as mesmas para todos os exemplos usados neste capitulo:

e Sd0 climinadas as primeiras 1000 amostras do sinal u(n) para

evitar o transitério de inicializagdo do processo AR;

e A matriz U(n) é totalmente preenchida antes da adaptagao do

algoritmo;

e A poténcia do rufdo de excitacio do processo AR, o2, é calculada

para que a poténcia do sinal de entrada u(n) seja unitéria;

e O conjunto de coeficientes 6timos w,, consiste em uma janela de

Hann normalizada pelo critério ls;

e O vetor de inicializagdo do algoritmo adaptativo w(0) é sempre

definido no vetor nulo Opnx1;

e A poténcia do ruido 7(n) é o2 = 107%;

e Assimulagoes sao feitas utilizando um conjunto de 600 realizagoes.
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4.1 AVALIACAO DO MODELO PROPOSTO

Esta secao apresenta simulagoes que comparam as previsoes do
modelo proposto e dos modelos presentes na literatura com o compor-
tamento estocastico do algoritmo PAP. Para todos os exemplos, o vetor
a,, dado pela Equacao (3.28) é calculado conhecendo a fun¢ao de auto-
correlacdo de u(n). Para os modelos de ordem suficiente, é substituido

a por ay,.
e Exemplo 1 (Ordem Suficiente)

A Figura 12 mostra o resultado de uma simulagao computacional
que comparara a previsoes do modelo proposto neste trabalho e do mo-
delo derivado por Almeida, Bermudez e Bershad (2009). Os parametros
de simulacao utilizados foram: sinal de entrada foi um processo AR da
forma u(n) = 1.96u(n — 1) — 0.9893u(n — 2) + 2(n), com o2 = 0.0575,
passo de adaptacao p = 0.8, ordem do algoritmo PAP P = 2, planta
com N = 64 coeficientes e A = 2.3192.

Nessa simulacao, foi observado o comportamento do coeficiente
de nimero 50. Nota-se ainda que, conforme esperado, o modelo deri-
vado por Almeida, Bermudez e Bershad (2009) prevé de forma insatis-
fatoria o comportamento médio deste coeficiente nas primeiras iteragoes
devido ao fato do mesmo nao considerar o efeito de inicializagao do al-
goritmo PAP.

A Figura 13 mostra a comparagiao das previsoes feitas do EQM
em excesso pelo modelo proposto e pelo modelo derivado em Almeida,

Bermudez e Bershad (2009) com relacgao ao algoritmo PAP. O conjunto
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Figura 12 — Comparagao entre o modelo proposto e o modelo derivado
por Almeida, Bermudez e Bershad (2009) da previsdo do comporta-
mento médio dos coeficientes

de parametros utilizados é o mesmo do Exemplo 1. Essa escolha se

10
— Algoritmo PAP

—Modelo Proposto
— Modelo Almeida

—
S i
2
g ) 5 10
=
o 4
=
-5¢ e, 5
_od | | \ | | | , ,
0 200 400 600 800 _ 1000 1200 1400 1600 1800
n

Figura 13 — Comparagao do EQM em excesso entre o modelo proposto
e 0 modelo derivado por Almeida, Bermudez e Bershad (2009)

deu pelo fato dos mesmos serem utilizados para ilustrar o problema de

inicializagdo em (BARCELOS, 2013). Dessa forma, o modelo proposto
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neste trabalho se comporta de forma satisfatéria para casos em que o
algoritmo PAP opera com ordem suficiente. Nota-se também uma dis-
crepancia de aproximadamente 30dB no modelo proposto por Almeida,
Bermudez e Bershad (2009) e o EQM em excesso do algoritmo PAP na

primeira iteracao causada pelo efeito de inicializagao do algoritmo.

e Exemplo 2 (Ordem Insuficiente)

Esta simulagao foi feita no intuito de comparar a previsao de com-
portamento feita pelo modelo proposto por este trabalho e o modelo
derivado em Almeida, Costa e Bermudez (2010). Os pardmetros uti-
lizados para esta simulagdo foram: sinal de entrada AR da forma
u(n) = 0.2u(n—1)+0.63u(n—2)+0.036u(n—3) —0.0324u(n—4)+z(n),
com 02 = 04270, N =64, P =1, p = 0.2 e A = 9.9463. O coeficiente

observado foi o de niimero 2, conforme mostra a Figura 14.

14 T
— Algoritmo (2)

—Modelo Proposto (2)

121 i i —Modelo Almeida (2)

10r] T

Elw(n)]

i i i i i
500 1000 1500 2000 2500 3000
n

Figura 14 — Comparacao do comportamento médio dos coeficientes en-
tre o modelo proposto e o modelo derivado por Almeida, Costa e Ber-
mudez (2010)
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Nota-se no periodo transitério uma discrepancia entre o modelo
proposto e o comportamento real do segundo coeficiente. Isso ocorre
porque a Teoria da Independéncia é violada, j4 que o vetor ¢(n), no
cendrio onde P < H, é correlacionado com o vetor ¢(n — 1). Isso se
agrava ainda mais conforme a correlagdo temporal do sinal u(n) sobe e
a diferenca H — P aumenta.

De forma a ilustrar o acima exposto, foi feita uma nova simulacao
onde o vetor u(n) deixou de ser constituido por uma linha de atraso
e passou a ser gerado a cada iteracao, de acordo com os parametros
utilizados no Exemplo 2. Dessa forma, todos os vetores gerados sao in-
dependentes e identicamente distribuidos. Como consequéncia, a cada
iteragao é gerado um vetor ¢(n) que é independente dos vetores ¢p(n—1)
e ¢(n+ 1), para todo n. O resultado dessa nova simulagdo é mostrado

na Figura 15.

x10°

8

—Algoritmo(2)
——Modelo Proposto(2)

I I I I I I
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500
n

Figura 15 — Comparacdo do modelo proposto e o algoritmo PAP
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Nota-se que a previsao do modelo proposto durante o transitorio
obtém uma melhora quando comparado a situagao exposta pela Figura
14. Como as estatisticas de v(n) sdo desconhecidas a priori, ndo é
possivel obter um modelo em forma fechada sem utilizar a Teoria da
Independéncia.

Na Figura 16 é mostrado o EQM em excesso para ambos mode-
los. De forma similar ao exposto pela Figura 14, a previsao de ambos
os modelos durante o periodo transitério possui uma discrepancia sig-
nificativa com relacdo ao EQM em excesso do algoritmo PAP, embora
essa discrepancia no modelo proposto por este trabalho apresenta-se de
forma conservativa. A discrepancia descrita é justificada pela violacao
da Teoria da Independéncia quando o algoritmo opera em um cenario

de ordem deficiente.

20

— Algoritmo PAP
—Modelo Proposto
10+ ; , —Modelo Almeida

20

10
u§—

e

I I L L L s ottty
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000
n

Figura 16 — Comparagao do EQM em excesso entre o modelo proposto
e o modelo derivado por Almeida, Costa e Bermudez (2010)
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Para ilustrar que esse mesmo problema acontece na avaliacao do
EQM, uma simulacao foi feita utilizando os mesmos parametros, mas
gerando vetores do sinal de entrada u(n) independentes e identicamente
distribuidos. O resultado é mostrado na Figura 17. Nota-se, de forma
similar a Figura 15, uma melhor previsao do modelo aqui proposto com
relacdo ao algoritmo PAP durante o regime transitério, evidenciando
que tal problema também ocorre quando uma forma fechada para a
matriz K(n) é obtida, j& que para determinar o resultado de alguns
valores esperados é necessario utilizar a Teoria da Independéncia.

— Algoritmo PAP
—Modelo Proposto

10

-8

I I
5000 10000 15000
n

Figura 17 — Comparacdao do modelo proposto e o algoritmo PAP com
vetores 11D

Dessa forma, fica exposto que a violacao da Teoria da Inde-
pendéncia, quando o vetor de sinal de entrada u(n) é constituido por
uma linha de atraso, promove uma discrepancia significativa entre o
modelo proposto por este trabalho e o comportamento do EQM em

excesso do algoritmo PAP durante o periodo transitério.
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e Exemplo 3 (Ordem Insuficiente)

A fim de avaliar a previsado do modelo com relagao ao algoritmo PAP em
um cendrio em que a diferenca H — P é pequena, uma nova simulacgao foi
feita utilizando o processo AR(4) do Exemplo 2 utilizando os seguintes
parametros: P =3, p=0.6, N =32e A = 2.7765. A Figura 18 mostra
a avaliacao do coeficiente de ntimero 1 do modelo proposto, do modelo

feito em (ALMEIDA; COSTA; BERMUDEZ, 2010) e o algoritmo PAP.

0.005

— Algoritmo (1)
— Modelo Proposto (1)| |

—0.005 — Modelo Almeida (1)

-0.0% .

Elw(n)]

-0.015 .

-0.0Z- .

-0.025- . 4

-0.0:

160 260 360 AE,(‘)LO 560 660 760 800
Figura 18 — Comparacao do modelo proposto e o algoritmo PAP

Nota-se no comportamento do coeficiente de niimero 1 uma boa
acuracia do modelo com relacdo ao algoritmo PAP. Verifica-se também
uma robustez do modelo proposto a variacao de parametros.

A Figura 19 mostra a acurdcia do modelo proposto para o EQM
em excesso, juntamente com o modelo proposto em (ALMEIDA; COSTA;
BERMUDEZ, 2010).

Conforme esperado, o modelo proposto se comporta de maneira

melhor do que 0 modelo proposto em (ALMEIDA; COSTA; BERMUDEZ,
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Figura 19 — Comparacao do EMQE do modelo proposto e o algoritmo
PAP

2010), tanto nas primeiras iteragoes, de aproximadamente 14dB na pri-

meira iteragdo, quanto no erro em regime permanente.
¢ Exemplo 4 (Ordem Insuficiente)

Com o intuito de explorar uma diferenca de H — P elevada, outra
simulagao computacional foi feita utilizando os seguintes parametros:
processo AR(10) com coeficientes a; = [f 0.9, 0.7, —0.6, 0.5, —0.45,
0.35, —0.3, 0.25, —0.2, 0.1]7 02 =0.5388, A\ = 2.4054, P =2, u = 0.8
e N = 32. Na Figura 20 foi observado o comportamento do coeficiente
de ntmero 25.

Verifica-se que o modelo consegue prever de forma satisfatoria
o comportamento do algoritmo PAP. Nota-se também que o modelo
proposto em (ALMEIDA; COSTA; BERMUDEZ, 2010) tem uma leve dis-

crepancia com relagao ao comportamento do algoritmo.
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Figura 20 — Comparacao do modelo proposto e o algoritmo PAP

A Figura 21 mostra a avaliacdo do EQM em excesso para o mo-
delo proposto e o modelo derivado em (ALMEIDA; COSTA; BERMUDEZ,

2010).

10

—Algoritmo PAP
—Modelo Proposto
—Modelo Almeida

i
I 1 ¥ ¥ ¥ aa
500 1000 1500 2000 2500 3000
n

Figura 21 — Comparagao do EQME modelo proposto e o algoritmo PAP

Nota-se que o modelo proposto prevé o comportamento do al-
goritmo PAP de forma satisfatéria durante as primeiras iteragoes e o

modelo derivado em (ALMEIDA; COSTA; BERMUDEZ, 2010) leva a um
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erro de aproximadamente 4dB devido ao problema de inicializagao. De
forma similar ao exposto no exemplo 2, durante o regime transitério,
existe uma discrepancia da previsao do modelo devido a violagao da

Teoria da Independéncia.
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho foi realizado o estudo do comportamento do al-
goritmo de Pseudo Projegdes Afins, sob o cendrio de identificagdo de
sistemas e com sinal de entrada autoregressivo. Estudos anteriores
desenvolveram modelos para a) ordem suficiente (ordem do algoritmo
maior ou igual & ordem do processo AR do sinal de entrada), com
passo qualquer mas sem considerar os efeitos da inicializa¢do (ALMEIDA;
BERMUDEZ; BERSHAD, 2009); b) o mesmo que (a) mas com ordem in-
suficiente (ALMEIDA; COSTA; BERMUDEZ, 2010); c) ordem suficiente,
passo unitdrio e levando em conta os efeitos da inicializacdo (COSTA
et al., 2012; BARCELOS, 2013). Este estudo considerou um passo de
adaptacao arbitrario, ordem insuficiente e os efeitos de inicializagao.
Este trabalho, portanto, deu origem a um modelo de comportamento
que engloba todas as condic¢Oes previstas nos modelos de Almeida, Ber-
mudez e Bershad (2009), Almeida, Costa e Bermudez (2010) e Costa
et al. (2012), Barcelos (2013).

A combinacdo de todas essas condigoes requerem algumas al-
teragoes significativas nas hipdteses empregadas na andlise e, conse-
quentemente, no equacionamento estatistico. Essas alteracgoes incluiram
uma nova hipétese sobre o comportamento do vetor de erros e,(n — 1),
que permitiu considerar entradas AR altamente correlacionadas. Ou-
tra alteragao introduzida foi uma nova aproximacao para a estimativa

do estimador de minimos quadrados dos pardmetros do modelo AR do
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sinal de entrada.

Sob a situac@o do algoritmo PAP operar com ordem deficiente,
uma forma fechada foi obtida para a aproximagcao de a(n) por um vetor
constante, simplificando as parcelas relativa a este vetor no modelo
proposto por Almeida, Costa e Bermudez (2010).

O modelo resultante é capaz de prever o comportamento do al-
goritmo PAP sob condigbes nao previstas pelos modelos existentes, sem

perder acuracia nos casos ja considerados pelos outros modelos.

5.1 SUGESTAO DE TRABALHOS FUTUROS

Alguns pontos sdo sugeridos como continuagao do estudo feito

por este trabalho:

e Ambiente nao estaciondrio: em geral, os filtros adaptativos
possuem a capacidade de acompanhar variacoes do ponto 6timo
da superficie de desempenho. Dessa forma, faz-se necesséario a in-
clusdo desse efeito no modelo estocastico obtido por este trabalho
para que este seja capaz de prever o comportamento do algoritmo

neste cendrio (ALMEIDA; BERMUDEZ; BERSHAD, 2009);

e Comprimento deficiente: sob a justificativa de complexidade
computacional ou por falta de informagao a respeito da resposta
a estimar, pode ser necessario que o algoritmo adaptativo opere
com um numero menor de coeficientes do que o ponto 6timo da
superficie de desempenho (ALMEIDA; COSTA; BERMUDEZ, 2009).

Assim, é importante incluir também esse efeito na obtengao de
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modelos de comportamento estocastico;

Problema de inicializagao: conforme justificado em (COSTA et
al., 2012; BARCELOS, 2013), as situac¢oes em que é necessdrio a
utilizagao do modelo que corrige o problema de inicializagao ainda
é uma informacdo em aberto. Assim, uma abordagem quantita-
tiva é necessaria para justificar a utilizacao de um modelo com

maior complexidade.
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