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Resumo

A grande maioria dos problemas em Mecénica dos Fluidos Computacional podem ser
modelados por equagdes diferenciais parciais (EDPs). Utilizando métodos numéricos adequados, estas
equacdes podem ser discretizadas em dominios geométricos de complexidades variadas através de
técnicas da Mecinica dos Fluidos Computacional (“Computational Fluid Dynamics”). Discretizagdes
estruturadas apresentam limita¢des quando aplicadas a problemas com geometrias complexas, neste
caso, destacam-se os métodos alternativos com discretizacdo em malhas ndo-estruturadas, como o
método dos volumes finitos baseado na discretizag@o com Diagramas de Voronoi (DV).

As malhas ndo-estruturadas de Voronoi ddo origem a volumes de controle, cujas faces
coincidem com o bissector do segmento de ligagio entre dois geradores vizinhos e sdo ortogonais
a este segmento. Caracteristicas que simplificam as aproximacOes numéricas existentes,
~ facilitando a realizacdo de balancos de massa, energia, e outros fluxos. Estas malhas sdo adotadas
neste trabalho, para discretiza¢do dos dominios geométricos.

O presente trabalho aborda a descri¢do, andlise e implementagdo de métodos iterativos da
familia do Gradiente Conjugado (GC), para a solugdo de sistemas lineares resultantes da
discretizacdo das equacdes de Navier-Stokes e da equacdo da conducdo de calor em malhas néo-
estruturadas de Voronoi, utilizando o método dos volumes finitos. Os métodos iterativos usados
na solucdo do sistema linear sdo: GC, “Conjugate Gradient Squared”, “BiConjugate Gradient
Stabilized” e “Transpose-Free Quasi Minimal Residual”. ‘

No trabalho sfo descritas e adotadas trés tipos de ordenacdes. Na verificacdo do desempenho
sdo usados os métodos Gauss-Seidel, “Tridiagonal Matrix Algorithm” e GC. A velocidade de
convergéncia, em especial, dos métodos da familia do GC, pode ser melhorada com o uso de um pré-
condicionador apropriado. Com este intuito s3o implementadas trés técnicas de pré-
condicionamentos: diagonal, SSOR e por fatorag@o de Cholesky incompleta. Os pré-condicionadores
sdo aplicados no método GC e analisados de acordo com a distribui¢do dos autovalores.

Na discretizagdo das equagdes de Navier-Stokes sdo utilizadas trés formas distintas de
avaliacdo dos gradientes de pressdo: o minimo residuo quadratico, a média ponderada entre os
gradientes normais projetados e a média ponderada modificada entre os gradientes normais
projetados, proposta neste trabalho. Na validagcdo dos gradientes de pressdo e dos métodos
iterativos, adota-se o célculo do escoamento laminar incompressivel em uma cavidade quadrada

de profundidade infinita, sujeita a uma parede superior deslizante.
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Abstract

There are various problems in the Computational Fluid Dynamics area that could be
modelated by partial differential equations discretized in complex geometrical domains.
Structured discretizations exhibit limitations when applied the problems whith these features, in
this case, are outstanding the alternative methods with discretization in non-structured meshes, as
the finite volume method based in Voronoi Diagrams (VD).

The Voronoi unstructured mesh originates control volumes, whose edge is part of the
perpendicular bisector of the two generators, associated with the left and the right Voronoi
regions, this edge is a line segment connecting two Voronoi vertexes. These features simplify the
numerical existent approximations, easing the balance of mass, energy, etc. These meshes are
adoted in this work, to discretization of the geometrical domains. One of the main advantages of
the unstructured approach is the adjusting in specific region, to portray adequately the local flow,
and also the points can be added and/or retired locally as the geometrical or flow features dictate.

In the present work, the iterative methods of the Conjugate Gradient (CG) family are
described, analysed and implemented, for the solution of linear systems, resulting from the
discretization of the Navier-Stokes equations and of the equation heat conduction in Voronoi of
unstructured mesh, utilizing the finite volume method. The nonstationary iterative methods used
in the solution of the linear system are: CG, Conjugate Gradient Squared, BiConjugate Gradient
Stabilized and Transpose-Free Quasi Minimal Residual.

In this work are described and adopted three types of ordering, with objective of optimize
the connections between nodal points. In the verification of performance is used the Gauss-
Seidel, Tridiagonal Matrix Algorithm and CG methods. The convergence rate, in special, of the
CG family methods can be improved using an adequate preconditioner, that decrease the
condition number of the coefficient matrix. Three types of preconditioning are used, such as:
diagonal, SSOR and incomplete Cholesky. The preconditioners are apllied in the CG method and
analysed through distribution of eigenvalues.

In the numerical discretization of the Navier-Stokes equations are utilized three different
evaluations for pressure gradients: the squared residue minimum, the weighted mean between the
standard gradients projected, and the modified weighted mean between the standard gradients
projected, that is proposed in this work. The iterative methods and pressure gradients are
validated, adoting the laminar flow incompressible in a square lid-driven cavity of infinite

profundity, with slide upper wal.
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Simbologia
Simbolo Significado

(,) - produto escalar
Il - norma infinita de um vetor ou matriz
(1178 - norma segunda de um vetor ou matriz
A - matriz de coeficientes
Al - matriz inversa
Ajj - coeficientes dos vizinhos do ponto nodal central p;
AP; - coeficiente do ponto nodal central i
b - vetor de termos independentes
B(,) - bissetor
Bp - matriz estritamente triangular inferior formada pelos elementos abaixo da diag(A)
By - matriz estritamente triangular superior formada pelos elementos acima da diag(A)
C - matriz de coeficientes do sistema transformado pelo pré-condicionamento
Cp - calor especifico
D - matriz diagonal
d¢,) - distancia Euclidiana
dn - superficie de integragdo normal
dv - derivada do volume de controle
e - vetor diferenca entre a solucio esperada e a aproximada
E - matriz erro
€ - indica pertence a
e - ponto este
E - matriz da decomposi¢do da matriz A no pré-condicionamento por Neumann
G - matriz da decomposi¢do da matriz A no pré-condicionamento por Neumann
Gk - matriz iterativa que depende da matriz A
I - matriz identidade
?[) - vetor base na dire¢io y

- fluxo convectivo e difusico de ¢
I - elementos da matriz triangular inferior
L - matriz triangular inferior (lower)
L - matriz triangular inferior aproximada
Lij - distancia entre o ponto nodal central do volume de controle em relagdo a cada

ponto vizinho
LT - transposta da matriz triangular inferior
n - ponto norte
N - matriz auxiliar do método SSOR
Nk - matriz do método iterativo que assume valores diferenciados em cada método
p - pressdo
pk - diregao vetorial a ser seguida na iteragdo k (métodos da familia do GC)
Di - ponto nodal central do Diagrama de Voronoi
P - matriz de pré-condicionamento
Pp - Pré-condicionador a direita
Pg - Pré-condicionador a esquerda
q” - geracdo de calor

R - conjunto dos nimeros reais
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Simbolo

- plano Euclideano
- regido do Diagrama de Voronoi

- vetor residuo (métodos da familia do GC)

- vetor residuo auxiliar
- matriz residuo no célculo do pré-condicionamento por fatoragdo de Cholesky

XV

- ponto onde o bissector entre p e p; intercepta uma face do volume de controle de p;

- conjunto finito de pontos no plano

- ponto sul

- distancia entre dois vértices consecutivos no volume de controle

- ponto onde o bissector entre p e p; intercepta uma face do volume de controle de p;

- temperatura

- temperatura do ponto nodal central

- temperatura de cada vizinho do ponto nodal central
- vetor independente do sistema pré-condicionado
- matriz triangular superior (uper)

- matirz triangular superior aproximada
- componente da velocidade na dire¢io x

- vetor direcdo

- vetor solugao do sistema pré-condicionado
- componente da velocidade na diregdo y

- vetor velocidade

- volume de controle do ponto nodal i

- ponto oeste

- vetor solucdo

- coordenada cartesiana
- coordenada cartesiana

- vetor

Significado

- escalar (métodos GC, GCPDE, GCPDI)
- escalar (métodos GC, GCPDE, GCPDI)

- operador vetorial nabla

- massa especifica do fluido

- varidvel genérica

- viscosidade dindmica do fluido
- coeficiente de difusdo de ¢

- area do volume de controle

- volume do volume de controle

- variagio no tempo

- variagdo da posic¢ao na dire¢do x
- pardmetro de tolerancia para o pré-condicionamento LU ou LL”
- critério de parada

- termo fonte

- variag¢io da posi¢do na dire¢do y
- coeficiente de relaxagio



- gradiente
- funcional do Gradiente Conjugado
- escalares do método GC que faz uso de trés termos de recorréncia

- escalares do método GC que faz uso de trés termos de recorréncia

- indica derivada parcial

- variacdo incremental de uma grandeza
- indica o somatério de elementos

- indica o produtério de elementos

Sub e Superscritos

Simbolo Significado
0 - indice que representa a iteragdo anterior
1 - indice que representa a iteracdo atual
1 - indice que indica o ponto nodal central
ij - conexdo entre os volumesie j
] - indice que indica os pontos nodais vizinhos
k - indice que representa a itera¢ao anterior
k+1 - indice que representa a iteragdo atual
NV - nimero de vizinhos
T - indica a transposta de uma matriz ou vetor
Abreviaturas

Simbolo Significado

Bi-CG - “BiConjugate Gradient”
Bi-CGSTAB - “BiConjugate Gradient Stabilized”
GC - Gradiente Conjugado
GCPDE - Gradiente Conjugado com pré-condicionamento diagonal explicito
GCPDI - Gradiente Conjugado com pré-condicionamento diagonal implicito
CGS - “Conjugate Gradient Squared”
CPU - “Central Processing Unit”
DV - Diagrama de Voronoi
EDPs - Equagdes Diferenciais Parciais
GMRES - “Generalized Minimal Residual”
GS - Gauss-Seidel
IC(0) - fatoragdo de Cholesky incompleta
GCIC(0) - GC com fatoracdo de Cholesky incompleta com 0 diagonais extras
MDF - Método das Diferencas Finitas
MEF - Método dos Elementos Finitos
MVF - Método dos Volumes Finitos
MPGNP - Média Ponderada entre os Gradientes Normais Projetados
MPMGNP - Média Ponderada Modificada entre os Gradientes Normais Projetados
MRQ - Minimo Residuo Quadrético
SSOR - “Symmetric Successive Overrelaxation”
TDMA - “Tridiagonal Matrix Algorithm’

TFQMR

- “Transpose-Free Quasi Minimal Residual”
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Capitulo 1 - Introducao

1.1 Preliminares

A solu¢ao numérica de problemas em Mecénica dos Fluidos e Transferéncia de Calor,
denominada como “Computational Fluid Dinamics” (CFD) corresponde a uma etapa importante
no projeto da geometria de escoamentos. A simulagdo numérica de problemas complexos de
engenharia, fisica e matemadtica € uma realidade, devido ao desenvolvimento de computadores de
alta velocidade e com grande capacidade de armazenamento. Por esta razdo analistas numéricos
dedicam-se ao desenvolvimento de algoritmos eficientes, que solucionem diversos problemas de
engenharia.

Os métodos numéricos para a solugdo de problemas envolvendo escoamento de fluidos
em geometrias regulares estdo bem desenvolvidos atualmente, porém na maioria das aplicagdes
em engenharia as geometrias encontradas sdo complexas (Ronzani e Nieckele, 1995).
Estimulados pelo desenvolvimento de vérios métodos de geragdo de malhas ndo-estruturadas,
que se ajustam aos mais variados formatos de contornos, novos algoritmos passaram a ser
desenvolvidos usando um sistema de coordenadas localmente ortogonais.

Tais algoritmos devem permitir o uso de malhas adaptiveis a geometria do problema a ser
solucionado. Neste contexto destacam-se as malhas nio-estruturadas, como € o caso das malhas
ndo-estruturadas geradas pelos Diagramas de Voronoi (DV), que sdo independentes de qualquer
coordenada global (Taniguchi et al., 1991). O DV € uma das principais construcdes da Geometria
Computacional (Preparata and Shamos, 1985). Aplica¢cdes dos diagramas sdo encontradas em

diversas areas conforme relatado em Aurenhammer (1991):

i) otimizac¢do de construgdes geométricas;
i) reconhecimento de padroes;
ii1) meteorologia;
iv) crescimento de cristais;
v) robética.
Em especial, os DV sdo aplicados na drea da CFD (Weatherill, 1992; Marcondes, 1996;
Cardoso, 1997) sendo um campo de pesquisa emergente e atual. Detalhes sobre os DV serdo
apreééntados no capitulo 2.

Neste trabalho propde-se a solugdo numérica de um problema de escoamento de fluidos

modelado em coordenadas cartesianas. A técnica de volumes finitos € usada para discretizagdo



Capitulo 1 - Introdugao 2

do dominio, com uma configuracdo de malha co-localizada para todas as varidveis. O processo
de discretizagdo das equagdes diferenciais pelo método dos volumes finitos (MVF), consiste em
dividir o dominio fisico em um ndmero de volumes de controle ndo sobrepostos (Patankar,
1980), onde promovem-se balancos locais das grandezas fisicas envolvidas. O MVF assim como

outros métodos numéricos visa:

(i) solugdo de escoamento sobre as geometrias arbitrarias;
(ii) conservagao local das propriedades do fluido;
(iii) economia de tempo computacional.

A solu¢do numérica dos problemas de escoamentos citados pode ser obtida pela
discretizagdo numérica das equagdes diferenciais parciais (EDPs), que compdem o modelo
matemadtico do problema fisico. Nesta discretizagdo as equagdes diferenciais sdo integradas sobre
cada volume de controle discreto, sdo avaliados os fluxos convectivos e difusivos através das
faces dos volumes utilizando-se as varidveis nodais armazenadas no centro de cada volume de
controle. Neste processo, a equacao discretizada contém os valores das varidveis dependentes em
um conjunto finito de pontos. Essa discretizagdo da varidvel dependente € o que torna possivel
representar as equagdes diferenciais por equagdes algébricas discretas (Masliska, 1995; Tanyi
and Thatcher, 1996).

Quando as EDPs sdo ndo-lineares, apos a discretizacdo, gera-se um sistema de equagdes
algébricas também nao-lineares, que sdo resolvidas a partir da linearizagcdo. A resolu¢do dos
sistemas de equagdes algébricas lineares € a etapa que, geralmente, envolve um grande custo em
processamento computacional. Os sistemas lineares, provenientes de malhas nio-estruturadas,
sdo geralmente esparsos € sem lei de formacdo, exigindo algoritmos de resolucdo robustos, no
sentido de prever as diversas conectividades possiveis. Por outro lado, malhas nio-estruturadas

conseguem capturar com facilidade geometrias complexas (Marcondes et al., 1995).

Geralmente o sistema de equagdes algébricas lineares pode ser expresso como,

Ax=b (1.1)

onde a matriz A de ordem n x n, gerada da discretizacdo em um volume de controle é positiva
definida e simétrica para a equagdo da condugdo de calor e € positiva definida e assimétrica para
as equagdes de Navier-Stokes, b € o vetor dos termos independentes e x € o vetor de incdgnitas,

sendo A diagonalmente dominante em ambas equagdes.
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O sistema resultante apds a discretizagdo numérica da equagdo da condugio de calor,
usada no presente trabalho, € linear, contudo na discretizagdo das equagdes de Navier-Stokes o
sistema resultante é ndo-linear, cujas solu¢des sdo obtidas por linearizacdo iterativa. Desta forma,
a solucéo do sistema linear representa uma etapa intermedidria do processo de linearizag@o, cujo

custo computacional para encontra-la ndo deve ser muito alto (Papadrakakis, 1993).

Os métodos usados para resolver os sistemas de equagdes lineares podem ser diretos e
iterativos. Nos métodos diretos a matriz de coeficientes é normalmente fatorada, e os fatores sdo
usados para resolver o sistema de equacdes. Vastamente usada é a decomposi¢io A=LDL' da
matriz simétrica de coeficientes e, a decomposi¢do A=LU quando a matriz é assimétrica. A
maior razdo para utilizacido destes métodos € o fato de que a solugdo, para um dado problema, é

obtida em um ndmero finito de passos, que podem ser definidos a priori (Angeleri et al., 1989).

Uma desvantagem associada ao uso dos métodos diretos, para matrizes esparsas, € que 0s
fatores L e U apresentam um nimero maior de elementos ndo nulos que a matriz original de
coeficientes, devido ao processo de enchimento-“fill-ins”' durante o processo de fatoragio
(Brussino and Sonnad, 1989). Logo, a armazenagem requerida pelos fatores pode ser maior,
exigindo tempo de processamento adicional. Algumas caracteristicas dos métodos diretos e

iterativos sao descritas na tabela 1.1.

Tabela 1.1 - Caracteristicas dos métodos diretos e iterativos.

i -

operagdes sequéncia recursiva sequéncia iterativa

matriz de coeficientes | € modificada gerando “fill-ins” e € preservada
erros de arredondamento
nimero de operagdes finito dependem de um contador ou
critério de parada

aplicado em sistemas de médio porte de grandes dimensdes e esparsos

melhorar a através de ordenagdes nos com coeficiente de relaxagdo

performance elementos da matriz apropriado, pré-condicionamentos e
ordenacdes das varidveis

Em funcdo das caracteristicas apresentadas na tabela 1.1, tem crescido o interesse pelos

métodos iterativos, devido ao desenvolvimento crescente de técnicas eficientes de aceleracio,

! “Fill-ins” ocorrem quando elementos da matriz original de coeficientes, inicialmente nulos, passam a ser nio-nulos
ap6s a fatoracdo, conforme Brussino e Sonnad (1989).
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conhecidas como pré-condicionadores, que podem melhorar a velocidade de convergéncia
encontrando a solugdo almejada em menor nimero de iteracdes e tempo de processamento
(Angeleri et al., 1989), e também devido a utilizacdo de computadores paralelo, onde os
softwares, empregando métodos iterativos, escritos para os computadores paralelos permitem
aumentar a quantidade de processos realizados em um determinado periodo de tempo através da

divisdo de uma tarefa de computagao entre os diversos processadores.

1.2 Métodos iterativos

Nos métodos iterativos® tipicos, inicia-se o processo com um valor inicial para o vetor de
incégnitas, que é refinado em estdgios sucessivos até que satisfaca as equagdes originais do
sistema, de acordo com um nivel de exatiddo especificado (Barrett et al., 1994). O esfor¢o
computacional exigido para que cada equagdo seja resolvida, depende da velocidade de

convergéncia e da precisdo adotada.

Os métodos iterativos tornam-se inadequados em aplicagGes priticas se a velocidade de
convergéncia for lenta, levando a um tempo de processamento excessivo. Contudo, uma
convergéncia lenta, frequentemente, pode ser melhorada pela técnica conhecida como pré-
condicionamento, onde o sistema original de equac¢des ¢ modificado pela pré-multiplicagdo por
uma matriz, que € escolhida de tal forma que o sistema equivalente obtenha uma matriz de
coeficientes proxima da identidade. O desenvolvimento de eficientes pré-condicionadores tem
sido um dos atrativos para o interesse crescente nos métodos iterativos (Axelsson, 1985;
Angeleri et al., 1989; Campos, 1995; Jones and Plassmann, 1995; Saint-Georges et al., 1996).
No capitulo 5 sdo descritos alguns pré-condicionadores encontrados na literatura, e no capitulo 7
sdo apresentados os resultados obtidos com a aplicacdo dos pré-condicionadores na solugdo da

equacio da condugdo de calor

Um dos métodos iterativos, mais populares, para resolver a equagdo (1.1) é o método
denominado gradiente conjugado (GC). O GC foi introduzido nos anos 50 por Hestenes e Stiefel
(Golub and Van Loan, 1996; Golub and O’Leary, 1989). O método GC resolve sistemas lineares,

onde a matriz A € positiva definida e simétrica, contudo ndo tem garantia de convergéncia para

% Os métodos iterativos podem ser classificados em estaciondrios e ndo-estaciondrios. Neste trabalho sdo utilizados
os métodos ndo-estaciondrios para resolucdo dos sistemas lineares.
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matrizes assimétricas ¢ ndo positiva definida (Campos., 1995). Este método possui uma forma
elegante de tratar a esparsidade da matriz A, uma vez que necessita somente da avaliacdo do
produto vetor-matriz através do processo iterativo. Com o uso dos pré-condicionadores o GC
tornou-se um método competitivo e atrativo para resolver sistemas lineares que surgem da
discretizacdo em elementos finitos € volumes finitos (Coutinho, 1991; Saint-Georges et al.,
1996)

Na resolucdo das matrizes assimétricas, que surgem da discretizagdo das equagdes de
Navier-Stokes, usando as varidveis primitivas velocidade e pressdo, exploram-se os métodos:
Gradiente Conjugado, “Conjugate Gradients Squared” (CGS) (Sonneveld, 1989), “BiConjugate
Gradient Stabilized” (Bi-CGSTAB) (Van der Vorst, 1992), e “Transpose-Free Quasi-Minimal
Residual” (TFQMR). Recentes estudos indicam que o CGS € tdo competitivo quanto o GMRES,
quanto a velocidade de convergéncia, economia na memdria de armazenamento de varidveis e
tempo de processamento, porém em muitas situagdes o CGS tem convergéncia irregular,
podendo encontrar uma solucdo inconsistente .

O Bi-CGSTAB pode apresentar convergéncia irregular e até mesmo mais lenta que o
CGS para problemas complexos. O TFQMR ¢ definido pela minimizag¢do parcial da norma do
residuo, o que pode remediar o comportamento de convergéncia irregular encontrado com o CGS
(Lin et al., 1995). Cabe ressaltar que estes métodos sdo descritos no capitulo 4 do presente
trabalho.

Presentemente, algumas ordenagdes das varidveis na malha computacional sdo
exploradas, utilizando as caracteristicas intrinsecas da malha geométrica. Os métodos GC,
“Tridiagonal Matrix Algorithm” (TDMA) e Gauss-Seidel (GS) sfo aplicados na solugdo do
sistema linear previamente ordenado. Tais métodos sdo frequentemente empregados na édrea de

Mecénica dos Fluidos Computacional (Tanyi and Thatcher, 1996; Cardoso, 1997).

1.3 Objetivo

O objetivo desta dissertagdo € reunir e analisar alguns dos métodos iterativos,
considerados representativos do universo utilizado hoje, para a solu¢do dos sistemas de equagdes
lineares algébricas. Os sistemas lineares apresentados, sdo resultantes da discretizagdo das
equacdes de Navier-Stokes e da equagdo da condugdo de calor, empregando malhas néo-

estruturadas geradas por DV (Taniguchi, et al., 1991; Marcondes, 1996).
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Os métodos usados para a solugdo do sistema de equagdes sdo: GC, CGS, Bi-CGSTAB,
TFQMR, GS e TDMA. Os pré-condicionadores, que t€ém como principal funcdo acelerar a
velocidade de convergéncia dos métodos iterativos, sd@o encontrados em grande nimero na
literatura, contudo neste trabalho serdo aplicados apenas alguns: Diagonal, SSOR e fatoracio de
Cholesky incompleta.

N3ao pretende-se com isto cobrir todas as alternativas de métodos iterativos, ordenagdes e
pré-condicionadores encontrados na literatura, nem mesmo dar uma comparacio que permita a
escolha do melhor método entre eles, mas 0 que objetiva-se € expor algumas alternativas de tal
forma que o leitor possa escolher o caminho que pretende seguir, a fim de solucionar os seus

problemas de interesse.

1.4 Organizacao do trabalho

No presente capitulo, procurou-se mostrar a relevancia deste trabalho e os principais
objetivos almejados. O capitulo 2 apresenta as defini¢cdes bdsicas, as propriedades fundamentais,
as técnicas de construg@o do gerador do DV e a estrutura computacional do gerador do DV, que é
utilizada para armazenar os elementos da matriz de coeficientes.

No capitulo 3, face ao problema fisico a ser resolvido, propde-se o uso do MVF para a
discretizagdo numérica das equagdes de Navier-Stokes e da condugdo de calor transformando-as
em sistema de equagdes algébricas lineares, através de um processo de integragido aproximada.

Existem dois tipos de discretizacdo do dominio fisico: por malha estruturada e ndo-
estruturada. Neste trabalho é empregado o segundo tipo, cujas vantagens e desvantagens sdo
apresentadas. Adota-se o armazenamento das varidveis envolvidas, no centro do volume de
controle a ser discretizado e sdo descritas as condi¢cdes de contorno das geometrias utilizadas.

No capitulo 4 sdo considerados os métodos iterativos ndo-estaciondrios utilizados no
trabalho, sdo apresentados os algoritmos e uma breve descricdio do comportamento de
convergéncia. Diversas técnicas de pré-condicionamentos sdo apresentadas no capitulo 5, e trés
delas sdo consideradas para a andlise da performance dos métodos.

No capitulo 6 sdo apresentadas' duas ordenacdes para as varidveis da malha
computacional, aplicando-se os métodos GS, TDMA e GC nas equacgdes ordenadas. A andlise
dos resultados obtidos na solu¢do da equagdo da conducdo de calor, aplicando os diversos pré-

condicionadores com o método GC ¢ apresentada no capitulo 7.
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O capitulo 8 retine os diversos resultados encontrados na solugéo das equagdes de Navier-
Stokes com os métodos ndo-estaciondrios para sistemas assimétricos, utilizando nimero de
Reynolds variando de 100 a 1000, e trés formas diferentes de avaliagdo dos gradientes de
pressdo. As conclusdes e perspectivas para trabalhos futuros sdo apresentadas no capitulo 9, e
logo a seguir expde-se a bibliografia utilizada. No apéndice A encontra-se um glossério com 0s
diversos termos encontrados no decorrer do trabalho, dedica-se este apéndice ao leitor ndo
familiarizado com a 4rea. No apéndice B, sdo demonstradas matematicamente, a equivaléncia

entre as férmulas matematicas alternativas para o célculo do método GC.



Capitulo 2 - Diagramas de Voronoi

2.1 Introducao

Neste capitulo procura-se enfatizar a exposi¢cdo e andlise unificada das propriedades
matemadticas e computacionais do DV. Uma pesquisa das técnicas de constru¢do para geracio
dos DV € descrita, e € apresentado o gerador do DV adotado. Os elementos da matriz de
coeficientes, equagdo (1.1), s@o gerados e armazenados segundo a estrutura de geracido do DV, e

esta estrutura € descrita na ultima secdo.

2.2 Definicao e propriedades elementares

O pesquisador Dirichlet, em 1850, propds um método onde, um dado dominio pode ser
sistematicamente decomposto em um conjunto de poligonos convexos. Dados dois pontos no
plano, p; e p;, o bissector perpendicular da linha unindo os dois pontos subdivide o plano em
duas regides R(p;) e R(p;). A regido R(p,) € a regido mais proximade p, quede p;.

Estendendo estas idéias para um conjunto de pontos no plano, as regides R(p;) sdo os
territérios que devem ser atribuidos para cada ponto, tal que R(p,) representa o espaco mais
préximo de p, de qualquer outro ponto no conjunto. Esta construcdo geométrica de volumes €

conhecida como: “tesselation of Dirichlet”, poligonos de Thiessen e células ou dominios de
Wigner-Seitz (Maliska Jr., 1993).

Os poligonos convexos ndo sobrepostos, que cobrem todo o dominio, sdo também
chamados de regides de Voronoi. Esta defini¢do pode ser estendida para dimensdes maiores, por
exemplo, para trés dimensdes, as regides de Voronoi sdo poliedros convexos.

SejaS ={p,, .., p,} um conjunto de pontos distintos e ndo-colineares no plano R2e seja

d(p, p,) a distancia Euclideana entre dois pontos p € p; , A regido de Voronoi R( p,) gerada pelo

ponto p, € definida por:

R(p,)=1{pe R%dp, p,)<d(, p;),Vj=#i} @.1)
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Note que a regido R( p,), ndo pode ser vazia, pois ela contém todos os pontos p que estdo
mais préximos de p, do que de qualquer outro ponto, em particular, p, pertence a R(p,). As

regides de Voronoi também sdo denominadas de poligonos de Voronoi formados por nio mais

que (n-1) lados. O conjunto de regides de Voronoi {R(p,), R(p,), ..., R(p, )} particiona o plano
e forma o DV para S. Os elementos p,, pertencentes a S, sdo chamados geradores de Voronoi

(Preparata and Shamos, 1985; Weatherill, 1992).

Figura 2.1 - Poligono de Voronoi.

Uma fronteira comum a duas regides de Voronoi R(p;) e R(p;) € chamada face de

Voronoi. Os pontos onde duas ou mais faces de Voronoi se encontram sdo denominados vértices
de Voronoi, consequentemente o limite de uma regido consiste de no maximo (n-1) faces e
vértices. No presente trabalho, a discretizagdo numérica do dominio computacional € feita do
modo que o dominio seja particionado em volumes de controle, representados por um ponto
nodal gerador. As seguintes propriedades sdo conseqiiéncias diretas da definicdo do DV

(mostradas na figura 2.2):

(i) a reta que une o ponto i ao seu vizinho ] ¢ sempre ortogonal a aresta comum a estes d01s
pontos, por exemplo ij € perpendicular a ae paraj=5.

(ii) a face comum ao ponto i e seu vizinho j, ou o seu prolongamento estd sobre a mediatriz da
reta z] que une estes dois pontos. Por exemplo areta de passa no ponto médio da reta dis ,

ou seja, passa no ponto médio da reta y para j=4, isto é, cada ponto na face estd eqliidistante
de exatamente dois pontos.

(iii) qualquer vértice de Voronoi € o circuncentro de trés ou mais pontos geradores pertencentes a
S. Por exemplo, o vértice d € o centro do circulo que passa pelos pontos i, j=3, j=4, isto &,
cada vértice € eqliidistante de no minimo trés pontos.
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(iv) a regido de Voronoi R( p;) € um poligono convexo contendo o gerador correspondente p. no
seu interior.

(v) os poligonos de Voronoi particionam o plano Euclidiano.

o 175

L.,

Figura 2.2 - Diagrama de Voronoi formado por seis poligonos convexos.

A literatura pertinente apresenta descri¢cdes detalhadas e informagdes adicionais sobre os
DV, como exemplos pode-se citar Aurenhammer (1991), Sugihara e Iri (1992). Vem crescendo o
nimero de 4reas com interesse nos DV, em parte devido a suas propriedades. Verifica-se, nas
ultimas décadas, a utilizagdo dos DV como uma ferramenta que possibilita o planejamento de
trajetérias de robds moéveis, evitando colisdes em obsticulos. Os obstidculos podem ser
considerados como os geradores do DV, isto €, seus pontos nodais. As arestas de Voronoi podem
ser interpretadas como o mapa de trajetorias. Considerando a presenca de um robd tipo-ponto no
espaco de trabalho, € fécil verificar que as arestas representam caminhos livres de colisdo por

onde o robd pode navegar (Canny and Donald, 1988; Roque, 1996).

2.3 Técnicas de construcao

Nesta secdo revisa-se as técnicas de constru¢do fundamentais conhecidas para a geragio

computacional e representacdo de DV. O DV foi usado por décadas pelos cientistas, onde muitas
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regras de construg@o intuitivas foram propostas, todavia o mais primitivo diagrama foi desenhado
com lapiz e régua com problemas de ambigiiidade se muitos pontos surgissem em um mesmo

circulo (Aurenhammer, 1991).

2.3.1 Técnica dividir para conquistar - “divide-and-conquer”

Considerando o problema do par mais préximo em uma dimensdo, nota-se a existéncia de
uma simples técnica para resolvé-lo eficientemente, para isto basta ordenar os pontos dados e
procurar o par mais proximo, através de uma varredura linear destes pontos. Observa-se que o
par de pontos mais proximo € necessariamente um par consecutivo no conjunto ordenado. A
necessidade de generalizagcdo da procura de um par mais préximo para dimensdes maiores leva
ao surgimento do paradigma de dividir para conquistar (“divide-and-conquer”).

Entre as técnicas para a construgdo dos DV, a técnica de dividir para conquistar € a mais
relevante na ciéncia da computag@o € na geometria computacional, proposta por Shamos e Hoey
(Preparata and Shamos, 1985; Roos, 1991). A caracteristica principal da técnica € a divisdo do
problema em subproblemas, que sdo versdes pequenas do problema original, que podem ser
combinados para uma solugdo global (Roos, 1991).

A aplicacdo desta técnica para construir o DV no plano Euclideano, separa o conjunto de

ontos S em dois subconjuntos S; e S,, cada subconjunto tendo o ontos e obtém-se o par
p y} i} > P p

mais préximo em cada um. O proximo passo € o cdlculo do diagrama DV(S;) e DV(S,) dos
subproblemas, onde a tarefa complexa é fundir os diagramas DV(S;) e DV(S,) dentro do

diagrama global DV (S| U S5). Isto pode ser feito pelo célculo da curva de bissecgio,

PiES;

B(S1,S2) ={x € R*| mind(x,p,) = min d(x, p,) } (2.2)
Pj€ D2

e pelo fechamento dos sub-diagramas nesta curva de bissecgao, reporte-se na figura 2.3.
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8[51 ,32]

Figura 2.3 - Unido dos subdiagramas DV(S;) e DV(S,).

2.3.2 Técnica de varredura - “sweepline”

Segundo Fortune (1987), os algoritmos de varredura sdo frequentemente algoritmos
incrementais simples, evitando a dificuldade na unido dos passos. Para aplicar esta técnica
move-se uma linha horizontal (ou vertical) no dominio geométrico mantendo, contudo, a

interse¢do ordenada com as faces de Voronoi, conforme figura 2.4.

Figura 2.4 - Intersec¢@o do diagrama de Voronoi com a varredura em linha horizontal.
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2.3.3 Técnica incremental

Uma das técnicas importantes de projeto de algoritmos, especialmente quando os dados
nao sao todos conhecidos antecipadamente, € a incremental. A técnica incremental calcula a
estrutura geométrica pela adigdo de pontos basicos um por um. A vantagem desta técnica € a
simplicidade de implementacdo, a rapidez e a estabilidade numérica do algoritmo. O primeiro
passo € adicionar um ponto p ao DV ji existente, assim determina-se o poligono de Voronoi R(p)

em que o ponto estd, o bissector B( p,, p) contribui com uma face de Voronoi para o poligono,

como mostrado na figura 2.5.

Figura 2.5 - Adicionando um novo ponto p ao diagrama de Voronoi.

A regido R(p) do novo gerador p é construida da seguinte forma:

(i) encontra-se o gerador p,, cujaregido contém p;

(ii) traga-se o bissector perpendicular a p € p,, linha tracejada na figura 2.5. Este bissector
intercepta as faces da regido R(p,) em dois pontos, s ¢ ¢, onde os bissectores das proximas
regides devem passar;

(iii) traga-se novamente o bissector de p e p; (iniciando em ?), e assim sucessivamente,

construindo-se uma seqiiéncia de bissectores entre p e os seus vizinhos, até retornar a face
inicial da regido R(p);

(iv) removem-se as faces do interior da regiao fechada pela seqiiéncia de bissectores, o que forma
aregido do novo gerador p.
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Green e Sibson, em 1977, foram os primeiros na aplicacdo desta técnica para a constru¢io
do DV. O método incremental € simples em principio, e € dito também robusto frente a erros
numéricos, contudo analogamente aos outros, ele € instdvel quando encontra lugares de
degenerescéncia. Uma situagdo onde a técnica incremental pode ndo adequar-se como esperado,
ocorre quando o bissector entre o novo gerador p e seus vizinhos, passa préximo de um desses
pontos vizinhos, assim a regido do novo gerador pode ndo formar um ciclo fechado, devido a
erros de arredondamento (Sugihara and Iri, 1992). A figura 2.6 mostra um exemplo de

inconsisténcia topoldgica na construgdo incremental do poligono R(p) do DV.

fonte: Sugihara e Iri, (1992).

Figura 2.6 - Inconsisténcia topoldgica na geracdo de um poligono de Voronoi.

2.3.3.1 Gerador do diagrama de Voronoi pela técnica incremental

A geracido do DV usada no presente trabalho, faz uso da técnica incremental. O gerador de
malhas de Voronoi desenvolvido por Maliska Jr. (1993) tem base unicamente na defini¢do
geométrica do DV. O programa realiza a discretizagdo do dominio geométrico, fornece a
numeragdo e as conexdes de cada ponto gerador com seus vizinhos, definindo a estrutura da

matriz do sistema linear resultante do procedimento numérico (Maliska, 1993).
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A potencialidade do DV, em fungdo de suas propriedades, é abrangente, porém ¢é
importante lembrar que o diagrama surge de um conjunto de pontos geradores definidos pelo
usudrio, e esses pontos vdo determinar a concentragdo de volumes de controle, a sua distribuigdo
e o formato dos volumes na malha computacional, além da esparsidade da matriz de coeficientes
gerada na discretizagdo do dominio.

A caracteristica importante na geracdo de DV € o aumento do tempo de processamento em
func¢do do aumento do tamanho da malha. O algoritmo apresentado neste trabalho consome para
n geradores um tempo de processamento da O(n) onde, geralmente, outros métodos gastam um
tempo da O(n log(n)). Isto ocorre porque no processo de geragdo de um volume o algoritmo
realiza célculos apenas com os volumes vizinhos, ndo sofrendo interferéncia do nimero total de

volumes (Maliska Jr., 1993).

2.4 Estrutura computacional

A maneira de armazenar os elementos da matriz e dos vetores que formam o sistema linear
esparso encontrado na equagdo (1.1) faz uso da estrutura de geracdo do DV apresentada por
Maliska Jr., mencionada na se¢fo anterior. Este esquema € bastante eficiente sem dificuldades,
para o usudrio se familiarizar com ele.

O DV € uma lista de volumes, um vetor, onde cada posi¢do deste vetor € uma estrutura do
tipo_volume. Cada volume que deseja-se encontrar possue um nimero, que € a sua posicdo na

lista e a estrutura tipo_volume que possui as seguintes partes (Maliska Jr., 1993):

(i) (.cx,.cy)- coordenadas do ponto gerador do volume de controle discreto i;
(ii) (.x[j1,-y[j])- coordenadas dos vértices do ponto j relativos ao volume de controle discreto i;

(iii) .viz1[j]- vizinho direto do volume de controle discreto i pela aresta j;

Esta estrutura define o dominio do espaco dado, como pode ser visto na figura 2.7, que sdo

os volumes de Voronoi para estes geradores.
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Figura 2.7 - Estrutura computacional do diagrama de Voronoi.
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Além dessas definicdes para os elementos do volume discreto, tem-se as seguintes

defini¢es para os elementos da lista de volumes discretos e outros componentes auxiliares para

a geragao.

(i) (pX, py)- coordenadas do ponto gerador p (ponto que estd sendo incrementado);

(ii) i- volume discreto em que o ponto (px, py) estd contido, isto €, sdo suas coordenadas;

(iii) volume[i]- volume dé controle i do diagrama;

(iv) volume[k]- volume discreto do ponto nodal k.

Essas definicdes auxiliario na montagem da estrutura computacional usada no

armazenamento dos elementos da matriz esparsa de coeficientes. O volumefi] do DV ocuparé a

linha i da matriz de coeficientes e os volumes vizinhos de i, identificados por viz1[j], indicam as

posi¢des das colunas da matriz de coeficientes.

Na figura 2.8 mostra-se um DV formado por nove volumes geradores e a tabela 2.1

apresenta as ligacGes entre cada um destes volumes de acordo com a estrutura computacional

usada na geragdo do DV.



Capitulo 2 - Diagramas de Voronoi 17

direcao de

AR caminhamento
[y

dos vizinhos

Figura 2.8 - Diagrama de Voronoi para 9 geradores.

Na figura 2.8 a dire¢do de encaminhamento dos vizinhos € a ordem em que os vizinhos

sdo utilizados, no sentido anti-horério, por exemplo.

Tabela 2.1 - Disposi¢ao dos vizinhos no diagrama de Voronoi para 9 geradores.

Na figura 2.9 apresenta-se os coeficientes da matriz, por exemplo na linha 3, considerando
assim o volume[i] para i=3, com a seqiiéncia de vizinhos, viz1[j], que € o formato de armazenar

os coeficientes utilizado no presente trabalho.
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Observa-se na figura 2.9 que a ligagdo por exemplo, do volume[3] com o volume[2] forma
o coeficiente Asz € ndo o coeficiente Asp, isto ocorre porque na geragdo do DV o volume[2] é
considerado o terceiro vizinho do volume[3], verifica-se ainda que s6 os elementos nio-nulos sdo

armazenados, usando assim um formato otimizado.

2.5 Conclusao

No presente capitulo apresentou-se o Diagrama de Voronoi, uma constru¢io geométrica
que divide o plano de acordo com a regra do vizinho mais proximo. Logo, cada ponto estd
associado com a regido do plano mais préxima dele. Os DV t€m interessantes propriedades
matemadticas e computacionais, as quais foram descritas.

Na geragdo do DV existem trés técnicas principais utilizadas, estas foram mostradas de
forma sucinta. Neste trabalho € utilizada a técnica incremental na geragdo do DV, mostrando-se
eficiente e robusta na discretizagdo dos dominios adotados.

O gerador do DV ao final apresenta as conexdes entre os volumes vizinhos, deste modo os
elementos da matriz de coeficientes sdo armazenados fazendo uso desta estrutura, exigindo
alguns cuidados adicionais por parte do usudrio quando for trabalhar, por exemplo, com pré-
condicionadores, apresentados no capitulo 5.

Cabe assinalar, antes de encerrar este capitulo, que os DV, tradicionalmente, t€ém sido
empregados em diversas dreas de pesquisas conforme relatado em (Aurenhammer,1991), além de
ser uma vantajosa alternativa para a discretizagao ndo-estruturada em problemas de escoamento
de fluidos. Porém, esta discretizagdo s6 recentemente vem sendo difundida na area de CFD com
o MVFE, principalmente em trabalhos na drea de simulacdo de reservatérios de petréleo

(Marcondes, 1996).
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3.1 Introducao

No capitulo 2 foram expostos aspectos gerais do DV juntamente, com uma breve descri¢io
da malha ndo-estruturada gerada por estes diagramas. Neste capitulo apresenta-se as
caracteristicas bdsicas do MVF, bem como as vantagens e desvantagens do uso de malhas
estruturadas e malhas ndo-estruturadas geradas pelo DV.

A integracdo numérica, da equa¢do da condugdo de calor e das equagdes de Navier-Stokes,
em cada volume de controle, proporciona a obtenc¢do das equacdes algébricas do sistema linear,
que serd brevemente descrita no presente capitulo utilizando o MVF. As geometrias com suas

respectivas condi¢des de contorno s3o apresentadas ao final deste capitulo.

3.2 Caracteristicas

Os DV vem ganhando mais destaque em simula¢des numéricas de fendmenos fisicos,
dadas as suas caracteristicas de construgdo, permitindo que fluxos sejam facilmente aproximados
nas fronteiras dos volumes de controle. O uso do MVF (Patankar, 1980) em malhas estruturadas
¢ tradicional na Mecénica dos Fluidos, enquanto o uso em malhas ndo-estruturadas € mais
recente, reporte-se aos trabalhos de Taniguchi et al. (1991), Taniguchi e Kobayashi (1991),
Marcondes (1996) entre outros.

Neste trabalho sdo abordados problemas que envolvem escoamento de fluidos com ou sem
transferéncia de calor. A solucdo desses problemas envolve o tratamento de um sistema de
equagOes diferenciais parciais (EDPs) ndo lineares, as equagdes de Navier-Stokes, cuja solugio
aproximada estd associada a uma discretizagdo do tipo volumes finitos. As caracteristicas

principais deste método, sdo:

(i) a discretiza¢do das equagdes diferenciais, formando um sistema de equagdes algébricas, €
efetuada através de um processo de integracdo aproximada em volumes de controle finitos,
convenientemente distribuidos sobre o dominio de solugao;

(ii) as equagdes aproximadas sdo obtidas através de balancos de conservagdo da grandeza fisica
envolvida (massa, quantidade de movimento, entalpia, etc), nos volumes de controle;

(iii) a avaliag@o das varidveis dependentes e suas derivadas nas faces dos volumes de controle,
sdo obtidas por funcdes de interpolagdo, que podem ser baseadas na fisica do problema;
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(iv) os termos ndo lineares das equacdes diferenciais sdo linearizados nas equagdes algébricas
através de esquemas de separagdo simples, onde efetua-se o célculo de coeficientes com campos
estimados anteriormente;

(v) os sistemas de equacOes algébricas, origindrios da aplicagdo dos principios de conservagdo a
cada equac@o diferencial, sdo resolvidos simultaneamente ou segregadamente, com posterior
acoplamento entre as varidveis dependentes.

3.3 Discretizacio em malha estruturada e nao-estruturada

Para se obter o modelo matemdtico baseado nas equagdes diferenciais, que regem
problemas conservativos, € necessario realizar um balango em volume infinitesimal, ou seja,
fazer o processo de limites com o volume tendendo a zero.

As equagdes algébricas no MVF sdo obtidas promovendo um balango conservativo em
volumes de controle finitos, garantindo a conservagdo das grandezas fisicas em um estigio
intermediério, entre o dominio fisico global e o infinitesimal, das equagdes diferenciais. Portanto
quanto mais refinadas forem as malhas, mais préximo da solug@o exata das equagdes diferenciais
se chegara.

Existem dois tipos de discretizacdes do dominio de célculo: a discretizacdo em malha
estruturada € em malha ndo-estruturada. Os volumes de controle da malha estruturada estdo

vinculados as linhas de um sistema de coordenadas, como mostra a figura 3.1.

j=o

y

j=1
L. '

Figura 3.1 - Volume de controle elementar (i,j) para malha estruturada.
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Na figura 3.1 os indices (e, w, n, s) representam as direcOes este, oeste, norte e sul,
respectivamente, e sdo usados para identificar as faces do volume de controle na discretizacdo
numérica, na malha cartesiana Sj; = Ax ou Ay conforme j, e Lj; = 8x ou dy conforme j.

As malhas estruturadas cartesianas tem um numero fixo de vizinhos, € permitem que os
balancos de massa, quantidade de movimento, energia, entre outros, também sejam estruturados
(Peters, 1996). Os sistemas lineares resultantes com o uso destas malhas, apesar de serem
esparsos, apresentam lei de formagdo definida, ou seja, apresentam comprimento de banda
definida (Maliska, 1995).

Uma das importantes vantagens na utiliza¢do de malha nfo-estruturada € sua aplicabilidade
em dominios geométricos complexos € o seu refinamento em regides especificas do dominio,
para retratar melhor os fluxos locais. Esta constatacdo deve-se ao fato de que nas malhas nfo-
estruturadas os elementos ¢ pontos podem ser adicionados e/ou retirados localmente de acordo
com as caracteristicas ditadas pela geometria ou o fluxo.

As malhas nao-estruturadas, geradas por DV, dio origem a volumes de controle cujas
faces sdo sempre ortogonais as retas que unem o ponto nodal gerador do volume de controle com
cada ponto nodal dos volumes vizinhos. Esta caracteristica, por sua vez, simplifica as
aproximacdes numéricas existentes, facilitando a realiza¢do de balancos de massa, energia, entre
outros (Marcondes et al., 1995).

Todas as malhas localmente ortogonais podem ser classificadas como casos particulares
de malhas de Voronoi, tais como: cartesianas, cilindricas, hexagonais, etc (Weatherill, 1992;
Marcondes, 1996). Na figura 3.2 € apresentado um volume de controle da malha nao-estruturada

gerada por DV.

Figura 3.2 - Volume de controle elementar para malha nao-estruturada de Voronoi.
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Nafigura 3.2, i € o indice do ponto p, gerador do volume de controle, j sdo os indices dos
vizinhos p; do ponto p;.

Os sistemas lineares resultantes nestas malhas s@o esparsos e sem lei de formacg&o, pois o
nimero de vizinhos pode variar em cada volume de controle, e ndo existe uma lei para a
numeracdo de forma ordenada destes vizinhos, exigindo algoritmos robustos e eficientes para
resolvé-los, no sentido de prever as diversas ligacdes possiveis. Contudo as malhas ndo-
estruturadas geradas pelos DV aliam a versatilidade das malhas ndo-estruturadas com a

simplicidade das malhas ortogonais.

3.4 Disposicao das variaveis dependentes na malha computacional

Para a discretizagdo das equacdes governantes define-se a priori a localizacdo das varidveis
dependentes na malha, aspecto importante para obter-se economia de memoéria e tempo de
processamento. Diferentes estratégias de arranjo das varidveis na malha podem ser adotadas,
mas, para sistemas coordenados ortogonais, dois deles sdo empregados: arranjo co-localizado e
arranjo desencontrado (Maliska, 1995). As vantagens e desvantagens das diversas formas, para a
localiza¢@o das varidveis na malha estruturada, sdo encontradas em vérios trabalhos entre eles
pode-se citar os trabalhos de Silva (1991) e Maliska (1995).

O arranjo aqui adotado € caracterizado pela localizagdo de todas as varidveis no centro do
volume de controle, sobre o ponto nodal, e é denominado arranjo co-localizado (Silva, 1991;
Peters, 1994). O arranjo co-localizado € a escolha natural, pela simplicidade no controle dos
indices das varidveis na implementa¢do computacional e pbr possuir um udnico volume de
controle para realizar a integrac@o de todas as equagdes.

A figura 3.3 ilustra a situagdo de discretizagdo com o arranjo co-localizado. Este arranjo
sempre foi aplicado a problemas de escoamentos com fluidos compressiveis, sem relatos na

literatura de dificuldades associadas ao seu uso, exceto em problemas transientes (Peters, 1994).
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u,v,P, T, p
€ outros escalares

Volume de controle para
conservacao de massa,
y quantidade de movimento
L e energia
X

Figura 3.3 - Volume de controle para u, v, T, P e p no arranjo co-localizado de varidveis.
3.5 Equacoes governantes

As equagdes diferenciais parciais, que envolvem fluxos convectivos e difusivos, podem ser

representadas genericamente para uma varidvel ¢ da seguinte forma vetorial,

d

= s 3.1)
5—t(p¢) +V.(7) =s

onde ¢ é uma varidvel dependente genérica, p € a massa especifica do fluido, S indica um termo
fonte por unidade de volume e J é o fluxo total de ¢ (convectivo e difusivo) definido na equago

(3.1.a) e V & o vetor velocidade.

T=pVo-To (3.1.2)

Na tabela 3.1 sdo apresentadas as equagdes de conservagdo, onde ¢ (na equagdo (3.1))

assume um valor especifico em cada caso.
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Tabela 3.1 - Representacio de ¢, ster?.

Conservagdo da quantidade de movimento na diregdo x u oP v
 ox

Conservagdo da quantidade de movimento na diregdo y A% 3 oP v
dy

Conservagdo da energia T q” K

Cp p

Com os valores da tabela 3.1 substituidos na equagdo (3.1), obtém-se as equacdes de
Navier-Stokes para fluidos Newtonianos, considerando as propriedades constantes em geometria
bidimensional. As equacdes de Navier-Stokes correspondem apenas as equagdes de conservagio
da quantidade de movimento, no entanto, ¢ comum usar a equagdo de conservacdo da massa e da

energia, neste conjunto (De Bortoli, 1996).

(i)  Conservagdo da massa

% + i =0
ox  dy (3.2)

(ii) Conservagdo da quantidade de movimento na direcdo x
9 (o) +2(pun) + L(puy) = -2 +i( a_“j A
TP ay x o\ M) T oy My (3.3)

(iii) Conservagdo da quantidade de movimento na diregdo y

i(pv) + -a—(puv) +i(pvv) -k +—a—(uﬂ] $ 2 ua—v 34
ot ax dy dy ox\ ax,) oyl oy (34)
(iv) Conservagdo da energia

0 d d d| KT o[ KdT| q»

20D + Z(puT) + —(pvT)= |22 | 2220, 47

at(p )+ ax(pu )+ ay(pv ) ax£cp ax] +ay(cp 8yj * cp (3-5)

3.5.1 Discretizacao das equacées governantes

No presente trabalho a equacdo vetorial de ¢ serd discretizada, onde ¢ assume as varidveis
T e u (ou v) dentro do contexto do MVF, integrando as equagdes em todos os volumes de

controle do dominio discretizado.
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O sistema de equagdes lineares gerado a partir da equagdo (3.5), serd resolvido adotando-se
V= 0, apenas difusdo de calor em fluido estitico ou sélido, sendo que as equagdes de
movimento na dire¢do x e y (Navier-Stokes) ndo t€m solugio analitica, exceto em casos especiais
de situagdes unidimensionais (Peters, 1996) e serdo discretizadas num segundo instante.

No processo de integracdo numérica sobre o volume de controle definido nos DV é mais
simples trabalhar com as equag¢des na forma vetorial. Integrando a equacgao (3.1), no volume de

controle da figura 3.2, e sendo V o volume de integra¢do para cada volume de controle, tem-se:

av +[(V.T)av = [stav (3.6)

3.5.1.1 Discretizacio da equacio da conducio de calor

Aproximando o primeiro termo da equacdo (3.6) para a varidvel ¢ = T (equagdo da

conducdo de calor), fazendo uso da diferenga ascendente de primeira ordem no tempo tem-se:

o

d i i
J’g(pT) dv =~ Av 3.7)

v

onde T; é a temperatura do ponto nodal central no instante de tempo atual.
No segundo termo, pelo teorema da divergéncia, pode-se reduzir uma integragdo
volumétrica de um divergente para uma integracdo de superficie no contorno do volume de

controle em questdo, conforme representado na equagio (3.8),

W.[EVTJ dv = j-ISvT. dii (3.8)
v CP SCP

onde dii € a superficie de integracdo normal de cada face do volume de controle. Conforme
equagdo (3.8), as integracdes de superficie, sobre cada face do volume de controle, quando

discretizadas geram a expressdo,

K = . YK (T, -T,
jC—VT. dn:Z—’( J ]sij (3.9)
S

P =t Cp
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onde S;; € a drea normal em cada face do volume de controle i, ou seja, € a distancia entre dois
vértices consecutivos nas faces dos volumes de controle, Lj; € a distincia entre o ponto nodal
central do volume de controle i com cada vizinho j, ambas observadas na figura 3.2, NV € o

namero de vizinhos do ponto nodal i, T; € a temperatura de cada vizinho j de i. Reorganizando a

equagdo (3.6) tem-se,

NV

ART, - JZ:,(AUTJ )=b, (3.10)
sendo,
A kS,

i = 3.11
' oc, Ly (.11

NV

0
AP; = ;AU + AP, 3.12)
b, = AP'TY + %-AV (3.13)
P

AV 3.14
APi°=F,comAt¢O. (3.14)

onde AP; é o coeficiente do ponto nodal central e A;jj sdo os coeficientes dos vizinhos de p;, e AV

é o volume do volume de controle elementar.
3.5.1.2 Discretizacido das equacdes de Navier-Stokes

O procedimento de integracdo numérica da equag@o (3.6) para u (ou v) é encontrado no
trabalho de Cardoso (Cardoso, 1997), e € realizado inicialmente pela integragcdo do termo (a) no

volume de controle do DV,

Apd) . Pidi —pid7 (3.15)
.[ ot dv = Y Av,

v
com uma aproximagio de primeira ordem no tempo, pode-se organizar a equagdo (3.15) como,

] 2%42 dv = (0; - ¢ A7 (3.16)

v

p.AV.
de A =—"—+
onde A; At
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Nos demais termos € necessdrio estabelecer qual o instante de tempo que avalia-se as
varidveis ¢, normalmente € adotada a formulagdo implicita, onde todas as varidveis sdo
estimadas no instante de tempo atual (t + At) que € denotado por 1, que por simplicidade s@o
suprimidos, j4 que aparecem em grande nimero.

No segundo termo da equagdo (3.6) tem-se que avaliar o fluxo de ¢ nas faces dos volumes

de controle, J;; e para tal € necessdrio um esquema de interpolag@o.

[(¥1)av = [7as, =§Jijsij (3.17)
j=1

v Sn

O fluxo J liquido que passa na face ij € representado por J;;S;;. Considerando w como a

velocidade normal a face ij e n a dire¢do normal a cada face ij e usando a equacio (3.1.a) tem-se,

NV

2Jijsij = Z[PW(P - Fg—j:ilijsij (3.18)

=1

onde,
0 _Pitp; I = 2T
i 5 [ —
2 [+ T
w; + W, e ) )
Wi =———£—, normalmente opta-se por uma média simples onde as velocidades normais w; e

w; sdo calculadas por projegéo de u; e v; na dire¢do normal i,

(_gﬂ) = —-q)jlj i , componente do gradiente de ¢ normal a face ij.
n i .

i

E necessdria uma avaliacfio para ¢y, cujo resultado exato seria a propria solugéo do sistema
de equacdes. Porém isto ndo faz sentido, j4 que o objetivo da interpolacdo € justamente a
resolucdo das equagdes diferenciais. Das propostas que surgiram, a mais consistente fisicamente
€ a proposta por Patankar (1980), que trata a resolugdo da equagdo de transporte unidimensional.
Devido ao custo computacional para a avaliacdo desta proposta, usa-se uma simplificagdo mais

conhecida, conforme equagao (3.19),

N (3.19)
J= _(ﬁ}F(PC)(q)J- -0, ) TPWy v

1
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onde

o _{q)i =w;>0

¢, =>w; <0

F(Pe) assume valores diferentes, conforme o esquema escolhido. Neste trabalho adota-se o

esquema da Lei da Poténcia (Patankar, 1980),

F(Pe) = max[0, (1-0,11Pel)*] (3.20)

Voltando na equagdo (3.17) tem-se,

I_den =§, 1,5 = 2(—Dij F(Pe)(o; —¢,)+ IIlaX[O,-+-Fij ]¢1 — max[O,—Fij ](j)J) (3-21)
Sn =1 '

onde

F;= (pwS);; é a vazdo mdssica

y

D. = (%) é o coeficiente de difusio

ij

E.
Pe = — € o nimero de Peclet do volume de controle i em relagdo a face j.

D,

O terceiro termo da equacdo (3.6) € o termo fonte das equacdes u e v, e possue avaliagdes
de gradientes de pressdo, que podem ser obtidas de formas diferentes. O vetor gradiente de

pressao (Vpi) deve ser avaliado sobre cada ponto nodal central do dominio, através de suas

componentes Vpx e Vpy,

Vp; = Vp,i+Vp,] (3.22)

O que tem-se disponivel sdo apenas as componentes do gradiente nas dire¢des normais as

faces, avaliadas sobre elas,

Vp, = P;—Dp; (3.23)
i

1

No presente trabalho optou-se por usar trés formas diferenciadas para o célculo dos

gradientes de pressao:
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(i) Média ponderada entre os gradientes normais projetados

Uma das idéias mais simples para avaliagdo do gradiente de pressdo é considerar as
contribui¢des de cada componente normal nas faces, deste modo, o gradiente de pressdo pode ser

obtido por médias ponderadas de seus componentes sobre cada face.

z [(ﬁpij '/{)Lij:|
P (3.24)

Px = NV

v i..A‘)Li}
:Z‘K Pid) (3.25)

onde ?pij € o vetor gradiente de pressdo normal a interface #j, calculado por:

— p—p A p—p A A
Vp, =| —+—|ej=| ~+— .(ex ite j
" [ L j ’ [ L ] T (3.26)

A equagdo (3.25) € uma proposta da primeira versdo do livro de Maliska (Maliska, 1995), que

ainda nao tinha sido testada a exaustao; posteriormente Maliska verificou que esta proposta ndo era
genérica e sugeriu uma forma de avaliagdo mais eficiente. No entanto, esta expressdo permitiu que
Cardoso fizesse uma reflexdo sobre as mesmas, e considerasse apenas as influéncias das distancias L
projetadas nas dire¢cOes de célculo das componentes do gradiente de pressdo (Cardoso, 1997).
Verifica-se que as projegdes de Lj; em y nada acrescentam ao cdlculo do gradiente de pressdo na
dire¢do x, vide (Cardoso, 1997). Prop0s-se, entdo, que para o célculo do gradiente de pressdo na
direg@o x fossem consideradas apenas as distancias Lj; projetadas na diregio x . Analogamente prop0s-

se o calculo do gradiente de pressdo em y, conforme segue:

¥ ij.°)LU} |
;K P! (3.27)

2 @Lyle,,D

Vp, =

X

ey,
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NV v i‘.’f)Li}
2[( Pij-J Ji (3.28)

Vp, = = NV
> (Lile, D
j=t

y

Cyij

Os denominadores das equagdes. (3.27) e (3.28) consideram apenas as distdncias que
contribuem com o gradiente projetado. Portanto, as proje¢des do gradiente em X, por exemplo,
consideram apenas as distdncias L projetadas em x. Este cdlculo do gradiente de pressdo €
denominado média ponderada entre os gradientes normais projetados (MPGNP).

Tratamento especial foi dispensado aos pontos nodais ligados as fronteiras do dominio
geométrico, cujo campo de pressdo do contorno ndo € conhecido. Nestes pontos considerou-se

apenas as contribui¢des do campo de pressdo interno.
(i) Minimo residuo quadratico

Existe uma diferenca (8p); entre a avaliagdo sobre cada face e a projegéo do gradiente na

diregdo normal fi;, avaliado sobre o ponto nodal central. Esta diferenca J;j é dada por:

(8p)ij = (Vp)ij - (vpi )'ﬁij (3.29)

Conforme Taniguchi et al.(1991) e Taniguchi e Kobayashi (1991), propde-se uma fun¢édo

global y; de minimizagéo das diferengas Opjj, entre os vizinhos j, conforme equagio (3.30),

k4 (3.30)
Yi= z(gijSPijapjj)
j=1
Substituindo a equacio (3.29) e (3.26) na equacido (3.30), obtém-se
nv A A A 2
\Pi: 1[V i.—(V xi+V ')nj':|
;{gj (Vp); —| Vp, i+ Vp, j |n; 331
(3.32)

NV 2
Y, = z‘{gﬂ[(Vp)ij —(Vpxexij +preyﬁ)] }
j=I

onde g é um fator peso do gradiente normal de cada face. Neste caso, adotou-se g; como sendo

proporcional ao angulo de visdo de cada face ij em relagdo ao ponto central i (Taniguchi et al.,
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7z

1991) e (Taniguchi and Kobayashi, 1991). Este valor é equivalente a razio entre a drea de

passagem S;; e a distancia L;;. Portanto, g;; € dado por

S. (3.33)

Fazendo-se uma minimizacdo de y; em funcio de cada componente do vetor gradiente de

pressdo, Vp, e Vp, , obtém-se duas equagdes para as duas componentes incégnitas, quais sejam

a(aV\I}:x) ) g{zgu [(Vp)ij B ((Vp)x e,, T(Vp),e, )]exij } -0 (3.34)
i > (3.35)
a(aﬁ;ll’)y) = ;{Zgu [(Vp)ij - ((VP)X e, (Vp), ey, )]eyﬁ } =0

A partir das equagdes (3.34) e (3.35) pode ser obtido um sistema de equagdes lineares para

o cdlculo do Vp,e Vp,, fazendo uso do minimo residuo quadratico (MRQ) da seguinte forma:

NV

T nv NV -
Zgij(exﬁ)z]Vpx +|:zgij(eyijexij) Vp, = Z[gijvpijexij]
=1 j=1

=

L=
NV NV 2] NV
(zgij (exijeyij )}Vpx + [Z gij (eyij) pr = Zl[gijvpijeyij}
= =

Ui

(3.36)

Resolvendo-se o sistema dado pela equagdo (3.36), tem-se

) [g[gﬁpﬁexu ]}{g g; (eyij )2 } - [Tz:} g, (eyﬁexﬁ )}[2’[ g, Vpe,, ]} 537

J=1

Vp, = — — — .
[zgﬂe,ﬁ)z}[zgﬁ(em )Hzm)}
j=1 j=1 j=1
€
[i[gijvpijeyij]j”:ggij(exﬁ )Z:I—{igij(exﬁeh )]I:%[gijﬁpijexij]}
pr - =1 =1 =1 j=1

NV NV NV 2 3.38
[Zgﬁ(exﬁ)z}[zgq(eyﬁ )2:l—|:zgij(exijeyij )} ( )
=l j=1

=1
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Na avaliacdo foram consideradas apenas as contribui¢des dos gradientes internos ao

dominio geométrico, sem considerar o campo de pressdo sobre o contorno geométrico.
(iii) Média ponderada modificada entre os gradientes normais projetados

Neste trabalho propde-se uma modificacdo no gradiente de pressdo apresentado por
Cardoso (1997) este novo gradiente denominado de média ponderada modificada entre os

gradientes normais projetados (MPMGNP). Este gradiente utiliza o fator peso apresentado na

equagdo (3.33), como fator de ponderagdo da influéncia de cada gradiente normal ?pij , conforme

equacdes (3.39) e (3.40) a seguir,

Vp,.1 Je,
:;K 5 I)g”} (3.39)

VP =W
z(gij Cx )
j=1
e analogamente paray
NI/ A
z I:(Vpij . j)gij :|
Vp, = (3.40)

y

)

(?«yij

NV
z (gij
j=1

Obtidas numericamente as duas componentes do gradiente de pressao, segundo algum
dos gradientes apresentados, pode-se avaliar as componentes de velocidade u e v a partir de um

IR * * * ., .
campo inicial u’, v e p . Agrupando-se os termos e arrumando as varidveis, tem-se,

(0, —07)A7 + %[" D, .F(Pe)(¢; - ¢,) + max[O,+Fij]¢i - max[o,_Fij ]¢j] —S*AV, (3.41)

Somando a equag@o discretizada da continuidade (para escoamento imcompressivel, p=cte)

multiplicada por ¢; & equacdo acima, e alocando os termos em ¢; no lado direito tem-se,

{A? + i[max[O,—Fﬁ]+ DijF(Pe)]}q)i - i{[max[O,—Ej |+ D,FePe) o j} =SPAV, +0°A?  (3.42)

=1

Logo,
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NV
(3.43)
APiq)i - Z (Aij¢j )= b?
j=1
onde,
Ay =[max[0.-F; |+ D;.F(Pe)| (3.44)
™ (3.45)
- 0
AP; = Z, A, +A
=
b =AY} + S*Az, (3.46)
Para ¢ = u ou v, encontra-se um termo fonte auxiliar de gradiente de pressao.
NV
APu; = Z(Aijuj )+ b — &7,(Vp),
j=1
(3.47)

NV

APv; =Z(Aijvj )+ b{ _M(Vp)y
=

Verifica-se que existe apenas uma equagdo evolutiva para u e outra para v, ou para um ¢
que seja regido por uma equacdo de transporte do tipo convectiva e difusiva. A pressido aparece
como uma varidvel das equagdes gerais, sem uma equagdo evolutiva para esta varidvel.

Uma maneira computacionalmente barata, de resolver este problema, € usar a equacdo da
conservagio da massa como equacdo para avaliacdo da pressdo, adotando um acoplamento entre
pressdo e velocidade, resolvendo segregadamente as varidveis envolvidas: u, v e p.

O método aqui adotado € o SIMPLEC, que € o SIMPLE (“Semi-Implicit Method for
Pressure Linked Equations”) consistente, modificado para malhas co-localizadas. A idéia
principal do método é encontrar um campo de pressdo que satisfaca a equacdo da conservagio da
massa (Van Doormaal and Raithby, 1984). O método SIMPLEC difere do SIMPLE, apenas nas
equacgdes de correcdo das velocidades. Seguindo as etapas encontradas em Cardoso (1997)

obtém-se um campo de pressio, conforme equagdo (3.48) que segue,

Ny N X (3.48)
APp; = 2 Aijp} - zpijwijsij
J=1 =1

onde
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pijSijdi\JY (3.49)
ij Lij
NV (3.50)
AP, =Y A,
j=1
p=p*+p’ (3.51)

Obtidos os valores de p’, através da resolugdo do sistema linear dado pela equagdo (3.48),
pode-se corrigir p*, através da equagdo (3.51) e obter o campo correto de pressdo p. Entdo, toma-
se p correto como sendo o p* do proximo nivel iterativo. Maiores detalhes sobre a discretizag@o
numérica podem ser encontrados em Patankar (1980), Maliska (1995), Peters (1996) e Cardoso
(1997). Assim, os sistemas resultantes da discretizagdo das equagdes de Navier-Stokes, para as
velocidades u, v e para a corre¢@o da pressdo, sdo apresentados nas equagdes (3.52), (3.53) e

(3.54), respectivamente,

]
=1

APy, = 3:(A,v, )+ b} - 20,(Vp), (3:3)

=

N v (3.54)
APp; = ZAUP} - Zpijwijsij
=1 =1

Na figura (3.4) é apresentado um fluxograma definindo os passos a serem seguidos na
implementagdo do algoritmo para resolugdo das equagdes de Navier-Stokes, algumas das

equagdes, descritas nas equagdes anteriores estdo presentes neste fluxograma.
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l l

Ler os pardmetros
geométricos da malha

Calcular os
coeficientes Ajj
usando Wj;
disponivel

Atribuir valores iniciais as
varidveis: u, ve p

l

Calcular parametros
geométricos e fisicos

Resolvér o sistema
para u;* (eq. 3.52)

Calcular o coeficiente
A? , Dij € Wij*

Resolver o sistema
para v;* (eq. 3.53)

'

Calcular w;*,
wi* e Wi;

I Zerar py’ I
— Resolver o sistema
Calcular p; corrigido (eq. 3.51) para p;’ (eq. 3.54)

Calcular erro (CI‘ItCI‘lO de
parada) (eq. 8.1).

[ Calcular W;; (corrigido), corregﬁo
opcional de u; e v;

Enquanto erro 2 & I

|

o D

Figura 3.4 - Fluxograma para resolug@o das equagdes de Navier-Stokes.
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3.6 Condicoes de contorno e apresentacio das geometrias

Os dominios computacionais bidimensionais de solugdo escolhidos sdo apresentados na
figura 3.5, e correspondem a uma cavidade quadrada, um sélido em forma de L € um sélido em

forma triangular, cujas dimensdes sdo definidas em u.c. (unidades de comprimento).

20 50 50
,,,,, S S S S S S N »
@ N %
: ~N
: 3) -~
50:
: ™ e
: : ~
20 ¢ [ 3) PSSO SON o) d
: s (2) /
; -
00 1 L
) (6) ;
ST ST O S S S e e

Figura 3.5.a - Dominio geométrico em formato quadrado e L.

16 :

20

Figura 3.5.b - Dominio geométrico em formato triangular.

Na tabela 3.2 sdo apresentadas as condigdes de contorno para a cavidade quadrada, sélido

em forma de L e em forma triangular.
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Tabela 3.2 - Condi¢des de contorno.

2

T(0, y) = 0, (0<y<16)

[T, y) = 0, (0<y<20) | T(0, y) = 0, (0<y<50)

T
T (x,20) = 0,(0<x<20) a—(x,50) =0,(0<x<50) T (x,10) = 100 ,(0<x<20;
dy dy dy

X
y = 16(1 - 2—0) )
3) T(20.y) =100, (0O<y<20) %T_(so,y) = 0,(50<y<100) g—T(x,O) = 0, (0<x<20)
X y

4) %I (x.0) = 0, (0<x<20) T(x,100)=100,(50<x<100) -
y
) i a—T(loo,y) = 0,(0<y<100) i
ox
(6) - -

a—T(x,O) =0, (0<x<100)
dy

3.7 Conclusao

Neste capitulo, ilustrou-se a possibilidade de resolver as equagdes de Navier-Stokes,
altamente ndo-lineares, fazendo uso, por exemplo, do método numérico baseado em volumes
finitos, com uma configurag¢do de malha co-localizada para todas as varidveis.

No MVF o processo de discretizagdo das equagdes diferenciais consiste em dividir o
dominio fisico em um nimero de volumes de controle ndo sobrepostos. As equagdes diferenciais
sdo integradas sobre cada volume de controle. Assumem-se perfis entre os pontos nodais,
situados nos centros dos volumes, para avaliar os fluxos convectivos e difusivos através das faces
dos volumes.

Duas perspectivas surgem para discretizagdes do dominio de célculo: a discretizagdo
estruturada e a ndo-estruturada, ambas tiveram suas caracteristicas apresentadas neste capitulo.
A malha ndo-estruturada, adotada neste trabalho, é gerada por DV, que alia a versatilidade das
malhas nfo-estruturadas com a simplicidade das malhas ortogonais.

O esquema SIMPLEC € usado para solucionar o problema do acoplamento pressao-
velocidade nas equagdes de Navier-Stokes. Como esquema de interpolac@o escolheu-se o da Lei
da Poténcia. O gradiente de pressao serd obtido utilizando trés formas diferentes de célculo. Apds
a discretizagdo das equagOes obteve-se um sistema de equagdes algébricas lineares, cujos

métodos para resolucdo serdo apresentados no proximo capitulo.
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4.1 Introducao

Neste capitulo serdo apresentados alguns métodos iterativos nao-estaciondrios: GC, CGS,
Bi-CGSTAB, GMRES e o TFQMR, empregados na solugdo dos sistemas lineares, além de uma

descrig@o abrangente do comportamento de convergéncia.

4.2 Gradiente Conjugado

Um dos métodos cléssicos ndo-estaciondrios’ é o método GC, que foi proposto por
Hestenes e Stiefel, em 1952, como um método direto. Reid, em 1970, mostrou que o GC poderia
ser usado como um método iterativo, com maior velocidade de convergéncia que Chebyshev, e
superior ao método SOR, fazendo uso do melhor fator de relaxagdo (Reid, 1971; Golub and
O’Leary, 1989; O’Leary, 1995).

O GC estd entre os mais eficientes métodos para solugdo de sistemas lineares no qual a
matriz A de coeficientes (equagdo (1.1)) € positiva definida e simétrica. Este método é baseado
na idéia de minimizar o funcional, que pode ser escrito de formas alternativas, tal como

(Campos, 1995),

¢ () = % (x*) Ax* ()b 4.1)

o ()= % (x* —x)TAGRS —x") (4.2)
0= () At - 27x 4 () Ax') (43)
0= () A (44)

onde x* € o vetor solucdo, 1¥ é o vetor residuo do sistema de equagdes, dado por f=b-AxeA

¢ uma matriz positiva definida e simétrica de ordem n x n.

* Um método iterativo ndo-estacionario pode ser escrito como x**! = Gy x* + Nib, onde Gy, Ni € b sdo pardmetros
que variam de acordo com o processo iterativo, de acordo com Barrett ef al., 1994.



Capitulo 4 - Métodos da familia do Gradiente Conjugado 39

O funcional (p(xk) tem um dnico minimo global, onde o gradiente se anula, no ponto

x'= A7p, que € a solucdo do sistema linear Ax = b. O valor minimo do funcional, dado pelo

ponto x*, é # Consequentemente, minimizar o funcional @(x) e resolver o sistema linear
Ax = b sdo problemas equivalentes (Golub and Van Loan, 1996).

A convergéncia do método, pela minimizagdo da fungdo @(x*), pode ndo ser conseguida se
a matriz dos coeficientes € semi-definida positiva, porém o método pode convergir para matrizes
simétrica indefinida, 0 mesmo pode nao ocorrer se a matriz € assimétrica (Campos, 1995).

Segundo Golub e Van Loan, uma estratégia para minimizar o funcional @(x) é o método
dos passos descendentes, onde para qualquer ponto x* a fungio @(x) decresce mais rapidamente
na dire¢do oposta ao gradiente (V@ (x5)), isto &, Vo 5y = - (Ax* - b).

O gradiente negativo € chamado de residuo de x*, ¥ =b - Ax*. Se o residuo no ponto x* é
nao-nulo, entdo existe um nimero o de tal forma que (p(xk +or’) < (p(xk). Para x* e r* descritos e,
desconsiderando o sobrescrito k, obtém-se a seguinte fungdo em «, usando a equagdo (4.1),

fo) = @(x +0r) = %(x+0tr)TA(x+0Lr)—(x+ocr)Tb 3)

No método dos passos descendentes a funcdo quadrética (o), apresentada na equagdo

. o . - of (o
(4.5), assume o seu ponto minimo quando a primeira derivada em relacdo a o € nula, 8( ) =0,
o
desta forma obtém-se o valor da varidvel independente o, tal como:
r'r
a = —
r Ar : (4.6)

Logo encontra-se o algoritmo GC para minimizagao do funcional @(x) ou para a solugdo do

sistema linear Ax = b, que € frequentemente expresso pelo pseudocdédigo descrito na figura 4.1.
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Algoritmo Gradiente Conjugado

Atribuir um valor inicial x para a solugd@o x*.
Facaparai=1, 2, ..., n (nimero de equagdes do sistema)

r’=b- Ax° 4.7
p’=r° (4.8)
Fim para i

Repita enquanto k =1, ..., knax
Facaparai=1,2,...,n

()

of = (4.9)
(p*) Ap

L =x* + afpt (4.10)

SR gkap 4.11)

) (rk+1)Trk+1

B* = (4.12)
() r

p = - BrpX (4.13)

Fim para i

Testar o critério de convergéncia, continuar se ndo convergiu ainda.
k = k+1 (incremento do contador de iteragdes)
Fim repita

Figura 4.1 - Algoritmo Gradiente Conjugado.

onde p* é a dire¢io vetorial de minimizag#o, oX é o escalar que define a distancia de movimento
na direcdo do residuo e B* é um escalar.

A versdo pré-condicionada do método GC usa um subespago diferente para a construgdo
iterativa, mas satisfaz as mesmas propriedades de minimizacao sobre este subespago. A matriz de
pré-condicionamento também deve ser simétrica e positiva definida (Barrett et al., 1994).

Surgem variantes do algoritmo com diferentes escolhas para o cédlculo de o, r e B no
método GC (Reid, 1971; Golub and O’Leary, 1989), por exemplo, o residuo € calculado direto da

defini¢cdo como,
rk-+-1 :b_Axk-H (414)

e usam-se as férmulas alternativas para os pardmetros que seguem,

o =T . (4.15)
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ke \T Ak
Bk _ (I' ) Ap 6
- T 4.16)
(pk) Apk (
No apéndice B serdo demonstradas matematicamente as equivaléncias entre estas férmulas
(Reid, 1971; Hageman and Young, 1981) fazendo uso das equagdes que descrevem o método GC
e algumas de suas importantes propriedades, que sdo resumidas no seguinte teorema (Yang,

1994).

Teorema:
Seja A positiva definida e simétrica, r' sdo os vetores residuos e p' s30 os vetores direcional

da i-ésima itera¢do do GC. Entdo:

(i) (p', Ap)=0 para V i # j (conjugacidade)

(ii) (r', Ap’)=0 paraVi>j>0ei#j+1 (A-conjugado)
', =0 paraVi>j>0.

A prova que ¢ feita através de indugdo € encontrada em (Fletcher, 1976)

Uma versdo equivalente do algoritmo GC € formada pela eliminagdo dos vetores p nas
equagdes do algoritmo da figura 4.1, tal como (Hageman and Young, 1981; Golub and O’Leary,
1989):

rk
k+1 — k-1 +6k+1
o P 4.17)
—~Ar*
rk+1 — rk—l +6k+1
o* +r* —r*! (4.18)
onde
» @)k gt 1] o @A
o = 1_(rk—1)Trk—l 3% §¢ © = )T (4.19)

comx'=x"e&=0.
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4.2.1 Convergéncia do Gradiente Conjugado

O algoritmo GC converge para aritmética infinita, no maximo em n iteracdes, sendo n a
dimensdo da matriz de coeficientes A (equagdo (1.1)), na maioria das vezes com um tempo de
processamento superior ao conseguido com os métodos diretos. A velocidade de convergéncia do
método GC serd acelerada se a matriz A tiver ¢ autovalores distintos (f < n), entdo o algoritmo do
GC convergird em, no méaximo, ¢ iteracdes, o que equivale aos autovalores de A estarem
agrupados em “clusters”.

Uma previsdo precisa da convergéncia do método GC, assim como os demais métodos
iterativos, é dificil de se fazer, contudo uma estimativa da razdo de convergéncia do método GC
¢ limitada em termos do nimero de condi¢do (k;) da matriz de coeficientes A (equagdo (1.1))
(Barrett et al., 1994). Se x* é a solugdo exata do sistema Ax = b e a matriz A € simétrica positiva

definida com Amaior = .-+ = Amenor > 0, €ntdo a estimativa da razdo de convergéncia é denotada por:
[x* = x4, <205 -+, (4.20

onde:

(e - +)

maiorlA(A)l

=cond(A) = ——=—
K2 = cond(A) menoriA(A)l

(quociente entre o maior e menor autovalores).

Analisando a expressao para o cdlculo de o verifica-se que:
(i) se ;=1 = 0=0, isto €, quanto menor o valor da condi¢@o K, mais rapida € a velocidade de

convergéncia do método GC, dada pela equagao (4.20).

(ii) ¢ lim o =1, ou seja, quanto maior o valor da condi¢do K, mais lenta € a velocidade de
K2—>°°

convergéncia do método GC.

O método GC envolve um produto vetor-matriz, a atualizagdo de trés vetores e dois
produtos internos, por iteragdo, tornando-o atrativo computacionalmente. Uma visdo geral, a
respeito dos vdrios artigos publicados nos primeiros 25 anos de existéncia do método GC, €
encontrada em Golub e O’Leary (1989).

No método GC o vetor residuo satisfaz os trés termos recursivos, devido a simetria da
matriz de coeficientes, sendo esta uma caracteristica poderosa e atraente do método. No entanto,

ndo € possivel manter estas propriedades para sistemas lineares assimétricos, surgindo diversas
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formas de trabalhar esta situacdo, entre elas, consideram-se as equacdes normais no lugar das
equagdes do sistema original (Yang, 1994).

Nas equacdes normais a matriz de coeficientes do sistema linear € multiplicada pela sua
transposta, desta forma a matriz de coeficientes do novo sistema € positiva definida e simétrica, e
o algoritmo GC pode ser aplicado. A desvantagem de usar estas equagdes € que o nimero de
condigdo cresce significativamente. Logo, nestes algoritmos a convergéncia esperada € muito
lenta, tornando-se importante pré-condicionar o sistema. Contudo, ndo € necessario modificar os
sistemas assimétricos para solucioni-los pois existem virios métodos para resolvé-los, sem
considerar as equagdes normais.

As matrizes, dos sistemas lineares, quando assimétricas podem ser resolvidas por métodos
tais como o Bi-CG, que resolve adequadamente uma grande classe de equagdes onde outros
métodos podem parar ou até mesmo oscilar. O Bi-CG, desta forma, poderia ser visto como um

método ideal, porém ele tem algumas desvantagens (Sleijpen and Fokkema, 1993):

(i) a transposta (complexa ou real) de A € frequentemente invidvel, um dos fatores que podem ser
responsaveis por esta inviabilidade é a forma como as varidveis sdo armazenadas.

(ii) o custo computacional € baixo em termos de produto vetor-vetor, porém cada passo iterativo
requer duas multiplicagdes com matrizes, tendo o dobro de custo do CG;

(iii) frequentemente converge com irregularidades, o que pode tornar lenta a convergéncia ou até
mesmo parar sem ter encontrado a solugdo.
Deste modo, o Bi-CG ndo sera analisado neste trabalho. Alguns dos métodos iterativos

ndo-estaciondrios que solucionam sistemas assimétricos sdo descritos nas secdes seguintes.

4.3 CGS

O método CGS € semelhante ao GC e tem origem no método Bi-CG, proposto por
Sonneveld em 1989, resolve sistemas de equacdes lineares reais assimétricas nao-positivas. A
convergéncia é geralmente mais rapida que o método Bi-CG evitando o calculo da transposta da

matriz de coeficientes A (Sonneveld, 1989).

(¢

O CGS pode ser visto como um método no qual o operador “contragdo” do Bi-CG

aplicado duas vezes, o que pode reduzir o residuo inicial r’ e o vetor residuo 1¥, aumentando

[

(€N

sua velocidade de convergéncia (Barrett el al., 1994). Uma descri¢do algoritmica do método

dada na figura 4.2.
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Algoritmo CGS

Atribuir um valor inicial x° para a solugfo x*.
Faca para i=1, 2, ..., n (nimero de equagdes do sistema linear)

r’=b-Ax°
=1, tal que (r°, T°) %0 q°=p°=0 p’=1
Fim para i

Repita parak = 1, ..., Knax
Facaparai=1,2,...,n

pk — (T’O) k!
k
P = :
k k

-1 _
u =r +qukl

k _ -
p =uk +Bk(qkl+kak1)

Vk___Apk
T

0
G~ = ('f) vk

k
of = Pk

(¢}
k k k. k

Calcular o novo residuo € o novo valor para a solu¢ao

k k-1 k k k

r =r - o A(u +q )

k k-1 k, .k k

x =X + O (u +q )
Fimpara i

Testar o critério de convergéncia, continuar se necessario
k = k+1 (incremento do contador de iteragdes)
Fim repita

Figura 4.2 - Algoritmo CGS

4.3.1 Convergéncia do CGS

Cada passo iterativo do algoritmo CGS requer duas vezes a quantia de operagdes
necessarias pelo algoritmo GC, e o mesmo nimero de operagdes por iteragdo que o Bi-CG, mas
ndo envolve o célculo com AT sé utilizando multiplicagdes com a matriz A. Em circunstincias
onde o cédlculo com ATé impraticdvel o CGS torna-se atrativo (Deng et al., 1994).

Frequentemente observa-se uma velocidade de convergéncia duas vezes mais rdpida no
CGS do que no Bi-CG, porém o CGS pode ter uma convergéncia altamente irregular

ocasionando em perdas da precisdo na solugdo (Barrett et al., 1994). Para matrizes gerais, o
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algoritmo da figura 4.2 pode terminar prematuramente com ok = 0 ou px = 0, sem a solugdo da
equacdo (1.1) ser obtida. Uma continuacio do processo iterativo leva a uma divisdo por zero, €

consequentemente uma parada do algoritmo (Freund, 1993).

4.4 Bi-CGSTAB

O método Bi-CGSTAB, proposto por Van der Vorst em 1992, foi desenvolvido para
resolver sistemas lineares assimétricos, evitando os padrdes de fregiientes irregularidades na
convergéncia do método CGS, para isto o Bi-CGSTAB utiliza um tipo de minimizagéo local do
vetor residuo, isto €, ao menos localmente o vetor residuo € minimizado, o qual conduz a uma

convergéncia suave (Van der Vorst, 1992).

No algoritmo que segue calcula-se @ e o residuo r*= QA)P(A) r é minimizado na

norma-2 como uma fungio de %, onde Qx e Py sdo polindmios em A de grau k, maiores detalhes
sdo encontrados em Van der Vorst (1992). A figura 4.3 descreve um algoritmo para o método Bi-

CGSTAB.

Algoritmo Bi-CGSTAB

Atribuir um valor inicial x” para a solugdo x*.
Faga para i=1, 2, ..., n (nimero de equagdes do sistema linear)
r®=b-Ax% 7%= 1% talque (1°, ¥°)#0; V' =p°=0;d’ =’ =p° = 1
Fim para i
Repita parak =1, ..., km{,x
Faca para i=1, 2

=P /p )(ak_l/mk_l)§ pk=r“‘l + Bk(pk_1+0)k—lvk—1)

N T T
sk =¥ —okvE k= AsK; of :(tk) sk/(tk) t
Calcular o novo valor para a solug@o
kK __ k-l kK k k_k
x =X +o'p +o's
Fim para i
Testar o critério de convergéncia, continuar se necessario

k = k+1 (incremento do contador de iteracdes)
k _ k k.k
r =g - @'t

Fim repita

Figura 4.3 - Algoritmo Bi-CGSTAB.
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4.4.1 Convergéncia do Bi-CGSTAB

O Bi-CGSTAB requer, para a solu¢do do sistema (1.1), a avaliacdo de dois produtos
matriz-vetor e quatro produtos internos, isto é, dois produtos internos a mais que o Bi-CG e o
CGS. Em situagdes préticas, contudo, os dois produtos internos adicionais levam a um pequeno
crescimento do esfor¢co computacional, o que € prontamente compensado pela redug¢do no
- niimero de passos iterativos, especialmente em computadores vetoriais em que os produtos
internos sao, usualmente, operagdes répidas.

Além da locacdo de memoria para x, b, r ¢ A o Bi-CGSTAB necessita de espago para
quatro vetores adicionais de dimensdo n, sejam: T°, p, v e t, nota-se que o vetor r pode ser
sobrescrito pelo vetor s, pois ambos sdo usados em situagOes distintas (Van der Vorst, 1992;
Deng et al., 1994).

Pela propriedade de ortogonalidade (Pk A)r°, Q (AT )”r'°)= 0, para j < i, segue que Bi-
CGSTAB ¢, também, um método finito, isto é, em aritmética exata ele pode convergir no
méaximo ¢ < n passos iterativos. Neste caso tem-se s; = 0 no t-ésimo passo iterativo e o vetor®* é
entdo indefinido, isto representa um critério de parada do algoritmo. Para evitar este tipo de
parada existem algoritmos com dois testes de convergéncia, como encontrado em Barrett et al.
(1994), no primeiro teste é checada a norma de s; e no segundo é necessario ® # 0, para continuar
0 processo iterativo. Para maiores detalhes sobre a andlise de convergéncia do CGS e Bi-
CGSTAB pode-se recorrer ao trabalho de Fujino e Zhang (Fujino and Zhang, 1992).

Os problemas de convergéncia com o método Bi-CGSTAB, em particular, podem ocorrer

pela escolha do valor ndo apropriado para o vetor T°, pelo pardmetro p ou (°, v*) serem nulos

(ou muito pequenos). Nestas situacdes deve-se recomegar com um valor diferente para o vetor

ou escolher outro método. Contudo existem algumas variantes do método, que sdo equivalentes e
tém comportamento diferente em precisdo aritmética finita. Uma variante € obtida pelas

seguintes mudangas no codigo da figura 4.3 (Van der Vorst, 1992).
(i) incluir p' = (?0, r°) na parte inicial do algoritmo;

(ii) omitir o célculo de pk na primeira linha da parte iterativa;

(iii) adicionar o calculo de p**! = -@* (fo , t ) imediatamente depois do calculo de ®".
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O algoritmo do método Bi-CGSTAB com as modificacdes apresentadas anteriormente €

descrito na figura 4.4.

Algoritmo Bi-CGSTAB modificado

Atribuir um valor inicial x° para a solugdo x*.
Faca para i=1, 2, ..., n (nimero de equagdes do sistema linear)

r’=b-Ax°
=1, tal que (r°,7) %0
v° :p°=0
a’=w’=1
p'=1
1_ (?0’ ro)
Fim para i

Repita parak = 1, ..., knax
Facaparai=1,2,...,n
se (k#1)
pk — _Wk—l(—f—o’ tk—l)
fim se
Bk — (pk/pk—l )(ak—l/o)k—l)
pk — kg Bk(pk-l +(Dk—]vk—l)

k

vk = Ap*

T
ock= pk/(('fo) Vk)
. -

tk = As*

w* =(tk)Tsk/(tk)Ttk

Calcular o novo valor para a solu¢do
k_ k-1 k_ .k k_k

x =X +ap +os

Fim para i

Testar o critério de convergéncia, continuar se necessirio

k = k+1 (incremento do contador de iteragdes)

k_ k K k
r =g - o't

Fim repita

Figura 4.4 - Algoritmo Bi-CGSTAB modificado.

Existem outras variantes do método, que podem ser mais apropriadas a determinadas
classes de problemas. Algumas investigacdes devem ser levadas em consideragdo, ao se adotar

qualquer variante.
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O Bi-CGSTAB(J), € outro método iterativo atrativo para solugdo de sistemas lineares
assimétricos, quando /=1 o método encontra a mesma aproxXimagio, para o x\, que o Bi-
CGSTAB. O método combina as vantagens do Bi-CG e o GMRES(m) e converge mais riapido
que qualquer um deles, o trabalho computacional e o requerimento de memoria sdo modestos
com relacdo ao Bi-CG, CGS e Bi-CGSTAB, contudo este método ndo serd analisado neste

trabalho (Sleijpen and Fokkema, 1993).

4.5 TFQMR

O método TFQMR, proposto por R. Freund em 1993, resolve sistemas lineares cuja matriz
de coeficientes € ndo-singular e ndo-Hermitiana. Quase minimiza a norma residuo obtida pelo
CGS, é uma variante do Bi-CG livre do célculo da transposta, razdo pela qual 4 chamado
“transpose-free”. O TFQMR ¢ implementado, facilmente, pela mudanga em poucas linhas do
algoritmo CGS. Enquanto a norma do residuo CGS tipicamente oscila, 0 TFQMR demonstra um
comportamento de convergéncia regular, mas paradas podem ser possiveis (Freund, 1993; Lin et
al., 1995).

Em contraste ao CGS, o TFQMR cria duas iteracdes por passo, explorando
consequentemente todas as diregdes vidveis. Cada passo iterativo de ambos algoritmos envolvem
somente dois produtos vetor-matriz utilizando a matriz de coeficientes A. O algoritmo
~apresentado na figura 4.5 é semelhante ao CGS sendo efetuadas apenas algumas modificagdes,
este algoritmo € formado por pesos gerais @ > 0. (Biicker and Basermann, 1994).

Segundo Freund pode-se escolher ® como sendo:

Hrk‘ , sem = 2n+1 (impar)

I He*

Semelhante ao basico CGS o TFQMR pode parar prematuramente, porém estas paradas sdo

(Dk

, Se m=2n (par)

muito raras na pratica, mais detalhes sobre o comportamento de convergéncia do método podem

ser encontrados em Freund (1993).
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Atribuir um valor inicial x° para a solugdo x*.
Facga para i=1, 2, ..., n (nimero de equagdes do sistema linear)

r’=b- AX° =1 talque (r°,7%) %0
u0:p0=r0 VOZAPO d0:O p0=(r0"f:0)
Fim para i

=0, 9°=1°=0
Repita parak =1, ..., ks«
Facapara i=1,2, ...,n

Gk—l :('f:o,vk—l)
k-1
k1_ P
o= k-1
(¢}
qk N L

I :rk—l -OLk_lA(uk_l +qk)

Fim para i

Faca para m = 2k-1; 2k.
Facaparai=1;2,...,n

6k - k+1/Tk~l
koL
J1+(vE)?
Tk = Tk-l chk
,nk: (Ck)2 ak-l

dk — yk + ((ﬁk_l )2 nk-l/ak-l)dk—l

. |u, sem=2n-1
onde y" =1 |
q ,sem=2n

- k 1k
x* =x*"+nkd
Fim para 1
Fim para m
Testar o critério de convergéncia, continuar se necessirio
Facapara i=1;2, ...,n

pk= (rO,'i:O)
Bk — pk
pk—l

uk =I'k + quk
pr=u" + B(q" +p"p"")
Vk =Apk

Fim para i

k = k+1 (incremento do contador de iteragdes)
Fim repita

Figura 4.5 - Algoritmo TFQMR.
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4.6 GMRES

O método GMRES, proposto por Saad e Schultz em 1986, tem a propriedade de minimizar
a cada passo iterativo a norma do vetor residuo Ib-A(x"+z%)Il onde z é um membro do subespago
de Krylov Ky = (%, A, ..., A¥!{%). Na pratica a dimensdo k do subespagco de Krylov é
determinada no sentido de reduzir o custo do algoritmo e restringir o espaco de memoria
utilizado. No processo de minimizag@o busca-se uma base ortonormal do subespago de Krylov e,
posteriormente, resolve-se um problema de minimos quadrados (Marcondes, 1996).

O algoritmo ¢ derivado do processo de Arnoldi para construgao de uma base 1,-ortogonal
do subespago de Krylov, pode ser considerado como uma generalizagdo do método MINRES e €
teoricamente equivalente ao GC nas equagdes normal (GCR) e ORTHODIR, apresentando
algumas mudangas nestes dois dltimos. Os resultados deste método correspondem a utilizagio da
ortogonalizagdo de Gram-Schimidt modificada, sucedida por rotagdes de Givens no plano.

Nos sistemas em que a matriz ndo € positiva real ou € assimétrica, provém a principal
motivagdo para o desenvolvimento do GMRES. O GMRES requer s6 a metade da armazenagem
requerida pelo método GCR e menos que 1/3 das operacOes aritméticas (Saad and Schultz,
1986).

No GMRES todos os vetores calculados, previamente, na seqiiéncia ortogonal t€m que ser
armazenados, e por esta razdo, versdes recomecgadas do método sdo usadas. Quando o nimero de
iteracdes k cresce o requerimento de armazenagem para o nimero de vetores tem crescimento
semelhante a k e o nimero de multiplicacdes semelhante a (1/2)k™n.

Para remediar esta dificuldade, pode-se usar o algoritmo iterativamente, isto €, pode-se
recomegar o algoritmo a cada m passos, onde m € algum pardmetro inteiro fixo. A versdo

recome¢ada do GMRES denotada por GMRES(m) € descrita na figura 4.6.
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Atribuir um valor inicial x° para a solugdo x*.
passo 1) Inicializacio
Faca para i=1, 2, ..., n (nimero de equag¢des do sistema linear)
=b-Ax" v°=r°/”r°|; el = ”ron
Fim para 1
passo 2) Ortogonalizagdo de Gram-Schimidt Modificado
Facapara k=1, ..., m
Facaparai=1, ...k
h;,, = (Avk, vi)
Fim para 1

k
ak+l — Avk _zhikvl
i=1

_ k+1
hk+1,k - ”a
k+1 _ k+1
vt =4 /hk+l,k

h* ={h1,k’ e hk+1,k}T

passo 3) Algoritmo QR (rotagdes de Givens)
Faga para i=1, 2, ..., k-1

b ¢, 8 |[hix
e_
hia =S ¢ |1k
2
Y= [hi,k + hi,k+l]
c* = hy /'Y

s* = hy /'Y

Rotagio aplicada ao h
hk,k <Y

hk,k+l — O

Rotacao aplicada ao vetor e
e «— s*e" e’ « cke*
Se |ek+1
passo 4) Resolver y
-1
Y1 h, A hy, €
My« M M M M
Y« 0 A hg Sy

passo 5) Resolver x
x=x" + mem=x0 +ViyYi+ ... + Vi Y

/ |61’ < tolerancia entio saia do lago k

Se convergiu pare for k, sendo
passo 6) Recomecar

0
™ =b- ALK, x° =5 vl=rk/”rk”

Volte ao passo 2

Figura 4.6 - Algoritmo GMRES recomecado.
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4.6.1 Convergéncia do GMRES

A solugio x' produzida pelo GMRES no passo j-ésimo é exata se, € somente se, as quatro

seguintes condi¢des, equivalentes, sdo satisfeitas:

(i) o algoritmo para no passo j;

(i) ¥ =0;

(iii) hj+1,j = O;

(iv) o grau do polindmio minimal do vetor residuo inicial 1° é igual a0 j.

O lago iterativo constrdi o espaco de Krylov e projeta o sistema de equacdes original para
este espago, produzindo a matriz superior de Hessenberg H = {h;;}. A ortogonalizacdo de Gram-
Schmidt, dos vetores bases, € tipicamente a parte mais dispendiosa computacionalmente do
algoritmo, para valores moderados de m (Behr and Tezduyar, 1994).

O GMRES, como os demais métodos iterativos, € extremamente sensitivo as propriedades

numérica da matriz de coeficientes do sistema.

4.7 Comparativo entre os métodos niao-estacionarios

Os métodos iterativos nao-estacionarios apresentados, ndo resolvem eficientemente todos
os tipos de problemas, logo o conhecimento das propriedades da matriz de coeficientes € um dos
principais critérios para selecdo de um método iterativo, que seja eficiente para resolugdo do
problema em estudo. A tabela 4.1 apresenta o nimero aproximado de operacOes para a iterago k

em cada um dos métodos iterativos analisados.

Tabela 4.1 - Operagdes aproximadas dos métodos iterativos para a iteragédo k.

GC 2 3 1 1
CGS 2 6 2 2
Bi-CGSTAB 4 6 2 2
TFQMR 2 6 2 2
GMRES k+1 k+1 1 1

Na tabela 4.1 a expressdo (x,y) representa o produto interno entre dois vetores, y+0x
representa a soma entre vetores apés um deles ter sido multiplicado por um escalar, e as duas

dltimas colunas da tabela apresentam produtos de matriz por vetor.
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O nuamero de operagdes, apresentado em cada passo iterativo dos métodos, € responsével
pelo custo de processamento individual, logo esta analise € também importante na escolha do
método mais adequado pelo usudrio. Nota-se na tabela 4.1 que o método GC é o que possui
menor nimero de operacdes por laco iterativo, o CGS e o TFQMR apresentam o mesmo nimero
de operagdes, sendo quase o dobro do GC, a menos no nimero de produtos internos. O Bi-
CGSTAB apresenta dois produtos internos a mais que os dois métodos anteriormente citados, ja
no GMRES o mimero de (X, y) e x+oly aumentam de acordo com o nimero de iteragdes, motivo

pelo qual sdo utilizadas versdes recomegadas deste método.

4.8 Conclusao

Neste capitulo apresentou-se alguns métodos iterativos ndo-estaciondrios para a resolucdo
dos sistemas lineares simétricos e assimétricos, resultantes da discretizacdo de EDPs no método
dos volumes finitos.

O método GC é aplicdvel para sistemas cuja matriz € simétrica positiva definida, a
velocidade de convergéncia € dependente do nimero de condi¢do, € podem ser facilmente
paralelizdveis. Os demais métodos da familia do GC, apresentados neste capitulo, sdo aplicados
na resolu¢éo de sistemas cuja matriz € assimétrica podendo ser indefinida, para alguns métodos.

O método CGS melhora a convergéncia do Bi-CG e n#o requer o célculo da transposta da
matriz de coeficientes, mas a quantidade de meméria utilizada é comparavel ao Bi-CG. O Bi-
CGSTAB similar a ambos, Bi-CG e CGS, evita os padrdes de convergéncia irregular do ultimo,
além de ndo usar a transposta da matriz de coeficientes.

No método GMRES o residuo torna-se pequeno em um niimero fixo de passos iterativos,
mas estes passos causam aumento de processamento e armazenamento, assim versdes
recome¢adas do método sdo uma necessidade (Hribersek and Skerget, 1996). No presente

trabalho o método TFQMR apresentou convergéncia lenta, se comparado aos demais métodos, o

que podera ser verificado no capitulo 8.



Capitulo 5 - Pré-condicionamento

5.1 Introducao

Os métodos iterativos podem ter sua velocidade de convergéncia acelerada através do uso
de pré-condicionadores. Desta forma o sistema linear Ax = b é transformado em outro sistema
equivalente, que possui a mesma solucdo e o nimero de condi¢do espectral e distribui¢do dos
autovalores melhorada, de tal forma que ficam em “clusters” ou se aproximam da unidade.

A eficiéncia do pré-condicionador depende do quanto P! a inversa da matriz de pré-

.. . -1 , .. . . -
condicionamento, aproxima-se de A". Os pré-condicionamentos descritos neste capitulo sdo:
diagonal, SSOR, por fatoragdo de Cholesky incompleta, por Série truncada de Maclaurin, por

Série truncada de Neumann e polinomial.

5.2 Pré-condicionamento explicito e implicito

A velocidade de convergéncia dos métodos iterativos, em especial da familia do GC, pode
ser melhorada fazendo uso de um pré-condicionador apropriado. O objetivo do pré-
condicionador € reduzir o nimero de condi¢do k; do sistema Ax = b e isto é possivel por meio de
uma transformacdo de congruéncia na matriz de coeficientes A, da forma que segue (Barrett et

al., 1994),
P'Ax=P'p (5.1)

que, pela completa consisténcia tem a mesma solu¢do da equacdo (1.1). O sistema equivalente

seré resolvido por,
Cv=u (5.2)
com

C=P'A v=x u=P7'b (5.3)

onde P € a matriz de pré-condicionamento.
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O objetivo do pré-condicionamento é reduzir o nimero de condicionamento, ou condi¢do

espectral da matriz A, o quanto possivel. Se P=A tem-se a melhor escolha para P, pois

K2(A)=1( P A)=1, porém, desta forma a solugdo é calculada diretamente, através da inversa da
matriz de coeficientes A, aumentando a complexidade algoritmica.

O pré-condicionador mais simples é uma matriz diagonal, que muitas vezes nao reduz o
nimero de condicionamento tornando-se inadequado, € do outro lado matrizes de pré-
condicionamento complicadas podem destruir a esparsidade da matriz de coeficientes original
(Borges et al, 1996). Assim a escolha do pré-condicionador é importante para o sucesso do

sistema equivalente e, de acordo com Campos (1995), deve ter algumas caracteristicas

desejaveis:

(i) a matriz de pré-condicionamento P deve ser facilmente construida;

(ii) os autovalores de [ P~ A] devem estar proximos de um ou em grupos;
(iii) se A é esparsa P deve ser esparsa como A;
(iv) P deve ser uma boa aproximag¢do da matriz de coeficientes;

As trés diferentes maneiras de aplicar o pré-condicionamento sdo:

(i) a orientacdo dos dois lados, a esquerda e a direita, também denominado pré-condicionamento
dividido ou simétrico, organizado como, [P;'AP;'][P,x]=[P;'b];

(ii) a orientacdo a esquerda [Pgle] = [PE"lb] ie

(iii) a orientacdo a direita [API;1 yl=bo y=[Pyx].

onde P; € a matriz de pré-condicionamento a esquerda e P, € a matriz de pré-condicionamento a
direita, desta forma a matriz de pré-condicionamento P fica dividida em P = PgPp. Os pré-
condicionamentos a esquerda e a direita sdo considerados casos especiais, podendo ser

representados conforme figura 5.1.

( Orientacdo a esquerda] """""""""" ( Orientacio a direita )

Figura 5.1 - Representacdo do pré-condicionamento a direita e a esquerda.

Na aplicagdo de um pré-condicionamento obtém-se a solu¢do de um sistema linear

permutado, ou transformado, que pode ser resolvido com maior rapidez. O sistema linear Ax = b
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pode ser pré-condicionado implicitamente (Campos and Rollet, 1995), ou seja, o vetor residuo €
modificado, assim na k-ésima iteragéo (r;, r;) # O para Vi # j, e (13, P'lrj) =0 para Vi#j. Tal
sistema resolvido pelo método GC com pré-condicionamento implicito resulta no algoritmo

mostrado na figura 5.2.

valores iniciais {x° A, b, &, Kmax }
°=b-Ax"; p°=0;p"=1;k=0
repita enquanto{
k=k+l; 2= P7'r*;p —(rk" AN
B _pk/pkl,p _Zk1+Bk k-1
o = p'/(p", Ap")
=2+ ok pf M= - ok Ap
} I AP 1l < & ou k = Kpax

k

Figura 5.2 - Gradiente Conjugado pré-condicionado implicitamente.

Particularmente quando A € simétrica positiva definida o sistema linear Ax = b, fazendo
uso do GC, pode ser pré-condicionado explicitamente, ou seja, no Jugar do residuo, a matriz dos
coeficientes que é modificada. Desta forma a equagdo (1.1) é resolvida pelo algoritmo GC

apresentado na figura 5.3.

valores iniciais {x°, A, b, &, Kmax}
— P;/z b - API;T/Z xo)
p’=0;p°=1;k=0
repita enquanto {
k = k+1; pF = (@, 1) B* = p/p*!
b= &l 4 Brpk
(xk — pk/(p , PEI/ZAP‘;TIZPk)
o= Xk—l + ok pk;
rk_ < - P—IIZAP—TIZPk

IR I/ 11, < € ou k = Kynax
_ P—T/2 xk
- E

Figura 5.3 - Gradiente Conjugado pré-condicionado explicitamente.

No caso simétrico a matriz Pp = P; , assim mantém-se a simetria necessaria da matriz dos

coeficientes. Cabe ressaltar, que alguns trabalhos usam a matriz de pré-condicionamento tal
~T -1 . . ,

como P™ e P, assim deve-se ter cuidado ao adota-las e observar a forma como o autor usa o

pré-condicionamento em seu trabalho (Ajiz and Jennings, 1984; Papadrakakis, 1991). Os tipos

mais conhecidos de pré-condicionadores serdo descritos nos itens a seguir.
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5.3 Pré-condicionamento diagonal

O pré-condicionamento diagonal* ou Jacobi, é uma das formas mais simples de pré-
condicionar um sistema linear (Barrett et al., 1994; Dracopoulos and Crisfield, 1995). Obtido
usando-se os reciprocos da diagonal da matriz de coeficientes A, de acordo com a seguinte

formulacao,
(i) a esquerda - P, = D= diag(a;;)

(ii) a direita - P, = D =diag(a;;) (5.4)
(iii) simétrico - P, =P, =D"? = diag(,/aii )

No caso especial da técnica de escalonamento a esquerda tem-se:

[D7Alx=[Dh]=Cv=u (5.5)

A matriz de coeficientes C € a matriz do sistema transformado pelo pré-condicionamento €

tem a diagonal da matriz formada por elementos unitérios.

5.4 Pré-condicionamento por ‘“Symmetric Successive Overrelaxation”

O método “Symmetric Successive Overrelaxation” (SSOR) foi apresentado em 1955 por
Sheldon e apds foi usado como pré-condicionamento para o método GC. O método SSOR
representa a multiplicacdo por uma matriz simétrica, o que nio ocorre no SOR. Segundo o que

foi proposto por Campos (1995) um método iterativo pode ser escrito na forma:

LK+ ko ke (5.6)
onde &*! & o vetor diferenca entre a solugio atual e a anterior no processo iterativo.
PG - xRy =1 (5.7)
ou
P! =f = b - AX® (5.8)
Tem-se,

* Em certos casos verifica-se que o pré-condicionamento de Jacobi é 6timo ou préximo do 6timo, reduzindo o
nidmero de condigéo. Isto é verificado nos trabalhos de Forsythe e Strauss (1955) para matrizes com propriedades A
e por Van der Sluis (1969) para matrizes com esparsidade geral, conforme encontrado em Barrett ez al., 1994.
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xk+l _xk=P-l (b _ Axk)
=+ P b - A (5.9)
F=(1-PlA+P D

Mostrando que o alcance de convergéncia € dado pela condi¢do da matriz (I - P'A).

Dividindo a matriz A em
A=D+B_L+By (5.10)

onde D é formada pelos elementos diagonal de A, By, € a matriz triangular estritamente inferior

formada pelos elementos de A com 1;;= 0 V i e By € a matriz estritamente triangular superior

formada pelos elementos de A, ent3o a equagfo da técnica cldssica SOR, € tal que,
(D + @B X! = ((1-0)D - @By )x* + wb (5.11)

O método SSOR € um processo de dois passos iterativos, o primeiro passo ¢ SOR
ascendente. O segundo passo consiste do SOR “backward” em que as equagdes sdo feitas na

ordem reversa tal como,
(D + OBy = (1-0)D - @B )x* + wb (5.12)

O pré-condicionamento usado na equacdo (5.9) € o explicito, logo o método SSOR escrito

como pré-condicionador explicito tem as duas etapas seguintes:

(i) primeira etapa

Fazendo uso das equagdes (5.8) e (5.11)
(D + 0B )X = (1- @)D - @By )x* + o + Ax¥) (5.13.a)
Aplicando a equagdo (5.10) na equagao (5.13.a) encontra-se:

(D + oB)E? - M = (5.13.b)

(ii) segunda etapa

Fazendo uso das equagdes (5.8) e (5.12) obtém-se:
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(D + 0By X! = ((1- ®)D - oBL )X + (™ + Ax<12) (5.14.2)
Aplicando a equacdo (5.10) na equacio (5.14.a) encontra-se:

(D + @By)(&! - X2 = @ (b - A1) (5.14.)

k+1/2

Para eliminar x primeiro isola-se x**' na equacio (5.13.b), obtendo a equagio que segue,

(D + oByx**! = (D + 0By - @A + wb (5.15)
Aplicando as equagdes (5.7), (5.8) e (5.13.b) na equagdo (5.15) vem,

(D + ®By X! = (D + 0By -0A)* + oD + oBL) ! ) + o (* + AxY)
(D + 0By )& = (D + ©By )x* + (D + @By - ®A)YD + @B)! + Dr¥
(D + 0By ) - x5 = o2 - @)D + wB) ' ¥

1

— (D +oB)D! (D + oBy)X! - =1*
0 2-o)

Assim a matriz de pré-condicionamento P para O < ® < 2, pela equagéo (5.7) é,

P= _ (D + oB)D ! (D + ®By) (5.16)
o 2-m)
ou
P =((D + oBONH(D + oBONHT (5.17)
onde
N = (0(2 - ®)D)'? (5.18)
P € simétrica e o sistema linear explicitamente pré-condicionado pelo SSOR leva a,
(N + 6B AD + oB) TNYIN! (D + ©BL) x) = N(D + wB) ! b (5.19)

ou pelo pré-condicionamento implicito tem-se,

A [(D + @BD)NY(D + @B)N" )T x = [(D + @BON)(D + oB)N" )" b (5.20)
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Segundo Papadrakakis, o fator escalar 1/[eX2-w)] tem sido abandonado desde que ele nédo
tem influéncia no nimero de condi¢do de P"'A, onde @ é um parametro de relaxagio tomado na
vizinhanga de um (Papadrakakis, 1993).

Recentemente Papadrakakis e Dracopoulos propuseram uma modificacdo para o pré-
condicionamento SSOR, que € conhecido como pré-condicionamento parcial. Esta técnica
combina simplicidade na formagdo da matriz de pré-condicionamento P evitando complicados
enderecamentos, que sd3o requeridos no caso da fatoragdo de Cholesky Incompleta, com alta
demanda de armazenagem (Papadrakakis and Dracopoulos, 1991). Consequentemente P é obtido
como,

P=PpPp" (5.21)
onde

P: = (D + ®B)D? (5.22)

com D formada pelos elementos diagonais da matriz de coeficientes A, B pelos elementos
restantes, fora da diagonal da matriz de coeficientes A, e ® o pardmetro de relaxacdo. O critério
que especifica os elementos de A que devem permanecer em B € definido por um parametro y

controlado pelo usudrio. Logo todos elementos de A satisfazendo
2
Aj < y.AP, AP, (5.23)

sdo considerados pequenos diminuindo o efeito do mimero de condig¢do de A e ndo sdo incluidos
em B. O caso de y = 1 corresponde ao frequentemente usado e facilmente aplicado
escalonamento diagonal, e o caso de y = 0 corresponde ao método iterativo SSOR. Importante
notar, que apesar de certos elementos da matriz A serem rejeitados a matriz P € sempre positiva

definida, portanto a convergéncia do método iterativo é garantida (Papadrakakis and

Dracopoulos, 1991; Papadrakakis, 1993).

5.5 Pré-condicionamento por fatoracao de Cholesky incompleta

As fatoragdes incompletas sdo derivadas da solucdo direta de Ax = b, onde a matriz A
simétrica positiva definida t&m a fatoraciio completa de Cholesky representada por A = LLT onde
L € a matriz triangular inferior determinada recursivamente. Assim, os produtos Lize (LT)'lz,

onde z € um vetor qualquer, sdo facilmente calculados. Uma simples modifica¢do na fatoracdo
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LL" em que as raizes quadradas sdo evitadas € apresentado como segue, A = LDL", onde Le D
sao determinadas recursivamente. Infelizmente, para matrizes esparsas de grandes dimensdes, o
célculo de L requer tempo e armazenagem extra, e muitos elementos da matriz de coeficientes A
que eram nulos tornam-se ndo-nulos € assim a esparsidade da matriz original é perdida. Para

evitar este problema faz-se uma fatoragdo incompleta da matriz A, que assume a seguinte forma,
A=LL"-R. (5.24)

onde R é uma matriz residuo formada pelos elementos descartados na fatoracdo de Cholesky e L
€ a matriz triangular inferior modificada, ou seja, com alguns elementos ignorados na fatoracio.
Se L;; = 0 o algoritmo para, e se Lijj < 0 o método GC pode ndo encontrar a solugdo esperada.
Meijerink e Van der Vorst mostraram que se A é uma M-matriz (A;; < 0 se i # j) a fatoragdo de
Cholesky incompleta sempre encontra L;; > 0, contudo se a matriz € simétrica positiva e definida
arbitrdria nem sempre encontra-se L > 0. O trabalho e armazenagem envolvidos no cédlculo da
aproximada L. é muito menor que o envolvido no célculo da matriz triangular exata (Kershaw,
1978). Quando a fatoragdo incompleta € obtida o sistema de equagdes a ser resolvido pelo

método GC tem a forma:
L'AL"y=5 (5.25)

onde y = LTx é o vetor varidvel transformado e b= L ¢ o vetor independente transformado. O
método do GC com pré-condicionamento por fatoracdo de Cholesky incompleta (GCPCI) pode

ser descrito de acordo com o pseudo-cédigo da figura 5.4.

valores iniciais {x°, A, b, &, Kmax }
0=0; p0=r0= b:
repita enquanto {

X =L'ALTpY;

Pk = (5, r);

o = p¥/(pK 2%);

yk+l — yk + akpk;

P P

k_ rk+1 rk+l / k.

Bk+l E k+i ?ﬁ’

pro=r +pp;
} I/ 1y < & ou e I/l b1l ou k = Ky

Figura 5.4 - Algoritmo GCPCIL
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Na figura 5.4, p é o vetor direcio conjugado; r* é o vetor residuo; y*é o vetor solugdo; uk
€ o produto da matriz transformada e o vetor dire¢do conjugado.
O passo de pré-multiplicacio, sem a formagdo da matriz transformada explicitamente, é

obtido pelas trés operagdes seguintes (Ajiz and Jennings, 1984):

Substitui¢io “backward”: LTv¥ = p*
Pré-multiplicagdo: wk = AVF
Substituicdo “forward”: Lz* = w*

O sucesso do GCPCI pode depender de quo boa é a aproximada inversa (LL"), isto é, do
quanto se aproxima da inversa da matriz A de coeficientes. De acordo com Kershaw o GCPCI e
suas generalizacdes devem ser adequados para matrizes que surgem de EDPs, contudo para
matrizes arbitrdrias o fato de vizinhos distantes serem descartados durante a fatoragdo faz com
que o método torne-se, provavelmente, inadequado (Kershaw, 1978).

O refinamento iterativo pode ser usado para resolver a equagdo (1.1) de acordo com a

férmula,

LL" X" =p +Rx" (5.26)

O sistema linear Ax = b pré-condicionado pela fatoragdo de Cholesky incompleta pode ser

expresso, de acordo com a equagdo (5.10) tal como,

P = Px* 4y 6 (5.27)

onde P = A +R, = b - Ax* e y é um parimetro de tolerincia. A matriz de pré-condicionamento
P = LL', cuja matriz triangular inferior tm elementos ndo-nulos s6 nas posigdes
correspondendo aos elementos ndo-nulos de A, foi proposta por Stone em 1968 (Campos and
Rollett, 1995).

Mais tarde, surgiu a classe de pré-condicionamento chamada de decomposi¢do incompleta
LU da matriz A, proposta em 1977 por Meijerink e Van der Vorst (Axelsson, 1985; Simon,
1988; Paolini and Brozolo, 1989), em tais matrizes os elementos ndo-nulos eram determinados a
priori através da adi¢do de diagonais de “fill-ins”. Sob os elementos ndo-nulos da matriz A sdo
efetuadas operacgdes correspondendo a uma fatoragao falsa LU.

Como a matriz A € esparsa deve ser feita uma importante consideragdo quanto ao custo do

processo de fatoragdo incompleta, realizada a medida em que o niimero de novos elementos nao-
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nulos, gerados pela fatoragcdo, sdo controlados por um ou mais parametros. Os parimetros sao
usualmente uma constante inteira, por exemplo, indicando quantas diagonais novas podem ser
formadas. Quando todos os elementos da matriz L. coincidem com a estrutura original da matriz
A tém-se o nivel zero, ou pode-se dizer, que o pré-condicionador ndo t€ém nenhuma diagonal
extra.

O conceito de diagonais extras € usado sé dentro do contexto de matrizes naturalmente
ordenadas que surgem, geralmente, da discretizacdo através do MDF. As matrizes com
esparsidade variadas, tém o conceito de diagonais extras generalizado para o conceito de niveis
de “fill-in”. Este método de fatoragdo simbdlica, requer um passo para determinar a posi¢do de
elementos ndo-nulos e a quantidade de espago ¢ memoria requeridos para armazend-los, serd

analisado a seguir.

5.5.1 Pré-condicionamento com “fill-ins”’

Na equacdo (5.24) se R = 0 entdo P = LLT = A e a equacdo (5.26) torna-se LL™x = b,
portanto a solugéo do sistema € encontrada pelo método direto Cholesky. Se R=0 entdo P = LL"
=~ A. A escolha de P entre a matriz de coeficientes A e a matriz identidade I, resulta em diferentes
métodos iterativos pré-condicionados. O fator L pode, em geral, ser menos esparso que a matriz
A, devido aos “fill-ins” durante a fase de fatoracéo.

Uma alternativa para fixar o nimero de “fill-ins” é o pardmetro de tolerincia. Nesta
estratégia, elementos nao-nulos sdo incluidos no fator incompleto se eles sdo maiores que este
pardmetro de tolerancia. Desta forma nem o padrdo nem o nimero de elementos ndo-nulos no
fator incompleto podem ser determinados a priori e sim durante a fatoragdo (Jones and
Plassmann, 1995). Os diversos modos de escolha e contagem destes termos descartados

configura diferentes fatoragdes incompletas,

(i) nos métodos de fatoragdo de Cholesky incompleta cléssica forga-se os fatores a serem
esparsos, pela permissdo de elementos nao-nulos s6 em um conjunto especifico de lugares,
podendo ser denominada como fatora¢io incompleta pela posi¢do;

(ii) outra forma de realizar uma fatora¢do incompleta é pelo valor, ou seja, os elementos ndo-
nulos s6 sdo aceitos se seus valores absolutos sdo grande o bastante, onde elementos muito
pequenos podem tornar-se despreziveis e serem descartados;
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Quanto mais alto o nivel maior serd o “fill-in”. Marcondes, em 1996, empregando malhas
de Voronoi para a solu¢do das equagdes oriundas do escoamento bifasico (6leo-dgua) em meios
porosos, observou que usualmente niveis 0, 1 € 2 sdo os mais indicados, pois ndo comprometem
o custo da iteragdao individual do algoritmo, niveis maiores podem destruir a esparsidade da
matriz A (Marcondes, 1996).

Ultimamente, a meta é reduzir o nimero de condi¢fo da matriz LAL. Baseado nesta idéia,
Jones e Plassmann desenvolveram uma fatora¢do que segue um numero fixo de elementos nao-
nulos em cada linha ou coluna de L, deste modo a armazenagem dos elementos da matriz L €
fixada e conhecida antes da fatoragdo. O fato de manter s6 os maiores elementos permite com
que se possa ter os mesmos beneficios do esquema de um parametro de tolerancia, sem usa-lo

(Jones and Plassmann, 1995).

5.6 Pré-condicionamento por série truncada de Maclaurin

A matriz A do sistema (1.1) pode ser decomposta em:
A=D+B (5.28)

onde D é uma matriz diagonal que contém os elementos diagonais de A e B é uma matriz
formada pelos elementos ndo diagonais de A (Azevedo, 1996). Substituindo a equagdo (5.29) na

equacio (1.1) e isolando a varidvel x obtém-se a seguinte expressao:

x=(I+D'B) .D"b (5.29)

onde I € uma matriz identidade de dimensao igual a da matriz A.
-1
Na equagdo (5.29) o termo (I + D'IB) .D™' representa a inversa da matriz A, substituindo

a equagdo (5.30) na mesma equagdo tem-se:

G=D'B (5.30)

x=(I+G)".D"p (5.31)
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A Série de Maclaurin € descrita por:
I+G)"'=(-G+G*-G" +.-G™ +G* - .} paaVk. (5.32)
A inversa da matriz A seré:
A'=(1-G +G* - G* +.. -G™ + G* - . )D" (5.33)

A matriz de pré-condicionamento P ficard mais préxima de A dependendo do niimero de
termos utilizados na Série de Maclaurin. O sistema auxiliar P.z=r, utilizado no método pré-

condicionado ficard com a seguinte forma:
z=(-G +G* - G’ +.. -G™ +G™* - . JD"¢ (5.34)

Substituindo-se rax = D'.r na equagio (5.34) obtém-se a seguinte expressio:

z=(r,, - (Gr1,,) +G.(G.r,) - GG.(G.1,,) +..) (5.35)

¢ raux aux )

O nimero de operagdes matriz-vetor utilizados no pré-condicionamento € dependente do
ndmero de termos em G utilizados na Série de Maclaurin truncada. Para que a Série de

Maclaurin venha a convergir € necessério que o raio espectral de R
R=-D'B (5.36)

seja menor que a unidade, isto é p = maior IAil < 1 para i={1, 2, ...n}, sendo n a dimensdo do

sistema e p o raio espectral definido pelo médulo do autovalor de maior médulo (Azevedo,

1996).

5.7 Pré-condicionamento por série truncada de Neumann

Decompondo-se a matriz A da equagdo (1.1) em A = G - E, G ndo-singular, logo a inversa

de A sera dada por:
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Al [1 +GlE+ (G‘lE)2 + (G_lE)3+..}G'1 63D

onde o médulo do autovalor de maior médulo de G'E deve ser menor que um. Definindo-se

S = G'E tem-se:

> 38
A :[ S"}.G“ (5-38)

k=
O sistema auxiliar P.z =r = z = P~ .r para este caso ficara:

z= [1+s+s2+s-‘+... ].G“r (5.39)

onde o grau de proximidade que a matriz de pré-condicionamento P terd com relacdo a matriz de

coeficientes A, depende do nimero de termos utilizados na Série de Neumann.

5.8 Pré-condicionamento polinomial

O pré-condicionamento polinomial consiste em escolher um polindmio s(A) que

assemelhe-se a inversa da matriz de coeficientes, apresentado na equagdo (5.40).

s(A)= A =[I- V] =nI+n,V+n,V2+.4n, V* (5.40)

A mais simples expansao polinomial da equacdo (5.40) é dada pela série de Neumann,

com {Nno, N1, ---» Nk} = 1, conforme equacdo (5.41):
S(A) =I+V+V24 .. (5.41)

Eficientes polindmios podem ser encontrados, tornando o espectro da matriz pré-
condicionada mais préximo, quanto possivel, da matriz identidade. Uma maneira de se conseguir
isto € minimizando a norma Il - s(A)AIll, onde ILIl representa a norma L,. Alguns pré-

condicionamentos polinomiais sdo encontrados em Johnson et al. (1983) e Papadrakakis (1993)
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5.9 Conclusao

Uma das dificuldades encontradas na resolugdo de equagdes simétricas, utilizando os
métodos iterativos cldssicos, € a velocidade de convergéncia lenta. A convergéncia estd ligada ao
nimero de condicdo da matriz de coeficientes, quando o nimero de condicdo € grande a
tendéncia € aumentar o tempo de processamento. A condi¢do pode ser melhorada com as técnicas
de pré-condicionamento. Neste capitulo apresentou-se alguns pré-condicionamentos encontrados

na literatura, sobre estes pode-se destacar:

(i) o pré-condicionamento diagonal € simples de implementar, adequado ao ambiente seqiiencial
e paralelo(Barrett et al., 1994). Na resolug@o de alguns sistemas lineares simétricos obteve-se
resultados bastante promissores utilizando-se este pré-condicionamento.

(ii) o pré-condicionamento SSOR necessita de um fator de relaxagio (®) (Campos, 1995) e para
o SSOR modificado € necessdrio outro fator y, que determina os elementos da matriz de
coeficientes que devem permanecer na matriz B, usada no célculo do pré-condicionamento
SSOR (Papadrakakis and Dracopoulos, 1991). Neste pré-condicionamento ambos os
pardmetros sdo controlados pelo usudrio, cabendo a ele encontrar os parimetros. mais
adequados para resolver seu problema.

(iii) o pré-condicionamento por fatoragdo LL" ¢ encontrado em diversos trabalhos (Ajiz and
Jennings, 1984; Campos and Rollett, 1995; Jonnes and Plassman, 1995) com muitas formas
para descartar elementos que se formam durante a fatoracdo. Neste trabalho serd
implementada a fatoragdo LLT sem “fill-in”, isto é, ap6s a fatorago s6 permanecem na matriz
de pré-condicionamento os elementos que estdo nas mesmas posi¢des dos elementos da matriz
de coeficientes.

(iv) no pré-condicionamento por série truncada de Maclaurin ndo € necessario realizar o produto
D'B explicitamente e assim pode-se trabalhar com a matriz esparsa, contudo este pré-
condicionamento torna-se mais adequado se usado com processamento paralelo.

(v) o pré-condicionamento por série truncada de Neumann € semelhante ao de Maclaurin e ndo
serd implementado neste trabalho. No pré-condicionamento polinomial é necessario encontrar
um pardmetro n; de forma a otimizar o polindmio matricial, o pardmetro € escolhido de
acordo com o problema a ser resolvido. Embora, algumas escolhas bastante simples para o
pardmetro sejam sugeridas na literatura (Papadrakakis, 1993), este pré-condicionamento ndo é
utilizado no presente trabalho.

Cabe assinalar que nas dltimas décadas surgiram alguns trabalhos aplicando as técnicas de
pré-condicionamentos aos sistemas assimétricos, pode-se citar os trabalhos de Brussino e Sonnad
(1989), Venkatakrishnan (1990), Mchugh and Knoll, (1994). Neste trabalho serdo utilizados os

pré-condicionamentos diagonal, SSOR e por fatoragdo de CI no método GC, o que pode ser

verificado no capitulo 7.
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6.1 Introducao

Neste capitulo serdo descritas algumas ordenagdes das varidveis e proposta uma ordenag¢do
em linha continua. A ordenac¢@o proposta utiliza as caracteristicas da malha geométrica (Cardoso
et al., 1996).

Os métodos GC, “Tridiagonal Matrix Algorithm” e Gauss-Seidel sdo apresentados e
aplicados na solug@o do sistema de equagdes algébricas lineares. A performance é avaliada em
termos de tempo de processamento € nimero de iteragdes necessarias para o alcance da precisdo
estipulada para a convergéncia. Estes métodos sdo bastante conhecidos e frequentemente
empregados na drea de Mecanica dos Fluidos Computacional (Tanyi and Thatcher, 1996).

A obtencdo dos resultados numéricos, mostrados no presente capitulo, tem como objetivo
principal averiguar a eficidcia dos métodos com a ordenagdo proposta e verificar a que custo
computacional produz-se uma solucédo satisfatoria. Porém, os resultados sdo preliminares e testes
mais rigorosos e completos se fazem necessarios, onde um refino da malha seria um aspecto
importante a ser abordado, assim como outras ordenagdes encontradas na literatura (Saint-

Georges et al., 1996).

6.2 Definicoes preliminares

Pode-se observar que a estrutura da matriz de coeficientes estd intimamente associada a
malha geométrica, ou seja, a maneira pela qual os diversos pontos nodais estdo interligados
independe, completamente, dos valores numéricos dos pardmetros dessas interconexdes.

Os segmentos de linha, orientados ou nao-orientados, sdo denominados ramos ou ligagcbes
e seus terminais sao designados nds. Ao conjunto de nds e elementos que descrevem a estrutura
topolégica da malha estruturada ou ndo-estruturada d4-se o nome de grafo.

Um subgrafo € qualquer subconjunto de elementos de um grafo. Um caminho € um
subgrafo de elementos conexos com ndo mais de dois elementos conectados a qualquer um dos
seus nés. A distdncia d(i, k) entre dois nds i e k € o comprimento do caminho mais curto entre i €
k. Por definicdo d(i, i) = 0. A vizinhanga de um né i, V(i), € o conjunto de todos os nds k tais que

d(i, k) > 0 e exista a linha ligando i a k. Se for atribuido um sentido no grafo conexo este é
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chamado grafo orientado. Logo o grafo da malha ndo-estruturada da figura 2.8 pode ser

representado conforme indicado na figura 6.1.

//\\

W

Figura 6.1 - Grafo representativo da malha com nove pontos nodais.

- *7

Matrizes de incidéncia simétricas podem ter sua estrutura corretamente descritas por grafos
ndo-orientados, pois, nestes casos, como a;; # 0, sempre que houver um segmento orientado de
i—j, necessariamente ha outro segmento orientado de j«i, fato que pode ser perfeitamente
descrito por um segmento ndo orientado i<-»j (Christofides, 1975; Rich, 1988).

Os métodos de solugdo de sistemas de equagdes algébricas lineares, cujas matrizes sdao
esparsas, relacionam-se com a disposicdo dos elementos ndo nulos dentro da matriz, e esta
estrutura é convenientemente descrita € manipulada em termos da teoria de grafos. Fazendo uso
de algumas defini¢Oes desta teoria pretende-se descrever dois tipos de ordenagdes jé existentes na
literatura e propor a ordenag@o em linha continua. Para atingir este objetivo foi realizado um
estudo das diversas formas de ligacdo entre os pontos nodais, com o objetivo de agrupéd-los ao
maximo, promovendo uma minimiza¢do da esparsidade dos indices dos pontos formadores da
matriz de coeficientes. Tal estudo exige uma anédlise gréfica, objetivando a otimizagdo das

ligacdes nodais.

6.3 Técnicas de Ordenacao

A ordenacdo das varidveis pode ter um efeito significante na convergéncia dos métodos do

Gradiente Conjugado pré-condicionado, existem alguns estudos sobre o uso de vérias técnicas de
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ordenagdo acopladas com os pré-condicionadores por fatoragdo incompleta LU (ou ILU)
(D’Azevedo et al., 1992), assim como existem considerdveis trabalhos sobre o efeito da
ordenacdo em problemas envolvendo malhas ndo-estruturadas (Maliska Jr. e Bezerra, 1994;
Marcondes, 1996).

A maior parte das técnicas de ordenagdo estdo baseadas na estrutura da matriz, e ndo usam
os valores numéricos de seus elementos. Em geral as diversas técnicas podem ser classificadas

conforme D’ Azevedo et al. tais como:

(i) ordenacdes randdmicas normalmente ndo sdo adequadas;
(ii) ordenagdes em linha natural, isto é, de acordo com a geracdo da malha geométrica, os
métodos de resolugdo tem bom desempenho;
(iii) ordenagdes que reduzem os “fill-ins”, tal como “minimum degree” e “nested dlssectlon nao
t€m uma performance tdo satisfatéria na resolucdo do sistema,
(iv) as ordenagdes que reduzem o sistema sdo muito efetivas, tal como:
a) ordenacdo “red/black” de um grafo bipartite; e
b) eliminacdo exata dos nés vermelhos.
(v) ordenagdes que reduzem os “fill-ins” descartados sdo bastante adequadas, tal como “reverse
Cuthill-Mckee” (Liu and Sherman, 1976).

6.3.1 Ordenacio geométrica

A ordenagdo natural € a ordenag@o oriunda do gerador da malha n3o-estruturada. As
malhas geradas pelo DV podem ter volumes de controle hexagonais, retangulares, triangulares ou
aleatdérios, com os volumes podendo ser distorcidos ou irregulares. Apés a geragdo da malha ndo-
estruturada os pontos e suas ligagdes com a vizinhanga definem a matriz esparsa de coeficientes.
Vale ressaltar que o termo ordenacdo natural ndo € o mesmo utilizado em malhas cartesianas,
onde a resolucdo dos sistemas € efetuada em linhas horizontais ou verticais (Marcondes, 1996).

A ordenagdo vertical ou horizontal, proposta por Palagi em 1992, € realizada de forma
semelhante a ordenagdo natural empregada em malhas cartesianas. Para o caso da ordenagdo
vertical, por exemplo na malha da figura 6.2, localiza-se o ponto gerador com menor valor de x e
passa-se uma linha vertical com largura igual a x minimo. Todos os pontos geradores que
estiverem sobre esta linha serdo renumerados, o proximo passo € localizar, entre os pontos ndo
renumerados, o préximo ponto com menor valor de x e repete-se 0 processo para 0s pontos
restantes. A ordenagfo horizontal € realizada de forma semelhante a ordenagdo vertical, a
diferenca estd na forma com que as linhas sfo tragadas, que sdo no sentido horizontal, onde usa-
se a cota igual a y minimo. Na figura 6.2 apresenta-se também a matriz de coeficientes obtida

com a ordenagao.
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Figura 6.2 - Malha aleatéria de Voronoi e matriz de coeficientes - ordenagdo vertical.

Observando a estrutura da matriz resultante da ordenacdio, é evidente a concentracdo dos
elementos nio-nulos em torno da diagonal principal. A concentragdo torna-se mais explicita com

maior nimero de pontos na malha computacional.

6.3.2 Ordenacao em linha continua

Para malhas nio-estruturadas ndo se tem uma linha definida, porém, é possivel trabalhar
com zigue-zagues curtos (Maliska Jr e Bezerra, 1994). Propde-se, no presente trabalho, um
zigue-zague continuo em malha bidimensional, que € encontrado em Cardoso et al. (1996), ou
seja um caminho passando por todos os pontos e seguindo alguns critérios, apresentados

conforme segue:

(1) Tomar o ponto inicial i, como sendo o mais préximo da origem (0,0), pode-se escolher outro
ponto diferente da origem, mas di-se preferéncia a pontos que estejam préximos a um dos
contornos da geometria;

(2) verificar quais sdo os vizinhos do ponto i, escolthido como ponto inicial,
por exemplo: j; j2, ... jns

(3) verificar o nimero de vizinhos de cada um dos vizinhos do ponto i, por exemplo:
jitemjir, jiz2 €13
jatemjor, jo2, j23 €J24
j3 tem js;, j32, onde jij s30 os vizinhos de cada um dos vizinhos de i;
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(4) escolher o vizinho de i, que tiver o menor nimero de vizinhos, como sendo o préximo ponto
no caminho, por exemplo: j; serd o proximo ponto do caminho pois ele tem o menor nimero
de vizinhos

(5) caso os vizinhos de um ponto i, tetnham o mesmo nimero de vizinhos serd usado como
critério de desempate a menor distdncia destes pontos até a origem. Os vizinhos que ja fazem
parte do caminho ndo sdo mais testados e nem contados como vizinhos;

(6) Apbs acrescentar 0 novo ponto ao caminho, este passa a ser o ponto inicial. Caso todos os
pontos ndo tenham sido visitados voltar ao passo (2).

A varredura pode ser observada na figura 6.3 para uma malha em formato L, com 100

pontos nodais.

Figura 6.3 - Varredura em linha continua, para a malha em formato L.

Trabalhos com zigue-zagues curtos foram investigados por Maliska Jr. ¢ Bezerra (1994),
obtendo resultados promissores, contudo uma linha com zigue-zague continuo para malhas ndo-
estruturadas € necessdria para a aplicacdo do método TDMA.

O mais conhecido método na 4rea de CFD para resolver sistemas que tenham sofrido uma
ordenagdo ¢ o TDMA. Como o préprio nome diz, ¢ um método linha por linha que resolve
diretamente uma linha em problemas unidimensionais. J4 em problemas bidimensionais e

tridimensionais o TDMA ¢€ iterativo com a varredura se processando linha por linha, ou coluna
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por coluna, logicamente os sistemas lineares resultantes apds a ordenacdo geram matrizes

tridiagonais, que podem ser resolvidas de forma direta.

6.4 TDMA

O método “Tridiagonal Matrix Algorithm” (TDMA) resolve diretamente um problema
unidimensional, j4 os problemas bidimensionais e tridimensionais sdo iterativos com a varredura
se processando linha por linha, ou coluna por coluna (Patankar, 1980). Uma varredura, por
exemplo, na linha horizontal € apresentada para uma malha computacional retangular, conforme

figura 6.4.

linha de

—~=-» < varredura

horizontal

Figura 6.4 - Varredura horizontal em uma malha retangular.

Assim a equagdo (3.1) pode ser estruturada pela equagdo (6.1) conforme segue,

APx; - Ai Xy - AiXin - AjjaXin - A =b (6.1)

i=1,j%i-1, i+1,§ X+, j i i, j+1 %, 1

O sistema linear ao ser resolvido pelo TDMA, atribui as parcelas que estdo fora da linha
horizontal valores calculados em uma itera¢do anterior, que inicialmente seriam valores inseridos
pelo usudrio, desta forma o método TDMA reduz a matriz de coeficientes original do sistema
linear, para uma matriz tridiagonal, tal como,

APi.x~k+1 . A xk+l _ A xk+1 - Ai,j_l.x‘k + Ai'j_ﬂx-k l+b (62)

i i-1,j%i-1,j i+1,j%i+1,j i,j-1 ij+
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onde AP, A A A A sdo os coeficientes do ponto nodal central e pontos

i-1,j> Dria1,50 ij-10 gl
vizinhos que estdo na mesma linha horizontal de AP; e fora da linha horizontal, respectivamente.
Analogamente, a descri¢do da matriz tridiagonal, encontrada na equagio (6.2), é adotada

como sendo,

ax (63)

onde d; incorpora todos os termos que estejam fora da diagonal principal, isto é, da linha
continua de varredura. Para resolver o sistema linear formado por esta matriz, propde-se que as

equagdes sejam reduzidas a seguinte forma (matriz triangular superior).
X = Pixi+1 + Qi (64)

que possibilita varrer a linha em um sentido determinando P; e Q; (triangularizacdo) e voltar
determinando os valores da varidvel x; (retrosubstitui¢do). Subtraindo um fndice da equagdo 6.4

obtém-se,
xi-1 = Poyx + Qi (6.5)

Substituindo a equacdo 6.5 na equagdo 6.3 vem,

Isolando a varidvel x; naequagdo 6.6, tem-se
%, = by €t d) 6.7)
(a; —¢iPi-1) (aj —ciPi_))
Comparando a equagdo (6.7) com a equagdo (6.4), determina-se P; e Q.
- b; (6.8)
' (@ -¢PLy)
Q = (6iQj.1 +dj) (6.9)
L=
(aj —ciB_p)

A figura 6.5 descreve um algoritmo para o método TDMA.



Capitulo 6 - Ordenagéo

Algoritmo TDMA

75

Atribuicdo de valores iniciais {x1, Xy , N, Kmax}
Calcular P, e Q; (baseado em uma condi¢do de contorno)
Facaparak =1, ..., Kma

Fagaparai=2,...,n

Calcular aik, b%(, Cik, d;(

k
Pk = _ b
1 k kpk
(aj —ciBp)
k ~k k
ok = (6 Qi1 +di)
b @k - kPR
i iti-1
Fim para i
Facaparai=n-1n-2,..,2
X = Pkyk +'Qk
i T T i i
Fim para 1
Se teste de convergéncia nao € satisfeito
k = k+1 (incrementar contador de iteragdes)

Senao fim para k

Figura 6.5 - Algoritmo TDMA.

Este método tende a aumentar sua eficiéncia para malhas com dimensdes maiores (De

Bortoli, 1996). Nos DV formados por volumes aleatérios, aplica-se o método TDMA,

geralmente, ao longo de uma linha em zigue-zague, unindo os pontos centrais dos volumes de

controle através de segmentos de retas. Tem-se, entdo, um problema unidimensional ao longo de

cada linha, onde o ponto i estd conectado aos elementos (i-1) e (i+1), e as demais ligacdes do

elemento i com os outros vizinhos sdo reunidas no termo fonte. O processo iterativo é necessario

para a atualizacdo das varidveis que estdo no termo fonte e, que contém a influéncia dos vizinhos.

6.5 Gauss-Seidel

No método Gauss-Seidel, também conhecido como método dos deslocamentos sucessivos

ou por passos simples, usado por Gauss e descoberto por Seidel em 1874, sdo usados os valores

disponiveis x*', conforme segue,

b - 3 (e - 3 (a2 0)

L | LK it v

(6.10)
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Maiores detalhes do método GS sdo encontrados em Barrett et al, 1994. Uma descrigdo do

algoritmo € apresentada na figura 6.6.

Algoritmo Gauss-Seidel

Atribuir um valor inicial x° para a solugdo x*.
Repita enquanto k = 1, 2, ... Kmax
Facaparai=1,?2, ..., n (nimero de equagdes do sistema linear)

Xi =0

Facaparaj=1,2,..,i-1
;(—i= X; + aijxjkﬂ
Fim para
Facapara j=i+1, ..,n

_ k
X;j= X + aiij'

Fim para
k+1 (bi B Xl)
x; =
ajj
Fim para

Testar o critério de convergéncia e continuar se nao convergiu ainda.
k = k+1 (incremento do contador de iteracdes)
Fim repita

Figura 6.6 - Algoritmo Gauss-Seidel.

Se a matriz A for diagonal dominante e for irredutivel, ou tiver diagonal estritamente
dominante, para qualquer b e x° 0 método GS converge.
Com o objetivo de analisar as ordenagdes descritas no presente capitulo aplicam-se 0s

métodos GS, TDMA e GC.

6.6 Analise da ordenacao

Nas figura 6.7 e 6.8 sdo apresentadas uma malha hexagonal formada por 2475 pontos e
uma retangular formada por 2401 pontos, respectivamente.

Na malha hexagonal, o sistema linear, resultante com a discretizagdo da equagdo da
condugdo de calor, € resolvido aplicando dois tipos de ordenacdes das variaveis. A primeira € a
ordenagdo proposta por Cardoso et al. (Cardoso et al., 1996) representada pelo sistema 1 e
denominada de malha hexagonal com ordenacdo. Na segunda ordenagdo a numeracdo dos

volumes de controle € horizontal (iniciando na origem da cavidade quadrada indo até o lado
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te-se este procedimento) e o sistema resultante € denotado por sistema b. Na

z

, apds repe

oposto

malha retangular, encontrada na figura 6.8, a numeracdo dos volumes de controle € efetuada em

linhas diagonais, a partir da origem da cavidade quadrada.

trico é formado por uma cavidade quadrada, com temperatura prescrita

inio geomé

O dom

conforme tabela 3.3.

x2afad0fadatndalefalatatacladalalelalafadafalalal
006%a%a0a%a00TaTa0aa0eT0Ta 00020200606 %a0a06 a1

Figura 6.7 - Malha hexagonal formada por 2475 volumes.

Figura 6.8 - Malha retangular formada por 2401 volumes.
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A tabela 6.1 exprime as caracteristicas encontradas nas malhas apresentadas anteriormente.

Tabela 6.1 - Caracteristicas dos sistemas resultantes nas ordenagdes.

»0 de geometr yrde . e

hexagonal com ordenagdo/(sistema a) | 2475 16929 | 7,8925 | 1,0025
hexagonal original5 [(sistema b) 2475 16929 | 7,8925 | 1,0025

retangular em diagonal/(sistema c) 2401 11809 | 8,4947 | 0,040

onde ne € o nimero de coeficientes ndo nulos no sistema e K, € o nimero de condi¢ao.

Quando a condi¢@o da matriz € pequena, os pré-condicionadores poden ndo ser eficazes,
tornando-os desnecessarios.

As figuras 6.9 e 6.10 apresentam o formato da matriz de coeficientes da malha hexagonal e

retangular com geracgdo diagonal.

0 T r T r
ne =16920

500

1000+
3
T 1500}

2000

0 500 1000 1500 2000

3 (coluna)

Figura 6.9 - Representac@o matricial (i, j) do sistema a e sistema b, (n = 2475).

5 A ordenagdo original na malha hexagonal ¢ igual a ordenagdo horizontal, pois a geragio da malha foi feita no
sentido horizontal usando cota igual a y minimo.
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D T ¥ T T
ne=11809

500 E

— 1000 -
]

1500 + i

2000 -

0 500 1000 1500 2000

3 (coluna)

Figura 6.10 - Representacdo matricial (i, j) do sistema c, (n = 2401).

A figura 6.11 expde os autovalores do sistema a e b, utilizando os coeficientes do sistema

original. Na figura 6.12 sdo mostrados os autovalores do sistema ¢ com a matriz original.

? /

[ o

valor dos autovalotes

1 )

1 201 401 601 801 100f1 1201 1401 1601 1801 2001 2201 2401

freqiiéncia dos autovalores

Figura 6.11 - Autovalores para o sistema a e b com a matriz de coeficientes original.
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1

valor dos autovalores

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 2200 2400

freqiiéncia dos autovalores

Figura 6.12 - Autovalores para o sistema ¢ com a matriz de coeficientes original.

Na tabela 6.2 sdo exibidos os resultados encontrados, para a solugdo da equagdo da
condug@o de calor (equacio (3.10)), utilizando:

(i) a ordenag@o em linha continua (sistema a) e ordenagao original (sistema b)
(ii) a ordenagdo em diagonal realizada na prépria geragao da malha retangular (sistema c).

As ordenagdes sdo analisadas em termos de tempo de processamento e numero de
iteracdes, utilizando os métodos TDMA, GS, métodos tradicionais na solu¢do de problemas de
escoamento de fluidos, e 0 GC (Tanyi and Thatcher, 1996). A convergéncia € obtida utilizando o

critério,

T - T 6.11)
T<k+l

kel _
i

<&

€110

onde T**' € a temperatura na iteragdo atual, T é a temperatura na iteragdo anterior e & € a
preciso, aqui utilizada (107), os resultados foram obtidos em uma SUN SPARCstation 10.

Tabela 6.2 - Resultados obtidos com o GS, TDMA e GC utilizando as ordenagdes.

[ Sitemaymétodos| | GmusSewel T]  TDMA | Gradiénte Conjugado
iteracdes | tempo (s) | iteracdes | tempo (s) | iteracdes | tempo (s)
sistema a 801 22,70 1053 64,64 58 2,12
sistema b 803 17,31 830 37,09 56 1,71
sistema c 915 22.02 914 47,05 84 2,01
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Na figura 6.13 exibi-se o comportamento dos métodos utilizados na solugdo do sistema a.
O primeiro grafico apresenta o valor para a temperatura, nas 50 primeiras iteragdes, em um ponto
proximo a parede com temperatura prescrita de 100°C. O grafico seguinte mostra a variagdo no
erro (equagdo (6.12)). Observa-se que o GC é o método mais adequado entre os métodos usados
para a resolugdo do sistema a, sendo aproximadamente 14 vezes mais rapido que o GS e 18 vezes

mais rapido que o TDMA.

90
85 F ]
80
5

70

temperatura

iteragdes

Figura 6.13 - Convergéncia da temperatura no sistema a.

0.45

0.35

0.25

Erro

015

0.05 — @GS

L e, --- TDMA
..... GO
-0.0%
Q 10 20 30 40 =50
tteragdes

Figura 6.14 - Variagdo do critério de convergéncia no sisfema a.

A figura 6.15 expde os métodos utilizados no sistema b, o primeiro grafico apresenta o
comportamento da temperatura em um ponto proéximo a parede com temperatura prescrita de
100°C. A figura 6.16, que segue, mostra a variagdo no erro. Verifica-se novamente que o GC é o
método mais adequado, sendo aproximadamente 14 vezes mais rapido que os outros métodos,

respondendo conforme as observagdes feitas por Tanyi and Thatcher (1996).
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Figura 6.15 - Convergéncia da temperatura no sistema b.
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Figura 6.16 - Variagdo do critério de convergéncia no sistema b.

A figura 6.17 expde o comportamento dos métodos aplicados na solugdo do sistema c, o

primeiro grafico apresenta o valor para a temperatura até a centésima iteragdo, em um ponto

proximo a parede com temperatura prescrita de 0°C., a figura 6.18 mostra a variagdo no erro. O

GC ¢ aproximadamente 14 vezes mais rapido que os demais métodos.
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Figura 6.17 - Convergéncia da temperatura, até a centésima iteragdo, no sistema c.
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Figura 6.18 - Variag@o do critério de convergéncia no sistema c.

As ordenag¢bes ndo aumentaram a velocidade de convergéncia do TDMA, tornando-o
inclusive mais lento que o proprio GS, porém seria necessario realizar um refino na malha para
uma analise mais precisa dos resultados. Contudo, deve-se analisar se o tempo dispensado a
obtengdo de uma ordenagdo ndo poderia ser dedicado a melhora dos pré-condicionadores
existentes na literatura, os quais podem melhorar a velocidade de convergéncia dos métodos da

familia do GC.
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6.7 Conclusiao

No presente capitulo apresentou-se ordenacdes: em linha horizontal, continua e diagonal
aplicando-se os métodos GS, TDMA e GC na solugdo da equagdo da condugdo de calor.
Constatou-se, nos trés sistemas abordados, que o método GC resolveu-os de forma mais
adequada, com nimero de iteragdes e tempo de processamento menores, o0 TDMA teve
desempenho semelhante ao GS. O GS apresentou baixo custo por iteragdo, mas esta vantagem &
perdida pela velocidade de convergéncia extremamente baixa. As ordenacOes usadas nao
melhoraram a performance do TDMA, onde esperava-se um nimero menor de iteracdes na
convergéncia.

Finalmente, ndo se sabe até que ponto pode ser considerado vantajoso estudar e
implementar diversas formas de ordenagdes em malhas com geometrias e discretizagdes
diversificadas, enquanto poder-se-ia estudar de forma mais detalhada os pré-condicionamentos,

que j4 s@o reconhecidamente aceleradores da velocidade de convergéncia da familia do GC.
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7.1 Introducao

Para comparar o desempenho do GC pré-condicionado, empregado na solugdo da equagio
da conducdo de calor, sdo utilizados trés conjuntos de sistemas lineares, cujas matrizes de
coeficientes sdo simétricas positivas definidas, resultantes de malhas ndo-estruturadas com

dominios variados.

7.2 Geometrias

As geometrias utilizadas no presente capitulo tem formatos variados. A geometria em
formato L utiliza uma malha gerada apartir de pontos nodais distribuidos aleatoriamente com 0s
volumes podendo ser distorcidos ou irregulares, seguindo as propriedades do DV. A geometria
triangular utiliza uma malha com volumes de controle hexagonais e a cavidade quadrada tem seu
dominio modelado por malha com volumes de controle retangulares. As geometrias
computacionais apresentadas na figura 3.4 sdo discretizadas por malhas néo-estruturadas geradas

por DV apresentadas nas figuras (7.1) a (7.3).

Figura 7.1 - Malha aleat6ria com 1003 volumes, geometria em formato L.
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Figura 7.2 - Malha hexagonal com 976 volumes, geometria triangular.

Figura 7.3 - Malha retangular com 1369 volumes, geometria quadrada.
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As caracteristicas dos sistemas de equacdes algébricas lineares, resultantes da discretizagdo

da equagdo da conducgdo de calor (equagdo (3.10)) nas malhas ndo-estruturadas, sdo apresentadas

na tabela 7.1. Os sistemas apresentados t€ém dimensdes relativamente pequenas e o nimero de

condig¢ao € baixo, sendo que a maior condi¢do € encontrado no sistema 1.

Tabela 7.1 - Descri¢do dos sistemas resultantes da discretiza¢do da equagao do calor.

formato L (sistema 1) 1003 | 6789 | 6,1884 | 0,0046 13453
formato triangular (sistema 2) 976 6560 | 7,8949 | 1,0027 7,87
quadrada retangular (sistema 3)| 1369 6697 | 8,4905 | 0,0071 1195,84

onde rne € o nimero de elementos ndo nulos

Na tabela 7.2 sdo apresentados os resultados da resolugdo dos sistemas com o método GC
fazendo uso dos pré-condicionamentos diagonal (GCPD), SSOR (GCPSSOR) e Cholesky
Incompleto sem “fill-ins” (GCPCI). A tolerancia usada como critério de convergéncia € descrita

na equacdo (7.1),

(7.1)

onde & = 10~

Na tabela 7.2 o desempenho computacional dos métodos iterativos foram avaliados em
uma plataforma Sun Ultra, comparando numéro de iteragdes e tempo de processamento.
Observa-se que alguns sistemas de equagdes algébricas lineares ndao sdo resolvidos em poucos

passos iterativos.

Tabela 7.2 - Resultados do GC pré-condicionado.

"GCPSSOR
iter t T t iter t iter t
sistema 1 186 4,16 139 3,54 139 230,27 126 286,33
sistema 2 96 1,17 86 1,27 86 98,07 64 105,35
sistema 3 72 0,80 68 0,98 68 91,00 50 98,04
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onde iter € o nimero de iteragdes necessdrios para alcancar a convergéncia e t € o tempo em
segundos necessdrio para atingir a convergéncia;

Na tabela 7.2 verifica-se que a técnica de pré-condicionamento diagonal € eficiente, pois
ela permite resolver todos os sistemas em menor nimero de itera¢cdes que o GC, porém com
tempo de processamento superior ao obtido com o GC, nos sistemas 1 e 2. O pré-
condicionamento diagonal € favorecido porque a matriz de coeficientes € diagonalmente
dominante.

O SSOR, usando ® = 1,5 e y = 1 encontra resultados semelhante aos obtidos com o pré-
condicionamento diagonal, vindo de encontro com as afirma¢Ses de Papadrakakis (1993). Com
Y = 0 o desempenho € igual a0 método SSOR. Serd mostrado na se¢do 7.4 que o0 SSOR reduz os
autovalores maiores quase para a unidade, mas comumente possui autovalores pequenos, que
causam problemas de convergéncia. Note que nos pré-condicionadores SSOR e diagonal ndo sdo
requeridas armazenagem e tempo extra, para construir o pré-condicionador, contudo o pré-
condicionamento SSOR torna-se mais lento que o diagonal.

No GCPCI sem “fill-ins” o tempo de processamento é maior que o encontrado com oS
demais pré-condicionadores, € o nimero de iteragdes € razodvel. Infelizmente se o sistema nao
tem uma M-matriz que satisfaca a equacdo (1.1), a fatorac@o pode falhar pelo fato da matriz ter
uma diagonal imagindria. Espera-se um desempenho melhor deste pré-condicionamento, quando

os sistemas lineares tiverem dimensdes maiores.

7.3 Analise do nimero de condicao

O pré-condicionamento explicito da equagdo Ax = b € formado por:

(Pe' APy TP x) =Pe'b (7.2)

Portanto, é possivel calcular todos os autovalores da matriz pré-condicionada, o que €
interessante para conhecer a distribuicdo dos autovalores e a condicdo da matriz pré-

condicionada. Assim, tem-se:

(i) pré-condicionamento diagonal Pg = diag (A2, vide equagdo (5.7);

(ii) pré-condicionamento SSOR, Pg = (D+03B)D'” 2 encontrado na equagdo (5.22);
(iii) pré-condicionamento por fatora¢do incompleta de Cholesky Pg = L', vide equagdo (5.25).
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Por razdes praticas a andlise gréfica serd restrita apenas ao pré-condicionador diagonal
aplicado a dois sistemas. A distribuicdo dos autovalores do sistema 2 sem pré-condicionamento €
com o pré-condicionamento diagonal € apresentada na figura 7.4. Observa-se que com o pré-
condicioamento os autovalores tendem a agrupar-se em um intervalo préximo da unidade, porém

alguns autovalores ndo conseguem se agrupar desta forma.

valor dos autovalores

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

freqiigncia dos autovalores

Figura 7.4.a - Autovalores do sistema 2 sem pré-condicionamento.
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Figura 7.4.b - Autovalores do sistema 2 com PDS.
A figura 7.5 apresenta a distribuicio dos autovalores, sob outra visdo, sem o pré-

condicionamento e com o pré-condicionamento diagonal para o sistema 2, onde nota-se que o

pré-condicionamento diagonal agrupou os autovalores préximos da unidade.

¢ PD significa pré-condicionamento diagonal.
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Figura 7.5 - Comparativo dos autovalores sem pré-condicionamento e com PD, sistema 2.

Analisando a distribuigdo dos autovalores para o sistema original € com pré-
condicionamento diagonal no sistermma 3 (vide figuras 7.6 e 7.7), nota-se que os autovalores
iniciais tendem a ficar mais concentrados, contudo restam autovalores pequenos distantes do

“cluster” o que resulta em um aumento pequeno da velocidade de convergéncia do GC.
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Figura 7.6.a - Autovalores do sistema 3 sem pré-condicionamento.
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Figura 7.6.b - Autovalores do sistema 3 com PD.
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Figura 7.7 - Comparativo dos autovalores sem pré-condicionamento e com PD, sistema 3.
7.4 Efeitos do pré-condicionamento

A tabela 7.3 apresenta o maior autovalor (Ama), 0 menor autovalor (Amin) € 0 numero de
condi¢io (k;) da matriz pré-condicionada usando os pré-condicionamentos descritos
anteriormente. Para estes casos testados, todos os pré-condicionadores produziram o maior
autovalor proximo da unidade. Além disso, o escalonamento diagonal € o SSOR (comw =15 ¢
v = 0,8) as vezes ddo autovalores muito pequenos, A fatoragdo de Cholesky incompleta sem “fill-
ins” (CI(0)) também produz o mimero de condi¢do menor, produzindo o autovalor maximo

proximo da unidade.
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Tabela 7.3 - Autovalores das matrizes pré-condicionadas.

7\'mzix 7\'min K2 ?\‘méx xmin K2 7\fmzix kmin K2

sistema 1 1,9876 | 0,0019 | 1046,1 | 1,9984 | 0,0018 | 1110,2 | 1,002 | 0,0011 | 910,9
sistema 2 1,9973 [ 0,3372 | 5,92 |[1,9981 [0,3273 | 6,1048 | 1,05 | 0,3043 | 3,45
sistema 3 1,9982 | 0,0018 | 1110, 1| 1,9991 | 0,0017 [ 1175,9| 1,1 0,0012 | 916,7

As figuras 7.8 a 7.10 representam a distribui¢do dos elementos da matriz de coeficientes

nos sistemas 1, 2 e 3 respectivamente.
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Figura 7.8 - Representacdo matricial (i, j) do sistema 1, (n = 1003).
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Figura 7.9 - Representagdo matricial (i, j) do sistema 2, (n = 976).
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Figura 7.10 - Representagdo matricial (i, j) do sistema 3, (n = 1369).
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7.5 Analise dos resultados

Na figura 7.11 apresenta-se o comportamento da temperatura no ponto nodal (41,6; 47,7),
identificado na figura 7.1, na geometria em formato L com malha aleatéria. De acordo com o
grafico o método GC, GCPD e GCPSSOR apresentaram comportamento inferior ao GCPCI, que
exigiu menor numero de iteragdes para convergir. O comportamento do residuo pré-
condicionado, é apresentado na figura 7.12, observando-se que este é bastante oscilatorio para o
GC e GCPCI, se comparado com os demais, no entanto convergem com menor numero de

iteragdes. A figura 7.13 detalha esta evolugdo do residuo até a centésima iteragao.

51

temperatuta

4

numero de iteragdes

Figura 7.11 - Processo iterativo para a temperatura no sistema 1.
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Figura 7.12 - Comportamento do residuo pré-condicionado no sistema 1.
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Figura 7.13 -. Comportamento do residuo pré-condicionado, até a centésima iteragao.

A figura 7.14 exple a temperatura no ponto (2,85; 11,65) identificado na figura 7.2, na
geometria em formato triangular. Verifica-se que a temperatura ¢ semelhante a temperatura de
condigdo prescrita 100°C , pois o ponto escolhido para a analise esta proximo do contorno. De
acordo com o grafico o GCPD e GCPSSOR apresentaram comportamentos semelhantes e o
GCPCI apresentam desempenho um pouco superior. A figura 7.15 apresenta o processo iterativo
até a quinqilagésima iteragdo. O comportamento do residuo pré-condicionado durante o processo
iterativo, € apresentado na figura 7.16 e ¢ bastante oscilatorio para o0 GCPCI, se comparado com

os demais pré-condicionamentos.

95
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Figura 7.14 - Temperatura nas primeiras iteragdes, sistema 2.
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Figura 7.15 - Convergéncia da temperatura no sistema 2 até a quinqiiagésima iteragao.
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Figura 7.16 - Comportamento do residuo pré-condicionado, sistema 2.

Na figura 7.17 ¢ apresentado o processo de convergéncia da temperatura no ponto nodal
(16,8; 17,9) identificado na figura 7.3, sistema 3, verifica-se que a temperatura € semelhante a
temperatura prescrita 100°C, pois o ponto estd proximo do contorno da geometria. De acordo
com o grafico o método GC, GCPD e GCPSSOR apresentaram comportamento pouco inferior
ao GCPCI, que por sua vez exigiu menor numero de iteragdes para convergir. A figura 7.18

apresenta o processo iterativo até a trigésima iterac@o.
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Figura 7.17 - Processo iterativo para a temperatura no sistema 3.
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Figura 7.18 - Temperatura no sistema 3 até a trigésima iteragao.

Os residuos pré-condicionados encontrados com os pré-condicionamentos aplicados para a
resolugdo do sistema 3 sdo apresentados na figura 7.19. O residuo até a trigésima iteragdo €
apresentado na figura 7.20, observando-se que este € bastante oscilatorio para o GCPCI, se

comparado com os demais pré-condicionamentos.
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Figura 7.19 - Comportamento do residuo pré-condicionado, sistema 3.
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Figura 7.20 - Residuo pré-condicionado até a trigésima iteragao, sistema 3.

Na figura 7.21 expde-se os resultados encontrados para a temperatura no ponto nodal
(12,6; 13,4), identificado na figura 7.3, aplicando o GCPSSOR utilizando valores diferenciados
para ® e . Quando y = 0 o método tem comportamento semelhante a0 método SSOR com
convergéncia lenta, conforme observado por Papadrakakis (1993). A variagdo do fator de
relaxagdo ® com \y mantido como sendo 1, ndo ocasionou alteragdes no processo de

convergéncia.
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Figura 7.21 - Convergéncia da temperatura utilizando o GCPSSOR.

7.6 Conclusao

Neste capitulo foi empregado o método Gradiente Conjugado, juntamente com algumas
técnicas de pré-condicionamentos para a resolugdo do sistema resultante da discretizacdo da
equagdo da condug@do de calor em malhas de Voronoi.

A técnica mais simples de pré-condicionamento € a diagonal, tal pré-condicionamento
remove os efeitos negativos das grandes variagdes em magnitude dos elementos diagonal, que
para matrizes diagonalmente dominante pode causar um nimero de condigdo alto.

O pré-condicionamento diagonal tem um desempenho bastante adequado para matrizes
diagonalmente dominante, conforme observado neste capitulo, porém esta ¢ uma aplicag@o
especifica e o pré-condicionamento diagonal ndo é, normalmente, eficiente. Contudo, o pré-
condicionamento diagonal pode tornar-se menos efetivo quando os elementos fora da diagonal
assumem importancia. (Behr and Tezduyar, 1994). Este fato ocorre na pratica em problemas onde
o nimero de Reynolds cresce.

O pré-condicionamento SSOR (0=1,5; y=1) convergiu igual ao pré-condicionamento
diagonal, sendo necessario o mesmo numero de iteragdes, porém com o tempo de processamento
maior. Mudando os parametros m, \y o método tende a convergir de forma mais lenta e com
maior nimero de iteragdes.

O pré-condicionamento por fatoragdo de CI diminuiu o nimero de condi¢do dos trés
sistemas convergindo com menor numero de iteragdes porém com o tempo de processamento

maior. Logo, no presente caso o pré-condicionamento por fatoragdo de CI ndo €é viavel devido
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seu custo computacional e porque ndo trouxe novas contribuicdes. Espera-se que este pré-
condicionamento tenha um desempenho superior quando aplicado em malhas refinadas, e
utilizando niveis de enchimento entre 1 e 3, conforme Marcondes (Marcondes, 1996), o que nao

serd abordado no presente trabalho.



Capitulo 8 - Resultados numéricos: equacoes de Navier-Stokes

8.1 Introducao

Os resultados numéricos obtidos no presente capitulo t€ém como finalidade verificar a
eficiéncia dos métodos da familia do GC, descritos no capitulo 4, para a resolugdo das equagdes
discretizadas de Navier-Stokes. Tais resultados sdo validados utilizando os valores encontrados
no trabalho de Ghia et al (1982). Foram aplicados diferentes esquemas de avalia¢do de gradiente
de pressdo para fins de comparagdo de desempenho e avaliagdo do comportamento de cada

gradiente.

8.2 Analise dos métodos da familia do GC

O teste utilizado para validagdo dos métodos numéricos, € o escoamento bidimensional em
uma cavidade de se¢do quadrada de largura infinita, sujeita a uma parede superior deslizante,
semelhante a uma esteira. A especifica¢cdo da cavidade quadrada, juntamente com as condi¢des

de contorno € apresentada na figura 8.1.

esteira -
N u=1,v=0 N
N Y
\ u=0 u=0 \ L
\Y \ v=0 v=0 \
BN N\
4 u=v=0 \ v
L, S~~~y
L,

Figura 8.1 - Cavidade quadrada com parede superior deslizante e condi¢des de contorno.
Na obtengdo das solugdes foram simulados escoamentos onde o nimero de Reynolds

assumiu valores 100, 400 e 1000. As malhas sdo formadas por 50x49 pontos com disposi¢ao
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hexagonal conforme figura 6.7, 37x37 pontos com disposi¢ao retangular apresentada na figura

7.3 e a malha aleatéria formada por 530 volumes de controle.

Figura 8.2 - Malha aleatéria com 530 volumes em geometria quadrada.

A velocidade de convergéncia, dos métodos utilizados, estd relacionada ao fator de
relaxagdo @ empregado e, ao nimero de vezes em que cada uma das varidveis sdo resolvidas
durante cada itera¢do. O fator de sub-relaxacdo 6timo é usualmente escolhido em fungdo do
tamanho da malha. De acordo com Tanyi e Thatcher, para malhas de dimensdes 36x36 o valor
6timo encontrado para o fator de sub-relaxacdo € aproximadamente 0,8 para m, e ®, para as
equagdes (3.52) e (3.53). Em malhas com maior nimero de pontos recomenda-se 0,9 para m, e
y. O fator de sub-relaxag@o utilizado neste trabalho é 0,5 e os sistemas para o célculo das
velocidades u (equagdo (3.52)), v (equagdo (3.53)) e para a corre¢do da pressdo (equagao (3.54))
sdo resolvidas de maneira desacoplada para cada uma das varidveis.

A tabela 8.1 apresenta o desempenho dos diferentes métodos da familia do GC utilizados
para resolver os sistemas linearizados resultantes da discretizacdo das equagdes de Navier-Stokes
em malhas de Voronoi. Os resultados sdo coletados com Reynolds 100, utilizando para o cédlculo
dos gradientes de pressdo o MRQ, MPGNP e MPMGNP (Taniguchi et al., 1991; Taniguchi, and
Kobayashi, 1991; Cardoso, 1997). Os sistemas sdo resolvidos por um lago iterativo interno,

formado por uma iteragao para cada varidvel.
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Tabela 8.1 - Processo iterativo nas equagdes de Navier-Stokes com Reynolds = 100.

Métodos i- i
malhas iter t iter t iter t
gradientes
I 1624 | 4,25 | 1166 | 3,15 | 2918 | 9,09 | 762 | 1,51
MRQ h | 2734 | 17,35 | 2197 | 13,34 | 4300 | 31,57 | 739 | 4,19
a | 4481 | 6,15 | 1560 | 2,11 | 6724 | 28,40 | 661 | 0,50
r 1624 | 4,31 | 1166 | 3,15 | 2918 | 9,30 | 918 | 2,06
MPGNP h | 3104 | 20,35 | 2335 | 15,31 | 4845 | 34,37 | 1060 | 6,21
a nc - nc - nc - nc -
r 1624 | 537 | 1166 | 4,08 | 2918 | 11,33 | 932 | 2,39
MPMGNP | h | 3204 | 25,54 | 2444 | 19,54 | 4620 | 40,23 | 789 | 5,53
a nc - 2505 | 4,27 | 9971 | 37,43 | 1188 | 1,57

onde r representa a malha retangular, 2 a malha hexagonal, a ¢ malha aleatéria, nc significa que o
método numérico ndo convergiu, t € o tempo medido em minutos e iter expressa o nimero de

iteragdes até alcangar a convergéncia definida pela equacdo que segue,
k _ gk
erro =1Fj I<§ (8.1)

sendo € = le* e Fjj é o residuo da conservagdo da massa definido no capitulo 3.

Cabe lembrar que os resultados deste capitulo foram obtidos utilizando o sp2, super-
computador disponivel no Nicleo de Processamento de Dados da Universidade Federal de Santa
Catarina. O sp2 trabalha com processamento paralelo e serial, sendo que em paralelo o tempo de
processamento obtido ¢ menor. Contudo os programas implementados neste trabalho utilizaram
apenas o processamento serial.

Comparando, na tabela 8.1, os resultados dentre os quatro métodos da familia do GC
empregados, o GC é o método mais eficiente porque usa menor tempo de processamento €
nimero de iteragdes para convergir. Contudo os sistemas resolvidos sdo assimétricos (exceto o
sistema da corre¢ao de pressdo) e o GC para sistemas cuja matriz € simétrica positiva e definida é
inaplicavel, porém no presente trabalho o GC convergiu. O Bi-CGSTAB € mais adequado que o
CGS e o TFQMR, sendo este ultimo o mais lento para alcangar a convergéncia.

Entre as diferentes avaliagdes utilizadas para calcular os gradientes de pressdao, o MRQ
apresentou os resultados de forma mais rdpida, a MPGNP ndo convergiu para a malha aleatéria
com nenhum dos métodos utilizados. A MPMGNP apresentou convergéncia, geralmente, mais

lenta que as outras duas formas de avaliacdo dos gradientes de pressdo, contudo para a malha
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aleatéria convergiu em trés métodos iterativos, e na malha hexagonal os métodos TFQMR e GC
tiveram desempenho superior a MPGNP.

Dando continuidade a investigagdo dos métodos da familia do GC, sdo mostradas nas
figuras 8.3 a 8.8 perfis de velocidades u e v para Reynolds 100 ao longo de uma linha média
vertical e horizontal, respectivamente, para as velocidades na dire¢éo x e y, na malha modelada
por volumes retangulares. As linhas horizontal e vertical estdo localizadas no centro geométrico
da cavidade quadrada.

As figuras 8.3 e 8.4 apresentam os valores para as velocidades u e v utilizando o MRQ
para o calculo dos gradientes de pressdo, nas figuras 8.5 e 8.6 fez-se uso da MPGNP na avaliagdo
dos gradientes e nas figuras 8.7 e 8.8 a MPMGNP foi aplicada. Ambas velocidades u e v, sdo
comparadas com os resultados obtidos por Ghia ef a/.(Ghia et al., 1982). Nota-se, em uma
primeira analise, que os valores obtidos na resolugdo das equacgdes de Navier-Stokes utilizando os

métodos propostos foi semelhante ao encontrado por Ghia et al..

10
y/L 05
—0—  Guia ¢t al.
-a- GC
% CG3
-& -~ Bi-CGSTAB
0.0 —+- TFQMR

-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12

velocidade v ao longo de uma linha vertical central

Figura 8.3 - Velocidade u com MRQ, malha retangular, (1369 pontos nodais).
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Figura 8.4 - Velocidade v com MRQ, malha retangular, (1369 pontos nodais).
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Figura 8.5 - Velocidade u com MPGNP, malha retangular, (1369 pontos nodais).
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Figura 8.6 - Velocidade v com MPGNP, malha retangular, (1369 pontos nodais).
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Figura 8.7 - Velocidade u com MPMGNP, malha retangular, (1369 pontos nodais).

0.3

02

o4

velocidade v ao longo de uma linha
horizontal central

0.0 Qf/

-0.1
~0—  Guia etal.
-a- GC

-0.2 - CG3
-~ Bi-CGSTAE

-0.3 ~&- TEQMR

0.0 05 1.0

¥L
Figura 8.8 - Velocidade v com MPMGNP, malha retangular, (1369 pontos nodais).

Os resultados apresentados até o momento mostram-nos que a MPMGNP, captou com
relativa precisdo, o perfil das velocidades obtidas por Ghia ef al. (Ghia et al., 1982), embora em
alguns pontos o perfil de velocidade v calculado com MPMGNP manteve-se ligeiramente distante
dos resultados de Ghia et al. Desta forma a MPMGNP torna-se atrativa para futuras avaliagdes.

Nas figuras que seguem os resultados sdo obtidos utilizando Reynolds=100 em malha
hexagonal. Nas figuras 8.9 e 8.10 apresentam-se os valores para as velocidades u e v utilizando o
MRQ para o célculo dos gradientes de pressao, nas figuras 8.11 e 8.12 faz-se uso da MPGNP na
avaliagdo dos gradientes de pressdo e na figuras 8.13 e 8.14 a MPMGNP ¢ aplicado. Observando
as figuras, todos métodos iterativos acompanharam os resultados obtidos por Ghia ez al., com um

comportamento semelhante entre eles.
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Nota-se que os valores encontrados com a MPGNP e a MPMGNP, na resolugdo da
equagdo da velocidade na diregdo x (velocidade u), foram semelhantes entre si e proximos aos de
Ghia et al.. Na resolug¢do da equagdo da velocidade na diregdo y (velocidade v) a MPGNP e a
MPMGNP obtiveram resultados menos adequados, isto €, produziram valores ligeiramente

distantes dos encontrados com os outros gradientes.
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Figura 8.9 - Velocidade u com MRQ, malha hexagonal, (2475 pontos nodais)
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Figura 8.10 - Velocidade v com MRQ, malha hexagonal, (2475 pontos nodais).



Capitulo 8 - Resultados numéricos: equagdes de Navier Stokes 108

1.0
w/L 05
—~o—  Guia ¢t al.
-0- GC
e CG8
—=~ Bi-CGSTAB
00 —e- TEQMER

“04 02 00 02 04 06 05 10 12
velocidade u ao longo de uma linha vertical central

Figura 8.11 - Velocidade u com MPGNP, malha hexagonal, (2475 pontos nodais).
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Figura 8.12 - Velocidade v com MPGNP, malha hexagonal, (2475 pontos nodais).
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Figura 8.13 - Velocidade u com MPMGNP, malha hexagonal, (2475 pontos nodais).
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Figura 8.14 - Velocidade v com MPMGNP, malha hexagonal, (2475 pontos nodais).

Os resultados obtidos com o método GC, utilizando malha aleatoria, sdo apresentados nas
figuras 8.15 e 8.16. Nestas figuras observa-se que a malha aleatoria ndo obteve resultados
proximos dos apresentados por Ghia et al. (1982), deve-se considerar entretanto, que esta malha
tem dimensdes menores que as outras adotadas (retangular e hexagonal). Porém, mesmo tendo
dimensdes menores os métodos iterativos, quando utilizados com a malha aleatoria, tiveram
desempenho inferior ao obtido com as outras malhas, quanto ao numero de iteragdes e tempo de
CPU, o que pode ser observado na tabela 8.1. A avaliagdo dos gradientes de pressdo pela
MPGNP ndo convergiu na malha aleatoria, fato pelo qual s6 o MRQ e a MPMGNP tém os

resultados apresentados graficamente.

/L
Bk
-—Guia et al.
\EL o MRQ
b - MPMGNP
-0.4 -0.2 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0 1.2

velocidade u ao longo de uma linha vertical central

Figura 8.15 - Velocidade u com MRQ e MPMGNP na malha aleatoria, (530 pontos nodais).
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Figura 8.16 - Velocidade v com MRQ e MPMGNP na malha aleatoria, (530 pontos nodais).

A figura 8.17 ilustra o comportamento das diferentes avaliagdes dos gradientes de pressao
utilizados no calculo da velocidade na dire¢ao x na malha modelada por volumes retangulares. A
figura 8.18 mostra o comportamento da velocidade na dire¢do y calculada com a aplicagao dos
diferentes gradientes de pressdo, na mesma malha. Nestas figuras observa-se que ambas
avaliagbes dos gradientes de pressdo obtiveram comportamento semelhantes, porém na figura
8.18 o campo de velocidades na diregao y, calculado com a MPMGNP se sobrepds aos resultados
obtidos por Ghia et al. (1982), em alguns pontos. Os valores apresentados nas figuras 8.17 e 8.18

foram obtidos com o método GC.
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w/L 0.5
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-0.4 -0.2 0.0 0.2 0.4 06 R 1.0 1.2

velocidade u para diferentes gradientes de pressio

Figura 8.17 - Avaliag@o dos gradientes de pressao para a velocidade u com Reynolds = 100,

malha retangular.
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Figura 8.18 - Avaliagdo dos gradientes de pressao para a velocidade v com Reynolds = 100,

malha retangular.

O comportamento das diferentes avaliagdes dos gradientes de pressao utilizados no calculo
da velocidade na dire¢do x na malha modelada por volumes hexagonais ¢ mostrado na figura 8.19.
A figura 8.20 ilustra o comportamento da velocidade na diregdo y. Nas figuras 8.19 e 8.20 os

valores foram obtidos utilizando o método CGS na resolugdo dos sistemas.

10
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-0.25 -0.05 0.15 0.35 055 0.75 0.95

velocidade u para diferentes gradientes de pressio

Figura 8.19 - Avaliagdao dos gradientes de pressio para a velocidade u com Reynolds = 100,
malha hexagonal.
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Figura 8.20 - Avaliagdo dos gradientes de pressdo para a velocidade v com Reynolds = 100,
malha hexagonal.

Na figura 8.19 nota-se que os valores encontrados com as diferentes propostas de calculo
para os gradientes de pressdo se sobrepdem aos valores de Ghia ef al.. No caso do calculo da
velocidade na dire¢do y com o MRQ obteve-se os resultados mais adequados que os demais, € a
MPGNP obteve os piores resultados. Vale ressaltar que nenhum deles obteve valores
aproximadamente iguais aos de Ghia ef al. em todos os pontos.

A tabela 8.2 expde os resultados obtidos utilizando Reynolds = 400 para os diversos
métodos iterativos propostos. Nos sistemas lineares, usa-se um lago iterativo para as variaveis u e

v com 2 iteragdes internas para a corre¢do da pressdo com 3 iteragdes internas.

Tabela 8.2- Processo iterativo nas equagdes de Navier-Stokes com Reynolds = 400.

Métodos CGS Bi-CGSTAB TFQMR GC
malhas | iter t iter t iter t iter t
gradientes
r nc - nc - nc - 397 | 1,13
MRQ h nc - 1158 | 1242 | nc - 1593 | 10,50
a nc - nc - nc - 1012 | 1,31
r nc - nc - nc - 395 1,13
MPGNP h nc - 871 | 7,35 nc - 3526 | 24,41
a nc - nc - nc - nc -
r nc - nc - nc - 408 1,31
MPMGNP | A nc - 885 | 9,00 nc - 2301 | 19,44
a nc - nc - nc - nc -

Na tabela 8.2 o GC ¢ o método mais eficiente para a malha retangular sendo que os demais

métodos ndo convergiram. Na malha hexagonal o método mais eficiente ¢ o Bi-CGSTAB
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utilizando menor tempo de processamento e numero de iteragdes para convergir. Os métodos que

nao convergiram talv

ez possam vir a convergir com algum pré-condicionamento, o que pode vir a

ser feito em trabalhos futuros.

O comportamento dos diferentes gradientes de pressdo utilizados no calculo da velocidade

u com Reynolds = 400, na malha modelada por volumes retangulares é apresentado na figura

8.21. A figura 822

diferentes gradientes

ilustra o comportamento da velocidade v calculada com a aplicagdo dos

de pressdo. Nas figuras 8.23 e 8.24 apresenta-se o comportamento dos

gradientes para a malha hexagonal.
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Figura 8.21 - Avaliag@o dos gradientes de pressdo para a velocidade u com Reynolds = 400,
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Figura 8.22 - Avaliagdo dos gradientes de pressdo para a velocidade v com Reynolds = 400,

malha retangular.
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Figura 8.24 - Avaliagdo dos gradientes de pressdo para a velocidade v com Reynolds = 400,

malha hexagonal.

Nas figuras 8.21 e 8.22 os resultados sdo obtidos com o GC e nota-se que os valores

encontrados tanto para a velocidade u como para a velocidade v, estdo ligeiramente distantes dos

valores encontrados por Ghia ef al., sendo que 0 MRQ, a MPGNP e a MPMGNP obtiveram os

mesmos resultados entre si, isto € suas curvas se sobrepdem. Atribui-se estas diferengas as malhas

nao suficientemente refinadas.

Nas figuras 8.23 e 8.24 os valores obtidos, utilizando a malha hexagonal, estio mais

proximos dos valores de Ghia ef al., apenas a velocidade u tem pequenas distor¢des. Para a

velocidade u, a MPMGNP avalia resultados que se aproximam mais dos valores de Ghia et al.

enquanto que com a MPGNP (GC) obteve-se os valores mais distantes de Ghia ef al., o MRQ
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(GC) ¢ o método mais adequado para a velocidade v enquanto a MPGNP (Bi-CGSTAB) ¢ o
menos adequado.

A tabela 8.3 apresenta os valores para Reynolds = 1000. Nos sistemas lineares usa-se um
lago iterativo interno para o calculo das variaveis u e v, com 2 iteragdes e para a correcao da

pressao com 3 iteragdes

Tabela 8.3 - Processo iterativo nas equagdes de Navier-Stokes com Reynolds = 1000.

Métodos CGS Bi-CGSTAB TFQMR GC
malhas | iter t iter t iter t iter t
gradientes
r nc - nc - nc - 676 1,22
MRQ h nc - nc - nc - nc -
a nc - nc - nc - nc -
r nc - nc - nc - 631 1,43
MPGNP h nc - nc - nc - nc -
a nc - nc - nc - nc -
r nc - nc - nc - nc -
MPMGNP | A nc - nc - nc - nc -
a nc - nc - nc - nc -

As diferentes avaliagdes utilizadas para o calculo dos gradientes de pressdo na dire¢do x e
na direcdo y com Reynolds = 1000 em malha retangular sdo apresentados, respectivamente, na

figura 8.25.
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Figura 8.25 - Avaliagao dos gradientes de pressdo para a velocidade u e v com Reynolds = 1000.
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Observa-se nas figuras anteriores que os resultados obtidos com Reynolds = 1000 estao
ligeiramente afastados da curva das distribui¢des do campo de velocidades u e v apresentados

por Ghia et al., 1982.

8.3 Analise da correcao da pressao

Para os procedimentos de cédlculo da corre¢do de pressdo equagdo (5.51), se faz necessario
um ndmero maior de iteragdes internas na resolucido do sistema o que, geralmente, resulta em
uma solucdo mais rdpida e estdvel dos métodos utilizados (Patankar, 1980; Tanyi and Thatcher,
1996). Visando explorar esta andlise, as tabelas 8.4 a 8.10 apresentam vdrias combinacdes
variando os passos iterativos, para os sistemas de solugdo das equagdes u, v e p’ com
Reynolds=100.

Os sistemas de equagdes para as varidveis u, v e para a corre¢do da pressao sao
originalmente ndo-lineares, porém estes sistemas sao linearizados, e deste modo cada incognita €
resolvida através da seqiiéncia iterativa apresentada no fluxograma da figura 3.4.

A tabela 8.4 apresenta o nimero de iteragdes encontrado com os métodos iterativos GC,
CGS, Bi-CGSTAB e TFQMR para o calculo dos gradientes de pressdo avaliados pela proposta
de Taniguchi (Taniguchi et al., 1991; Taniguchi and Kobayashi, 1991) na cavidade quadrada

modelada por volumes retangulares conforme figura (7.3), com MRQ

Tabela 8.4 - Performance (iteragdes) do GC, CGS, Bi-CGSTAB e TFQMR com o MRQ, malha
retangular.

- Minimo residuo quadrdtico

Wyl sece . TGOS | BEGGSTAR! [ TFOMR.

i I 1 762 1624 1166 2918
I I 2 784 1010 1216 2611
I I 3 343 997 1213 2320
2 | 2 | 3 352 1014 201 2001
> | 2 | 6 505 833 211 e
4 | 4 | 6 548 802 1210 %

A tabela 8.5 expde o numero de iteragdes necessario para a convergéncia de acordo com o

critério pré-estabelecido, utilizando os métodos GC, CGS, Bi-CGSTAB e TFQMR com o cdlculo
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dos gradientes de pressdo obtidos pela MPGNP (Cardoso, 1997) e pela MPMGNP na cavidade

quadrada modelada por volumes retangulares.

Tabela 8.5 - Performance (iteracoes) do GC, CGS, Bi-CGSTAB e TFQMR com a MPGNP e
MPMGNP, malha retangular.

Meédia ponderada entre os gradientes normais projetados

wolv L 6€ [ ©66S [ BiCGSTAB | TEQMR
I 1 1 918 1624 1166 2918
1 1 2 807 1010 1216 2632
1 I 3 333 997 1213 2321
2 2 3 340 1014 211 2091
2 2 6 505 833 1211 e
4 4 6 547 892 1210 ne

. Meédia ponderada modtf cada entre os gradtentes normais pmjetados -
u v p | GC o CGS Bl-CGSTAB TFQMR

T 1 | 1 | 92 | 1624 | 1166 2918
I 1 2 806 1010 1216 2632
I 1 3 350 997 213 2321
2 2 3 505 (014 211 2001
2 2 6 271 833 211 o
4 | 4 6 522 892 1210 nc

Nas tabelas 8.4 e 8.5 observa-se que o nimero de iteragdes obtidas para os diferentes
calculos dos gradientes de pressdo sdo os mesmos para o CGS e Bi-CGSTAB, e na tabela 8.5 a
MPGNP e a MPMGNP necessitam do mesmo nimero de iteragdes. Esta conclusdo também se
verifica para o TFQMR, s6 o GC obtém resultados diferenciados, onde a MPGNP possui menor
nimero de iteragcdes que a MPMGNP até u=v=2 e p=3, para lagos iterativos maiores a MPGNP
possui menor nimero de iteragcdes para convergir.

Na figura 8.26 verifica-se o comportamento iterativo do GC, aplicado na solu¢do do
sistema linear resultante da discretizagdo das equagdes de Navier-Stokes em malha retangular ,
com lago iterativo formado por uma iteragdo para as velocidades (u, v) e para a corre¢ao da
pressdo, utilizando-se diferentes gradientes de pressdo. Ja na figura 8.27 apresenta-se o processo

iterativo até a iteracao 300.
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Figura 8.26 - Velocidade u obtida com o GC, utilizando MRQ, MPGNP e MPMGNP.
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Figura 8.27 - Velocidade u até a iteragao 300, com o MRQ, MPGNP ¢ MPMGNP.

Observa-se nas figuras 8.26 e 8.27 que os gradientes de pressio MRQ e MPMGNP tiveram
comportamento semelhantes, ja o MPGNP € mais oscilatorio que os demais, o que também pode
ser observado nas figuras 8.28 e 8.29, as quais apresentam o comportamento do residuo da
equagdo da conservagdo da massa, ou erro durante o processo iterativo, para avaliagdo da

convergeéncia.
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Figura 8.28 - Avaliagdo da convergéncia aplicando GC para o calculo da velocidade u.
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Figura 8.29 - Avaliagdo da convergéncia aplicando GC na velocidade u at€ a iteragdo 300.

A tabela 8.6 apresenta o processo iterativo dos métodos GC, CGS, Bi-CGSTAB e TFQMR
utilizando o MRQ para calcular os gradientes de pressdo, obtidos na cavidade quadrada modelada

por volumes hexagonais.
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Tabela 8.6 - Performance (iteracdes) do GC, CGS, Bi-CGSTAB e TFQMR com o0 MRQ, malha
hexagonal.

1] 1 T | sod 2734 2197 4300
1 1 2 1879 2256 2093 3645
1 1 3 392 1971 2093 5948
2 | 2 | 3 614 1928 2197 6478
2 | 2 | s 1117 1025 2089 ”
4 | 4 | s 1355 1039 2089 e

A tabela 8.7 expde o processo iterativo dos métodos GC, CGS, Bi-CGSTAB e TFQMR

utilizando a MPGNP para calcular os gradientes de pressido (Cardoso; 1997) na malha hexagonal.

Tabela 8.7 - Performance (iteragdes) do GC, CGS, Bi-CGSTAB e TFQMR com a MPGNP,
malha hexagonal.

1 1 2 1628 2523 2335 3474
1 1 3 487 2395 2335 6342
2 2 3 515 2260 2314 nc
2 2 6 1493 1143 2314 nc
4 4 6 1443 1148 2293 nc

A tabela 8.8 mostra os resultados obtidos com os métodos iterativos GC, CGS, Bi-

CGSTAB e TFQMR utilizando a MPMGNP para o célculo dos gradientes de pressdo na malha

hexagonal.
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Tabela 8.8 - Performance (iteragcdes) do GC, CGS, Bi-CGSTAB e TFQMR com a MPMGNP,

malha hexagonal.

T ] 1 ] 1 77 204 aaa | 4620
1 1 2 732 2833 2444 4300
1 1 3 385 2535 2444 7437
2 | 2 | 3 402 2628 2406 nc
2 | 2 | 6 1601 1345 2406 nc
4 | 4 | 6 1422 1347 2384 nc

A tabela 8.9 apresenta o nimero de iteragdes encontrado com os métodos iterativos GC,
CGS, Bi-CGSTAB ¢ TFQMR utilizando o MRQ na cavidade quadrada modelada por volumes
aleatérios, ji a tabela 8.10 apresenta os resultados obtidos com a MPMGNP para os mesmos
métodos iterativos citados anteriormente. A MPGNP nio tem os resultados apresentados pois

ndo convergiu com nenhum dos métodos utilizados.

Tabela 8.9 - Performance (iteragdes) do GC, CGS, Bi-CGSTAB e TFQMR com o MRQ,
malha aleatéria.

1 1 2 1354 2371 1560 5045
1 1 3 1495 2371 ’ 1560 25187
2 2 3 1497 nc 1059 nc

2 2 6 1685 nc 1059 nc

4 4 6 1674 nc 1174 nc
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Tabela 8.10 - Performance (iteragdes) do GC, CGS, Bi-CGSTAB e¢ TFQMR com a
MPMGNP, malha aleatéria.

1 1
1 1
2 2
2 2
4 4

2863 4813 2505 9947
3369 6142 2505 11343
3538 nc 2232 nc
2877 nc 2232 nc
3514 nc 2265 nc

8.4 Analise das diferentes formas de avaliacao dos gradientes de pressao

Na tabela 8.11 apresenta-se os valores dos gradientes de pressdo utilizando as diferentes

formas de avaliacdo do gradiente para a geometria apresentada na figura (7.3). Escolhe-se dois

pontos nodais um localizado na regido central da cavidade quadrada, ponto (11,5; 10,4) e outro

no ponto (15,8; 19,5) localizado préximo ao contorno da parede deslizante.

Tabela 8.11 - Avaliagdo dos gradientes de pressdo na malha retangular (1369 pontos nodais).

VPX.. 0,002906 0,002476 0,002914
{Afpym -0,016825 -0,015636 -0,016243
Erx 1262 0,080579 0,080116 0,080379
VPY 362 0,003113 0,003161 0,003123

Na tabela anterior observa-se que os valores encontrados com o MPMGNP sio

semelhantes aos valores obtidos com o MRQ, enquanto o MPGNP apresenta valores

sensivelmente diferentes.

Na tabela 8.12 apresentam-se os valores dos gradientes de pressao utilizando as diferentes

formas de avaliagio do gradiente para a geometria apresentada na figura (6.7) discretizada com

malha hexagonal, tomando-se dois pontos nodais, um localizado na regido central da cavidade

quadrada, ponto (10,6; 10,6) e outro no ponto (13,6; 19,8) localizado préximo ao contorno da

parede deslizante.



Capitulo 8 - Resultados numéricos: equagdes de Navier Stokes

123

Tabela 8.12 - Avaliacao dos gradientes de pressdo na malha hexagonal (2475 pontos nodais).

IPMG]

VPX 314 0,003364 20,015103 0.002787
5Py1314 -0,012030 -0,01300 -0,013937
VPx 2450 -0,010256 -0,009673 -0,011828
VPY,us0 0,006295 0,006532 0,006510

Na tabela 8.12, com malha hexagonal, os valores apresentam caracteristicas distintas para

cada um dos métodos de avaliacdo de gradientes, para o cdlculo do gradiente de pressdo na

direcdo x o MRQ e a MPMGNP obtém resultados semelhantes, enquanto no célculo do gradiente

de pressdo na direcdo y os trés métodos apresentam resultados semelhantes. Nesta tabela,

observa-se, também, que o gradiente de pressdo na dire¢ao x calculado com a MPGNP, no ponto

localizado no centro da cavidade quadrada, obteve resultado diferente do encontrado com as

outras formas de avaliagdo do gradiente.

Na tabela 8.13 apresenta-se os valores dos gradientes de pressdo utilizando as diferentes

formas de avaliacdo do gradiente, para a geometria apresentada na figura (8.2) tomando-se dois

pontos nodais um localizado préximo ao centro da cavidade quadrada (10,00; 10,00) e outro no

ponto (18,5; 19,3) localizado no contorno da parede deslizante. Nota-se, nesta tabela, que os

valores obtidos com cada forma de avaliacdo sdo semelhantes.

Tabela 8.13 - Avaliacdo dos gradientes de pressdo na malha aleatéria (530 pontos nodais).

0,008548
VPys,, 0,002521 . 20,003132
. 0,037540 . 0,039696
VPy 5 10,015307 . 20,019583

8.5 Conclusao

Este capitulo apresentou o problema da cavidade quadrada com profundidade infinita,

sujeita a uma parede deslizante, modelando o escoamento do fluido regido pelas equacdes de

Navier-Stokes. As malhas avaliadas foram: hexagonal (2475 pontos nodais), retangular (1369

pontos nodais) e aleatdria (530 pontos nodais). As malhas formadas por volumes hexagonais e
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retangulares mostraram-se mais adequadas que as aleatérias, pois aproximaram melhor os
resultados encontrados por Ghia et al. (1982), além do que os métodos iterativos GC, CGS, Bi-
CGSTAB e TFQMR, em geral, demoraram mais para convergir na malha aleatéria.

Os métodos iterativos utilizados para solucdo das equacdes das velocidades u e v, €
corre¢do da pressdo (presente no fluxograma da figura 3.4) foram o GC, CGS, Bi-CGSTAB e
TFQMR. O GC apresentou desempenho superior, atingindo a convergéncia, geralmente, para
todos os valores de Reynolds adotados. O Bi-CGSTAB convergiu para Reynolds = 100, mais
rapido que os métodos CGS e TFQMR, sendo este ultimo inferior aos demais, no presente
trabalho.

Nos resultados coletados para Reynolds = 400, o GC foi o método mais estdvel,
convergindo com quase todas as avaliagdes dos gradientes de pressdo, € o Bi-CGSTAB em
malha hexagonal, também convergiu. Com Reynolds 1000 os métodos, em geral, nado
convergiram, necessitando de uma andlise posterior mais cuidadosa.

No célculo dos gradientes de pressio nas diregdes x e y, trés avaliacdes foram utilizadas: o
MRQ, a MPGNP e a MPMGNP. Com Reynolds = 100, 0 MRQ foi eficaz para todas as malhas, a
MPGNP com performance superior a MPMGNP, quanto ao tempo de processamento € ndmero
de iteragdes, sendo a tltima superior na malha hexagonal com os métodos GC e TFQMR.

Cabe ressaltar que a MPGNP ndo convergiu na malha aleatéria, com nenhum método
iterativo adotado. Deve-se fazer alguns testes com outras malhas aleatérias para se ter um
resultado mais conclusivo.

Alguns resultados foram coletados, combinando variagdes no nimero de iteracdes internas,
para resolucdo dos sistemas das equagdes u, v e corre¢do da pressdo. Verificou-se, que apds
determinado nimero de iteracdes os residuos das equagdes voltam a aumentar, aumentando o
nimero de iteragdes para convergir, isto ocorre devido ao acoplamento e nao-linearidade das
equacdes governantes (Tanyi and Thatcher, 1996). Contudo, € dificil predizer o comportamento
da convergéncia e determinar o nimero de iteracdes internas exato ou padrdo, com o objetivo de

encontrar a convergéncia 6tima.
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No presente trabalho implementou-se um cdédigo computacional empregando malhas néo-
estruturadas geradas por diagramas de Voronoi, para a discretizagdo da equacdo da conducio de
calor e equacdes de Navier-Stokes. O diagrama de Voronoi mostrou-se adequado para geragao
das malhas, captando qualquer contorno geométrico e permitindo o refino em regides especificas
do dominio de célculo. Adicionalmente, as propriedades do diagrama de Voronoi facilitam a
discretizagdo de qualquer tipo de equacgdo, onde haja necessidade de cédlculo de um fluxo
atravessando uma superficie.

As malhas de Voronoi aliam a versatilidade das malhas ndo-estruturadas com a
simplicidade das malhas ortogonais, caracteristica esta, que por sua vez, simplifica as
aproximagdes numéricas existentes, facilitando a realizagdo de balangos de massa, energia,
calculo de fluxos no volume de controle, entre outros.

No sistema de equagdes lineares, resultante da discretizacdo da equagdo da conducdo de
calor em malhas de Voronoi, comparou-se a eficiéncia de trés tipos de ordenag¢des utilizando os
métodos GC, GS e TDMA, e trés tipos de pré-condicionadores: diagonal, SSOR e por fatoragdo
de Cholesky incompleta, utilizando o GC.

Nos sistemas de equacdes resultantes da discretizacdo das equagdes de Navier-Stokes em
malhas de Voronoi, comparou-se a performance de quatro métodos iterativos nao-estacionarios
da familia do Gradiente Conjugado: GC, CGS, Bi-CGSTAB e TFQMR. Os métodos foram
avaliados utilizando Reynolds com valores 100, 400 e 1000 e adotando-se diferentes formas de

avaliacOes dos gradientes de pressa@o nas direcdes x e y.

1. Analise da eficiéncia de trés tipos de ordenacdes das incégnitas aplicadas com o GC:

ordenagdo natural (horizontal e diagonal) e a ordenagdo geométrica.

A maior parte das técnicas de ordenagdo estdo baseadas na estrutura da matriz, € ndo usam
os valores numéricos de seus coeficientes. Existem trabalhos na literatura que empregam
variadas formas de ordenagdo, algumas estdo baseadas no grafo da matriz, reduzindo o sistema
ou os “fill-ins”, assim como existem consideraveis trabalhos sobre o efeito da ordenac¢do em
problemas envolvendo malhas ndo-estruturadas (Maliska Jr. e Bezerra, 1994; Marcondes, 1996,

Cardoso et al., 1996).



Capitulo 9 - Conclusdes e perspectivas para futuros trabalhos 126

No presente trabalho foram utilizadas duas malhas para comparacdo do efeito das
ordenacdes empregadas. Na malha hexagonal (2475 pontos nodais) aplicou-se dois tipos de
ordenacdes das varidveis: a ordenacdo geométrica em linha continua formando um zigue-zague,
proposta por Cardoso et al. (Cardoso et al., 1996) e a ordenac@o natural. A ordenagdo natural €
oriunda do gerador da malha ndo-estruturada, onde a numerag@o dos volumes de controle € feita
através de linhas tragadas no sentido horizontal, usando a cota igual a y minimo. Na malha
retangular, a numeragdo dos volumes de controle é efetuada em linhas diagonais, a partir da
origem da cavidade quadrada.

O método GC resolveu os trés sistemas com melhor performance que o TDMA e GS. O
GS apresentou baixo custo por iteracdo, o que é perdido pela velocidade de convergéncia
extremamente lenta. As ordenagdes ndo obtiveram os resultados esperados, talvez seja
justificdvel pelas malhas utilizadas serem pouco refinadas. Este € um tépico em aberto na
literatura e para conclusdes mais precisas pode-se empregar malhas aleatdrios e geometrias

diversificadas, com maior nimero de pontos nodais. Com o objetivo de melhorar a convergéncia

do GC utilizou-se alguns pré-condicionadores, cujos resultados sdo apresentados a seguir.

2. Comportamento dos aceleradores de convergéncia, empregando trés pré-condicionadores

encontrados na literatura: diagonal, SSOR e por fatoragdo de CI.

Na andlise da eficiéncia dos pré-condicionamentos foram usadas trés malhas com
geometrias variadas: formato L (malha aleatéria, formada por 1003 pontos nodais), formato
triangular (malha hexagonal, formada por 976 pontos nodais) e a cavidade quadrada (malha
retangular, formada por 1369 pontos nodais).

A técnica mais simples de pré-condicionamento € a diagonal, removendo os efeitos das
grandes variacGes, em magnitude, dos elementos diagonal, que em matrizes diagonalmente
dominante pode causar um nimero de condic¢do alto. O pré-condicionamento diagonal teve um
desempenho excelente na resolucdo dos sistemas deste trabalho, isto deve-se ao fato que a matriz
de coeficientes é diagonalmente dominante, e o nimero de condi¢do também ¢ relativamente
pequeno.

Observou-se que o pré-condicionamento SSOR, usando ® = 1,5 e y = 1 encontrou
resultados semelhante aos obtidos com o pré-condicionamento diagonal, com y = 0 o
desempenho foi igual ao método SSOR. O pré-condicionamento SSOR reduziu os autovalores

maiores quase para a unidade, mas comumente permaneceram alguns autovalores pequenos,



Capitulo 9 - Conclusdes e perspectivas para futuros trabalhos 127

causando problemas de convergéncia. Nos pré-condicionadores SSOR e diagonal ndo sdo
requeridas armazenagem e tempo extra, para constru¢cdo dos pré-condicionadores, contudo,
geralmente, o pré-condicionamento SSOR torna-se mais lento que o diagonal.

No GCPCI sem “fill-ins” o tempo de processamento foi maior que o encontrado com 0s
demais pré-condicionadores, € o nimero de iteragdes razodvel, porém a fatoragao pode falhar se
a matriz tiver uma diagonal imagindria, assim algumas modificagdes podem ser feitas na matriz
de coeficientes, evitando falhas. Um desempenho superior é esperado no pré-condicionamento
por fatoragio de Cholesky incompleta, quando aplicado em malhas mais refinadas, e quando
utilizados niveis de enchimento entre 1 e 3 (Marcondes, 1996).

Em todas as figuras obtidas, utilizando o GC com os pré-condicionadores diagonal e
SSOR os resultados foram semelhantes, a fatoragdo de CI teve desempenho um pouco superior.
O residuo pré-condicionado foi bastante oscilatério para este dltimo, se comparado com o0s

demais pré-condicionadores.

3. Comparagao da eficiéncia dos métodos GC, CGS, Bi-CGSTAB e TFQMR, aplicados no
problema cldssico na drea de CFD: o escoamento em uma cavidade quadrada com

profundidade infinita, sujeita a uma parede superior deslizante.

Os resultados apresentados na resolugdo dos sistemas lineares em termos de tempo de CPU
e numero de iteragdes no “solver” mostraram que o GC € ligeiramente superior aos demais
métodos, indo de acordo com as observagdes de Tanyi e Thatcher (Tanyi and Tatcher, 1996).
Para Reynolds = 100 o método Bi-CGSTAB mostrou-se superior ao CGS e TFQMR em todas as
malhas adotadas, utilizando 1 iteragdo interna na resolugdo das equagdes para a velocidade u, v e
corre¢do da pressdo. Com o aumento de iteragdes, no lago interno dos sistemas, o método CGS
convergiu com menor nimero de iteracdes que o Bi-CGSTAB e TFQMR. O TFQMR teve
desempenho inferior aos demais métodos, porém alguns trabalhos mostram que ele € eficiente
em computadores com processamento paralelo (Basermann and Biicker, 1994) e se usado em
conjungdo com pré-condicionadores (Knoll and McHugh, 1994).

Nos resultados com Reynolds = 400, o GC foi o método mais estdvel, convergindo com
quase todas as avaliagdes dos gradientes de pressdo, ¢ o Bi-CGSTAB em malha hexagonal
também convergiu. Com Reynolds = 1000 os métodos, em geral, ndo convergiram.

Nos procedimentos de célculo da corre¢do de pressdo, se faz necessdrio um nimero maior

de iteragdes internas na resolugdo dos sistemas de equagdes, buscando-se uma solugdo mais



Capitulo 9 - Conclusdes e perspectivas para futuros trabalhos 128

rdpida e estdvel dos métodos utilizados. Explorando esta andlise, foram apresentadas varias
combinag¢des, variando os passos iterativos internos nos sistemas das equagdes u, v e corre¢do da
pressdo, com Reynolds = 100.

Com as variagdes, observou-se que o GC € o método mais eficaz nas malhas modeladas
por volumes retangulares e aleatérios, do que os demais métodos. Na malha modelada por
volumes hexagonais, o GC possui performance superior até determinado nimero de iteragdes
internas (geralmente u = v =2 e p’ = 3), apds este nimero de iteragdes internas o CGS € superior.
Entretanto € dificil determinar o nimero de itera¢des internas exato, para encontrar a
convergéncia 6tima, este valor estd relacionado ao tamanho da malha, ao dominio geométrico € a

malha computacional utilizada.

4. Comparagao da eficiéncia das avaliagcdes utilizadas para o cdlculo dos gradientes de pressdo

nas diregoes x e y : MRQ, MPGNP e MPMGNP.

Nos resultados obtidos com Reynolds = 100, o MRQ proposto por Taniguchi et al. (1991)
foi eficaz para todas as malhas, a MPGNP superior a MPMGNP, quanto ao tempo de
processamento e numero de iteragdes, sendo a Ultima superior na malha hexagonal com os
métodos GC e TFQMR. A MPGNP ndo convergiu com a malha aleatéria, com nenhum dos
métodos adotados, deve-se fazer outros testes para uma andlise mais precisa.

O célculo dos gradientes de pressdo pelo MRQ, considera todas as influéncias das pressdes
dos pontos nodais vizinhos em relagdo ao ponto nodal central buscando as diferen¢as minimas,

fato pelo qual encontra os melhores resultados.

Perspectivas Futuras

Com o programa computacional desenvolvido surgem vérias perspectivas de trabalhos e
projetos a serem desenvolvidos, entre eles:

e Resolver os sistemas de equagdes ndo-lineares por métodos que usam homotopias e
continuag¢do, assim como utilizar a expansdo em Série de Taylor (Newton) para a linearizagdo
das equagdes algébricas geradas pela discretizacdo numeérica;

e Resolver simultaneamente os trés sistemas de equacdes algébricas gerados para as velocidades

u, v € pressao;
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e Estudar novos métodos para o célculo dos gradientes de pressdo e analisar as avaliagdes,
utilizadas no presente trabalho com malhas mais refinadas, objetivando conclusdes mais
precisas;

e Estudar novas ordenacgdes nas malhas geométricas a fim de minimizar a esparsidade da matriz
de coeficientes, tornando préxima de uma matriz banda, tentando diminuir a condigdo
espectral;

e Investigar os métodos da familia do GC aplicando o pré-condicionador por fatoracdo de
Cholesky incompleta, com vdrios niveis de enchimento, na solu¢io dos sistemas lineares;

e Utilizar os pré-condicionadores por série truncada de Neumann e Maclaurin em computadores
paralelos de alto desempenho, para a solugido dos sistemas resultantes da discretizagdo das
equacdes de Navier-Stokes em malhas de Voronoi. Estes pré-condicionadores por séries
devem ser eficientes, pois com matrizes diagonalmente dominante tem-se séries convergentes;

e Paralelizar os c6digos computacionais objetivando uma melhora na performance, porém as

vezes € muito complicado de se usar.
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Apéndice A - Glossario

As defini¢des basicas usadas nos capitulos sdo apresentadas através de um breve resumo.
Uma pesquisa mais completa pode ser realizada em (Patankar, 1980; Varga, 1962; Barrett et al,
1994; Maliska, 1995). Recomenda-se aos iniciantes nesta area fazer uma breve leitura deste
glossério.

| Mecinica dos Plucidos Computacional ¢ Transfenéncia de (Calon

1.1 Volume de controle é uma regido finita do dominio computacional associada a um ponto
nodal.

1.2 Ponto nodal é um ponto do dominio computacional associado a uma varidvel dependente ¢,
que pretende-se calcular através da discretizagdo numérica.

1.3 Discretizacdo numérica é a divisdo do dominio de interesse em volumes de controles, sendo
0 primeiro passo para obten¢do das equagdes aproximadas.

1.4 O dominio geométrico de célculo € dividido em um ndmero finito de volumes de controle,
ndo se sobrepondo, tal que existe um volume de controle para cada ponto nodal.

1.5 Na malha estruturada a discretizagdo coincidente com a fronteira é obtida através de um
sistema de coordenadas e cada volume de controle interno tem sempre 0 mesmo nimero de
vizinhos, a malha nao-estruturada tem facilidade para adaptatividade e o nimero de vizinhos
varia de volume para volume.

1.6 Na malha co-localizada a incégnita é localizada (armazenada) no centro do volume de
controle, enquanto na malha desencontrada a pressdo é armazenada no centro e as velocidades u
e v sdo armazenadas nas faces dos volumes de controle.

1.7 As equagdes diferenciais parciais t€m por incégnitas fun¢des de muitas varidveis, sobre as
quais se efetuam as operagdes funcionais usuais e as operagdes de derivagdo parcial

1.8 A localizagdo relativa das varidveis na malha computacional (co-localizada e desencontrada)
€ conhecido como arranjo de varidveis, seu papel principal é a posi¢do relativa entre as
componentes do vetor velocidade e a pressao.

1.9 Do ponto de vista numérico, o escoamento onde p (massa especifica) tem variagdo
considerdvel com p (pressdo), € denominado compressivel.

1.10 Difusdo pura processo de transferéncia de calor associado apenas a interagdo molecular na
auséncia de convecgdo e radiagao.

1.11 Degenerescéncia ocorre na geragdo de um volume de controle, onde a reta perpendicular
que ira formar uma face do novo volume de controle passa muito proximo de um destes pontos
nodais, desta forma a reta que liga o ponto nodal central ao seu vizinho passa por dentro de outro
volume de controle.

1.12 Teorema da divergéncia - Supde-se que o dominio limitado G, no espago tridimensional,
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tem um contorno irregular dGe que v € uma 4rea vetorial plana definida em um conjunto aberto

contendo G e 0dG . Entéo:
HJ VvdV = H v.ndS
G JG

onde o contorno dG é orientado pelo n considerado como a normal exterior.

2.1 A é matriz quadrada se o nimero de linhas € igual a0 mimero de colunas. Uma matriz
quadrada Ly, é dita triangular inferior se l;; = 0, para V i < j, € a matriz quadrada Uy, € dita
matriz triangular superior se u;;= 0, para Vi>j.

2.2 A matriz A n x n é dita diagonal estritamente dominante quando,
n
lagl > 3, lajjl, paraVi=1,2,..,n.
j=1
j#i
2.3 A matriz A" é inversa de A, se e s6 se A 1.A = A.A"' = 1, ou de maneira equivalente
det(A)+0. A é denominada de singular ou ndo-inversivel se ndo possui inversa.

2.4 A matriz identidade de ordem n, I = (Bij) € uma matriz diagonal com elementos,

1,sei = j
O = i J. , onde §;; € o delta de Kronecker.
110, sei # j

2.5 Sistemas mal condicionados, geralmente, sdo decorrentes de problema do modelo sendo
sensiveis a pequenas perturbagdes em seus parametros.

2.6 Uma matriz quadrada A € simétrica se A = A", A & positiva definida se for simétrica e se
xTAx > 0 para V xz 0.

2.7 Uma matriz n x n € chamada matriz banda se 3 p, q inteir, p >1 e q <n tal que,
2;;=0,Vi+p<jouj+q<i

A constante w=p+q-1 é denominada de bandagem de A. Se w=3, A € dita tridiagonal, w=5 A ¢
dita pentadiagonal, etc.

2.8 Um autovalor de uma matriz A n x n € um nimero A real ou complexo que para algum vetor
v # 0, satisfaz a equagdo matricial : (A- Alv) = 0. Qualquer vetor v ndo-nulo que satisfaz a

mesma equagio é chamado um autovetor de A associado ao autovalor A

2.9 Se Amax € Amin 30 0 maior e menor autovalores, respectivamente, da matriz simétrica positiva
definida C, entdo o nimero de condi¢do de C € k3= A oy (C)/Apin (O .

2.10 Espectro € o conjunto de todos os autovalores da matriz A.

2.11 O raio espectral de uma matriz A € definido por,
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p (A) = max IAl, onde A representa os autovalores da matriz A.
Nota: Para A = o + Bi tem-se Al = (o + p3)"?

2.12 Uma classe de normas, geralmente usada sdo as p-normas definidas por:
Ivlly = (Ivy P+ Vo P+ o+ vy PP p> 1
dessas as normas 1, 2 e e sd0 as mais importantes:

”V”]=|V1|+|V2|+...+|Vn|
n 172
vl = A[(v,v) = [ ZIviIZ]
i=1
lvle= max Ivjl
i=1,2,..,n

2.13 Algumas propriedades das normas da matriz, em especial as p-normas (aqui para p=1, 2, )
sdo apresentadas a seguir.

NAl = max{ilaijl}

j=1L2,..n Li=1

IAlL = p(AAT)

IA .= max3 . lal

i=1,2,.,n | j=1

p é o raio espectral da matriz, usa-se a transposta da matriz A se os elementos de A sdo reais.

2.14 Quando os elementos da matriz A s3o nimeros complexos, a matriz conjugada de A,
denotada por A, é aquela onde cada elemento de A € substituido por seu conjugado.

2.15 A matriz A é Hermitiana se A= A" ,onde A é a matriz conjugada de A. Entdo uma matriz
A é Hermitiana se a;; = a; para todos os valores de i e j. Evidentemente, os elementos diagonais

de uma matriz Hermitiana sio nimeros reais. Uma matriz quadrada tal que - A = A" §é anti-

hermitiana, entdo a; =— a; . Logo, os elementos diagonais de uma matriz anti-hermitiana sao

Ou Zero ou imaginarios puros.

S Geometria

3.1 Problema do par mais préximo consiste em determinar quais sdo os dois pontos que estdo a
menor distincia, dentre todos os pares de pontos, em uma colegdo finita de pontos dados, € um
problema fundamental em geometria computacional tanto pela simplicidade de seu enunciado
quanto pela importancia de suas aplicagdes.

3.2 Duas retas r e s s30 ortogonais se, m;. mg=-1, onde m, € o coeficiente angular da reta r
calculado como,

a
m, = tg (o) = -b—r e analogamente tem-se

r
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a

m; =tg (o) = -
b
s
onde axx + byy = constante, para k = r e s (equacdo linear da reta). Pode-se dizer que as retas

formam um angulo de 90° entre si, ou seja, sdo perpendiculares.

3.3 Quaisquer que sejam os pontos A(Xa, ya) € B(xs, ys) diz-se que M(xym, ym) € o ponto médio
de AB se,
_XA*tXp _YA*YB

X
M 2 2
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As equivaléncias entre as férmulas para o cdlculo de o, 1; e B, apresentadas no algoritmo
do Gradiente Conjugado sdo demonstradas, fazendo uso das demais equagdes presentes no

mesmo, na literatura reporte-se ao Reid (1971).

Aqui o produto interno entre vetores €, usualmente, o produto escalar ordindrio dado por,

Xy =(x,y) (B.1)

i) para provar a equivaléncia entre as férmulas das equagdes (6.25) e (6.31), basta mostrar que a

~ e e 4.9 4,45
relacdo B.2 € satisfeita,

@, ™ =", pH (B.2)

e para k =0 & claramente verdade, pois p’ =1°, pela equagdo (6.24).
Add
e parak > 0 usando a equagdo (6.291) vem,
-
¥ = p**! —B*p* | multiplicando ambos os membros da equagio por r**' vem,

(rk+1’ rk+]) — (pk+1, rk+1)+ﬁk(pk’ rk+l) (B.3)

4.8¢

pela equacdo (6.31) tem-se,

o (p*t, Ap*Th) = (p**, "), substituindo na equacgo anterior
4,9
@, Y = o (P, ApFTY — bR (pY, '), a equacdio (6.25) é verdadeira se,

k’ rk+1 k+1’ rk+1) k+1’ rk+1)

)= 0 logo pela equagdo (B.3) tem-se: (r

(p =(p

ii) j4 a equivaléncia das duas férmulas usadas para calcular o residuo sdo demonstradas a seguir,
30
(=) """ = b - Ax"*' fazendo uso da equacdo (6.26) segue a demonstracio,
rk+l =b—A(xk+(X.kpk)=>I'k+l :(b_Axk)_(xkApk =>rk+l =I‘k—akApk
’ 4.4 4.
() "' =r* —o*Ap* fazendo uso da equagdo (6.26) e (6.30) segue,

rk+l = b__ Axk _akApk = rk+1 — b—A(Xk+1 _akpk) —OCkApk = rk+1 — b—AXkH
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iii) A terceira equivaléncia serd provada com o uso das condi¢des de ortogonalidade, que sdo,

(rk, pj) =0 parak >j (B.4)
(p¥, Ap)) = Oparak #j (B.5)
(r*, 1)) = Oparak # ] (B.6)

onde k e j sdo os passos no método iterativo e ndo a ordem dos vetores. As relagdes de
ortogonalidade B.4 e B.5 sdo provadas pela inducdo, ou seja, elas serdo usadas como hipétese

para se provar que é verdade para k+1, ou seja, o k+1-ésimo passo iterativo.

U Para a prova de B.4, toma-se a equagio (6.27) e multiplica-se ambos os membros por pj
doiy
(!, p') = (1, p') - o*(Ap*, p’) mas por hipétese (r*, p) =0 e (Ap®, p!) = 0, logo

(r**1 py =0 parak >j. (B.7)
4.13 '
G Paraa prova de B.5, toma-se a equacio (6.29) e multiplica-se ambos os membros por A p’
o4l

(p*"', Ap’) = (r**', Ap’) + B (p*, Ap’) isola-se A p)na equagdo (6.27) encontrando,

Ap'=('—r*")(o’)™ voltando na equagdo anterior vem,

(pk+1 , Ap]) — (aj)—l(rk+1 , rj _ rj+l) _ Bk(pk, Ap]) (B.8)
. 4. 12
para encontrar r! e rI*! faz-se uso da equagdo (6.29) onde,
rl=pl+ Bilpite
r*' = p*' + Bp’ substituindo na equacio (B.8)
P P q
(P, Aph) = (@) (", p’ +pFp" - p™ -Biph) - BH(p", ApY),
logo pelas equagdes B.7 e B.5 prova-se a veracidade da equagdo B.7
Sera verdade para j = 0, se for usado ° =p’ep’ p'=0.

% Para a prova de B.6, assume-se sem perda de generalidade que i > j

e Se j> 0 faz-se uso do cédlculo de rj,
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(5, ) = @, p’ +B7pT) = (5, p) + B (15, p™), logo pela equagio (B.4) esta expressdo é

nula.

e Sej=0faz-se uso de = pO

(ri, ro) = (ri, pO) e pela equacgido B.3 vem, (ri, rO) =0.
4e3 ¢
Agora pode-se justificar a férmula alternativa para B*, partindo-se da equagdo (6.32) e
Al
encontrando a equagdo (6.28), o que mostra suas equivaléncias. Usando a equagdo (6.27),

k+1 K K+l _k+l Kk ky-1 4,04
(_r 9Ap)__(r s I —-r )(_a)

(", Ap*) (P, I =) (-ak)”

B+ =

a seguir faz-se necessdrio o uso da condi¢do de ortogonalidade B.6 ¢ B.4, por fim usa-se a
equacio B.5, o que gera
—(I'k+l, rk+l) (I'k+l, rk) (I'k+1, rk+l)

= (pk, rk+l)__(pk, rk)+(pk, rk+1)_(pk, rk) = (rk’ rk)




