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persuade the practical man to attach more importance to a real basic understanding of the
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RESUMO

Neste trabalho séo discutidas algumas das técnicas empregadas em Volumes
Finitos com a finalidade de evitar o desacoplamento par-impar do campo de pressao (pro-
blema também conhecido como campo de pressao do tipo tabuleiro de xadrez) e formas
de resolver o sistema de equacgdes, ndo-linear, que emerge da discretizagao das equagoes
governantes dos escoamentos incompressiveis viscosos e em regime permanente de fluidos

newtonianos.

A discussao é apoiada em resultados de cédigos computacionais implementados

utilizando:

e SIMPLEC com arranjo desencontrado de variaveis;

e SIMPLEC com arranjo colocalizado de variaveis;

e PRIME com arranjo colocalizado de variveis;

e método de Newton-Raphson com arranjo colocalizado de variaveis (com adigdo
de dissipagfo artificial para a pressgo);

e método explicito com compressibilidade artificial e discretizagdo upwind de se-

gunda ordem para os termos néo-viscosos.

Procurou-se levantar ao longo do trabalho técnicas existentes na literatura,
alternativas entre si, dentre as quais seja possivel escolher melhores op¢des para uma
determinada situagfo de interesse. S&o apresentadas comparagoes de performance dos
algoritmos mencionados acima. Essas comparacées sdo feitas na solucdo de escoamentos
bidimensionais laminares, e tém a finalidade de mostrar o comportamento dos algoritmos
basicos, na forma (nfo 6tima, mas simples) implementada por este autor. A discretizagdo

é feita utilizando malha cartesiana igualmente espagada.

Acredita-se que o resultado dessa discussdo possa ser util também aos en-
volvidos com a solugao de escoamentos mais complexos que os diretamente discutidos no
trabalho, e auxiliar o entendimento de técnicas atualmente encontraveis na literatura nao

abordadas nesta dissertacao.
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ABSTRACT

The present work discusses some of the techniques used in the Finite Volume
Method to avoid the even-odd decoupling of the pressure field (also known as the problem
of the checkerboard pressure field) and some ways to solve the non-linear equations system
that arises from the discretization of the governing equations of the steady incompressible

viscous flow of newtonian fluids.

This discussion rests upon results from computer codes implemented using;:

e SIMPLEC with staggered grid;

e SIMPLEC with nonstaggered grid;

e PRIME with nonstaggered grid;

e Newton-Raphson’s method with nonstaggered grid (employing artificial dissi-
pation for the pressure);

e Explicit method with artificial compressibility and a 2nd order upwind dis-

cretization for the inviscid terms.

The main goal of this work is to point out alternative choices that someone
could utilize according to his problems of interest. Performance comparisons between
the algorithms listed above are made. These comparisons are made in the solution of
two-dimensional laminar flows, with the purpose of showing the behaviour of the basic
algorithms, in the form (not optimal, but simple) implemented by this author. The dis-

cretization is made on an equally spaced cartesian grid.

It is believed that the outcomings of this discussion can be useful also for those
involved in the solution of more complex flows than those directly discussed in this work,
and helps the understanding of techniques nowadays reported in the literature but not

approached here.



1. INTRODUCAO

O método dos Volumes Finitos tem sido largamente empregado na solucao de
escoamentos, tanto compressiveis quanto incompressiveis, de fluidos. Neste contexto uma
grande variedade de esquemas de discretizagio para o sistema de equagoes diferenciais par-
ciais, nao-linear, normalmente utilizado para modelar estes fenomenos, e de procedimentos
iterativos para a solugao do sistema de equagdes algébricas (ndo-linear) que resulta dessa
discretizacao, tém sido desenvolvida. Esta variedade certamente é o resultado da necessi-
dade que diversas pessoas tiveram de contornar as dificuldades que surgem na simulagéo

de escoamentos utilizando seu préprio conhecimento e experiéncia neste campo.

O que se pretende nesta dissertagéo é reunir e discutir algumas das técnicas,
consideradas representativas do universo das que se utilizam hoje, para evitar as seguintes

dificuldades na simulag¢do de escoamentos incompressiveis:

¢ O desacoplamento par-impar do -campo de pressdo (campo de pressdo do tipo
tabuleiro de xadrez).
e A solucdo do sistema de equacgdes algébricas ndo-linear que resulta da dis-

cretizagdo das equagoes diferenciais parciais que governam estes escoamentos.
As técnicas consideradas, para contornar o problema do desacoplamento, serao:

e 0 uso de arranjo desencontrado de variaveis (Harlow e Welch 1965),

¢ 0 uso de médias das equagoes de quantidade de movimento, seguindo Majumdar
(1988),

e a introducdo de termo de dissipagdo artificial para a pressdo na equagdo da
conservagao da massa, como feito por Cabuk et al. (1992),

¢ o0 uso de discretizagdo upwind para os fluxos ndo-viscosos, como feito por Pan

et al. (1994),
e para a solugdo do sistema de equagdes:

¢ 0 método SIMPLEC (Van Doormaal e Raithby 1984), com o Gauss-Seidel por

linhas com corregdo em bloco (Watts 1971)T para soluc¢do de sistemas lineares;

t Citado por Aziz e Settari (1983).



¢ 0 método PRIME (Maliska 1981), com Gauss-Seidel por linhas com corre¢éo
em bloco; A

¢ 0 método de Newton, com o GMRES precondicionado (Kelley 1995; Barrett et
al. 1993; Saad e Schultz 1986);

¢ o método de Euler a frente com compressibilidade artificial (Chorin 1967).

E uma grande variedade de técnicas e, provavelmente, todas as 16 combinagoes
de técnicas para evitar o desacoplamento com métodos de solugao do sistema de equagdes
algébricas podem ser utilizadas. Nesta dissertagio serdo discutidas apenas algumas, con-

sideradas pelo autor simples e instrutivas:

e SIMPLEC com arranjo desencontrado de varidveis,

e SIMPLEC com médias das equagoes de quantidade de movimento,
¢ PRIME com médias das equagbes de quantidade de movimento,

e Newton com termo de dissipagio artificial,

e Euler a frente com upwind.

Certamente ndo pretende-se com isso cobrir todas as possibilidades encontradas
na literatura. Nem apresentar a mais perfeita exposi¢ao de nenhuma das técnicas listadas
acima. Nem mesmo uma comparagdo que permita a escolha da melhor entre elas. O que
se deseja é expor ao leitor um leque de alternativas em que possa escolher um melhor
caminho para contornar alguma dificuldade que encontre na solugao de seus problemas de
interesse. Essa dificuldade pode surgir tanto quando se desejar a extensao de uma técnica
para uso em malhas néo estruturadas (algumas técnicas tém extensao simples para malhas
nao estruturadas, outras ndo), como na solugao de algum escoamento particularmente

complexo, mesmo utilizando malhas estruturadas.

Serdo consideradas neste trabalho com particular atencao as equagdes da con-
servacao da massa,
Ou Ov
—+——_ =90 1
0z + Oy 1)
e da conservacao da quantidade de movimento nas diregoes z,
0 (u? d(vu 0 %y 0%
()  d(w) dp _ ( )

0z Jy Oz oz? + W (2)

€Y,

d(uv) 0 (v?) 9p _ (021; 8%)
Ox + Jy +0y_y E{‘Z'J“ay? (3)



para coordenadas cartesianas em duas dimensdes, e sua versdo para coordenadas cilindricas

em situacgdo axissimétrica;

Ou 10(yv)
4z = 4
Oz + y Oy 0 . (4)
d(u?) 18(yvu) Ip Pu 10 [ Ou
oz Ty oy +a—x—”[w- ;a—y<ya—y)] 2

a(uv)+_1_a(yv2) _I_la(yp) —£+u[82” 10 ( 61)) B v] (6)

g Ty oy Ty oy y Ula yay\"ay) 2

Nessas equagdes u e v sdo as componentes de velocidade nas dire¢bes z e y,
respectivamente, p é o quociente da presséo pela densidade do fluido e v a sua viscosidade
cinematica. No caso de coordenadas cilindricas y é o raio. As equagGes acima correspondem
a um fluido newtoniano em escoamento isocérico, isotérmico (com propriedades constantes)

e em regime permanente.

Embora isto nao tenha importancia fundamental na solu¢ao de problemas que
nao envolvem descontinuidades, as equagdes acima estdo na forma conservativa (Lax 1954;
Roache 1972). Essaforma muitas vezes néo é utilizada, mesmo em metodologias conhecidas
como sendo de Volumes Finitos, em particular quando do uso de coordenadas cilindricas
(Roe 1987). Nos capitulos seguintes desta dissertagdo a forma conservativa do termo de
pressao da componente radial da equacao de conservagio da quantidade de movimento em

coordenadas cilindricas sera abandonada em favor da forma mais simples Op/3dy.

Para simplicidade as técnicas serdo expostas aqui utilizando malhas cartesianas

uniformemente espagadas.



2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1. O Desacoplamento par-impar do campo de pressao

Este problema, denominado como acima por Hirsch (1990, §23.3.4), conhecido
também como campo de pressdes do tipo tabuleiro de xadrez (Patankar 1980), pode ser bem
compreendido considerando-se a representa¢ao numeérica de um escoamento incompressivel
unidimensional. As equagOes governantes deste escoamento sao

Ou
%—0

Integrando estas equagdes, como Maliska (1995), sobre o volume de controle
hachurado na figura 1, e utilizando interpolacéo linear para o valor das varidveis nas
interfaces (equivalente & aproximagio por diferencas centrais), obtém-se

U —Uu

j+12A3: = =0 (7)
d*
U, = ﬁj - '2'5]'; (pj+1 —'pj..l) (8)

respectivamente representagoes das equagoes de conservagdo da massa e quantidade de

movimento.

X Ax

FIGURA 1 - Arranjo colocalizado de variaveis em uma malha unidimensional.



Note-se que @ estd relacionado ao transporte viscoso e por advec¢do de quan-
tidade de movimento. A forma exata de % e d" depende do como se isolou u; no lado

esquerdo de (8), o que ndo convém particularizar no momento.

Substituindo (8) em (7), obtém-se uma equagio (de Poisson) para a pressao,

como

(d}‘H + dj't—l) p; — d;'t+1pj+2 - d;L—lp]'—'z _ Uy = Uy, (9)
4Az? - 2Az

Os termos % envolvem os valores de u nos volumes vizinhos, mas néo os valores

de pressao.

Assim, para um dado campo de velocidades, os valores de pressdo em volumes
de nimero par j = 2n e em volumes de ntimero impar j = 2n+1; n = 0,1, 2, ...; ndo estao
relacionados por qualquer equagdo (a menos, possivelmente, das condi¢des de contorno).
Isto causa dificuldade para a solugdo do sistema de equagdes representado por (8) e (9),

além de permitir o aparecimento de oscila¢ées no campo de pressdo, como reportado por

Tafti (1995).

Desta forma fica claro que a solugéo para o problema em considera¢do envolve
o cuidado de garantir que uma expressdo obtida, como a eq. (9), a partir das equagdes
de conservagéo da massa e quantidade de movimento, relacione os valores de pressao nos
volumes de nimero impar e os dos volumes de niimero par do dominio discretizado. Uma
das maneiras mais eficientes de fazer isso é o uso do arranjo desencontrado de varidveis

(Harlow e Welch 1965), mostrada na ﬁgura'2.

As equagdes (7),(8) e (9) tem, neste arranjo, sua forma modificada para:

Ujprg — U

Az

i-2 _ g

Ju
_ - i+1/2
Ui41/2 = Y412 T T AL (P41 — p;)

Ju Jju _ Ju v ~ ~
<d1+1/2 + dj—l/z) P; dj+1/2pi+1 dj—l/zpf—l _ Yo Ty (10)
Axz? Az
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FIGURA 2 - Arranjo desencontrado de varidveis em uma malha unidimensional.

O uso do arranjo de varidveis mostrado na figura 2 traz evidentemente alguma
dificuldade para a elaboragao do algoritmo computacional. Nos métodos de Volumes Fini-
tos ele determina o uso de diferentes volumes de controle para a conservagao da massa e

das componentes da quantidade de movimento.

Para evitar esta complicagdo sdo utilizadas diversas técnicas. No presente tra-
balho duas formas de calcular velocidades na interface de volumes de controle, Uity /o
baseadas em médias das equagoes de conservagao da quantidade de movimento discretizadas

(Rhie e Chow 1983; Majundar 1988) serdo discutidas (no capitulo 3).

Algumas formas de evitar o desacoplamento par-impar do campo de pressao,
bastante interessantes, que ndo serao discutidas no presente trabalho sdao: o uso de fungées
de interpolagdo, para discretizagdo da conservagdo da quantidade de movimento, que en-
volvem a diferenca de pressdo entre volumes de controle vizinhos (Schneider e Raw 1987;
Deng et al. 1994); e o uso de aproximagdes especiais para o gradiente de pressao (diferengas
a frente ou a ré) e para a interpolacao das velocidades nas interfaces dos volumes de con-

trole, discutido por Tafti (1995).

Uma forma de abordar um problema de desacoplamento par-impar (que pode
acontecer em situagoes menos especificas qua a considerada nos paragrafos anteriores) é

através da andlise de equacdo diferencial parcial modificada (Hirsch 1990).



Considere-se, por exemplo, a equagao diferencial parcial linear

Ju Ou
ot "% =" (11)
representando a advecgdo do escalar u. Utilizando os métodos das linhas (Hirsch 1990),

também conhecidos como de tempo continuo (Lomax et al. 1970) ou semi-discretos (Le-

Veque 1990), pode-se discretizar inicialmente apenas no espago a equagao (11)T.
Utilizando Volumes Finitos e uma aproximagéo por diferencas centrais, como
Uipia = (“j+1 + “j) /2

obter-se-ia
Ou a .
o = “3az (e T B

Na figura 3 é mostrada uma representacido geométrica da discretizagdao por
diferengas centrais, interpretada como conseqiiéncia do uso de interpolagio linear para

aproximacao dos valores da incégnita nas faces dos volumes de controle.

| I |
i 1
S fu... T ®
. s
u I | u,,, e
A u .t I 11j_1/2 llj+1 I
AR !
o
| I |

FIGURA 3 - Diferencas centrais.

Se fosse utilizada uma aproximagdo upwind de segunda ordem, como

Ujprpg = U5+ (wpy —u;_y) /4

' Atualmente este é o procedimento mais usual, e sera utilizado em todos os capitulos seguintes
desta dissertacdo, mas, por exemplo, no célebre método de Lax-Wendroff as discretiza¢des no tempo e no
espago sao interdependentes, devendo ser analisadas de acordo com isto, como em Anderson et al. (1984).



(para a > 0) obter-se-ia

Ou a
9t~ 4Az (uj+1 + 3u; —Su;_, + uj—?) (13)
Na figura 4 é mostrada uma representagdo geométrica para esta aproximagao,

andloga a feita na figura 3 para diferengas centrais.

ua | Y, u u.,
u I ............ uj+1 l j+3/2
o ' |
i | |
n

FIGURA 4 - Upwind de segunda ordem.

Se os valores de u que aparecem na expressado acima, forem escritos utilizando
expansoes em série de Taylor no espago a partir de uj, obter-se-4o as seguintes expressoes

para (12) e (13), respectivamente,

Ou Ou - 0% Azx?
E = —a (a—x + B—ET) + 0 (A:L'4) (14)

B_u _ a_u 3 Pu Az? + O%u Az?
ot @ dr Ozx3 12 ozt 8

) +0 (Az?) (15)

Pode-se entdo analisar o comportamento de uma solugao do tipo

“+00

u(z,t) = E ageFo@=cit)i (16)

k=—00
para (11), (14) ou (15), sendo a; e ¢ constantes complexasi. Em (14) e (15) serdo
desprezados os termos de quarta ordem e acima. Os valores de aj; sdo determinados

decompondo em série de Fourier o perfil inicial u(z,0). Substituindo entdo (16) em (11),

+ " a . - - ., . X e
+ No apéndice I desta dissertagao essas solugdes e as hipdteses nelas envolvidas, sdo discutidas.



(14) e (15) chega-se as interessantes conclusdes mostradas abaixo, a respeito das velocidades

de fase c;.

De (11), tem-se que, para que (16) seja sua solugdo, ¢ = a, o que significa
simplesmente o deslocamento de todas as componentes do perfil inicial, ao longo do eixo

z, & velocidade a. E o que se espera de uma solucdo exata da equagao de advecgdo (11).

De (14), representativa da aproximacao por diferengas centrais de (11), tem-
se que ¢ = a(l — ﬁ’—”—z-é—z—z-)._ Ha, portanto, uma redugao da velocidade de propagagao
das componentes de Fourier da solugao, tanto maior quanto mais alta a freqiiéncia da
componente. Isto significa uma dispersao das componentes de um perfil inicial, que faz
aparecerem oscilagoes sobre aquele perfil, desde que ele tenha componentes em um amplo

espectro de freqliéncias (ndo seja plano, nem senoidal, pelo menos).

Existe na literatura (Maliska 1995) uma discusséo a respeito da conveniéncia do
uso da expressao “dispersdo numérica” para designar o surgimento de oscilagoes espurias na
solu¢do numérica de equacgoes diferenciais parciais com termos de advecgdao. No contexto do
tipo de andlise considerada agora, no entanto, o seu uso, associado ao fato das componentes
de Fourier do perfil inicial deixarem de caminhar juntas através do dominio (se dispzrsarem,

portanto), é comum ao ponto de nio se poder evitéa-lo.

Finalmente, para (15) representacao da discretizagdo upwind de segunda ordem

2,2 2 3,3
de (11), tem-se que ¢ = a(1+ £ wlex —k wsAzaz').

Para facilitar a interpretacao deste

resultadoT, reescreve-se a solugdo como

+o0 )
u (:I:,t) — Z bkekw(z—Re(ck)t)z
k=—o0
Re(cg) é a parte real de cj. A parte imaginéria das velocidades de fase c; ird modificar as

Ewiagl .. e e e
AR 6 que significa uma diminuigdo

amplitudes ajp, de acordo com by = aie
das amplitudes com o tempo, mais acentuada nas componentes de mais alta freqliéncia. O
efeito do termo do erro de truncamento envolvendo uma derivada quarta (e, genericamente,

de termos envolvendo derivadas de ordem par, presentes em (15) e ausentes de (14)), é,

t Poder-se-ia ter utilizado decomposi¢do em série de Fourier da solugdo, em cada instante,
apenas no espago, ficando a amplitude de cada componente dependente do tempo, como é usual em analises
de estabilidade. A forma escolhida para representar a solugao, evidenciando as velocidades de fase ¢ como fez
LeVeque (1990, p. 120), foi considerada apropriada para a identifica¢do do fenémeno da dispersdao numérica.
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portanto, de dissipagao de componentes de alta freqiiéncia de um.perﬁl inicial. Essas
s30 justamente as componentes cuja velocidade de propagacao os termos de ordem impar
alteram com mais intensidadet. Note-se que o efeito de dispersdo também esta presente em
(15). Nesta equacao ele ocorre como um aumento das velocid‘ades de propagacao, maior

nas componentes de freqiiéncia mais alta.

Por esta razdo se fala em termo de dissipagao artificial envolvendo derivada
quarta como remédio para oscilagdes espurias em solu¢des numéricas (Jameson et al. 1980;
Pullian 1981; Steger e Kutler 1977). Este conceito serd utilizado no capitulo 4 desta
dissertacao. Este também é um motivo para se preferir discretizagbes upwind de alta
ordem ao uso de diferencas centrais. A discretizagdo utilizada no capitulo 5 é baseada na
generalizacdo desta nocdo de upwind, para sistemas hiperbédlicos de equagdes, permitida

por métodos do tipo Godunov (Hirsch 1990).

‘Fletcher (1988, §9.3) observou que o conceito de disperséio, como apresentado
inicialmente tem significado apenas para problemas transientes. Em regime permanente,
no entanto, conforme o mesmo autor, pode-se interpretar oscilagoes espirias na solucgao
numeérica como resultado de um equilibrio entre efeitos de dispersao numeérica e a imposi¢ao

das condigées de contorno.

Se a andlise feita para a equagdo de adveccdo (11) parece pouco relacionada
as equagOes que pretende-se resolver no presente trabalho, uma andlise do mesmo tipo
aplicada ao lado esquerdo das equacdes de Poisson para a pressdo (9) e (10) pode ser mais
interessante. Serd feita a hipStese de que os d* sdo iguais em qualquer ponto da malha.
Assim tem-se, para (9)

u

~ (0*p O Az? 4 Ui ) — U
—d (0:1:2 + Ort 3 > +0 (8% = 2Az
e para (10)
T 62]) a4p sz ’&._1 — U,
L Azt) = L=12 it1/2
(8m2+0x4 12>+O( =) Az

Para simplificar mais um pouco a andlise considere-se que o lado direito das
equagoes acima se anule, e acrescente-se ao lado esquerdo delas um termo transiente arti-

ficial, %—?, (como um termo de relaxacao para a solugdo iterativa). Os termos de quarta

i No apéndice III desta disserta¢do é apresentado um exemplo com a finalidade de auxiliar a
visualizacdo dos efeitos de dispersdo e dissipagio introduzidos pelo erro de truncamento em (11).
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ordem e acima serdao desprezados. Assim, tem-se

p = (0 .84p Az?

E 4 (c%z T 5et 3 ) (17)
e

dp _ - d*p  9'p Az?

at d (0x2 + ozt 12 (18)

e de modo analogo ao que foi feito anteriormente, ¢ = d*(kw — k3szz3)l~ para (17), e
para (18), ¢ = d*(kw — EwAs’ 3Az Ew 82 ). Entdo Re(cy) =0, b =aqe

—d*(k*w : ~Eurasty para (18).

_d—u(kzwz_k‘}w;A:cg )t
para (17), e by = age

Em uma malha finita de N volumes define-se w = xx;. Para (18), represen-
tativa da equagao da pressio obtida no arranjo desencontrado de variaveis, com k = N,
bté by = ayye TR ignifica dissipaca t o-
obtém-se b,y = a e z que significa dissipagdo, mesmo para esta comp
nente, que é a de maior freqiiéncia ainda representdvel na malha. Para (17), correspon-
. . es . _ Ju T Nt . .
dente ao arranjo colocalizado de varidveis, b , = a, Ne[ & (51 o que significa,

pelo contrario, uma amplificagdo desta componente (note-se o sinal do expoente).

Esta é uma explicacdo do porque de aparecerem oscilagbes de comprimento
de onda da escala do espagamento da malha, e instabilidade, quando é utilizado o tipo
de discretizacdo que levou a (9). Note-se, entretanto, que os termos presentes em (9)
desconsiderados nessa andlise, bem como as condi¢des de contorno, podem ter o efeito

dissipativo ausente de (17).

Note-se ainda, analisando com mais atencéo os resultados mostrados no para-
) ¢

grafo anterior, que o termo de derivada quarta, dissipativo quando tinha sinal negativo em

(15), teve efeito contrario em (17) e (18) com sinal positivo. Ao se deduzir esses resultados

percebe-se que a derivada segunda, com sinal positivo (semelhante & um termo viscoso,

—d¥k%u?

portanto), d& origem aos fatores de dissipagdo e que multiplicam as amplitudes

ag. A derivada quarta com sinal positivo, por sua vez, d4 origem a fatores de amplificagéo
kiws

do tipo e Pode-se dizer que ha uma competicdo entre os efeitos desses fatores, e

que certamente, para valores de k suficientemente altos a amplificagao predominara.

De acordo com esta andlise simplificada a diferen¢a fundamental entre o arranjo
colocalizado, representado pela equacéo (17), e o arranjo desencontrado de varidveis, repre-

sentado pela equagdo (18), reside no fato de que no colocalizado a amplifica¢do predomina
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ja para freqiiéncias (angulares) kx%z; abaixo da freqiiéncia méxima representavel na
malha, 3—. No arranjo desencontrado, isto s6 ocorre para componentes que tém freqiiéncia
acima deste limite. Vale lembrar que o arranjo colocalizado referido neste paragrafo é
aquele que da origem a equagao de Poisson para a pressdo que, escrita para o volume
de controle P, ndo envolve as pressdes nos volumes vizinhos mais préximos de P (ndo as

versdes que utilizam artificios para evitar este problema).

Tafti (1995) analisou o erro de truncamento de equacdes de Poisson para pressao
para reforcar os resultados de analises de Fourier das aproximagoes por ele discutidas.
Armfield (1991) procurou levar em conta, em suas anélises de Fourier, todo o sistema de
equagdes envolvido na solugdo dos escoamentos incompressiveis bidimensionais. O signifi-
cado da medida de elipticidade que aquele autor utilizou para avaliar as diferentes dis-

cretizacOes para essas equagoes, no entanto, nao foi compreendido por este autor, ainda.

Lien e Leschziner (1994), partindo da expressio para i,;;/2 que emerge da
média de quantidade de movimento de Rhie e Chow (1983) e fazendo a hipdtese de d*
constante, notaram que aquela expressao acrescenta a forma discretizada de um termo
dissipativo envolvendo derivada, quartaT a uma equagao de Poisson para a pressao como
(9). A partir desta observagdo Johansson e Davidson (1995), ap6s alguns testes utilizando
a equagao de Rhie e Chow e uma versdo daquela equacdo deduzida tendo em mente a
obtencao do termo de dissipagdo com seu efeito controlado por um coeficiente arbitrério,
concluiram que esta segunda alternativa é mais adequada para a solugao dos problemas

(de convecg¢do natural, laminar e turbulenta, em duas e trés dimensdes) que resolveram.

Apesar do progresso feito no entendimento e aplicagdo de médias de quantidade
de movimento para o arranjo colocalizado de varidvels (Lien e Leschziner 1994), ndo podem
ser esquecidas as dificuldades reportadas no uso de versoes iniciais destes procedimentos
(Hwang 1993) e mesmo na aplicagao de versdes mais recentes a classes mais amplas de
problemas (Murthy 1991). Portanto, mesmo conhecendo os bons resultados obtidos com

essas técnicas em varias situagoes, deve-se ter cautela na sua aplicagao.

Procurou-se nesta se¢do mostrar que nao existe apenas um modo, na literatura,

de ver e tratar o problema do desacoplamento par-impar do campo de pressao. Cada

i Comparando-se a equagdo (28) de Lien e Leschziner (1994) com a equagéo (39) neste trabalho,
pode-se notar isto com facilidade.
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maneira de enxergar o problema indica uma dire¢ao para a procura de solugdes, sendo o

conhecimento dessas varias maneiras valioso na busca das melhores alternativas.
2.2. A solugao do sistema de equagdes algébrico resultante da discretizagao

Feita a discretizacdo no espago, como serao discutidas aqui apenas soluges em
regime permanente, resta resolver o sistema de equacgdes algébricas obtido. Como esse

sistema é nao-linear um procedimento iterativo serd necesséario.

A escolha mais natural para a solugdo de um sistema de equacdes nio lineares
é, em geral, o método de Newton-Raphson (Carnaham et al. 1969). Para tornar claro o
que sera chamado neste trabalho de método de Newton, escreve-se o sistema de equagdoes

nao lineares como um vetor de fungdes nao lineares f de varidvel vetorial q,

f(g)=0

Supondo-se cada uma das componentes ¢; fun¢ao de um parametro escalar ¢, a expansao
em série de Taylor (utilizando a regra da cadeia e desprezando os termos de segunca ordem

em t),

f+At)=£t)+A(t){a(t+ At)—q(t)} + O (At?) (19)

aonde A é a matriz jacobiana de elementos a;; = Jf;/0q;, é o passo fundamental das
técnicas para a determinacdo de q(t + At); ou Aq = {q(t + At) — q(t)}; que serdo
designadas aqui de modo genérico e abreviado como métodos de Newton. O parametro ¢
tanto pode ser uma coordenada iterativa, quanto o préprio tempo (que pode ser visto como
uma coordenada iterativa levando & solugdo de regime permanénte, quando tal solugdo

existir).

Por este tipo de método, a cada iteragdo, é necessiria a solucao de um sistema
linear. A solucdo direta de um sistema esparso envolvendo todas as varidveis do pro-
blema nao é, certamente, a melhor escolha em termos de eficiéncia computacional e uso
de memoria (Venkatakrishnan e Mavriplis 1993), fatores que ndo podem ser desprezados
quando se trata de grandes sistemas de equacOes, como os oriundos de discretizacao de

equagoes diferenciais parciais, de modo particular em problemas tridimensionais.
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Certamente os procedimentos que melhor responderam.z‘ms necessidades dos
primeiros pesquisadores que procuraram utilizar o método de Newton na solucio de escoa-
mentos foram os esquemas ADI (Alternating- Direction Implicit) (Douglas 1955; Peaceman
e Rachford 1955)]L (Beam e Warming 1977), empregados na éolugéo de escoamentos in-

compressiveis ja por Steger e Kutler (1977) e Briley et al. (1983).

Atualmente as técnicas baseadas em fatoragao LU aproximada (ALU) (Chen
e Pletcher 1991; Pan et al. 1994) ou técnicas do tipo Krylov precondicionadas (Venkata-

krishnam 1990), atraem cada vez mais pesquisadores.

Os algoritmos baseados no método de Newton, no entanto, ndo foram uni-
versalmente aceitos como a melhor escolha para a solugao de escoamentos compressiveis
ou incompressiveis. As técnicas ADI, ndo sdo muito dificeis de programar, mas tém sua
estabilidade bastante limitada. As técnicas mais sofisticadas envolvem nio somente uma
teoria, como também uma programacao algo mais complexa e, geralmente, uma exigéncia
de meméria maior, as vezes muito maior, que as técnicas API. A avaliacio da matriz
jacobiana nem sempre é simples. Se feita numericamente (s vezes nao ha alternativa) de-
manda um significativo esfor¢o computacional (Venkatakrishnan 1990), se feita analitica-
mente torna-se um passo dificil de colocar em uma forma adequada para o desenvolvimento
de um cddigo de propdsito geral, em que o usuario possa alterar as equacoes resolvidas
sem conhecer o cédigo em detalhe. Além disso, para a solugdo de problemas em regime
transiente, em que a escala de tempo de interesse fica dentro da faixa em que métodos

explicitos sdo estaveis, estes ltimos sdo, em geral, preferiveis.

Assim, sdo utilizadas uma grande gama de alternativas ao método de Newton.
Desde o uso da solugdo simultanea das equagdes, diferindo do método de Newton apenas
por uma linearizagdo mais simples das equagdes resolvidas (Zedén 1983), até os métodos
explicitos que utilizam compressibilidade artificial (Chorin 1967), passando pelos métodos
(talvez os mais populares) que envolvem equagdes do tipo Poisson para a pressio, a exemplo

do pioneiro na solu¢do numeérica de escoamentos incompressiveis utilizando as variaveis

f Citados por Beam e Warming (1977).
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prirnitivas11t MAC (Marker and Cell) (Harlow e Welch 1965), o fmctio.na,l stepH de Chorin
(1968), o SIMPLE (Patankar e Spalding 1972) e os muitos que deles se originaram.

Na literatura sao disponiveis comparacoes entre alguns desses métodos (Zedan

1983; Van Doormaal 1985; Franca F2 1991; Merkle et al. 1992).

Os métodos SIMPLEC e PRIME, a serem discutidos no capitulo seguinte en-
volvem o uso de equacéio do tipo Poisson para a pressao. Os métodos de Newton e de

Euler a frente (explicito), serdo discutidos separadamente em capitulos posteriores.

Cabe observar que a escolha destes métodos nio se deve a uma possivel su-
perioridade deles em relacdo aos demais, mesmo por que é dificil comprovar a correcao
deste tipo de julgamento. Esta escolha foi orientada pela experiéncia anterior do autor e
influenciada pela bibliografia consultada. A auséncia do algoritmo SIMPLE nas discussoes
que se seguem, por exemplo, € justificada pelo fato de o SIMPLEC ser bastante parecido
com o SIMPLE, e de o SIMPLE possuir um fator (a,) a mais para ser arbitrado pelo
usudrio, que demandaria uma busca do seu valor étimo. Uma comparagio entre SIMPLE
e SIMPLEC em situagdes simples como as analisadas nos testes realizados ao longo deste

trabalho, foi publicada por VanDoormaal e Raithby (1984).

Uma revisdo mais abrangente de técnicas numeéricas para a solu¢do de escoa-
mentos incompressiveis, envolvendo néo apenas os métodos de Diferencas Finitas e Volumes
Finitos como também métodos de Elementos Finitos e Espectrais, enfocando inclusive a
formulacgdo funcdo de corrente (vetor potencial) — vorticidade, pode ser encontrada em
Fletcher (1988, cap. 17). Também notavel, pela abrangéncia e detalhamento da revisdo
bibliografica que contém, é o recente trabalho de Williams e Baker (1996). Uma didética

introdugéo ao método de Volumes Finitos pode ser encontrada no livro de Maliska (1995).

I As varidveis primitivas sdo as componentes da velocidade e a pressdo. Antes do MAC fazia-se,
geralmente, uso das varidveis fun¢ao de corrente e vorticidade, como pode ser visto em (Fromm e Harlow

1963).

T Este nome pode designar um grande nimero de procedimentos, como observou Jacobs (1995),
para encontrar um caso bem distante do que é considerado nesta dissertagdo basta consultar o trabalho de
Yanenko (1971). Este método de Chorin, desenvolvido ao mesmo tempo independentemente por Temam
(1969), também é conhecido como projection method (Fletcher 1988).



3. METODOS QUE UTILIZAM EQUACAO DE POISSON
PARA A PRESSAO

3.1. Introducao

Neste capitulo sao descritos, dentre os métodos utilizados na obtengdo dos
resultados mostrados no capitulo 7, aqueles que usam uma equagéo de Poisson discretizada
para o calculo da pressdo. Este tipo de método é bastante conhecido e é freqiientemente

apresentado em livros introdutérios de Mecanica dos Fluidos Computacional (Maliska 1995;

Fletcher 1988).

Em todos os métodos descritos neste capitulo é utilizada a discretizagao por
diferencas centrais, para todos os termos das equagoes. Isto, especialmente para numeros
de Reynolds (de malha) altos, acarretard uma certa redugao da estabilidade dos algorit-
mos, contornada com redugao dos fatores de relaxagao utilizados. Os resultados obtidos
aparentemente nao foram prejudicados pela escolha da discretizagdo por diferengas cen-
trais. Uma discussio interessante sobre as dificuldades e vantagens do uso deste tipo de

esquema de discretizagdo pode ser encontrada no trabalho de Gresho e Lee (1981).

Na secao 3.2 procura-se apresentar a discretizagdo das equagdes de um modo
genérico, esta apresentagdo serve de ponto de partida inclusive para o desenvolvimento
dos capitulos seguintes. Nas demais se¢Ges sdo apresentados os algoritmos e detalhes da

discretizagao utilizando o arranjo desencontrado e o arranjo colocalizado de variaveis.

O propédsito dessas se¢des é principalmente o de permitir a identificacao das
metodologias utilizadas. Exposi¢des mais extensas a respeito dos detalhes envolvidos po-

dem ser encontrados na bibliografia referenciada.

3.2. Equagao de transporte de uma propriedade genérica

A equacdo diferencial que descreve o transporte de uma propriedade genérica

¢ em um escoamento incompressivel serd escrita, neste capitulo, seguindo Silva e Maliska
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(1988), como

o)+ = (us) =1* | () + 22 (r5e)]-Po+s* o

9
oz y* Jy dz \ 8 y* Oy

aonde ¢, v¢ and S sdo mostrados na tabela 1. O expoente & é tornado 0 ou 1 de acordo

com a geometria do problema de interesse, se plana ou axissimétrica.

TABELA 1 - Expressoes para ['?, P? ¢ S¢.

¢ | T¢ | P? S¢
1 0 0 0
u v gg 0
v v % —m/y—”g

Integrando a equagio (20) sobre o volume de controle hachurado na figura 5;

como Maliska (1995), Patankar (1980) e Roache (1976); obtém-se

[(ug), — (ud),ly*Ay + [(¥"ve), — (y"v¢),| Az =

D@ o 6. -CB))

~L [P@‘] y*AyAz + L [S¢] v AyAz
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FIGURA 5 - Volume de controle para integragdo da equagéo (20).

Os valores de ¢ e de suas derivadas nas faces de um volume de controle serao

escritas como por Raithby e Torrance (1974)*. Para a face e, entdo,

Pe = (% + 5‘6)¢P + (% - ae) ¢E (22)

6¢ _n ¢E —¢P
(2) -tz o

Para obter o esquema de diferencgas centrais se utilizard 8, = 1 e @, = 0 para a

face leste de um volume de controle. Para as outras faces serdo utilizados procedimentos

t Citados por Maliska (1995).



analogos, levando a

uef Ay (b +30) 6y + (3 — 8 6]

_uwyPAy [(5 + Gw) S + (5 — Quw) ¢p]

+ypvn Az [(5 + @n) ¢p + (5 — - Gin) O]
~ysvsAz (3 +a@s) b5 + (5 — as) 9p] =

@, K ¢E QSP ¢ - ¢W
R
F¢Aa¢[ ﬂn¢ ¢P__ K/Bs ¢5]
Ay Ay
~L [Pé] y*AyAzr + L [S¢] y"AyAz
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Subtraindo entdo, do lado esquerdo da equagdo acima a metade do produto da

conservagao da massa por ¢,

¢p (Ueyn Ay — uwyr Ay + yrvnAz —

obtém-se os coeficientes para a equagao
a?’% = aﬁ% + aﬁzﬁbw + aif¢N

Co1mo

af =y Ay |~ (3 — @) ue +I?

+algs + b7

Be ]
Az

al = Yo Ay | (3 + @w) uw + F¢%’;—]

_ p
az =y Az —(% — Qn) Un + P¢A—7gl/
a® = y"Az -(l + ag)us + F‘ﬁés—

S s ] 2 Ay

af; = aﬁ + aﬁ, +af] —i—a‘;S +L [Sg} y*AyAz

¥ =L [Pﬂ y*AyAz + L [sg} v AyAz

yrv,Az) /2 =

0

(24)
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Para os termos fontes de pressdo as aproximacoes serao:
L[P"]y"AyAz = yr Ay (pe — pw)

L[P"|y"AyAz = y5 Az (pn — ps)

As varidveis, como ue € pe, quando nio disponiveis na interface do volume de

controle serdio obtidas utilizando interpolac¢do linear.

A separacdo da aproximagao numérica para os termos fontes em duas partes,
uma constante colocada no termo independente de (24), L[S‘é], e uma dependente de
bp, L[S%]gﬁp, colocada no a,, como sugerido por Patankar (1980), é importante para o

bom aproveitamento da solucdo do sistema linear representado por (24). Assim tem-se,

L[SBI=LISE =LIS§ =0 e L[Shl=nv/y.

No PRIME é feita apenas uma iteracao do tipo Jacobi, para cada conjunto de
coeficientes calculados para as equagdes da quantidade de movimento. Para simplificar a
obtencao da média de quantidade de movimento no caso do PRIME, e somente neste caso,
se utilizard L[Sh] =0 e L[SY] = —kvv,/y%. O efeito deste procedimento, nocivo
para a convergéncia do algoritmo, pode ser compensado através de relaxacao aplicada

como se descrevers abaixo.

Alguns dos algoritmos considerados neste capitulo, envolverio em cada iteracdo
duas avaliagdes para o campo de velocidades. O resultado da primeira avaliacdo sera
denotado por um sobrescrito *, o valor da variavel na iteragfio anterior pelo sobrescrito °,

e o resultado final da iteragdo nao terd sobrescrito.

Para controlar a velocidade com que o valor das varidveis é modificado pelo al-
goritmo ¢ introduzido, seguindo Patankar (1980, §4.5), um fator de relaxacéo o na equagéo
(24), de modo que

2 viz (agiz%u) +b°
b~ 4 =a - ~ 0 (25)

ap

¢
A equacgéo (25) pode ser escrita na forma de (24) substituindo-se af; por aﬁ = %’— e b% por
b =% +(1— a)aﬁ ¢0P. Quando se mencionar a equagéo (24) no restante deste capitulo,

assumir-se-a que aquela equagéo foi modificada conforme o exposto neste pardgrafo.
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3.3. 0 SIMPLEC no arranjo desencontrado de vari4veis

Considerando a tabela 1, pode-se obter de (21), a forma discretizada da equagao

da conservag¢ao da massa

UeYp AY — Y AY + Ypvn AT — yvsAz =0 (26)

No arranjo desencontrado de varidveis as velocidades sao calculadas nas faces
do volume de controle utilizado na integragiao da equacao da conservagao da massa (figura
6a). Da equagdo (24) escrita para as componentes u € v da velocidade nos volumes de

controle hachurados respectivamente nas figuras 6(c) e 6(b), obtém-se

- -

Ue = Z (apiztviz), + b | / (23), (27)
| viz i

vn = | Y (a0 vuiz), + 05| / (a2), (28)
viz J

No SIMPLEC obtém-se a primeira estimativa de u,, designada por u}, resol-
vendo o sistema de equagles representado por (24) escrita para cada volume de controle

para a componente x da conservagao da quantidade de movimento. Analogamente se obtém

v%. Os valores de u* e v* sao calculados utilizando os valores de pressdo p® da iteracao

anterior, contidos nos termos b.

Entéo é estabelecido que o campo de pressado sera atualizado de acordo com
p=p"+7p (29)
sendo p' calculado de tal maneira que o campo de velocidade obtido de
ue = ug — dg (P, — ) (30)
va = vy —dy (P, — Pp) (31)
satisfaga, para cada volume de controle a conservagdo da massa (26). A substitui¢do das

equagdes acima em (26) leva a obtencdo de uma equagdo do tipo Poisson para o célculo

de p' (e portanto de p),

af,p; = a’;p'E + afvp'w + aipgv + a’;p's + 5P (32)

 Os subscritos mintsculos utilizados nesta se¢do sdo referentes as faces dos volumes de controle
para a conservacao da massa.
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(a)

FIGURA 6 - Arranjo desencontrado de varidveis. Volumes de controle hachurados: (a)
para conservagdo da massa; (b) para conservagido da quantidade de movimento na dire¢do

y; (¢) para conservacao da quantidade de movimento na direcdo x.
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com
ab =y~ Ayd;
ab =y Ayd
ab, =y~ Azd,
ab = y*Azd]
b =d +adb +adb +adb
¥ = yp Ayuy, — yp Ayug + ys Azv; — ypAzvy,
sendo, para o SIMPLEC,

yp Ay

_ - yr Az
dy = e d, = z
(a';‘))e - Zviz (agiz)e

" (a;)n - Z'viz (aZiz)n

O algoritmo do SIMPLEC utilizado com o arranjo desencontrado de varidveis
sera, entao:

0

—

. estimar u®, v0 e p¥; .

2. calcular os coeficientes dos sistemas lineares para determinacio de u* e v*
obtidos de (24) apds a introducao da relaxacao e das condi¢des de contorno;

3. calcular u* e v* resolvendo os sistemas correspondentes;

4. calcular os coeficientes do sistema linear para p’, obtido de (32) e das condigoes
de contorno;

5. calcular p' resolvendo o sistema correspondente;

6. calcular 'd, v e p através de (30), (31) e (29);

0

7. atualizar u°, v° e p® como u, v e p e retornar a 2 até a convergéncia.

O algoritmo utilizado por Van Doormaal (1985) apresenta alguns ciclos itera-
tivos internos ausentes do mostrado acima. Trés razdes motivaram a opgao feita aqui por
este algoritmo simplificado: a primeira foi o menor niimero de critérios de parada (para
cada ciclo iterativo) a ser especificado no algoritmo simplificado; a segunda foi o fato de
a solugao de sistemas lineares pelo Gauss-Seidel por linhas nao utilizar uma fatoracao LU
cujo aproveitamento pudesse ser melhorado com os ciclos adicionais como acontecia no
método utilizado por Van Doormaal (1985); a terceira foi a semelhanca entre o algoritmo
simplificado e aquele apresentado por Patankar (1980) para o SIMPLE e desde entdo muito
difundido.
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3.4. O SIMPLEC no arranjo colocalizado de variaveis

Para evitar o uso de volumes de controle diferentes para as equagoes de con-
servagdo da massa e da quantidade de movimento (que torna-se particularmente incomodo
quando se discretiza essas equagdes escritas para um sistema de coordenadas nio ortogo-
nais) e preservar, na medida do possivel, a estrutura original do SIMPLE (que é idéntica
a do SIMPLEC, mostrada na se¢do anterior) Rhie e Chow (1983) propuseram o seguinte
procedimento: u* e v* (assim como d* e d?) sdo calculados utilizando os mesmos volumes
de controle utilizados para a conservagdo da massa (vide figura 7); entdo o valor dessas
quantidades é adequadamente interpolado nas interfaces dos volumes de controle, de modo
a permitirem o célculo de p’ pela equagdo (32). As expressdes para as velocidades nas in-
terfaces dos volumes de controle resultantes dessas interpolagoes podem ser vistas como
médias das equagbes de conservagao da quantidade de movimento escritas para os volumes
que cada uma dessas interfaces separa. No restante, o algoritmo do SIMPLEC permanece
como era no arranjo desencontrado de varidveis, sendo que as velocidades tanto nas faces

como nos centros dos volumes de controle sdo corrigidas por equagoes do tipo (30) e (31).

4>

e

FIGURA 7 - Arranjo colocalizado de variaveis.
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Majumdar (1988) apds uma discussdo da dependéncia que os resultados da
interpolacéo de Rhie e Chow tém do fator de relaxacéo a utilizado, propés uma interpolagéo-

para u* que pode ser escrita, para uma malha uniformemente espacada, como

. A
wh=he — 3= (py —pp) + (1—a)ul
(a2),

com  he=(hp+hp)/2,  1/(ab)e =[1/(ab)p +1/(ak)p)/2 e

yl’i Ay (pE - pw)
al 2

hp = uj, —'(l—a)u0P+

De modo similar dd = (J'é + Jg) /2. Note-se que h, é o resultado da eliminagao do

termo de pressao e do termo de relaxagdo presentes em u},

3.5. O PRIME no arranjo colocalizado de varidveis

A equagdo para a pressao utilizada no PRIME (Maliska 1981) é obtida subs-
tituindo-se as equagoes de conserva¢do da quantidade de movimento, na forma de (27) e

(28) em (26). Para maior clareza, reescreve-se a equagao (27), por exemplo, como

Ue = Ue — ‘Zg (PE - PP) (33)

— KA
com d¥= (QL%)%.

Para evitar o uso de volumes de controle diferentes para a conserva¢io da massa
e quantidade de movimento, pode-se obter i, e (a} )e, tomando os cuidados sugeridos por

Santos et al. (1995), como

(34)

com he=(hg+hp)/2.  (ah)e =[(al)p+(ak)p]/2 e

P

hp = Z [agiz (woiz — up)] + ypAzAyL [Su]P

viz
Entéo substituindo (33) e suas andlogas em (26) obtém-se

ahpp = af pg + b py, +al py + af ps + bP (35)
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a’; = y;Ang
ab = y;Aycm
ah = y* Azd,
af =yrAzd,
af, :a’é—i—a’v’v +aﬁ,+a§
P = y:Ayﬁ;, — y:Ayﬁe + Yy Azts — yp Azdy,

O algoritmo do PRIME, entdo, pode ser escrito como,

¢ .0

. estimar u®, v° e p°;

. calcular os coeficientes das equagdes de conservagdo da quantidade de movi-

mento obtidos de (24) apds a introdugdo das condigdes de contorno;

. calcular @ e ¥ nas faces dos volumes de controle utilizando (34) e anélogas;

. calcular os coeficientes do sistema linear para p, obtido de (35) e das condig¢des

de contorno;

. calcular p resolvendo o sistema correspondente;
. calcular u e v nas faces através de (33);

. calcular u e v nos centros dos volumes de controle interpolando linearmente os

valores das velocidades nas faces;
0 .0

. atualizar u°, v® e p® como u, v e p e retornar a 2 até a convergéncia.

O passo 7 do algoritmo acima é realizado dessa forma basicamente porque nao

se conseguiu produzir um algoritmo estdvel atualizando tanto as velocidades nas faces dos

volumes de controle como as nos centros utilizando uma equagdo do tipo (33).

3.6.

Comentario sobre a média de equagées de quantidade de movimento

utilizada com o PRIME

Deve-se notar que o que distingue o PRIME de uma variante do MAC (Harlow

e Welch 1965), o SOLA (Hirt et al. 1975)T, é basicamente o tratamento implicito, no

t Citado por Brandt (1980).
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sentido empregado por Maliska (1995), das equagdes da quantidade de movimento, ao
contrario do que o acrénimo PRIME para Pressure Implicit Momentum Ezplicit sugere.

Uma denominagao mais elucidativa da maneira como a quantidade de movimento evolui

no PRIME, talvez fosse Momentum Jacobil.

Na equagdo (33), pode-se notar que o papel do coeficiente 1/(a} ). ¢ exatamente
o papel que teria o coeficiente At/(y*AzAy) (passo de tempo sobre o volume do volume
de controle para a quantidade de movimento) em uma formulagio transiente explicita de
primeira ordem (como a utilizada no SOLA). A analogia direta com um método explicito
nao ¢ possivel no SIMPLEC, pois naquele método os valores de velocidade utilizados no

lado direito de Eq. (25) sdo obtidos da solugdo de um sistema linear.

Para obter-se (34) foram tomadas médias dos desbalancos de fluxos convec-
tivos e difusivos (de certa forma, aproximacoes do divergente desses fluxos). Neste ponto,
este procedimento lembra as “férmulas de distribuicao” utilizadas nas discretizagoes “cell-
verter” empregadas por Rossow et al. (1988) e Ni (1982){’;. Aplicando passo a passo o
procedimento mostrado para uma discretizagdo unidimensional por Santos et al. (1995),

as equagoes de conservagdo da quantidade de movimento como escritas no presente tra-

(Zviz agiz)e
ﬁ____

ay)e

seria exato se os coeficientes das equagoes para os dois volumes que a face e separa fossem

balho, notar-se-4, que foi assumido + (1 — a) = 1, para chegar-se a (34). Isto
iguais. Trata-se de uma aproximagao em um termo de relaxagio que néo deve afetar o

resultado ao fim das iteracoes.

O principal cuidado tomado por Santos et al. (1993) foi o de evitar que a
velocidade na face do volume de controle, ao final das iteragdes, apresentasse dependéncia
do termo transiente artificial representado por (a%)(ue — ul) na equagao (25) (para ¢ =
u e ap6s a manipulac¢do mostrada na segao anterior), conforme recomendado por Lien
e Leschziner (1994), Marchi e Maliska (1994) e Langer (1993) para termos transientes
presentes ja nas equagdes diferenciais governantes dos problemas resolvidos e por Miller

e Schmidt (1988) e Majumdar (1988) para os termos decorrentes da relaxagdo. Deste

T Acontece que as palavras implicit e explicit sio também utilizadas, como por Schneider e
Zedan (1981), para designar o cariter de métodos de solugdo de sistemas lineares: se mais préximo de o de
um método direto, como a eliminagdo gaussiana; ou mais préximo daquele de um método iterativo como o
de Gauss-Seidel ou o de Jacobi.

IoAs discretizagdes utilizadas aqui sdo “cell-centered’, as varidveis sio localizadas no centro dos
volumes de controle, e ndo nos seus vértices como em discretizacdes “cell-vertez”.
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!

modo obteve-se, conforme indicam os testes realizados, uma equagdo para o calculo das
velocidades nas faces dos volumes de controle que é uma representacio fiel da conservagio
da quantidade de movimento. Isto é muito importante no algoritmo apresentado na segao
anterior, posto que as velocidades nos centros dos volumes de‘ controle sdo simplesmente
obtidas interpolando-se as velocidades das faces. No SIMPLEC esse cuidado nédo é tao
importante conforme Lien e Leschziner (1994). Santos et al. (1995) mostraram que a
utilizac@o de aproximagées para a velocidade na face do volume de controle desenvolvidas
para o SIMPLEC no PRIME produz maus resultados no contexto do algoritmo apresentado

na segao anterior.

Algumas questoes foram deixadas em aberto no desenvolvimento dessa média

de equacoes de quantidade de movimento.

Uma, menos importante, é saber até que ponto pode-se chamar de volumes
finitos, e colocalizada, uma técnica em que a equacao da quantidade de movimento é

aproximada deste modo.

Outra é saber qual a acurécia desta aproximacao em coordenadas generalizadas.
Os argumentos apresentados por Rossow et al. (1988) e Arts (1984) indicam que, para
malhas nao suficientemente suaves ela possua erros independentes da dimenséo dos volumes
de controle. Ela seria classificada como inconsistente, portanto. Este autor também nao
tem noticia da realizagdo de andlises desse tipo para o arranjo desencontrado utilizado
por Maliska (1981), ou para o utilizado por Silva (1991), ou para o colocalizado utilizado
por Marchi e Maliska (1994). Deve-se notar, no entanto, que os bons resultados obtidos
com alguma dessas técnicas, ndo significam que a analise mencionada neste paragrafo
seja completamente dispensével, posto que os bons resultados de algumas nio implicam
que todas elas cheguem a bons resultados. A verificagdo expérimental de acuracia de
um procedimento numeérico é um processo trabalhosoT, e generalizacbes a partir de seus

resultados constituem algo particularmente perigoso.

Finalmente, ndo se sabe até que ponto pode ser considerado vantajoso evitar
o uso de volumes de controle diferentes para a conservagdo da massa e quantidade de

movimento, do modo discutido na se¢do anterior, ja que o uso do arranjo desencontrado

t Algumas referéncias sobre como fazé-la so fornecidas por Roache (1993).
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utilizado por Maliska (1981), no PRIME, nao implica um custo compu‘tacional muito maior
que o necessario para a aplicaciio da técnica apresentada por Santos et al. (1995). Note-se
que no SIMPLEC o arranjo utilizado por Maliska (1981) duplicaria o niimero de sistemas
lineares a resolver para determinac¢ao dos valores intermediérios (com sobrescrito *) das

componentes de velocidade (Choi et al. 1994).



4. 0 METODO DE NEWTON COM DISSIPACAO ARTIFICIAL
PARA A PRESSAO

4.1. Introdugao

Neste capitulo serd discutido o método de Newton para solugido do sistema
de equagbes nao-lineares que resulta da discretizagao das equagdes diferenciais de interesse
(apresentadas no capitulo 1). A discretizagio mencionada foi feita utilizando o esquema das
diferencas centrais e o arranjo colocalizado de varidveis, de modo semelhante ao mostrado

no capitulo anterior.

No método de Newton um sistema de equagdes nao-linear é resolvido através
da solugdo de uma seqiiéncia de sistemas lineares, que sdo obtidos, a partir do sistema néo-
linear, utilizando a expansao em série de Taylor mostrada no inicio da se¢io 2.2. Na se¢ao
5.2 sao expostos alguns detalhes de como foi feita esta linearizagdo e é mostrada a forma
como foi introduzida dissipa¢éo artificial para a pressdo (cujo objetivo é, antes de mais
nada, eliminar ou reduzir as oscilagdes do campo de presséo). Na sec¢do 5.3 é apresentada
a forma como foram montados as matrizes e os vetores para a solugao dos sistemas lineares.
A linearizac@o de Newton, aplicada a um sistema de equagdes semelhante ao aqui discutido,

¢ apresentada no trabalho de Anderson et al. (1984, §7.3.3).

O método de Newton nao é aplicado com muita freqiiéncia na solugao do sis-
tema de equagdes focalizado no presente trabalho. A principal dificuldade encontrada esté
na solugdo dos sistemas lineares, que sao particularmente mal-condicionados. O aper-
feicoamento das técnicas para solugao desses sistemas deve, portanto, renovar o interesse

por este método.
4.2. O método de Newton com dissipacio artificial para a pressao

A partir da equagao (21), utilizando os valores da tabela 1, pode-se escrever
as equacOes de conservagdo da massa, da quantidade de movimento na dire¢do z, e da

quantidade de movimento na direcdo y, discretizadas, respectivamente como



31

ety | 2 (——y"”” - ysvs) =0 (36)

w1 (o =y
Az ye Ay
+ 2 1 (37)
Pe — Pw Ug T Uy — 2Up Uy —Up kUp —Ug
Az { (D)’ Vs [y” (By? P (A } }
UeVe — Uy Vuw + i y,’ivz — ygvg _
Az ye Ay
toy —20, | 1 (38)
Pn — Ps Vg T Uy — 2Up «Un —VUp «Vp — Vs Up
- +v +— Yy — Y| — K-
Ay { (Az)” vy [ "ay? 7 (ay) ] v }

A linearizag@o inerente ao método de Newton pode ser feita termo a termo em
cada equacdo, como mostrado por Chen e Pletcher (1991). Para os termos néo-lineares

ter-se-ia, por exemplo

wp _ (u)’ | 2up 2u;  (up)?

Az Az Az (e —ue) = Az Ue Az

%,k * * * * *, k
Zele _ Zele | Mo (y, — )+ 22 (u ) = gy oy, — e
- € € - € €
Az Ar Az ¢ Az ¢ Az Az Az
e para um termo linear nada se altera,
’ *
Pe _ Pe 1 1

Az = As T ag (Pe—p)=7_pe

Note-se que aqui o sobrescrito * foi adotado no lugar do ® na designacio de
valores da iteracdo anterior para evitar confusdo com um expoente nulo, ji que neste

método nao haverao valores intermediarios de velocidade calculados a cada iteracédo

Os valores nas faces dos volumes de controle (indicados por subscritos mints-

culos) serdo determinados utilizando interpolagéo linear; ue = (up + up)/2, por exemplo.
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Finalmente serd acrescentado ao lado direito da equacdo de conservacao da
massa uma forma discretizada por diferengas centrais de um termo de dissipacio (artificial)
envolvendo derivadas parciais de quarta ordem da presséo, mas que é da ordem de grandeza
de (Az)? (o que causa certa confusio no momento de denominé-lo), da forma
3 0%p

ay*

4
—€ [(Aw)3 —30—9-17}43 + (Ay)

com

(34p) ., Pep —4Pg +6pp — 4Py + Pyw
péra um volume no interior do dominio. Junto as fronteiras, mesmo com o uso de pontos
ficticios (Maliska 1995), é preciso modificar a aproximagio acima. Seguindo Radespiel et

al. (1989), faz-se, junto a uma fronteira E, por exemplo, (vide figura 8b)

(@) ~ Pww — 3pw +3pp — P
8504 P (A$)4

WW| W P E EE

S volume
ficticio
SS ww| wl| P | E:
fronteira E
(a)

FIGURA 8 — Volumes de controle envolvidos na aproximacgao do termo de dissipagido

artificial: (a) para um volume interno; (b) para volume vizinho a fronteira E.
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Note-se que esse termo de dissipacdo artificial pode ser interpretado como
uma modificagdo das componentes de velocidades que aparecem na forma discretizada
da equacdo da conservagido da massa. Segundo essa interpretacao, explorada por Johann-
son e Davidson (1995) e Lien e Leschziner (1994), ter-se-ia, pdr exémplo, uma velocidade

em uma face leste no interior do dominio dada por

Ue + €(Ppp — 3P +3Pp — Pw) (39)

Observe-se, ainda, que foram feitas simplesmente aproximacoes em diferencas finitas para
as derivadas quartas. Um termo de dissipagao deste tipo, mas baseado em volumes de

controle, e adequado para uso em malhas ndo estruturadas, foi proposto por Jameson e

Mavriplis (1986).

Este termo de dissipacdo artificial envolve um coeficiente arbitrario e. Na litera-
tura sobre a solugdo de escoamentos compressiveis o uso deste tipo de termo de dissipacao
é reportado com freqiiéncia, € é comum multiplicd-lo pelo méximo autovalor da matriz
jacobiana dos fluxos inviscidos (que sera vista no préximo capitulo desta dissertacgéo e
¢ diferente da matriz jacobiana do método de Newton) como feito por Radespiel et al.
(1989). Esses autovalores envolvem as componentes da velocidade convectiva, v e v e a
velocidade do som. A multiplica¢éo pelos autovalores tem como objetivo proporcionar um
fator de escala que permita o uso do mesmo € para um grande nimero de situagdes. No
escoamento incompressivel a velocidade do som é infinita. E natural neste caso, portanto,
fazer a dissipacgéo artificial proporcional a velocidade convectiva. Cabuk et al. (1992), nao
mencionaram um fator de escala como esse. Naquele trabalho, no entanto, é utilizada a
adimensionalizacdo usual para as equagdes em consideragdo, que torna as velocidades no
dominio da ordem da unidade quando elas sdo da ordem da velocidade de referéncia. No
presente trabalho utilizar-se-4 simplesmente ¢ = 0,001 e tomar-se-3 o cuidado de trabalhar

com a velocidade maxima no dominio da ordem da unidade.

Entao as equacdes (36), (37) e (38), podem ser escritas na forma

Up — Uw +_}_» Yn (Un +vp) — Y5 (vp +v5)
2Azx ye 2Ay
te Pee —4Ps + 6pp — 4Py + Py + Pyv — 4Py + 6pp — 4ps + Pss _
Az Ay

(40)

0
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ug (ug +up) —up (up + uy)
Az
i{yﬁ [vg (upy +up) +uj (vy + vp)]
yr 2Ay
s [vs (up + ug) + ug (vp + V)] +PE —Pw
2Ay 2Az (41)

Up + Uy — 2up 1| cuy —up Up — Ug
—v + — 1Y -y =
{ (Aa)’ i (an)® 7 (ay)’
() = ()’ 1 (yhvnus — yfogud )
Az (7 Ay

+

uy (vg +UP)+U:(UE +“P)““Z;(”P + vy, ) —va(up + uy )

2Az
_{__L [y,’:v; (v +vp) —ysv; (vp + vs)} + Py —Ps
Yy Ay 2Ay
_ vy + vy — 2v, L yKvN—vP_ynvP—vs _ve | _ (42)
(Az)’ v [ (aw)t T (A’ ] v

2 2
upor—uyvl 1 [y (en) - vE (e3)
Az yr Ay

para um volume no interior do dominio. Junto as fronteiras a equagdo (40) tem de ser
modificada devido ao largo stencil do termo de dissipagio artificial, conforme discutido ha

pouco.
4.3. A montagem da matriz jacobiana

Resta agora colocar as equagdes (40), (41) e (42) escritas para cada volume de
controle no dominio, juntamente com as condi¢des de contorno, em uma forma adequada
para a solucao do sistema linear que levard a determinacio de u, v e p em cada ponto do
dominio a cada iteragdo. O agrupamento do conjunto de equagdes resultante dos balangos
realizados em um tnico volume de controle, como feito por Chen e Pletcher (1991), sim-
plifica um tanto essa tarefa. Este procedimento leva & uma equacgao de varidveis vetoriais

e coeficientes matriciais,
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Assgss + Asgs + AWWQ—WW + Awgw + APgP (43)
+AEQE + A‘EE_q_EE + ANQN + ANNQNN =b

para cada volume de controle, aonde, por exemplo

A equagéo (43) representa as equacoes (40), (41) e (42) colocadas uma sobre a

outra, nesta ordem, de modo que o coeficiente A,, por exemplo, fica da forma,

6 (2 +25) 0 iy (vs — %)
Ap = 0 (ass)p 2_3,7},1'53 (Yptin — Ysus)
0 Zix (ve —v3) (ass)p

co1m

1 « o+ 2V 1 < [ Vn v w [V v
(azz)P - Az (ue Uy + A:C) + y;Ay I:yn ( 9 + Ay Ys 2 Ay

(a)p= - (M=% 2V L fefe VY e VN LY
3P Ag 2 Az y5 Ay Yu \ Un Ay Ys \ Vs Ay Hyf,

Os demais coeficientes s@o mostrados no apéndice IV desta dissertagao.

Em um dos testes apresentados no capitulo 7 fez-se necessario frear a evolugédo
das variaveis. Isto foi feito com a introdug¢do de termos de relaxagdo através de inércia
(Patankar 1980, §4.5) nas equacdes de conservacio da quantidade de movimento. Estes

termos modificam a matriz A, e o vetor b em (43), de modo que

0 00 0
Ao =A,+1(0 ¢+ O e b=>b+ < w*
0 0 . tv*

Note-se que o coeficiente ¢ representa uma inércia, como 1/At em um problema transiente,
e também é equivalente a um fator de relaxacio a = a;ﬁ/ (a?; + ¢) para as equagdes de
conservac¢do da quantidade de movimento na forma de (25). A introducao destes termos

significa, certamente, uma modifica¢do discutivel do método de Newton-Raphson.
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A numera¢do dos volumes de controle nos dominios retangulares utilizados
neste trabalho, (feita linha por linha, da esquerda para a direita e de baixo para cima, vide

figura 9) e a montagem do sistema de equagdes global, na forma

Aq=b , (44)

a partir de (43) seguindo esta numeragao, determina uma estrutura (de nove diagonais de
blocos nado nulos 3 X 3) para a matriz A (vide figura 10). Esta estrutura influencia muito o
desempenho da fatoragdo ILU utilizada no pré-condicionamento de (44) para sua solugao

pelo GMRES. Um estudo deste tipo de influéncia foi apresentado por Chin et al. (1992).

NJNI;
............ N
........ N
............ :
oxa| 2o N
...... 1 : NI

.....................................................................................................

FIGURA 9 — Numeracdo dos volumes de controle.

Comparando (44) com (19) pode-se observar que A nada mais é que a matriz

jacobiana do método de Newton e que b = Aq* —f*.

O armazenamento dos elementos da matriz global é feito utilizando o formato

BCRS, Block Compressed Row Storage, conforme Barret et al. (1993). A forma final da



FIGURA 10 - Estrutura da matriz A, na equagdo Aq = b.
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rotina utilizada para solugdo dos sistemas lineares é devida a Marcondes et al. (1995a)

(Marcondes et al. 1995b). Para obter-se maiores detalhes, sobre como essa solucéo é feita,

sao recomendados os trabalhos desses autores.



5. O METODO DE EULER A FRENTE COM COMPRESSIBILIDADE
ARTIFICIAL E DISCRETIZACAO UPWIND PARA OS
TERMOS NAO-VISCOSOS

5.1. Introducgao

O método apresentado neste capitulo é particularmente diferente dos apre-
sentados nos capitulos anteriores. Da forma como é mostrado nas segoes seguintes ele
concentra algumas experiéncias simples de aproveitamento de técnicas desenvolvidas para
solugdo de sistemas de equagdes diferenciais hiperbdlicos (especialmente aquele formado
pelas equacdes de Euler) para a solugdo iterativa do sistema de equagdes eliptico que é

objeto de estudo neste trabalho.

Na secao 5.2 as equagdes diferenciais sdo reescritas, com a adicao de termos
transientes em todas as equagoes (o termo adicionado & equagdo da conservagio da massa é
o chamado termo de compressibilidade artificial). Com esta modificacao, para valores reais
e finitos do fator de compressibilidade artificial 3, desconsiderando-se os termos viscosos,

este sistema de equagdes torna-se hiperbdlico.

Duas consequéncias dessa modifica¢do serdo importantes neste capitulo. Ela
torna possivel o uso de métodos explicitos para todas as equagdes, como mostrado na se¢ao
5.3 (sem compressibilidade artificial a equagio da conservagio da massa, pelo menos, teria
de ser resolvida implicitamente, como no SOLA de Hirt et al. (1975) e no MAC de Harlow
e Welch (1965)). Além disso ela torna possivel a aplicacdo da discretizacio upwind aos
termos nao viscosos, como mostrado na se¢do 5.4. A forma como esta discretizacio é
aplicada aqui, baseada nos trabalhos de Pan et al. (1994) e LeVeque (1990), é semelhante
ao fluz splitting descrito por Anderson et al. (1984, §6.3).

5.2. A compressibilidade artificial

A equacdo (20), utilizando valores da tabela 1, serd modificada, acrescentan-

do-se o termo transiente, e colocando-se o gradiente de pressio para a conservagio da
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quantidade de movimento em y na forma conservativa (para situagao axissimétrica). Sera

util entdo reescrevé-la na formas:

0 0

it L1 0= (45)
aonde o vetor de variaveis conservadas q e o termo fonte s sao

SRR
4=y u s=kKk|{p—v— 0
v y 1

e os vetores de fluxos nas direg¢des z e y sao

Sy

=f' -5 g=g'-g"

com o sobrescrito I designando termos (fluxos) ndo relacionados & viscosidade (inviscidos)

e o sobrescrito V' designando os termos relacionados a viscosidade,

ﬁzu a O
=y ul+p Y =y"v—{ u
= = Oz
VU v
2 0
I_ K IBU V_ K a
g =Yy uv g =y I/b— U
v2+p y v

at’
da conserva¢dao da massa. Este termo se anula para 8 — oo, recuperando-se a equagao

Observe-se o termo de compressibilidade artificial, %QB adicionado a equagdo

original. A sua finalidade é permitir a determinagdo do campo de pressdo a partir dessa

equacao sem a necessidade de solugdo de um sistema linear.

Como o que se busca aqui sdo solugdes para regime permanente, o tempo €
apenas uma coordenada iterativa e todos os termos transientes no sistema de equagoes

acima tém o mesmo papel e a mesma importancia.

Os termos ndo relacionados a viscosidade, nao-lineares, podem ser postos na

forma quase-linear,

I I
of _ 4% 9 _ 01
Oz Ox Oy dy
com
afl [0 B 0 agt [0 0 8
A=—= (1 2u O B=—= =10 v u
9% o » u 9 |1 0 2



" 40

A diagonalizacdo das matrizes jacobianas A e B facilita a compreensao do
comportamento das equagbes (45) e de suas aproximagdes numéricas. Diagonalizando

A = RAR™!, obtém-se

(u—a) O 0
A= 0 u 0
0 0 (u+a)
—(u+a) 0 (a—u) 5 L——laz_au 0
R= 1 0 1 Rl=|=2 =% 1
=t 1 2 1 (ute)
e a 2a 2a
com a = y/u? 4+ 32. Analogamente para B obtém-se
(v—->0) 0 0
A= 0 v 0
0 0 (v+0d)
~(v+b) 0 (b—v) 7 0 &G
R= &+ 1 ¥ Rl=|3# 1

com b = /v? + 2. Note-se que a matriz A = diag()\1, A2, A3) é a matriz dos autovalores
da matriz jacobiana que foi diagonalizada e a matriz R= [ry,r9,r3] é a matriz formada

pelos autovetores a direita correspondentes.

Uma primeira observacéo a ser feita é a respeito dos autovalores calculados
acima, que sao associados a velocidades de propagacao de perturbagées no dominio. Nota-
se que a medida que f tende a infinito, tem-se os autovalores A; e A3 tendendo respecti-
vamente a —oo e +00. Nesta situagdo seria impossivel a convergéncia de qualquer método
numérico explicito de solugdo dessas equagdes conforme Courant et al. (1928). Reduzindo
suficientemente este parametro podemos tornar estes autovalores da mesma ordem de mag-
‘nitude da velocidade convectiva A2 = u, otimizando, assim, a velocidade de propagacao de
informagdes ao longo do dominio e respeitando a condigdo necesséria para a convergéncia

de Courant et al (1928)*. Esta proximidade entre os autovalores é o que buscam também

toa condi¢do que tornou célebre esse artigo de Courant et al. (1928), condi¢do de CFL, é
valida para equagoOes hiperbédlicas. Este seria o cardter do sistema de equagbes considerado neste capitulo
no limite, quando a viscosidade tende & zero. Os termos viscosos tornam o sistema de equagbes parabdlico,
e introduzem uma restrigdo adicional ao passo de tempo, vide Doyle et al. (1985).
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os modelos de pré-condiciona,mentoi das equacgoes de Navier-Stokes discutidos por Turkel
(1987) e por Merkle e Choi (1987) (modificando nio apenas a equacio de conservagio da

massa).

Aqui, seguindo Cabuk et al. (1992) sera simplesmente utilizado § = 1. Esta
escolha reflete o uso de uma adimensionalizagdo das equagoes resolvidas que torna a ve-

locidade convectiva maxima no dominio unitéaria.
5.3. O método de Euler A frente

Discretizando (45) por Volumes Finitos no espago, utilizando o volume de con-

trole mostrado na figura 5 (em um arranjo colocalizado de variaveis), pode-se escrever

%2:_(ie_iw)/Ax‘(Qn—zs)/AwaéP (46)

Utilizando entdo o método de Euler a frente na discretizacao do vetor de equagoes diferen-

ciais ordinarias resultante, obtém-se

g, ~ 0~ Mt|(f1-f1) /80 + (g - g7) /8y - 53 (47)

P

aonde os sobrescritos * séo utilizados para indicar valores da iteragdo (instante) anterior.

Note-se que este método de Euler a frente nada mais é que o método de Euler
para solucao numérica de equagdes diferenciais ordindrias (Carnaham et al. 1969), e é o que
Maliska (1995, §3.3) e Patankar (1980, §4;3.2) chamam de formulagido ou esquema explicito.
A designagdo “a frente” serve para distingui-lo do método de Euler & ré que corresponde,
na nomenclatura de Maliska e de Patankar, a4 formulacao ou esquema totalmente implicito.
Na literatura em lingua inglesa estes métodos sdo denominados por vezes Forward Euler e

Backward Euler, dai a denominagio empregada neste trabalho.

Existem dois motivos importantes pelos quais o método de Euler a frente nao
¢ muito interessante para a solu¢éo de equacdes diferenciais hiperbdlicas (sem termos vis-

cosos). Um é o fato de que ele é um método de primeira ordem (no tempo). O outro

1 Convém recordar que o nimero de condi¢ao de uma matriz é proporcional a razdo entre o seu
maior e o seu menor autovalor, vide Barret et al. (1993). Uma matriz com um alto nimero de condigdo ¢ dita
mal-condicionada. Se a matriz jacobiana dos fluxos inviscidos é mal condicionada isto afeta a convergéncia
mesmo de métodos implicitos, por isso o pré-condicionamento discutido aqui também ¢ utilizado, as vezes em
métodos deste tipo. Note-se, no entanto, que este pré-condicionamento pouco tem a ver com o mencionado
no capitulo anterior, para a matriz jacobiana do método de Newton.
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é sua instabilidade incondicional quando associado a discretizagao espacial por diferencas
centrais desse tipo de equacgdes (Hirsch 1990; Roache 1976). Para esse tipo de equagdes
os métodos explicitos mais usados hoje em dia sdo, provavelmente, os métodos de Runge-
Kutta com maior ntimero de estdgios (Weiss e Smith 1995; J amésoﬁ 1981). Optou-se, aqui,
pelo método de Euler a frente por causa de sua simplicidade, notando que existem termos
viscosos nas equagoes resolvidas e que utilizou-se uma discretiza¢do upwind para os termos

Nao-viscosos.
5.4. A discretizagao upwind para os termos nao-viscosos

Os fluxos viscosos sao por natureza dissipativos e sao simplesmente obtidos,

sem qualquer problema, utilizando uma discretizagao por diferengas centrais,

0 0
V ~ 4 Voo v
f] Nyg—A—x (ugp —up) g, Nyz—gg (uy —up)
(vg —vp) (vy —vp)
A discussdo que se segue trata, portanto, exclusivamente dos fluxos nfo-viscosos que pas-

sardo a ser chamados simplemente de fluxos.

Conforme observado no capitulo 2 desta dissertagao, esquemas upwind de dis-
cretizagao introduzem efeitos dissipativos desejaveis na equagdo diferencial, evitando a
necessidade de introdugao de termos de dissipagao artificial explicitamente na equagéo dis-
cretizada, termos cuja magnitude fica determinada por coeficientes empiricos. A aplicagao
deste tipo de discretizagdo aos fluxos fI, no entanto, néo ¢ direta, uma vez que se tem uma
matriz jacobiana cheia multiplicando o vetor de incdgnitas. Nao se identifica facilmente,

portanto, uma velocidade de propagacao de perturbagoes relacionada a esses fluxosf.

Pode-se, no entanto, expressar o vetor de incégnitas na base de autovetores a
direita das matrizes jacobianas e entdo aplicar o esquema upwind a cada uma das compo-

nentes dos fluxos nesta base, de acordo com o sinal do autovalor correspondente.

T E bastante comum, quando se utiliza técnicas do tipo discutido no capitulo 3, separar-se os
termos que envolvem a pressio dos fluxos inviscidos, e tomar-se entao as velocidades u e v como velocidades de
propagagcio de informacdes. E um procedimento correto, mas a pressio nao aparece no termo de dissipagao
resultante. Como para a velocidade os termos viscosos introduzem dissipagdo suficiente para os testes
realizados aqui, naquele capitulo o uso de upwind ndo foi considerado. Neste capitulo a dissipagio para a
pressao, obtida quando a pressao é mantida nos fluxos ao se fazer a discretizagdo upwind, é justamente uma
das coisas mais importantes que se deseja evidenciar.
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Quando sdo utililizados métodos explicitos de discretizagdo temporal, é facil
expressar o fluxo através da interface entre dois volumes como uma soma de duas parcelas,

como LeVeque (1990),

flm =4 ¢ (48)

a primeira sendo o valor dos fluxos avaliados em um dos lados da interface, no exemplo
dado o lado esquerdo, e a segunda uma parcela de corre¢io cujo valor é a diferenga entre
o valor dos fluxos obtido através do esquema upwind e o valor da primeira parcela. Na

figura 11 é mostrada uma interface com valores diferentes para as componentes de ¢ em

cada lado. Note-se que _]iI_ = _Ji"(g").

X

FIGURA 11 - Componente k do vetor g com diferentes valores a esquerda e a direita da

face e de um volume de controle P.

Fazendo assim, precisa-se, ndo das componentes do vetor de incégnitas, mas
sim das diferencas entre os seus valores de um e outro lado da interface que separa dois
volumes de controle, expressas na base formada pelos autovetores da matriz jacobiana

avaliada naquela interfacei, como

a=RYq¢"-¢q}

! Narealidade a representacao do vetor de incognitas na base de autovalores da matriz jacobiana
é algo delicado em um problema n&o-linear, posto que neste caso esses vetores dependem do vetor de
incdégnitas. Para sistemas de equagdes hiperbdlicos lineares e unidimensionais esta representa¢do é no entanto
simples e muito instrutiva, ela leva a4 chamada forma caracteristica dos sistema de equagdes, vide o apéndice
V. Em Yang(1990), é mostrado um interessante exemplo de aplicagio deste tipo de equagdes.
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Assim,

]
ffm=y"<{u+p
U

3 Sy min (0, A;) a;r1;

C _ : Ny — 3 : N v -
o= me(O, Aj) ajrj = ijl min (0, Aj) a;72;
-i=1 2_3:1 min (0, Aj) a;rs;

Para que a discretizacdo obtida seja consistente e conservativa é preciso avaliar
as matrizes jacobianas de forma adequada. Condigbes para que que isso ocorra foram
derivadas por Roe (1981). O chamado estado médio de Roe na interface entre dois volumes
de controle, para escoamentos incompressiveis, é simplesmente o estado obtido fazendo-se a
média aritmética dos valores das componentes do vetor de incégnitas de um e do outro lado
da interface. Este estado médio foi utilizado no presente trabalho para avaliar as matrizes
jacobianas, e portanto seus autovalores e autovetores, como feito ja por Hartwitch e Hsu

(1986).

A ordem de grandeza do erro de truncamento presente na discretizagio resul-
tante depende da forma com que sao avaliados os estados de cada lado das interfaces. Aqui,
para obter segunda ordem, em cada volume sao definidas inclinagGes para cada varidvel

(componente do vetor ¢) e cada diregdo, como

1 (1 1 1 (1 1
TP 2Ag Ya L Yr L P 2Ay |yE v yn A
entao,
- 1 Az + k)1 Az
4 =Y E_q_,ﬁ > Zp L% ™ 7 %

1 Ay 1 - Ay
- _ .5} +_ 5l -
4, = n{y; gp+ 2 I—P} 9 =Y {yz gN 2 Tn
Junto as fronteiras essas inclinagdes foram extrapoladas linearmente, fazendo-

se, por exemplo, em um volume como o mostrado na figura 5(b),

9p = 22W “Tyw

Quando se deseja a captura de descontinuidades (como choques em escoamen-

tos compressiveis) e se aplica um limitador & essas inclinagdes, prefere-se muitas vezes



45

representa-las na base de autovetores da matriz jacobiana dos ﬂuxbs correspondente a
uma direcio adequada, vide, por exemplo, o trabalho de Pan e Cheng (1993). Isto se deve
ao fato de que a propriedade que normalmente suporta esses limitadores, a TVD (To-
tal Variation Diminishing), pertence as variiveis caracterfstiéa de sistemas hiperbdlicos

unidimensionais de leis de conservagdo (Harten 1983).
5.5. Comentarios finais

Agora pode-se perceber, talvez com algum esforgo, que a discretizagé@o espacial
representada em (13), é a particularizagio do esquema utilizado acima, para a equagéo
(11). Note-se que o termo dissipativo introduzido no erro de truncamento de (13) pelo
upwind é proporcional a velocidade (a, naquela equagdo). No caso, mais geral, apresentado
neste capitulo, os termos de dissipagdo serdo proporcionais aos autovalores das matrizes

jacobianas dos fluxos inviscidos.

Godunov (1959) T, em seu método para solugdo das equagoes de Euler, foi
pioneiro no uso, para equagoes nao lineares, da solu¢do de um problema de Riemann
local (definido por dois estados constantes de cada lado da interface) na avaliagdo dos
fluxos através da interface que separa dois volumes de controle. Para sistemas de equagoes
hiperbdlicas lineares a discretizagdo de Godunov reduz-se ao upwind de primeira ordem de
Courant et al. (1952). Por isso esquemas como o utilizado neste capitulo sdo conhecidos

como do tipo Godunov (Hirsch 1990).

Cabe assinalar, antes de encerrar este capitulo, que métodos explicitos de dis-
cretizagao, como o apresentado acima, permitem estimativas, de boa precisao, do méximo
passo de tempo admitido pelo algoritmo com progrésso estévei da solucdo. Esse passo de
tempo depende da discretizagdo (espacial e temporal) feita e da magnitude dos termos
inviscidos e viscosos nas equagdes discretizadas. Embora expressoes bastante simples para
essa estimativa sejam sugeridas na literatura (Weiss e Smith 1995), a sua utilizagéo néo foi
experimentada no presente trabalho. No trabalho de Weiss e Smith (1995), pode-se notar
que os termos viscosos sdao considerados na determinacio, mais cuidadosa que a utilizada

aqui, da intensidade adequada para o termo de compressibilidade artificial.

t Citado por Richtmyer e Morton (1961).



6. APLICACAO DAS CONDICOES DE CONTORNO

6.1. Prescricao de velocidade

Para a prescri¢do da componente de velocidade normal a fronteira duas situagoes
diferentes surgem. Quando é utilizado o arranjo desencontrado de varidveis essa compo-
nente encontra-se sobre a fronteira e lhe é simplesmente atribuido o valor prescrito (figura
12a). Quando empregado o arranjo colocalizado sdo utilizados volumes ficticios do modo

usual (Maliska 1995),

Up = 2uprescrito — Uy (49)

(figura 12b).

T L

-t ! -_'>u‘;, -1

U,

(a) fronteira E

—»| —p| —p i volume
Uy | W ! ficticio

(b) fronteira E

___I———_-l___..

: T T T gvolume
y o Wwr o Yw i ficticio

(© frontelra E

FIGURA 12 - Aplicagao da condigao de contorno de velocidade prescrita: (a) velocidade
normal, arranjo desencontrado; (b) velocidade normal, arranjo colocalizado; (c) velocidade

tangencial (qualquer arranjo).

Avaliando os fluxos através da fronteira por diferencas centrais (o que é feito no
presente trabalho, mesmo no método apresentado no capitulo 5), obtém-se com exatidao

o fluxo convectivo, usando a expressdo (49). Os fluxos difusivos s@o avaliados neste caso,
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no entanto, com um erro de truncamento de primeira ordem, como observado por Maliska

(1995, ex. 4.1).

Para a prescricao da componente de velocidade tangencial & fronteira, neste
trabalho sao sempre utilizados volumes ficticios. Quando a componente normal é zero, no
entanto, procurou-se elevar a acuracia do procedimento, substituindo v, = 2vprescrito — vy,
por vp = 8/3vprescrito — 20y, + Uy /3, vide figura 12(c). O efeito disto é rapidamente
discutido no capitulo seguinte. Na figura 22, daquele capitulo, o uso da expressdo usual
Vp = 2Uprescrito — Uy, Tresultado de uma extrapolacao linear para determinagao do valor
de v no volume ficticio é identificado na legenda pela abreviatura “c.c. O(Az)”, e o uso da
expressao  Vp = 8/3vprescrito — 2V + Uy /3, oriunda de uma extrapolagao quadratica

é identificado pela abreviatura “c.c. O(Az?)”.
6.2. Condicoes de contorno para saida de massa

Na aplicagio da condigéo de contorno de saida “localmente parabdlica” (Maliska
1995) o procedimento utilizado com o método de Newton diferiu significativamente do uti-
lizado com os demais métodos. No método de Newton foi suficiente fazer, no volume
ficticio (vide a figura 13), v, = vg e up, = uy; (P sendo o volume ficticio), implicita-

mente, utilizando os coeficientes adequados na matriz jacobiana.

. J

FIGURA 13 - Aplicagdo da condicdo de contorno de saida de massa para o método de

Newton.
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Nos outros métodos, para obter-se uma estabilidade razoavel, um pouco mais
de cuidado foi necessirio no célculo da compohente de velocidade normal a fronteira.
Nesses métodos, entao, a cada iteracao, fez-se, seguindo Prata v(1992),

’l); — 'U; m'entm (50)
Msai
com

. _ K . R * K
Mentra = E uwyPAy € Mgg; = E vsynAx

entrada - satda

vide figura 14. No mais, procedeu-se como se a componente de velocidade, normal a

fronteira estivesse prescrita.

v saida

n

O
N |

-

entrada : )

FIGURA 14 - Aplica¢do da condi¢do de contorno de saida de massa para os demais

métodos.

Para levar em conta a condi¢do de saida parabdlica na equagdo para a pressao,
como recomendado por Maliska (1995), Van Doormaal e Raithby (1984) e Maliska (1981),
far-se-ia v} = v} (On = 05), d = 0, e modificar-se-ia d? de acordo com d? = d¥(1—y£ /y¥).
O uso deste artificio aumenta o ntimero de linhas que é necessario modificar no cédigo com-
putacional para modificar as condigoes de contorno. Além disso faz surgir a necessidade de
fixar a pressdo (ou p') em um ponto determinado do dominio em algumas situacdes, mesmo
se utilizando o Gauss-Seidel por linhas, como observado por Van Doormaal e Raithby

(1984). Isto deve ser feito com cuidado para evitar instabilidade na solugao do sistema
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linear para p (ou p'), ainda conforme aqueles autores. Nesta dissertacéo procurou-se a

forma mais simples, utilizando (50).

Algo importante a ser notado com relagao a esta condi¢do de contorno é o fato

de que, ao refinar-se a malha, ela deve tender &

Ou Ov
Qu__y (51)
dy 9y

Pode-se argumentar que este tipo de condi¢io de contorno de fato nio estd de acordo com

as equagoes resolvidas em coordenadas cilindricas. A integragao da equagao da conservagio

da massa sobre o pedago da fronteira em que hé saida de massa fornece

Y 19(y™) __/Z’QE _ u(as
/xi 9y dz = g axd;c—u(;c,)—u(xf) (52)

1 aJ
y® (y*v)dy

é satisfeita a equagdo (51)se k #0 e f;z " vdz # 0. Este fato pode levar inclusive & um

Para u(z;) = u(zf) =0 tem-se fzx,f dz =0 condigdo que ndo é satisfeita quando
sistema de equagbes sem solugdo para determinagdo da pressao nas metodologias descritas
no capitulo 3, como observado por Silva (1996), particularmente quando a saida de massa
esta confinada entre paredes paralelas, como num difusor radial. Uma alternativa simples

a (51) que atenderia a (52) nesta situagio seria

19y _

gy = u=0 (53)

A imposi¢do de v = 0 em uma saida préxima a regices em que u é bem difer-
ente de zero, leva ao que Gresho e Lee (1981) chamaram de “outflow boundary layer” (ca-
mada limite de saida) que usualmente exige uma malha muito refinada na regiao préxima
a essa salda para obten¢do de uma boa solugdo numérica. Como no presente trabalho sao
comparadas solugoes obtidas com algumas discretizagdes diferentes entre si, preferiu-se
evitar essa camada limite de saida, e impor (51). Um estudo das diversas formas de impor
condicoes de contorno em fronteiras de saida de massa foge ao escopo desta dissertagao.

Uma recente discussdo desse assunto e algumas referéncias que tratam dele sdo encontradas

no trabalho de Jeng e Liou (1995).
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6.3. Extrapolagao da pressao

No arranjo desencontrado de varidveis em malhas ortogonais, utilizando o tipo
de discretizacdo mostrado no capitulo 3 desta dissertacio, nas fronteiras em que a veloci-
dade € prescrita, o valor de pressdo no contorno nio entra no equacionamento do problema,
como observado por Patankar (1980). Quando uma equacio de Poisson para a pressdo é
utilizada do modo apresentado no capitulo 3, substitui-se simplesmente, por exemplo, em
uma fronteira E, u} = Uprescrito (0U Ge = Uprescrito) € d* = 0 na equagéo (32) ou (35) (a
face ¢ estando sobre a fronteira). Isto é coerente com os resultados da analise matematica
das equagdes resolvidas (Ladyzhenskaya 1969) com condi¢oes de contorno de Dirichlet em

toda a fronteira.

Como a equagdo de Poisson para a pressio, nos métodos discutidos no capitulo
3, nao se altera quando utilizado o arranjo colocalizado de varidveis, o procedimento men-
cionado no paragrafo anterior permanece inalterado, naqueles casos. O valor atribuido a
pressdo sobre uma fronteira, no entanto, no arranjo colocalizado, influencia a velocidade
calculada no centro do volume de controle vizinho aquela fronteira. A pressio sobre a
fronteira é avaliada, ao longo deste trabalho, como a média entre a pressao no volume de
controle vizinho a fronteira E, e a pressdo no volume ficticio P correspondente, mostrados
na figura 15. A pressio no volume ficticio, por sua vez, é extrapolada a partir das pressoes

no interior do dominio, através de

Pp =3Pw — Pww + Pwww ; (54)

(utilizando um polinémio do segundo grau na cordenada normal & fronteira) com base na
experiéncia de Kroll e Jain (1987) em fronteiras impermedveis. Mesmo quando utilizado
o arranjo desencontrado de variaveis este tipo de extrapolacgao foi utilizado na impressao

dos resultados.

volume
ficticio

WWWlww | W | P

fronteira E

FIGURA 15 - Volumes de controle envolvidos na extrapolagio da pressdo.
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No método de Newton, o célculo da pressdo nos volumes ficticios foi feito
implicitamente, incluindo-se os coeficientes envolvidos em (54) na matriz jacobiana. Nos

demais métodos a extrapolagdo da pressao foi feita explicitamente ao final de cada iteragao.

Sobre a linha de simetria em problemas axissimétricos, em principio, néo é
necessario preocupar-se com condi¢oes de contorno, posto que o raio nessa fronteira (logo
a sua drea e, portanto, qualquer fluxo através dela) é zero. Como, no entanto, o termo de
pressédo é avaliado por diferencas finitas (de forma néo conservativa) em todos os cédigos
computacionais utilizados neste trabalho, exceto o descrito no capitulo 5, a extrapolagao
da pressdo torna-se importante também nessa fronteira. Para ela também aplicou-se a

equagdo (54).

Em um teste, mostrado no capitulo 7, em que hé entrada e saida de massa
através das fronteiras (somente naquele caso), houve a necessidade de especificar a presséo
em um ponto do dominio durante as iteragoes, quando utilizado o método de Newton. Em
torno do ponto em que a pressio era especificada observou-se o aparecimento de oscilagoes
no campo de pressiao bastante fortes, quando valores muito pequenos foram atribuidos
ao coeficiente de dissipagdo artificial e utilizado com aquele método. Observou-se que
estas oscilagbes eram menores quando a pressio era especificada em um volume ficticio na
fronteira de saida de massa. Por isso, na obtenc¢do dos resultados mostrados no capitulo
7, foi especificada a pressao em um volume ficticio da fronteira de saida de massa; aquele
mais distante da parede cuja pressao na superficie foi tomada como resultado do problema

(indicado por um circulo na figura 13).



7. RESULTADOS NUMERICOS

7.1. Introdugao

A obtencao dos resultados numéricos mostrados neste capitulo tem dupla fina-
lidade. A primeira de averiguar a eficicia das metodologias descritas nos capitulos anteri-
ores, ou seja, mostrar se elas sdo capazes de produzir solugdes satisfatérias das equagoes,
para cuja solugdo foram desenvolvidas. A segunda de averiguar sua eficiéncia, ou seja,

verificar a que custo computacional elas produzem essas solucoes.

Os resultados mostrados ndo respondem definitivamente as questdes colocadas
no paragrafo anterior. Testes mais rigorosos e completos seriam interessantes. Nos resul-
tados mostrados, no entanto, algumas das principais caracteristicas de cada metodologia
podem ser identificadas. Também é possivel identificar modifica¢des importantes, que con-
viria fazer em algumas delas para evitar o trabalho, pouco compensador, de realizar uma

comparagao cuidadosa de algoritmos implementados de forma nao otimizada.
7.2. Resultados

O primeiro teste utilizado foi o escoamento bidimensional em uma cavidade
de secao quadrada e profundidade infinita, provocado por uma parede superior deslizante
(como uma esteira), conforme mostrado na figura 16. Foram simulados escoamentos com

namero de Reynolds, definido como

Re = Uestei'ra L

v

de 100 e 3200.

Para Reynolds 100, os resultados obtidos com malha 40 x40 (o dominio dividido
em 40 volumes em cada diregdo) sdo bastante préximos dos resultados obtidos por Ghia

et al. (1982) com malha 129 x 129 (vide figura 17).

A tabela 2 mostra o desempenho das varias metodologias, codificadas em For-
tran 77, na obtencgdo desta solugao. Os cédigos resultantes foram executados em estagdes

Sun Sparc 10. Os critérios de convergéncia utilizados sao discutidos na segédo 7.3.
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FIGURA 16 - Cavidade quadrada com parede superior deslizante (esteira).

TABELA 2 - Desempenho das metodologias — escoamento na cavidade

quadrada, Re=100, malha 40 x 40.

PRIME SIMPLEC SIMPLEC Newton Euler

col. des. a frente
tempo de 15 7.8 7,4 12 81
CPU (s)
.nﬁmero de 334 102 102 3 1616
iteracoes
memoéria 244 264 224 3396 120
(kbytes)

Para a escolha de parametros utilizados nessa solucio, ou seja: fatores de
relaxacdo, nos métodos que utilizavam equacdo de Poisson para a pressdo; critério de

parada para o procedimento de solucao de sistemas lineares, no método de Newton; e
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FIGURA 17 — Perfil de componente vertical de velocidade sobre a linha horizontal média
(y = L/2) da cavidade, Re=100.

escolha de passo de tempo, no método de Euler; fizeram-se os testes cujos resultados sao

mostrados nas tabelas 3 e 4 e na figura 18.

TABELA 3 - Influéncia do critério de parada para rotina de solugao de

sistemas lineares no desempenho do método de Newton.

Cr/Ss 10-* | 107 107 107
tempo de CPU (s) 17 14 12 17
numero de iteragdes 3 3 3 5
iteracoes internas 30 10 2 17 5a 12 3a8
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Na tabela 3, ¢ f/ C; é a razfo entre as normas do residuo do sistema linear
resolvido a cada iteragdo do método de Newton,.calculadas ao final do procedimento para
solugao desse sistema e antes inicio deste procedimento. Esta razao é utilizada como
critério de parada para esse procedimento conforme é esclarecido na secéo 7.3. Ainda nesta
tabela, na linha “iteragdes internas” é indicada a faixa de ntimero de iteracdes realizadas

no procedimento de solugdo de sistemas lineares a cada iteracdo do método de Newton.

TABELA 4 - Influéncia do passo de tempo no desempenho do

método de Euler a frente.

UesteimAt/Ax 0,15 0,20 v0,25 0,30 0,35
tempo de CPU (s) 161 119 96 81 0o
numero de iteracgoes 39295 2490 1937 1616 00

A figura 18 mostra aspectos interessantes do comportamento do SIMPLEC e do
PRIME. Um primeiro é o fato de o uso da média de quantidade de movimento de Majundar
(1988) influenciar muito pouco o comportamento do SIMPLEC originalmente desenvolvido
para o arranjo desencontrado de variaveis. Isto pareceu se confirmar nos demais testes
realizados na preparagao desta dissertagdo, com diferencas maiores, entretanto, no valor

do tempo minimo de computagio encontrado.

Outro aspecto interessante é o fato de o PRIME admitir o uso de fatores de
relaxagdo maiores que a unidade. Isto estd de acordo com a observacao anterior de Franca
F2(1991) de que em varios casos o parametro E, que se relaciona com o fator de relaxacdo

o através de

pode ser escolhido arbitrariamente grande sem que haja prejuizo da estabilidade do PRIME.
Na expressao acima pode-se observar que valores de alfa maiores que a unidade correspon-
dem a valores de E negativos. Valores arbitrariamente grandes de E correspondem no

maximo a o = 1,
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FIGURA 18 - Tempo de computagao x fator de relaxagio para o escoamento na cavidade

quadrada, Re=100.

Van Doormaal e Raithby (1984) recomendaram o uso do fator E. Duas razoes
para esta preferéncia se evidenciam. A primeira é a existéncia de uma interpretagio
de E como um fator de multiplicacdo do passo de tempo méximo admissivel para um
método explicito de solucdo das equagdes em consideragio. Essa interpretacdo nao sugere
a possibilidade de uso de valores de E negativos (embora Patankar (1980) tenha alertado
seus leitores da correspondéncia entre passos de tempo negativés e sobrerrelaxacdo). A
segunda razao é o fato de o fator E fazer um aumento de escala na faixa de fatores de
relaxacgdo entre 0,5 e 1; faixa em que se encontram, normalmente, os valores étimos para

o método SIMPLEC quando néo ha dificuldade com a solug¢do dos sistemas lineares.

Como pode-se observar na figura 18, o fator de relaxagdo 6timo para o PRIME
pode encontrar-se facilmente fora dessa faixa. Este autor acredita que o valor 6timo deve
ser buscado, razdo pela qual conclui que o uso do parametro E com o PRIME n&o é uma

pratica muito adequada, especialmente na realizacdo de analises de convergéncia.
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Para numero de Reynolds 3200, como se observa na figura 19, a malha 40 x 40
nao € suficiente para se obter um bom resultado. Nota-se ainda, nesta mesma figura, um
resultado da discretizagdo upwind de segunda ordem, utilizada com o método de Euler
a frente, melhor que o resultado da discretizagio por diferengas centrais utilizada com os
demais métodos. Esta aparente vantagem da discretizagdo upwind ndo era esperada. Uribe
et al. (1994) compararam solugoes obtidas com um esquema upwind de segunda ordem
bastante conhecido (aplicado no entanto somente no fluxo convectivo, sem a pressdo)
com solugdes obtidas utilizando diferencas centrais, e ndo reportaram uma discrepancia

semelhante nos resultados. Este parece ser um ponto merecedor de melhor investigacao.

0,5 E T T T T -
P e° Ghia et al. (1982) o
o : ° L
0’4 g / PRIME .....
03 : S]MPLEC COl. et o
SIMPLEC des. — -~
0,2 [ Newton -=-- ]
Euler ‘a frente —
0.1 l
I T N Y B i )
,E
S -0l '
> :
0,2 '
03 | '
-0,4 y
.
-0,5 8
0,6 '
0,2 0 0.2 0.4 0,6 0.8 ] 12

x/L

FIGURA 19 - Perfil de componente vertical de velocidade sobre a linha horizontal média
(y = L/2) da cavidade, Re=3200.

Devido a dificuldade de resolver os sistemas lineares obtidos com a discretizagao
por diferengas centrais para este nimero de Reynolds, os valores de fator de relaxacéo

utilizados com os métodos que utilizam equagdo de Poisson para a pressio tiveram de ser



TABELA 5 — Desempenho das metodoiogias — escoamento na cavidade

quadrada, Re=3200, malha 40 x 40.
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PRIME | SIMPLEC | SIMPLEC | Newton | Euler
col. des. a frente

tempo de 262 53 71 266 7706
CPU (s) |
numero de 6957 838 1291 32 186538
iteragoes ‘
memoria 244 264 224 4568 120
(kbytes)

bastante baixos: a=0,15 para o SIMPLEC (desencontrado e colocalizado) e «=0,025 para
o PRIME. Para o método de Euler a frente foi utilizado AtUesteirea/Az=0,025.

No método de Newton, com‘Reynolds 3200, foi necessario lancar méao do fa-
tor de inércia ¢ para obter estabilidade. Tanto no caso de Reynolds 100, como no caso
da cavidade cilindrica utilizou-se simplesmente (=0. Aqui utilizou-se nas primeiras duas
iteragoes +=0,1 e nas iteracOes subseqiientes fez-se ¢ variar automaticamente segundo a
seguinte regra: se ¢; diminuiu nas duas tltimas iteracdes multiplica-se o valor de ¢ por
0,75; caso contrario multiplica-se ¢ por 1,25. Este procedimento, escolhido um tanto ar-
bitrariamente, sem uma devida pesquisa na literatura, foi utilizado em funcéo dos altos
numero de iteragGes observados quando manteve-se ¢ constante. Com ¢ fixo em 0,075, por
exemplo, foram necessarias 397 iteracges, realizadas em 1068s (com ILU(0) e 20 iteragoes

no GMRES), para que o critério de parada fosse satisfeito.

Embora uma fatoracdo ILU de nivel 3 tenha se mostrado importante para a
obtencao eficiente da solu¢do das equacgtes discretizadas com erro da ordem do erro de
arredondamento de méquina, os valores mostrados na tabela 5 sdo para ILU(2). O critério

de parada na solucdo de sistemas lineares utilizado foi de ¢ #/ ¢; <0,1.

Chin et al. (1992) discutiram alguns procedimentos que podem ser impor-
tantes para a melhora do desempenho de metodologias como esta. Particular atencdo

merece a possibilidade de se utilizar implicitamente uma discretiza¢do de primeira ordem
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nas equacoes de quantidade de movimento, de forma que as linhas da matriz jacobiana
correspondentes a essa equagdo tenham o elemento da diagonal dominante, e explicita-
mente (através do termo fonte), fazer uma corre¢éo para tornar a discretizagdo de segunda

ordem, preservando a qualidade da solugao final.

Com o intuito de verificar como o comportamento das metodologias é afetado
por um refino de malha, foram realizados testes ainda para este caso, com Reynolds 3200 e
malha 80 x 80 (vide a figura 20). Para diminuir o tempo dispendido com estes testes foram
utilizadas como condig¢des iniciais oé campos obtidos com malha 40 x 40, interpolados sobre
a malha 80 x 80. Como o objetivo foi apenas observar tendéncias, ndo foram testadas todas
as metodologias, mesmo por que nao se observaram modificagbes muito importantes em

relacdo ao comportamento em malha 40 x 40.

0,5 T v
Ghia etal. (1982) o

SIMPLEC col. --- |
Newton .---. J

Euler 'a frente —

0,4 [

V/U esleim

-0,2 0 0,2 04 0,6 0,8 1 1,2
x/L

FIGURA 20 - Perfil de componente vertical de velocidade sobre a linha horizontal média
(y = L/2) da cavidade, Re=3200 (malha 80 x 80).

Como se observa na figura 20 os resultados de todos os métodos testados se

aproximaram ainda mais, do obtido por Ghia et al. (1982). O resultado do método de
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Euler a frente, que foi utilizado com discretizacao upwind de segunda ordem, apresentou

nesta malha 80 x 80, uma proximidade j3 bastante satisfatéria daquele resultado.

Na tabela 6 sdo mostrados os dados relativos a obten¢ao dos resultados com
malha 80 x 80. Devido & maior demora para a obtencao destes resultados, o procedimento
foi, desta vez, ainda menos rigoroso, fazendo-se simplesmente uma verificagao visual da
evolucao dos perfis de componente vertical de velocidade. Quando observado que a variacao
naquele perfil era pouco perceptivel dobrando-se o nimero de iteragdes, considerou-se o
numero de iteragées suficiente. Os i:)arémetros utilizados com todos os métodos, a excecdo
do método de Newton, foram os mesmos utilizados com a malha 40 x 40. Com o método

de Newton utilizou-se nas primeiras iteragdes ¢ = 0, 15 e utilizou-se uma fatoragao ILU(3).

TABELA 6 - Desempenho das metodologias — escoamento na cavidade

quadrada, Re=3200, malha 80 x 80.

SIMPLEC | Newton | Euler
col. a frente
tempo de 682 1741 7859
CPU (s)
numero de 2500 25 45000
iteracoes
memoria 856 29890 304
(kbytes)

Na figura 21 sdo mostradas linhas de corrente obtidas com a malha 80 x 80
para este problema utilizando o método de Euler e o método de Newton. Nota-se o reflexo
das discrepancias no campo de velocidades no campo de fun¢io de corrente, e nota-se,
principalmente, que o uso de dissipagao artificial ou discretizacio upwind e compressibili-
dade artificial produziu resultados qualitativos bastante satisfatérios, mesmo numa solucéo

ainda dependente de malha.

Foi utilizada a fun¢io de corrente adimensional ¥ definida através de

L
== ——?—(y"zb) e .

_
y* Oy

Uesteira Oz

l]ésteira
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Euler a frente
Newton ~  -----.

FIGURA 21 - Linhas de corrente para o escoamento na cavidade quadrada, Re=3200,
malha 80 x 80.
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com k = 0 neste caso. Seus valores foram obtidos numericamente integrando os fluxos de
massa através das faces dos volumes de controle utilizados na discretizacao da equacao
da conservacao da massa, a partir de ¥(0,0) = 0. As linhas mostradas na figura 16
correspondem a valores para 3 de: 0,1; para a linha no centro da cavidade; e sucessivamente
0',075; 0,05; 0,025; 1,25x1073; -1,25x107%; -6,25x10™%; -1,25x10~3 até -2,5x 1073 para a

linha mais interna na recirculacao no canto inferior & direita da cavidade.

Na figura 22, mostra-se que o uso de condi¢éo de contorno de primeira ou se-
gunda ordem para as componentes vde velocidade tangenciais a parede, conforme explicado
no final da se¢do 6.1, ndo apresentou um impacto muito grande no perfil de velocidade.
Talvez uma anélise do fator de atrito sobre a esteira, por exemplo, pudesse revelar um

efeito maior. O teste foi realizado utilizando o método de Newton.

L Y o ' Ghiaetal (1982) o |
o4 ’ cc O(AX) —
: cc O(Ax) --- 4

V/U:sleira

A 'R A A e

-0,2 0 0,2 0.4 0,6 0,8 1 1,2
x/L

FIGURA 22 - Efeito da condi¢@o de contorno para componente de velocidade tangencial
a parede, sobre o perfil de componente vertical de velocidade na linha horizontal média da

cavidade quadrada, Re=3200, malha 40 x 40.
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Nas figuras 23 e 24 mostra-se o efeito no resultado obtido para este escoamento,
com malha 40 x 40, da n&o utilizagao de dissipagéo para a pressao. Assim como em
Tafti (1995), no presente trabalho observou-se que as oscilagées do campo de pressdo néo
afetaram o campo de velocidade. Por sinal os perfis de componente vertical de velocidade
obtidos com e=0 e ¢=0,01 coincidiram de tal modo que o mesmo perfil padrio pdde ser
utilizado para o critério de parada nos dois casos, resultando em tempos de computagdo

muito parecidos.

Na figura 25 pode-se observar o carater das vérias técnicas para evitar o de-
sacoplamento par-impar do campo de pressdao. Nota-se que a média de quantidade de
movimento de Majundar (1988) tem um carater dissipativo, mais forte inclusive que o uso
de dissipacao artificial com o coeficiente € = 0,001. A média de quantidade de movimento
utilizada com o PRIME aparentemente nao é dissipativa, seu resultado coincidindo com
o do arranjo desencontrado de varidveis. Como a discretizacao upwind de segunda ordem
nao foi aplicada somente a pressdo, o seu efeito, benéfico, sobre a qualidade da solugao
como um todo, obscurece o seu efeito dissipativo sobre a pressdo. Talvez uma comparagao
melhor fosse a desta discretizagdo com o tipo de upwind de segunda ordem comumente
utilizado em conjunto com metodologias que envolvem equacgdo de Poisson para a pressao,

como o utilizado por Uribe et al. (1994) ou os discutidos por Fletcher (1988).
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FIGURA 23 - Isobéricas para o escoamento na cavidade quadrada, Re=3200, malha
40 x 40.
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FIGURA 24 - Perfil de pressao sobre a linha horizontal média da cavidade quadrada,
Re=3200, malha 40 x 40. Efeito do uso (ou néo) de dissipagéo.
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FIGURA 25 - Perfil de pressao sobre a linha horizontal média da cavidade quadrada,
Re=3200, malha 40 x 40. Demais métodos.

O segundo teste utilizado foi o escoamento em uma cavidade cilindrica com
entrada axial e saida radial. A geometria do dominio é mostrada na figura 26. As condi¢oes

de contorno, indicadas na figura 27, s ao:

o parede: u =0 e v =0;
e entrada: u = 2U[1 — (sfy)z], y€[0;L/5] e v=0;

‘1., Ou _ ov _
e saida: ay—Oeay—O.

Foi utilizado um nimero de Reynolds, definido como

Re=YL

v

de 50.
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entrada L

—» 2L/5

FIGURA 26 - Cavidade cilindrica com entrada axial e saida radial — geometria.

parede
parede

entrada
=N N

simetria v X

FIGURA 27 - Cavidade cilindrica com entrada axial e saida radial — condigoes de

contorno.

As figuras 28, 29 e 30 mostram perfis de pressdo sobre a parede oposta a entrada
da cavidade cilindrica (z = L). A figura 31 mostra linhas de corrente obtidas para este

problema com as varias metodologias discutidas nesta dissertac¢ao.
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FIGURA 28 - Perfis de pressdo sobre a parede oposta a entrada da cavidade cilindrica
(z = L), malha 40 x 40.
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FIGURA 29 — Perfis de pressao sobre a parede oposta a entrada da cavidade cilindrica,
(z = L) malha 40 x 40.
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Os resultados das varias metodologias mostradas na figura 28 obtidos com
malha 40 x 40 apresentam uma boa concordancia entre si e bastante proximidade com o
resultado obtido com o arranjo desencontrado de varidveis em malha 160 x 160, indentifi-
cado como “malha refinada”. J4 os resultados mostrados na figura 29, obtidos com malha

40 x 40 nao acompanharam os resultados das metodologias da figura 28.

Note-se, por exemplo, o comportamento dos perfis junto a y/L = 1. Na figura
28, os perfis obtidos com malha 40 x 40 est&o abaixo do obtido com malha 160 x 160. Ja na
figura 29, os perfis obtidos com maiha 40 x 40 estdo acima do perfil para malha 160 x 160,
nessa extremidade. Um refino de malha aproximou o resultado das metodologias da figura
29 (PRIME com média de quantidade de movimento e Euler a frente com upwind) do das
demais. Este comportamento diferenciado, que nao era esperado a partir dos resultados
do escoamento em cavidade quadrada provocado por esteira, em particular para o PRIME
(posto que o perfil, obtido com ele e mostrado na figura 25, coincide com o obtido com o
SIMPLEC desencontrado) pode estar associado as novas condi¢des de contorno ou ao uso

de coordenadas cilindricas.

As linhas de corrente tracejadas na figura 31, obtidas com o método de Newton,
mostram um desvio do escoamento junto & saida da cavidade, no seu ponto mais distante
da parede oposta a entrada. Este desvio se deve ao pico de pressdao que surge no ponto
em que se prescreve a pressao para fixar o nivel de pressdo no dominio, que foi localizado
justamente nesta regido. Como pode ser observado na figura 28, este desvio ndo provocou
maiores conseqiiéncias no perfil de pressdo tomado como resultado do calculo. As linhas

de corrente mostradas foram obtidas com malha 40 x 40.

Os resultados mostrados na tabela 7, foram obtidos utilizando-se: a=0,9 para o
SIMPLEC e a=2 para o PRIME. Para o método de Euler a frente ﬁtilizou—se AtU/At=0,15
e para o método de Newton ¢ /¢; < 0,1; com fatoracio ILU(1) e 30 iteragdes no maximo no
GMRES. Estes valores foram escolhidos apés um estudo cujos resultados qualitativos séo
muito semelhantes aos mostrados no comeco deste capitulo para o escoamento em cavidade
quadrada provocado por esteira (Re=100). Aparentemente esta semelhanca se deve ao
baixo ntimero de Reynolds e a facilidade para a solucdao dos sistemas lineares que surge

em consequéncia disso. A maior vantagem do SIMPLEC utilizando arranjo desencontrado
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FIGURA 30 - Perfis de pressao sobre a parede oposta a entrada da cavidade cilindrica
(z = L): resultados dos métodos da figura 29 com malha 160 x 160.



FIGURA 31 - Linhas de corrente para o escoamento na cavidade cilindrica. Linha trace-
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jada: método de Newton; linha continua: todos os outros métodos (linhas sobrepostas).

TABELA 7 — Desempenho das metodologias — escoamento na cavidade

cilindrica, Re=50, malha 40 x 40.

PRIME SIMPLEC SIMPLEC Newton Euler

col. des. a frente
tempo de 7.9 6,5 3,5 24 87
CPU (s)
numero de 217 98 64 6 2096
iteracoes
memoria 244 264 224 3396 120
(kbytes)

de variaveis sobre a sua versdo que utiliza arranjo colocalizado deve-se provavelmente a

aplica¢ao das condi¢bes de contorno, mais simples no arranjo desencontrado de variaveis.
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7.3. Critérios de convergéncia

Nos métodos que envolviam equagdo de Poisson para a pressido optou-se por
utilizar um numero fixo de itera¢des na solucdo de sistemas lineares. Isto é , o procedimento
de solucdo de sistemas lineares era encerrado ap6s uma iteragao completa no Gauss-Seidel
por linhas, para solugdo da quantidade de movimento (no SIMPLEC), e duas iteracoes
para solugdo da equagdo de Poisson para a pressao (no PRIME, ou p' no SIMPLEC).
Por iteracao completa no Gauss-Seidel por linhas entenda-se o percorrer o dominio quatro

vezes, comecando de uma das fronteiras de cada vez.

O uso de correcao em bloco diminuiu o ntimero de iteragoes dos métodos,
quando se utilizava fatores de relaxagao proximos do étimo, mas aumentou o tempo de com-
putacdo (tempo de CPU). Para fatores de relaxagao muito pequenos, nos primeiros testes
realizados, o uso de correcdo em bloco provocou instabilidade. Nos resultados mostrados

nesta dissertagdo nao foi feito, por causa disso, uso de corre¢do em bloco.

O critério de parada na rotina de solu¢io de sistemas lineares utilizada com o
método de Newton é baseado na definicdo de uma medida de erro, ou seja, do quanto os
valores atuais das variaveis se afastam daqueles que satisfazem o sistema linear. Na rotina

utilizada esta medida é a norma usual em R" do vetor residuo do sistema linear,
¢=llAq - bl

e seus valores sdo tomados antes do inicio do procedimento de solugéo, ¢;, e a cada iteragio
até a tltima, ¢ 7- Esta rotina permite a escolha ainda do nivel da fatora¢ao LU incompleta
utilizada no pré-condicionamento do sistema linear, do tamanho maximo da base para o
subespac¢o de Krylov em que a norma do residuo é minimizada a cada iteragdo no GMRES
(em principio ela aumenta de um vetor a cada itera¢do) e do numero maximo de iteragoes
no GMRES (quando o ndmero de iteragdes supera o numero admitido de vetores para
a base, pode-se desprezar a base anterior e reiniciar o processo, utilizando o valor das

varidveis calculado com a base anterior como estimativa inicial).

Os resultados mostrados na tabela 3, por exemplo, foram obtidos com uma
fatoragdo LU de nivel 1, ILU(1), com no méximo 30 vetores na base do subespaco de

Krylov. e no maximo 30 iteragdes no GMRES. Os ntimeros mostrados na linha “iteragdes
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internas” da tabela 3 indicam a faixa de valores para o ntimero de iteragoes realizadas no

GMRES.

Para encerrar a computagdo da solugao escolheu-se como critério a comparagio
do perfil tomado como resultado do problema T acada iteragdo com perfis padrao obtidos
para cada método apds iteragoes suficientes para tornar uma medida de erro na solugao
do sistema de equagdes discretizadas da ordem do erro de arredondamento de maquina.
Operando com grandezas da ordem de 1, e em precisao simples, este erro era da ordem de
108, Excepcionalmente, quando révelou-se muito dificil obter um erro desta ordem, pela
lentiddo de convergéncia, foram aceitos erros até da ordem de 107#, o que compromete um

pouco os resultados do PRIME e do método de Euler a frente na cavidade quadrada com

Reymnolds 3200.

Na adimensionalizacdo utilizada para os dados introduzidos nos cédigos, para
solu¢do de cada problema, a velocidade maxima no dominio foi tornada da ordem de 1, e
utilizou-se sempre altura e largura unitarias nos volumes de controle. Para os métodos que
utilizam equagio de Poisson para a pressio a medida de erro, mencionada no paragrafo
anterior, foi o desbalango de massa calculado antes da solugao da equagao para a pressao.
Como este critério ndo € suficiente para garantir a satisfacdo das equacdes da quantidade
de movimento, monitorou-se também os perfis tomados como resultado de cada problema,
verificando se ainda sofriam variac¢des aprecidveis. Para o método de Newton e o método de
Euler tomou-se a norma do residuo do sistema de equagdes global (com todas as varidveis
e equagoes do problema) como medida. No caso do método de Newton tomou-se o residuo
antes do inicio do procedimento de solugéo do sistema linear realizado a cada iteragdo. No
caso do método de Euler tomou-se o cuidado de excluir o termo transiente e o passo de

tempo, do célculo do residuo.

Especificamente, o critério de parada para determinacido de tempo de com-
putagao, nos testes realizados em malha 40x40, exigia que a norma do vetor de diferengas
entre o perfil padrao para o método na solugdo daquele problema e o perfil atual, (calcu-
ladas nos pontos em que o valor da variavel cujo perfil é analisado é computado diretamente

pelo c6digo), dividida pelo nimero desses pontos (40 na malha 40 x 40), fosse menor que

t De componente vertical da velocidade, na linha média da cavidade quadrada, e de pressio,
sobre a parede oposta & entrada na cavidade cilindrica.
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um certo nimero: 107* na cavidade quadrada com Reynolds 100 e na cavidade cilindrica,

1073 na cavidade quadrada com Reynolds 3200. Para malhas mais refinadas o critério foi

mais relaxado, conforme comentado na segao anterior.



8. CONCLUSAO

8.1. Conclusoes e comentarios finais

A respeito do problema do desacoplamento par-impar do campo de presséo,
verificou-se que todas as técnicas consideradas para sua solug@o neste trabalho foram efi-
cazes nos testes realizados. Verificou-se também que, no caso do escoamento em uma cavi-

dade quadrada provocado por uma parede deslizante, este problema néo é muito agudo.

Particularmente importante é o fato de que o uso de dissipagéo artificial ou da
discretizacao upwind de segunda ordem para os termos nao viscosos (o que inclui a presséo),

nao implicou uma degradagao sensivel da acurdcia dos métodos que os utilizaram.

Dentre as técnicas para evitar o desacoplamento do campo de pressao analiza-
das destacou-se, pela simplicidade e pela facilidade com que seu uso é extendido para ma-
lhas nédo estruturadas (Jameson e Mavriplis 1986), o uso da adigdo de termo de dissipagéo
artificial a discretizacdo por diferengas centrais usual para termos convectivos. Apesar da
sutileza envolvida na escolha do coeficiente de dissipagédo artificial, e na relativa ordem de
magnitude dos termos das equagdes em que a dissipacao é adicionadat, esta técnica foi

aquela implementada com maior facilidade.

Quanto a solugio do sistema de equagoes nao lineares oriundos da discretizagao
das equagbes diferenciais parciais consideradas, observou-se, nos testes realizados, uma
melhor performance do SIMPLEC, que é um dos métodos mais comumente utilizados por
engenheiros mecanicos nessa solugao. E provavel que parte dessa melhor performance
deva-se, justamente, & experiéncia e conhecimento adquiridos anteriormente por este autor
sobre o seu uso. Embora simples, a forma como foi feita a sua implementacéo, o método de
solugdo para sistemas lineares escolhido, a forma de impor condigdes do contorno, levaram a

uma performance que estd provavelmente préxima da étima para os problemas analisados.

T Note-se que as equacdes discretizadas foram colocadas, no capitulo 4, na forma que teriam se
fossem obtidas por diferencas finitas, com o intuito de tornar mais claro qual deveria ser a forma do termo
de dissipagao artificial, obtido por diferencas finitas, adicionado & equacdo da conservagao da massa.
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O método de Euler a frente com compressibilidade artificial, por exemplo, a-
presentou uma performance extremamente ruim em termos de tempo de computagao. A
literatura apresenta uma variedade de técnicas que poderiam melhorar esta performance,
das simples apresentadas por McHugh e Ramshaw (1995) as mais sofisticadas utilizadas por
De Bortoli (1994). Um meio termo, utilizado por Cabuk et al. (1992), e que provavelmente
é o grande responsavel pela boa performance reportada naquela referéncia, é o uso do
implicit residual smoothing. Para malhas estruturadas essa técnica consiste, geralmente,
na solucao de sistemas tridiagonais por linhas para determina¢éo de valores para um campo
de corre¢do dos residuos das equa,g6esT de conservagdo. Este autor acredita que o uso dessa
técnica possa tornar a performance de um método explicito com compressibilidade artificial

bastante préxima da performance do SIMPLEC.

Seria importante, também, para uma analise mais justa do método de New-
'~ ton, calcular a dissipacdo artificial explicitamente, como em (Venkatakrishnan e Mavriplis
1993). Na forma como foi feito o armazenamento a matriz jacobiana no presente trabalho,
o tratamento implicito da dissipagéo artificial provocou o armazenamento de um grande
namero de eleméntos nulos daquela matriz, como pode-se observar no apéndice IV desta

dissertacao.

Do PRIME espera-se que seja superior ao SIMPLEC em duas situagoes. A
primeira surge quando o campo de velocidade na primeira iteragdo é muito préximo do
correto. Nesta situagdo, muito pouco comum, a equagao utilizada para o calculo da pressao
no PRIME, conforme Patankar (1980)1 leva imediatamente 4 um campo de pressao muito
proximo do correto. A segunda englobaria o caso geral em que o beneficio trazido para
a convergéncia do método como um todo pela soluc¢éo de sistemas lineares para o célculo
das componentes da velocidade nao compensasse o custo computacional dessa solucao.
A possibilidade de se utilizar um procedimento tdo barato computacionalmente quanto
uma iteracao do Gauss-Seidel por linhas, a titulo de solugdo de sistemas lineares para as
componentes da velocidade, torna rara, no entanto, também esta situacao. Deve-se notar
que o refino de malha torna a eficdcia na solugdo de sistemas lineares mais importante e

mais dificil.

Note-se que a equagdo (47) pode ser reescrita como ¢ = q: — At {residuop}
.~ 4

* A mesma equagao é utilizado no SIMPLER analisado naquela referéncia.
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Assim sendo, neste trabalho, a alternativa ao SIMPLEC que se mostrou mais
interessante, dentre as analisadas, foi o método de Newton, especialmente pela facilidade
de aplicacao de condigdes de contorno. O problema da grande quantidade de memoria
exigida por ele nos testes realizados, em principio, pode ser bastante diminuido, fazendo

modificagdoes no método como as utilizadas por Venkatakrishnan e Mavriplis (1993) e por

Chin et al. (1992).

Finalmente a escolha de um método de solucao para as equagoes discretizadas
fica muito dificil de ser feita se for buscado sempre o de melhor desempenho. Isso levaria ao
uso de uma multiplicidade de métodos adaptados a cada tipo de problema. Um caminho
mais razoavel, aparentemente, para esta escolha envolve consideragdes do tipo: qual o
numero de pessoas que utiliza o método e com as quais se possa trocar experiéncias; qual a
reputacao do método junto & comunidade, de engenheiros, fisicos ou matematicos, dentro
da qual pretende-se aplicé-lo; quais as garantias tedricas e/ou empiricas de que se dispoe

do sucesso da sua aplicagdo aos problemas de interesse; e assim por diante.

Razoes para o interesse pelo método de Newton e por métodos explicitos sio
o seu amplo uso na industria aeroespacial, e a larga aplicagdo que a Mecanica dos Fluidos
Computacional encontra naquela industria. A existéncia hoje de cédigos comerciais para
a simulacdo de escoamentos a qualquer velocidade baseados em técnicas explicitas (multi-
estigios) de solucdo, como o RAMPANT *, indica que a potencialidade de aplicagdo de

técnicas como essa a escoamentos incompressiveis nao pode ser desprezada.
8.2. Sugestoes para trabalhos futuros

Fazendo-se algumas modificagbes, como as sugeridas na secao anterior, no
método de Euler a frente e no método de Newton, uma comparagao mais cuidadosa entre o
desempenho deles e 0 do SIMPLEC tornar-se-ia interessante. Um estudo, em particular, do
efeito de condicoes de contorno e do uso de malhas finas e tridimensionais, seria de grande
valor para prever dificuldades que se pode encontrar na aplicacdo destas metodologias e

apontar os melhores caminhos para se contornar tais dificuldades.

RAMPANT é marca registrada da Fluent Inc., EUA.
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A obtengdo da matriz jacobiana do método de Newton, mostrada no capitulo 4,
foi baseada em grande parte na descrigao de uma‘metodologia para escoamentos a qualquer
velocidade (Chen e Pletcher 1991). Os esquemas upwind como o mostrado no capitulo 5,
por sua vez, foram originalmente desenvolvidos para Dinamica dos Gases. Seria interes-
sante, portanto, produzir algumas comparagdes entre metodologias desse tipo e versoes do
SIMPLEC para escoamentos a qualquer velocidade utilizando o tipo de discretizagao com

que normalmente ele é empregado.

Com uma visdo geral das maneiras mais comuns de discretizar as equagoes
empregadas na Mecanica dos Fluidos Computacional, de resolver as equagdes discretizadas,
de aplicar-lhes condi¢tes de contorno e os relativos méritos de cada uma, pode-se escolher
um melhor caminho para enfrentar desafios maiores. Um dos grandes desafios atuais, na
Mecanica dos Fluidos Computacional, parece ser a busca de metodologias que permitam
uma adaptagdo automatica e eficaz da discretizacdo a configuragdo da geometria e a fisica
de uma grande variedade de escoamentos, e que também consigam resolver com eficiéncia
as equagoes discretizadas. Esta-se longe, ainda, de uma visao clara e de consenso do como

deverdo ser essas metodologias (Venkatakrishnan 1995).
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APENDICE I : Observagoes adicionais a respeito da andlise de equagao

diferencial modificada apresentada no capitulo 2

Primeiramente deve-se notar que a analise de equagdo diferencial parcial mo-
dificada é usada habitualmente nos cursos de introducdo & mecanica dos fluidos com-
putacional. Uma de suas virtudes principais é, conforme Hirsch (1990), a capacidade de
revelar a natureza e as propriedades do erro de truncamento de uma equacio discretizada.
Aplicada a discretizacio espacial upwind de primeira ordem da equagdo (11), ela leva a
conhecida nocio de viscosidade (ou difusdo) numérica introduzida por essa discretizagao
(Roache 1976, ap. B; Maliska 1995, §5.5.1). Ocorre que o efeito da adi¢gdo de um termo de
viscosidade & uma equagao de advecgdo é, normalmente, bem conhecido das pessoas en-
volvidas com mecéanica dos fluidos computacional. E interessante, para o reconhecimento
dos efeitos ndo tao familiares dos termos introduzidos por discretizages de mais alta or-
dem, estudar solugdes das equagoes modificadas, no que segue-se o exemplo de Lomax et

al. (1970, §4.2.7).

As equagodes diferenciais parciais modificadas discutidas no capitulo 2, despreza-

dos os termos de ordem maior que (Az)3, podem ser escritas na forma

Ju Ou &y Pu Sty
Ry TR TR (59)

Assume-se que algumas suas solugbes particulares podem ser escritas como

00
U = +Z (f. + g,0) (Pe3) (i +3,5)t (56)
k=-oc0

A equagdo (56) é equivalente & (16), com a, = (f, + ¢,%), kw = p, e kwc, =
(—r,t+s,). A suposi¢io de que os coeficientes de z nas exponenciais em (56) nao tenham
parte real (e sejam diretamente proporcionais a k)}f, implica que, para cada valor de t,
u sera representada por uma série de Fourieri, sendo que os coeficientes (f, + g,%) séo
determinados decompondo-se em série de Fourier a condigdo inicial u(z,0). Para isso
é necessario que as condigdes de contorno no dominio sejam periédicas. Esta situagéo é
utilizada para modelar aquela em que as condigoes de contorno néo afetam as componentes

de Fourier da solucao, como se as fronteiras estivessem muito distantes da regido analisada.

t Note-se que neste trabalho k e w nao sao o nimero de onda e a freqiiéncia angular, como é
convencional.

1 Vide apéndice II.
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Note-se que esta analise é semelhante aquela feita em coﬁjunto com a analise
de estabilidade de Von Neumann, sob o titulo de “Anélise Espectral dos Erros Numéricos”
em (Hirsch 1990, §8.3). O tipo de solugao analisado é o mesmo. A diferenca estd em que
aquela analise é feita diretamente nas equagtes discretizadas e ndo nas equagoes diferenciais
modificadas que se originam delas, como aqui. Uma analise de equagdes discretizadas, que

também é bem semelhante & andlise discutida aqui, é apresentada em (Trefethen 1982).

Por causa da sua linearidade, (55) atua da mesma forma sobre qualquer dos
termos de (56). Portanto basta verificar o que acontece com uma unica componente de
(56), ou (16) que é equivalente & ela, quando substituida em (55). Optando pela forma
utilizada em (16),

u = akekw(z—ckt)z’

obtém-se, fazendo a substitui¢do em (55)
— (kweg) apetTat) = (akwi — BE%w? — kWi + 5k4w4) akek“’(z_c’“t)i

chega-se & “relagdo de dispersao”

Multiplicando esta equagao por T

kwage
cr = —a — Bkwi + vk*w? + 6k3w3i
Basta entéo identificar «, 3, v e § comparando (55) com (11), (14), (15), (17) e (18), para

chegar-se aos resultados mostrados no capitulo 2. Por exemplo, na equacgio (15), temos

a=-a, fB=0, I'=aAz?/12 e &= -—alAz3/8.
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APENDICE II : Algumas formas de escrever séries de Fourier

Séries de Fourier sdo comumente representadas por:

Fey=2+ :X: [ak cos (52—“) + by sin ('%”5)] (57)

Recordando que:

92 L)

cos(8) = E%—

9 _ _—6:

sin (6) = 6-—2"’—
7

e substituindo entdao os senos e cossenos na expressdo anterior para séries de Fourier,

verifica-se que elas também podem ser escritas como:

+o0 N
HOESY cjeT)!
j=—00
aonde,
(ay;+ byt
17 > |] se j <0
cj = ¢ %2 seg =0
aj —b]'i .
| T seJ >0

Tem-se, entdo, uma série de exponenciais de complexos com coeficientes com-
plexos que representa uma funcao real. Note-se que a medida que L cresce, jn/L cresce

com j a passos cada vez menores. Para L — oo pode-se escrever

+00 ,
fz) = / () eVide

—00

Outra forma, ainda, de escrever (57) é
ag = kmz N,
f(z)= = +Re (Z (ap + by?) e(T)Z>
2 k=1

aonde Re(c) é a parte real do nimero complexo c.
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APENDICE III : Exemplo de dispersao e dissipacdo de

componentes de Fourier de uma fung¢ao
Um exemplo conveniente para auxiliar o entendimento das nog¢ées de dispersao

e dissipa¢dio é a andlise das solugdes de (11), (14) e (15), com condi¢bes de contorno

periddicas e condigdes iniciais facilmente representaveis em série de Fourier. Por exemplo,
7 T 1 X
0)= (-—) —eos (3-—) —cos (5-—-)
u(z,0) = cos + 9¢° 7 + 5% 7
que pode-se escrever também como

u(z,0) = (efgz' +e-1’,j£z’) + 115 (63%1' +e—3f£ﬂz’) n 51(_) (eszgi +e—5"L—%’)

NI —

A solugfio exata de (11), que ¢ a translagio sem modificacdo deste perfil, pode

ser representada, definindo-se z* = 7(z ~ at)/L como

(ez*i + e—z*i) + _11_8 (631;*1' + 6—3z*i) + 5_10_ (eSz*i + e—Sx*i)

N

U=
Definindo-se ainda t* = wat/L e A* = rAz /L, pode-se escrever a solugdo de (14) como,

u = _;_{e[z*+%(A*)2t*]i + e—[z*—{-é(A*)zt*]i}
n 11_8{63[z*+§(A*)2t*]¢ + e-g[z*+§(A*)2t*]i}

n % { Sl @)L e—5[z*+%§(A*)2t*]i}

e a solugio de (15) como

1 1(A*)4t*{e[z*—-11—2(A*)2t*]i n e_[z*_11_2(A*)2t*]z-}

u = 56_5
n Ilge_%(A*)‘*t* { R e TONS i L 6-3[z*—%(A*)2t*]i}
+ %e—%ém*)“t* (S - BN | sl - BNy
)

Escolhendo A* = {5 e t* = —1£770, obtém-se os graficos mostrados na figura 32.
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FIGURA 32 - Solugdes das equagdes (11), (14) e (15).

Observando-se esta figura, pode-se notar que, em relagao & solugdo de (11),
exata, a solugio da equagdo (14), representativa do comportamento da discretizagao por
diferencas centrais da equagao (11), apresenta uma significativa diferenca de forma, com

novos maximos e minimos locais.

Ja a solugdo de (15) que representa o comportamento de uma discretizacao
upwind de segunda ordem da equagao (11), mantém uma forma semelhante a da solugéo

exata de (11), embora reduzindo seus méximos (e aumentando seus minimos).
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APENDICE IV : Coeficientes e termo independente da equagio (43)

para volume de controle localizado no interior do dominio

e/Az 0 0 e/Ay 0 0
App = Apw = 0 0 0 Avy = A5 = 0 0 0
0 0 0 0 00
4e 1
_IA_a: . 2Az 0
* v
Ay = | 73 as (wi—25) 0
0 vs 1 fue _ v
2Azx Az \ 2 Az
- —4e 1
B | e 0
* v
A, = |~ —as (Lt 35) 0
vy, 1 [ uy v
0 ~24z ~Az (—5”“ + A_z)
[ 4e 0 _Yn__
Ay 2yp Ay
A. =1 0 va_(va _ v Ynun_
N ypAy \ 2 Ay 2yp Dy
Zéx 0 "i ’U:; - Ku_)
| Yp_Ay Y
— A 0 -
Ay 2yp Ay
— N _ysus
AS - 0 yp Ay (23 + Ay) 2yp Dy
_1 I S P S
2Az 0 yf,Zly (US + Ay)

2 2
[(u2)? = (ut)?] + gy (vivmus — yoius

2 2
(ugof = uivl) + gy (v (on)” — v (03]

[~
Il

A
Az
1
Az
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6 (& + &) 0 wisy (Vn — V5)
Ap = 0 (a)p  mray (Unvs — ¥5u3)
78z (v —3) (a55)p
com
.
r= g (e ) e b (0 5) - (3-3)
€
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APENDICE V : Aplicagao de discretizagao upm'nd a

um sistema de equagoes linear hiperbdlico

Considere-se o sistema de equagoes

9¢  9q
3 T Az, =0 (58)

aonde ¢ ¢ um vetor de m incdgnitas. Se A é uma matriz independente de ¢ e é diagona-
lizével, com m autovetores linearmente independentes e autovalores reais, diz-se que este
sistema é linear e hiperbdlico. Neste caso muito do conhecimento que se tem a respeito
da equagdo (11) pode ser aplicado na solucao de (58). Em particular pode-se fazer o uso

(vantajoso para aquela equagao, conforme discutido no capitulo 2) de discretizagdo upwind.

Isto acontece porque, diagonalizando a matriz A = RAR™!, pode-se escrever

9 o 8 P
Y RAR A 0 edai RIZ A

Y Bz 5t 5z =0

Definine-se entéo o vetor de varidveis caracteristicas, w = R71q. Como R~! (matriz de

autovetores a esquerda de A) é, assim como A, independente de ¢, tem-se

ow Ow
5 + A‘g; =0 (59)

Note-se que A = diag(A1, Az, ..., Am), OU s€ja,

A 0 ... 0
C X ... O
A= . :2 . :
0 0 ... dn

aonde ) sdo os autovalores de A.

Note-se ainda que (58) é um sistema de equagdes como

3uk 8u1 8u2 aum
ot +an Oz + a2 Or toe ot Gkm oz =0
com k =1,2,...,m; enquanto (59) é um sistema de equagdes como
Owy, Owy,
A =
ot A oz 0

que sao perfeitamente andlogas a equacdo de advecgdo (11), conhecida também como

equagao de onda simples.
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A expressao (59) é a forma caracteristica do sistema de equagdes e os autova-
lores \; de A, sdo as velocidades caracteristicas de propagacio de perturbagdes (ondas)

nos campos de wg.

Para discretizar as equagtes em consideragao, serd utilizada a malha uniforme-

mente espagada mostrada na figura 33.

w c

FIGURA 33 - Volumes de controle envolvidos na discretizagido espacial para deter-

minacao do valor das variaveis no volume P.

O uso das designagées WW, W, P, E e EE para os volumes de controle
envolvidos na realizacao de um balan¢o no volume de controle P, além de evitar a confusao
com os indices k utilizados neste apéndice para indicar componentes de vetores, é muito
comum entre engenheiros mecanicos; apds Patankar (1980). Nos cédigos computacionais,
no entanto, os volumes de controle tém que ser numerados, criando-se uma correspondéncia

do tipo, P — n, eentao, E 5 n+1, EE — n + 2, e assim por diante.

A discretizagdo espacial de (59) por volumes finitos e temporal pelo método de

Euler a frente, leva a expressédo
* At w)* w) *
w, =} - == {(/), - ().} (60)

Pode-se considerar o upwind de segunda ordem utilizado em (13), como sendo

a avaliacdo dos fluxos, em uma interface e, por exemplo, de acordo com

(f8)e = Ak (wi), (61)

aonde
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(w)f = (wi), + 3 [(wn), = (w), ] se >0

(wk)e - (wk)e_ = (wk)g - % [(wk)EE - (wk)P]‘ se A <0

vide figura 34(b).

AN
@

I X (a) | (b)

FIGURA 34 - Reconstrugdo: (a) por patamares constantes; (b) por perfis lineares.

E comum escrever-se esta ultima expressdo como

(), = | (R = (w0, 52 () e M 20
Ve L = (w0, - B (o), e de <0

com as inclinagdes (o}), = -(—QWM sendo freqiientementé modificadas por algum

tipo de limitador.

Este procedimento de avaliacio das varidveis de cada lado da interface e, (wy)F
e (wg), , atribuindo formas geométricas aos seus perfis dentro de cada volume de controle,
é conhecido como “reconstrugao” (das funcdes wy,). Na figura 34(a) é mostrada uma fungéo
constante em cada volume de controle, o que leva & uma discretizagdo de primeira ordem.
Na figura 34(b) é mostrada a reconstrugao linear que é equivalente & discretizacao upwind

de segunda ordem utilizada no presente trabalho.
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Para alguns métodos “completamente discretos”T, o up@ind aplicado apds a
reconstrugéo, pode ser facilmente interpretado como a advecgio (translagdo) dos perfis de
wy a velocidade A, ao longo do intervalo de tempo At. Para o métodos semi-discreto
utilizado neste trabalho, a interpretagdo néo é tao simples: os fluxos siio calculados como

o resultado da advecgdo dos patamares constantes, mostrados pelas linhas pontilhadas na

figura 34(b).

Este procedimento para métodos semi-discretos, é a solugdo do “problema de

Riemann” definido pelos dois estados w;

—_ \ + — 3
§ e w, (correspondentes a ¢T e g7). Para sistemas
de equagoes nao-lineares este procedimento nao leva a solugdo exata de um problema
de Riemann, mas define uma solugdo aproximada. Em particular, quando se avalia a
matriz jacobiana dos fluxos A, de acordo com Roe (1981) este procedimento é a solucao

aproximada de Roe para o problema de Riemann. Para mais detalhes vide LeVeque (1990).

A idéia de avaliagdo dos fluxos nas faces dos volumes de controle a partir da
solu¢do de um problema de Riemmann é mais importante, no tipo de discretizacao que
esta sendo discutido, do que a extensao do comentério feito no pardgrafo anterior sugere.
A vis&o da discretizagdo upwind como um procedimento deste tipo para aqueles que ja tém
alguma familiaridade com discretizagoes upwind, mas nao com esta interpretagao, pode ser

um pouco dificil, mas é certamente interessante.

Uma forma mais eficiente computacionalmente de escrever-se (61) é

(), = A (we); +min (0, A) [(we)] = (we); |

ou, equivalentemente,

(i) = e (wr)f = max (0,40) [(we)f — (wi);

ou, ainda,

(w)d — (wy),
2

(wi)y + (we),
2

(f&)e = M | Ak

esta terceira versdo sendo mais empregada em métodos implicitos. Aqui somente se utiliza

a primeira.

! Em contraste com os métodos semi-discretos (ou das linhas) utilizados no presente trabalho.
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Para aplicar esta discretizagao, no entanto, ndo € necessario utilizar as variaveis

caracteristicas em todos os termos. Multiplicando (60) por R, tem-se

o= - {n-n} (62)

com f* = R{f"}:.
Definindo A~ = diag[min(0, A;), min(0, A2), ..., min(0, Ar,)], pode-se escrever,
R{f*}e=f,=RAR'¢_ + RA"R ' {¢f — ¢7}

e entao, reconhecendo que

o= RAR—lg; = Aq

e
f&=RARY¢"—q}=RAa
€screve-se
fo=f+1

que é a equagdo (48) no capitulo 5.

Note-se que, para a obtengao de (60), utilizou-se a linearidade de (58). De
acordo com o que se fez no capitulo 5, no entanto, a linearidade ndo é necessaria para a

utilizagdo de (62).



