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RESUMO

O presente trabalho apresenta uma metodologia para a solução de escoamento 

de fluidos, com transferência de massa, em coordenadas generalizadas, utilizando o 

arranjo de variáveis co-localizadas.

Para a obtenção da solução de problemas de escoamento de fluidos, 

multicomponentes, com transferência de massa, é necessária a solução das equações 

de conservação da massa, quantidade de movimento e espécie química para cada 

componente presente na mistura. Em virtude do forte acoplamento existente entre as 

equações e a presença de termos não lineares, é necessária a utilização de métodos 

numéricos. O método numérico utilizado é o de Volumes Finitos, que garante a 

conservação das grandezas envolvidas a nível elementar e global.

A maioria dos problemas encontrados na Engenharia Química envolve a 

transferência de um dado componente de uma região de maior concentração para outra 

de menor concentração, sendo necessária a solução da equação de conservação da 

espécie química, para a obtenção do perfil de concentração do componente de 

interesse.

A obtenção do perfil de concentração de um dado componente de uma mistura é 

de fundamental importância para o cálculo do coeficiente de transferência de massa, 

utilizado nos projetos dos principais equipamentos da Engenharia Química.

O algoritmo numérico desenvolvido é empregado para a obtenção da solução de 

problemas com e sem convecção forçada, com transferência de massa.
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É utilizado, no Método de Volumes Finitos, o esquema WUDS para avaliação dos 

fluxos convectivos e difusivos nas faces do volume de controle, bem como, o arranjo de 

variáveis co-localizadas na malha computacional.

A metodologia apresentada é testada resolvendo-se problemas cujas soluções 

analíticas, ou obtidas com malhas bem refinadas, são disponíveis.
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ABSTRACT

The current work presents a methodology for the solution of fluid flow, with mass 

transfer, in generalized coordinates, using the arrangement of co-located variables.

To obtain the solution of problems of fluid flow with various components, involving 

mass transfer, it is necessary to solve the mass, momentum and chemical species 

conservation equation for every component present in the mixture. Due to the strong 

coupling existent between the equations and the presence of nonlinear terms, it is 

necessary the utilization of numerical methods. The numerical method used is the Finite 

Volume Method, which guarantees the conservation of the involved variables at 

elementary and global levels.

The most Chemical Engineering problems deal with the transfer of a given 

component from a region with greater concentration to other with lower concentration, 

being necessary the solution of chemical species conservation equation, for obtaining 

the concentration profile for the component.

The knowledge of the concentration profile of a given component of a mixture is 

important for the calculation of the mass transfer coefficient used on the main equipment 

projects in the Chemical Engineering.

The numerical algorithm developed is employed for obtaining the solution of the 

problems with and without forced convection, involving mass transfer.

It is utilized, in the Finite Volume Method, the WUDS scheme for evaluation of 

convective and diffusive terms on the faces of the control volume, as well as the 

arrangement of co-located variables on the computational grid.

The methodology presented is confirmed by solving problems whose analytical 

solutions, or solutions obtained with grid well refined, are available.
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INTRODUÇÃO

Na indústria química, um importante número de operações com transferência de 

massa envolve a transferência de um componente de uma região de maior 

concentração para outra de menor concentração, resultando no enriquecimento, ou seja, 

aumento de concentração, dos componentes desejados ou no empobrecimento de 

outros componentes indesejados como, por exemplo, contaminantes e poluentes.

A maioria dos processos químicos requer a purificação prévia das matérias 

primas, purificação dos produtos e, eventualmente, contém correntes de reciclo 

constituídas de reagente não-convertido, como ilustra a FIGURA 1. Todos os processos 

químicos citados envolvem operações com transferência de massa, dando origem a 

uma série de equipamentos de separação.

FIGURA 1 - Esquema Geral de um processo químico.

O processo de separação de certos componentes, contidos numa mistura 

homogênea, utiliza as diferenças de propriedades dos constituintes da mistura para
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fazer a separação. Estes processos ou se fundamentam sobre uma diferença na 

composição das fases em equilíbrio ou sobre uma diferença na taxa de transferência de 

massa dos constituintes da mistura.

Um processo de separação [ 7 ] muito comumente utilizado na indústria química 

é a destilação. A separação dos componentes está baseada na diferença de 

volatilidades. Neste processo, o fornecimento de calor a uma mistura líquida dá lugar ao 

aparecimento de uma fase gasosa que conterá, em maior quantidade, a substância mais 

volátil que se pretende separar. Por conseguinte, os componentes mais pesados, ou 

menos voláteis, tenderão a permanecer na fase líquida. Na prática, várias operações 

consecutivas deste tipo são realizadas, de modo a termos uma separação, a mais 

completa possível, limitada apenas por considerações econômicas e por características 

próprias da mistura [ 1 ]. Para o estudo ou projeto de otimização de uma unidade de 

destilação, são necessários principalmente conhecimentos sobre os fenômenos de 

transporte em geral (transporte de massa, quantidade de movimento e energia).

O transporte de massa por absorção de gás envolve a transferência de um 

componente solúvel de uma fase gasosa para um absorvente líquido. A transferência de 

massa em uma coluna de absorção se dá entre um fluxo de um componente gasoso 

escoando em contracorrente a um fluxo de um componente líquido [ 33 ]. Há uma troca 

entre os componentes envolvidos, onde o líquido absorve uma fração do componente 

gasoso e o componente gasoso arrasta uma fração do componente líquido. A 

determinação do coeficiente de transferência de massa entre as duas fases é de grande 

importância no dimensionamento de colunas de absorção, e essas colunas de absorção 

podem ter várias aplicações como a purificação do gás de saída de uma chaminé.
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Outros processos de separação assim como a evaporação, a cristalização e a 

secagem envolvem a transferência simultânea de calor e de massa. Na evaporação, 

uma solução líquida é concentrada pela vaporização de uma parte do solvente. As 

exigências térmicas são grandes em virtude do calor latente de vaporização do solvente 

ter que ser fornecido ao sistema. A cristalização é usada industrialmente na fabricação 

de muitos sais inorgânicos. Pode ser também usada para separar misturas de sais pela 

cristalização fracionada. E a secagem separa um líquido de um sólido pela vaporização 

do líquido.

Extensivos dados têm sido obtidos para a transferência de massa entre um fluido 

em movimento em certas geometrias como por exemplo, placas planas, esferas, e 

cilindros [ 28 ]. Estes dados têm sido obtidos inclusive na sublimação de sólidos, 

vaporização de líquidos no ar e dissolução de sóiidos em água. Para alguns problemas 

em geometrias simples é possível a obtenção de solução analítica.

Na literatura atual, existe uma grande lacuna na solução de problemas 

envolvendo escoamentos de fluidos com transferência de massa.

A solução de problemas com transferência de massa envolve a solução da 

equação da conservação da espécie química. Se, associado ao fenômeno de 

transferência de massa, ocorrer escoamento de fluidos, a equação da conservação de 

quantidade de movimento deverá ser resolvida conjuntamente com a equação da 

conservação da espécie química.

Devido ao forte acoplamento existente entre as equações de conservação e a 

presença de termos não lineares, é requerida a utilização de métodos numéricos.

A maioria dos métodos numéricos pode ser derivada do método de resíduos
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ponderados. A diferença dos vários métodos numéricos está ha escolha da função 

peso. O método das Diferenças Finitas é obtido fazendo-se a função peso igual a delta, 

centrada no ponto P. O método aproxima os termos da equação diferencial contendo 

derivadas por suas expressões em Diferenças Finitas; realiza um procedimento 

puramente matemático sem levar em conta as características físicas do fenômeno que 

se deseja modelar. Por exemplo, para o problema em que a convecção é dominante, a 

aproximação dos termos convectivos por diferenças centrais causa oscilações espaciais 

na solução. O método de Elementos Finitos de Galerkin utiliza a função peso igual as 

funções tentativas do problema. O método de Volumes Finitos resulta da função peso 

unitária, e será preferido ao longo deste trabalho porque esta escolha da função peso 

leva à obtenção de equações discretas que nada mais são do que balanços de 

conservação sobre os volumes elementares. Existe, portanto, uma razão física para a 

escolha do método dos Volumes Finitos, pois independentemente do tamanho do 

volume elementar os princípios de conservação são absolutamente respeitados, o que 

torna o método atrativo.

O principal objetivo deste trabalho é o desenvolvimento de um algoritmo 

numérico para a solução de problemas de escoamentos de fluidos com transferência de 

massa em sistemas bifãsicos.

Este trabalho foi dividido em cinco capítulos, sendo seus conteúdos descritos 

como segue:

CAPÍTULO 2 - Revisão Bibliográfica - Este capítulo contém a revisão bibliográfica 

destacando as principais contribuições para o desenvolvimento de metodologia 
*

numérica a ser aplicada para obtenção da solução de problemas de escoamento de
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fluidos com transferência de massa. É descrito o arranjo de variáveis co-localizadas 

e desencontradas, assim como, algumas funções de interpolação para avaliação das 

variáveis nas faces do volume de controle em função dos pontos de uma malha 

computacional e métodos para o tratamento do acoplamento pressão-velocidade.

CAPÍTULO 3 - Formulação Utilizada - É apresentada a formulação utilizada, neste 

capítulo, com as equações de conservação utilizadas em coordenadas generalizadas. A 

obtenção das equações discretizadas para o método de Volumes Finitos, a função de 

interpolação e o método de tratamento do acoplamento pressão-velocidade utilizado 

são apresentados.

CAPÍTULO 4 - Resultados - Os resultados analíticos e numéricos de problemas 

escolhidos para testar a formulação apresentada no capitulo 3 deste trabalho são 

apresentados neste capítulo, bem como, o desenvolvimento da solução analítica. É 

feita uma discussão dos erros obtidos com os resultados numéricos determinados a 

partir da metodologia proposta, calculados com referência às soluções obtidas 

analiticamente.

CAPÍTULO 5 - Conclusões e Sugestões - As principais conclusões obtidas neste 

trabalho são apresentadas, bem como, sugestões para a continuação dos estudos a 

partir da metodologia proposta.
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REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Na solução de problemas por métodos numéricos, tem-se como objetivo a busca 

de algoritmos que minimizem o tempo computacional, que tenham boas características 

de convergência e sejam estáveis.

Uma questão de fundamental importância para o sucesso do método numérico é 

a escolha do sistema de coordenadas para a solução do problema físico de interesse. O 

uso de coordenadas generalizadas coincidentes com as fronteiras do domínio de cálculo 

evita a necessidade de interpolações das condições de contorno e possibilita o 

desenvolvimento de métodos que buscam generalidade, assim como, a solução de 

problemas que apresentam domínios arbitrários eliminando a dificuldade de solução 

destes problemas usando sistemas de coordenadas convencionais, e, finalmente, 

possibilita a concentração da malha onde necessário, sendo possível adaptar as malhas 

de acordo com o problema físico, reduzindo o número de malhas necessárias e o tempo 

de computação.

Para o desenvolvimento de algoritmos, os principais passos que devem ser 

realizados, para solução de problemas de escoamento de fluidos incompressíveis, são :

• a localização das variáveis dependentes na malha

• o tratamento do acoplamento pressão-velocidade

•  a obtenção das funções de interpolação entre os pontos discretos

• a solução do sistema de equações lineares
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A localização das variáveis dependentes do problema de interesse na malha 

computacional está relacionada com a escolha de um arranjo de variáveis.

São várias as possibilidades de localização das variáveis na malha 

computacional, conforme descrito por Shih, Tan e Hwang [ 24 ], Silva [ 25 ], Ulson de 

Souza [ 30 ] e Maliska[ 9 ].

Os arranjos de variáveis na malha computacional mais utilizados são : variáveis 

co-localizadas e variáveis desencontradas.

No arranjo de variáveis co-localizadas utilizado por Peric et al. [ 14 ], Schneider 

[ 22 ], Majumdar [ 8 ], Marchi et al. [ 11 ] e Ulson de Souza [ 30 ], as variáveis de 

interesse estão localizadas na malha computacional conforme a FIGURA 2.

•
4 l u
P,TT ,p

r Z  i
pX pU 1

1_________ 1
— 1

- É u
P.T.p

- É „
P,T,p

volume de controle para o 
balanço de massa, energia 
quantidade de movimento e 
espécie química

FIGURA 2 - Localização das variáveis na malha computacional para o arranjo de 

variáveis co-localizadas.

Todas as variáveis dependentes estão armazenadas no mesmo ponto, 

possuindo todas o mesmo volume elementar.
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No balanço de quantidade de movimento unidimensional, exigirá interpolação 

para a obtenção das velocidades e pressões nas faces do volume de controle, 

necessárias ao cálculo dos fluxos convectivos e gradiente de pressão, respectivamente.

No balanço de massa, interpolação será necessária para obtenção das 

velocidades nas faces da célula que serão utilizadas no cálculo dos fluxos mássicos que 

saem e entram no volume de controle.

A utilização deste esquema, onde todas as variáveis estão armazenadas no 

mesmo ponto, é de simples implementação computacional, sendo o tratamento do 

acoplamento pressão-velocidade um fator importante na utilização do arranjo de 

variáveis co-localizadas devido justamente à disposição das variáveis na malha 

computacional.

A maioria dos problemas enfrentados, no âmbito dos métodos de solução de 

problemas utilizando arranjo co-localizado de variáveis, é decorrência do processo de 

construção da equação para pressão.

Considere o campo de pressões mostrado na FIGURA 3. Fisicamente, o campo 

mostrado (os números representam valores da pressão) não é consistente mas, pelo 

fato de todas as variáveis estarem localizadas no mesmo ponto, esta inconsistência não 

será detectada pela equação de conservação de quantidade de movimento. Para o 

volume de controle para a velocidade centrada em P, o gradiente de pressão em x, bem 

como, em y será zero, pois envolve os pontos PE, Pw. Pn e Ps. Assim, a variação de 

pressão no domínio (neste caso ondulatório de 0 e 100) não será percebida pelos 

volumes de controle. Este problema pode ser contornado pela utilização de funções de 

interpolação mais complexas, que utilizam gradientes de pressão consistentes.
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------------->
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FIGURA 3 - Campo de pressões inconsistente.

No arranjo de variáveis desencontradas, as variáveis de interesse estão 

localizadas na malha computacional conforme a FIGURA 4, onde as componentes da 

velocidade estão defasadas em relação a outras variáveis do problema (P, T, p, jj., etc.).

No balanço de quantidade de movimento para os volumes de controle (entre os 

pontos W  e P, da FIGURA 4), é necessária a interpolação para obtenção das 

velocidades em suas faces. Estes volumes de controle já possuem as pressões 

armazenadas em suas faces ( pontos W e P), não necessitando de interpolação para o 

cálculo do gradiente de pressão.

No balanço de massa ( entre as faces w e e, da FIGURA 4), não será necessária 

nenhuma interpolação pois as velocidades já se encontram armazenadas nas faces
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destes volumes de controle.

§

FIGURA 4 - Localização das variáveis na malha computacional para o arranjo de 

variáveis desencontradas.

O arranjo de variáveis desencontradas, devido à forma como armazena as 

variáveis no problema, introduz um adequado acoplamento entre a pressão e a 

velocidade para escoamentos incompressíveis, mas por outro lado necessita de 

diferentes volumes de controle para as variáveis dependentes. Isto faz com que um 

número maior de informações geométricas necessitem ser armazenadas e, associado 

ao armazenamento de um número maior de informações geométricas, está a 

necessidade de um número maior de operações algébricas, como por exemplo o cálculo 

dos fluxos de massa nas interfaces do volume de controle. Este número maior de 

informações geométricas armazenadas e o número maior de operações geométricas 

acarretam em um maior tempo de computação. Para a solução de problemas 

tridimensionais o problema é ainda maior. Em suma, a necessidade da utilização de 

diferentes volumes de controle para as variáveis dependentes, torna a implementação



CAPÍTULO 2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA 11

computacional mais difícil, devido à complexidade no controle dos índices dos 

respectivos volumes de controle das variáveis.

A avaliação da propriedade 0 e de suas derivadas nas faces dos volumes de 

controle faz-se necessária para a solução da equação resultante discretizada do Método 

de Volumes Finitos. No entanto, os valores das propriedades e de suas derivadas são 

armazenados nos centros dos volumes de controle.

Para um melhor entendimento, considere, por exemplo, a face leste do volume de 

controle centrado em P na FIGURA 5.

NW
N•
n NE

vwv
w

W
•Pm

e •
E

•
EE

SW

s
•
S SE

4

FIGURA 5 - Volume de controle centrado em P e seus vizinhos.

Quer-se expressar <j> na face leste em função dos valores de $ nos centros dos 

volumes vizinhos. Para isto deve-se escolher uma função para interpolar o valor de 4> na 

face leste em função, por exemplo, dos valores de <j)Ee <t>P.

Certos tipos de função de interpolação podem dificultar a convergência do 

processo iterativo de solução ou mesmo provocar a divergência, mas por outro lado,
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algumas funções de interpolação que promovem a estabilidade do processo iterativo 

acelerando a convergência podem ser prejudiciais para a qualidade da solução.

O esquema mais simples para a avaliação de $ na face leste é assumir uma 

interpolação linear entre <t>E e (j)P , dada por

O mesmo esquema da interpolação linear é um caso particular de um esquema 

mais geral, o esquema híbrido, em que 4>e é avaliado através de

onde ã  é um parâmetro que pode assumir valores entre -0.5 e +0.5. Para ã = 0 ,  a 

equação (2) é uma interpolação linear igual a equação (1). A vantagem da forma 

apresentada na equação (2) é que na realidade a mesma pode representar uma série de 

esquemas de interpolação. Esquemas mais sofisticados para a avaliação de (t>e podem 

envolver o valor de § em outros volumes além de E e P. O esquema de interpolação 

WUDS [ 16 ] é unidimensional, ou seja, o valor de <t>e é estimado empregando-se apenas 

valores de <|) localizados sobre uma linha paralela à malha computacional. O esquema 

WUDS avalia a  baseado na solução de um problema unidimensional de convecção e 

difusão.

 ̂ _ <t>E + <fip (1)

(2)
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A aproximação das derivadas espaciais das equações diferenciais por diferenças 

centrais ( CDS ) resulta em esquemas de segunda ordem. Em situações de 

escoamentos com elevados números de Reynolds e Peclet, que são a maioria dos 

problemas práticos da engenharia, o esquema de diferenças centrais causa oscilações 

na solução ou mesmo divergência. A utilização de diferenças centrais é satisfatória para 

solução de problemas que envolvem somente difusão ou para problemas com baixos 

números de Reynolds ou Peclet.

Esquemas “upwind” ( UDS ), ou seja, esquemas que usam informações a 

montante apenas, geram coeficientes positivos na equação discretizada e produzem 

soluções livres de oscilações. Os cálculos utilizando esquemas “upwind” 

frequentemente sofrem grandes imprecisões devido à falsa difusão, ou difusão 

numérica, resultante de erros de truncamento, existência de termo fonte, presença de 

gradientes da variável dependente normais à linha de corrente e inclinação do vetor 

velocidade relativamente à malha.

Spalding [ 27 ] desenvolveu um esquema híbrido, visando agrupar as vantagens 

dos esquemas CDS e UDS. Baseando-se neste trabalho, foi proposto o esquema 

exponencial (EDS) [ 19 ] que, quando usado para o estudo de problemas uni­

dimensionais, garante produzir a solução exata para qualquer valor de número de Peclet 

e para qualquer número de pontos na malha. Este esquema não é amplamente usado 

devido ao seu custo elevado de computação e porque o esquema não é exato para 

situações bi e tri-dimensionais e fontes diferente de zero.

Outro esquema de interpolação bastante divulgado é o esquema “power law” 

proposto por Patankar [ 12 ]. A utilização da função de interpolação “power law” em
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esquemas numéricos não envolve um grande custo computacional e ele apresenta uma 

boa representação para comportamentos exponenciais.

Ulson de Souza [ 29 J propõe o esquema WUDS-E, que é uma extensão do 

esquema WUDS, o qual considera o efeito dos termos difusivo e convectivo na direção 

normal, bem como, termos de pressão e fonte, para avaliação das variáveis nas faces do 

volume de controle, os quais são desprezados nos esquemas híbridos.

Nos esquema SUDS e SWUDS, proposto por Raithby [ 17 ], para a avaliação de 

(|)e na FIGURA 5, podem participar os valores de c}> nos volumes centrados em S, P, N, 

NE, E e SE dependendo da orientação do vetor vêlocidade em relação a malha. No 

esquema “skew upwind”, proposto por Raithby [17],  procura-se minimizar erros devido 

ao não alinhamento do vetor velocidade com as linhas da malha.

Ulson de Souza [ 30 ] propõe uma função de interpolação, denominada de função 

de interpolação completa (FIO), originária da própria equação diferencial que se deseja 

resolver. Esta função de interpolação possui a dimensionalidade que o problema requer 

e contém todas as influências físicas presentes na equação diferencial a ser resolvida. 

Apesar do esquema FIC ser bidimensional, é de difícil implementação.

Dentre os acoplamentos presentes nas equações de Navier-Stokes o 

acoplamento entre a pressão e a velocidade é o mais delicado. Para escoamentos 

incompressíveis, este assunto recebeu uma enorme atenção nas duas últimas décadas, 

resultando no desenvolvimento de muitos métodos bastante empregados atualmente, 

dos quais são citados neste trabalho os métodos SIMPLE [ 13 ], SIMPLER [ 1 2 ] ,  

PRIME [9 ]  e SIMPLEC[32].
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Praticamente em todos estes métodos a sequência de cálculo envolve dois 

passos distintos: no primeiro, as velocidades são corrigidas de maneira a satisfazer a 

equação da conservação da massa e no segundo, as pressões são avançadas para 

completar aquele ciclo iterativo.

Um dos métodos mais utilizados e do qual derivaram muitos outros é o método 

SIMPLE, desenvolvido por Patankar e Spalding [ 13 ] onde a pressão é escrita como a 

soma da melhor estimativa da pressão disponível, P‘, mais a correção P’, que é 

calculada de maneira a satisfazer a equação da conservação da massa.

O método SIMPLER [ 12 ] busca uma nova maneira de calcular o campo de 

pressões em cada iteração, procurando conectar o cálculo do campo de pressões com 

as equações que governam o fenômeno. Para calcular a pressão, as equações da 

conservação da quantidade de movimento, nas direções x e y, são escritas na seguinte 

forma

av  ap
up =up - — ^ r  (3)a Ax

~ AKAP
vp = vp -  —  —  (4)ap Ay

As velocidades üp e vp são obtidas algebricamente utilizando as mais recentes 

velocidades calculadas.

Procurando-se obter um campo de pressões que satisfaça as equações da 

conservação da quantidade de movimento e da conservação da massa, as equações (3)
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e (4) são introduzidas na equação da conservação da massa para obter uma equação 

para a pressão.

No método PRIME [ 9 ], a estrutura iterativa é bastante simplificada realizando-se 

os dois passos (correção da velocidade e cálculo da pressão) em apenas um. 

Este método tem como atrativo a eliminação da solução de duas equações de Poisson, 

necessárias no método SIMPLER [ 12 ]. Isto é conseguido utilizando-se as equações da 

conservação da quantidade de movimento (3) e (4) não só para o cálculo da pressão 

mas também para a correção da velocidade, tornando desnecessária a obtenção do 

campo P’ de pressões para corrigir o campo de velocidade. No método PRIME não há 

mais a necessidade de resolver sistemas de equações para obter as velocidades. As 

velocidades são avançadas durante o ciclo iterativo de uma maneira semelhante ao 

método de Jacobi. Apenas uma equação de Poison é resolvida em cada iteração.

Outro método para o tratamento do acoplamento pressão-velocidade é o método 

SIMPLEC, proposto por Van Doormal e Raithby [ 32 ]. Neste método o tratamento do 

acoplamento é realizado em dois passos, isto é, o passo onde p, U e V são corrigidos 

pára satisfazer a equação da conservação da massa e o passo onde o novo campo de 

pressões é calculado via P = P* + P’ . No método SIMPLEC [ 32 ], as equações de 

correção da velocidade são equações quaisquer que não interferem na solução final 

mas apenas na taxa de convergência. Este método é descrito no Capítulo 3.
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FORMULAÇÃO UTILIZADA

Serão apresentadas, neste capítulo, as equações governantes, escritas no 

sistema de coordenadas cartesianas, a transformação destas equações para o sistema 

de coordenadas generalizadas, bem como, a equação discretizada do método de 

Volumes Finitos. Será apresentada, ainda, a função interpolação utilizada e o 

tratamento do acoplamento pressão-velocidade.

3.1 - EQUAÇÕES GOVERNANTES

As equações governantes dos problemas envolvendo escoamento de fluidos, 

com transferência de massa são as equações de conservação da massa, conservação 

de quantidade de movimento e conservação da espécie química.

A equação da conservação da massa é dada por

A equação da conservação de quantidade de movimento pode ser expressa como

- £  + pv.V = 0 
Dt (5)

(6)
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onde B é o vetor dado pelas forças externas, por unidade de volume de fluido e f  é o 

tensor tensão.

A equação da conservação da espécie química é dada por

DW
P - ^ = f V MV*WA + rz (7)

onde DAb é a difusividade do componente A no componente B e 77 é a taxa mássica de 

reação química, por unidade de volume de fluido.

A equação constitutiva para Fluido Newtoniano pode ser expressa como

*  u = ~ S up + M
õu  , õu  , '
-----  + ------ Õ ^ A V . v )  (8)

2
onde X , dado pela hipótese de Stokes, é igual a - / / ,  é igual à unidade quando i for

igual a j e <?,. é igual a zero, quando i for diferente de j.

Para obter a solução das equações (5), (6) e (7) é necessário escolher um 

sistema de coordenadas.

As equações de conservação (5), (6) e (7) serão escritas no sistema de 

coordenadas cartesianas, considerando-se o fluido newtoniano, com escoamento 

laminar e bidimensional, sendo as propriedades físicas do fluido constantes, tais como, 

massa específica, viscosidade, etc. O sistema em estudo será considerado binário.
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As equações de conservação da massa, quantidade de movimento e espécie 

química, escritas no sistema de coordenadas cartesianas, são dadas por

Equação da Conservação da Massa:

-+ J L (  p u ) + - ? ,- (  pv) = 0 (9)
ôt ôx ôy

Equação da Conservação de Quantidade de Movimento na direção x :

d d d dP d du . d du d du ,
—  (pu)+ — (p u u )+ — (p v u )=-  —  + p g x+ — ( { i — )+  T-(M T-) + ~ ( M — ) +dt dx dy dx dx dx dy dy dx dx

Equação da Conservação de Quantidade de Movimento na direção y :

ô . , , ö ,  1 , 9 ,  , ÔP ô . ôv . d õv . ô . ô u— (p v )+ — (puv)+ — (pvv) = - —  + p g +  — ( M ) + — ( M ) +  ( M 
ôt dx ôy ôy ôx ôx ôy ôy ôx dy

+ — (ft—) - — \ - ã v . v )
,Mdyy /dy

(11)

Equação da Conservação da Espécie Química A :

^ (p W A)  + ^-(puWA)+ ^ - (p VWA) = J L (p D jB ? E l- )  + ± (p D M ^ L ) + rZ  (12) 
õt õx dy ôx ôx ôy ôy

3.2 - TRANSFORMAÇÃO DAS EQUAÇÕES

As equações de conservação da massa, quantidade de movimento e espécie 

química são escritas, para uma variável genérica 4), como



CAPÍTULO 3 FORMULAÇÃO UTILIZADA 20

onde as variáveis <J>, P*, S* e r 4* possuem expressões específicas em cada uma das 

equações de conservação . A equação se reduz à equação da conservação da massa 

quando S* e P *  forem iguais a zero e <|)=1. As componentes da equação da 

conservação da quantidade de movimento na direções x e y são obtidas fazendo-se <f> 

igual a u e v, respectivamente, com os termos fonte e de pressão apropriados. O termo 

P * representa o gradiente de pressão. A variável T* é o coeficiente de transporte que é 

dado pelo produto entre a difusividade relativa á variável e a massa específica do 

fluido. A equação da conservação da espécie química é obtida fazendo-se <J) igual a 

WA , com o termo fonte igual a taxa de reação química (rA'"), com P* igual a zero.

O QUADRO 1 mostra os valores de 4», r*, P* e S* para diversas equações de 

conservação no caso bidimensional.

O conjunto formado pelas equações (9), (10), (11) e (12) é utilizado para 

elaboração do algoritmo envolvendo variáveis co-localizadas.

Estas equações e a equação de estado para um gás ideal formam um conjunto 

de cinco equações a cinco incógnitas (u, v, P, WA e p), que quando submetidas às 

condições de contorno e condições iniciais, completam a formulação do problema. As 

equações (9),(10),(11) e (12) são adequadas para resolver problemas definidos em 

geometrias do tipo mostrado na FIGURA 6 .
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QUADRO 1 - Valores de <j), r *  , P* e S* para as diversas equações de conservação
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FIGURA 6 - Geometria adequada ao sistema cartesiano.
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A solução das equações de conservação, escritas no sistema cartesiano de 

coordenadas, utilizando-se a discretizaçâo cartesiana, poderá apresentar sérios 

problemas quando da aplicação das condições de contorno, uma vez que as fronteiras 

dos volumes de controle podem não ser coincidentes com a fronteira do problema físico 

em questão. O programa computacional, com as equações escritas no sistema 

cartesiano de coordenadas, ficará extremamente dependente da geometria do problema.

Visando a obtenção de uma maior flexibilidade da formulação para o tratamento 

de problemas em geometrias mais complexas do que a apresentada na FIGURA 6 , 

surge a necessidade de transformar as equações de forma a serem adequadas para 

resolver problemas com geometrias semelhantes ao tipo mostrado na FIGURA 7.

FIGURA 7 - Geometria de forma não cartesiana.

A equação de conservação escrita, para uma variável genérica <|), no sistema 

cartesiano de coordenadas, é transformada para o sistema de coordenadas



CAPÍTULO 3 FORMULAÇÃO UTILIZADA 23

generalizadas que se adaptam à fronteira. Esta transformação é feita utilizando-se

a regra da cadeia.

Para uma função $ qualquer, temos

â<f> ^õ<j> d£, | ô<f> ârj 
ãci <&, õrj ãci

â<j> ^â<f) dÇ õ̂<j> drj

Derivadas de maior ordem são obtidas por aplicações sucessivas das equações 

(14) e (15).

Empregando-se a seguinte transformação :

£ = Ux,y) (16)

T1 =r1(x,y) (17)

ou

x = xfé,Ti) (18)

y = y ( ^ )  (19)

na equação (13), executando-se as simplificações e agrupamento necessários, são 

obtidas as equações bi-dimensionais em coordenadas generalizadas que, de forma 

genérica, podem ser expressas por
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Os elementos da matriz jacobiana da transformação são as métricas da 

transformação, e o determinante da matriz é o jacobiano da transformação, que pode ser 

dado por

J =
Tlx %

^Tly-TlxÇy (21)

A determinação destas grandezas é necessária para solução das equações de 

conservação.

O inverso do jacobiano é dado por

J’1 =
*4 Xn

Yk Yn
(22)

e,

J  =
J -i (23)

Pela aplicação do teorema fundamental da função inversa, podem obter-se as 

relações dadas pelas equações (24), (25), (26) e (27)

Çx = yi,J 

= " Xq J

rix = -y4J

Tly = X̂  J

(24)

(25)

(26) 

(27)
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Reescrevendo-se a equação (20), obtém-se

' c , * + c , *
âS àtj ât]

c3^ + c2^ + S *  (28)

onde,

pt
(29)

e,

Ç*9
S* = —  

J (30)

As componentes contravariantes do vetor velocidade, sem normalização métrica, 

U e V, são representadas em função das velocidades cartesianas, por

U = uyn -vxn 

V = vXç — uyç

(31)

(32)

Os coeficientes Ci, C2 e C3 são os coeficientes de transporte transformados, 

expressos por

Ci = r*  J a (33)

C2 = -r* J p (34)

C3 = r* J y (35)

onde a, p e y são as componentes do tensor métrico da transformação, dadas por

(36)

P = x^xn + y^yn (37)
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2 2 Y = x\ +y] (38)

As expressões transformadas dos termos de pressão sãó dadas por

Bu &  &
~  õ£yn ât]yS

(39)

bv æ  P = ----X .-------x„
â r] 4 s ç  1

(40)

Transformando-se as equações da conservação de massa, quantidade de 

movimento e espécie química, para o novo sistema de coordenadas (Ç,r|), obtém-se

Equação da Conservação da Massa:

7  % * ï t (pu )* - k (p y )~ a

Equação da Conservação de Quantidade de Movimento na direção x

(41)

1 9 ✓ , d ,  rr , d . „  • dP dP d 
T 7 ( Pu) ~ (p U u )+  pVu) -  -—- y „  + — y { + —  

J  dt dÇ drj d£ n Õ7J dÇ
c, — + c du

dÇ *d i j

d C3^ + C2^  
dJj 2 dÇ

+su (42)

Equação da Conservação de Quantidade de Movimento na direção y
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Equação da Conservação da Espécie Química A :

~ ( p w j + ~ ( p U w j + ^-(pVw jí) = Í L
J  Ôt ÔÇ 07] ÔÇ

ÔW, + C-, ôWa

ÔT]

ÒT)
c * w ±  + c ™ ±

dl]
+ s (44)

Estas equações, escritas no novo sistema de coordenadas (£,, ti), tornam o 

programa computacional não dependente da geometria do problema.

A solução do conjunto de equações de conservação é feita utilizando-se o 

método de Volumes Finitos.

3.3 - DISCRETIZAÇÃO DAS EQUAÇÕES :

A equação (28), escrita no sistema de coordenadas cartesianas e transformada 

para o sistema de coordenadas generalizadas (̂ , ti), é utilizada para obtenção da 

equação discretizada, através da realização de uma integração espacial e temporal 

sobre os diversos volumes elementares, obtendo-se, assim, uma equação para cada 

volume de controle.

As equações da conservação são integradas ao longo de um volume de controle 

delimitado por duas linhas de t, constante e duas linhas de r\ constante, como mostra a 

FIGURA 8 . É realizada, ainda, uma integração temporal, ao longo do intervalo de 

tempo, At.
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FIGURA 8 - Volume de controle genérico para integração.

A equação resultante é expressa por

|.£ + Aí çÇ, r

Jí Jí. I
£ £ + c  a±  

' s n  !

c, * ♦ < : , * '
1 âÇ ârj

c sií_  + c , ü -

c # + c j i  
1 2 ât] w

drjdt +

àij í â4
(45)

onde At é o intervalo de tempo arbitrado. Os termos entre colchetes podem ser 

representados, para as faces leste e norte, por
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K f )

K f l  -

[ c * l + 'c .  S t ]
e . e , 011

- \ c Á + \ c A  i
. n

(46)

(47)

onde n representa a direção normal às faces do volume de controle.

Substituindo-se as equações (46) e (47) na equação (45), resulta

♦ r a  r  - s i * * *  - n :  { [ ^ f  ], * K f  ] > - *

+

(48)

Para resolver esta integração são admitidas as seguintes hipóteses :

0 os fluxos de massa nas faces e, w, n e s são uniformes ao longo de cada face. 

@ <J) na face e sua derivada normal à face, as métricas, r * e a  pressão na face 

são uniformes ao longo de cada face.

0  todos os termos, exceto p<|), são constantes ao longo de At e são avaliados em 

t+At, o que implica em uma formulação totalmente implícita.

© (p<j>) e S*  são constantes no volúme de controle.
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Realizando-se a integração da equação (48), com as hipóteses enumeradas 

acima, obtém-se

õh
+ r * 4 ã ^

e õh
ATJ +

{ [ ^ 1 ] ,+[r^ l ] (49)

com mft igual ao fluxo de massa na face i dado por

mfe ={pU)e Ajj

={pu )ŵ n

mf i =(pV)sAZ 

*>* =(Pv l * í

(50)

(51)

(52)

(53)

O fluxo de massa no ponto P pode ser expresso por

P pAÇAtjmp =

e os termos de pressão, transformados, são escritos como,

rrfi.i [ K I - K L | í ( ^ ) , - K ) . l
^ . p \ ~  A /  +  A n

r ínv l  \{P X t)n ' K l ]  , [ K L  -  K ) ,
ATJ ^

(54)

(55)

(56)
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Para avaliação da pressão nas faces do volume de controle, será feita uma 

interpolação linear.

volume de controle, é necessário conhecer o valor de $ na interface de interesse, assim 

como, o gradiente de <J>. Os valores de $ são conhecidos no centro dos volumes 

elementares e, portanto, funções de interpolação devem ser assumidas, sendo a função 

de interpolação WUDS, uma das mais usadas. A função interpolação WUDS será 

utilizada ao longo deste trabalho.

O valor da propriedade (|), nas faces do volume de controle, será obtida 

utilizando-se o esquema WUDS, proposto por Raithby [16], que fornece

Para a aproximação do gradiente de $ na interface, são uilizadas as seguintes 

expressões:

Para o cálculo do termo de convecção da propriedade <j) através das faces do

(57)

(58)

(59)

(60)
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e,

ÕT]

õ̂ _
ÕT)

= 0n Aij

\4>P~<f>A
A77

õ<j>
âri

éfy_
ârj

af>_

%

%

 ̂NE + 0N $ SE 0S
4Atj

$NW + $N &SW ~<f>S
4 Ar)

4 NB + $ E ~ 4* NW
4A £

0ss + $ E ~ $SW
4A£

(63)

(64)

(65)

(66)

(67)

(68)

onde a  e p  são os coeficientes que dependerão do problema físico e apresentarão 

variação dentro do domínio de solução. Os coeficientes ã  e são função da 

característica convectiva/difusiva do problema, e são dados conforme Raithby 116],

a  = Pe
10 + 2Pe

-  (l + 0.005Pe2) 
(1 + 0.05Pe2)

(69)

(70)

Substituindo-se as aproximações de (j) e das derivadas de $ nas faces leste, 

oeste, norte e sul, na equação (49), obtém-se
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a p<f ip  — a t ^ E  +  a i $ i r  + a n ^ I f  + a s $ S  + < 3 n e $ N B  +  ° s e ^ SB +  a t w ^ N W  + a Îv > $ SW + ^ P  (^1)

onde

A m p i A A Aa = —— + a +a + a  +aia  ~r ~r ia  w  t  i * n ■ s

Aí
(72)

a i = Í -  + « J » *  + A ^ - A :w [2  WJ w 1 A* 4A£
B l .
4A£

(73)

a* = - í - - ã eW  + D x^  + -^ ~  
U  e) e Ag 4AE, 4AÇ

(74)

flí . - g - = . ] * ♦  D, & A
Arj 4 Ar]

A
4AT)

(75)

a f = + A t -k2 ) Ari 4Arç
A

4At]
(76)

a*“ ne 4Atj

A
4Aj7

(77)

A
4A?7

A
4Arç

(78)

Aa;. = ■ 4Arç
A
4Â

(79)

A
4Aj7

A
4Arç

(80)

At
(81)

e,
Z), = ( r  *./<*) At; (82)
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D2 =(rV>?)Aí7 

Z>3 = (r*Jy )A t 

d 4 = (r  * jp )t4

(83)

(84)

(85)

3.4 - TRATAMENTO DO ACOPLAMENTO PRESSÂO-VELOCIDADE

Para a obtenção da solução das equações de conservação apresentadas, é 

necessária a escolha de um método para tratamento do acoplamento pressão- 

velocidade. Neste trabalho é utilizado o método SIMPLEC, proposto por Van Doormaal 

e Raithby [ 32 ], para o tratamento do acoplamento pressão-velocidade.

O método SIMPLEC, aplicado ao arranjo de variáveis co-localizadas, é utilizado 

para a obtenção da equação para a correção da pressão.

A equação da conservação da quantidade de movimento na direção x pode ser 

escrita na forma

Com um campo de pressões estimado, P ' , pode-se resolver a equação da 

conservação da quantidade de movimento dada por

(86)

(87)

obtendo-se as componentes do vetor velocidade u . As componentes da velocidade u 

são estimativas do campo de velocidades que, se conhecido o campo de pressões,
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estas velocidades satisfariam a equação da conservação da massa. Normalmente o 

campo de pressões não é conhecido, sendo necessária uma correção da pressão 

estimada, P' = P - P m, para corrigir o campo de u através de u' = u -  u . A relação entre 

P' e u’ é obtida, subtraindo-se a equação (87) da equação (86), obtendo-se

=  2  a nbU NB ~  ( 6 6 )
nb

Os campos de pressão, P, e da componente de velocidade, u, que satisfazem a 

equação da conservação da massa e da quantidade de movimento, na direção x, são

up = u'p + u’p (89)

pp = p ;+ p p  (90)

Subtraindo-se, de ambos os lados da equação (88), o termo anbu’p , obtém-se
nb

\ ap UP =yL anb(UNB - “p ) - 4 ^ r
V nb )  nb

No método SIMPLEC, o termo -  «>), da equação (91), é desprezado.
nb

A expressão para correção da velocidade resulta em
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Expressão análoga à equação (92) pode ser escrita para correção da 

componente da velocidade na face leste do volume de controle, m; ,

";=-<4p*T <95)
onde

j u  , tu
(96)

Substituindo-se «; por ue -  ue, na equação (95), obtém-se

u , = u ; - d ; L [ P ' ] ‘  (97)

Para a componente de velocidade, ve, pode escrever-se que

v .= v ;-< e c { iv ] ’ 0(98)

onde os termos Ip ;  jue J" são dados por:

r~  1 “ I yt\SP»  + -Ffl (Ps + Pse) /r\r\\4ÍV] =y,\sn -rr)—^ —A-----+- ^ —4-----  <99)

4 ^ ' í  = 4 {(Pi * P̂ } - x, \ S Pi - pr )  <10° )

A componente contravariante da velocidade, Ue, pode ser expressa por

U. =u; -<{4f,]“y,L -4^'ísL} <101>
onde

Uê =M> J e ~ v‘ xn\. V 02)

A equação da conservação da massa pode ser dada como

( p U ) , - ( p U l + ( p V l - ( p V l = 0  (103)
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Substituindo-se a equação (101), e as análogas para as outras faces, na equação 

(103), obtém-se a equação para correção da pressão :

sendo os coeficientes a p, a pE, a p , a p , a p, a pE, a ps, a^ , a pw e bp definidos no 

apêndice A.

O sistema de equações lineares, obtido através da equação (104), é resolvido 

utilizando-se o método MSI modificado, proposto por Schneider e Zedan [ 23 ].

3.5 - CÁLCULO DO FLUXO DE MASSA NAS FACES DO VOLUME DE CONTROLE

Para o cálculo do fluxo de massa nas faces do volume de controle, é necessário 

realizar uma interpolação, visto que as variáveis encontram-se armazenadas no centro 

do volume de controle e não nas faces dos mesmos.

O fluxo de massa será calculado na face leste do volume de controle ilustrado na 

FIGURA 9, podendo ser estendido para as faces norte, sul e oeste, de maneira análoga.



CAPÍTULO 3 FORMULAÇÃO UTILIZADA 38

Figura 9 - Volume de controle para obtenção do fluxo de massa na face leste.

O esquema para avaliação do fluxo de massa nas faces do volume de controle 

proposto por Marchi et al. [ 11 ], que converge para uma única solução no regime 

permanente, independente do passo de tempo utilizado, é adotado neste trabalho e 

pode ser dado por

2 (̂ PP aps ) 
2

1 ClppUp + ClpgUg (105)

2

ou ainda,

ClppUp + üpEUB 
2 - & Á P* ~Pr) (106)

onde

2
(107)
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Cl pp U p ~~

aPEUE ~

+ ( l - a ) a pup
nb

'Z,anbuNB + 0- - a ) a Puf
nb

(108)

(109)

sendo que o termo aPP é o coeficiente central aP do volume de controle P e o termo aPE é 

o coeficiente central aP do volume de controle E.

Em coordenadas generalizadas, utilizando-se o esquema proposto por Marchi et 

al. [ 11 ], pode escrever-se que

= 1
2aPe

e,

v„ =-
2aPe

+ 2  a nbU NB + bu + bU ~ — PU (110)
nb P nb B P E _ a Pe e

2 ]  a nbV NB + 2 + bV + bv
-1

PV (111 )
nb p  nb B p E

a Pe e

A obtenção das componentes do vetor velocidade na face leste do volume de 

controle, através das equações (110) e (111), envolve os oito pontos vizinhos ao ponto P 

e os oito pontos vizinhos ao ponto E, bem como, os pontos P e E, conforme ilustra a 

FIGURA 9.

A partir das equações (110) e (111), pode se obter uma expressão para avaliação 

da componente contravariante da velocidade, Ue, utilizando-se a equação

Ue =ueyn\e - v eXtt\e (112)

De forma análoga, podem ser obtidas as componentes contravariantes da 

velocidade nas outras faces do volume de controle.
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3.6 - CONDIÇÕES DE CONTORNO

A especificação das condições de contorno é uma tarefa importante, pois é 

através das condições de contorno, que se avança a solução em um processo iterativo.

O processo de aplicação das condições de contorno é extremamente 

dependente da localização das variáveis na malha computacional, sendo neste item, as 

condições de contorno, para as componentes cartesianas da velocidade e para a 

pressão, aplicadas ao arranjo de variáveis co-localizadas.

Os volumes fictícios para as condições de contorno das velocidades podem ser 

vistos na FIGURA 10.

NE*

e E* 

SE*

FIGURA 10 - Volume fictício para aplicação das condições de contorno para as 

velocidades na face oeste.
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Se a componente da velocidade, na fronteira do domínio, for prescrita, pode-se 

escrever que

(113)

e na forma discretizada para a fronteira oeste

h =^e-< f>B  (114)

Se o gradiente de velocidade na fronteira for nulo, pode-se escrever que

í = 0  (115)on

onde n representa a normal à face do volume de controle.

Utilizando-se o esquema de diferenças centrais, obtém-se

(116)

A extrapolação linear é uma forma simples de aproximar-se um termo, pois 

consiste em obter-se termos sobre uma reta cuja equação é conhecida através dos 

pontos vizinhos. A precisão da extrapolação é tanto melhor quanto mais refinada for 

a malha.
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Utilizando-se uma extrapolação linear, para o cálculo da pressão na face do 

volume de controle da fronteira leste em função do valor da pressão nos pontos P e W, 

conforme ilustra a FIGURA 11, obtém-se

„  3 „ i
P  - — P p  — P w

* 2 2
(117)

FIGURA 11 - Extrapolação Linear da pressão para a fronteira leste do volume de 

controle.

3.7 - DETALHES NUMÉRICOS

As métricas, jacobiano e as componentes do tensor métrico, localizados nas 

faces e centro do volume de controle, estão presentes na equação de conservação 

escrita para uma variável genérica $.

O armazenamento do jacobiano e das componentes do tensor métrico (a,p,y) é 

feito nas faces leste, norte e centro do volume de controle, e das métricas (x̂ , Xt,, yn ) 

nas faces leste e norte do volume de controle. Este esquema de armazenamento
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permite economia de memória, não ocorrendo superposição de informações 

geométricas.

As componentes contravariantes da velocidade são armazenadas nas faces leste 

e norte do volume de controle, onde são necessárias para o cálculo do fluxo de massa 

nas faces do volume de controle.

Para os problemas de teste escolhidos, foi aplicada a tolerância para as 

componentes cartesianas da velocidade, sendo o critério de convergência adotado, 

expresso por

<«+i _  j,n 5
tmax JLfftm

£ l(T5 (118)
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RESULTADOS

O presente capítulo apresenta alguns resultados obtidos com o uso da 

metodologia apresentada no Capítulo 3. Com o objetivo de testar esta metodologia, 

foram resolvidos alguns problemas, cujas soluções estão bem estabelecidas na 

literatura. O primeiro problema escolhido para avaliar a metodologia apresentada é o da 

difusão em uma cavidade quadrada. Com o objetivo de utilizar coordenadas 

generalizadas, é resolvido o problema de sublimação de uma esfera de naftaleno.

Um outro problema clássico da literatura é o problema isotérmico da convecção 

forçada em uma cavidade quadrada, com a parede superior se movimentando com 

velocidade constante. É apresentada, ainda, a solução do problema de escoamento de 

um fluido sobre uma placa plana com transferência de massa.

4.1- DIFUSÃO EM UMA CAVIDADE QUADRADA

Com objetivo de avaliar a metodologia apresentada, é realizado o estudo da 

transferência de massa devido à evaporação de água.

O fenômeno de transporte de massa neste problema se dá por difusão, sendo 

que a solução numérica é comparada com a solução apresentada a seguir.

Através da solução da equação da conservação da espécie química, obtém-se a 

variação da concentração molar do fluido com a posição ao longo da cavidade.

Para o componente A, pode-se escrever a equação de conservação da espécie
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química, como,

± f  X A  (119)
ã  ãc õy õz ãc\ ^ ^ ) õz\ ^ ) Á

onde as variáveis u e v são as componentes cartesianas do vetor velocidade, nas 

direções x e y, respectivamente. A variável DAb é  a difusividade do componente A no 

componente B e RA é a taxa molar de reação química por unidade de volume. A 

variável CAé a  concentração molar do componente A.

Para o problema de difusão em uma cavidade quadrada são admitidas as 

seguintes hipóteses : escoamento laminar unidirecional e isotérmico de um fluido 

newtoniano, em regime permanente, com taxa de reação química nula. É admitido que 

o transporte de massa se dá somente por difusão.

A condição de pressão constante (1 atm) e problema isotérmico faz com que a 

difusividade D Ab. dada por Welty et al. [ 33 ] e igual a 0.260 cm2/s para temperatura de 

298 K seja corrigida para temperatura de interesse, 333 K, pela equação de Chapman- 

Enskog [ 2 ], fornecendo o valor de 0.307 cm2/s.

A água se difunde na cavidade quadrada com ar, à pressão atmosférica. Seu 

peso molecular é 18 g/gmol e sua massa específica é 1,14 g/ cm3 . A pressão de vapor 

da água é função da temperatura e pode ser obtida pela equação de Antoine, dada por 

Himmelblau [ 6 ] e expressa por

ln(pv) = 18,3036— 3816,~- (120)
-46,13 + T

onde T é a temperatura na qual se encontra a água na base da cavidade e é igual à 

333 K, resultando, para esta temperatura, a pressão de vapor da água igual a 

148.394 mmHg.
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A fração molar da água na interface gás-líquido, yA, é obtida pela lei de Raoult- 

Dalton, (Smith e Van Ness [ 26 ] ) ,  dada por

Pv
y * = - f  021)

onde as variáveis PA e P são a pressão de vapor do componente A e a pressão total do 

sistema, respectivamente.

Para os dados do problema da difusão em uma cavidade quadrada, obtém-se a

fração molar do componente A, na interface gás-líquido, dada por yA =0.1952. Esta

*
fração molar pode ser relacionada com a fração mássica (WA) , pela equação

(122)
M

onde Ma é o peso molecular do componente A e M é o peso molecular da mistura.

■ *
Para a fração molecular, y A, o valor de WA resultante é igual à 0.131.

A equação da conservação da espécie química A, para as hipóteses admitidas, 

resulta em

V .N A = 0 (123)

Para escoamento unidirecional na direção z, a equação (123) pode ser escrita

como

^  = 0 (124)
dz

sendo o fluxo molar da espécie química A na direção z, Na,z, dado por

Na ,  = - CDab̂  +yA(NA,z + Nb,z) (125)
dz



CAPÍTULO 4 RESULTADOS 47

O fluxo molar das espécie química B na direção z é admitido ser zero, devido à 

condição de ar estagnado. O fluxo molar da espécie química A pode ser dado como

C D ab dyANâ,z = -------------— (126)
(1—yA) dz

onde C é a concentração total do sistema.

Substituindo o fluxo molar da espécie química A na direção z, na equação (123), 

considerando-se o fluxo molar da espécie química B igual a zero, obtém-se

—C D ab dyAd_
dz = 0 (127)

(1->m) dz

Mantendo-se a temperatura e a pressão constantes, consequentemente, a 

difusividade, DAb> e a concentração, C, são constantes. Integrando-se a equação 

(127), resulta a seguinte equação :

— -— ^  = C i (128)
(1-jm) dz

onde Ci é uma constante a ser determinada. Integrando-se a equação (128), obtém-se 

a solução geral que, aplicadas as condições de contorno, resulta na solução específica 

do problema de difusão em uma cavidade quadrada.

A equação (128) integrada é dada por

- ln  ( l - y A )  = C1z + C2 (129)

onde C2 é uma constante a ser determinada.

Para a solução da equação (129) são necessárias duas condições de contorno. 

As condições de contorno do problema são dadas na base e no topo da cavidade, ou

seja, para z=0, a fração molar, Ya é ^ , e  para z=L, a fração molar é igual a zero. 

Aplicando-se as condições de contorno na equação (129) são determinados os vaíores
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das constantes Ci e C2, fornecendo a equação analítica para difusão do fluido na 

cavidade quadrada, dada por

yA = 1 -  e0A3432z-°-21716 (130)

Através da equação (130), serão determinadas as frações molares e mássicas 

para determinadas posições e comparadas com a solução numérica.

A solução numérica é obtida utilizando-se a metodologia proposta para malha 

30x30 e 40x40.

Na FIGURA 12 é apresentado um diagrama esquemático do domínio do 

problema, com a especificação das condições de contorno, situação física e sistema de 

coordenadas.

WA = 0

Parede
Impermeável

Parede
Impermeável

L=0.5

FIGURA 12 - Especificação das condições de contorno para problema de difusão em 

uma cavidade quadrada.
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As condições de contorno prescritas são fração mássica igual a zero na parede

superior e fração mássica igual à WA constante na interface gás-líquido. As paredes 

laterais são consideradas impermeáveis.

Os resultados da fração mássica obtidos a partir das soluções analítica e 

numérica, com malha 30x30 e 40x40, são apresentados na FIGURA 13.

z (m)

FIGURA 13 - Perfil da fração mássica WA obtido através da solução analítica e

numérica, com malha 30x30 e 40x40, ao longo do eixo z, para x=L/2.

No QUADRO 2 são apresentados os valores da fração mássica obtidos com 

malha 30x30 e 40x40, bem como, o erro obtido, comparativamente à solução analítica.

Pode-se observar que o erro máximo relativo da fração mássica obtida 

utilizando-se malha 30x30 e malha 40x40 é inferior à 2.0 %.
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QUADRO 2 - Fração mássica obtida através da solução analítica e numérica, com 

malhas 30x30 e 40x40, e erro relativo à solução analítica.

• u m  ■ WAãfiaíítíéo WArtÚm&íéò
:(mafoa:3Gx3Q):

Err<>ic$|^o% 'W á riüíTlêfàó; 
(malha.40x40!I

0.00 0.131 0.131 0 0.131 0
0.11S2 01179 0.1130 0.1
0.1054 V: >::;0;1:04Ô;:>; ::;- 0.3 0.1050 m W M i m

0.15 0 0926 OOÕ19 0.5 0.0919 M m M m m
0.20 0.0796 0 6 0.5

0.0665 ;:;:;;;::0;0658:;;i:v< 0.5 ;:0.0658;;:;:::; 0.5
0 3 0 W M  W M : >::::>:0;Q526x;:;;: 0.6 00527
0.35 0.0401 : 0.0395 :; 0.4 0.0395
0.40 0,0289 : : ;0;0263 : 1.9 0.02636 W M M m S
0 45 0.0134 0 0132 0 1 0.0132
0.50 m r n m m m m M m m 0 m M M m m

A FIGURA 14 apresenta o erro obtido quando se utiliza as malhas 30x30 e 40x40, 

comparativamente à solução analítica.

25

S
t -lli

20 

15 

10 + 
5 

0 $- 

-5

-a-
0.1

■ Malha 30x30
■ Malha 40x40

0.2 0.3 0.4

z(m)

FIGURA 14 - Erro da fração mássica obtido com malha 30x30 e 40x40, em relação à 

solução analítica em x = L/2.
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Conforme se pode verificar, o algoritmo numérico fornece resultados bastante 

precisos para problemas de difusão mássica.

4.2 < SUBLIMAÇÃO DE UMA ESFERA DE NAFTALENO

O processo de transferência de massa difusiva através da sublimação de uma 

esfera de naftaleno no ar é estudado neste problema. De forma análoga ao problema da 

difusão em uma cavidade quadrada, resolve-se a equação da conservação da espécie 

química A, em coordenadas esféricas.

Para o componente A, pode-se escrever a equação de conservação da espécie 

química em coordenadas esféricas, como,

Ô C a

dt
+ A1 õ  t 2 „  x 1 d fxr \ ÔN

--------- ( r  Na,  r ) + ------------------- (Na,  esen 0 ) + -------------------
r 2 â r '  '  r  se n  0 â â  r s e n  0 â<f>

= R'a (131)

onde Na,r , Na,e e são as componentes do fluxo molar do componente A em 

coordenadas esféricas. A variável CA é a concentração molar do componente A, e RA é 

a taxa molar de reação química, por unidade de volume.

Para a obtenção da solução analítica do problema de sublimação de uma esfera 

de naftaleno são admitidas as seguintes hipóteses : escoamento laminar unidirecional e 

isotérmico de um fluido newtoniano, em regime permanente, com taxa de reação 

química nula e fluxo molar do componente A somente na direção radial. É admitido que 

o transporte de massa se dá somente por difusão.
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A difusividade, DAb, é determinada pela equação de Chapman-Enskog [ 2 ] e é 

igual à 0.761 cm2/s, para temperatura de 345 K e pressão de 1 atm. A fração molar na 

interface naftaleno-ar é determinada pela equação de Raoult-Dalton [ 33 ], para

temperatura de 345 K, fornecendo y A = 0.004125.

A equação da conservação da espécie química A para escoamento unidirecional 

na direção r, para as hipóteses admitidas, resulta em

(132>r ã "

onde o fluxo molar da espécie química A na direção r é dado por N a, r = ■

Substituindo-se o fluxo molar na direção r, l\lA,r , na equação (132), mantendo-se a 

temperatura e a pressão constantes, a equação (132) resulta na solução geral para 

problema da sublimação do naftaleno, dada por

- ln ( l- ^ )  = —  + C2 (133)
r

A determinação das constantes Ci e C2 é feita pela aplicação das condições de 

contorno. As condições de contorno para a sublimação do naftaleno são dadas como: 

na superfície do naftaleno, em r = R, sendo R o raio da esfera, a fração molar é igual a

y A e para um ponto suficientemente afastado da esfera de naftaleno, a fração molar é

igual a zero. Aplicando-se as condições de contorno na equação (133), são 

determinados os valores das constantes C  ̂ e C2. A equação analítica para sublimação 

do naftaleno obtida é dada por:

yA= l - ( l - y Ay  (134)
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A partir da equação (134), serão determinadas as frações molares e mássicas 

para determinadas posições e comparadas com a solução numérica.

A solução numérica é obtida utilizando-se a metodologia proposta, para malha 

40x40 igualmente espaçada na direção r, conforme ilustra a FIGURA 15.

FIGURA 15 - Malha 40x40 utilizada na solução da sublimação de uma esfera de 

naftaleno.

O problema da sublimação de uma esfera de naftaleno é considerado 

axissimétrico e, devido à simetria, é resolvido somente um quarto de uma esfera.
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Na FIGURA 16 é apresentado um diagrama esquemático do domínio do 

problema, com a especificação das condições de contorno, situação física e sistema de 

coordenadas.

w A

x Ç WA ->simetna

FIGURA 16 - Especificação das condições de contorno para o problema da sublimação 

de naftaleno no ar.

As condições de contorno são : fração mássica prescrita na superfície da esfera 

de naftaleno e, em uma distância suficientemente grande da superfície da esfera de 

naftaleno, fração mássica nula.
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A fração mássica obtida através das soluções analítica e numérica é apresentada 

na FIGURA 17.

O erro da fração mássica obtido utilizando-se a malha 40x40, relativamente à 

solução analítica, é apresentado na FIGURA 18.

RAIO (m)

FIGURA 17 - Perfil de fração mássica (WA), analítico e numérico, ao longo do eixo r 

com uma inclinação de 45° com a horizontal.

O erro relativo máximo obtido no cálculo da fração mássica, comparativamente à 

solução analítica é 6.0 %.

Os resultados de fração mássica são apresentados no QUADRO 3 juntamente 

com o erro relativo à solução analítica.
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RAIO (m)

FIGURA 18 - Erro obtido no cálculo da fração mássica com malha 40x40, em relação à 

solução analítica.

QUADRO 3 - Fração mássica obtida através da solução analítica e numérica, com

malha 40x40, e erro relativo à solução analítica.

Raio {mj Wa. analítico Wa numérico Erro relativo %;

0.0084 í̂̂ xIxO.Oiôx:̂ :;:;:;: 0

0.03965 ;;:;::0,003^62;::; 6,0

0.10215 0 001502 0 000949 3.0

0.16465 0 000932 0.000505 2.3

0.22715 0000676 0 000303 2.0

0.28965 0.00053 0 000187

0.35215 0.000436 0.00D111 1.8

0.41465 0 00037 5.70E-05 1.7

0,47715 0.000322 ::::;::x:Í;.7pEr05;:x:;:; 1.6

0.5084 0,000302 M m M m M 1,6
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As isocurvas da fração mássica obtidas numericamente foram apresentadas na 

FIGURA 19 para os seguintes valores de <J) : 0.01; 0.005; 0.001; 0.00025; 0.0005;

W
0.0001; 0.00005, sendo cj) dado por <f> = -é - .

WA

FIGURA 19 - Curvas de fração mássica constante para o problema de sublimação de 

uma esfera de naftaleno.

As linhas de fração mássica constante tem valores de 4> mais elevados, próximo à 

superfície do naftaleno, onde a fração mássica é mais próxima da fração mássica da 

superfície do naftaleno.

Analisando-se a FIGURA 19, pode-se verificar que a hipótese de simetria 

admitida é consistente com a solução analítica do problema.
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4.3 - CAVIDADE QUADRADA COM CONVECÇÃO MÁSSICA

O estudo da transferência de massa devido à evaporação de um líquido volátil é 

realizado em uma cavidade quadrada, onde a parte superior se movimenta com 

velocidade constante. Os gases dentro da cavidade formam uma mistura binária ideal, 

sendo que um dos componentes da mistura é o vapor do líquido evaporado, e o outro é 

um gás insolúvel no líquido.

Os resultados obtidos serão apresentados como função das condições de 

contorno do topo da cavidade, da interface gás-líquido, e da distância entre o topo da 

cavidade e a interface gás-líquido.

Os perfis de velocidade obtidos são comparados com os de Ghia et al. [ 5 ], 

utilizando uma metodologia numérica com malha 129x129, com Reynolds 400 e 1000.

Na FIGURA 20, é apresentado o diagrama esquemático do domínio do problema, 

com a especificação das condições de contorno.

As condições de contorno prescritas são de velocidades nulas e

impermeabilidade, nas paredes laterais; velocidades nulas e fração mássica igual WA 

(condição de equilíbrio) constante na interface gás-líquido e a parede superior se 

movimentando com velocidade U constante, sendo a fração mássica nula, conforme 

ilustrado na FIGURA 20.

Também é mostrada, na FIGURA 20, a geometria do problema, onde L é o 

comprimento da cavidade e H é a distância entre o topo da cavidade e a interface gás- 

líquido.

O problema foi resolvido empregando-se a metodologia proposta no Capítulo 3,
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sendo as equações governantes do problema dadas no sistema cartesiano, 

considerando-se regime permanente, fluido newtoniano, escoamento laminar, 

incompressível e bidimensional e sem reação química. As malhas cartesianas 

utilizadas foram 10x10, 20x20,30x30, 40x40 e 60x60.

O perfil de velocidade obtido para Re=400 é apresentado na FIGURA 21 para 

x=0.5, onde se observa que os resultados obtidos com a malha 40x40 e 60x60 

apresentam boa conformidade com os dados apresentados por Ghia et al. [ 5 ], com 

malha 129x129.

Na FIGURA 22 pode-se observar que o perfil da componente de velocidade u 

obtido para Re = 1000, onde ocorre a predominância da convecção no processo de 

transferência de quantidade de movimento, em x=0.5, com malhas 40x40 e 60x60, se 

aproxima dos resultados apresentados por Ghia et al. [ 5 ].

A FIGURA 23 apresenta os perfis de concentração obtidos para Re=400 onde se 

observa que os resultados obtidos com malha 20x20 apresentam boa concordância com 

os obtidos com malha 40x40 e 60x60.

O perfil de concentração obtido com malhas 10x10, 20x20, 40x40 e 60x60, para 

Re=1000, é mostrado FIGURA 24.

Em ambos os casos, Re=400 e Re=1000, a solução da fração mássica obtida 

com malha 60x60 será tomada como referência, já que a solução obtida com malhas 

mais refinadas apresentam perfil coincidentes.
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u= U, v=0, WA = 0

FIGURA 20 - Especificação das condições de contorno, situação física e sistema 

de coordenadas para o problema da cavidade quadrada com 

convecção mássica.
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u  ( m / s )
-1.20 -0.80 -0.40 0.00 0.40 0.80 1.20

FIGURA 21 - Perfil da componente de velocidade u, para o caso de Re=400, obtido 

com malhas cartesianas 30x30, 40x40 e 60x60.

-1.20  -0.80 -0.40 0.00 0.40 0.80 1.20

FIGURA 22 - Perfil da componente de velocidade u, para o caso de Re=1000, 

obtido com malhas cartesianas 30x30, 40x40 e 60x60.
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0.00 0.00 0.01 0.01 0.02  0.02
F r a ç ã o  M á s s ic a

FIGURA 23 - Perfil da Fração Mássica, WA , para o caso de Re=400, obtido com 

malhas cartesianas 10x10,20x20, 40x40 e 60x60.

0.00 0.00 0.01 0.01 0.02 0.02
F r a ç ã o  M á s s ic a

FIGURA 24 - Perfil da Fração Mássica, WA , para o caso de Re=1000, obtido com 

malhas cartesianas 10x10, 20x20, 40x40 e 60x60.
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O erro relativo médio no perfil de concentração obtido com a utilização das 

malhas 10x10, 20x20, 40x40, comparativamente à malha 60x60, é apresentado no 

QUADRO 4.

QUADRO 4 - Erro relativo médio no perfil de concentração obtido com malhas 

10x10, 20x20 e 40x40.

Malhas Erro (%)

Re = 400
10x10 34.04
20x20 05.99
40x40 00.16

R e =1000
10x10 77.39
20x20 36.61
40x40 06.47

As FIGURAS 25 E 26 apresentam as linhas de concentração constante obtidas 

com a utilização do esquema proposto, para o caso de Re=400 e 1000, 

respectivamente, com malha cartesiana 40x40.

H-00592 +  «JH1Ü0400 <(>=0.00209

FIGURA 25 - Linhas de concentração constante, malha 40x40, Re = 400
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FIGURA 26 - Unhas de concentração constante, malha 40x40, Re = 1000

Os mapas das linhas de concentração que são apresentados nas FIGURAS 25 e 

26 foram obtidos para a razão comprimento/ largura igual à 1.

Os resultados numéricos obtidos para o número de Sherwood em função do 

número de Reynolds são apresentados na FIGURA 27, para número de Schmidt igual a 

0.6 e L/H = 1.0.

Foi utilizada a malha 30x30, visando a comparação com os resultados 

apresentados por Prata et al. [ 15 ], que obtiveram a solução deste problema, 

considerando-se o sistema não isotérmico, resolvendo, conjuntamente, a equação de 

conservação de energia.

O erro máximo obtido no cálculo do número de Sherwood comparativamente à 

solução obtida por Prata et al. [ 15 ] é apresentado no QUADRO 5.
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QUADRO 5 - Erro máximo obtido no cálculo do número de Sherwood

Re
100

Erro (%) 
10.49

Presente Trabalho 400 13.03
1000 24.64

R e

FIGURA 27 - Influência do número de Reynolds sobre o número de Sherwood, 

para número de Schmidt igual a 0.6.

Os resultados obtidos neste trabalho, considerando-se a hipótese de sistema 

isotérmico, foram comparados com os resultados apresentados por Prata et al. [ 15 ] 

com malha 30x30, que resolveram o problema térmico acoplado ao problema 

hidrodinâmico, sendo que o erro máximo obtido foi de 24.64%, para número de 

Reynolds igual a 1000, onde a convecção é predominante, conforme apresentado por 

Valle et al. [ 31 ].
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4.4 - ESCOAMENTO SOBRE UMA PLACA PLANA COM TRANSFERÊNCIA DE 

MASSA

Neste problema é estudada a convecção forçada sobre uma placa plana com 

transferência de massa devido à evaporação de um líquido volátil.

São obtidos os perfis de velocidade, concentração e as espessuras das camadas 

limites hidrodinâmica e mássica. Estes resultados são comparados com os resultados 

apresentados na literatura [ 4,21 ].

É avaliada a influência do número de Reynolds para Schmidt igual à 1.2 e a 

influência do número de Schmidt para Reynolds igual a 50000 sobre o fenômeno de 

transferência de massa. O resultado é comparado com os resultados apresentados na 

literatura.

Na FIGURA 28 é apresentado o diagrama esquemático do domínio do problema, 

com a especificação das condições de contorno, situação física e sistema de 

coordenadas.

As condições de contorno prescritas são componentes do vetor velocidade nulas

e fração mássica igual a WA constante na interface gás-líquido. Na corrente de saída, foi 

imposta a condição de contorno de saída ( derivada nula) e, na parte superior do 

domínio, a condição de contorno é de derivada nula. No contorno oeste, é prescrita a 

componente do vetor velocidade na direção x igual a u«,, na direção y igual a zero e 

fração mássica nula.

Também é mostrada na FIGURA 28 a geometria do problema, onde L é o 

comprimento da placa plana.
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FIGURA 28 - Especificação das condições de contorno, situação física e sistema 

de coordenadas para o problema de escoamento sobre uma placa 

plana.

O problema foi resolvido empregando-se a metodologia proposta no Capítulo 3, 

sendo as equações governantes do problema escritas no sistema cartesiano, 

considerando-se regime permanente, fluido newtoniano, escoamento laminar, 

incompressível, bidimensional e sem reação química.

Na FIGURA 29 são apresentados os vetores velocidades do escoamento ao longo 

de toda a placa.

Os perfis de velocidade u e v obtidos utilizando-se a metodologia numérica, com 

malha 30x30, para Reynolds igual a 50000 e Schmidt igual a 1.2 são apresentados nas 

FIGURAS 30 E 31, para x=L. Nestas figuras se observa que os resultados obtidos pela
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simulação numérica apresentam boa conformidade com os obtidos pela solução de 

Blasius apresentada na literatura [ 4,21 ].

FIGURA 29 - Vetores velocidade do problema de escoamento sobre uma placa 

plana, a partir de x=0.

A região próxima à placa apresenta as maiores diferenças entre os resultados 

numéricos obtidos com malha 30x30 e os resultados obtidos pela solução de Blasius, 

com um erro relativo máximo, para a componente de velocidade u, de 26 % e com um 

erro relativo máximo para a velocidade v menor que 0.2 %. Isto ocorre porque a região 

próxima a placa é a região onde estão concentrados os maiores gradientes, tanto de 

velocidade quanto de concentração.

A FIGURA 32 apresenta um gráfico dos erros obtidos nos perfis das 

componentes de velocidade u e v, em x=L, calculados em relação à solução de 

Blasius.
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y (m)

FIGURA 30 - Perfil da componente de velocidade u, obtido pela simulação

numérica, com malha 30x30, em x=L, para Re=50000 e Sc=1.2.

y (m)

FIGURA 31 - Perfil da componente de velocidade v obtido pela simulação

numérica, com malha 30x30, em x=L, para Re=50000 e Sc=1.2.
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y(m)
35

FIGURA 32 - Erro obtido nas componentes do vetor velocidade, em relação à 

solução de Blasius, em x=L.

A FIGURA 33 apresenta o perfil de concentração obtido com malha 30x30, para 

Reynolds igual a 50.000 e Schmidt igual a 1.2, em x=L.

O perfil de concentração obtido numericamente, com malha 30x30, é comparado 

com a solução apresentada na literatura [ 4,21 ], e apresenta o mesmo comportamento 

dos perfis de velocidades, ou seja, na região próxima à placa, onde os gradientes são 

acentuados, encontra-se o erro relativo máximo para fração mássica de 22 %.

A FIGURA 34 apresenta um gráfico dos erros obtidos no cálculo da fração 

mássica comparativamente à solução apresentada por Burmeister [ 4 ], em x=L.

Na FIGURA 35 é apresentada a espessura da camada limite mássica (8m) do 

problema, para Re = 50.000 e Sc = 1.2. Nesta figura, observa-se que os resultados 

obtidos para espessura da camada limite mássica apresentam ótima conformidade com 

o resultado apresentado por Burmeister [ 4 ], com um erro máximo de 14%.
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FIGURA 33

WA

0.01 0.02 0.03 
y(m)

0.04 0.05

- Perfil de concentração obtido com malha 30x30, para Re=50000 e 

Sc = 1.2, em x=L

i0)■o
tUI

100

• Erro de WA (%)

A A | A—A—Ar|—A-A-
0.01 0.02 0.03 0.04 0.

-50 -

-100

y(m)

FIGURA 34 - Erro obtido no cálculo da fração mássica, calculado em relação à 

solução apresentada por Burmeister[ 4], em x=L.
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A FIGURA 36 apresenta um gráfico dos erros obtidos no cálculo de ôm, espessura 

da camada limite mássica, calculados com relação à solução apresentada por 

Burmeister [ 4 ].

x(m)

FIGURA 35 - Espessura da camada limite mássica, para Re = 50.000 e Sc = 1.2.

FIGURA 36 - Erro obtido no cálculo de Sm , comparativamente à solução apresentada 

por Burmeister [4].
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As espessuras das camadas limites mássica e hidrodinâmica são obtidas para os 

seguintes números de Reynolds : 25000, 50000, 75000 e 100000, mantendo-se o 

número de Schmidt igual a 1.2.

Nas FIGURAS 37 e 38, observa-se que os resultados obtidos para número de 

Reynolds mais elevados apresentam boa conformidade com os obtidos pela solução 

apresentada na literatura, tanto para espessura da camada limite hidrodinâmica como 

para a espessura da camada limite mássica.

0.8 - Malha 30x30 
Blasius0.6 - -

8(m) ) 4 ..

0.2
0 ------------1 A | - A l — £~ | — "0

0 20,000 40,000 60,000 80,000 100,000
Re

FIGURA 37 - Espessura da camada limite hidrodinâmica para vários números 

de Reynolds.
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5m(m)

FIGURA 38 -

1

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

0
0 20,000 40,000 60,000 80,000 100,000 

Re

Espessura da camada limite mássica para vários números de 

Reynolds, com Sc = 1.2.

■ Malha 30x30 
• Burmeister [4]

Na FIGURA 39, são apresentadas as espessuras da camadas limite mássica 

para os seguintes números de Schmidt: 0.6 , 1.2, 1.9 e 2.1, mantendo-se o número de 

Reynolds igual a 50.000.
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0.1
5m(m) 0.05 

0

FIGURA 39 - Espessura da Camada Limite Mássica para vários números de 

Schmidt, com Re = 50000.

Analisando-se os resultados apresentados acima, pode-se concluir que o 

algoritmo desenvolvido resolve adequadamente problemas de escoamento de fluidos, 

com transferência de massa.

-a -M a lh a  30x30
—o— Burmeister [4]

Ê| —
__o—a—□
----—A
J_ I...

.5 1.5 2.5
Sc
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CONCLUSÕES E SUGESTÕES

Este trabalho tem como objetivo principal o desenvolvimento de um algoritmo 

numérico para solução de problemas envolvendo escoamento de fluidos com 

transferência de massa. Neste algoritmo é utilizado o Método de Volumes Finitos com o 

arranjo de variáveis co-localizadas na malha computacional.

O uso de variáveis co-localizadas foi adotado neste trabalho com o objetivo de 

tornar mais simples o programa computacional, pois o arranjo de variáveis co- 

localizadas apresenta um único conjunto de volumes de controle para a realização dos 

balanços de conservação. Isto resulta em grande economia de tempo de 

processamento, ou seja, reduz a memória computacional necessária para o 

armazenamento das variáveis do problema, comparativamente ao arranjo de variáveis 

desencontradas.

Com o objetivo de se testar o algoritmo desenvolvido, foram resolvidos alguns 

problemas, cujas soluções encontram-se bem estabelecidas na literatura.

A solução do problema isotérmico de difusão em uma cavidade quadrada, obtida 

utilizando-se a formulação proposta, para malha 30x30 e 40x40, apresenta um erro 

máximo relativo na fração mássica inferior a 2.0 %, respectivamente, o que mostra uma 

boa concordância entre os resultados obtidos a partir da metodologia numérica, 

comparados com os resultados obtidos pela solução apresentada na literatura.

O problema de transferência de massa por difusão, através da sublimação de 

uma esfera de naftaleno no ar, é resolvido utilizando-se coordenadas generalizadas,
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com malha 40x40. O erro relativo máximo obtido no cálculo da fração mássica, 

comparativamente à solução analítica, é de 6.0 %.

Conforme os resultados obtidos, no problema de difusão em uma cavidade 

quadrada e sublimação de uma esfera de naftaleno, pode-se verificar que o algoritmo 

numérico fornece resultados bastantes precisos para problemas de difusão mássica.

A formulação proposta é empregada em problemas com convecção forçada. O 

estudo da transferência de massa devido à evaporação de um líquido volátil é realizado 

em uma cavidade quadrada, onde a parede superior se movimenta com velocidade 

constante.

Os resultados obtidos, com malha 30x30, considerando-se a hipótese de sistema 

isotérmico são comparados com os resultados apresentados por Prata et. al. [ 15 ], que 

resolveram o problema térmico acoplado ao problema hidrodinâmico, sendo que o erro 

máximo obtido foi de 24.64 %, para o maior número de Reynolds testado, onde a 

convecção é predominante.

A solução do problema do escoamento sobre uma placa plana com transferência 

de massa é obtida com malha 30x30, sendo que o perfil de concentração, assim como, 

a espessura da camada limite mássica apresenta um erro máximo de 22 % e 14 %, 

respectivamente, comparativamente à solução apresentada na literatura, na região 

concentrada próxima a placa plana, região onde os gradientes de velocidade e 

concentração são mais acentuados. É analisada ainda, a influência do número de 

Schmidt e do número de Reynolds sobre a espessura da camada limite mássica.
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Analisando-se os resultados obtidos a partir da solução dos problemas propostos, 

conclui-se que o algoritmo implementado resolve eficientemente problemas envolvendo 

escoamento de fluidos com transferência de massa.

Como sugestão para trabalhos futuros, indico a implementação de funções de 

interpolação mais elaboradas, com o objetivo de minimizar os erros de difusão 

numérica.

Outra sugestão é o desenvolvimento de um algoritmo para a solução de 

problemas envolvendo escoamento de fluidos, com transferência de massa entre vários 

componentes, com a presença de reação química, onde será necessária a solução 

simultânea das equações da conservação da massa, quantidade de movimento e 

espécie química para cada componente presente na mistura, levando-se em conta a 

cinética das reações envolvidas.
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EQUAÇÃO PARA CORREÇÃO DA PRESSÃO

No Capítulo 3, é obtida a equação para correção da pressão (equação (104)), 

utilizando-se o método SIMPLEC, que é expressa por

ctpPp aŵ w aN̂ N amPm ^nŵ nw ass^sb + aswPsw + bp (A.01)

onde

a *  = p ea ed: -  + P á á L  (A.02)

«w = (A.03)

a pN = pna X  -  P' P f e + Pŵ d” (A.04)

a \  = psa sd: + ~ (A-05)

ajk = -  p *P*d* -  '’ (A.06)

a SE ~

aSff 4

(A.07)

(A.08)

(A.09)
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Os coeficientes d“ ,

onde

-p .u ; *  p j j :  -  p ,k  *  p,u ', (A.10)

aB aw aN as N̂B aUW aSB ®SW (A.1 1 )

d l , dvn e d] podem ser dados por

J U  , J U

< =  p E (A.12)

TU 1U
J U  _

2
(A.13)

d; = dVp + dv  (a.1 4)

d v = d l + d l  (A 1 5 )

dup =d ;  =
~ Z a«i

nb

(A.16)

e os coeficientes aP são obtidos pelas equações (72) a (80), do Capítulo 3
nb

deste trabalho.


