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RESUMO

Este traba_llho apresenta uma formulacdo lagrangeana atualizada baseada no
Método dos Elementos Finitos de deslocamentos, utilizada para a obtengdo de um
elemento de casca semi-espessa do tipo sélido degenerado para a andlise de
problemas com nao-linearidades dos tipos geométrica e material. O elemento finito
empregado € o lagrangeano de nove nés com cinco graus de liberdade por né. A
formulagao utiliza o principio variacional de Hill.

O fenémeno de travamento (“/ocking”), caracteristico deste tipo de formulagao, é
tratado pela utilizagdo da técnica de integragao reduzida uniforme. Oé modos espurios
de energia nula, resultantes da utilizacdo deste procedimento sdo estabilizados
utilizando de um operador projecdo, construido de maneira a ser ortogonal as
componentes do campo de deslocamentos linear, quadratico e de corpo rigido,
possuindo a caracteristica adicional de ter uma componente paralela ao vetor de
modos espurios. A obtengdo deste operador é realizada através do processo de
ortogonalizagdo de Gram-Schmidt.

O comportamento elastoplastico da estrutura € modelado adotando-se o critério
. de escoamento de von Mises e a regra associada de escoamento, resultando nas
equacdes de Prandtl-Reuss. A integragdo da matriz de rigidez ao longo da espessura
¢é efetuada utilizando a quadratura gaussiana.

O elemento finito de casca semi-espessa € utilizado para resolver varios
problemas nao-lineares de cascas. Os resultados numéricos obtidos sdo comparados

com solugdes encontradas na literatura corrente.
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ABSTRACT

This work presents an updated incremental lagrangian formulation of
displacement based Finite Element Method, which is used to obtain a degenerated
thick shell finite element for the analysis of shell problems, with geometric and material
nonlinearities. The thick shell lagrangian type finite element obtained, has nine nodes,
and five degrees of freedom per node. The formulation presented makes use of Hill's
variational principle.

The locking phenomenon is avoided by using the uniform reduced integrétion
technique, and the resulting spurious modes are stabilized by the addition of a
specially constructed mathematical operator to the element stiffness matrix. This
projection operator is constructed in such a way that it must be orthogonal to the linear,
the quadratic, and the rigid body motion components of the displacement field, having
additionally a component that is parallel to the spurious modes vectors. The Gram-
Schmidt orthogonalization process is used to obtain this operator.

The elastic-plastic behavior of the shell structures studied is modelled using the
Von Mises yield criterion and the associated Prandtl-Reuss flow rule. The process of
integration through the thickness of the shell is done using Gauss quadrature.

This thick shell finite element is used to solve several nonlinear problems of
shells. The obtained numerical resuits are compared with the results and solutions

available in the literature.



Capf+u|o’l

Introducéo

O uso de métodos numéricos na solugdo de problemas em engenharia
esta bastante difundido hoje devido a sua facilidade pratica e a variedade de
programas disponiveis no mercado. Em quase todas as areas da engenharia se
utilizam ferramentas computacionais como auxilio para simular fenémenos fisicos de
forma a obter uma aproximagao razoavel dos resultados ou avaliar os parametros de
maior influéncia dentro do contexto do problema.

Em mecanica dos sodlidos, o método numérico mais utilizado na analise
de problemas estrutﬁrais dos mais variados tipos é o Método dos Elementos Finitos,
devido ao seu grande desenvolvimento nesta area, comparado com outras técnicas
numéricas. O seu uso se torna quase imperativo quando se trata de resolver

problemas que ndo apresentam solugbes analiticas ou aqueles que envolvem n&o

linearidades geométricas e materiais.



Para o tratamento de problemas de estruturas como cascas, a
necessidade do uso do método dos elementos finitos fica ainda mais evidente. Para
este tipo de analise, as equagdes que governam o problema s&o muito complicadas ou
até mesmo impossiveis de serém resolvidas analiticamente, principalmente quando se
trata de problemas n&o lineares. Desta forma, a utilizagdo de um método numérico se
torna necessaria.

Muitos sdo os problemas praticos envolvendo estruturas do tipo caéca,
entre os quais pode-se citar vasos de pressédo, trocadores de calor, silos, aeronaves,
turbinas, compressores entre outros. Apesar do uso bastante difundido, ainda ha uma
necessidade muito grande de se desenvolver novas formulagGes baseadas no método
dos elementos finitos para garantir a simulacéo mais apropriada de certos problemas
modelados com este tipo de estrutura.

Problemas envolvendo néo linearidades aparecem com frequéncia na
mecanica dos sélidos. Na analise de instabilidade estrutural, os efeitos da n&o
linearidade geomeétrica sdo estudados levando em consideragdo as alteragbes que
ocorrem na rigidez da estrutura, devido as forcas de membranas que agem na mesma.
No caso de néo linearidade material, variagdes nas propriedades materiais ocorrem e,
consequentemente, a rigidez estrutural €& alterada mediante a aplicagdo do
carregamento.

Na andlise ndo linear de estruvturas do tipo cascas, usando o método dos
elementos finitos, desenvolvem-se formulagGes nas quais hipéteses simplificadoras
sdo adotadas com a finalidade de reduzir a sua complexidade. No entanto, a forma
mais apropriada de tratar deste assunto ainda ndo foi bem estabelecida e muitos
trabalhos vem sendo apresentados com o intuito de corrigir os problemas

remanescentes, e obter assim uma aproximacao cada vez melhor da solugéo real.



1.1 Objetivos do Trabalho

Este trabalho tem como objetivo principal desenvolver um elemento finito
de casca semiéespessat para analise de estruturas sujeitas a grandes deslocamentos e
deformagbes plasticas, baseado na teoria de Mindlin-Reissner, a qual considera o
efeito do cisalhamento transversal.

O principio variacional utilizado foi primeiramente apresentado por} Hill
(1959), sendo que o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff, o qual tem a caracteristica de
nao ser simeétrico, era usado para representar o campo de tensdes e a conﬁgura¢éo
inicial era escolhida como configuragdo de referéncia. Posteriormente, McMeeking e
Rice (1975) adaptaram este principio para problemas que envolvem grandes
deslocamentos e grandes deformagdes elastoplasticas, generalizando a relagédo
constitutiva elastoplastica infinitesimal adotando o par dual tensor co-rotacional de
Kirchhoff e tensor taxa de deformag&o. Devido a essa escolha. de tensores, a
configuracdo de referéncia passou a ser a configuragéo correnté. Esta mesma
formulag&o foi utilizada por Kikuchi e Chen (1983) e Elgueta V. (1994) para andlise de
problemas de contato e processo de forjamento, respectivamente.

O elemento degenerado isoparamétrico lagrangeano de nove nds é
implementado utilizando o método da subintegracdo reduzida total para evitar o
problema de travamento. Para eliminar ds modos de energia nula, decorrentes do
processo de subintegragdo, é utilizado um operador matematico espeéialmente
construido para este fim.

O comportamento do material é representado pela matriz constitutiva
elastoplastica, a qual foi deduzida utilizando a teoria de fluxo e as equagdes de

Prandtl-Reuss. O critério de escoamento de von Mises é implementado e a relagéo



constitutiva elastoplastica, expressa em fungdo do tensor co-rotacional de Kirchhoff e

do tensor taxa de deformagdo, é integrada utilizando o método desenvolvido por

Hinton e Owen (1980).

1.2 Descrigao dos Capitulos

No Capitulo 2 s&o apresentados, em uma perspectiva evolutiva histérica,
varios elementos de cascas, através de resumos dos trabalhos realizados nas ultimas
décadas, com énfase nas hipéteses admitidas por cada autor. Da mesma forma, serdo
apresentados alguns tipos de formulagdes para analise elastoplastica.

No Capitulo 3, a formulagdo desenvolvida por McMeeking e Rice (1975) a
partir do principio variacional apresentado por Hill (1959) sera adaptada para uso em
uma formulag&o que levara a um programa do elementos finitos, utilizando o tensor co-
rotacional de Kirchhoff e o tensor taxa de deformagSes para representar os campos de
tensdes e deformagdes, respectivamente.

No Capitulo 4 sera apresentada a descricdo do elemento lagrangeano de
nove nés. Os sistemas de coordenadas e os graus de liberdade serdo definidos e as
matrizes de transformacao entre os sistemas serdo deduzidas. No final do capitulo
sera abordado o desempenho do elementol lagrangeano de nove nds e é apresentado
o processo de estabilizacdo dos modos espurios utilizado.

A relagdo constitutiva elastoplastica sera definida no Capitulo 5. Sera
apresentada a teoria de fluxo plastico, a qual servira de base para a deducéo da matriz

constitutiva elastoplastica. A relagdo constitutiva elastoplastica para o caso



infinitesimal sera entdo deduzida e generalizada para o caso de deformagdes finitas e,
por fim, & apresentado um algoritmo para a sua integragéo.

No Capitulo 6 serdo apresentados os resultados numéricos dos testes
realizados para validar a formulagdo. Serdo testados casos lineares, nédo lineares
elasticos e aqueles envolvendo deformagées plasticas. Os resultados sdo comparados
com os obtidos em trabalhos encontrados na literatura.

O trabalho finaliza com as conclusées obtidas a partir dos resultados
apresentados. Serdo feitas observagGes que visam melhorar o desempenho do

elemento e sugestdes para trabalhos futuros.



Capﬂulo 2

Revisao ]Bibliog ré\fica

2.1 Desenvolvimento dos Elementos Finitos de Cascas

As primeiras expressdes utilizadas para equacionar problemas de
cascas, datadas no final do século passado, foram desenvolvidas a partir dos
postulados de Love (Kraus, 1967), os quais admitem as seguintes hipéteses:

- A casca é fina, ou seja, a relagdo entre a sua espessura e o seu menor raio de
curvatura é muito pequena;

- As deflexbes sdo pequenas, de ordem de grandeza inferior a espessura;

- As tensbes normais transversais sdo desprezaveis;

- As normais a superficie de referéncia, na configuragdo indeformada da casca,
permanecem normais a superficie de referéncia deformada e ndo variam o seu

comprimento. Esta ultima assertiva é conhecida por Hipétese de Kirchhoff-Love.



A teoria apresentada por Love ndo leva em consideragdo o efeito da
deformacao cisalhante transversal, tendo o seu uso restrito a problemas de estruturas
de cascas com espessura muito fina. No entanto, a partir destes estudos, muitos
trabalhos foram apresentados, nos quais outras hipdteses foram introduzidas e que
resultaram em teorias para o tratamento diferenciado de problemas de cascas.

Atualmente, as hipéteses utilizadas no tratamento de problemas de
cascas semi-espessas sdo aquelas mesmas empregadas na teoria de placas ‘de
Mindlin-Reissner (Hughes, 1987), que abandona o ultimo postulado de Love,
permitindo assim a consideragdo das deformagdes cisalhantes transversais e
generalizando seu uso para probiemas de estruturas que apresentam espessuras nao
tao pequenas.

| As tentativas de simular numericamente problemas de cascas por meio
do método dos elementos finitos foram inicialmente realizadas utilizando elementos
cuja formulagéo se baseava nas hipdteses de Love. No entanto, além de se aplicarem
apenas a problemas de cascas finas, suas limitagbes foram logo percebidas, pois
estes elementos podiam ainda apresentar descontinuidades de deslocamentos e
auséncia de alguns movimentos de corpo rigido (Mourdo, 1991; Mourdo e Selke,
1992).

Para superar estas limitagdes, foi desenvolvido o elemento finito
7 degenerado (Noor e Peters, 1981), baseédo nas premissas da teoria de Mindlin-
Reissner, no qual as equagbes sdo expressas em termos de varidveis nodais na
superficie média da casca. A solugdo das equagdes de equilibrio que, na formulagdo
para cascas finas eram rep;esentadas por fungdes de continuidade C', poderiam ser
descritas por fun¢des de continuidade C°, uma vez que estas equacgdes passam a ser

diferenciaveis de segunda ordem.



Os resultados obtidos utilizando elementos degenerados puros, ou seja,
com integragcdo completa, ndo foram satisfatérios quando aplicados a cascas finas,
pois 0 modelo resultante era excessivamente rigido, problema este denominado de
travamento (“/ocking”) (Huang e Hinton, 1986). Esses elementos apresentaram também
uma taxa de convergéncia baixa. Visando corrigir estes problemas, varios frabalhos,
baseados na formulagdo de elementos degenerados, foram apresentados. Por
exemplo, Yang e Saigal (1985) utilizaram um elemento de casca curvo com func;ées‘de
interpolagdo hermitianas (Cook et al, 1989), aplicando-0 a problemas nio-lineares.
Dinis e Owen (1982) utilizaram um elemento conhecido como “semiloof’ para andlise
elastoplastica de cascas finas. Uma analise similar foi realizada por Imaeda (1992) e
Imaeda et al (1993), utilizando o elemento “semiloof’ proposto por Nagtegaal e Slater
(1981).

Entre .outras formulagGes apresentadas, citam-se, por exemplo, aquela
utilizada por Noor e Peters (1981), que consiste no modelo misto, onde sdo usadas
funcGes de interpolagdo independentes para os deslocamentos e as rotagdes. O
problema deste tipo de formulagdo é que o desempenho do elemento piora para uma
diminuigdo da espessura, pois a rigidez transversal cisalhante é subestimada e, além
disso, os resultados para deformagbes inextensiveis ndo sdo bons, devido a
representagdo inadequada dos movimentos de corpo rigido.

Outra formulagdo empregada ha simulacdo de problemas de cascas foi a
formulagcdo hibrida (Liu e To, 1995), na qual o principio de Hellinger-Reissner
(Washizu, 1982) é implementado utilizando multiplicadores de Lagrange e as
equagdes de equilibrio séo satisfeitas em termos de deslocamentos e de tensGes. No
entanto, o alto custo computacional devido ao grande numero de graus de liberdade,

caracteristico deste tipo de formulagao, inviabiliza o seu uso generalizado.



Para eliminar o problema de travamento nos elementos degenerados, o
método mais bem aceito pela comunidade cientifica de hoje € o Método da
Subintegragdo apresentado por Zienkiewicz et al ‘(1971_), que consiste em utilizar a
regra de integracdo de Gauss uma ordem abaixo da necesséria para integrar
exatamente as matrizes de rigidez elementares. Contudo, este método ndo é
totalmente eficaz, pois alguns casos particulares apresentaram campos de
deslocamentos sem energia de deformagdo associada, conhecidos por modos
espurios, decorrentes do processo de subintegracéo.

O elemento lagrangeano de nove nds, que sera utilizado neste trabalho,
apresenta sete modos espurios quando subintegrado totaimente, ou seja, quando é
utilizada uma regra de integragdo 2x2 para avaliar a sua rigidez.

Para eliminar os modos espurios foi proposto o Método da Subintegragao
Seletiva (Zienkiewicz et al, 1971), que consiste em subintegrar apenas a parcela da
matriz de rigidez correspondente a energia de cisalhamento. No entanto, este nem
sempre leva a um bom desempenho quando aplicado ao elemento lagrangeano de
nove noés, pois, para alguns casos, existe um modo de energia nulo que torna a matriz
de rigidez singular. Além disso, esta técnica ndo evita o problema de travamento de
membrana (Belytschko e Wong, 1989). Huang e Hinton (1986) e Belytschko e Wong
(1989) contornaram este problema interpolando as deformactes de membrana e de
cisalhamento, utilizande fungbes de inten;polag:éo em coordenadas locais obtendo
resultados satisfatérios.

No trabalho de Belytschko et al (1985) foi desenvolvido um método de
estabilizagdo aplicavel a analise ndo linear, a partir do principio variacional de Hu-
Wash_izu, construindo um operador matematico denominado operador 7.

Posteriormente, White e Abel (1990) utilizaram este processo para desenvolver uma
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formulacdo de um elemento finito de casca, lagrangeano de nove nés, livre de modos

espurios, na qual esta baseado o elemento que sera implementado neste trabalho.

2.2 Analise Nao Linear Utilizando o Método dos Elementos Finitos

Os primeiros estudos de néo-linearidades em cascas, utilizando o Método
dos Elementos Finitos, foram realizados no inicio dos anos 60. Inicialmente, os
trabalhos eram voltados para a andlise de problemas especificos com restricGes de
geometria e tipo de carregamento.

Os conceitos e teorias, bem como as dificuldades computacionais na
analise ndo-linear de cascas sdo muito discutidas por diversos autores. Na andlise
estatica ou quase-estatica, estas dificuldades se baseiam nos seguintes tépicos (Liu e
To, 1995).

1 - Na linearizagdo consistente da forma variacional das equagdes que

governam o problema;

2 - No uso de fensores tensdo e deformacdo adequados para 0 uso nas

relagdes constitutivas;
3 - No tratamento das grandes rotagbes, no calculo da matriz de rigidez
elementar e na atualizagédo da geometria; |
4 - Na representacdo fisica apropriada do comportamento nao linear do
material. |
Para a solugdo de problemas que apresentam néo-linearidades
geometrica e material, a formulagdo lagrangeana total e a formulagdo lagrangeana

atualizada constituem-se nas duas escolhas tradicionais. Na analise estrutural, no
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entanto, a formulagdo lagrangeana atualizada € mais adequadamente empregada,
principalmente quando se trata de problemas que apresentam comportamento material
descrito através de relagGes constitutivas em termos de taxas (Gadala et al, 1984).
Neste tipo de formulagdo, a configuracdo de equilibrio em um dado instante ¢ é
escolhida como configurag&o de referéncia, sendo a carga aplicada em incrementos.
Consequentemente, a geometria deve ser atualizada ao final da aplicacdo de cada
incremento de carga.

A considerag&o de grandes rotagbes na analise ndo-linear tem merecido
bastante atenc&o nos ultimos anos. Seguhdo Nagtegaal e de Jong (1981), os grandes
deslocamentos produzem um efeito adicional a distorcdo excessiva das malhas dos
elementos finitos, deteriorando os resultados. Como as rotagées ndo sdo grandezas
comutativas, diferentes resultados serdo obtidos, dependendo da sequéncia na qual
foram consideradas. Liu e To (1995) apresentaram uma revisdo dos trabalhos
publicados envolvendo o tratamento das grandes rotagdes e constataram que a nao
comutatividade é o principal motivo do insucesso destes trabalhos. Surana (1983) por
exemplo, apresentou uma estratégia na qual foi considerada uma média dos valores
obtidos para cada sequéncia em que sdo consideradas. No entanto, esta aproximagao
torna o calculo das matrizes de rigidez um pouco mais complexos, devido & existéncia
de termos de senos e co-senos. Uma forma de atenuar este problema é utilizar
tensores tensdo e deformagao invariantes com os deslocamentos de corpo rigido, além
de utilizar a formulagao lagrangeana atualizada. |

A escolha dos tensores tensdo e deformagdo que serdo utilizados para
expressar as relagbes constitutivas e as relagbes deformagGes-deslocamentos é
essencial para se obter bons resultados na analise n&o-linear. Dois fatores devem ser

levados em conta para determina-los: as medidas de tens&o e deformac&o devem ser
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energeticamente conjugadas e, além disso, devem ~estar de acordo com a lei
constitutiva utilizada para representar o comportamento material. Quando se trata de
problemas sujeitos a grandes rotagdes de corpo rigido, por exemplo, a invaridncia a
estes movimentos € indispensavel. Da mesma forma, quando os efeitos da ndo
linearidade material, tal como elastoplasticidade finita, estdo sendo estudados, é mais
conveniente expressar as tensdées e deformagbes em termos de taxas (Washizu,
1982). H

O tensor tensdo de Jaumann (Prager, 1961; Kleiber, 1989) tem sido
utilizado por varios autores para estudar problemas elastoplésticoé de cascas. Szabé
(1983) apresenta algumas expressdes para as relagdes constitutivas utilizando o
~ tensor de Jaumann do tensor tensdo de Cauchy e o tensor de Jaumann do tensor
tens&o de Kirchhoff, além do tensor co-rotacional de Kirchhoff. Todos estes tensores
sdo invariantes as rotagdes de corpo 'rigido e fazem par dual com o tensor taxa de
deformagéao, que também compartilha desta propriedade.

Outro aspecto importante na analise nao-linear é a definicdo do algoritmo
iterativo a ser utilizado. A presenga de deformacdo plastica pode dificultar o
desempenho do algoritmo em alguns casos. Para materiais perfeitamente plasticos,
por exemplo, a utilizacdo do Método de Newton-Raphson (Bathe, 1982) podera ser
problematica, pois a matriz de rigidez podera ser singular ou mal condicionada. O
Método de Newton-Raphson Modificado bode superar este problema, mas podera
levar a uma diminuigdo substancial na velocidade de convergéncia.

Um meétodo que terr; apresentado um desempenho melhor que os
processos de Newton-Raphson e Newton-Raphson Modificado é o BFGS (Bathe,
1982). Imaeda (1992) resolveu o problema de uma placa tracionada na qual ocorre

uma mudanca de fase plastica para elastica, ou seja, um descarregamento elastico.
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Segundo este autor, o uso do Método de Newton-Raphson Modificado leva a uma
resposta oscilante, sem que haja convergéncia. No entanto, o uso do Método BFGS
permite a obtengdo da convergéncia em poucas iteragées.

Um método iterativo eficiente foi desenvolvido por Riks (1979) e Crisfield
(1983), denominado de Método do Comprimento de Arco. Neste algoritmo, a solugdo é
aproximada por meio de arcos, 0 que resulta em uma maior eficiéncia no processo
iterativo. Este método é muito eficaz quando aplicado a problemas que apresentan'i ‘um
ponto limite.

As teorias mais utilizadas no tratamento de problemas de plasticidade
sdo as Teorias de Escoamento Plastico ou Teorias de Fluxo Plastico (Washizu, 1982).
Estes tipos de abordagens sdo baseadas na histdria do carregamento desde o inicio
da plastificagdo, que é determinado pelo critério de escoamento. Neste processo,
pode-se escrever uma relagéo entre a tensdo e a velocidade de deformagdo em
qualquer instante. Numericamente, é utilizada a formulagdo lagrangeana atualizada
sendo que os incrementos de velocidade de deformacgao sdo definidos na conﬁguragéo'
deformada.

Um exemplo de teoria de escoamento plastico é a Teoria de Saint-Venant
(Hill, 1950), na qual as componentes do tensor tensdo e do tensor taxa de deformagao
sdo expressas em termos de suas componentes desviadoras, em conjunto com a
condicdo de incompressibilidade. No éntanto, as deformagbes elasticas sé&o
desprezadas durante o processo de deformagdo plastica e isto pode levar a sérios
erros.

A teoria de fluxo plastico mais apropriada para descrever O
comportamento dos metais € a Teoria de Prandtl-Reuss (Chen e Han, 1988), a qual

tem como base as equagbes de Prandtl-Reuss, associada ao critério de escoamento
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de von Mises. Nesta teoria, as componentes eldsticas de deformagéo sdo incluidas na
determinagdo das deformagses plasticas e as variagées volumétricas sdo assumidas
como sendo puramente eldsticas.

A utilizagéo da teoria de fluxo plastico requer um esquema eficaz de
integragcéo da relag@o constitutiva elastoplastica. Muitas regras de integragéo que tem
sido propostas se enquadram nos chamados algonitmos de mapeamento dé retorno,
entre os quais se pode citar os apresentados por Nagtegaal e de Jong (1981), Orfi;z e
Simo (1986) e Simo e Taylor (1986). Neste trabalho foi implementado o método
sugerido por Hinton e Owen (1980), que sera tratado no Capitulo 5. |

A integragéo da matriz de rigidez é outro aspecto que deve ser discutido.
A presenga de deformagdes plasticas origina uma complexa distribuic&o de tensGes ao
longo da espessura, requerendo um tratamento especial na avaliagdo da rigidez nesta
direcao.

Dinis e Owen (1982) utilizaram um modelo denominado de Rétula
Plastica no qual € admitido que a plastificagdo ocorra instantaneamente em toda a
sec¢do. Para isso, os autores adotam o critério de escoamento de llyushin que é
expresso em funcdo de momentos fletores e tensGes resultantes. Esta aproximagédo é
valida apenas para cascas de espessura reduzida, visto que, na maioria dos casos, a
plastificac&o ocorre na superficie da estrutura, devido a uma combinagio de esforgos
de flexdo e membrana. Além disso, os eféitos da deformacgao cisalhante transversal
séo desprezados.

O processo utilizado por Parish (1981) e Yang e Saigal (1985) € mais
consistente e pode ser utilizado para cascas semi-espessas. Trata-se do método de
integragdo por camadas no qual a espessura & dividida em um numero par de

camadas, nas quais a rigidez & avaliada. A rigidez é totalizada somando os valores
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obtidos para cada camada. O inconveniente deste método € que o jacobiano é
calculado na superficie média da camada e é admitido constante ao longo da
espessura da mesma. Além disso, serdo necessarias mgitas camadas para avaliar a
rigidez em pontos proximos & superficie, aumentando muito os custos computacionais.

Neste trabalho, a regra de quadratura de Gauss foi utilizada para
integragdo na superficie e ao longo da espessura. Déssa forma, sédo evitadas as

desvantagens do método de integragd@o por camadas.
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Ca pf’rulo 3

Formulacdo Incremental do

Problema C":las’roplés’rico,

3.1 Introdugdo

Neste capitulo sera apresentada uma formulagdo incremental para
problemas de cascas semi-espessas envolvendo ndo linearidades material e
geomeétrica, submetidas a deformacgdes elastoplasticas e grandes desiocamentos. As
equacbes utilizadas neste trabalho foram désenvolvidas por McMeeking e Rice (1975),
a partir do principio variacional apresentado por Hill (1959).

A formulagdo apresentada neste trabalho foi utilizada por Kikuchi e
Cheng (1983) para problemas de elastoplasticidade com contato, e por Imaeda (1992)

para problemas elasto-plasticos de cascas finas.
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O principio variacional utilizado sera deduzido na se¢ado 3.3, a partir das
equagdes de equilibrio escritas em termos de taxas. Dessa forma, pode-se escrever as
relagdes constitutivas em termos de taxas, o que possibilitara a obtengdo de uma
representacao fisica de forma mais natural do problema (McMeeking e Rice, 1975). Na
se¢do seguinte, o principio variacional é escrito em termos dos tensores escolhidos
para exprimir as relagdes constitutivas, obtendo-se assim a forma fraca das equagdes
de equilibrio, que sera usada na solugdo do problema, utilizando elementos finitos. ”

A solucdo do sistema de equagdes nao lineares & obtida para cada
incremento sucessivo de carga, até -que todo o carregamento sejé ab_liéado,

caracterizando assim a teoria incremental utilizada.

3.2 Formulagdo Lagrangeana Atualizada

A Figura 3.1 representa um corpo sujeito & agdo de forgcas externas em

trés instantes consecutivos ¢y, t e t+A4t.

€3

el \ e

Figura 3.1 - Corpo sujeito a agdo incremental de forcas externas.
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A posicdo de um ponto arbitrario P, pertencente ao corpo, em relagéo a
um sistema fixo de coordenadas (e,, e;, e;), € dada por x; e 0 seu vetor deslocamento

por
u=u(x,1. | (3.1)

A metodologia utilizada, que se baseia na formulagdo lagrangeana
atualizada, consiste em determinar os incrementos de deslocamentos apfesentados
pelo corpo ao final de cada incremento de carga (passo), tendo como referéncia a
configuragdo anterior. Apds ter calculado os incrementos de deslocaméntos Au(x,t),
pode-se determinar os incrementos de deformacdes atraves das equacles
deformagbes-deslocamentos e os incrementos de tensdes através das relagdes

constitutivas. Portanto o objetivo é determinar a configuragdo de equilibrio Ci.y;

conhecendo C, e assim sucessivamente, até que o carregamento total seja aplicado,

obtendo a configuragéo final C, (ver Figura 3.1).

Durante o intervalo de tempo [z, t+A41] o vetor posi¢do x do ponto P do
corpo bem como suas propriedades materiais permanecem constantes. Isto ocorre
devido & natureza referencial da descri¢do lagrangeana.

Ao final de cada passo de carga, a geometria, bem como o campo de
tensdes, sdo atualizados. As equacgOes utilizadas para atualizar as tensbes serdo

apresentadas na se¢ao 3.6.
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3.3 Equagdes de Equilibrio

O problema elastoplastico em mecanica do continuo consiste em
determinar, em um dado instante ¢, os deslocamentos apresentados por um cdrpo,
qguando sujeito & agéo de forgcas externas, levando em consideragio as variagdes que
ocorrem nas propriedades materiais durante o processo. Trata-se, portanto, de um
problema nao-linear, visto que as propriedades materiais dependem do campo de
deslocamentos, que ndo é conhecido previamente.

De acordo com Washizu (1982), a teoria de fluxo plastico é mais
adequada para a representagdo de  problemas elastoplasticos. Inicialmente,
considera-se que ocorrem um fluxo de deformacgSes plasticas quando o campo de
tensdées atinge um determinado valor (limite de escoamento). O carregamento €&
aplicado de forma incremental, o que permite determinar a taxa de deformagao plastica
em cada ponto no decorrer do processo. Desta forma, a histéria do carregamento é
levada em consideragdo e, consequentemente, as propriedades materiais s&o mais
bem representadas.

Para utilizar a teoria de fluxo plastico deve-se, partindo das equagdes do
movimento, escrever as tensdes, forcas e deslocamentos na forma de taxas, obtendo
as equagdes de equilibrio em termos de taxas.

As equagdes do movimento de um corpo escritas na configuragdo de

referéncia, sdo dadas por (Malvern, 1969)

T, (60 +b () = p 5 (x0), (82
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onde

I; sao as componentes do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff;

b’ sao as forgas de corpo por unidade de volume;
u; é a aceleragéo do corpo, sendo p° #;, portanto, a forga inercial;

,J indica a derivada em relag@o as coordenadas materiais, ou seja, _2_.

oX,’
p°é adensidade.

O sobrescrito - indica a configuragao na qual os termos estdo escritos
(ver Figura 3.1).
Para obter as equagbes de equilibrio em termos de taxas, toma-se a

derivada da expressao (3.2) em relagdo ao tempo
T, G0+ 6 ) =200 (x.0)) (33)

onde o sobrescrito “." indica derivada em relagdo ao tempo.
Considerando apenas pequenas variagées no tempo, isto €, um processo
de carregamento quase-estatico, pode-se desprezar a influéncia dos termos de inércia,

obtendo (Kikuchi e Cheng, 1983)
T (x,t)+b(x,t)=0. (3.4)

Para se definir as condi¢gdes de contorno deve-se dividir o contorno I' em

duas partes I, e I; (ver Figura 3.2),
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Figura 3.2 - Condigdes de contorno

sendo,

r,uvh=TI

(3.5)
IyNl; =0

As condi¢cdes de contorno de taxas de deslocamentos sdo dadas em 7,
enquanto que as de taxas de forgas de superficie sdo prescritas em ;.

Desta forma, as condi¢cdes de contorno para o problema em termos de

taxas s&o:
T.(x,t)n,(xt) = f(x,1) Vxel, 3.6)
a(x,t) = 0. Vxel, '

Da equacédo (3.4) pode-se obter a forma fraca, dada por (Washizu, 1982),
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| jﬂo[T,;, (x,8) v, (x,1) + b, (x,1) &, (x.1)] d€2, =0, (3.7)

com ov; =0em [,

Utilizando-se a propriedade do divergente
(I; ov,); = ng ov, + 7:1 ov, ;. | | (3.8)
tem-se
T, 6v,=(T,6v),-T 6v,. (3.9

que, inserido na expressao (3.7), levaa

jﬂo[(z;" 5v,), =1 8v,, +8° 6v,] de2,=0. (3.10)
Considerando que o teorema da divergéncia (Hughes, 1987) fornece
fao(73° ov,), d&2, =fra(T,,.° §v,)n,dr,, (3.11)
onde n & o vetor normal a superficie, e

[r(T,j° §v,)yn, dI" = L"(T,.j“ sv,)n, dr, + jr'(Tq.“ sv,)n, dr,, (3.12)



23
e como Jév; = 0 no contorno I,
.L,,(Trf §v,), dQ, = L(]‘;.“ 8v,) n,drI, = L frévdr,, (3.13)

onde f =1, n, representa a taxa de forga de superficie aplicada.

Substituindo a expressao (3.13) na equagéo (3.10), obtém-se

ja., 1, 5v,,d0, = jnos,." Sv,d, + jr' £ év,dr,, (3.14)
sendo v, = gi(v :

J

Este principio foi apresentado por Hill (1959) e utilizado por McMeeking e
Rice (1975) para solugéo de problemas sujeitos a grandes deformagdes em meio

continuo, no regime elastoplastico.

3.4 Transformacgdo do Principio Variacional

A utilizagdo do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff em termos de taxas T
na expressao (3.14) resulta‘ em uma matriz constitutiva ndo simétrica, o que néo é
conveniente em termos computacionais, pois leva a ndo simetria da matriz de rigidez.
Para contornar este problema, deve-se escolher outro tensor para representar o

estado de tensdes do corpo no instante considerado, sendo necessario que, alem de
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simétrico, seja independente dos movimentos de corpo rigido, para poder representar

melhor as propriedades materiais. McMeeking e Rice (1975) sugerem a utilizagcdo do

tensor co-rotacional de Kirchhoff 1*, por ser mais adequado ao uso na relagédo
constitutiva. A relag&o entre o tensor co-rotacional de Kirchhoff t* e o primeiro tensor

tensdo de Piola-Kirchhoff em termos de taxas T' é dada por (McMeeking e Rice, 1975),

T,=7;,—t,D, —7,D, +7,v,,, (3.15)

y

onde 7; sdo as componentes do tensor tensdo de Kirchhoff e D; as componentes do

tensor taxa de deformacéo, dadas por

D, =L@, +v,). o | (3.16)

A relacdo entre o tensor tensdo de Kirchhoff r e o tensor tensdo de

Cauchy o é dada por (Kleiber, 1989)

r.=Jo,, (3.17)

. , . , X, <
onde J é o determinante da matriz jacobiana > X , que representa a razé&o entre o

J

volume do corpo medido no estado de referéncia e no estado deformado.
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Se a configuragdo corrente for escolhida como configuragdo de

referéncia, caracterizando assim a formulagdo lagrangeana atualizada, J=1 e, portanto,
pode-se escrever a expressao (3.17) como (Kikuchi e Cheng, 1983)

c, =T, (3.18)

Utilizando a expresséo (3.18), pode-se rescrever a equagéo (3.15) como

T, = T,, -o,D, —o,D; +o,v,,. (3.19)

Substituindo a expresséo (3.19) em (3.14) tem-se (ver Apéndice 1)

[ Ir; 6D, —éa,,. §(2D,D, ~v,v,,1d2= [ 6, 6v,d2+] f, 6v,dI. (320)

A equacéo (3.20) representa o principio variacional de Hill em termos do
tensor co-rotacional de Kirchhoff. E importante observar que a equagdo esta escrita na

configuragao deformada e ndo mais no estado de referéncia .

3.5 Formulagao por Elementos Finitos

A equacéo (3.20) pode ser escrita na forma de equagdes de elementos

finitos para grandes deslocamentos e grandes deformagobes. Para isso define-se:
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@, vetor taxa de variagéo dos graus de liberdade nodais;

vy, vetor velocidade nodal;
D, tensor taxa de deformacgdes;
N, matriz das fungdes de interpolagéo e

B, matriz das derivadas das fungGes de interpolagao, tal que

[B,1=2(IN.1, +[N,1)) - (3.21)
Desta forma, pode-se escrever as velocidades como:

v, =[N]{¢}

e (3.22)

D, =[B,1{¢}.

Na equacdo de equilibrio discretizada que se obtém a partir de (3.20),

pode-se verificar dois termos de rigidez. O primeiro termo, que se refere a

L r, 0D, df2, é o mesmo obtido em problemas sujeitos a pequenas deformagdes e

deslocamentos. Fornece a matriz de rigidez linear dada por (Cook et al, 1989)

K, = jn[B]’ [C][B1d€2, (3.23)



27

onde C representa a matriz constitutiva. A parcela j‘ %ag_ (DD, —v,,v,,)d2 fornece a
232 ik,

matriz de rigidez geométrica, caracteristica dos problemas de grandes deslocamentos.

E expressa por (McMeeking e Rice, 1975)

Ko =] (IN.I0,[N,], -2[B,J o, [B,])d®2, - (324)
de forma que a rigidez total do elemento é dada por

K.=K; +Kq. (3.25)

As forgas de corpo e de superficie sdo discretizadas utilizando as
mesmas fungbes de interpolagdo usadas para o campo de deslocamentos.

Consequentemente, tem-se
{Py=|[ [NV (Byd2 + [ INT{f}dr . (3.26)
Substituindo as expressdes (3.23), (3.24) e (3.26) na equagdo (3.20) e

considerando que a taxa dos deslocamentos virtuais v possuem valores arbitrarios,

tem-se

L([B]T [C1[B] + [N, ] 0,[N,], - 2[B,T o, [B,]) {9} d2 =

=IQ[N 1" {b}yde2 + j,[N I"{f}dr. (3.27)
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A equagéo (3.27) representa a equacao de equilibrio em termos de taxas,
escrita de forma a levar a um programa de elementos finitos para solugdo de
problemas de grandes deformagbes e grandes desiocamentos.

E importante discutir a validade do principio (3.20) e sua correspondente
equagéo por elementos finitos. Segundo McMeeking e Rice (1975), pode ser utilizada

para materiais elastoplasticos com encruamento isotrépico e com a relagdo constitutiva
escrita em termos do tensor co-rotacional de Kirchhoff 7* e do tensor taxa de

deformacbes D, dependendo apenas dos parametros materiais € do estado de

tensdes. Isto inclui materiais submetidos a diferentes tipos de carregamento e

descarregamento. Portanto, a relagdo constitutiva utilizada deve ser

{r'}=[CHD} (3.28)
ou, na forma incremental,

{a7"}=[C{4D}, (3.29)

onde C representa a matriz constitutiva linearizada.

3.6 Atualizagao das Tensoes

Através da equagédo (3.29), pode-se determinar o incremento do tensor

co-rotacional de Kirchhoff 47* no final de cada passo. No entanto, o tensor tensdo que
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realmente tem significado fisico e que, portanto, representa o estado de tensdes real
do corpo, em um dado instante, € o tensor tensdo de Cauchy o. Para calcular o
incremento de tens&o de Cauchy Ao a partir do incremento de tensdo co-rotacional de

Kirchhoff A7*, utiliza-se a relagéo (Kikuchi e Cheng, 1983)

4t =do, -W,o, +o, W, +0, AD, , - (3.30)
onde oy s&o as componentes do tensor de Cauchy na configuragdo atual e W; sdo as

componentes da parte anti-simétrica do tensor gradiente do incremento de velocidade,'

também chamado de tensor spin, dado por (Kleiber, 1989)
=4 :
W, = 3( Av,, —4v, ). (3.31)

sendo 4v o incremento de velocidade. A grandeza ADy representa o trago do tensor
taxa do incremento de deformagdes.
Calculado o incremento do tensor de Cauchy em temos de taxas 4o, a

tensdo de Cauchy o é incrementada utilizando a expresséo (Kleiber, 1989)

“¥ = 5! +Ag,. (3.32)

gy
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3.7 Integragao da Matriz de Rigidez

A integracdo da matriz de rigidez em problemas no regime elasto plastico
requer um tratamento especial, devido & complexa distribuicdo das tensdes
decorrentes da deformacgéo plastica ao longo da espessura. Um acréscimo de carga
pode plastificar pontos situados na porgdo mais externa da casca, enquanto que
proximo a superficie média ainda permanece o regime eldstico. Em corpos sujeitos a
flexdo pura, este problema fica evidente e, se nao for levado em consideragdo, podera
acarretar uma imprecis&o muito grande nos resultados. | |

Uma solugdo para este problema é implementar uma regra de integragao
na dire¢g&o normal, independente da integracdo na superficie média. O método mais
utilizado é a integragdo por camadas (Parish, 1981), no qual se divide a casca em
camadas paralelas, ao longo da espessura, dentro das quais é feita a integragdo. O
valor integrado é obtido somando cada parcela multiplicada pela espessura da
camada.

Neste trabalho empregou-se a regra de quadratura de Gauss, tanto para
integrar na superficie quanto para a integracdo ao longo da espessura. Entretanto, o
numero de pontos de integracdo utilizados na diregdo normal foi varidvel, enquanto
que na superficie média, usaram-se 2x2 pontos (subintegracdo uniforme). As
dificuldades numéricas decorrentes do prdcesso de subintegracdo serdo tratadas no
Capitulo 4.

Uma vantagem da utilizagdo da quadratura de Gauss ao longo da
espessura & que s80 necessarios menos pontos de integracdo do que camadas para

calcular a rigidez das fibras mais externas. Além disso, o jacobiano é calculado em
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cada ponto, enquanto que no processo por camadas este é admitido constante ao

longo de cada camada.

3.8 Critério de Convergéncia

O critério de convergéncia para os incrementos utilizado neste trabalho
foi o mesmo utilizado por Imaeda (1992), baseado no trabalho de Yang e Saigal

(1985), o qual é controlado pelas expressées

[SIE

S(R)

i=1

- Tolerancia, (3.33)

S(F.)

A

3 (au

=L < ‘Tolerancia, (3.34)

)

i=]

onde

R; séo as forcas residuais no né i, ou seja, a diferenga entre as forgas externas
incrementais aplicadas e as for¢as internas no né /;
F,,, s@o as forgas externas incrementais aplicadas,

Au; sdo os incrementos de deslocamentos nodais na iteragéo;
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u; séo os incrementos de deslocamentos nodais no incremento;
n € o numero de graus de liberdade do modelo numérico.

A expressédo (3.33) é utilizada quando hé prescricdo de forcas e a

expressdo (3.34) quando ha prescricdo de deslocamentos.
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Capitulo 4
Elemento Finito para Anélise

de Cascas Semi-Es pessas

4.1 Introdugao

No presente capitulo sera apresentada a formulagdo para o elemento
finito de casca utilizado neste trabaiho. Esta formulagdo esta baseada no trabalho de
White e Abel (1990) e foi utilizada por Mourdo (1991) para simular problemas de
cascas semi-espessas sujeitas a grandes d.eslocamentos.

Na secdo 4.2 os sistemas de coordenadas utilizados para descrever o
elemento serdo apresentados, e os graus de liberdade nodais serdo definidos, nos
sistemas global e local. Na segdo seguinte serdo determinadas as matrizes

transformagdo de coordenadas entre os sistemas. O campo de deslocamentos e a
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geometria ser&o discutidos na segdo 4.4.

Na segao 4.5, as equagdes descritas no Capitulo 3 serdo apresentadas
de forma a simplificar o uso do método de estabiliz_ag:éo de modos espurios proposto.
Segundo White e Abel (1990), a forma na qual as equaé;ées s&o escritas resulta em
maior eficiéncia computacional associada aos resultados do uso da técnica de
subintegrag¢ao uniforme.

Na secéo 4.6 sera analisado o desempenho dos elementos lagrangeanos
de nove nds. Serdo discutidos o problema de travamento e o processo de
subintegracao utilizado. No final desta se¢do serdo apresentados os modos éspdrios
decorrentes da subintegracgao.

O capitulo finaliza com o desenvolvimento do método de estabilizaco de
modos espurios implementado, sendo definidos a matriz de estabilizagdo e o operador

projecéo.

4.2 Formulagado do Elemento Finito de Casca Degenerado

O elemento finito de casca lagrangeano de 9 nés originou-se a partir do
elemento sélido de 27 néds, no qual se compadaram os nés que compartilhavam a
mesma normal a superficie, obtendo assfm um elemento de casca curvo com nos
apenas na superficie média (Huang e Hinton, 1986). A tensdo normal ao longo da
espessura & desprezada e o campo de deslocamentos é expresso em fungdo das
translagdes e rotagGes da superficie de referéncia, utilizando fungdes de interpolagéo

apropriadas.
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A idéia do uso do elemento de casca degenerado é similar a do uso da
teoria de placa de Mindlin-Reissner. O procésso de degeneragdo do elemento sélido
para o elemento de casca se baseia em duas consideragdes (Huang e Hinton, 1986):

(1) A normal a superficie média antes da deformagdo permanece reta apos a
deformacao;

(2) A energia de deformagdo associada com a tensdo normal transversal é
considerada nula e é eliminada da relagé@o constitutiva.

Quatro sistemas de coordenadas sao utilizados para descrever o campo de
deslocamentos e a geometria do elemento de casca degenerado: sistema. de
coordenadas cartesiano global, sistema de coordenadas natural, sistema de

coordenadas nodal e sistema de coordenadas local.

4.2.1 Sistema de Coordenadas Cartesiano Global ( e},e5,ef )

O sistema global é usado para definir as coordenadas e os
deslocamentos nodais. E definido por trés vetores base ortogonais; (Figura 4.1(a)). A
Figura 4.1 (b) indica a nurneragdo e posicionamento dos nés.

A matriz de rigidez global e o vetor forgas externas sdo escritas no

sistema global.
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®

(@)

Figura 4.1 - Sistemas de coordenadas (a) global e (b) natural.

4.2.2 Sistema de Coordenadas Natural (£, 7, ¢)

O sistema natural é definido pelos vetores e; e, e e, O eixo das
coordenadas ¢ é retilineo devido a hipétese de que, para a teoria de cascas utilizada
neste trabalho, a normal a superficie média permanece reta ap6s a deformacéo. Os
eixos de coordenadas ¢ e n s&o definidos sobre a superficie de referéncia e, dentro do
dominio da casca. Todas as coordenadas naturais variam de -1 a +1.

Os vetores base deste sistema estdo representados na Figura 4.1(b) e

séo definidos por
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$

Xl
e, = ;
TOIX
_ X,n .

e )
"Il

(4.1)
e;=esXe,,

onde X € o vetor posicdo, em coordenadas globais, e [I I[ representa a norma
euclidiana.

As fungdes de interpolagdo sdo definidas neste sistema de coordenadas.

4.2.3 Sistema de Coordenadas Nodal ( ¢,,¢,,¢, )

O sistema nodal € um sistema ortogonal associado a cada né do

elemento. Sua base é construida de forma tal que o vetor 2, seja normal a superficie

média e sua origem esteja no né correspondente. Os vetores desta base sdo definidos

como

» = X,,_gx XP,” .
T |1 Xp, x X, ]

efxe

| =——’T—’—, (4.2)
||e3xé31|

e,=e,xe,,

sendo X, o vetor posigéo do n6 P em coordenadas giobais.
Os vetores 2, e ¢, construidos desta maneira sdo paralelos & superficie

de referéncia.
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As fungdes que descrevem a superficie de referéncia sdo de ordem o
por isso pode haver uma descontinuidade da normal entre elementos, principalmente

em problemas com grandes curvaturas. Como consequéncia, o vetor &,, construido a

partir da equagdo acima, ndo é necessariamente normal a superficie de referéhcia
quando o né em questéo se Iocalizé entre dois ou mais elementos. Para contornar este
problema, Belytschko et all (1989) sugerem tirar a média dos vetores normais
calculados para cada elemento que compartilham o mesmo né, e dessa forma _tem-se

entdo um vetor normal médio entre os elementos.

A Figura 4.2 mostra o sistema de coordenadas nodais. As rotagées s&o

descritas neste sistema de coordenadas.

4.2.4 Sistema de Coordenadas Local ( e},e;,e; )

O sistema de coordenadas local é definido em cada um dos 2x2 pontos
de integracdo do elemento. Tal como o sistema nodal, o sistema local é ortogonal e
sua origem esta situada na superficie de referéncia, porém sobre cada ponto de

integracdo. Sua base é definida como:

o = e,xe,

! “eﬂxe;”,
e x e,

e, = ———— (4.3)
l}e;xejl

L

e,——,——-—,——.
lle,xe,l]

A matriz de rigidez, além das tensdes e deformagbes, sdo calculadas
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neste sistema, e posteriormente transformadas para o sistema global. Os vetores base

deste sistema estao ilustrados na Figura 4.2.

Ponto de Gauss

Figura 4.2 - Sistemas de coordenadas local e nodal.

Um quinto sistema de coordenadas sera utilizado neste trabalho. Trata-se
de um sistema similar ao local, definido sobre a superficie média, em pontos
denominados pontos a que possuem mesmas coordenadas & e 7, no qual sdo obtidas

as matrizes de estabilizagdo dos modos espﬁrios.
4.2.5 Graus de Liberdade Nodais

O elemento utilizado neste trabalho possui cinco graus de liberdade por

no, séndo trés de translagdo e dois de rotagdo. Os graus de liberdade de translagao
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sdo escritos em coordenadas globais, enquanto que as rotagbes sdo escritas em
- coordenadas nodais. Estes cinco graus de liberdade tornam-se seis quando escritos

em coordenadas locais. Dessa forma, pode-se escrever

*={u, &, u, 6, 6,] (4.4)

(n6 P)

em coordenadas globais, e

Au’=[u1’, U, u,, Uh, U’y U’'s, 1 - (45)

(né P)

em coordenadas locais.

Na segao seguinte, as matrizes de transformagao entre os sistemas ser&o

definidas.

4.3 Matriz Transformag¢do Global-Local

Na formulagdo apresentada, a matriz de rigidez é determinada em
coordenadas locais, em termos das componentes dos deslocamentos em coordenadas

locais u] e U; nos diferentes pontos de integracdo. Posteriormente, a mesma é

transformada para o sistema global quando é escrita em funcdo das componentes dos

deslocamentos em coordenadas globais 3¢ e g,. Segundo White e Abel (1990), sdo



41

necessarias menos operagdes para calcular a contribuicdo de rigidez de cada um dos
2x2 pontos de integracdo se as matrizes de rigidez linear e geométrica e a matriz de
estabilizagdo forem determinadas em coordenadés_ locais. Para seguir este
procedimento, deve-se calcular a matriz transformagdo de coordenadas entre os
sistemas global e local para cada ponto em questao.

As transformagdes entre os sistemas global e nodal e global e local sdo
efetuadas através das matrizes de co-senos diretores de cada base. Estas matriies

sdo, respectivamente, definidas como

(4.6)

A matriz transformagdo entre sistemas ortogonais € uma matriz ortogonal, portanto R e
S sao ortogonais.

Em notag¢do indicial pode-se escrever

£, =R, X
(4.7)
X! =8,X¢.

A transformacédo entre os sistemas nodal e local é definida considerando
a propriedade de matrizes ortogonais de que sua inversa é igual a sua transposta.

Desta forma tem-se

Xi =Riijk X;

J

(4.8)

X/ =S, Rjk X,

J
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4.3.1 Transformagado dos Graus de Liberdade

Como os graus de liberdade de translagdo s&o dados em coordenadas

globais, a mudanca de base é direta, e é dada por
u, = S; uf’ , _ (4.9)

onde u; e uf s&o os graus de liberdade de translagdo nos sistemas local e global

respectivamente. Em forma matricial tem-se

rull\ Su Szz S13 ( u®
u; Szz Szz Sza 0 ulgp
! S, S, S 2
<u3 }= 31 32 33 ) u;,’ } (4.10)
. 0 L )
L)

Os graus de liberdade de rotagdo sdo dados em coordenadas nodais (em

torno dos eixos &, e @,) e sua transformacéo é mostrada a seguir.

Define-se U, como as rotagdes em coordenadas locais. A rotacéo U,

(na direcdo ¢,) é dada pela rotagéo nodal & (em torno do eixo &,). Portanto tem-se

0,=0,. (4.11)
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As rotagbes em torno dos eixos 2, e e, possuem sinais contrarios (por

convengao), como mostra a Figura 4.3.

o
2 P

81 éz

Figura 4.3 - Rotagdes nodais.
A rotagdo U, ¢é dada por

0,=-8,. (4.12)

Em forma matricial pode-se escrever o vetor representativo das rotagbes

da seguinte forma

O,t=|-1 0 {9‘} (4.13)



Utilizando a expresséo‘(4.7) pode-se escrever
U'=S,R, U,‘T | | (4.14)
Fazendo G; = Sy Ry e utilizando U = H 6 obtém-se
U/ =G,H, 6, (4.15)
que pode ser escrita como
u=v.9,, (4.16)

ondejvariade /a2, ide / a3 e V; = Gy Hy. V éuma matriz retangular de trés linhas

e duas colunas, dada por

(4.17)

<

i
SRS
SN S

N

A transformagd@o dos graus de liberdade de translagao pode ser ent&o

escrita como

u.l = Q ug (418)

¥ Jp



com u; e u} definidos por (4.5) e (4.4), respectivamente, e ( definido como

Sl 1 SI 2 S 13
SZI S22 S23 0
Q = SSI S3.2 S33
Vi Vi
0 VZI V22
. I/SI V32 J
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(4.19)

A matriz transformacgéo para as tensdes e deformagdes € dada por (Cook

et ai, 1989)
[ 12 m’ z /
! 1 n, My mn,
2 2 2
12 mZ n2 12m2 m2n2
2 2 ) 2
I = l; m; n, I,m, m,n;

201, 2mm, 2nn, I m,+Ilm,
2L,l, 2mym; 2n,n; Im,+1m, m,n, +mn,

mn, + myn,

(211, 2mm; 2nn, Im +1m, mn, +mn,

onde /;, m; e n; sdo os componentes da matriz R, isto é,

11 mI nI
R=\l, m, n,|,
13 m3 3

e representam os cossenos diretores.

Ilnl

12n2

13n3
In, +1,n,

Ln,+1n,

I,n, +13n1‘

(4.20)

(4.21)

Na matriz T (equagéo 4.20), a terceira linha e coluna serdo eliminadas
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devido a hipdtese, ja mencionada, de que na teoria de cascas utilizada no presente

trabalho a tenséo normal transversal é desprezada.

4.4 Discretizagdao da Geometria e do Campo de Deslocamento

Na formulagéio utilizada neste trabalho, o deslocamento de um ponto

genérico P pertencente ao elemento é calculado somando o deslocamento de sua \-
projecdo P’na superficie média, com o seu deslocamento em relagdo a. mesma
projecdo. A Figura 4.4 representa o deslocamento do ponto P entre dois instantes
consecutivos ¢ e t+4t. O vetor u, representa o deslocamento de P e o vetor Z,

representa a normal unitéria a superficie média que passa pelo ponto P.

Figura 4.4 - Deslocamento de um ponto genérico da casca.



47

O deslocamento total é dado pelo somatério da contribuicdo de cada né.

Dessa forma, pode-se escrever

03

24 N, U, (4.22)

9 .
u,=» Npu+

i=l

onde

N} é afungdo de interpolagdo do né i calculada no ponto P;

¢ é a distancia entre o ponto P e a superficie média em coordenadas naturais;

hp é a espessura do elemento no no ponto P;

7” ¢ a distancia entre o ponto P e a superficie média medida ao longo do vetor

Z, e o vetor U representa a rotag&o do vetor Z,,.

A geometria do elemento é descrita de maneira similar, interpolando as
coordenadas a partir dos valores nodais. A equagdo pode ser expressa

algebricamente por

(4.23)

onde

xp representa o vetor posigdo de um ponto genérico P;

Z; & anormal unitéria & superficie média no né i.
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O elemento utilizado é isoparamétrico, isto €, 0 campo de deslocamentos
e a geometria sdo discretizados através das mesmas fungdes de interpolagéo. A partir
da equagéo (4.22) pode-se definir o campo de deslocamentos em termos das fungoes

de interpolagéo e representa-lo em coordenadas locais como
[ it hP i '
Au =NPui+_2_¢NPUi’ ’(4-24)

sendo %' os graus de liberdade de translagdo do né i e U’ o deslocamento devido as -

rotagdes nodais 6;;e 6.
As equagbes (4.23) e (4.24) podem ser escritas em termos das

coordenadas curvilineas ¢ 7 e ¢, obtendo assim a expressao final para a discretizagao

dos deslocamentos e a geometria do elemento,

tuy (6n8) = X INGEmad + 2o Ny (@m) U] 4.25)

BEnG) = DINEmx + N @2 (4.26)

onde 4up € o vetor incremento de deslocamento no ponto (& n, ¢) dacascae xp € 0

vetor posi¢do de um ponto P qualquer no interior do elemento.
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4.5 Discretizagdao do Principio Variacionai.

As matrizes utilizadas na discretizagdo do principio variacional (equagéo

(3.27)), seréo definidas nesta equagéo.
A matriz B da equagdo (3.21) é definida a partir do tensor taxa de
deformacdo, sendo denominada matriz das derivadas das fungbes de interpolacdo.

Para o elemento utilizado neste trabalho, a matriz B é definida como (White e Abel,

1990):
(V.. 0 o %”(r N,). 0 o |
0 N,, 0 0 %%INQJ 0
B =|N,, N, 0 an,, Zew), o | (427)
0 N Ny 0w, Zew,,
N 0 N Zen, 0 Zew,,

sendo AD=BAu’ o tensor incremento de taxa de deformagdes, onde

AD=[AD, 4D, AD,, 4D, 4D,] (4.8)

e At = C AD o incremento de tensdo co-rotacional de Kirchhoff,

Ar'=[Ar;, AT, AT, AT, Az']3]r (4.29)



e C é a matriz constitutiva elementar, objeto de discuss&o no capitulo 5.

e superposi¢do adequada das matrizes de rigidez elementares definidas por

K, =[ [BY [Cl[Bldc2.
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A matriz de rigidez linear definida por (3.23) é obtida pela transformagéo

(4.30)

A integral é calculada numericamente somando a contribuicdo de cada

ponto de integragao.

De maneira similar, determina-se a matriz de rigidez geométrica (3.24). A

matriz IV é definida a partir das derivadas das componentes da velocidade v;; e é

expressa por

NP

Px

Py

Pz

Px

Py

h
TP(I NP ),x

h
_2P—(t NP ),y

h
_2},—(1 NP ).:

(no no P)

0

0

0
LR

h
—z},_(t NP ),y

h
. 7”(1 N,),

(4.31)
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As matrizes o, que multipicam N e B na expressdo (3.24) séo

representadas respectivamente por

o = g (4.32)

0 o-ll 0'12
L 021 0-22 A
e
o-ll 0 0-12 0 0-13
O 022 0-21 0-23 O
B _
o =|\o0, 0, O,+0, O,, O (4.33)

O 0-32 0'31 0-22 0-21

;_0-31 0 032 0-12 0-11 -

A matriz de rigidez geométrica K (3.24) é calculada de forma similar a
K; por meio de integragdo numérica.

As forcas externas consistentes, associadas aos graus de liberdade, séo
" expressas pela equacgao (3.26).
As componentes da forga interna F, utilizadas no caiculo de R;

equagao (3.33) é determinada a partir da expressao

F, = L [B]” o d2 (4.34)
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-— t

onde 0= {011 02201263 C13 } -
As grandezas definidas nesta segdo s&o calculadas no sistema local e
depois s&o transformadas para o sistema global utilizando as matrizes transformacgéo

determinadas na secgédo (4.3). Esta forma, segundo White e Abel (1990), é a mais

adequada ao uso das matrizes de estabilizacdo descritas na segdo 4.7.

4.6 Desempenho Numérico do Elemento de Casca Lagrangeano de Nove Nés

Os elementos de cascas baseados na teoria de Mindlin-Reissner
possuem grandes vantagens sobre os baseados na teoria de Kirchhoff-Love quanto a
implementacdo numérica computacional. O elemento de Mindlin-Reissner requer

fungdes de interpolagdo da classe C ° o que possibilita o uso de polinémios de graus

de continuidade inferiores aos exigidos pelo elemento de Kirchhoff-Love, que devem
possuir ‘continuidade C’ das fungbes de interpolagdo. Além disso, por incorporar
tensGes cisalhantes transversais, o elemento de Mindlin-Reissner pode ser utilizado
para uma grande variedade de espessuras de cascas, ampliando assim a sua
aplicabilidade, em relagéo aos formulados através da teoria de Kirchhoff-Love.

Os elementos bi-quadraticos necessitam de 3x3 pontos de quadratura de
Gauss para a integracdo exata na superficie. O problema é que quando se utiliza
integragdo cheia para calcular as matrizes de rigidez de flexdo e cisalhamento no
elemento lagrangeano de nove nés, aparece o fendmeno de travamento chamado
(“locking”) de membrana, que é a inabilidade do elemento de representar o estado de

flexdo pura. Em outras palavras, aparece uma energia de membrana quando ha
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apenas carregamento de flexdo. Este problema fica mais evidente quando se trata de
problemas de cascas finas, isto €, quando a relagdo entre a espessura da casca e o
menor raio de curvatura for muito pequena.

O problema de travamento é comum em elementos de cascas, devendo
ser tratado, pois causa um enrijecimento excessivo da estrutura, apres‘entando valores
incorretos de deslocamentos e tensées. Trés métodos podem ser utilizados para tratar
o problema de (Mouréo, 1991): o Método‘Misto, o Método da Decomposi¢ao Nodal e o
Método da Subintegragdo, o qual sera utilizado neste trabalho.

O Método da Subintegragdo consiste em utilizar a regra de integragéo' .'de
Gauss uma ordem abaixo da necessaria para a integracéo exata da matriz dé rigidez.
Para o elemento bi-quadratico, no caso o lagrangeano de nove nés, 0 esquema para a
integragdo exata é 3x3 pontos nas diregdes ¢ e 7, respectivamente. No método de
subintegragdo usam-se 2x2 pontos. Dessa forma a energia de membrana, bem como a
de flexdo, serdo sub-avaliadas. Uma outra forma, denominada de subintegragdo
seletiva, € utilizar uma integragdo cheia para avaliar a energia de membrana e
subintegrar a parcela de cisalhamento. Neste trabalho optou-se por uma regra de
integragé@o de 2x2 pontos, caracterizando assim uma integragdo reduzida total.

A subintegracdo & muito eficaz para corrigir o problema de travamento
em cascas. No entanto, o uso de menos pontos que o necessario para uma integragéo
exata pode ter consequéncias inconvenientes, a depender do problema estudado. A
matriz de rigidez torna-se singular devido a existéncia de modos espurios (Cook et al,
1989; Hughes, 1987). O modo espurio oﬁ modo de energia Zero, é um campo de
deslocamentos que o corpo sofre, sem apresentar energia de deformagéo associada e
é devido a regra de integracdo utilizada que nédo se esta avaliando adequadamente a

matriz de rigidez. O elemento de casca lagrangeano de nove nds apresenta sete



54

modos de energia nula quando subintegrado, sendo dois deles possiveis apenas em
uma malha com um unico elemento, pois sdo incomunicaveis ou incompativeis. As
Figuras 4.5 e 4.6 apresentam os modos espurios comunicaveis e ndo comunicaveis

respectivarhente para o elemento lagrangeano de nove nés (White e Abel, 1990).

u=c,x,(I-3x2) 8,=c,x,(I1-3x])

v=c,x,(1-3x}) 8,=c,x,(I-3x])

Figura 4.5 - Modos espurios ndo comunicaveis.



55

R4 Y
(f S
e —
x x
- L
- 2,.2_2.2.2 - 2002 2422
u=c,(x; +x;-3x; x,) v=c,(x; +x;-3x; x3)

w=c, (x] +x]-3x7 x2) 8, =c,(x;+x:-3x] x?)

2 2 2,2
6, =c,(x; +x;-3x; x;)

Figura 4.6 - Modos espirios comunicaveis.
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4.7 Estabilizagdo dos Modos Esptirios

A idéia basica dos métodos de controle de modos espurios é recuperar a
energia de deformagéo perdida no processo de subintegracdo, adicionando a métriz
de ‘rigidez, uma deformagido artificial produzida por um operador comumente
denominado operador y. Belytschko e Wong (1989) mostram, utilizando o principio de
Hu-Washizu, que isto equivale a recuperar a parcela dos termos da diagonal principal

da matriz de rigidez perdidos na integracao reduzida.

4.7.1 Operador Projegdo y

Segundo White e Abel (1990), o calculo de um operador projegdo
apropriado é a chave para o sucesso do método de estabilizagdo. O operador y deve
ser capaz de adicionar energia de deformagdo na diregdo dos modos espurios sem
contudo alterar os campos de deslocamentos reais. E justamente a partir destas
restricbes que o operador de estabilizacdo € determinado.

O método da subintegragdo nao altera os deslocamentos de corpo rigido
e os estados de deformagdes constantes que sdo avaliados no teste de mailha
irregular (“patch-test’), portanto, o operador y ndo deve interferir na representacao
destes campos. Matematicamente isto € obtido fazendo com que o operador proje¢céo
seja uma combinagdo linear dos vetores de uma base ortogonal aos campos de

deslocamentos correspondentes a estes estados. Estes vetores estdo representados

nas expressodes abaixo (White e Abel, 1990):
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=11 111111111,

x=[(x]); (x]); (x]); creeeevenenns (x)), 1"

y=[(x3); (x3); (x3);cereeeeeeren (*3)s ]T1 .
(4.35)

X7 =[] ()3 ()] +oeveveeee G T

Y =[0)] ()5 (55 ceenenennes (x5 17,

w:[(x,’x;), (x;x;)z (lexé 37 e (lele)s) ]T-

sendo (x]), s&@o as cordenadas do né p em coordenadas locais.

o dperador proje¢do nao adiciona energia de deformagdo sob um
movimento de corpo rigido se for ortogonal a s;. Da mesma forma, os estados de
deformagdes constantes ndo sdo afetados caso a ortogonalidade aos vetores x e y
seja obedecida. Os vetores x7, yz e xy representam os campos de deslocamentos
quadraticos, e portanto o operador deve ser ortogonal aos mesmos a fim de evitar
alteragdes na representacgao dos estados de flexao pura e torgdo pura.

A ortogonalidade do operador y aos vetores definidos em (4.35) garante
que os campos de deslocamentos reais ndo seja alterados pelo processo de
estabilizagdo. Contudo, é necessario que o operador proje¢do tenha uma componente
~ paralela ao campo de deslocamentos associado aos modos espurios comunicaveis
para que a energia ausente seja adicionada quando o elemento apresentar
deformagbes nestes modos. Segundo White e Abel (1990), o vetor que representa os

cinco modos comunicaveis do elemento lagrangeano de nove nés é definido por

h=[1 -1 1 -1 1 -1 07, (4.36)



58

e, portanto, o operador deve ter uma componente na diregdo deste vetor.

A detérminagéo do operador estd baseada em alguns critérios a serem
obedecidos. O brocess‘o se inicia a partir do vetor kA fazendo-o ser ortogonal aos
vetores definidos por (4.35). Desta forma, o processo é desenvolvido, construindo a

base de vetores s; até 55, como mostrado na sequéncia abaixo

(4.37)
4 2
2 y .sl
s;=p° - s,
: ; 5 S;
Y 2
5, =xy— -,
¢ =1 Si'S;
O vetor h € entdo ortogonalizado em relagéo a estes vetores, obtendo-se
¢ h-s,
r=h-Y Pt (4.38)

i=1 H

O processo descrito acima é denominado Processo de Ortogonalizagdo
de Gram-Schmidt. O operador y é obtido normalizando o vetor r pela sua componente

maxima, resuitando em
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y= ) (4.39)
onde (7). € @ componente maxima do vetor r.
4.7.2 Obtengao da Matriz de Estabilizacao

As matrizes de estabilizacdo sdo definidas em cada um dos quatro
pontos de integragdo o a partir do operador y. As deformagdes generalizadas de

estabilizacdo sdo definidas como
& = B"Au’ (4.40)

sendo Au’ os graus de liberdade locais definidos pela expressao (4.5).
A matriz deformagdes-desiocamentos de estabilizagdo B’, similar a B

(3.21), é definida em fungdo do operador y por
B’ =[Ll Lz L3 ....... L, J’ (441)

onde as matrizes L; sdo definidas como:

Vi 0
Y, 0 0
L= Y. 0f. (4.42)
0 V. 0
L yi O]
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Deve-se notar na equagdo (4.40) que os deslocamentos estdo em

coordenadas locais.

Da mesma forma, definem-se as tensdes de estabilizagdo calculadas a

partir da relagdo constitutiva
o =C¢, (4.43)

onde C” representa a matriz dos coeficientes de estabilizagdo, expressa por

C7

I
&

(4.44)

L. gc2

A determinag&o das componentes da matriz C” € muito importante para a

eficiéncia do método de estabilizagdo. Os coeficientes de estabilizagdo g,; e g sé@o
fatores puramente numéricos introduzidos com a finalidade de ponderar os valores de
rigidez devidos ao processo de estabilizagdo em relagdo a rigidez original da casca.
Estes fatores devém ser sficientemente grandes para que os modos espurios sejam
eliminados, mas n&o muito grandes, para ndo atrapalhar o desempenho natural do
elemento, causando um enrijecimento artificial no modelo. Segundo White e Abel
(1990), as expressGes deduzidas por Belytschko et al (1987), para estes coeficientes,
baseadas em principios variacionais mistos, elevam em muito os custos

computacionais. Ja o método sugerido por Verhegghe e Powell (1986), o qual adota
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um valor unico igual ao maior elemento da diagonal principal da matriz de rigidez
linear elementar, conduz a resultados de flexdo excessivamente rigidos quando

aplicados a cascas. Desta forma, sugerem entéo os seguintes valores (Whit e Abel,

1990):
gml = Es .le
gm2 = F:' .Cm2

(4.45)

O fator F; € denominado fator de estabilizacdo e tem significado
puramente numeérico. Segundo White e Abel (1990), pode ser considerado igual a

unidade para a grande maioria dos casos. O parametro ¢ € a espessura do elemento e

J! é o jacobiano no ponto a considerado, medido em coordenadas locais. Para obter o

fator C,,;, escreve-se a matriz de rigidez linear elementar definida por (4.30) no ponto

de integracdo a considerado, fazendo-se 0. somatério

K=Y K,, (4.46)

onde K, é a contribuiio a rigidez do ponto de integragdo o. Na matriz K.,
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consideram-se apenas os elementos da diagonal principal que multiplicam os graus de

liberdade u, de cada nd. O fator C,, é tomado igual ao maior destes elementos.
Similarmente, obtém-se os pardmetros C,. C; C.; e C, considerando o maior dos

termos da diagonal principal que multiplicam os u, ,u; ,U; e U, respectivamente.

Definidos os termos da matriz C” (4.44) e B” (4.41), a matriz de

estabilizacdo é expressa por
K, = Z [B"T[C"1[B]. (4.47)
a=1 .

Esta matriz & adicionada as matrizes de rigidez linear (3.23) e geométrica

(3.24 ), obtendo-se assim a matriz de rigidez elementar como
K.=K; + K¢+ K, . (4.48)
4.7.3 O Método de Estabilizagdo na Analise Nao-Linear.

Na andlise néo-linear, as tensdes artificiais de estabilizacdo sé&o
calculadas ao final de cada iteragdo, usando o operador e os coeficientes
determinados no comego do incremento. Os incrementos de deformagdes A& e

tensGes Ao” sdo calculados a partir das expressdes (4.40) e (4.43) na forma

incremental, ou seja,
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A8 =Baw’
(4.49)
A = C7 A€,

sendo B’ e (7 calculados na configuragao inicial do presénte incremento de carga. -
Os incrementos de tensGes de estabilizagdo 4o’, calculadas a partir da

equacdo (4.49), sdo da mesma natureza das tensdes calculadas por meio das

relagdes constitutivas . Consequentemente, o incremento de tens@o de estabilizagdo

que deve ser adicionado & atual, deve ser calculado a partir de 4¢”, de forma similar
ao incremento do tensor co-rotacional de Kirchhoff 47*, utilizando a equagéo
Ao} =do; -W, 0, + Of';Wb. +0;D,. (4.50)

Os incrementos de tensGes de estabilizagdo Ao, s&o entdo adicionados

a tenséo de estabilizagdo acumulada o’

As forgas nodais internas de estabilizagdo s&o calculadas no sistema

local, por meio da expressao
T
F;=[B’} o7, | (4.51)
sendo B’ calculado na configuracéo final, e sdo adicionadas as forgas nodais internas,

relativas as tensbes reais em cada ponto de integragdo. As forgas internas sdo

necessarias para o calculo do residuo, em cada iteracdo.
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Ca pﬁul ob
Relacdo Constitutiva

€|a5+op|é\s+ica

5.1 Introdugao

No presente capitulo serd apresentada a relagdo constitutiva
elastoplastica utilizada neste trabalho. O desenvolvimento teérico e as equagbes estdo
baseadas nos trabalhos de Chen e Han (1988) e Hinton e Owen (1980).

O capitulo inicia-se com a apresentagado da teoria de fluxo plastico e das
hipéteses sobre o comportamento do material na plastificagdo (segdo 5.2). A seguir, 0
critério de escoamento & apresentado e o critério de carregamento plastico é discutido
(secdo 5.3).

Na secdo 5.4, a relagdo constitutiva elastoplastica para o caso de

plasticidade infinitesimal & desenvolvida a partir da hipétese da decomposicao aditiva
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e da regra de fluxo associada. Na se¢do seguinte, a matriz constitutiva elastoplastica
sera particularizada impondo a condi¢do de casca de Mindiin-Reisssner de tenséo

normal transversal nula.

Na secédo 5.6, a relagdo constitutiva elastoplastica é entao generaIiZada

para adequa-la a casos de elastoplasticidade finita, conforme sugerido por McMeeking

e Rice (19795).
O capitulo finaliza com a apresentagdo do método de integracdo da

relagdo constitutiva elastoplastica sugerida por Hinton e Owen (1980).

5.2 Teoria de Fluxo Plastico

A teoria de fluxo, conforme mencionado no Capitulo 3, é a mais indicada

para tratar problemas elastoplasticos na mecanica do continuo. Neste tipo de

formulagao, os incrementos de tenses Aoy estéo relacionados com os incrementos de

deformacgdes plasticas Aaf;” para o estado de tensdes definidos por o;. A relagéo

entre Ao e Ae'” esta baseada na mudanga que ocorre na superficie de escoamento
i .

a medida que ocorrem deformagdes plasticas. Desta forma, a resposta do material,
apds um escoamento inicial, & descrita pela nova superficie de escoamento, que é
determinada pela regra de encruamento.

No desenvolvimento da teoria de fluxo, trés consideragdes devem ser

feitas (Chen e Han, 1988):
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1) A existéncia de uma superficie de escoamento inicial que define o limite
elastico do material em um estado de tensGes multiaxial;

2) A' regra de encruamento, que descreve a ‘evolugaéo da superficie de
escoamento mediante o incremento de deformagao plastica;

3) A regra de fluxo, que relaciona a fung&o potencial plastico com a diregdo do

vetor deformacgao plastica no espago de tensées.
5.2.1 Superficie de Escoamento

A superficie de escoamento inicial é determinada pelo critério de
escoamento que define o limite elastico do material. Neste trabalho, utilizou-se o
critério de von Mises, que é o critério comumente utilizado para determinar o inicio do
escoamento de metais (Hinton e Owen, 1980). Este critério estabelece que o
escoamento ocorre quando uma combinagdo de tensdes, expressa pelo segundo

invariante do tensor desviador § atingir um determinado valor K. Esta relagdo é

expressa por (Chen e Han, 1988):
flo,)=J,-K’(6)=0, (5.1)

onde

f(oy) é a fungéo de escoamento;

J,= %S} S, € o segundo invariante do tensor desviador;
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o, $80 as componentes do tensor de Cauchy;
S; =0,-0,, 0, sé@o as componentes do tensor desviador;

K é o parametro material que expressa a partir de quando este passa para a

fase plastica em um ensaio de cisalhamento puro;

4 é o parametro de encruamento.

O valor de K esta relacionado com a tensdo de escoamento o°

pela expressao:

K=9_. 5.2
NE] (5.2)

O valor de o°é obtido em um ensaio de tragdo pura, sendo denominado
de tensdo de escoamento do material.

Outros critérios de escoamento podem ser encontrados na literatura entre .
os quais o Critério de Tresca, o Critério de Rankine e o Critério de Mohr-Coulomb
(Chen e Han, 1988).

O critério de Tresca, tal como o de von Mises, € utilizado para determinar
~ 0 inicio do escoamento de metais. Este critério estabelece que ocorrem deformagdes
plasticas quando a tensdo cisalhante maxima for superior 3 metade da tensado de

escoamento do material o°(Chen e Han, 1988).

O critério de Rankine e o critério de Mohr-Coulomb s3o utilizados para

determinar quando ocorrem falhas nos materiais frageis (Chen e Han, 1988).
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5.2.2 Regra de Encruamento

A regra de -encruamento depende do material em questéo que pode ter

encruamento isotrépico, cinematico ou independente. No encruamento isotrépico, a

superficie de escoamento definida por f(o,,&; #) =0, expande-se sem distor¢do e

sua expansdo depende do grau de deformagdo plastica. Neste caso, o limite de
escoamento.a compressao cresce na mesma propor¢ao que o limite de escoamento a
trac3o.

No encruamento cinematico, a superficie de escoamento mantém seu
formato original sem expansdo. O que ocorre na realidade é um movimento da
superficie na diregéo do vetor deformacdo plastica. Neste caso, o limite de
escoamento por compressao diminui com um incremento de deformagao plastica para
o caso de escoamento por tragao.

No encruamento independente, supdes-se que o material tem um
comportamento independente a tragdo e a compresséo.

O encruamento isotropico, que foi utilizado neste trabatho, é apropriado
para metais (Roberts e Sheppard, 1971). No entanto, ndo leva em consideragdo o
efeito Bauschinger, que é a diminuigdo do limite de escoamento a compresséo devido
a um escoamento por tragdo. Como consequéncia, deve ser utilizado principalmente
para carregamento monotdnico sem reversédo de tensdes. A curva tensdo-deformacéao

para um material com encruamento isotropico esta representada na Figura 5.1.
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Figura 5.1 - Grdfico tensdo-deformagdo para um material com encruamento isotropico

5.2.3 Regra de Fluxo

A regra de fluxo parte da consideragdo de que existe uma fungéo g(oy),

denominada fungdo potencial plastico, da qual se pode obter a deformacéo plastica
pela diferenciagéo direta. Dessa forma, a equagdo de fluxo plastico pode ser

representada por (Chen e Han, 1988)

og
oo

Ag? =dA (5.3)

i

sendo dA um fator de proporcionalidade positivo semi-definido, que € ndo nulo apenas

quando ocorre escoamento e g; sdo as componentes do tensor de Cauchy. A derivada
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g

Oy

define a direcdo do vetor deformagéo plastica e a fungéo g(o;) define uma

'superfl’cie no espaco de tensoes.
O uso da equagdo (5.3) é simplificado, quando se trata de metais,

quando a fungdo potencial plastico g(g;) for escolhida como sendo a fungdo de

escoamento f{gy). Neste caso, a equagdo (5.3) se torna

8
Ag;.:dlo,,o{ : , (5.4)

1)

A equacéo (5.4) é denominada de regra de fluxo associada, pois o fluxo
plastico passa a ser descrito pela mesma fungao que descreve o critério de
escoamento. Para materiais com encruamento, a regra de fluxo associada satisfaz o
Postulado de Estabilidade de Drucker, o qual estabelece o seguinte (Chen e Han,

1988):

1) Convexidade : A superficie de escoamento inicial e as subsequentes devem

Ser convexas,

2) Normalidade: Em pontos de regularidade da superficie de escoamento
(gradiente unico), o incremento de deformagéo plastica A¢] é dada por (5.4) e em
pontos de falta de regularidade ou cantos (“corners”) da superficie de escoamento, por
exemplo, em pontos de intersecdo de dois modos, a diregéo de Agij.’ esta contida no

cone formado pelas normais aos modos ativos no ponto (ver Figura 5.2).
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Superficie de
Escoamento

.

Figura 5.2 - Normais a superficie de escoamento

3) Linearidade: O incremento de deformagéo pléstica 4&] deve ser linear com

o incremento de tensé@o 4gj. A intensidade de 4¢; , dado pelo escalar di, depende

of .
oo, '

g

apenas da projec@o de Aoy na diregdo da normal

4) Continuidade: A condigdo de continuidade requer que o incremento de
deformagé&o plastica 4&; seja nulo quando o incremento de tens&o Aoy for tangente a
superficie de escoamento;

5) Unicidade: O Postulado de Estabilidade de Drucker estabelece que existe

apenas uma solugdo para o problema de valor no contorno para materiais com

encruamento.
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5.3 Critério de Carregamento Plastico

Uma atividade que e requerida frequentemente na analise elastoplastica
é a determinac@o da natureza do incremento de tenséo Aoy. O material estando no
regime elastico podera escoar com o préximo incremento de carga ou permanecer
elastico. Similarmehte, o material no regime plastico podera continuar escoando ou

passar para o descarregamento eldstico quando o campo de tensdes é incrementado

(ver Figura 5.3).

«—Superficie de
Escoamento

Figura 5.3 - Critério de Carregamento Pldstico.

Uma forma de determinar se o incremento de tensdo é elastico ou

-

plastico em um ponto na fase plastica é avaliando a dire¢do do vetor Aoy

relacionando-a com a dire¢do da normal & superficie de escoamento no instante de
aplicagdo do incremento de carga. A expresséo que define o vetor normal a superficie

de escoamento n no espago das tensdes & dada por
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L
e _‘Z‘__I/__ (5.6)
do do

O angulo entre o vetor n e o incremento de tenséo Aoy indica se houve

carregamento plastico ou descarregamento. Desta forma, trés combinagdes s&o

possiveis (ver Figura 5.3)

1) n Ao > 0, neste caso, houve um acréscimo de deformacéo plastica devido a

Ao, ou seja, A¢; # 0,
2) n Ao < 0,, houve um descarregamento eldstico e portanto A&] =0;

3)n Ac= 0, , o ponto se moveu sobre a superficie de escoamento e portanto a

resposta do material é elastica e o incremento de deformacgéo plastica é nulo.

O critério dado por (5.6) pode ser implementado numericamente através
da equacgao
of
oo

ndAdo=(==)" C?® d¢. (5.7)

5.4 Relagdo Constitutiva Elastoplastica.

Na formulagdo apresentada, a fungdo potencial plastico g(o;) esta
associada ao critério de escoamento de von Mises, dado pela equagdo (5.1). Desta

forma, pode-se definir o comportamento do tensor deformagéo durante o escoamento
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plastico por

Ae? =dA a;.. | (5.8)
l] .

sendo f definida por (5.1).

As equagdes (5.8) definidas acima (com f sendo a superficie de
escoamento de von Mises) sdo conhecidas com equagdes de Prandtl-Reuss e formam
a base para a deducao da relagao constitutiva elastoplastica.

Inicialmente, admite-se que a deformag&o total infinitesimal Ag; pode ser

representada pela soma da parte elastica com a parte plastica (hipotese- da
decomposigao aditiva), ou seja

Ag, = AP +A46Y. (5.9)

A validade da hipétese da decomposicdo aditiva para os casos de néo
linearidade geométrica, segundo Gadala et al (1984), é restrita aos casos em que
ocorrem deformagdes quase estéticas e a componente elastica da deformac@o seja
pequena. |

Substituindo a equagdo (5.8) e a relagdo constitutiva infinitesimal elastica
(lei de Hooke generalizada) na equacgao (5.9), tem-se

Ae, =C® Ao, +di ;;{, (5.10a)
14

onde foi considerado

A9 =CY Ao, | (5.10b)

sendo C;’ as componentes da matriz inversa da matriz constitutiva elastica

convencional.
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A fungd@o escalar di é determinada pela condicdo de consisténcia,

definida por df = 0, que garante que o estado de tensGes permanece na superficie de
escoamento. Aplicando esta condigdo na equacao (5.1) tem-se:

9L 46, +%Lak-0

o0, Ok ’ (5.11)
que pode ser escrita como

joj; Ao, -H'dA=0 (5,1_2)
sendo
H =-—L %dé. (5.13a)

A constante H’ é conhecida como fungdo de encruamento e pode ser

determinada experimentalmente em um ensaio de tragcdo uniaxial (Zienkiewicz, 1977),
sendo expressa da seguinte forma

H' v (5.13b)

No presente trabalho, modelou-se a curva tensdo-deformagado de forma
simplificada, como mostrado na Figura 5.4.
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E:

0 &

Figura 5.4 - Curva tensdo-deformacdo.

Desta forma, o parametro H' é determinado por

’

E
. (5.14)
_ET/E

Premultiplicando a equagéo (5.10a) por ( f ) C® obtém-se

ifkd

é’f (@ Of \r of 1 of
g 4€ =) ) ) : 5.16
( O_U Cl]kl (50_'] ) A O—q + (ao_q ) qul dﬂ' ao_u ( )
Substituindo a expressao (5.12) em (5.15) tem-se:
7 17 7
f. Cj:,’ d4e,=H' d/1+( f) C,j,‘;’ di 0,,01; (56.16)
u u

ou
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GLy o ae=tv gLy cp £han (5.17)

O parémetro dA é entdo determinado por

GLy c@ ae,

di= | (5.18)
[H'+(5.f> c2 321

A relacéo constitutiva elastoplastica é obtida como segue.

Premultiplica-se a equag&o (5.10) por Cy, .

Ch) Agy =Ac,+Cy) di % (5.19)
kl

que pode ser escrita como

3
4o, =Cp) Ae, = Cy) di - O’;. (5.20)

Substituindo a expressao (5.18) em (5.20) tem-se (Chen e Han, 1988):
do,=Cy) Ag, (5.21)
sendo

of

o 9f
C()(ﬁam") (50'

ijmn

) C(e)

Coy = Cyl - (5.22)
[H'+<5f)c:;: 27
oo, oo,

a matriz constitutiva elastoplastica.
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5.5 Particularizagdo da Matriz Constitutiva Elastoplastica para Cascas,
Considerando a Hipétese de Mindiin-Reissner

A matriz constitutiva definida por (5.22) é relativa a elastoplastiéidade
tridimensional. Para o caso de casca de Mindlin-Reissner, no entanto, as equagic':es
constitutivas devem ser adaptadas de modo a levar em conta a hipétese de tensdo
normal transversal nula. Esta condigcdo é satisfeita resolvendo o sistema dado por
(6.21) para a deformagdo normal transversal em fungdo das componentes de
deformacgdes restantes.

A relag&o constitutiva definida por (5.21) pode ser representada por

Ao, =C As,, (5.23)

sendo o; € & as componentes dos tensores tensdo e deformagdo na forma

unidimensional. Pode-se escrever

(T .
Ao C | C" || 4¢
) b = | ; g (5.23)
4o, | (C) | C,|l4e.,]
onde
(Aaxx ] ‘ rA“':::ncW -Cu CIZ Cl3 CI4 CIS T -CIG ]
AGW Aeyy CZI C...? C23 C24 C25 C26
Ado={4c, ¢, de={4¢e_;,C=|C,, C,, C, C, C,|eC =|C,| (524
AO'yz Agyz C.u C42 C43 C44 C45 C46
LAO-xz p, LAgxz J LCSI C52 C53 C54 C35 _ _C56 .

Desta forma, pode-se escrever
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Ab_'i =€Q‘A2j +C:6 ASZZ i,j=1,5 (525)
e

4o, =(C;,)" A¢; +C,; 4e, j=15. (5.26)

Pela hipdtese de tens@o normal transversal nula (o, = 0) tem-se

C: ) Adeg;
Ae, = —-(“’—2,—’— j=15. (5.27)
66

Substituindo a equacgéo (5.27) em (5.25), obtém-se

o C: ) Az,
4o, =C, Aa,-+C,.‘6(—( o) g’j ij=1,5. (5.28)

66

A matriz constitutiva para casca de Mindlin-Reissner pode ser entdo
escrita como

_ C: )
C,=C,+Cp (—(—C‘L)—] ij=1,5. (5.29)
66

5.6 Generalizagdo da Relagdo Constitutiva Elastoplastica para Deformagdes
Finitas

A relag:éo constitutiva definida pela equacgéo (5.21) é utilizada para casos
da plasticidade infinitesimal. Para estender seu uso aos casos de deformagdes finitas
é necessario escolher adequadamente os tensores tens@o e deformagado para exprimir
estes campos quando grandes deformagdes e grandes deslocamentos s&o
apresentados, em substituicdo aqueles utilizados na expresséo (5.21).

Uma escolha inadequada dos tensores incrementais podera acarretar
complicagdes numéricas indesejaveis ou até mesmo resultados errados. Como foi
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apresentado no Capitulo 3, a generalizag&o utilizada neste trabalho foi fundamentada
na escolha do par dual tensor co-rotacional de Kirchhoff A7* e o tensor taxa de
deformagdes D, conforme sugerido por McMeeking e Rice (1975).

Estes tensores possuem a propriedade de serem invariantes aos
movimentos de corpo rigido e, além disso, a matriz de rigidez, resultante desta
escolha, é simétrica (McMeeking e Rice, 1975).

Desta forma, a relagdo constitutiva incremental fica entao deﬁnida como
Aty =CiP AD, ‘ (5.30)
quando ocorrer carregamento plastico e
4r; =Cyy AD, (5.31)

quando houver descarregamento ou carregamento elastico.

Ao admitir a relagdo constitutiva como definida pelas equagées (5.30) e
(5.31), assume-se que a matriz constitutiva, expressa por (5.22), independe da
velocidade de deformacdo. Esta mesma relagdo recai no caso infinitesimal quando
aplicada a problemas sUjeitos a pequenas deformagdes e pequenos deslocamentos.

5.7 Integragado da Relagdo Constitutiva

A determinacéo do tensor de Cauchy o para os pontos que estdo no

regime elastico é relativamente simples e foi descrita na segio 3.7. No entanto, os
pontos que apresentaram um incremento de deformagdo plastica requerem uma
integracdo da relag&o constitutiva de modo que a histéria do carregamento seja

considerada (Bathe, 1982). Desta forma, o incremento de tensdo co-rotacional de
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Kirchhoff Az* deve ser obtido pela expresséo
Art = [ ce daD S
Ty = I,D ikl B (5.32)

sendo que o critério de escoamento estabelecido pela equacgdo (5.1) deve ser

obedecido durante a integragéo.

Varios trabalhos foram apresentados definindo algoritmos para
determinar a solugdo de equacgdes deste tipo. Entre eles pode-se citar o-s'
desenvolvidos por Chen e Han (1988) e Ortiz e Simo (1986).

O método utilizado no presente trabalho, e que sera desenvolvido nesta
secgdo, foi apresentado por Hinton e Owen (1980) e esta fundamentado na equagéo
(5.20).

Na Figura 5.5, um ponto A, inicialmente no regime eldastico, escoa quando

uma tensdo Aoy € adicionada. O comportamento correspondente ao trecho AB é

puramente elastico. Um comportamento elastico, além do ponto B, resulta em um
estado de tensdes definido pelo ponto C. No entanto, o ponto ndo pode se mover para
fora da superficie de escoamento devido & condigdo de consisténcia definida pela
equagdo (5.11). Para que a equagdo de equilibrio e a relagdo constitutiva sejam
ambas satisfeitas, deve-se eliminar do tensor Ag; a parcela referente & deformag&o

plastica. Esta condig&o é obtida por meio da equagéo

o) =0} + 4o, - CY di 2 ; , (5.33)
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onde

o,; séo as componentes do tensor de Cauchy no instante ;

4o, =C AD, sdo as componentes do tensor incremento de tensdo de

Cauchy calculado supondo comportamento elastico;

af
da Jo..

if

= Aefj"’ sdo as componentes do tensor incremento de deformacéo

plastica;

C;;’,’ s&o as componentes do tensor constitutivo elastico.

O3

o2 Superficie de
Escoamento

(o]

Figura 5.5 - Integrag¢do da relagdo constitutiva.

Como pode ser visto na Figura 5.5, aplicando a equagdo (5.33) sobre o
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valor total do incremento de deformagdo plastica 4¢'”, resulta um estado de tensao
final representado por o-;.*-‘“, o qual esta muito afastado da superficie de escoamento,

definida por (5.1). Para contornar este problema, Hinton e Owen (1980) sugerem

dividir o incremento de deformag&o plastica 4¢'” em m subincrementos iguais (ver

Figura 5.6). Assim, para cada valor de g; calculado a partir da equagao

o, =0,+d0, —é Cya dA —0”%{7' (5.34)

uma nova superficie de escoamento é determinada através de
» -
c,=0,+H ¢&. (5.35)

sendo

£ = ,/Aaff” A& adeformagdo plastica efetiva;

o, 0 limite de escoamento no instante considerado;

o) o limite de escoamento inicial.
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L e
';,'Cr;n) ADu

Superficie de
o . fe ) ~ Escoamento

Figura 5.6 - Integragdo da relag¢do constitutiva com m incrementos.

A expressao para o calculo de m é dada por (Hinton e Owen, 1980)

Ee—o-y |
m=8[——0-—]+1, (5.36)
o

o. = 1/%0,.,. o, atensdo efetiva.

O valor final da tensdo calculada utilizando o procedimento descrito
acima ainda estara ligeiramente deslocado da superficie de escoamento. Este

afastamento é corrigido utilizando a expressdo (Hinton e Owen, 1980)
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oJfAt ==}2CT~, (5.37)

sendo
o; as componentes da tensdo de Cauchy determinada a partir da equacgéo

(5.34);

t+A4t

;  ascomponentes da tensé@o de Cauchy final no instante 1+ 4,

g

R o fator de escalonamento dado por (Hinton e Owen, 1980)

'L H'E.
r=2»271 & (5.38)

O
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Capﬁulo O

éxemplos Numéricos

6.1 Introdugdo

Neste capitulo sdo apresentados os resultados dos problemas resolvidos
para comprovar a validade e a eficiéncia da formulagdo utilizada neste trabalho. Para
efeitos de comparagéo, foram resolvidos problemas lineares e ndo-lineares cuja
solugdo analitica ou numérica, sdo encontrados na literatura corrente. Outra
preocupagédo que se teve foi a de selecionar casos com variadas condigbes de
_carregamento e contorno, para comprovar a versatilidade do elemento.

No inicio do capitulo & apresentado o Teste da Malha Irregular (“Patch-
Test’) (McNeal e Harder, 1985) aplicado ao elemento para verificar a validade da sua
formulagao é implementagdo computacional. Na se¢do 6.3 sdo apresentados os
resultados para o Teto de Scordelis-Lo, para o cilindro puncionado e para a casca

hemisférica, casos estes lineares , propostos por McNeal e Harder (1985) com o
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objetivo de verificar os paréametros que podem afetar a precisdo da solugdo numérica.

Nas segcbes 6.4 e 6.5 sdo apresentados problemas que envolvem néo-
linearidade geométrica com o continuo no regime elést_ico. A selec@o dos exemplos
teve como objetivo verificar o desempenho da formulacdo quando utilizada em
problemas sujeitos a grandes rotagées, uma vez que, como foi citado no Capitulo 2,
este € um dos fatores que devem ser avaliados quando se trata desolugdo de
problemas nado-lineares.

Os problemas que apresentam deformacdes plasticas serdo tratados nas
segbes 6.6 e 6.7. No primeiro exemplo, em que se tem uma placa engastada com
carregamento distribuido transversal, sera feita uma avaliagdo comparativa do método»
empregado para integracdo da matriz de rigidez ao longo da espessura com 0s
utilizados por outros autores. No segundo exemplo sera examinado o desempenho da
formulagdo em problemas que apresentam uma combinagdo de efeitos das ndo-

linearidades geométrica e material.

6.2 Teste da Malha Irregular (“Patch-Test “)

O teste da malha irregular (“Patch-Test”) tem como finalidade verificar se
o elemento finito representa os estados de deformagbes constantes quando sé&o
dispostos em uma malha irregular. A aprovagdo nestes testes garante que a solugéo
convergira para o valor exato a medida que houver um refino de malha.

O teste da malha irregular (“Patch-Test”) utilizado neste trabalho foi
recomendado por Huang e Hinton (1986) e consiste em submeter uma malha

distorcida de cinco elementos, como representada na Figura 6.1, a estados puros de



88

flexao, torgao, cisalhamento de membrana, cisalhamento transversal e tragao.

E =10
— t=10
v=03

T
~
[

Figura 6.1 - Patch-Test: geometria e discretizagdo

As condicdes de contorno para os seis testes realizados s&o mostrados
na Figura 6.2. Para os casos de tracdo e cisalhamento, foi aplicada uma forga por
unidade de comprimento F = 6.0, sendo a solugao analitica para as tensdes neste caso

dada por

Ox=0y=0xy = Oxz = (61)

ey
It
N
o)

Nos testes de flexdo e torgéo foi aplicado um momento por unidade de

comprimento M = 0.06, consequentemente deve-se esperar uma tensdo nos pontos de
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integracao dada por

o= —ALII-—C- =0.20784610, (6.2)
onde ¢ representa a distancia entre o ponto de integracdo e a superficie média da

casca e / o momento de inércia da segao.

P el F3)  Fis
! F/6 4, N’”‘
2F/3 A3
uw @ | : T 6: . . 16 uw, 6 t - . : $
F/6 P ) ) $ A6
01 ’ : VW, 01 01
(@) () (©)
F6 2F3  FIS jps |aws (ms
T o fo-'— L 0,, 8> todos os nos F/6 N
F/6 A uw,8,,6; v F/6 . w ] " W6
u,v,0
2By N [P I A . ¥ af ) =
F/6 /u.v,w,O,,O, . F/6 —
! . .6 6 VF6 N / \ M6
Fi6  2F/3 F/6 v ww Ay
@ (e) )

Figura 6.2 - “Patch-Test”: condigdes de contorno (a) Tragdo na diregdo ox, (b) Tragdo
na diregdo oy, (c)Flexdo, (d) Cisalhamento de membrana, (¢) Cisalhamento transversal,

() Torgdo

Os resultados de deslocamentos obtidos para o elemento utilizado neste
trabalho foram satisfatérios sendo coincidentes em alguns casos. No entanto, os

resultados de tensdes apresentaram erros muito acima dos esperados, em torno de
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20%. Por exemplo, para o teste de tragdo na direcdo ox (a), o resultado de tenséo
normal obtido para o elemento mais distorcido foi oy = 4.75. Os mesmos testes foram
aplicados a Qma malha regular e os resultados de tensdes e deslocamentos obtidos
apresentaram erros desprezaveis.

A partir destes testes pode-se concluir que a formulagio utilizada neste

trabalho é altamente sensivel a distorgdo da malha de elementos finitos.

6.3 Casos Lineares

O propédsito de submeter a formulagdo aos testes lineares que serdo
apresentados a seguir é verificar o comportamento do elemento implementado quando
utilizado para resolver casos tipicos que apresentam problemas numéricos de
travamento de membrana e cisalhamento. Além disso, pode-se avaliar a eficiéncia da
formulag&o aplicando-a a problemas cléssicos de estruturas do tipo casca.

A solugdo analitica w, é apresentada na figura que representa cada

problema e seus respectivos autores sdo citados no decorrer do texto.

6.3.1 Telhado Cilindrico

Este exemplo, conhecido como Teto de Scordelis-Lo, consiste de uma
casca cilindrica apoiada em diafragmas rigidos nas extremidades curvas, livre nas
extremidades retas, submetida ao peso proprio (Huang e Hinton, 1986). A Figura 6.3

mostra a geometria e os dados do problema, bem como as condigdes de contorno.



9N

V=0]=0 A

L =500

R=250

E=4.32x10° 1=0,=0
v=0.0

Peso proprio = 90.0

Espessura = 0.25

w, =0.3024

¢ =40°

livre

Figura 6.3 - Teto de Scordelis-Lo: geometria e condigées de conforno

Este teste é adequado para verificar a capacidade do elemento de
representar campos de deformagGes de membrana complexos. Huang e Hinton (1986)
sugerem este problema como um teste de travamento de membrana e apresentam
resultados comparativos entre dois elementos, sendo que foi utilizada uma regra de
integracdo reduzida para o primeiro e uma integragdo cheia no segundo. Estes autores
constataram que o elemento subintegrado apresentou melhores resuitados.

Neste trabalho, foram utilizadas malhas de 2x2, 4x4 e 6x6 para discretizar
um quadrante do dominio, devido as simetrias do problema. Os resultados obtidos
para o deslocamento do ponto médio da extremidade livre sdo mostrados graﬁcaménte

na Figura 6.4. Os valores foram normalizados em relacdo & solugdo analitica
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apresentada por McNeal e Harder (1985).

112 —

1.08 —

1.04 —

Deslocamento normalizado

1.00 — ° —»

0.96 | ] i ] | 1

1 2 3 4 5 6
Numero de elementos em cada diregcdo

Figura 6.4 - Teto de Scordelis-Lo: deslocamento normalizado

O grafico da Figura 6.4 mostra a alta taxa de convergéncia do elemento
utilizado neste trabalho a medida que a malha é refinada. Estes resultados comprovam
a auséncia de travamento de membrana e a eficiéncia do método utilizado para

controlar este tipo de problema.
6.3.2 Cilindro Puncionado
Neste problema um cilindro apoiado nas suas extremidades curvas com

diafragmas rigidos & submetido a agdo de duas forcas diametralmente opostas,

aplicadas na parte central (Belytschko et al, 1985). A geometria, os dados do problema
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e as condigdes de contorno sdo mostrados na Figura 6.5.

Z
L
P
AV
R
=,
X
s
Y
v= 01 =0
L=6000
gm0,
v=03
Carga(P)=1.0
Espessura = 3.0 u=w=0,=0 X

Wa=1.8248x10°

Figura 6.5 - Cilindro puncionado: geometria e condigdes de contorno

A capacidade do elemento de descrever estados complexos de
deformagdes de membrana e flexdo sdo examinados neste exemplo. Belytschko et al
(1985) apresentaram resultados obtidos com elementos com diferentes regras de
integragdo e constataram que o elemento, para o qual foi utilizada uma integracéo
cheia, os resultados obtidos indicaram uma rigidez 10% maior, comparada com a
solugéo analitica apresentada por estes mesmos autores. O elemento subintegrado,
no entanto, apresentou um erro de 3% para uma mesma malha de 25 nds.

No presente trabalho foram utilizadas malhas de 2x2, 4x4 e 6x6
elementos para modelar um oitavo da estrutura, aplicando as condigdes de simetria.

Os resultados obtidos para a deflexdo vertical no ponto de aplicagdo da carga,
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normalizados com relagdo ao apresentado por}Bertschko et al (1985), sdo mostrados

graficamente na Figura 6.6.

1.20 —

1.00

0.80 —

0.60 —

0.40 —

Delslocamento normalizado

l I I I I ] !
0 1 2 3 4 5 6 7
Numero de elementos em cada diregdo

Figura 6.6 - Cilindro puncionado: deslocamento normalizado.

Como pode ser observado no gréfico da Figura 6.6, existe uma boa
aproximacgao dos resultados para uma malha de 4x4 elementos, o0 que demonstra uma

alta taxa de convergéncia dos resultados apresentados.

6.3.3 Semi-Esfera

O problema apresentado a seguir consiste de uma casca hemisférica
submetida a cargas radiais defasadas de 90° e de sentidos alternados, como mostrado
-na Figura 6.7. O propésito deste exemplo é verificar a habilidade do modelo de

elementos finitos implementado de representar flexdo, sem distensdo de membrana,
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uma vez que as deformagdes de membrana sdo bem pequenas. Outra verificacdo que
pode ser feita & quanto a representagdo das rotagdes de corpo rigido que aparecem

nos elementos mais afastados dos pontos de aplicagéo do carregamento.

Z Raio = 10,0
espessura = 0.04
18° E-6.825x10
v=0.3
l I F=10

/ u”92=0

\w -0 ™~
Y
Figura 6.7 - Casca semi-esférica: geometria e condi¢cdes de contorno.

A solugdo analitica é apresentada por McNeal e Harder (1985), sendo o
valor para os deslocamentos radiais dos pontos de aplicacdo da carga dado por estes
autores igual a 0.094. Na Figura 6.8, os resultados obtidos neste trabalho,
normalizados em relagdo a solugdo analitica dada acima, sdo apresentados para as
trés malhas utilizadas para discretizar um quarto do dominio considerando a simetria

do problema.
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1.20 —

1.00

0.80 —

0.60 —

0.40 —

Deslocamento normalizado

0.20 —

0.00

| i
0 2 4 6
Numero de elementos em cada diregdo

Figura 6.8 - Casca hemisférica: deslocamento normalizado

Os resultados apresentados no grafico da Figura 6.8 mostram o bom
desempenho do elemento utilizado neste trabalho e fornecem um bom indicativo de
que ndo houve problemas de travamento de membrana ou dificuldades da

representacdo das rotagdes de corpo rigido.

6.4 Viga Engastada Submetida a Flexdo Pura

Este exemplo consiste de uma viga engastada, submetida a um momento
fletor na sua extremidade livre, modelada com elementos de casca. A geometria, as

propriedades e a malha utilizada sdo mostradas na Figura 6.9.
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¥

50 %m

ayp

| 120.0

M =436.332313
Espessura = 1.0
v=0.0
E=10x10

Figura 6.9 - Viga engastada: geometria e discretizagdo.

A solugdo analitica, para este exemplo, apresentada por Ramm (1976),
mostra que as configuragGes de equilibrio em cada passo de carga correspondem a
um arco de circunferéncia cujo centro se localiza na vertical tomada a partir do ponto

de engaste, conforme mostrado na Figura 6.10.
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Figura 6.10 - Viga engastada com carregamento de flexdo: soluc¢do analitica

O angulo para cada configuragcéo & dado por (Ramm, 1976)
$=—7 (6.3)

sendo M o momento acumulado até o presente passo, E e [ sdo o0 médulo elastico e o
momento de inércia da viga, respectivamente.

O carregamento foi aplicado em quarenta e um passos incrementais,
sendo que foi utilizado um coeficiente de carga de 0.05 para os seis primeiros passos
e 0.02 para os restantes. Esta diminuicdo no coeficiente a partir do sétimo passo se

deve a grande variagdo na geometria que ocorre durante o carregamento,
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ocasionando uma perda de convergéncia no processo de Newton-Raphson (Mouréo,
1991).

Na Tabela 6.1 s&o apresentados os valores de deslocamentos verticais e
horizontais e de rotagdes normalizadas, em relagdo & solugdo analitica apresentada
por Ramm (1976) e de tensGes cisalhantes transversais para algumas configura¢des
intermediarias. Pode se notar que os valores de deslocamentos normalizados

crescem, enquanto que as rotagdes decrescem.

Tabela 6.1 - Viga engastada com um momento na extremidade: resultados normalizados

Deslocamentos Rotagdo Tensdes (9
Passo
u/u w/w ¢/ o,/ 0 o, (3)
4 0.9993 0.9997 0.9997 0.9698 | 0.88x10°°
12 0.9979 1.0013 0.9986 0.9573 | 0.17x10°
20 0.9984 1.0085 0.9984 0.9904 | 0.60x10°
28 0.9993 1.0071 0.9984 0.9882 | 0.16x10™
36 0.9998 0.0144 0.9884 0.9856 | 0.33x10™
41 1.0151 @ 0.9860 0.9840 | 0.50x10"

(1) Néo calculado pois w = 0.
(2) Valores de tensGes na metade do comprimento da viga.
(3) Valores absolutos de o, pois & _ =0

Na Figura 6.11 sd3o mostrados os graficos dos deslocamentos

normalizados.
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—— Solugdo analitica
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0.0 0.4 0.8 1.2 1.6

Deslocamentos normalizados

Figura 6.11 - Viga engastada: deslocamentos normalizados

Os resultados de tensdes cisalhantes transversais mostrados na Tabela
6.1, os quais apresentaram valores bem proximos de zero, demonstram a eficacia do
método de controle de travamento utilizado. Os resultados de deslocamentos
apresentados demonstram o bom desempenho do elemento implementado, quando
utilizado para simular problemas sujeitos a grandes rotagdes.

Na Figura 6.12 sdo apresentadas algumas configuragdes intermediarias

da viga deformada.
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Figura 6.12 - Viga engastada: configuragdes intermedidrias.

6.5 Placa Apoiada com Carregamento de Flexdo

Neste exemplo foi considerada uma placa biapoiada com o deslocamento
axial restrito na extremidade esquerda e livre na extremidade direita. Um momento

fletor foi aplicado em cada extremidade, como mostra a Figura 6.13.
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L=50
b=045
M=20
h=0.01095445
v=0.0

il

Figura 6.13 - Placa biapoiada: geometria e discretizagdo

Para efeitos de comparagdo com os resultados obtidos por Surana
(1983), foi utilizada a mesma malha considerada por este autor, que consiste de cinco
elementos, dispostos axialmente, sendo que foi considerado apenas metade do
dominio de\)ido as condigbes de simetria (Figura 6.13). O carregamento foi aplicado
em dez incrementos iguais. A tolerancia para a convergéncia das equagbes de
equilibrio no processo iterativo, expfessa pela equacéo (3.33), foi de 0.1%.

Na Tabela 6.2 é feita uma comparagdo dos deslocamentos axiais da
extremidade direita, obtidos neste trabalho, com os resultados apresentados por

Surana (1983). Esta mesma comparagdo pode ser vista graficamente na Figura 6.14,
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em termos de deslocamentos normalizados. Ndo se faz um estudo comparativo de

tensdes, uma vez que 0 autor ndo apresenta estes dados.

Tabela 6.2 - Placa biapoiada: comparagdo entre os resultados

Presente Surana Deslocamento.

Passo trabalho (1983) normalizado
u u u/u
2 0.41267 0.4114 1.003
4 1.50071 1.5002 1.0003
6 2.88683 2.8918 0.9983
8 4.12119 4.1282 0.9983
10 4.82106 4.8197 1.0003

A coincidéncia dos resultados demonstra o bom desempenho do
elemento utilizado. Pode-se notar que a maior diferenga em termos percentuais foi de
0.17%, o que pode ser considerado desprezavel em se tratando de um problema néo-

linear.

2.00 — : /

1.60 —

Momento

U Presente trabalho
Surana (1983)

0.00 — T T T T T T ]
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0
Deslocamento Normalizado

Figura 6.14 Placa biapoiada: deslocamentos normalizados.
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As configuragdes indeformada e deformada para alguns valores

intermediarios de momento M s&o mostradas na Figura 6.15.

Figura 6.15 - Placa biapoiada: configuragdes intermedidrias

6.6 Placa Engastada com Deformagoes Plasticas

A seguir sera apresentado um exemplo que ilustra bem a importancia do
método de integragdo em problemas envolvendo deformacgdes plasticas.

O exemplo consiste de uma placa quadrada engastada com um
carregamento uniformemente distribuido na sua superficie. As propriedades materiais

e a geometria do problema estdo mostradas na Figura 6.16.
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L=6.0
E=3.0x10"
vV =03
H' = 300.0
o’ =300
h=02
q=04

Figura 6.16 - Placa Engastada: geometria e propriedades.

Owen e Figueiras (1983) abordaram este problema utilizando

um

elemento finito do tipo “semiloof’, considerando o critério de llyushin (Owen e

Figueiras, 1983), definido em termos de tensGes resultantes adimensionalizadas.

A superficie de llyushin é definida por
QT + Qm = I 4
sendo Or e Q,, expressos por

=n? 2 _ 2
Qr - nu +n22 nu nzz +3n12

2 2 2
Q,=nm;, +m;, —m,m, +3m,,

(6.4)

(6.5)
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com
N, _S
n=—=—
i No SO
(6.6)
4 hi2
m. = G.zdz

Nas equacbes (6.6), o s&o as tensbGes de membrana, 4 é a espessura

da placa e o°a tensdo de escoamento do material.

A integragdo por momentos resultantes, expressos pela equagao (6.5),
admite que a deformacédo plastica s6 ocorre quando a secdo atinge um certo valor de
momento de plastificagdo, dependendo do limite de escoamento do material e das
propriedades geométricas.

Neste trabalho foi utilizada uma malha de 8x8 elementos, sendo que foi
discretizado apenas um quarto do dominio devido a simetria. A regido hachurada da
figura 6.16 representa o dominio discretizado O carregamento foi aplicado em nove
incrementos iguais. Os resultados de deflexdo transversal do ponto central da placa

estao mostrados em forma de grafico na Figura 6.17.
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0.40 —

0.30 —

Carga (q)
I~
3
|

—a— Presente trabalho
—a— Owen e Figueiras (1983)
—e— Imaeda (1992)

0.00

I ’ ] T I i !
0.00 0.01 0.02 0.03 0.04
Deslocamento do ponto central da placa

Figura 6.17 - Placa engastada: deslocamento do ponto central

A abordagem apresentada por Imaeda (1992) emprega o método de
integragdo por camadas, sendo que para este caso, aquele autor optou por utilizar
doze camadas ao longo da espessura da placa e uma malha de 6x6 elementos para a
sua discretizagao.

Como foi observado por Imaeda, a integragéo da relagdo constitutiva por
momentos resultantes, associada ao critério de llyushin, faz prever uma maior rigidez
na estrutura, comparada aos processos de integracdo por camadas ou por pontos de
Gauss. Isto mais uma vez foi comprovado, uma vez que foram utilizados apenas dois
pontos de Gauss para efeitos comparativos com os resultados de Owen e Figueiras
(1983), e ainda assim alguns valores de deslocamentos encontrados superaram

aqueles apresentados por aqueles autores.
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Tabela 6.3 - Placa engastada: comparagdo entre os resultados

Deslocamento transversal no centro da placa
carga (w)
distribuida Presente trabalho | Owen e Figueiras Imaeda
@ (1983) (1992)
0.16 -0.01218 -0.0123 -0.01236
0.20 -0.01527 -0.0159 -0.01596
0.22 -0.01695 -0.0179 -0.01818
0.24 -0.01867 -0.0200 -0.02061
0.26 -0.02102 -0.0223 -0.02367
0.28 -0.02410 -0.0254 -0.27480
0.30 -0.02795 -0.0279 -0.03240
0.32 -0.03277 -0.0318 -0.03883
0.34 -0.03973 -0.0370 -0.04839

A Tabela 6.3 mostra também uma comparagao entre os resultados deste
trabalho com os apresentados pelos autores citados. Pode-se observar que o modelo
utilizado por Imaeda apresentou uma menor rigidez em relagdo aos outros trabalhos.
Isto é explicado pelo nUmero de camadas utilizadas por este autor. Nota-se também
que os valores de deslocamentos apresentados por Owen e Figueiras (1983) sédo
maiores que os apresentados neste trabalho enquanto prevalece o regime elastico,

sendo superado a medida que a plastificagdo se intensifica.

6.7 Telhado Cilindrico sob Carregamento Uniforme

Neste exemplo considera-se uma casca cilindrica suportada por

diafragmas nas extremidades curvas. O problema apresenta uma combinag@o de
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efeitos das ndo-linearidades geométrica e material. As propriedades materiais e

geometria da casca estdo mostrados na Figura 6.18.

diafragma

/ R = 7600.0

Espessura = 76.0
E=21x10°

L = 15200.0
v=0.0

Y g =3.0x10"
0°=4.2

H'=0.0

¢=40°

extremidade
livre

Figura 6.18 - Telhado cilindrico: geometria e discretizagdo

Considerando a simetria da casca, modelou-se um quarto do dominio
utilizando uma malha de sessenta e quatro elementos. Para a integragdo ao longo da
espessura, foram utilizados oitos pontos de Gauss.

Como citado no Capitulo 2, o uso do processo iterativo de Newton-
Raphson em problemas que envolvem materiais elasticos perfeitamente plasticos,
podera levar a singularidades na matriz de rigidez. Neste trabalho optou-se por utilizar

o Método de Newton-Raphson Modificado para evitar este tipo de problema.
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Parish (1981) abordou este problema empregando o método de
integragéo por camadas para avaliar a rigidez ao longo da espessura, sendo que para
este caso o autor utilizou dezesseis camadas. O mesrho processo foi usado por
Imaeda (1992), porém utilizando doze camadas ao longo da espessura.

Os resultados de deflexdo do ponto A obtidos no presente trabalho
comparados com os apresentados por Parish (1981) e Imaeda (1992), sdo mostrados

graficamente na Tabela 6.4. Para os trés casos, o carregamento foi aplicado em

quinze incrementos.

Tabela 6.4 - Telhado cilindrico sob carregamento uniforme: comparagdo entre os

resultados de deslocamentos do ponto A

carga Imaeda Parish Presente
(qx10°) (1992) (1981) trabalho
0.735 -15.133 -14.07 -14.9814
0.885 -18.100 -16.99 -17.9092
1.030 -21.027 -19.90 -20.7044
1.180 -23.916 -22.33 -23.5606
1.330 -26.787 -25.24 -26.4047
1.480 -29.804 -28.64 -29.4063
1.630 -33.006 -32.04 -32.6219
1.780 -36.474 -34.95 -36.0631
1.930 -40.018 -39.32 -39.7492
2.080 -44.097 -43.23 -43.7636
2.230 -48.574 -48.06 -48.2090
2.385 -53.641 -53.88 -53.4233
2.530 -59.714 -60.68 -59.4388
2.680 -66.955 -67.96 -67.0763
2.830 -75.563 -76.21 -76.6127

Estes resultados podem ser vistos graficamente na Figura 6.19.
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3.0F-3 -
2.0E-3 —
G
go -
O
1.0E-3 —
—m— Parish (1981)
—eo— Imaeda (1992)
—a— Presente trabalho
0.0E+0 L A B —
0.0 20.0 400 60.0 80.0

Deslocamento do ponto central da placa
Figura 6.19 - Telhado cilindrico: deslocamento do ponto A.

Pode-se observar na Tabela 6.4 que os resuitados obtidos no presente trabalho
sdo similares aqueles apresentados por Parish (1981) e Imaeda (1992), o que
comprova o bom desempenho da formulagdo utilizada. Uma outra observagdo que
pode ser feita € que foram necessdrios oito pontos de Gauss para se obter uma
representacdo razoavel da distribuicdo de tensGes ao longo da espessura da casca,
numero este inferior @ quantidade de camadas utilizadas pelos autores citados acima.
Obviamente o custo computacional neste tfabalho foi relativamente menor.

A evolugdo da frente plastica pode ser vista na Figura 6.20. Cada reténgulo
escuro que aparece sobre a superficie modelada representa um ponto de integracdo
que plastificou no passo de carga apresentado abaixo de cada figura. Os pontos que
foram utilizados para representar a regido plastificada estéo situados na por¢do mais

externa da casca



AAZ

- 1.48110’3

q- 1.33;:10

q° 1.63)c10‘3
q° 2.08::10’3
do cﬂindric vohxqao da freme



113

q - 2.83x10°

Figura 6.20 - Telhado cilindrico: evolugdo da frente pldstica (continuacdo).
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| CapthIO v

Conclusdes e Sugeerc'Ses

O propésito deste trabalho foi desenvolver uma formulagdo, utilizando o
método dos elementos finitos, para resolver problemas de cascas finas e semi-
espessas envolvendo ndo-linearidades geométrica e material. Esta idéia pode ser viSta
como uma sequéncia dos trabalhos desenvolvidos por Mourédo (1991) e Imaeda (1992)
que enfocaram o tratamento de problemas com nao-linearidade geométrica de cascas
semi-espessas e a andlise elastoplastica de cascas finas, respectivamente.

A formulagdo numérica utilizada foi desenvolvida a partir do principio
~ variacional de Hill (1959) escrito em termos de taxas, 0 que a torna adequada ao
tratamento de problemas elastoplasticos. No entanto, foi necessério adapta-la para o
uso na analise de problemas envolvendo grandes deslocamentos, através da escolha

do par dual tensor co-rotacional de Kirchhoff e tensor taxa de deformagdes, conforme

sugerido por McMeeking e Rice (1975).
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A escolha dos tensores adequados para representar os campos de
tensGes de deformacles foi baseada na propriedade de invariancia as rotagées de
corpo rigido uma vez que, em se tratando de problemas que envolvem grandes
deslocamentos, esta caracteristica é requerida.

Na determinagdo da tensdo de Cauchy, admitiu-se que a taxa de tensado
era constante no intervalo de tempo considerado. Uma sugestdo que pode ser feita é
um estudo mais detalhado desta consideragdo, baseando-se no trabalho de Hughés e
Winget (1980), que apresentam algoritmos para realizar esta integracéo.

A integracdo da matriz de rigidez ao longo da espessura utilizando a
regra de quadratura de Gauss apresentou algumas vantagens em relacdo aos
métodos de integragdo por camadas e por momentos resultantes. A principal delas foi
0 menor custo computacional, conseduéncia da menor quantidade de pontos de
integrag@o necessaria para representar apropriadamente o perfil dos estados de
tensGes e deformagbes na diregdo transversal. Isto foi observado no processo de
solugéo do exemplo 6.6.

O elemento implementado foi baseado no trabalho de White e Abel
(1990) que desenvolveram um elemento isoparamétrico lagrangeano de nove nos,
utilizando a regra de subintegragdo uniforme para eliminar os problemas de
travamento, fazendo um controle de modos espurios baseado em uma matriz de
estabilizagdo. |

Os casos lineares nos quais o elemento foi utilizado representam o teste
de eficiéncia dos processos de controle dos problemas de travamento e modos
espurios. Para estes casos, as respostas obtidas foram muito boas, indicando também
uma alta taxa de convergéncia e a eficacia dos métodos utilizados para controlar estes

problemas. No entanto, os valores de tensdes obtidos no “Patch Test” utilizando uma
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malha irregular, ficaram muito aquém do esperado dando indicios de que a formulagéo
do elemento ndo é tdo eficaz quanto se esperava. Além disso, o uso de fatores
numéricos sem significado fisico na matriz dos coeficientes de estabilizagéo viola um
dos critérios sugeridos por Bathe e Dvorkin (1985) a serem observados por bons
elementos, segundo o qual o elemento ndo deve estar baseado em fatores de ajuste
numéricos. Sugere-se para trabalhos futuros a utilizagdo do processo apresentado por
Huang e Hinton (1986), que utilizam fungdes de interpolagdo assumidas para..as
deformagdes.

As hipoteses materiais admitidas para andlise elastoplastica viéaram
utilizar o modelo classico de Von Mises associado ao encruamento isotrépico. O efeito
Baushchinger, portanto, ndo foi considerado, ficando comprometida a utiliza¢do desta
formulacdo em casos que apresentam carregamento ciclico. Uma forma de eliminar
esta Iimitagéo é utilizar o encruamento cinematico.

O algoritmo utilizado para a integragdo da relagdo constitutiti\}a
elastoplastica foi sugerido por Hinton e Owen (1980). Outros métodos, como os
sugeridos por Simo e Taylor (1986) e Nagtegaal e de Jong (1981), poderdo ser
implementados para se obter um paré@metro comparativo da sua eficiéncia.

Os processos iterativos iutilizados neste trabalho foram o Método de
Newton Raphson e Newton Raphson Modificado, os quais sdo relativamente simples
de serem implementados e eficientes na‘maioria dos casos. Para problemas mais
complexos como aqueles que envolvem “ponto limite”, sugere-se a implementagdo do
método iterativo desenvolvido por Riks (1979) e Crisfield (1983).

Sugere-se como préximo trabalho a utilizagdo de uma teoria de casca de
ordem superior em que o elemento finito, obtido por meio desta formulagdo, nao

apresentaria fenomenos de travamento. Desta forma, os problemas constatados por
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este trabalho, em relagdo ao travamento e controle de modos espurios, seriam
contornados. Também com uma formulagdo desta natureza ter-se-ia valores mais
acurados de tensdes, visto que o campo de deformacies € melhor representado. Uma
desvantagem seria o nimero de graus de liberdade, que fica aumentado em relagdo a
formulagé&o apresentada neste trabalho, bem como a interpretacéo fisica de aiguns

deles, ndo associados a deslocamentos ou rotacgées.
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JZ\PéV\C“Ce 1

Trahsfo rmacdes do Primcfpio

Variacional

Neste apéndice, o principio variacional (3.20) em termos do tensor co-
rotacional de Kirchhoff 7* sera obtido a partir do desenvolvimento da expressdo
(3.14).

A equacdo que relaciona o primeiro tensor de Piola Kirchhoff T e o

tensor co-rotacional de Kirchhoff r* e dada por (3.15) como

I=t;,~0,D,—0,D; +o,v,,. (A1.1)
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Do primeiro termo da equacéo (3.14), tem-se
[ 1 6v, 2, | (A1.2)

Considerando o segundo e terceiro termo da equagdo (A1.1),

substituidos na equacgéo (A1.2), tem-se
c,Dy+0,D,=0,D,+ D, 0o,, (A1.3)
(0yDy+Dy0,) v, =(0, D) v,, +(D,0,) vy, (A1.4)
Utilizando-se uma propriedade de produto interno de tensores,
(A,B)=Tr(A'B)=Tr(AB"), (A1.5)
a expressao (A.1.4) torna-se
oyD, 6v,,+0,D,6v,,. | (A1.6)

Como o e D sdo tensores simétricos, oxDy = oyDu © portanto a

expressao (A1.6) torna-se

0D, 6V, +0,D,6v,, =0, D, (6v, ;+5v,,). (A1.7)



Da equag&o (3.16) tem-se que D, =4 (v, +v,,) e, portanto,

J

v;; + v;i = 2Dy. Consequentemente,
(ovij+ 6vy;) = 20Dy
Substituindo a expresséo (A1.8) na equagido (A1.7) tem-se
(0 Dia + Dy 0) V1 = 204 Dy D = 20 Diy 6D,
Pode-se demostrar que 2oy Dy 6Dy =0;0(Dy Dy;) pois
00 (Dy D) = 6;j(6Dy Dy + Dy 6Dyy).
Novamente utilizando a propriedade (A1.5),
030 (Dy Dy) = 05 Djx D + 03 Dy 6Dy
e utilizando a propriedade de simetria dos tgnsores oelD,
070 (D Dyj) = 033 Dy 6Dy + 05 Dy 8Dy = 0y Dy 0Dy + 0y Dyy 8Dy,

O',J5(D,k D]g) = 20',_] D]g 5D,k
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(Ai 8)

(A1.9)

(A1.10)

(A1.11)

(A1.12)

(A1.13)
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Desta forma, a equagao (A1.4) torna-se

(0yDi + Do) vji = 050(DuDyy). | (A1.14)
A ultima parcela da equacéo (A1.1) quando substituida em (A1.2) resulta

(0w Vi) vy (A1.15)
Aplicando a propriedade (A1 .§) tem-se

Oik Vik OV, ' (A1.16)

Com o mesmo procedimento usado na equagdo (A1.9), pode-se

demostrar que

Gy, OV, =10, 8(v,, v,,), | (A1.17)
como segue:
La,600,v,)=10,600,v,,) (A1.18)
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[

==(0, 0V, V,, +0, v, 06v,,)

) N

éo-ij 5(vk.i'vk.j)= i Jkavkl )- (A1.19).

O primeiro termo da equacéo (A1.1) é desenvolvido da seguinte forma:

T Sv, =1, [-;-((sv,._j +8v,, )- é(&vw_ -5v, )1 (A1.20)
Das equagdes (3.16) e (3.31) tem-se:

T,0v,,=7,0D, -7, 0W,. | (A1.21)
Como W é antissimétrico e 7* é simétrico, 7;*6W;; = 0, logo

T,0v,, =1,8D,. (A1.22)

v

Substituindo as expressdes (A1.14), (A1.19) e (A1.22) na equagéo (A1.2),

obtém-se

|3 8D, =20, 6(2D,D, = v,,v,,)1d2 =

[ 8 ov,d2+] f, ov,ds. (A1.23)



