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RESUMO

Quando as variaveis envolvidas em um projeto de investimentos, tais como, fluxo de caixa,
duragéo (vida) dos projetos, custos e taxas de juros possuem um comportamento desconhecido,
ou as informagdes a respeito destas, sio vagas e mal definidas (difusas), faz-se necessério
utilizar-se ferramentas especificas, tais como modelos baseados em intervalos aritméticos. Os
intervalos aritméticos sdo de facil tratamento matematico, porém estes tém a desvantagem de
serem pobres no que se refere a informagdes de ordem qualitativa sobre o comportamento
estatistico das variaveis envolvidas. Este trabalho, busca incorporar informagdes qualitativas,
visando reduzir a incerteza e melhorar o processo de decisdo. Adicionalmente, apresenta-se mais
de uma alternativa para se analisar os intervalos de dominancia. Este procedimento direciona a
analise para aquelas informagdes mais relevantes, limitando-se as varidveis mais importantes,
encurtando o intervalo de pesquisa e enriquecendo desta forma o processo de decisdio



ABSTRACT

When the variables involving the budgeting capital problems, such as, cash flow, project

lives, salvage value and@ra’ge have a behavior unknow, or the information are vagueness
and imprecises (fuzzy), its requiréd the use of some more especific tools, rather than the
tradicional engineering economic models, a model based on arithmetic interval is one of this
possibilities. The arithmetics intervals is a easy tool and may be used, however doesn't take a
advantage of the use of the statistical knowledge, becoming a poor estimator, of the behavior of

the function. This job try to incorporate more informations, particularly the qualitative one, in_
order to reduz the vagnesses of the variables and &)ﬁg_dpi_gg, Improve the decision process.
Addicionally this paper try to present more than one method of analyzes inorder to search for
eventual interval of dominances. These procedure have the ‘advantage of Mgg_
maker to search of more relevant information of only the most important variables, limiting the

3 . - . . ——
job and improving the decision process.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - Identificacido do Problema

Na metade dos anos 20, a Andlise de Investimentos ja era um instrumento utilizado pelas
grandes empresas, na selegdo e alocagio de recursos financeiros. A principal caracteristica do
sistema produtivo entdo vigente, baseava-se em linhas de produgdo rigidas, atendendo a um
mercado crescente e relativamente estavel. Nessa época, ndo havia ainda a necessidade de que os
meétodos de andlise fossem muito precisos. De fato, os ciclos de longa duragio dos produtos
facilitavam sobremaneira a compilagio de dados confiaveis, os quais serviam de base a modelos
de andlise de natureza deterministica. E foi nesse ambiente, razoavelmente equilibrado, que
surgiu a grande maioria dos modelos de analise de investimentos.

A utilizagdo dos modelos deterministicos continuou sem sofrer grandes modificagdes, até
o final da década de 70, a partir do momento em que sucessivas crises e transformagdes
econdmicas atingiram as grandes poténcias. Buscou-se, entfio, incorporar novas técnicas aos
modelos de andlise de investimentos, procurando manter a variavel risco sob controle.

A medida em que o sistema produtivo evoluiu no sentido de reduzir o ciclo de vida dos
produtos, via substituigdo dos modelos baseados em produtividade, pelos modelos onde o
objetivo era a competitividade, tentou-se ajustar os métodos de andlise 4 nova realidade,
incorporando-se aleatoriedade aos mesmos. Os problemas dos modelos probabilisticos tornaram-
se evidentes, quando modelos relativamente sofisticados nfio foram capazes de produzir, na
pratica, resultados compativeis com os planejados. Esta diferenca entre o planejado e o
alcangado com os modelos de analise de investimentos probabilisticos, em grande parte, deve-se
ao fato de que o meio ambiente sofre transformagdes, as quais nem sempre podem ser
classificadas como de natureza aleatoria. Pode-se citar, como exemplo, o advento da produgdo de
novas tecnologias ¢ produtos de ciclo de vida muito curto, que dificultam sobremaneira a
observagdo e formatagio de dados que sejam estatisticamente confiaveis. O resultado da falta de
dados que permitissem construir-se uma distribuigio de probabilidades cléassica (fdp) foi
alternativamente substituido pela aplicagdo de modelos baseados em probabilidades subjetivas.



1.2 - Propésitos do Trabalho

Com base no exposto anteriormente , o presente trabalho busca fornecer alternativas que
auxiliem na andlise de investimentos, em situacc”)es de notada complexidade, como sdo as
atualmente encontradas no mundo econdmico, uma vez que os Intervalos Aritméticos, base do
modelo proposto, podem representar com maior realidade, situagdes envolvendo incerteza e
imprecisdo.

Entende-se que a visdo de longo prazo, na qual baseavam-se os primeiros métodos de
andlise de investimentos, estd superada. Por tal entendimento, sugere-se como principal
instrumento de analise a técnica de discretizagdo dos Intervalos de Possibilidades. Este processo
permite avaliar-se cada projeto, a cada intervalo de tempo, tdo breve quanto necessario for, uma
Vez que os projetos possuem caracteristicas proprias. Sabe-se que alguns tipos de projetos de
investimentos caracterizam-se pela grande velocidade de obsolescéncia.

Além disto, associa-se uma distribuicdo de possibilidades a técnica da discretizagdo,
melhorando sensivelmente o processo de tomada de decisgo sob condi¢es de incerteza.

O trabalho propde-se, ainda, a descrever e ilustrar trés métodos alternativos, os quais
serdo utilizados em conformidade com a necessidade estratégica do decisor, uma vez que s3o
métodos complementares, e se utilizados em conjunto, formam uma metodologia simples e
eficiente no tratamento de situagdes de incerteza.

1.3 - Limitacdes do Trabalho

Alguns pressupostos basicos devem ser observados na utilizagio do modelo proposto,
uma vez que sdo absolutamente necessarias abstragbes para construgdo do medelo. Porém,
entende-se que estas limitagSes impostas ndo prejudicam a idéia basica pretendida, tendo em
vista que o relaxamento de algumas condigdes tem o objetivo tinico de facilitar a aplicagio
pratica do modelo, para tal supde-se que:

- 0s intervalos devem conter, no minimo, os valores limites (minimo e maximo);

- 0s projetos sejam independentes estatisticamente;



- que o coeficiente de aversdo ao risco (4), representa a aversdo de um
decisor cuja fungdo utilidade € cdncava e monotonicamente crescente;

- as varidveis podem ser representadas por uma distribui¢do
de possibilidades triangular, ou Beta aproximada;

- a taxa de juros () tem um comportamento uniforme ao longo do intervalo
de possibilidades, isto €, que ndo sofra variagSes em fungdo do tempo de duragiio dos
projetos.

1.4 - Organizacio do Trabalho

Com excegdo do primeiro capitulo, onde apresenta-se a introdugfio do trabalho, que
constitui-se de outros cinco capitulos que distribuem-se da seguinte forma:

No Capitulo 2 apresenta-se um historico da evolugio da analise de investimentos, onde
aponta-se, sem preocupagdo cronologica precisa, as diversas etapas do desenvolvimento e
transformagdo das formas de produgo e suas implicagdes na evolugiio dos métodos de analise.
Procura-se identificar as mudangas mais importantes e que motivaram o estudo e adequagdo das
técnicas e métodos de andlise de investimentos. Neste capitulo, cita-se também, os autores que
mais contribuiram para o desenvolvimento e reconhecimento da analise de investimentos como
ferramenta cientifica de tomada de decisdo.

O Capitulo 3 serve de referencial teérico ao modelo proposto, uma vez que nele estio
contidas as principais ferramentas para construgo pratica do modelo proposto. Sdo relacionadas
tanto técnicas de amplo conhecimento e utilizagio, como técnicas novas e nio tio bem
conhecidas, mas de grande potencial, e que acredita-se, em pouco tempo serdo de uso rotineiro,
como ¢ particularmente o caso dos conjuntos difusos. Além disso, sugere-se algumas técnicas
que visam melhorar a precisio dos Intervalos Aritméticos.

Tem-se o propésito de obedecer a uma seqiiéncia l6gica, levando de uma condigdo inicial
de grande incerteza, até um ponto em que seja possivel selecionar dentre um conjunto de
projetos, aquele que apresenta a maior possibilidade de sucesso. Isto ¢ feito no Capitulo 4, onde é
possivel constatar que em situagdes de incerteza, pode-se melhorar sensivelmente a analise
através da utilizagdio de técnicas complementares, conferindo-se maior precisdo e seguranga ao
decisor.



No ultimo capitulo, o de numero 5, apresentam-se as conclusdes e recomendagdes a
respeito do trabalho, indicando-se algumas areas de intersec¢do com o modelo proposto, que nio
foram tratadas, mas que sdo de relevancia, embora nfo sejam indispensaveis dentro daquilo que o
modelo propde-se a realizar.



CAPITULO 2

EVOLUCAO HISTORICA DA ANALISE DE INVESTIMENTOS

2.1 Introdugio

A atividade dos Engenheiros de Produgdo, remonta a quase um século, segundo Gantt
[42], "E uma lei da Economia, de que os grandes lucros s6 podem ser mantidos
permanentemente por operagdo eficiente... A suprema importancia da eficiéncia como fator
econdmico foi primeiro compreendido pelos alemdes, ¢ foi este fato que os capacitou avangar
sua condigdo industrial, que a vinte anos era uma pilhéria ... é que eles reconheceram o valor
do Engenheiro cientificamente preparado como um fator econdmico."

O que Gantt estava percebendo naquele momento, foi identificado mais tarde como
sendo a "revolugdo técnico-cientifica”, que deu-se no momento em que as empresas
perceberam que a ciéncia aliada aos abundantes recursos naturais, poderia impulsionar de
forma muito rapida e segura o crescimento da produgdo.

Segundo Braverman H. [I], "A primeira organizagdo de pesquisas fundada com o
proposito especifico de ihveng:ﬁo sistematica foi inaugurada por Thomas Edson em Menlo
Park, Nova Jersey, em 1876, € os primeiros laborat6rios governamentais foram instalados pelo
Departamento de Agricultura pela lei Hatch de 1887. Arthur D. Little comegou seu laboratério
independente de pesquisas em 1886. Estes foram os precursores das organizagdes de pesquisas
nas empresas: Eastman Kodak (1893), B.F. Goodrich (1893) e o mais importante, General
Ellectric (1900)".

Tal qual as atividades de um Engenheiro Eletricista foram determinadas e
condicionadas pelas leis da fisica, a fungdo do Engenheiro Economista foi forjada pelas
condicionantes quantitativas, a nivel matematico, e qualitativas, & nivel social, as quais sdo
resultantes das decisdes individuais dos agentes envolvidos.

Para Kaplan [2], "Durante a metade dos anos 20 , medidas como payback e retorno
sobre investimentos, dominavam os processos de avalia¢do de investimentos ..." Na década de
50, sofisticadas técnicas de analise de investimentos foram incorporadas aos fluxos de caixa e
estudo do dinheiro no tempo. Mesmo que estas técnicas fossem aplicadas com "... o objetivo
de guiar a tomada de decisdio sobre investimentos, as empresas americanas, por exemplo,
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continuaram até a década de 80, com um desempenho muito pobre, se comparadas com as
empresas asiaticas e européias”, segundo Sullivan [3].

Neste periodo, o objetivo principal das empresas era a acumulagio de capital, tendo
como caracteristicas principais o controle e a redugio dos custos, visando alcangar 0 méaximo
de produtividade.

Dean [4], foi um dos autores responsaveis pela divulgacdo e aceitagiio dos métodos
matematico-financeiros ja desenvolvidos. Através de sua obra contribuiu para que os
empresarios passassem a se interessar pelo trabalho dos Engenheiros Economistas, a exemplo
do que acontecera com os demais Engenheiros de Produgdo algumas décadas atris na
Alemanha.

O ingresso de Engenheiros Economistas deu-se primitivamente nas areas de analise e
alocagdo de recursos das grandes corporagdes. Estas areas foram privilegiadas com intimeros
trabalhos, através da produgio de estudos relativos a equivaléncia dos métodos mais
utilizados, como por exemplo o Valor Presente e a Taxa Interna de Retorno, os quais
tornaram-se alvo de interesse da grande maioria dos estudiosos da area de Analise
Econdmica.

Até o fim da década de 70, poucas foram as transformagdes sofridas nos processos de
analise de investimentos. A partir dos anos 80 comega-se a implementagio de modelos mais
sofisticados, baseados em analises estatisticas. Estes métodos passam a incorporar o
parametro risco, que fora ignorado até ent#o.

Em Ensslin [5], percebe-se a extensdio da utilizagio dos métodos anteriormente
mencionados, quando este cita o trabalho de pesquisa desenvolvido por Fensterseifer [6],
revelando que 63,7 % (sessenta e trés virgula sete por cento) das empresas brasileiras
analisadas no periodo de 1985-1990, utilizaram os critérios de fluxo de caixa descontado em
suas alocagdes de recursos. E continua, "... na realidade, eram utilizadas duas medidas para
definir a forma de utilizagio da taxa critica de pré-selegio " de projetos, uma vez que foi
identificada uma fase de seleg@io primaria, baseada na taxa de desconto critica, ou minima.

Ainda, segundo Fensterseifer [6], no Brasil as pesquisas apontam para uma proporgio
de 63% (sessenta e trés por cento) de empresas que consideram o risco em suas andlises,
detectando também, a maneira com que este risco € incorporado ao processo de andlise. Isto
¢, na forma de acréscimos a taxa de minima atratividade, variando na proporgdo do risco do

- _ = e—

T
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projeto, de um minimo de 2% (dois por cento) até um maximo de 30% (trinta por cento) ao

ano.

No trabalho de Fensterseifer[6], ficou evidente também, o alto indice de discrepancias
entre o que foi projetado e os valores realmente alcangados nos projetos. Ensslin [5] reforca
que trabalhos semelhantes efetuados nos Estados Unidos na década de 80 mostraram os
mesmos problemas, justamente na época em que esse pais comega a perder competitividade
no mercado internacional.

A persistente distdncia entre o projetado nas andlises € os resultados alcangados
tiveram como consequéncia um aumento da descrenga no trabalho dos Engenheiros
Economistas. Isto porque, a despeito do conhecimento de suas técnicas sofisticadas, as
empresas prosperaram quando os recursos naturais eram abundantes e a economia gozava de
um certo equilibrio. Porém, quando as condigdes mudaram e os modelos de produgdo
existentes deixaram de ser capazes de responder satisfatoriamente, os Engenheiros
Economistas ndo foram capazes de criar alternativas que revertessem a situagio, caindo com
isto em desgraga junto aos empresarios.

De acordo com Kaplan [2], "Grandes mudangas no gerenciamento das inddstrias e
servigos vém ocorrendo a partir da década de 80. Os sistemas de controle e gerenciamento
ficaram antiquados diante da necessidade de maior flexibilidade e mudanca de estratégias que
se fizeram necessarias".

Fensterseifer [6] d4 sua contribuigdo para que se identifique uma mudanga importante
nos objetivos das organizagSes. Entrevistando empresarios brasileiros, estes elegeram em
primeiro lugar a preocupagdo com os objetivos estratégicos, seguindo uma tendéncia que se
verifica a nivel mundial.

Segundo Hays H. e Pisano P.G. [7] , " Durante os anos 80, as empresas americanas
redescobriram o poder que torna as empresas superiores dando inicio a uma série de
atividades visando melhorar suas competitividades ".

Estas empresas adotaram uma série de programas, tais como: TQM (Total Quality
Management), JIT (Just In Time) e DFM (Design for Manufacturability), dentre outros, com o
objetivo de sobrepor-se a grande expansio e dominio do mercado pelos concorrentes
asiaticos. Algumas desta empresas lograram sucesso, porém a grande maioria fracassou.

i
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Em consequéncia da disputa deste mercado segundo Ensslin [5] "...inicia-se entdo, um
processo de vida ou morte para recuperar o terreno perdido ".E continua, apontando que um
dos motivos do fracasso estd em que, "...Como a ferramenta utilizada era a produtividade, foi
nela que os empresarios se agarraram e investiram macigamente. Os resultados foram
frustrantes, pior, os resultados foram paradoxalmente opostos .."

Ensslin [5] continua questionando, de quem ¢ a responsabilidade pela aplicagdo dos
métodos incorretos? "..grande parte da responsabilidade deste paradoxo ¢ devido aos
Engenheiros de Produgdo, particularmente aqueles com atuagdo na area de selegdo e alocagio
de recursos, os da area de Engenharia Econdmica".

Se por um lado, procede a alegag¢@o de que os Engenheiros de Producdo tiveram sua
formag@o em um ambiente sujeito as regras do taylorismo a 50 anos atras, portanto totalmente
alheios as reais necessidades das empresas modernas. Por outro lado, também ¢ procedente a
observagdo de que os Engenheiros de Produgdo, enquanto trabalhadores, foram vitimas das
condigdes impostas por um sistema impiedoso e obstinado na busca da produtividade, o que
fica evidente na seguinte colocagio, de Braverman H. [1] que diz :

"...0 trabalho mental consiste de sinais no papel. O trabalho mental ¢ feito no cérebro, /
mas uma vez que assume a forma de produto externo - simbolos linguisticos, numeros e

. . ~ . . !
outras formas de representacdo, implica em operagdes manuais tais como escrever, desenhar,

operar maquinas etc..., para fins de criar o produto. E portanto possivel separar as fungdes de : '

concepgdo e execugdo. Tudo o que se exige € que a escala de trabalho seja suficientemente |

grande para tornar esta divisdo econdmica para a empresa." /

De fato, de acordo com Braverman H. [1], esta observagdo fora experimentalmente
afirmada muito antes por Babbage C. [1830] "...a divis@io do trabalho pode ser aplicada com
igual €xito tanto as operagdes mentais como as mecénicas, € que ela garante em ambos a
mesma economia do tempo". Isto foi demonstrado, quando na revolugdo francesa adotou-se o
sistema decimal, tornando necessario a adaptagdo de diversas tabelas ao novo sistema. Com a
ajuda de colaboradores Babbage demonstrou a aplicabilidade do modelo de divisio do
trabalho proposto por Adam Smith [8], tdo somente substituindo os alfinetes por logaritmos e
fungBes trigonométricas. Portanto, sob este ponto de vista, é compreensivel que o Engenheiro
de Producdo enquanto analista sujeito as técnicas de gerenciamento que visavam controlar e
explorar a0 miximo a capacidade de produzir, fosse tolhido de sua capacidade de criar.
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Sabe-se que este controle sistematico da produgdo, aconteceu primeiro a nivel de chio
de fabrica, estendendo-se posteriormente a administragdo ¢ 4 organizagdo como um todo,
abrangendo na pratica a todas as classe de trabalhadores sob gerenciamento cientifico.

Possivelmente, os atuais Engenheiros de Produgdo sejam questionados num futuro
muito préximo, uma vez que o tipo atual de sistema de produgdo, por certo nio ¢é definitivo, e
as estratégias adotadas hoje, podem nio serem validas amanhd, inviabilizando muitas
premissas tidas como verdadeiras na 4rea de Analise de Investimentos, haja visto que alguns
indicadores relativos a economia japonesa, bergo dos modelos em c6pia pelo resto do mundo,
Jja indicam que o sistema d4 seus primeiro sinais de fadiga.

2.1.1 Adaptacio Estratégica da Engenharia Econémica

Para Porter [9], "O objetivo da estratégia competitiva para uma empresa em uma
industria € encontrar uma posi¢do ( na indistria) onde a empresa possa se defender da melhor
maneira possivel contra as forgas competitivas, ou para influencia-las a seu favor".

As metas das empresas sio perseguidas através de estratégias. Com o planejamento
assumindo caracteristicas adaptativas, o modelo que perseguia produtividade foi substituido
por um modelo que enfatiza a competitividade. Todas estas mudangas ocorreram na tiltima
década, quando as empresas norte americanas precisaram enfrentar os paises asiaticos, numa
luta desesperadora para recuperar as posi¢des perdidas.

Estudos produzidos por Sullivan [3], Canada[10], Skinner [11] e outros, mostram que
os engenheiros economistas estdo distribuidos segundo as areas de maior importincia, como
se os modelos de produgio ainda priorizassem a produtividade. E se fossem representados por
uma forma piramidal, seria necessario inverter a base da pirdmide, colocando-a de cabega
para baixo. Isto €, invertendo as 4reas de concentragdo das atividades dos Engenheiros
Economistas, para que suas atividades fiquem coerentes com as estratégias adotadas em
modelos de produgio baseados em competitividade.

Os pontos basicos propostos por Sullivan [3], para que o Engenheiro Economista volte
a ter importéncia € seja um profissional de "seu tempo" sdo os seguintes:

- 0s investimentos devem estar vinculados 4 politica estratégica da organizagio;

- todas as limitagSes da organizagdo devem ser consideradas;
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- precisam ser desenvolvidos procedimentos para avaliar o risco do investimento;

- precisam ser desenvolvidos procedimentos para quantificar e avaliar todos os
beneficios, inclusive os ndo financeiros;

-deve-se providenciar um acurado sistema de informagdes, particularmente de custos;

-precisam ser muito bem conhecidas as repercussdes do impacto dos projetos;

-0s processos decisorios devem dar maior atengdo as politicas de identificagdo de
riscos € seu gerenciamento; e

- a compreensdo, suporte € participagdo do gerente geral na definigdo dos critérios e
politicas de identificagdio, analise e sele¢io de alternativas de investimentos &
fundamental.

Pode-se acrescentar a necessidade de tratar-se cada situagdio de analise e tomada de
decisdo, como uma situa¢do inica ou exclusiva, isto é, com todas as peculiaridades inerentes
a um processo de avaliagdo que um ambiente complexo exige.

Em resumo, diante de um ambiente complexo, faz-se necessario que a andlise e

tomada de decisdo seja flexivel o suficiente para encaminhar uma solugdio rapida e eficiente
para cada caso analisado.

2.2 Os Modelos de Anilise de Investimentos
2.2.1 Introducio
Os modelos de analise de investimentos vém sendo aperfeigoados e incorporados com

novas técnicas, principalmente a partir do fim da década de 70. Estes dividem-se em trés
grandes grupos (deterministicos, estocasticos, multi critérios), os quais sdo utilizados em

conformidade com a necessidade que se apresenta. Uma quarta opg¢io, os Modelos °

Possibilisticos, estd sendo desenvolvida em trabalhos recentes, e sera objeto de pesquisa do
presente trabalho.
Leonton om s
Estes modelos podem serutilizados em conjun‘@ quando possivel, 0 que em algumas
oportunidades melhora sensivelmente 3 qualidade das ‘i'rlforrnaqﬁes para a tomada de deciso.
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Dentre os modelos de analise de investimentos, alguns sio muito recentes € pouco
conhecidos pela empresas, portanto sio modelos que tém um grande potencial a ser
explorado, podendo estes virem a ser, num futuro préximo, excelentes alternativas como
ferramenta de anélise de tomada de decis@io em condigdes de complexidade e incerteza.

Descreve-se a seguir os modelos mais utilizados, € os modelos ndo tio conhecidos
como os classicos, mas em desenvolvimento ¢ com boas perspectivas de substituirem em
pouco tempo aqueles que ndo sdo mais capazes de garantir uma boa proximidade dos
resultados desejados, com os resultados alcangados.

2 2.2 Os Modelos Deterministicos

Os modelos deterministicos, sdo aqueles que pressupdem a ocorréncia de um unico
estado para as varidveis, isto €, as varidveis envolvidas nestes modelos podem assumir apenas
um tnico valor, e este valgﬁgfaﬁméﬁg coﬁheéido)

Mack [12], define certeza (conhecimento perfeito), como sendo "...uma situagdo na
qual apenas um estado da natureza ¢ possivel - isto &, o evento Y tem probabilidade 1 (um), e
todos os demais tem probabilidades 0 (zero)".

Com base nesta afirmagéo, os modelos deterministicos, podem ser tratados como um
caso particular dos modelos probabilisticos, quando vistos sob a dtica da probabilidade de
ocorréncia dos eventos (varidveis), uma vez que quando a probabilidade P(X) ¢ igual a 1
(um), significa dizer que existe 100% de probabilidade de ocorréncia do evento, isto implica
no perfeito conhecimento do valor deste evento.

E evidente que estas condi¢des, na verdade, ndo passam de um pressuposto teérico,
dado que as condigdes do meio ndo estdo sujeitas as leis e ao controle dos analistas, portanto
com frequéncia, os resultados alcangados ndo sdo compativeis com a realidade. Porém, este
fato ndo implica na inutilidade dos modelos deterministicos. Em certas circunstincias estes
sdo relativamente eficientes, principalmente quando nfo se requer uma grande precisio dos
resultados, ou nos casos em que as variagdes sdo relativamente pequenas.

Em analise econdmica sob condigdes deterministicas, dois tipos de critérios basicos
sdo considerados, os critérios ‘econdmicos (rentabilidade do Investimento) € 0s cCritérios
é financeiros (disponibilidade dos recursos), € os dois métodos mais importantes sdo, o método
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do Valor Presente e o método da Taxa de Retorno. Outros métodos como Anuidades, Valor
Futuro e TMA, séo varia¢des dos dois anteriormente mencionados.

Os métodos do Valor Presente e da Taxa de Retorno devem ser equivalentes, e para
que isto ocorra, deve-se tomar medidas preventivas, isto é, pode ocorrer discrepancia entre os
metodos e "... esta discrepancia € o resultado de suposigdes referentes a taxa a que os fundos
liberados pelo projeto sdo reinvestidos ... a discrepancia entre os dois métodos, desaparece
portanto, se utilizarmos para ambos a mesma taxa de reinvestimento”. Ensslin [13].

2.2.3 Processos de Otimizagio

2.2.3.1 Programagio Linear (PL)

Para Kahne S. [14], "Os métodos quantitativos, tais como os de Programagio Linear,
se utilizados apropriadamente podem ser ferramentas de grande valia nas maos de executivos
competentes”.

Segundo Lanzer E.A. [15], "A Programagdo Linear ¢ hoje o instrumento de Pesquisa
Operacional mais comumente empregado na resolugdo pratica de problemas decisorios
objetivos € de certa complexidade. Isto se explica, por um lado, pela versatilidade do
instrumento e, por outro, pelo nivel relativamente pouco sofisticado dos seus fundamentos
matematicos."

Na area de Analise de Investimentos, os modelos com base em Programacéio Linear
tm sido utilizados quando ocorre uma situagio na qual existem muitas alternativas
competindo entre si, € os recursos destinados a estas, s3o limitados.

Os métodos de Programagdo Linear tém caracteristicas que facilitam sobremaneira o
exercicio de analise de sensibilidade dos dados, fornecendo informagdes importantes sobre
quais variévm intensidade, no resultado final. Este fato é
relevante na medida em que fornece subsidios adicionais ao decisor.

Basicamente, os modelos de Programagdo Linear podem ser representados da seguinte
forma:

Otimizar Z=Cx
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Sujeito a; Ax=b
x>0
Onde:
Z = fungo a otimizar (maximizar ou minimizar)
A = matriz de coeficientes técnicos;
x = variaveis de deciséo;
b = requerimentos;
¢'= coeficiente da fungio objetivo

Uma das dificuldades da aplicagdo de modelos com base em Programacfo Linear em
andlise de investimentos, ¢ que este tipo de modelo ndo representa adequadamente a

complexidade do mundo real. Um dos motivos desta dificuldade deve-se a
unidimensionalidade da funggo objetivo, a qual requer informagdes de custos e beneficios que

quase sempre sdo impossiveis de obter-se". (Lee [16])

2.2.3.2 Programacio por Objetivos (PPO)

Charnes e Cooper [17] desenvolveram o conceito de programagdo por objetivos, o
qual deriva da necessidade de corrigir os problemas enfrentados, quando da utilizagdo de PL
em problemas com miltiplos objetivos, seja 0 exemplo seguinte:

Maximizar Z=$ x; + $ 12 x,
Sujetio a: 3x) +2x,<12
5xq <10
X1+ x2 8
-x1 t x2 4
X, X2 0

Esquematicamente, pode-se representar através da figura 2.1. Nota-se que as 4reas de

decis@o ndo se interceptam, impossibilitando a resolugio por intermédio de PL.

2

3x, +2x,=12

0 2 4 8 1

Figura 2.1 RestrigSes e Areas de Possiveis Solugdes
Fonte: Lee,S.M. Programming for Decision Analysis Pg. 17
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Assumindo que as duas primeiras restrigdes representem os recursos disponiveis, em
capacidade de maquinas, € a terceira e quarta restrigdes representem os objetivos a serem
atendidos. Entdo, a fungdo objetivo pode ser mudada, de maximizagdo dos lucros para
atentimento dos objetivos da seguinte maneira:

MinZ= |x;+xy-8|+|-x; +x,- 4]
Esta fungfo representa a idéia basica de programagdo por objetivos.

A caracteristica principal dos modelos de Programagdo por Objetivos, é priorizar os
objetivos mais importantes e resolver o problema até onde os recursos permitam fazé-lo.
2.2.3.3 Programacio por Penalidades (PPP)

No caso de programag@io por penalidades, os critérios estio submetidos a um
determinado conjunto de restrigdes, figura 2.2.

X
2

1
Figura 2.2 Interse¢do Restrigdes x Objetivos

A figura 2.2 sugere que existe um conjunto de objetivos sujeitos a um conjunto de
restrigbes. O decisor deve analisar quais objetivos podem ser alcan¢ados, dentro do conjunto
intersecgdo C = R N O . Nesta condigdo, os objetivos devem obedecer uma ordem de
prioridade, a qual deve ser definida através da atribuigdo de pesos conforme julgamento do
decisor. ( Ijiri [18] )

2.2.3.4 Otimizacao da Utilidade

Segundo Lee[16], "...Para superar a unidimensionalidade da fungdo objetivo requerida
na programagcdo linear, tém sido feito muitos esforgos para converter varios objetivos, custos
ou medidas de valor, em um unico critério, chamado utilidade".
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Logo, para Lee[16], a transformagfio de uma fungdo de valor em uma fungio de
utilidade reduziria as limitagSes encontradas em modelos de programagdo linear , quando
aplicados a situagdes complexas. Porém, este reconhece que nfo é tarefa simples definir-se
fungdes de utilidade, tanto a nivel individual, quanto a nivel de grupos.

A escolha baseada na fungdo utilidade, a despeito das dificuldades anteriormente
mencionadas, tem tido grande utilizagio em andlise de investimentos. Sob este tipo de
fun¢do, o decisor atribui pesos aos critérios conforme sua curva de utilidade, a qual é
construida com base em sua aversio ao risco.

Considerando-se que a incerteza estd presente na grande maioria das situagdes de
decisdo, os valores atribuidos & funcgfio utilidade, sdo valores subjetivos, os quais tém
fundamentagdo na expectativa do decisor. Desta forma o decisor tende a atribuir pesos
maiores aqueles critérios que julga serem mais provaveis de ocorrer.

2.2.3.5 Modelos de Analise Multicritérios

A principal caracteristica dos modelos multicritérios ¢ englobar num mesmo
problema, valores qualitativos e quantitativos. O resultado final destes métodos é obtido em
forma hierarquizada das alternativas em analise.

A estrutura geral dos modelos multicritérios tem como base o grafo exemplificando na
figura 2.3.

OBJETIVO OBJETIVOn |

CRITERIO 1 CRITERIO2 |.. CRITERIO n

ALTERN2 [T

Figura 2.3 Fluxograma dos Modelos Multicritérios
As alternativas sdo relacionadas com os critérios, € 0s critérios com os objetivos,
através de pesos, os quais sdo definidos segundo uma escala de importancia relativa atribuida

pelo decisor.

As duas familias de métodos multi critérios mais utilizadas sdo:
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- os métodos Analitico-hierdrquicos - O mais popular ¢ o método AHP (Analytic Hierarquic
Process) desenvolvido por Saaty[46], um dos precursores no desenvolvimento de métodos
analiticos multi critérios, baseando-se para elaboragdo destes modelos, na teoria aditiva do
valor. Para a conexdo entre as alternativas e os critérios, Saaty [46] propds uma escala de
preferéncias baseada em um intervalo entre 1 € 9. Através de uma matriz de auto vetores, este
método permite corrigir-se problemas de inconsisténcia entre os pesos atribuidos;

- 0os métodos "outranking" - Sdo métodos que diferenciam-se dos primeiros, basicamente por
serem métodos nos quais as piores alternativas sdo eliminadas e os critérios sdo definidos
com base em fungdes de preferéncia. O resultado final destes métodos ¢ obtido em forma
hierarquizada. Os principais mais utilizados sio os das familias ELLECTRE e

PROMETHEE.

>

O método AHP tem sofrido muitas criticas nos Gltimos anos, porém a grande maioria
dos problemas apresentados pelo método, foram corrigidas recentemente. Também ¢ notavel
o grande numero de situagdes de decisfio em que foi testado o método, e os resultados
mostraram-se bastante convincentes.(Bana e Costa, C.A [45])

Por fim cabe lembrar que os métodos "outranking", anteriormente citados, tém sua
maior fragilidade na instabilidade dos resultados.

2.2.4 Situaciio Probabilistica (Sob Risco)

Relaxando-se o pressuposto no item 2.2.2 , ou seja, a condigdo de certeza admitida nos
modelos deterministicos, obtém-se uma situagdo mais aproximada da realidade. Por
experiéncia, sabe-se que podem existir diversos cenarios ou situagdes possiveis para um
determinado processo de decis#o.

Uma vez reconhecida a aleatoriedade destes cendrios, € possivel substituir os modelos
deterministicos por modelos probabilisticos. Este fato provoca a mudanga do valor da
varidvel de decisdo, que ao invés de um valor exato, passa a ter um valor provavel, isto €, um
Valor Esperado com uma dada probabilidade.

O Valor Esperado ¢ fungdio da relagdo entre as varidveis aleatérias (com
probabilidades definidas ) e as variaveis ndo aleatorias, que podem variar de forma continua,
como por exemplo a varidvel tempo. A situagdo de risco surge quando torna-se impossivel a
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identificagdo (a priori ) do cendrio que ocorrera, devido a incerteza presente no processo
decisorio.

Segundo Ensslin [13],"Nas decisdes sob condigdes de risco, conhece-se apenas
algumas informagdes parciais a respeito dos possiveis estados da natureza que possam
ocorrer. Especificamente, existem dois, trés, quatro ou mais possiveis resultados como
decorréncia de cada alternativa que venhamos a escolher. Nestas condi¢des ndés ndo
conhecemos qual o resultado que ird ocorrer, mas conhecemos a distribui¢do de
probabilidades das possiveis ocorréncias."

2.2.4.1 Teorema de Bayes (Probabilidade Total)

Sejam A4,, 4, ,..., A, , eventos mutuamente exclusivos € B um evento qualquer de S.
Pode-se representar pelo diagrama de Venn, figura 2.4, a 4rea de cada evento, as quais
correspondem a probabilidade da ocorréncia destes.

. Figura 2.4 Diagrama de Venn

A colegdo de eventos A,, A4,,..,4, define uma distribuigio de probabilidades, e
somente um destes eventos ocorrera com probabilidades P(4,), P(4,),....P(4,), sendo a soma
destas igual a 1(um).

Com base na figura 2.4 pode-se representar a lei da probabilidade total pelas seguintes

expressoes:
P(B)= %, P(4,n B) parai=12,..n 2.1
P(B)= %, P(4,).P(B/A) parai=12,.n (2.2)

Se n=2 tem-se que 4, = 4, A4,=1-4= 4, logo:
P(B)=P(A).P(B/A)+P(A).P(B/A) (2.3)
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E o teorema de Bayes pode ser representado pela seguinte expressio:
P(dy B) = {[P(4y ) . P(BIA] / X [P(4;) . P(B/4;)]} (2.4)

Onde
P( 4;) = probabilidade a priori (prévia),
P( 4;/B) = probabilidade a posteriori (posterior);

Conforme Beckman [19], "...a importincia do Teorema de Bayes se revela quando
consideramos as probabilidades P(4; ) como sendo representativas de certo estado inicial da
informag#o, que se modifica tdo logo chegue ao nosso conhecimento a ocorréncia do evento
B. Essa informagfo altera nosso conhecimento a respeito das probabilidades de ocorréncia
dos eventos 4, , resultando os valores P(4, | B) calculados de acordo com a expressio (2.4) .

Pode-se representar as distribuigGes na tabela 2.1.

P(4, | B) B B Total
4 P4,NB) | PU,NB)| P,
4, PU,NB) | PUNB) | P4,)
A, PUNB) | PUNB)| P4,

Total P(B) P(B) 1

Tabela 2.1 Probabilidades condicionadas.

Uma outra forma de representar as probabilidades condicionadas ¢ através da drvore

de decisdo, a qual ¢ utilizada nos modelos de analise baseados na Teoria das Redes.
vaes.

Cabe ainda lembrar que na utilizagio de modelos probabilisticos, ¢ importante

conhecer-se o grau de inter-relacionamento das variaveis, isto &, se sio mutuamente

exclusivas ou ndo, e se sdo variaveis-independentes ou correlacionadas. O reconhecimento
e e - - . ——— . —

destes pressupostos, evita que sejam feridas as bases axiomaticas da Teoria das

Probabilidades.

Sendo que o comportamento das varidveis é aleatério, ¢ que obedece a uma

determinada fung¢do densidade de pm;&;(?db) tem-se duas possiveis maneiras de

atribuir-se probabilidades aos eventos, quais sejam:
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2.2.4.2 Probabilidades objetivas (Distribui¢iio Classica).

As probabilidades objetivas sdo facilmente compreendidas a partir de jogos de
escolha, e podem ser fixadas para inimeras situagdes, € servem principalmente para ajudar na
tomada de decis@o, quando risco e incerteza se fazem presentes.

De acordo com a teoria Classica, a probabilidade de um evento pode ser definida por:

nX
N

PX)=

onde:

P(X) = probabilidade de X ocorrer;
nX =numero de vezes que o evento X pode ocorrer;
N = numero total de resultados igualmente possiveis.

Pela abordagem classica, pode-se fazer afirmagdes sobre o comportamento dos
eventos, baseado na fundamentagdo axiomatica desenvolvida a partir de experimentos
empiricos.

Uma das caracteristicas naturais deste tipo de probabilidade, ¢ que pode-se obter os
pardmetros estimados a partir de dados amostrais.

Dois momentos estatisticos sdo particularmente importantes na utilizagdo de modelos
probabilisticos, estes sio a média (ou Valor Esperado), € a varincia, seja qual for o tipo de

distribui¢do adotado.
-Média (Valor Esperado);

A média (ou Valor Esperado), ¢ uma medida de tendéncia central, e estd ligada a
expectativa de ocorréncia de um determinado valor. Pode ser representada como:
paraéo\ndigﬁo discreta;

\—/>

X=E[X]=ZXxP(X)

onde;
X =média de X
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E[X] = Valor Esperado de X
X = valores que a variavel pode assumir.

para a condi¢do continua tem-se:

X =E[X] | x(f(x))dx

onde:
X = Possiveis valores de X

fx) = a fung@o densidade probabilidade de X
-Variancia;

A varidncia ¢ uma medida de dispersdo, e na literatura econdmica estd associada a
risco, isto ¢, quanto maior a varidncia, maior ¢ o risco de um determinado investimento.
Simplificando pode-se dizer que ¢ aproximadamente a "distincia geométrica” que um
determinado Valor Esperado encontra-se das expectativas do decisor. Define-se a varidncia
como sendo:

para a Condigéo discreta;
tem-se:
62=V(X)=2 (x- X 2 P(x)

onde:
G =desvio padrio de X
V(X)) = variancia de X

para a condi¢do continua, tem-se;
o0

02=V[X] j(x-X)Zf(x)dx

-0
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2.2.4.3 - Probabilidades Subjetivas o>

L ~ T
A Probabilidade Subjetiva tem relagdo direta cojzl o nivel de crenga do decisor.quanto
a ocorréncia de um determinado evento, com base em alguma evidéncia que a ele esteja
disponivel.

Segundo French [20]"As escolas de Probabilidades Subjetivas ou Personalisticas, sdo
conhecidas como tais porque suas probabilidades sdo associadas, nio com o sistema sob
observagdo, mas com o observador deste sistema.”

Se P(X) representa o grau de crenga do decisor, e este pode variar no universo [0 , 1],
pode-se dizer que P(X) préximo de 1 representa um alto grau de crenga do decisor. Porém,
ndo se deve interpretar como uma alta probabilidade de ocorréncia do evento.

E importante lembrar que cada decisor, atribuird um indice préprio, de Probabilidade
Subjetiva a um mesmo evento, isto ocorre porque seus graus de conhecimento sobre a
ocorréncia do evento sdo diferentes.

Admitir-se aleatoriedade as varidveis que compdem um determinado fluxo de caixa,
leva ao pressuposto de que o somatério dos valores esperados desta, descontados a uma
determinada taxa, compdem o Valor Esperado do Valor Presente. Isto implica em dizer-se
que o Valor Presente obedece a uma fungdo densidade de probabilidade (£d.p) qualquer. As
operagbes matematicas efetuadas com variaveis aleatérias, tém como resultado um valor
aleatdrio.

2.2.5 Modelos Possibilisticos ou Difusos

Os modelos derivados da teoria dos Conjuntos Difusos ou Distribuicdes de
Possibilidades, ao contrario dos modelos estocasticos, caracterizam-se por serem
representados por intervalos, os quais encerram imprecisdes e incertezas, tornando-se desta

forma modelos mais préximos da realidade. Nestes modelos.ndo-¢-admitida_a L_possibilidade
de ter-se como solugdo.valores pontuais, mas sim uma faixa de poisw,es, 0 que

e

parece ser mais coerente, dado que o ambiente econémico é 1mpreciso € complexo.
» D S

Os modelos baseados em conjuntos difusos tém sido extensamente utilizados,
principalmente na 4rea de sistemas inteligentes e automagio. Este fato deve-se a
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caracteristica mais importante destes modelos, que é a capacidade de transformar termos
linguisticos em variaveis matematicas.

Uma outra caracteristica, ndo menos importante, destes tipos de modelos, ¢ que séo
apropriados para tratar-se com condigdes de informagdes vagas, imprecisas ou incertas.

No Capitulo 3, maiores detalhes e argumentos sdo fornecidos a respeito de métodos
de analise em condi¢des de informagdes difusas, uma vez que estes métodos serfio objeto de
investigagdo do presente trabalho.

2.3 Localizagio Teérica do Modelo

Em problemas de Analise de Investimentos e tomada de decis3o, na maioria das vezes
¢ impossivel fixar-se probabilidades "a priori". Primeiro, porque alguns eventos ocorrem uma
Unica vez, ou ndo se repetem de maneira que seja possivel construir uma distribuigio de
frequéncias representativa do evento. Segundo, o comportamento dos agentes econdomicos
ndo se da de forma aleatoria propriamente dita, mas de forma imprecisa e difusa.

Estas duas consideragdes ja sdo suficientes para inviabilizar a utilizagio de modelos
de anilise estocasticos em um grande niimero de situagdes, uma vez que os resultados
alcangados freqiientemente levam a erros grosseiros e representagdes muito pobres da
realidade.

Quanto a alternativa de utilizar-se modelos que incorporam probabilidades subjetivas, 7‘
|

¢ 0 mais indicado em muitos casos, ndo fosse o inconveniente de ser esta op¢do uma escolha
pessoal e intimamente relacionada com a fungéo utilidade de cada decisor. Isto implica em ]L'/
diferentes graus de @ o que pode levar a dif&mmpara um mesmo
problema, além de néo ser garantido que uma destas solug:(")e\sgeja correta’

Diversas alternativas tém sido estudadas/ pafﬁ'ame@s situagdes de incerteza, seja

pela incerteza com relagdio ao meio, seja pela incerteza com relagio a ferramenta que se deva

utilizar. Por tais problemas, deve-se considerar o grau e a capacidade de interpretar as
informagdes, como sendo a chave para a escolha do modelo mais adequado a cada situacio.
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Incerteza

u(x0)
u(x1)

n(x2)

Informagio
Figura 2.5 Incerteza x Informagio

A Figura 2.5, representa a incerteza em fungdo da informagio, as quais sdo
inversamente proporcionais, nesta figura convencionou-se que:
x € (0,1)
u(x) € [0,1]

Onde:

xj representa o grau de informagdo disponivel, sendo que se x;=0 a desinformaggo ¢ total,
se x=1, tem-se informag&o perfeita, ou total.

i

u(x;) significa o grau de incerteza, se u(x;) = 1 (para a fun¢io normalizada), tem-se a
desinformacdo maxima , para u(x;) = 0 a informagdo é perfeita.

A situag8o acima descrita representa que, & medida em que x; (informagéo) tende
para 1 (um), u(x;) (incerteza) tende a 0 (zero).

Os valores de x definem intervalos aritméticos de informages variaveis, os quais
néo tem limites definidos fisicamente, sdo dimensionados conforme a quantidade, forma,
qualidade ¢ tipo de informagdes, sendo que a amplitude do intervalo é diretamente
proporcional a x.

2.3.1 Intervalos Aritméticos (A)

O intervalo aritmético estd representado na figura 2.5 pela letra A, qué
compreende o espago tedrico [ x, , x,].

u(xy) > p(x,) para 1 > x;> x,20



O que caracteriza que quando o volume de informag3o cresce, x, tende a x, € o

grau de incerteza de u(x) decresce.

Quando x, tende a zero, a desinformagdo ¢ total, logo, seu intervalo de variagdo
tende ao infinito, via de consequéncia p(x,) — <« , enquanto que, quando o nivel de
informag&o aumenta x, tende a x; que tende a 1, quando entdo a informagdo é perfeita € o
intervalo aritmético tende a zero, e portanto a incerteza u(x,—> 1) = 0.

Como se observa os intervalos aritméticos s3o adequados a analise, quando o nivel
de informagéo € reduzido 0 < x, < x,.

2.3.2) Distribuigdes de Possibilidades (B)
T ¢ e TReEMUY o)
A distribui¢do de possibilidades estd representada na figura 2.5 por B, que

compreende o espago tedrico [ x, , x,].

u(x;) > u(x,) para x; <x <x,

Quando o numero de informagdes cresce de x, para x, , os modelos mais
apropriados para a anélise de projetos em condi¢des de incerteza sdo aqueles baseados em
conjuntos difusos, os quais permitem a transformagdo de informages imprecisas e vagas
em modelos matematicos, ou seja , distribuigdes de possibilidades .

E importante perceber que estes modelos s3o propicios para tratar-se com
informagdes baseadas na experiéncia, que geralmente sio agregadas em forma de
variaveis lingisticas, sejam qualitativas ou quantitativas. Outro fator que permite um
decréscimo da incerteza no processo de analise, reduzindo o intervalo matemético, é o
fato de que a passagem do impossivel para o possivel, e vice versa, da-se de forma suave,
com a implementagdo de niveis-a, que sdio os diferentes graus de possibilidades de uma
determinada distribuigdo (figura 3.6 do Capitulo 3).

2 3.3) Distribui¢des de Probabilidades (C)

—

A distribuigdo de probabilidades € representada na figura 2.5 através de C, que
compreende o espago teérico [ x, , 1].

24
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p(x,) > u(x,) para x, <x <1,
. . A
Quando a informagdo cresce tal que, x € [x,, 1], pode-se dizer que os modelos
mais apropriados para amparar a andlise e tomada de decisdo, sdo os modelos ———
probabilisticos. Porém, para que se obtenha bons resultados com estes modelos, é
necessario que se conhega 0 comportamento das varigveis.

Logo, este intervalo (C) requer um nivel de informag@o muito mais elevado do que
os intervalos anteriores (A e B). Se o modelo for baseado em distribuigdes de
probabilidades classicas, ¢ imprescindivel a identificagdo da fungdo densidade de
probabilidade (f.d.p.) da varidvel de decis3o. Na pratica, torna-se dificil a utilizagio deste
tipo de modelo, uma vez que os eventos normalmente nio se repetem nas mesmas
c%iigﬁes.\Nestes casos, ¢ comum utilizar-se modelos baseados emm
@bjetivas./Para tal, o nivel e a qualidade das informagdes subjetivas deve ser elevado.

/ Por fim, analisando-se o caso em que x = 1, nota-se que esta é uma situagio de

perfeita informagdo, por consequéncia u (1) = 0 , isto &, a incerteza é eliminada, € os
problemas devem ser tratados & luz de modelos deterministicos. Na pratica, esta situago é
pouco provavel.



CAPITULO 3

SUPORTE TEORICO AO MODELO PROPOSTO

3.1 Introducgio

O Engenheiro Economista trabalha com ferramentas pertencentes as mais diversas
areas do conhecimento cientifico. Porém, ¢ na matematica e na estatistica que estdo
fundamentados a grande maioria dos modelos de Analise Econdmica.

O grande desafio ao Engenheiro Economista ¢é identificar dentre os muitos métodos /
existentes, aqueles que consigam representar com maior precisio uma determinada situagio |

—

\

de analise, bem como conhecer os pontos em comum entre os diversos métodos. Para que g//
possa, desta forma, maximizar os pontos positivos e minimizar as desvantagens através da |
incorporagio de novas técnicas de analise.

Neste capitulo apresenta-se algumas das ferramentas basicas, as quais fundamentam o
modelo de andlise proposto. Pretende-se, também, descrever alguns conceitos basicos,
propriedades, limitagdes dos métodos, bem como as consideragdes e adaptagdes feitas aos
mesmos, visando o melhoramento do modelo proposto.

Para isto, comega-se apresentando os Intervalos Aritméticos e as técnicas de
melhoramento da precisdo destes. A seguir sdo feitas consideragdes sobre Conjuntos Difusos ,
onde sdo apresentadas suas propriedades e caracteristicas basicas, bem como alternativas para
hierarquizagdo de quantidades difusas. Por fim encerra-se este Capitulo 3 com a apresentagio
das distribuigdes mais utilizadas em analise de investimentos para estimar quantidades
desconhecidas.

3.2- Intervalos Aritméticos
Os Intervalos Aritméticos tém suas primeiras aplicagdes praticas, como método de

Analise, dentro do Setor Elétrico na década de 70, segundo Shaalan, Broadwater e Fabrycky
[21]. E mais recentemente, este método tem sido utilizado para estudos de Andlise de



Sensibilidade, uma vez que pode representar com maior realismo o comportamento de
sistemas complexos, onde muitos pardmetros variam simultaneamente. Um exemplo é a
complexidade do sistema econdmico, quando taxas de juros  variam afetando
simultaneamente outros conjuntos de fatores.

E aconselhavel utilizar-se Intervalos Aritméticos como ferramenta auxiliar a analise
em situagbes de incerteza, mais precisamente, quando o nimero de informagdes a respeito da
varidveis em analise ¢ muito reduzido, ou nos casos em que conhece-se apenas os limites
minimos € maximos que as variaveis podem assumir.

Os Intervalos permitem que, a partir das varidveis de entrada, efetue-se operagdes
matematicas com relativa simplicidade, e que a partir destas obtenha-se um intervalo de saida
resultante de todas as possiveis combinagdes das varidveis. Porém o comportamento
estatistico destas nfo ¢ transparente ao decisor.

Com o objetivo de melhorar os resultados obtidos a partir de Intervalos Aritméticos,
propde-se incorporar ao método a técnica de discretizagdo do Valor Esperado (E(x)) da
variavel de decisdo. Esta técnica ser4 mostrada em detalhes no Capitulo 5 deste trabalho.

A defini¢io matematica de um intervalo aritmético é basicamente representada por
um limite inferior € um superior @ ¢ 5 , podendo ser definido pela representagdo de um
conjunto 4= {x|x e [a,b]} e a possibilidade de x ocorrer no intervalo [a, b ], segundo

Choobineh, F., Behrens [31], ¢ a seguinte:

X ),x)=1sexec 4
XA, x)=0sexg 4

Isto €, a fungdo caracteristica indica apenas se x estd ou nfio no intervalo, sem no
entanto indicar o grau de pertinéncia, nem a frequéncia com que x ocorre ( Logica Classica ).
3.2.1 Operagdes com Intervalos Aritméticos

As operagbes com intervalos sdo uma extensdo das operagdes com numeros reais.

Tomando-se X, ¥, Z, como sendo trés intervalos varidveis, tal que:

27



X=[a,b],Y=[c,d] e Z=]e,[], tem-se:

adigdo;
X+Y=[a+c,b+d]

diferenga;
X-Y=[a-d,b-c],

multiplica¢fo;

XxY={min[a.c,a.d,b.c,b.d]max[a.c,a.d,b.c,b.d]};

Xx0=0;

divisdo;

X
y =la,

Para as operagdes de Unido (L) e Intersecgdo (M) , existem seis combinagdes possiveis. Dong

1 dec*+ 0
b]-[clz’E]’ paradec

e Shah [22], as definem de acordo com a tabela 3.1:

Unido Intersec¢do Grafico
la>d [c,d]J]a, b] % c d a
2.c>b [a, b]V[c, d] %) a bc d
3a>c,b<d [c,d] [a,b] € a b
4c>a,d<b [a, b] [c,d] a . d
Sa<c<b<d [a,d] [c, b] ac b d
6c<a<d<b [c, b] [a, d] c a d

Tabela 3.1 Combinagio de Intervalos, Unifo e Intersego.

As principais propriedades dos Intervalos Aritméticos sdo:

associativa; e
F(FK)= (K
LJK=UNHK

comutativa;
I1+J=1+J
1.J=1.J

28



29

Entretanto a Distributividade nem sempre € conseguida, ao calcular-se ¥, =X, [X, - X; ]:

pode-se ter duas situagdes distintas, que sio;
n=x[X-Xle
Y,=X1X-X X,

onde, aplicando-se as operagdes elementares de adigdo e multiplicagdo, chega-se a um
resultado ambiguo, ou seja ¥, < ¥, , o que representa que um intervalo esta contido no outro,
(¥, < 1), quando o correto seria que fossem iguais. Este fato foi representado numericamente
por Dong e Shah [22], e faz parte do exemplo 3.1 do Anexo 1.

Ocorre que houve um "alargamento" do intervalo original, esta anormalidade pode ser
corrigida através da utilizagio do método Vertex, o qual sera visto no item 3.3 deste trabalho.

3.2.2 Intervalos Varidveis e Func¢oes

Todas as operagBes utilizadas para intervalos compostos por numeros, podem ser
aplicadas a intervalos varidveis, segundo Dong e Shah [22]. Logo, uma fun¢io de um
intervalo variavel pode ser definida como:

Y= {min(f(a), Ab) ) , max(fla), A))};

Na figura 3.1 pode-se visualizar um tipo de fun¢do monotonicamente crescente, na
qual estdo representados os valores de fla) ¢ f(b). O exemplo niimerico deste tipo de fungéo
pode ser visto no exemplo 3.2. do anexo 1.

y =1
flo)
Y
J0)

a X b

Figura 3.2. Fungdo Monotonicamente Crescente
Dong e Shah [22] através da figura 3.2, demonstram um caso mais complexo, onde
uma fung¢do envolve multiplos intervalos, formando um sélido n-dimensional, neste caso
particular, um tridimensional (23):
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X
3
aiwazbs arbabs
b1b2b s
biazbs
aid2d 3
; aibaas

/1(12413 bibaas

Figura 3.2 Regido Retangular Tridimensional

X
1

3.2.3 - Método Vertex

O método Vertex foi desenvolvido por Dong e Shah [22], devido a necessidade de ter-
se um método computacional simples e eficiente para manusear as operagdes com intervalos,
uma vez que existe a necessidade de resolver-se o problema de sub-distributividade
(alargamento), que ocorre quando tem-se a multiplicagio de um dado intervalo, pela
diferenga de outros dois (Y = X, [X, . X;)).

Se Y = f(x),xy,...,x,) é continua em uma regido retangular n-dimensional, e também existem
pontos extremos (incluindo os limites) o valor da fungéo no intervalo é:

Y=f(X,X,...X)
= {min; [(Ac;)], max;j[(fcj)) 1}, para j=1,.N;
onde;

G ¢ a ordenada do j-ésimo vértice;

o numero de combinagdes possiveis é ( 27 ),
onde;

n = nimero de intervalos de AX);
X;=[a;b] parai=(1,2,..n)

Que resulta na seguinte combinagdo :

¢, =[a 6] paraj=(12,..,27)

Y = {min; [ (£(cj)) ], maxj[ (F(c)]} , para j = 1,..N;
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Pode-se constatar através do exemplo 3.3 do anexo 1, que o resultado obtido pelo
método Vertex, elimina a distor¢dio anteriormente verificada na solugdo do exemplo 3.1,
anexo 1.

Entretanto o Vertex pode ser considerado um bom método, quando as condi¢des de
continuidade sdo satisfeitas. Porém quando existem pontos extremos de uma funggo do tipo;
Y = f (xxy....xy) ndo linear, em uma regifio n-dimensional X, X,,X;...X,, o método pode

esconder certas partes do intervalo. Como pode ser visualizado na figura 3.2 do anexo 1.

Figura 3.3 Mapeamento de X para Y

Para evitar este tipo de distor¢8o, deve-se acrescentar pontos extremos aos vértices, da
seguinte forma:

Supondo-se que existam m pontos extremos, £, [k = 1 ...m], pode-se alterar ¥ = f{x)
para:

Y= {min [(Ac)) (EN] , max[(Acp) , [RE]}:
sendo a condigdo de continuidade obtida através da derivada parcial de f{x),

d f(x)
dx

Substituindo o ponto Eyx na fungdo Y, obtem-se o resultado correto. A corre¢io desta
deficiéncia, € apresentada numericamente no exemplo 3.3 do anexo 1.
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3.2.4 Melhoramentos na Precisio dos Intervalos

Partindo-se do pressuposto de que quanto maior o tamanho do intervalo, maior é o
grau de incerteza que este encerra, deve-se utilizar técnicas que permitam uma diminui¢io do
intervalo, visando desta maneira aumentar a precisdo das estimativas.

Shaalan, Broadwater e Fabrycky [21], propdem uma alternativa para obter-se uma
maior precisdo nos limites dos intervalos aritméticos, através de um rearranjo algébrico de
algumas fung¢des econdmicas, reduzindo o nimero de ocorréncias de determinadas variaveis,
como por exemplo, o valor presente de uma anuidade (P/A, i, n). Sendo a fungio original:

(1+i)"-1
(P/A i, n)= ———— (3.1)
i(1+i)"

simplificando-se o lado direito da equagdo, obtém-se;

1-(1+i)™"
P/A i, n)= ————— (3.2)
l

onde;
i = taxa de juros;
n = numero de periodos .

O exemplo numérico da aplicagdo desta simplificagdo esta no Anexo 1, exemplo 3.5,
cujos resultados produziram o grafico da figura 3.4, onde é possivel observar-se uma grande
diferenga entre os valores obtidos com a expressdo (3.1) e a expressdo (3.2). Neste caso, 0
resultado da diminuigio do intervalo aritmético, obtido com a expressio (3.2), representa um

ganho de precisdo na estimativa.
(P/A i, n)
limite sup eq. (3.1)

limite sup eq. (3.2)

limite inf eq. (3.1)

n
Periodos

Figura 3.4. Aumento da Preciso do Intervalo de I
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Shaalan, Broadwater e Fabrycky [21], utilizanm?%’quaggg_@b, demonstraram
que € possivel reduzir-se sensivelmente o tamanho dos intervalos. Os passos para resolver o

exemplo 3.5, sdo os seguintes:

- primeiro passo, tranporte de todos os fluxos de caixa para o valor presente (data
zero), através de uma unica operagdo, envolvendo a equagdo (8) . Desta forma, obteve-se
como resultado o intervalo [1570 , 1844];

- segundo passo, transportar cada fluxo, periodo a periodo, para o valor presente (data
zero), com a mesma equagéo (3.2). Este procedimento resultou no intervalo [1690 , 1713].

Isto equivale dizer que o segundo procedimento adotado produziu um resultado mais
preciso para os limites dos intervalos, segundo Shaalan, Broadwater e Fabrycky [21], o
resultado [1690 , 1713], ¢ o resultado exato para os intervalos.

A explicagdo para a diferen¢a encontrada no exemplo anterior, segundo Shaalan,
Broadwater e Fabrycky [21], ¢ a forma com que as variaveis independentes sdo tratadas. Além
de ter-se evitado a repeti¢do de um mesmo intervalo, na mesma equago.

Exemplo:
sendo 4 um intervalo variavel, entdo:
A2=A4Ax 4,

onde, a primeira ocorréncia de 4 pode ser um limite inferior, enquanto que a segunda
ocorréncia pode ser um limite superior.

Como melhoramento adicional, € possivel associar-se uma distribuigio de
probabilidades as varidveis, desde que as varidveis possam ser classificadas como tendo
comportamento aleatdrio.

Shaalan, Broadwater ¢ Fabrycky [21], "... Os intervalos aritméticos fornecem uma
ferramenta prética para implementagio e extensdio de valores desconhecidos. Se deseja-se
associar uma distribuigdo de probabilidades para algum pardmetro econémico, isto & possivel.
Se todas as probabilidades forem consideradas como igualmente provaveis, pode-se assumir
uma distribuigéo do tipo uniforme ".

33
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3.2.5 Analise Variacional

Ensslin e Ensslin [39] desenvolveram o método da Andlise Variacional, que entre
outras aplicagdes, serve para melhorar a precisdo dos Intervalos Aritméticos. O método da
Analise Variacional baseia-se no método de propagagdo de erros, aplicados a analise
financeira, mais precisamente, as analises envolvendo fluxos de caixa.

Seja:

P=f(E,,E,,...E]

onde;

P = medida desejada;

E, = medidas obtidas no processo;
i=1,2, ..r

A andlise, tem como sustentagfo a aplicagdo de derivadas parciais;
5 f

SEi

Adaptando-se para analise de fluxos financeiros, onde a variavel de decisdo é o Valor
Presente VP, € os fluxos sdo independentes, segundo Ensslin ¢ Ensslin [39], para medir a
repercussdo da variagdo de cada variavel na fungfio P, deve-se considerar a seguinte equagéo:

8
/ Vxi) ’ (3.3)

2 r
VVvP) =2 ( )
i=1 0Ei

onde;
VP(P,CA,CR,i,n); e

Vxi = intervalo de variagio dos fluxos, taxa de juros e periodos.

Além de diminuir-se a dispersdo dos intervalos, quando utiliza-se 0 método da Analise
Variacional, segundo Ensslin e Ensslin [39],"... a Analise Variacional ir4 indicar quem s&o os
eventos que mais contribuem para esta dispersdo e, portanto, onde se devera concentrar
esforgos para reduzir ainda mais o intervalo de dispers3o de VP, caso isto seja necessario”.

Para determinar a dispersdo total, faze-se o somatério da corregdo para VP, de todos
os intervalos de variagdes envolvidos, através da seguinte formula, proposta por Ensslin e
Ensslin[39]:



2 2 2 2 2
VVP)=A+B+C+D+E

Onde:
5 VP
A—ESP VP
VP
B—mVCA
S VP
C=8RAVRA
SVP
D=6i Vi
o VP
E=3 Vn

3.3 Conjuntos Difusos

2
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(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

Basicamente a teoria dos conjuntos difusos, permite o tratamento de problemas que
encerram informagdes vagas e imprecisas, isto € quando as variaveis sio mal definidas e ndo

sejam classificaveis como aleatorias.

A figura 3.5 ¢ uma adaptagdo do original de Chiu e Park [25], e representa de forma
esquematica a ligagdo entre as informagdes de carater difuso, e a transformacio destas
informagbes em variaveis quantitativas através da utilizagdo da teoria de conjuntos difusos.
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Teoria dos Conjuntos

Difusos
Informacées f .
. e . ¢ Varidveis
imprecisas e .
Quantitativas
vagas
Tratamento Matemdtico

Figura 3.5 Transformagdo das Informagdes

A Teoria dos Conjuntos Difusos foi desenvolvida por Zadeh [26], em contraposi¢do &
Teoria Classica dos Conjuntos, que admite apenas dois estados, ou um determinado elemento
pertence a um dado conjunto, ou ndo pertence, tendo sua fungdo de pertinéncia representada por
1(um) e O(zero) respectivamente. Na teoria dos conjuntos difusos admite-se a existéncia de graus
intermedidrios de pertinéncia no intervalo [0, 1].

Esta premissa baseia-se na idéia de que um elemento pode pertencer com maior
intensidade a um determinado conjunto do que outro, e que as informagdes a respeito de uma |
determinada variavel, via de regra, encerram algum tipo de incerteza e imprecisdo, quando
tratamos de estados da natureza.

Zimmerman [23] cita duas situagdes favoraveis a utilizagio de modelos baseados em
conjuntos difusos, em detrimento dos modelos de conjuntos classicos, que sdo:

- primeiro, as situagdes praticas, muito raramente sdo exatas ou deterministicas, portanto,
ndo sdo passiveis de uma descrigdo precisa;

- segundo, a descrigdo de uma situagdo real normalmente requer uma grande quantidade
de informagdes e detalhes a respeito dos dados envolvidos, muitas vezes devido a esta grande
quantidade de particularidades, o observador nem sempre é capaz de reter todas as informagdes.

Isto leva a acreditar que as situagGes reais , quando descritas linguisticamente, sofrem
uma perda de informagdes a respeito dos eventos, uma vez que, em ndo se conseguindo
depreender completamente as caracteristicas da situagiio, o resultado é um conjunto de
informagdes generalistas do processo, portador de incertezas € impreciso.
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Por fim, a grande vantagem dos modelos baseados na teoria dos conjuntos difusos, ¢ sem
duvida, a facilidade que estes oferecem na transformaggo de variaveis linguisticas em variaveis
quantitativas. Este ¢ um dos fatores responsaveis pelo crescente interesse no estudo e aplicagdo
de modelos possibilisticos em condigdes de incerteza.

Dubois e Prade [24], seja X um conjunto classico de objetos, chamado de Universo, com

elementos genéricos x (X = (x, , x, , ..., x,)) € 4 um subconjunto difuso de X, tal que:
A={x,ur (¥)|xeX}ou

- pd (%), pd ()} - i_il pa(xi)
X Xn Xi

onde;

wr (x) é o grau de pertinénciade x em 4 ;

no caso continuo tem-se:

3 Jui(xi)
A= |—"7T—
Xi
x

dois conjuntos difusos, 4 € B sfo iguais, se e somente se:
VxeX,ur (x)=pg (x)

conjunto Normalizado;
se o supremo de iy (x)=1,ese 4 ¢ um conjunto difuso ndo vazio pode ser sempre normalizado
pela divisdo;

pa (x)
Sup A(x)

Segundo Zimmerman [23] , assim como um conjunto difuso é uma generalizagdo de um conunto
classico, a fungdo de pertinéncia p(x), também é uma generalizagio da fungfio caracteristica.

O suporte de um conjunto difuso 4, S( A ) € um conjunto fragio para todo x € X, tal que;
ua (x)>0;

cortes alfa (niveis o) sdo definidos por Zimmerman [23] como sendo o conjunto de elementos do

conjunto difuso 4, cujo minimo grau de pertinéncia é o .
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Tendo-se:
Ad,={xeX|pw@®=za}

A',={xeX| pr(x)>a},éclassificado como um corte-o robusto,

Um conjunto difuso 4 é convexo se:
wr () (A x; + (1-4 ) x, > min {pr (3,11 (%)}, [(x)(x;) e X, A € [0, 1];

A cardinalidade de um conjunto difuso | 4 | define-se como:
A |=Zur(x),xeX,

e a cardinalidade relativa,

~

= s

Que pode ser interpretada como a fragfo de elementos de X existentes em A4 .
Para X infinito a cardinalidade é:

A1=], wr oy ax

Intersegdo de dois conjuntos difusos, C =4 N B
pe (x)=min { ur (x), ur(x)}, x € X

UniZo de dois conjuntos difusos, ) =4 U B
o (x)=max { pr(x), us(x)}, xe X

Complemento do conjunto difuso , 4 , uz 1 (x)
werx)=1-pr(x), xeX
3.3.1 Representa¢io dos Nameros Difusos
Os numeros difusos podem ser representados de varias formas, porém as mais utilizadas

sdo aquelas que t€ém como representagfo a forma triangular, devido a este fato, a representagéio e
operagdes destes numeros serdo feitas com base neste tipo de distribuigdo, figura 3.6.
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a b ¢
at(b-a)a c+t(b-c)a

Figura 3.6 Numero Difuso a Esquerda(L) e a Direita(R)

Introduzindo-se a idéia de a-cortes, pode-se determinar os valores de x para diferentes
niveis de pertinéncia:

((G-a)  ace<h
(b-a) ’
K(x) < ifi)_, b <x<c,
(c-b) -

\_0 = a.

3.3.2 Operagdes com Niumeros Difusos

As operagdes com numeros difusos resultam em intervalos, com valores minimos e
maximos, que sio os nimeros difusos & esquerda e a direita, respectivamente. As operagdes
basicas dos intervalos aritméticos também sdo validas para nameros difusos.

Chiu e Park [25], propdem a seguinte representagio:

P =[P\@  pPr)]; (3.10)
onde:

P = nimero a esquerda ( 7 );

Pr)=niimero a direita (R ).

Segundo Zhao e Govind [27], P - P<®)  mede o de grau de incerteza de um niimero (conjunto)
difuso, e quanto maior for este resultado maior ¢ o intervalo de incerteza.

Tendo-se;
a =0 =P = minimo ¢ P{® = maximo
o =1 =Pl = P normalizado



Sendo;

P e Q, dois numeros difusos triangulares iguais a:

P =[Pl Pr®]; e
0=[0@, 0]

Tem-se a operagdo de Adigéo (@), como segue;
POQ = [PI@ + Qi) | Pr(e) + Or()]

Paraa=0;
P®Q = [ 1@ valor minimo,"® valor maximo}]

Parao=1;
P®Q = valor médio (ou mais provavel)

Obtém-se a Multiplicagio (®), da seguinte forma:

se P e Q) sdo positivos;

P®Q = [Pl@ . Ql(a) » Pr@) . Qr(oc)]

a divisdo ( @ ) de dois numeros difusos divide-se em dois casos:

a) se P e Q) sdo positivos, tem-se que o resultado é um nimero difuso positivo

P @ Q=[P)/gr(e), pr(o) ; ol(@)]

b) se P € negativo e Q ¢ positivo, tem-se que o resultado é um nimero difuso negativo.

P @ Q=[P)/gl(a), pr(a); pr(a)]
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(3.11)

(3.12)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

A figura 3.7 € resultante do exemplo 3.5 do anexo 1, e permite comprovar-se visualmente

que enquanto a soma de dois nimeros difusos lineares retangulares resulta em uma representagéo

linear, a multiplicag@io destes tem como resultado uma fungdo ndo liredr.
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u(x)

P Q P+Q Px

\_\_x

0 20

Figura 3.7 Adigio e Multiplicagdo de Numeros Difusos

Uma outra importante representagdo de numeros (conjuntos) difusos, a esquerda (Z ) e a
direita ( R ), ¢ dada por Dubois e Prade [24]. Trata-se do niimero difuso 47 _

Um numero difuso A7 é do tipo I , R , se existe uma fungdo de referéncia Z , R e
admite os escalares o > 0 ¢ B > 0, logo, pode-se representar sua fungdo de pertinéncia da
seguinte maneira:

L( Xy, x<m

0

H(x) - x-m

R( ) ,x2m

Onde m = o valor médio, ou moda;
a e 3 = s30 os pardmetros da curva, a esquerda e a direita respectivamente;
M pode ser representado por &7 = (m,o, B); z .

A representagdo grafica deste niimero esté na figura 3.8, do exemplo 3.6 do anexo 1. Nesta figura
nota-se a grande semelhanga com a curva que representa a fungdo distribuigio de probabilidades
do tipo Beta.

3.4 Distribuic¢io de Possibilidades

A Teoria dos Conjuntos Difusos fornece uma base natural para a Teoria das
Possibilidades, uma vez que nesta estdo contidos todos os pressupostos necessarios.
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Zadeh [44] define uma distribuigdo de possibilidades por intermédio de uma fungsio de
restrigdo difusa. Sendo X uma variavel que assume valores em um universo de discurso U, com
os elementos genéricos representados por u;

X=u, significa que X é representado por u, u € U.

Fazendo-se F ser um subconjunto difuso de U, representado pela fungdo de pertinéncia p
F, entdo pode-se dizer que F' ¢ uma restrigio difusa em X (ou associada com X). Logo, se F age
como uma restrigdo difusa eldstica nos valores que podem ser representados por X, tem-se:

X=u:pl(u)
Onde pF(u) € o grau cuja restrigdo representada por F ¢ satisfeita quando u é determinado por X

Se R(X) € uma restrigio difusa associada com X,
entdo R(X) = F' ¢ chamada de equacdo relacional representativa, a qual determina o conjunto
difuso F para a restrigdo R(X).

Segundo Zimmerman [23], tomando-se A(X) como um atributo ampliado para a variavel
X, pode-se definir, por exemplo que 4(X) = idade de Jodo, e F € o conjunto difuso "jovem". A
proposigéo "Jodo € Jovem", pode ser expressa por R(4(X)) = F, exemplificada a seguir:

A proposicdo Jodo € jovem, cujo universo de discurso U=[ 0, 100];
Hjovem(%) = [10/1.0, 20/0.9 , 28/0.7 , 30/0.5 , 35/0.2 , 45/0.1]

p(x)
1.0 .
Restri¢do Difusa R(x)
0.7
04
0.2 ~——
0 28 35 45

Figura 3.9 Distribui¢do de Possibilidades para a proposigio "Jovem"

Pode-se dizer que 0.7 € o grau de compatibilidade com que 28 anos pode ser interpretado como
"jovem", este exemplo esta representado na figura 3.9.
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3.5 Ordenagio de Quantidades Difusas (Conjuntos e Niimeros)

Na literatura encontram-se varios trabalhos a respeito da ordenagio e hierarquizagio de
conjuntos difusos, pode-se citar aqui alguns dos mais conhecidos, Yager [29], Dubois e Prade
[30], Bass e Kwakernaak [40], Gonzales e Vila [35], Kaufman e Gupta [25] e Choobineh e Li
[34], dentre outros.

A despeito da grande quantidade de métodos desenvolvidos pelos autores citados, alguns
sdo de dificil implementagdo, uma vez que requerem o cumprimento de muitos pressupostos,
dificultando a aplicagéio pratica em analise de investimentos.

Com base neste fato, procurou-se elaborar um método para ordenacéo de numeros difusos
baseado no método proposto por Yager [29], o qual sera apresentado de forma sintetizada, onde
procura-se evidenciar os pontos pertinentes ao trabalho ora desenvolvido.

As principais vantagens do método [29], sdo a comparagdo entre niimeros fracionados,
subconjuntos difusos discretos e subconjuntos difusos continuos. Além disto, o método nio
requer condi¢@o de convexividade e nem a normalizagdo do conjuntos comparados.

3.5.1 Ordenagio de Subconjuntos Difusos em um Intervalo Unitdrio

Definindo-se a fungdo F', para o intervalo unitario 7, a qual serve como um fungio de
ordem natural para os subconjuntos de /,
entao:
F It ]

onde;
I ¢ um conjunto para todos subconjuntos do intervalo unitario.

E, assumindo-se 4 como sendo um subconjunto de / , o conjunto nivel (corte o)de 4, 4, ¢é

definido como sendo:
A, ={x|xel,Ax)=2a};
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onde os (a - cortes) sdo conjuntos niveis de 4 e subconjuntos ordinarios de /. Admitindo-se que ¥
€ um subconjunto ordindrio de / , pode-se definir M(7’), como sendo o valor médio dos elementos
de V, relacionados com:

V=_{x,x5,...%)

Logo;
1 n a+b
— — ' .a+b
n i1 2 ot
M(V)= (3.16)
a+b
iz'l .
SeV={a <x<b},tem-se:
M(V) = a;b (3.17)

Se0<a;<bh <a,<bh,,.,a,<b <1;e
V=U {g;<x<b,},

Entio:

pode-se desta forma definir a fungdo de ordem F. Admitindo-se que 4 é um subconjunto difuso
de 7, com grau de pertinéncia maximo a,,,, , encontrando-se a F(4) de seguinte maneira:

Ol max
F(A )=fM(A) dx (3.18)
0

3.5.2 Generalizagfio do Método de Yager

Fazendo-se uma analogia com o item 3.4.2 do capitulo 3, onde Chiu e Park [25], propde-
se a seguinte representa¢io:

seja P um numero difuso representado & esquerda (1) e & direita (1 );
P=[Pl@ P@]=[a+(b-a),c+(b-c)l; (3.10)
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E comparando-se com Yager [9], onde;
A, ={x|xeLAx)2a}

=la+(-a)a,c+(b-c)l;

lI-(b-a)a + (b-c)at+ a . (3.19)

o >

M, 2

onde c=1.

Desta forma, pode-se generalizar para intervalos n3o unitarios, como segue:

b-99 a + (b-c)a (3.20)
Ma =a+c+ 5

0 que representa que f(4) : parad € R~

Resumindo-se, a hierarquizagio ¢ dada pelo célculo do valor médio das 4reas a esquerda
¢ a direita do ponto de pertinéncia maxima, ou valor modal , com base no corte o escolhido.

3.5.3 Relagdo de Indiferenca e Dominincia

Gonzales e Vila [35], "..A indiferenca entre dois elementos de R, ¢é equivalente a
igualdade dos seus pontos médios para cada corte o ".

Na literatura, de uma maneira geral, tem-se classificado a relagdo de domindncia com
base nos corte a, uma vez que Zadeh [26] definiu que a igualdade entre dois conjuntos difusos 4
e B existe, se e somente se, L , =, para o € [0, 1].

Isto equivale dizer que, se para todo a € [0, 1], a fungso;

M =M z = A ¢ indiferente a B
M 4> M p = existe estrita dominancia de 4 em relagdo a B
M 42 M,z = fraca domindncia de 4 em relagfio a B.
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A figura 3.10 representa uma situagio em que tem-se quatro projetos, nos quais nio se
pode afirmar existir domindncia pela simples visualizagdo grafica.

N Al A2 A3 Ad

/ i
ANY
’
/
,

i ’ ., by
ke X
0,25 I d N
S N
,"' /o ~‘\‘ \I‘ N \

0
Figura 3.10 Valor Presente para Alternativas Diferentes

3.5.4 Outros Métodos para Hierarquizac¢io

Chiu e Park [25], apresentam quatro métodos para hierarquizagio de quantidades difusas,
as quais serdo descritas a seguir:

a) Método Choobineh e Li [25]

Este método caracteriza-se pela ponderagdo das areas de possibilidades, a esquerda € a
direita, representadas pela fun¢fo X;

L[1-(RA-14) 4
2 (R-1)

(3.21)

K=

a qual ¢ representada a seguir na figura 3.11;

A ?A e R4
\I/ (%)
M (D) —m
N
T R7 X

Figura 3.11 Cruzamento de Areas de Ordenagéo

A selegdo da melhor alternativa é em fungfo do maior valor de K.
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b) Método de Chang [25]

Este método define a esperanca matematica de um nimero difuso triangular (a b ¢) como
sendo:

(c-a).(a+b+c) (3.22)
6

A preferéncia ¢ dada a0 maior nimero calculado.

¢) Método de Kaufmann e Gupta [25]

Os autores sugerem trés critérios para definir um "ranking" de nimeros difusos
triangulares com os pardmetros (a b ¢) .A sequéncia de dominéncia é determinada de acordo com
as seguintes prioridades:

1) comparagio dos niimeros ordinarios;

(a+2b+c)
4
2) comparagdo da moda, (valor mais provavel), b de cada ntimero difuso triangular;

(3.23)

3) comparagéo da faixa, c - a, de cada niimero difuso triangular.
Neste método, a preferéncia é determinada pela soma destes nimeros ordinarios.
d) Método dos Pesos, Chiu e Park [25]
Este método estd baseado em trés valores estimados, minimo, maximo e valor mais

provavel (a , b e c) respectivamente. O objetivo ¢ atribuir-se pesos aos valores mais provaveis
dos projetos, da seguinte maneira:

+b
wl(—aTJr—c—) +wb (3.24)

Igualando-se os w, pode-se resumir para:
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atb+c
— twbh (3.25)

Os valores de w devem ser de acordo com a natureza e a magnitude do valor mais provavel. Se a
magnitude do valor mais provavel for um numero grande, usa-se w = 0,3 , se for um valor
pequeno, recomenda-se w = 0,1.

O projeto escolhido deve ser aquele que apresentar o maior valor para a equagio (3.25).

3.6 Teoria da Utilidade

Von Neumman e Morgenstern [32] desenvolveram a moderna Teoria da Utilidade, a qual
esta fundamentada axiomaticamente em fung@o do comportamento racional do decisor, o qual
pode atribuir uma ordem de preferéncias entre alternativas que lhe sejam apresentadas.

Esta teoria baseia-se no principio de atribuigdo de valores a utilidade adequados a cada
evento, tornando-se assim possivel calcular o Valor Esperado de cada alternativa. Sera
considerada como mais vantajosa a alternativa que apresentar maior valor esperado para a
utilidade.

3.6.1 Notacio Basica

A > B: Aépreferivel a B

A= B: 4 ¢indiferente a B

A < B: Bépreferivel a 4; e ,

[4, p, B, 1-p ], representa uma loteria com prémio 4 e probabilidade P, € prémio B com
probabilidade 1-p:

3.6.2 Axiomas

Von Neumman e Morgenstern[32], fundamentaram seis axiomas que sustentam a teoria da
utilidade, os quais sdo:

1) ordenabilidade - dados os prémios 4 € Bdeve-seter 4 > B, A~Boud < B.;
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2) transitividade - Se 4 > Be B> C entio 4 > C;

3) continuidade - Se 4 ~ B >~ C, entfo existe p, 0 < p < 1, tal que, B~ [4,p,C,1-pl;

4) substitubilidade - Se 4 ~ B, entdo [4,p,C, 1-pl~[B,p, C, 1- pl;

5) redutibilidade - [4,p ,B, 1-p], [4,9; B, 1-q) ~[4,pq , C, 1- pq];

6) monotonicidade - Se 4 >~ B, entdo [4,p,B,1-p]> [4,q,B, 1- ] se e somente s p > q.

Com base nestes axiomas pode-se definir a fungfo utilidade u(x) para um determinado
decisor, onde x é o prémio.

3.6.3 Propriedades de u(x).

a) A B < u(A) > u(B),

b)A~B < u(d)=u(B),

c)A < B u(d) < u(B),
du([4,p,B,1-pl)=pud)+(1-p)uB)

3.6.4 Determinac¢io da Funcio Utilidade

A construgdo de uma Fungfio Utilidade, é na verdade, um exercicio de aproximag#o das
reais preferéncias do decisor, uma vez que na pratica o decisor nfo obedece logicamente a todos
os axiomas basicos. Estudos empiricos tém mostrado que as preferéncias do decisor, assim como
sua aversdo ao risco, podem mudar em fungio do valor monetério, € que a varidvel tempo pode
ser um outro fator de influéncia sobre as preferéncias do decisor.

Porém pode-se chegar a uma representagdo através de alguns poucos pontos bésicos,
como no exemplo 3.9 , anexo 1, formulado por Beckman [19];

K
1
B
0,5
Ly e
-500 0 500 1000

Figura 3.12 Fungdo Utilidade
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A figura 3.12, representa uma fungfo utilidade concava, isto é, um tipo de curva atribuida
a um decisor tipicamente averso ao risco, no caso em que a curva é convexa, deve-se interpretar
o comportamento do decisor como sendo propenso ao risco, quando a fun¢do tem uma forma
linear, diz-se que este ¢ indiferente ao risco.

No que se refere a curvatura da Fungfo Utilidade, Beckman [34] diz que "... as pessoas
tm uma tendéncia de se mostrar mais tolerantes em relagio ao risco quando se deparam com
uma situagdo hipotética, que quando se véem obrigadas a tomar uma decisio concreta.
Consequentemente, as fungdes de utilidade obtidas por intermédio de entrevistas tendem a ser
menos curvas (indicando menor aversio ao risco) que na realidade o sdo. "

Outro ponto a se considerar como importante, apontado por Beckman [34], ¢ que quando
o decisor escolhe entre uma loteria e um equivalente certo, geralmente este pensa em uma faixa
de valores que o satisfariam, ndio apenas em um valor exato. Este fato sugere que represente-se as
curvas de fung¢do de utilidade, em termos de intervalos, com limites inferiores e superiores como
pode ser visto na figura 3.13, ao invés de uma fung¢do univoca.

u(x)
/N

3 (x)
Figura 3.13 Fungéo Utilidade em Intervalos

3.6.5 Coeficiente de Aversio ao Risco (Aversido Local)

O coeficiente de aversdo ao risco, ¢ um fator varidvel com o comportamento de a cada
decisor. Este por sua vez tem uma grande aplicagio pratica em modelos de tomada de decisdo.

Por defini¢8o, o coeficiente de aversdo ao risco (4), é a metade da derivada segunda da fungfio no

ponto considerado ou seja;
__ i“z(_") (3.26)
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3.6.6 Expectiancia-variincia

Uma vez conhecendo-se o coeficiente de aversdo ao risco do decisor, é possivel
determinar a fungfo expectdncia varidncia, a qual auxiliard na tomada de decisio em situagio de

TiSco.

ev=E(VP)-Aoc 3.27)

onde:

ev = expectancia-varidncia (valor da variavel de decisdo);
E(VP) = valor esperado do Valor Presente;

A = coeficiente de aversdo ao risco;

¢ = desvio padrdo da distribui¢io da Variavel de Decisdo.

A figura 3.14 ilustra a relagdo inversamente proporcional entre a expectincia
varidncia e o coeficiente de aversdo ao risco.

ev

0 4

Figura 3.14 Expectincia-varidncia x Aversdo ao Risco

Igualando-se a equag@o (3.27), a zero;
Tem-se o limite maximo para 4, isto ¢, para 4 > E (VP ) / ¢ o projeto é rejeitado, caso
contrario € aceito.

Examinando-se a situagdo inversa, isto €, quando o decisor ¢ totalmente indiferente ao Tisco,
tem-se que a expectancia-variancia ¢ maxima,
A=0

Tomando-se cada um dos periodos, tem-se o limite dado por 4 , a partir do qual a utilidade
passa a se decrescente.

Mesmo sendo o decisor averso ao risco, sempre existira um 4 maximo, determinado pelas
caracteristicas do projeto, o qual devera ser respeitado .



_max[E (VP)i] (3.28)

i max C.
i

A

Sendo, i={1,2,..., n};

Examinando-se a situagio inversa, isto €, quando o decisor ¢ indiferente ao risco;
A=0

Tem-se que:

ev, ... = E(VP) i={12,.,n (3.29)

11max;
3.7 Estimativa com Base em Trés Pontos (minimo, mais provavel e maximo)

Em muitos processos que envolvem anélise ¢ tomada de decisdo, a distribuicio de
probabilidades das varidveis envolvidas é parcial ou totalmente desconhecida. Este fato cria a
necessidade de adotar-se uma distribuigio que represente adequadamente o comportamento
das varidveis.

Na literatura, encontram-se diversas sugestdes a respeito da melhor distribuiggio a ser
utilizada, Shaalan,Broadwater e Rahman [21] sugerem a distribuicio uniforme, desde que as
probabilidades associadas as variaveis sejam igualmente provéveis.

3.7.1 Distribuicio Aproximada da Distribuicdo Beta (PERT)

Park [36] aconselha a distribui¢io triangular, ou uma aproximaciio derivada do
sistema PERT. Esta ultima tem sido bastante utilizada, porém este tipo de distribuigo ¢
apenas uma aproximagao linear da fungo Beta, com sérias deficiéncias no que se refere a
precisdo obtida, principalmente nas situagdes em que os dados apresentam uma forte
assimetria. Os erros cometidos na adogfo da aproximagdo PERT sio destacados em Keefer e
Bodily [37], os quais podem ser minorados utilizando-se uma aproximagio exponencial
desenvolvida no trabalho de Ferreira [38].

A distribuigdo linear aproximada da fungdo Beta ¢ a seguinte:

52
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at+t4c+b
3.30
E(x)= 7 (3.30)
b-a
3.31
c(x)= 6 (3.31)
Onde:

E(x) = média , ou valor esperado;
o(x) = desvio padrio;

a = valor minimo estimado;

b = valor maximo estimado;

¢ = valor mais provavel (modal).

3.7.2 Distribuicio Beta

Este tipo de distribuigdio tem sido muito utilizada para estimativas baseadas em trés
pontos, uma vez que tem como caracteristica principal sua grande flexibilidade de ajustamento,
isto €, a curva ajusta-se perfeitamente a dados que apresentam assimetria elevada, além de ter a
forma que vai desde uma quase-retangular (o =1 € p = 1), a uma curva perfeitamente simétrica
ou normal.

Os pardmetros basicos da distribuigfo Beta, sdo os seguintes:

(a+B)! x© P (x)P

flx)= () (B (3.32)

o= (nx 'a)2~ (b - p) - 0%(!4" -a) (3.33)
&(bwﬂ

_ (e-9) (bopy’- ok (b-px) (3.34)

c»zc(b -a)



a
_ o+1
Média = m‘
(a+1)(B+1)
Variancia = X
@+B+2) " (a+p+3)
Onde:
a>x>b

o € B sdo pardmetros da curva, >0, >0
U , = média ou valor esperado;

= valor minimo (na distribui¢do Beta padrdo =0 );

b= valor maximo (na distribuigdo Beta padriio = 1).
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(3.35)

(3.36)

(3.37)

CURVAS DE BETA EM FUNCAO DOS PARAMETROS

2
1 ]
18 (e = _ Alfa=1,Beta=1
1,6 1(Alfa=S, Beta=15 \L_’-I Alfa=1,5,Beta=35

1,4 T Alfa=5,Beta=5 \/
1,2 4+

X 14 ‘ '

D

< 0,8 ¢ "

036 T \
04 4f |[Alfa=15,Beta=3

Alfa = 3' ,Beta=1,5
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Figura 3.15 Fungfo Beta no Intervalo [ 0,1]

No figura 3.15 pode-se observar as diferentes configuragdes da distribui¢do Beta em

fun¢do dos pardmetros o € B.
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3.7.3 Distribuicio Triangular

A distribuigdo triangular ¢ possivelmente a distribuigdo mais utilizada em situagfio de
incerteza, uma vez que s3o necessirios apenas trés pontos (minimo, mais provavel e
maximo), para que seja possivel representar a distribuigio dos dados.

2(x-a)
(c-a) (b-a)
S ) 2 c-x)

(c-a) (c-b) P=*=z¢;

a< x<b;

Os dois principais momentos da distribuigfo triangular (média e desvio padrdo).

at+b+c
E(x)=_3_ (3.38)
1 2, 12, 2
c)_()C)=\/K(a~l—b+c-ac-bc—ba) (3.39)

Onde:

E (x) = valor esperado de x;

o(x) = desvio padrio de x,

a = valor minimo estimado;

b = valor mais provavel (modal);
¢ = valor maximo estimado.

3.7.4 - Distribui¢do Aproximada Beta Exponencial (AEX),( Ferreira [38])

AEX = {a+ (ma)e PP} parar<os (3.40)
AEXd= {c+ (mc).e (0,257 - 0,484/(1-1))} _parar>05 (3.40b)



Onde:

a = valor minimo da faixa;

b = valor maximo da faixa;

m = valor da moda (mais provavel).

Substituindo-se para E(VP), tem-se:

E(VP)e= VPmin+ (VP-VPmin) .e (1,83.r-1,59) ,parar<0,5
E(VP)= VPmax+(VP-VPmax) ¢ @27~ 0484011) para 1505

Sendo:

VP = o valor calculado para a moda dos intervalos de entrada.

VP - VPmin

r =
VPmax - VPmin

O Desvio Padréo calcula-se segundo a seguinte férmula:

2 2
(a-E(x)y+ (b-E(x))
c(x)= 6

Para Calculo do Desvio Padrio de VP, tem-se:

(VPmin - E (VP))2+ (VPmax - E (VP))2
O'(VP)= 6
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(3.41)

(3.33a)
(3.33b)

(3.43)

(3.44)

(3.45)



CAPITULO 4

DESCRICAO DO MODELO PROPOSTO

4.1 Introducgio

Neste Capitulo, apresenta-se o modelo propriamente dito, com o desenvolvimento de um
problema tipico de andlise de investimentos, 0 qual visa facilitar o entendimento do modelo
proposto.

O objetivo do modelo € buscar solugdes alternativas para o tratamento de variaveis mal
definidas, as quais possam ser modeladas em forma de intervalos aritméticos. Basicamente, trés
abordagens diferentes séo testadas e comparadas para um conjunto de projetos de investimentos
mutuamente exclusivos.

Na primeira etapa, utiliza-se o método Vertex [22], incorporando-se a este uma
modificagdo na fungdo do fator (P/A , I, n), com o objetivo de diminuir o intervalo de incerteza
da varidvel de decisio VP, e assim tornd-lo mais competitivo. A seguir, efetua-se a
hierarquizagdo dos projetos em fungfo do coeficiente de avers3o ao risco 4, através da aplicagdo
da fungfo expectincia-variancia (3.19). Concluindo-se esta primeira etapa do modelo, analisa-se
a ordem de dominéncia do conjunto de projetos, a trés niveis de aversdo, arbitrados conforme o
conceito de Indiferenga, Fraca € Forte aversdo ao risco, dentro dos limites admissiveis para os
projetos.

Na segunda etapa de desenvolvimento do modelo, introduz-se 0 método da Analise
Variacional [39], adotando-se os mesmos procedimentos utilizados na utilizagio do método
Vertex [22]. O objetivo € obter-se um melhoramento na precisdo dos Intervalos de incerteza. Para
comprovar-se esta hipétese, efetua-se uma analise comparativa entre os métodos.

Finalizando o modelo, propde-se como alternativa uma terceira abordagem, a qual € de
natureza possibilistica ou difusa. A abordagem difusa deve ser empregada quando existir

dificuldade de utilizar-se a abordagem estocastica.

No algoritmo 4.1 representa-se de forma compacta os principais passos a serem seguidos
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para implementag@o do modelo usando-se o método Vertex [22], que so:

1) entra-se com os dados em forma de intervalos, onde os limites minimos € maximos devem
necessariamente ser informados;

2) calcula-se o Valor Presente de cada projeto, comegando-se com 7 = 1, até que todos os VP's de
todos os projetos sejam maior ou igual a zero;

3) discretiza-se os Subintervalos (periodo a periodo), pelo processo de enumeragio;

4) adota-se uma Distribui¢do de Probabilidades para representar o comportamento das variaveis.
No modelo, sugere-se a Aproximagéo Exponencial (AEX) [38], para a Distribuigfio Beta Padro;

5) identifica-se o intervalo de Interesse, no qual os projetos apresentam a possibilidade de lucro;

6) determina-se o Coeficiente de Aversdo ao Risco maximo admissivel para cada projeto, € o
coeficiente de aversdo maximo para o conjunto de projetos;

7) ordena-se os projetos em fungdio do Coeficiente de Aversdo ao Risco do decisor, respeitando-
se os limites aceitaveis para o coeficiente de aversdo maximo admitido pelo projeto;

( Entrada de Dados
PARTE 1 (Intervalos) PARTE 2
.| Calculo VP's Calculo VP's
(Vertex) (Analise Variac.)
e Discretizagio 1 . :

i Intervalo VP's

Distribuigio. Amostral

Probabilidades.(AEX)
PARTE 3!

Hierarquizagdo

Figura 4.1 Algoritmo do Modelo de Analise Proposto
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4.2 Primeira Etapa (Método Vertex)

4.2.1 Intervalos de Entrada

No modelo proposto, pressupde-se a existéncia de um Fluxo de Caixa composto por,
Receitas, Custos e Taxa de Juros, sendo o periodo de duragdo dos projetos uma varidvel
desconhecida. Convencionou-se também, que as variaveis (fluxos de entradas e saidas) s3o
estatisticamente independentes entre si.

Admitindo-se a situagdo em que a necessidade seja ordenar economicamente um conjunto
de projetos, para uma determinada alternativa de investimentos, onde os dados de entrada sejam
em forma de intervalos, pode-se representar como tendo a seguinte estrutura:

CO = [co;

j,min 3 €

Cl=[ci; i 5 Ci

lj,m

Ojm s coj,max]

3 € x|
RA=[ra;py 570 7% pmax ]
T=lin o b s fad

n= [Py s Py s Py ]

Onde:

CO = custo operacional dos projetos
CI = custo inicial dos projetos

RA = receita anual do projetos

I = taxa de juros considerada

n = intervalo de tempo de duragio dos projetos

=12, .k
m = valor mais provavel (modal)
Onde:

k é o nimero dos projetos analisados

Na Memoria de Célculo 4.1 do anexo 2, mostra-se a organiza¢iio dos dados de entrada,
através do tabela 4.1 € 4.2, onde constam todas as possiveis combinagdes para os intervalos de
entrada. Estes valores serdo utilizados para o desenvolvimento do modelo proposto.
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4.2.2 Calculo do Valor Presente (VP)

O critério de avaliagdio, sob o ponto de vista econdmico-financeiro, baseia-se no Valor
Presente , embora nada impe¢a de utilizar-se outros métodos como TIR (Taxa Interna de
Retorno) e Valor Anual Uniforme Equivalente, dentre outros.

O motivo da escolha do método do Valor Presente , deve-se ao fato de que este método
tem sido amplamente utilizado. Com comprovada eficiéncia e simplicidade, a formula basica é a

seguinte:

SVP(CO,CLLRA, i ,n)=(RA-CO).(P/A,i,n)-CI 4.1
Substituindo-se as variaveis e entrada nos intervalos, tem-se:

fVPr={| Y0 ity > Py > T3 in] = [ COj min > €O » COj oy LIP/A, i, 1] - [ Cli min > Clim > Cli g 1(4.12)

onde;
- (3.2)

[P/A, i ,n]= I

Que sob a forma de intervalos, tem-se:

1- {1+ [imin , imax] }‘"
[P/A, i ,n]= 4.2)

[imin , imax]

r = namero de combinagdes 2 - (vide tabela 4.2 do anexo2)

¢t = numero de intervalos envolvidos na analise

i = valores estimados para a taxa de juros, (minimo e maximo)
n = periodo considerado.

Adotando-se o valor da condi¢do deterministica, um valor no intervalo de VPmin e
VPmax, calcula-se o VP, ou seja, o valor mais provavel ou moda da distribuigdo, para cada

projeto a cada periodo.

No algoritmo da figura 4.2 , resume-se o procedimento para o calculo do Valor Presente:
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2 Calculo do VP

min,max ¢ mais provavel

4 Discretizagdo

Figura 4.2 Algoritmo para Calcular o VP dos Projetos
Os passos representados no algoritmo da figura 4.1 sio os seguintes:
1) adota-se n =1,

2) aplicando-se a técnica do método Vertex [22] 4 equagdo (4.1), calcula-se o Valor Presente
para cada projeto, obtendo-se como resultado um valor de VP em forma de intervalo, com
valores limites minimo e maximo e valor mais provavel, para cada projeto. Se VPimax 2 0,
significa que obteve-se o valor do limite inferior de 7, ou seja o periodo a partir do qual o projeto
passa a ter possibilidade de lucro. Se VP; min 2 0, significa que encontrou-se o limite superior de
n, isto €, 0 ponto a partir do qual o projeto ndo apresenta mais possibilidade de prejuizo;

3) se VP, i, < 0 soma-se 1 (um) ao valor de 7, e volta-se ao passo numero 2. Se VP, in 2 0, entdo

continua-se no passo seguinte;
4) inicia-se o processo de Discretizagio.

O calculo dos VP's dos projetos, deve dar como resultado um intervalo de tempo; -
15 = [7; 1uiny » P max 1> © qual representa-se na figura 4.3.

Onde;

7, min = indica o periodo a partir do qual o VP, >0e VP min <0

7, max = indica o periodo a partir do qual 0 VP, >0 e VP, min 2 0
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O intervalo 7; = [#; 1, » 75, pmax ], POde ser interpretado como uma medida de incerteza, uma
vez que quanto maior for a dispersido dos fluxos do projeto maior sera o intervalo de nj, por

consequéncia, maior a incerteza a respeito do projeto.

Néo ¢ aconselhdvel que escolha-se um dos projetos como mais vantajoso, com base
apenas nos intervalos de AVP, representado na figura 4.3 Isto porque o comportamento
estatistico das variaveis ainda nfio ¢ transparente ao decisor. Uma vez que nesta fase, nfo é
possivel observar-se alguma ordem de dominancia entre os projetos, podendo haver alternancia
na hierarquizagfo quando analisados periodo a periodo.

A figura 4.3, € derivada da Memoéria de Calculo 4.2 do Anexo 2, onde é possivel
observar-se os intervalos de VP, minimo, maximo e mais provavel, os quais estfio na tabela 4.3 .

25000 T

20000 +
15000 +
10000 +  VPlmax
g 5000 1
£
-9 -
£ 0 e
; -~ o / ;'/ vy
-5000 + 0
-15000
VPlmin
-20000 L
Fig. 4.3 Intervalo de Variagio VP (Vertex)
No caso da figura 4.3, os intervalos de possiveis resultados para VP, sio os seguintes:
projeto 1;
ny=[4,23];
projeto 2;
n2 = [ 5 > 17 ]9
projeto 3;

ny=[5,21];
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Nota-se ainda, na figura 4.3, que quando » cresce, ocorre um aumento do intervalo de
variagdo de V'P; (AVP; ), o que explica-se pelo fato da incerteza ser maior a respeito do futuro do
que com relagdo ao presente.

No caso da Memoria de Calculo 4.2 do Anexo 2, os intervalos de tempo 7 estéio valorados
na tabela 4.2 do mesmo Anexo. Indicam que o Projeto 1, encerra um maior grau de incerteza, se
comparado aos demais Projetos. Por outro lado, o Projeto 2 é o que apresenta menor disperséo.

4.2.3 Discretizacdo do Intervalo de Possiveis Resultados para VP

O processo de Discretizagdo do intervalo de possibilidades deve ser considerado como um
dos passos mais importante na utilizagdo do modelo proposto, uma vez que sem este
procedimento torna-se muito dificil identificar-se a relagdo de dominancia entre os projetos.

A Discretizagdo € uma técnica que permite seccionar o intervalo de tempo, em tantos
subintervalos quantos forem necessarios. Este procedimento permite identificar intervalos de
dominancia. A figura 4.4 representa graficamente o processo de discretizagéo.

Fovpy AN

Figura 4.4 Discretizagio do Intervalo de Possibilidades

Na figura 4.4 estdo representadas trés possiveis situagdes A, B e C, onde a situagio A
deve ser eliminada da analise, pelo fato de o Valor Esperado de VP < 0.
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E possivel ainda através do processo de discretizagdo do intervalo n; conhecer-se, a cada
periodo de tempo, o Valor Esperado ( E(VP;) ) ¢ o desvio padrio (c,(VP)) de cada projeto, a
partir das r possiveis combinagdes;

onde:

m = numero de intervalos considerados.

O Valor Esperado (E(VP)), é obtido com a aplicagdo das formulas, (3.33a) e (3.33b), do
item 3.7.4 do Capitulo 3.

Para o calculo do Desvio Padréo de VP, utiliza-se a equagdio (3.44) do item 3.7.4 do Capitulo 3.

Os valores obtidos para E(VP) e 6 (VP) constam da Memoria de Calculo 4.4, tabela 4.4 do
Anexo 2.

4.2.4 Incorporacio da Distribuiciio de Probabilidades

Na literatura séo sugeridos alguns tipos de Fungdes Densidade de Probabilidade (£d.p), as
quais sdo possiveis de adotar-se na representagio do comportamento das varidveis. As mais
indicadas sdo:

a) distribuigdo Uniforme - Utilizada quando estima-se que todos os eventos tenham
probabilidades iguais;

b) distribuicdo Normal - E uma das mais utilizadas para tratamento de problemas envolvendo
andlise de investimentos de natureza probabilistica. Sua aplicagio é mais indicada para os casos
em que a assimetria dos dados seja ndo muito acentuada;

c) distribuicdo Beta - Estudos mais recentes tém mostrado vantagens de substituir-se a
distribuicdo Normal pela distribuigio Beta, principalmente em se tratando de estimativas por
intermédio de 3 (trés) pontos, bastante comuns em problemas de analise de investimentos;
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d) distribuicio PERT [36]- Este tipo de distribuigio ¢ uma linearizagio da funcdo Beta,
possuindo a vantagem de ser bastante simples de utilizar-se na pratica. Originalmente foi
empregada nas redes PERT/CPM, porém também pode ser aplicada 4 analise de investimentos,
tdo somente substituindo-se os tempos mais cedo, mais tarde e mais provavel, pelas variaveis

minimo, maximo e Valor Esperado de VP;

e) distribui¢do AEX [38]- Esta distribui¢do, a exemplo da distribuigio PERT, ¢ uma
aproximagdo da distribuigdo Beta, com a diferenga de ser uma aproximagio exponencial, de

maior precisio.

Dentre as distribui¢des citadas, teoricamente a distribuigio Beta parece ser a mais
indicada, devido as suas caracteristicas "elasticas”, ja descritas no Capitulo 3 item 3.7.2. Porém,
entre utilizar-se a distribui¢do Beta , de dificil manuseio, e uma aproximago desta, optou-se pela
distribui¢do AEX [38], pelo fato desta ultima ser de manuseio mais simples do que a Beta, ¢ mais
precisa do que a PERT [36]. Isto pode ser verificado na Meméria de Calculo 4.5, tabela 4.3 do
Anexo 2, onde compara-se os erros referentes ao Valor Esperado e o Desvio Padrio, com relagdo
a Distribui¢do Beta.

4.2.5 Intervalo de Dominéincia

O intervalo de dominancia, para efeito de analise, deve ser considerado aquele em que os
projetos apresentam a possibilidade de £(VP) 2 0. Este Intervalo esta representado na figura 4.5,
a qual ¢ resultante da representagdo grafica dos valores da tabela 4.32, obtidos a partir do
Memoria de Célculo 4.4 do Anexo 2.

E(VP)3
12000 § Intervalo de Dominiincia R

10000 |
8000 {
6000 +
4000 +
2000 |

0 .

2000 1

f (E(VP), Desv)

Fig. 4.5 Discretizagdo Intervalo Dominéncia
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Analisando-se a figura 4.5 sob a otica do Valor Esperado, percebe-se que existe uma
alternancia no que se refere a ordem de dominéncia entre os projetos 1 e 3 no periodo 8 a 12.

Observa-se também, que se por um lado o projeto 2 é dominado sob o ponto de vista do
Valor Presente, por outro lado, este projeto é o que apresenta o menor Desvio Padréo. Isto indica
que o projeto 2 envolve um menor risco, e sua hierarquizagio em relagfo aos projetos 1 e 3 pode
ser alterada em fungéo da aversdo ao risco do decisor.

4.2.6 Coeficiente de Aversio ao Risco (4)

Em situagdes de decisdo sob risco, isto é quando tem-se os dois pardmetros bésicos, 0
Valor Esperado e o Desvio Padrio da distribui¢io de VP , faz-se necessario a utilizagio de um
terceiro pardmetro, o Coeficiente de Aversdo ao Risco (4). Este coeficiente permite que proceda-
se a analise considerando-se, simultaneamente, o retorno do projeto ¢ o risco do mesmo, através
da equagdio da Expecténcia-Varidncia (3.27), apresentada no item 3.6.6 do Capitulo 3.

Para cada projeto existe um 4 maximo admissivel, independentemente do coeficiente de
aversdo intrinseco de cada decisor.

No modelo proposto, calcula-se 0 4 maximo para os projetos, uma vez que a andlise é
feita com base no conjunto destes. Os valores de 4, estio na Meméria de Calculo 4.6, tabela 4.6,
do anexo 2, e estdo representados graficamente na figura 4.6, onde é possivel visualizar-se que o
aumento do coeficiente de aversio ao risco, altera a domindncia dos projetos.

15000

Proj] n=1froj1 ”zj@rojl n=20

Proj 2 n=20
Proj 2n=16

10000 +

5000 £

10001

-5000

flE(VP),DESV)]
]

ey

-10000 A R
)j

Proj 2n=8§

-15000

Figura 4.6 Funggo Expectancia-Variancia
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Analisando-se a figura 4.6, onde estdo resumidos os periodos mais importantes, observa-
se que os coeficientes de aversdo ao risco assumem os seguintes valores maximos:

n=28, Amax = 0,22 , e o projeto dominante é o projeto 1.

n=12, o projeto 1, ¢ dominante até um 4,,, = 0,56, passando o projeto 2 dominar a partir deste
ponto, até 4, = 1,09.

n =16, o projeto 3, € dominante até um A,,,, = 0,30, a partir deste ponto, o projeto 2 domina até
o limite de 4,,, = 1,63.

n=20, o projeto 1, ¢ dominante até um 4,,,, = 0,33, passando o projeto 2 dominar a partir deste
ponto, até 4, = 1,94

4.2.6.1 Anilise Detalhada da Figura 4.6 (Funcio Expectincia-Varidncia)

A figura 4.6, mesmo representando-se apenas os intervalos mais importantes, torna-se
dificil de ser interpretada. Portanto, faz-se necessario um maior detalhamento desta
representagdo grafica, para isto ilustra-se graficamente os periodos de forma individual, através
das figuras 4.7, 4.8, 4.9, 4.10 € 4.11, onde o comportamento dos projetos pode ser acompanhado,
individualmente.

Na sequi€éncia de figuras a serem apresentadas derivam Memoéria de Calculos 46, tabela
4.6 do anexo 2, identifica-se apenas aqueles projetos dominantes, excluindo-se dos graficos os
projetos dominados, mesmo que estes tenham sido analisados.
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Na figura 4.7, percebe-se com relativa facilidade, que o projeto 1, é estritamente
dominante no periodo 8, uma vez que domina os demais para todo o intervalo de 4 = [0 ; 0,23], 0
projeto 2, ¢ dominado, e tem o valor da expectancia-varidncia negativo para valores de 4 > 0,46.
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Fig. 4.8 Dominéncia em n =

Na figura 4.8, periodo 10, o projeto 1 domina no intervalo de 4 = [0 ; 0,65], o projeto 2, é
dominante no intervalo 4 =.[0,65 ; 0,68], o projeto 3 é dominado. Observa-se que o projeto 1
domina fortemente no intervalo 4, enquanto que a dominancia do projeto 2, pode ser considerada
como uma fraca domindncia, uma vez que domina em uma pequena faixa do intervalo 4.
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Fig. 4.9 Dominédncia em n = 14

Na figura 4.9, periodo14, o projeto 3 domina para um intervalo do coeficiente de aversdio
A4 =[0 ; 0,64], sendo que no intervalo 4 = [0,64 ; 1,42] o projeto 2 é dominante. A figura 4.9,
revela uma situagdo de fraca domindncia para o intervalo de 4, uma vez que os projetos 2 € 3,
sdo dominantes em aproximadamente metade da faixa dos valores de A4.
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Fig 4.10 Dominancia emn = 16

No periodo 16, Figura 4.10, observar-se que o projeto 3 é dominante para o intervalo 4 =
[0; 0,64] € o projeto 2 ¢ dominante no intervalo 4 = 10,64 ; 1,64].
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Fig 4.11 Domindncia em n = 23

No periodo 23, a figura 4.11 , mostra que o projeto 3 domina no intervalo 4= [0 ; 0,64], e
0 projeto 2, ¢ dominante no intervalo 4=]0,64 ; 2,30]. Observa-se que no intervalo n=[ 10 ; 23],
o intervalo de aversdo ao risco 4 = [0,60 ; 0,64], determina uma fronteira , a partir da qual a
relagdo de dominéncia dos projetos ¢ alterada, indicando, a principio que neste intervalo existe
um ponto no qual os projetos sio indiferentes.

4.2.7 Hierarquizac#o das Alternativas
Pode-se hierarquizar os projetos segundo o coeficiente de aversio do decisor. Para

representar esta situagfo, adotou-se arbitrariamente trés diferentes niveis de aversdo ao risco. Os
valores obtidos fazem parte da Memoéria de Calculos 4.7, tabela 4.7 do Anexo 2.
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Respeitando-se o limite maximo admissivel para A4, relativo ao conjunto de projetos em
analise, adotou-se trés niveis de aversdo ao risco. Estes valores baseiam-se em uma escala
relativa, representada graficamente abaixo:

A min A max
IL HWA } WA = MA } SA I HSA { 4.7)
0 0,42 0,84 1,26 1,68 2,10
Indiferenga
Onde:

HWA = muito fraca aversdo ao risco;
WA = fraca aversdo ao risco;

MA = moderada aversdo ao risco;
SA = forte aversdo ao risco;

HSA = muito forte aversdo ao risco ;

A primeira hierarquizagfio, da-se ao nivel de 4 = 0, isto é, quando o decisor é indiferente
ao risco, a qual esta representada graficamente na figura 4.12, tabela 4.7, anexo 2.
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Fig. 4.12 Hierarquizagio
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A figura 4.12, representa a situagdio em que o decisor ¢ indiferente ao risco. Nesta
condi¢do, tem-se que o projeto 1, € preferivel no intervalo » = [8 ; 10}, e o projeto 3 é preferivel

aos demais no intervalo n=[11 ; 23].

Tomando-se um coeficiente de aversdo ao risco no valor de 4 = 0,20, e comparando-se
com a escala relativa (4.7) do item 4.3, este deve estar contido no intervalo onde classifica-se o
decisor como tendo muito fraca aversdo ao risco, obtendo-se com este valor de 4, a figura 4.15,
derivada da Memoria de Célculo 4.7, tabela 4.7 do Anexo 2.

MUITO FRACA AVERSAO AO RISCO
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Fig. 4.13 Hierarquizagio A=0,20

Na figura 4.13 , representa-se a situagdo em que decisor muito fracamente avesso ao risco
A = 0,20, onde tem-se que o projeto 3 deve ser preferivel no intervalo n = [8 ; 23].

Tomando-se o valor de 4= 0,5 e comparando-se também a escala (4.7) do item (4.2.7).
pode-se classificar o decisor como sendo fracamente avesso ao risco, figura 4.13.

DECISOR FRACAMENTE AVESSO AO RISCO
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Fig 4.14 Hierarquizagdo A=0,5
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A figura 4.13, representa a situagdo em que o decisor tem uma fraca aversdo ao risco A =
0,5, e mostra que o projeto 1 € preferido no periodo » = 10, e o projeto 3 é preferivel no intervalo
n=[11;23].

Adotando-se o coeficiente de aversdo 4 = 1,0, e comparando-se a escala relativa do item
4.3, pode-se classificar como sendo o decisor moderadamente avesso ao risco.

DECISOR MODERADAMENTE AVESSO AO RISCO
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Fig. 4.15 Hierarquizagdo A=1,0

A figura 4.15, representa a situagfio em que o decisor é moderadamente avesso ao risco,
tem-se que o projeto 2 € preferivel no intervalo » = [12 ; 23]. Para valores de n < 11, os projetos
devem ser rejeitados.

Note-se que quanto maior o coeficiente de aversdo ao risco, maior ¢ o » minimo, isto &, o
ponto a partir do qual os projetos passam a ser aceitiveis economicamente. Um dos fatores
responsaveis por este "deslocamento” do periodo minimo de aceitagdo, é que a dispersdo do
conjunto de projetos analisados, de uma maneira geral, ¢ relativamente elevada.

A tabela 4.5, resume o "ranking" de preferéncia entre os projetos, para os quatro niveis de
aversdo ao risco sugeridos para o conjunto de projetos em analise.

Indiferenga ao Risco Muito Fraca Aversdo Fraca Aversdo Moderada Aversio

A=0,0

A=0,20

A=0,5

A=10

n=[8;10] P1>P3>~P2

#=[9;16] P3>P1~P2

n=[10,10] P1~P3>P2

n=[13;23] P2>-P3>P1

n=[11;23] P3=P1-P2

n=[16:23] P3=~P2>P1

n=[13;23] P3>~P2>P1

Tabela 4.5 Ranking dos Projetos P1, P2 e P3, em fungfio de E(VP) e 6(VP) .
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E possivel observar-se no quadro 4.5, que os projetos alternam-se na dominéncia, em
fungfo da mudanga do coeficiente de aversdo ao risco, e que para valores de 4 > 1,0, projeto 2
deve ser estritamente dominante até 4 = 2_30.

Néo adotou-se um coeficiente de aversfo ao risco 4 > 1,38, que fosse classificado como
forte aversdo risco, porque a caracteristica dos projetos ndo permite tal pressuposto.

4.3 Segunda Etapa ( Incorporaciio da Andlise Variacional)

4.3.1 Introducio
Nesta segunda etapa, sugere-se que sejam observados os seguintes passos:

1) entra-se com os dados em forma de intervalos, informando-se os limites minimo, maximo, e
valor mais provavel,

2) calcula-se o intervalo de possiveis resultados para o Valor Presente de cada Projeto, através do
método da Analise Variacional [39];

3) adota-se uma Distribui¢@o de Probabilidades para representar o comportamento das variaveis.
Sugere-se a distribuigdo AEX [38], item 3.8.4 do Capitulo 3;

4) ordena-se os Projetos com base no coeficiente de aversdo ao risco 4;

5) hierarquiza-se os projetos segundo o grau de aversdo ao risco do decisor.

4.3.2 Intervalos de Entrada

A exemplo da abordagem através do método Vertex[22], item 4.2.1 do Capitulo 4, as
varidveis de entrada sfo partes integrantes de um fluxo de caixa, onde os fluxos de entrada
(receitas) e os fluxos de saida (custos), sdo independentes estatisticamente entre si.
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O ponto intermediario pode localizar-se em qualquer ponto dentro do intervalo minimo e
maximo, e deve ser interpretado como sendo o valor modal.

CO= [cojm » €O 5 €O a1
CI=[Cliin 3 Cljpn 3 C; pax ]
RA=[ra; i, + 701 5 70, s ]

I=[igin 5 ins fmax]
1= Ry s My s Py ]

Onde:

CO = custo operacional dos projetos

CI = custo inicial dos projetos

RA = receita anual do projetos

I = taxa de juros considerada

n = intervalo de tempo de duraggo dos projetos
1=1.2,..k

m = valor mais provavel (modal)

Onde, & ¢ o numero dos projetos analisados

A formatagdo basica dos dados de entrada, esta representada na Meméria de Calculo 4.1
do Anexo 2.

4.3.3 Calculo do Valor Presente (VP)

Para calcular-se o Valor Presente, Memdria de Calculo 4.2 do anexo 3, utiliza-se a
formula (4.1) descrita no item 4.2.2 do Capitulo 4, e o procedimento é o mesmo representado no
algoritmo 4.2, com a diferenga de substituir-se a utilizagdo do Método Vertex [22], pelo Método
da Andlise Variacional [39]. Os passos para calcular-se 0 Valor Presente estdo descritos no item
4.2.2 do Capitulo 4, € os resultados constam na tabela 4.8 do anexo 2, os quais podem ser
visualizados na figura 4.3, que apresenta os intervalos de possiveis resultados para VPj , que s3o
0s seguintes:

projeto 1;
n=[60,121;
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projeto 2;
n,=[60,101];
projeto 3;
n,=[52,15]

Na figura 4.16, representa-se também, os intervalos de variagdo para VP (AVP),
utilizando-se os intervalos da tabela 4.2 do anexo 3.

Intervalos de VP

Valor Presente
(7]
[—]
[
>

n=[nmin, n max ]

Figura 4.16 Intervalo de Variagdo de VP

As observagdes a respeito dos intervalos de variagio AVP; , no item 4.2.2 do Capitulo 4,
podem ser consideradas como aplicaveis com relagdo a figura 4.16, resguardadas as devidas
proporges dos intervalos, uma vez que os intervalos de variagdo de VP sdo significativamente
menores do que os obtidos através do método Vertex [22].

4.3.4 Discretizagiio do Intervalo de Possibilidades para VP

Idem ao item 4.2.3, com a diferenga de que ndo se tem agora como resultado uma
combinagdo de intervalos, mas um intervalo cujos erros sdo devidamente corrigidos e
incorporados ao Valor Esperado de VP. A representagio grafica da Discretizagio estd
demonstrada na figura 4.4, do item 4.2.3 do Capitulo 4.
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4.3.5 Intervalo de Dominéncia

Idem ao item 4.2.5, na figura 4.17. Representa-se o Intervalo de Dominincia em fungfo
do Valor Esperado de VP e do Desvio Padrdo, através da fungdo Expectincia-Varidncia. Os
valores obtidos para elaboragéo do grafico da figura 4.17, estfio na tabela 4.2, anexo 3.
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Fig. 4.17 Discretizagdo do Intervalo de Dominéncia

Analisando-se a figura 4.17, com relagfo ao Valor Esperado de VP, & possivel identificar-
se que o projeto 1 € dominante, n = [8 ; 11]. e o projeto 3 é dominante no intervalo n = [11 ; 23],

enquanto que o projeto 2, ¢ dominado no intervalo n = [8 ; 23].

4.3.5.1 Anilise dos Intervalos de Dominancia

Representa-se através das figuras 4.18, 4.19, 4.20, e 4.21, a dominancia entre os projetos,
considerando-se os coeficientes de aversdo maximos admissiveis para os projetos, através da
fungdo Expecténcia-Varidncia. Nestas figuras representa-se graficamente aqueles projetos que
definem a fronteira dos intervalos de domindncia, procurando-se desta forma facilitar a

interpretacéo das mesmas.

A primeira representagdo grafica, ¢ relativa ao periodo n = 8, através da figura 4.18,
seguindo-se as demais relativas a seus periodos correspondentes. Os valores para estes graficos,
foram obtidos a partir da equagio (4.7), e estdo numericamente representados na tabela 4.9 da
Memoria de Calculos 4.9.
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Fig.4.18 Dominancia n = 8 (Analise Variacional)

A figura 4.18, periodo 8, revela que o projeto 1 ¢ dominante para o intervalo de aversdo
ao risco A= [0 ; 0,35], este projeto ¢ estritamente dominante neste periodo, uma vez que domina
em toda a faixa do intervalo de A.
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Fig. 4.19 Domindncia n=10 (Analise Variacional)

Na figura 4.19, periodo 10, percebe-se que o projeto 1 ¢ dominante ao nivel de aversdo
A=[0 ; 1,19], sendo que o projeto 2 domina no intervalo 4 = [1,19 ; 1,25]. Nota-se que existe
uma forte dominéancia do projeto 1 sobre os demais.
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Fig. 4.20 Dominincia n=14 (Analise Variacional)
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A figura 4.20, periodo 14, revela que o projeto 3 é dominante no intervalo 4= [0 ; 0,15], o
projeto 1 é dominante no intervalo 4= [0,15; 0,80], ¢ o projeto 2 é dominante no intervalo A=
[0,80 ; 2,64]. No periodo em andlise existe uma fraca relagdio de dominancia, uma vez que os trés
projetos alternam-se na dominancia a diferentes subintervalos de aversdo 4.
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Fig.4.21 Dominéncia =16 (Analise Variacional)

Na figura 4.21, periodo 16, tem-se que o projeto 3 ¢ dominante para o intervalo 4 = [0 ;
0,25], o projeto 1 dominante no intervalo 4 = [0,25 ; 0,70], e o projeto 2 domina no intervalo 4 =
[0,70 ; 3,04]. A exemplo do que se identificara no periodo 11, figura 4.20, ocorre para o periodo
16 que os trés projetos dominam a diferentes subintervalos de 4, podendo-se, a principio, dizer
que no periodo em andlise, para o intervalo de aversdo ao risco 4 = [0 ; 3,04] , existe um fraca
relagdo de dominéncia entre os projetos 1, 2 e 3.
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Fig. 4.22 Dominincia n=23 (Anélise Variacional)
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Na figura 4.22, periodo 23, o projeto 3 domina no intervalo 4 =[ 0 ; 0,40], o projeto 1 no
intervalo 4 =[0,40 ; 0,50] e o projeto 2 domina no intervalo 4 =[ 0,50 ; 3,77]. Idem aos periodos
14 e 16, no que se refere a relagdo de dominancia entre os projetos envolvidos.

Analisando-se a domindncia dos projetos, periodo a periodo, em fungdo do coeficiente de
aversdo ao risco (4), percebe-se que o projeto 3 ¢ dominante para a faixa de valores menores para
A. O projeto 1 domina para os valores intermediarios de 4, enquanto que o projeto 2 domina para
a faixa de valores mais elevados para A.

O projeto 3, € o projeto que apresenta a maior dispersdo, o projeto 2 apresenta a menor
dispersio, € o projeto 1 uma dispersio intermediaria, com relagdo aos demais projetos.

A ordem de dominéncia esta relacionada fisicamente com a dispersdo dos projetos, uma
vez que o coeficiente de aversdo ao risco (4) atua como um redutor do Valor Esperado, sendo
compreensivel que para um mesmo Valor Esperado com diferentes graus de dispersdo, tem-se
diferentes valores possiveis para 4. Isto €, quanto menor for a dispersdo (Desvio Padrdo), maior
pode ser o valor atribuido a 4.

Sob o ponto de vista econdmico, pode-se dizer que a ordem de dominancia observada é
coerente com os principios basicos da Teoria da Utilidade, uma vez que quanto maior a aversdo
do decisor ao risco, mais este tendera escolher aquele projeto que apresentar menor dispersao.

4.3.7 Hierarquizacio das Alternativas
Utiliza-se 0 mesmo processo do item 4.2.7 para hierarquizagdo dos projetos, segundo o

coeficiente de aversdo do decisor (4). Tomando-se valores proporcionais ao utilizados na escala
relativa (4.7) do item 4.3.6 deste Capitulo.

A min A max
H{WA | WA | MA | SA | HSA | (4.7a)
0 0,74 1,48 2,22 2,96 3,70
Indiferenga
Onde:

HWA = muito fraca aversdo ao risco;



WA = fraca aversio ao risco;

MA = moderada aversido ao risco;
SA = forte aversdo ao risco;

HSA = muito forte aversio ao risco.
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A primeira hierarquizag@io da-se ao nivel de 4 = 0, isto quando o decisor ¢ indiferente ao

risco, a qual esta representada graficamente na figura 4.23, tabela 4.10 do anexo 2.
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Fig. 4.23 Hierarquizagdo A=0
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A figura 4.23, representa a situagdio em que o decisor ¢ indiferente ao risco. Nesta

condigdo, tem-se que o projeto 1 & preferivel no intervalo n = [8 ; 10], o projeto 3 é preferivel

aos demais no intervalo n = [11 ; 23].

MUITO FRACA AVERSAO AO RISCO
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Fig. 4.24 Hierarquizagio A= 0,32

Na figura 4.24 , representa-se a situagdo em que decisor é muito fracamente avesso ao

risco A = 0,20, onde tem-se que o projeto 1 deve ser preferivel no intervalo n = [8 ; 17], € o

projeto 3 no intervalo n=[17 ; 23]
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Fig. 4.25 Hierarquizagdo A=0,80

A figura 4.25 representa a situago em que o decisor tem uma fraca aversdo ao risco A =
0,5, mostrando o projeto 1 ¢ preferido no intervalo » = [10 ; 20], e o projeto 2 ¢ preferivel no
intervalo n = [20 ; 23].

MODERADAMENTE AVESSO AO RISCO

o ‘

. e —

o e —
0 > .,.'-—--. ............ | n

2000 "': 3

-4000

-6000

Expect-varidncia
\

Fig. 4.26 Hierarquizagio A=1,61

A figura 4.26, representa a situagiio em que o decisor ¢ moderadamente avesso ao risco,
para esta situagdo, tem-se que o projeto 1 ¢ preferivel no intervalo » = [10 ; 12], e o Projeto 2 é
dominante no intervalo n =[12 ; 23].

Na tabela 4.6, resume-se o "ranking" de preferéncia entre os projetos, para os quatro
niveis de averséo ao risco sugeridos para o conjunto de projetos em analise.

Indiferenga ao Risco Muito Fraca Aversdo Fraca Averséo Moderada Aversdo
A=0,0 A=0,20 A=0,5 A=1,0
n=[8;11] P1>P3>-P2 n=[8;16] P1>-P3>P2 n=[10;10] P1>P2>P3 n=[9;12] P3>P2>P1
n=[11;23] P3>P1>P2 n=[16;23] P3>P1>P2 n=[12;23] P2>P1>P3

Tabela 4.6, Ranking dos Projetos P1, P2 e P3, em fungdo de E(VP) ¢ o(VP).
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E possivel observar-se no quadro 4.5, que os projetos alternam-se na dominncia, em
fungfio da mudanga do coeficiente de aversdo ao risco.

4.3.7 Comparagiio dos Métodos Vertex (VT) e Andlise Variacional (AN)

Neste item, procura-se comparar a ordem de dominancia dos projetos, segundo os dois
métodos, uma vez que os mesmos mostraram-se equivalentes na andlise de intervalos de
incerteza. Esta equivaléncia entre os dois métodos pode ser visualizada nas seguintes figuras :
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Fig 4.27 Dominéncia em n= 8 (AN x VT)

A figura 4.27, periodo 8, mostra que o projeto 1 é dominante no periodo 8, tanto pela
aplicacdo do método da Analise Variacional (AN), quanto pelo método Vertex(VT). Pelo
método da AN o coeficiente de aversio maximo admitido pelo projeto no periodo 8 é 52%
superior ao obtido pelo método VT. Ao nivel de aversdo aproximadamente igual a 0,12 , os dois
métodos apresentam o mesmo valor para a fungio Expectincia-Variancia.
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Fig 4.28 Dominéncia em n=10 { AN x VT)
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A figura 4.28, que representa a ordem de dominéncia no periodo 10, revela que a ordem
de dominéncia obtida para os projetos 1 e 2, é a mesma para os dois métodos, VT e AN. O
coeficiente de aversdo maximo observado para o método da AN, é aproximadamente 82% maior
do que o coeficiente 4 maximo obtido através do método VT.
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Fig.4.29 Dominancia em n=14 (AN x VT)

A figura 4.29, periodo 14, demonstra que segundo o método VT, tem-se que o projeto 3 é
dominante até um nivel de A= 0,64, passando a dominar a partir deste ponto o projeto 2.
Na abordagem através do método da AN, trés métodos alternam-se a diferentes niveis de avers3o,
segundo a seguinte ordem, projeto 3, projeto 1 e projeto 2. O coeficiente de aversio ao risco
maximo obtido pelo método da AN, ¢ da ordem de 87% maior do que o obtido através do método
VT.
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A figura 4.30, para o periodo 16, mostra que, para este periodo, os métodos sdo
perfeitamente equivalentes, indicando que os projetos 1, 3 e 2, alternam-se na dominancia, a
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diferentes niveis de 4. O método da Analise Variacional [39] apresenta um A; maximo 87%,
superior ao obtido através do método Vertex [22].
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Fig. 4.31 Dominincia em n=23 (VT x AN)

A figura 4.31, periodo n= 23, mostra a mesma ordenago para os projetos, utilizando-se as
duas abordagens em analise ( VT e AN), sendo que a abordagem através da Analise Variacional
permite um coeficiente de aversdo ao risco da ordem de 76% maior do que 0 4 maximo admitido
na abordagem através do Vertex.

4.4 Terceira Etapa (Abordagem Possibilistica)
4.4.1 Introducio

Na abordagem difusa ou possibilistica, pressupde-se que as varidveis nio possuem um
comportamento que possa ser definido como aleatorio, mas um comportamento de caracteristicas
difusa, ou seja, existe um determinado grau de incerteza associado a cada intervalo variavel, o
qual néo pode ser medido com base na Teoria das Probabilidades, mas pode ser representado por
uma Distribui¢do de Possibilidades.

4.4.2 Intervalos de Entrada

Idem ao item 4.2.1 ¢ 4.3.1 deste Capitulo 4.
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4.4.3 Calculo do Valor Presente VP

Idem ao item 4.2.1 deste Capitulo 4, que representando-se em uma distribuigdo de
possibilidades triangular assumiria a forma da figura 4.32:

0 E >
VPmin VP VPmax

Fig. 4.32 Distribuigdo de Possibilidades de VP

Esta distribuicdo pode ser representada pela fungfo proposta por Chiu e Park [25], que
tem a seguinte forma:

Seja P um nimero difuso representado a esquerda (1) e a direita ( r);
P =[Pl p@]=[a+(b-a),c+(b-c)]; (3.13)

Para o = 0, tem-se que:

a = valor minimo de P = VPmin,

b = valor maximo de P = VPmax;

Para o = 1, tem-se que:

b = valor modal ,V’P

Substituindo-se na fungfo (3.13), na distribuigio AEX [18], obtém-se;

AEX ~{Ja+ (b-a).e (WBIT-159) 10 o (b-c ).e (0257~ 0484/ ) (4.6)

Os valores obtidos para o valor presente, ao nivel a = 0, ou seja o suporte de AEX, sdo os
mesmos calculados pelo método Vertex [22], e constam da tabela 4.3, Memoria de Calculo 4.2
do Anexo 2.
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4.4.4 Discretizacido do Intervalo de Possibilidades de VP

Idem ao item 4.2.3 deste Capitulo 4, podendo ser representado graficamente pela figura
4.4 do mesmo item.

4.4.5 Distribuicio de Possibilidades

A distribuigdio de possibilidades adotada foi apresentada no item 4.3.2 deste Capitulo.
Adotou-se, também, a Aproximag@io Exponencial AEX adaptada para representar quantidades
difusas (4.6).

4.4.6 Intervalo de Dominancia

Idem ao item 4.2.5 deste Capitulo 4, com a diferenga de que nio representa-se a dispersio
de VP, em forma de Desvio Padrio, figura 4.33.
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Fig. 4.33 Discretizagio Intervalo Dominincia

A figura 4.33, revela que segundo o Valor Esperado, o projeto 1 é dominante no intervalo
de n=[7; 11], e o projeto 3 ¢ dominante em n = [11 ; 23], ao nivel de possibilidade o. = 0. Este
resultado € igual aos obtidos com os métodos Vertex [22] e Analise Variacional [39].

4.4.7 Aversio ao Risco

Os modelos difusos representados por distribuigdes de possibilidades, permitem a
incorporagdo do grau de aversio ao risco. Porém, neste trabalho nfio se pretende estudar o
relacionamento existente entre o coeficiente de aversdo ao risco (4), aplicado através da fungdo
Expecténcia-Varidncia e sua possivel aplicagdo aos modelos difusos.
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4.4.8 Hierarquizacéo Difusa dos Projetos

A hierarquizag@o pode ser feita a diversos niveis de possibilidades (cortes a). Os niveis o
sdo importantes na medida em que a partir destes, pode-se criar uma relagio de ordem de
dominancia, identificando-se os projetos que se caracterizam por: estrita dominancia, fraca
dominéncia ou indiferenga com relagdo aos demais. A figura 4.34, representa-se um conjunto de
projetos a serem ordenados.

p (o) /N Proj3
1 N
N’_/ AN \\\ PI})_]I

.(~
! 7 e

o FYas /l\ \\|/
0,50 Y / A \\
o / / Proj2 N

0,25 s AN
0

% 0,75

s NN\
7
Fig. 4.34 Hierarquizagdo Difusa a Diferentesi— Niveis

Para o processo de hierarquizagdo, propde-se o método do ponto médio das areas,
desenvolvido no Capitulo 3, utilizando-se a equagdo (3.20):

A equagdo (3.20), hierarquizar-se os projetos para a. = [0 ; 1], obtendo-se como resultado
uma relagdo de ordem a cada nivel a, o que possibilita classificar-se a dominincia de um
determinado projeto como sendo, fraca, forte, indiferente, ou estrita, com relagfio aos demais.

4.4.8.1 Hierarquizacio ao Nivel de o = 1
Tomando-se a equagdo (3.1), procede-se a hierarquizagdo dos projetos. Os valores obtidos

constam da Tabela 4.11 do Anexo 2, obtendo-se os valores através dos quais é possivel
representar-se graficamente na figura 4.31.
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Alfa-corte = 1,0
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Figura 4.35 Hierarquizagio Difusa

A figura 4.35, mostra que no intervalo » = [8 ; 10], o projeto 1 ¢ dominante, enquanto que
no intervalo n = [10 ; 23] o projeto 3 ¢ dominante. Estes resultados sdo equivalentes aos
resultados obtidos, nas abordagens através do método Vertex e Analise Variacional, para um
coeficiente de aversdo 4 = 0. Isto &, nas situagdes em que nfo se leva em consideragiio a aversio
do decisor ao risco (4), os trés métodos sdo perfeitamente equivalentes.

4.4.9 Comparacio dos Métodos de Hierarquizagio de Quantidades Difusas

Neste item, procura-se demonstrar os resultados obtidos com a equagio (3.12),
comparando-se aos métodos apresentados no item 3.6.2 do Capitulo 3. Os resultados integram a
tabela 4.5, onde pode ser constatada a mesma ordem de hierarquizago que se encontrou com a

equacdo (4.7), ao nivel o = 0.
Os métodos comparados foram os seguintes:

a) método de Choobineh e Li [11], equagdo (3.21);
b) método de Chang [5], equagdo (3.22);

¢) método de Chiu e Park [5], equagdo (3.17);

d) método Magx , equagio (4.7).
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Na tabela 4.11, estdo relacionados todos os valores encontrados para os quatro métodos
anteriormente citados. E o resultado foi a mesma hierarquizag@o para todos os métodos, em todos
os periodos analisados como pode ser comprovado na tabela 4.11

| AEX | C&L | [11] Chang [5] Park [5]

Eq. (4.7) Eq. 3.2) Eq.(3.3) Eq.(3.5)
n|] M M M _|Ranking] K1 | K2 | K3 |Ranking] CHI |CH2|CH3|Ranking] PK1 | PK2 | PK3 Ranking
8] 78 | -54 546 | 1>3>2 ] 0,487 |0,447|0,476] 1>3>2 51 36 |47 1>3>2] 977 | 670 | 928 1>3>2
912023 | 1232 1871 | 1>3>2 | 0,487 [0453|0481] 1>3>2 | 126 |111]124] 1>3>2 | 2234 | 1942 | 2217 1>3>2
10| 3140 | 2396 3071 | 1>3>2 | 0,488 [0457/0485| 1>3>2 | 203 |188]202]| 1>3>2 | 3371 | 3093 | 3384 1>3>2
11| 4153 | 3451 4158 | 3>1>2 | 0488 [0,461|0488| 3>1>2 | 280 265|281 3>1>2 | 4401 | 4135 | 4441 3>1>2
12| 5071 | 4407 5143 | 3>1>2 | 0,488 [0,464|0491] 3>1>2 | 356 |341|358| 3>1>2 | 5334 | 5079 | 5398 3>1>2
131 5902 | 5273 6035 | 3>1>2 | 0,488 |0,466|0493| 3>1>2 | 430 |[415]433] 3>1>2 | 6180 | 5935 | 6266 3>1>2
14| 6656 | 6058 6844 | 3>1>2 | 0,489 |0,468(0,495| 3>1>2 | 501 |486|505| 3>1>2 | 6945 | 6709 | 7051 3>1>2
15| 7338 | 6769 7576 | 3>1>2 | 0,489 | 0,470|0497| 3>1>2 | 568 |554|574| 3>1>2 | 7638 | 7411 | 7762 3>1>2
16 | 7956 | 7413 8240 | 3>1>2 | 0,489 [0471/0,498] 3>1>2 | 632 |618|640| 3>1>2 | 8266 | 8046 | 8406 3>1>2
17| 8516 | 7996 8841 | 3>1>2 | 0489 1047310499] 3>1>2| 693 [679|701| 3>1>2 | 8834 | 8621 | 8989 3>1>2
18| 9024 | 8525 9386 | 3>1>2 | 0489 [0,474[0,500| 3>1>2 | 749 |736]759| 3>1>2 | 9350 | 9142 | 9518 3>1>2
19| 9484 | 9004 9879 | 3>1>2 | 0,489 [0,475]0,501] 3>1>2 | 802 |789|813| 3>1>2 | 9815 | 9614 | 9996 3>1>2
20| 9900 | 9438 10326 | 3>1>2 | 0,489 [0476]0,502] 3>1>2 | 851 [838]863| 3>1>2 | 10238 | 10042 | 10430 3>1>2
21110278 | 9831 10731 | 3>1>2 | 0,488 |0,475]0,501| 3>1>2 | 899 [887]|912| 3>1>2 | 10651 | 10459 | 10853 3>1>2
22| 10620 | 10187 11099 | 3>1>2 | 0,490 |0,477]0,503| 3>1>2 | 939 |927]953| 3>1>2 | 10967 | 10779 | 11178 3>1>2
23110930 | 10510 11431 3>1>2 | 0,490 10,478]0,504] 3>1>2 | 978 1966|993 3>1>2 | 11282 | 11097 | 11501 3>1>2

Tabela 4.11 Comparagdo entre os Métodos Difusos (a), (b), (¢) e (d), do item 4.3.8

Na tabela 4.11, observa-se que a hierarquizaggo obtida com os quatro diferentes métodos
foi exatamente a mesma conseguida com o método Vertex e a Analise Variacional ao nivel de
Aversdo 4 =0.

Para a ilustragéo proposta os trés métodos conduziram a resultados equivalentes, isto no
entanto ndo assegura que estas conclusdes possam ser generalizadas.

Observando-se as tabelas 4.5 e 4.6, as quais resumem o ranking dos projetos para o
método Vertex e o da Analise Variacional, respectivamente. E possivel visualizar-se que, pelos
meétodos para os valores extremos de (4), os resultados obtidos sdo totalmente equivalentes,
enquanto que algumas diferengas podem ser observadas para os valores intermedidrios de (4).
Isto deve-se ao fato de que o método da Anélise Variacional € mais preciso do que o método
Vertex. Mostrando-se um método mais estdvel do que o0 método Vertex, uma vez que permite
uma maior variagdo para (4), sem que se alterne a ordem de dominéncia dos projetos.



CAPITULO 5

CONCLUSOES E RECOMENDACOES

5.1 - Conclusoes

Dentre a principais conclusdes depreendidas no desenvolvimento do presente trabalho,

cita-se as seguintes:

a abordagem dos problemas de analise sob incerteza, com base em intervalos aritméticos,
mostrou ser de manipulagédo matematica relativamente simples;

os intervalos permitem uma representagdo mais aproximada das situacdes reais, uma vez
que ¢ possivel simular a variagdo de diversos pardmetros simultaneamente, tal qual ocorre
com frequéncia no mundo econdmico;

o processo de discretiza¢do dos intervalos, mostrou ser uma técnica eficiente quando existe
a necessidade de identificar-se intervalos de dominancia entre duas ou mais alternativas de
investimentos;

em condigdes de incerteza, a discretizagio em subintervalos aumenta a seguranga do
decisor, uma vez que permite um melhor conhecimento das possibilidades de retorno a
cada periodo, permitindo associar-se a estratégia do decisor frente ao investimento, com as
caracteristicas do projeto;

a utilizagdo da distribuigdo Beta aproximada (AEX) mostrou ser uma alternativa mais
precisa para a estimativa baseada em trés pontos. Além disto, por ser uma representagdo
triangular da funcdo Beta, ¢ apropriada para representar quantidades difusas triangulares;

as técnicas testadas para redugdo dos intervalos de incerteza mostraram-se bastante
eficientes, conseguindo-se uma redugdo de até 40% (quarenta por cento), apenas com um
rearranjo da formula do fator (P/A, i |, n);



91

+  dentre 0s métodos utilizados para calcular os intervalos de possibilidades, o de melhor
performance foi o método da Andlise Variacional, uma vez que através deste método foi
obtida uma sensivel redugdo do intervalo de incerteza. Além disto, o método permite
abordagens de natureza probabilistica.

5.2 Recomendacies

*  substituir a corregio dos fluxos pelo fator (P/A, i , n), pela correcdo periodo a periodo,
aumentando desta forma a precisdo dos intervalos de possibilidades;

*  adaptar a metodologia para analise de sensibilidade, uma vez que o modelo permite que
assim se proceda;

. compatibilizar o coeficiente de aversdo ao risco (4), na condigio probabilistica, € 0 grau de
aversdo ao risco (A), na situagdo possibilistica (difusa).
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ANEXO 1

Exemplo 3.1- Sub-Distributividade - Dong e Shah [22].

Sejam os intervalos X, =[1,4], X,=[2,3], X;=[1,5] ;
Calcular Y =X, [ X, - X; 1:
Y, =X [X-X]1 e Y,=-XX-XX
Y, =[1,4](12,3]-[1,51)
=[1,4][-3,2]Y,= {min[-3,2,-12,8]; max[-3,2,-12,8]}
=[-12,8]
L,={[1.4].02,3]}-{[1,4].[1,5)}
={min[2,3,8, 12];max[2,3,8,12]}-{min[1,5,4,20];max[1,5,4,20]}
={[2,12]-[1,20]}
= [-18,11]
Ou;
V1<Y,=>[-12,8]c[-18,11]

Exemplo 3.2

Sendoflx)=2x+3eX=[a,b]=][1, 5], entdo;
Aa)y=2.1+3=5

f(b)=2.5+3=13

Y={min(5, 13), (max(5, 13)} =[5, 13] =2, 10] + 3

Exemplo 3.3 - (Vertex) Corregio da Sub-distributividade

Tomando-se o exemplo dado em 3.1, e resolvendo-se pelo método Vertex;
Tem-se que:

Y=f(X, X X;)= Y=X, (Xp- X3)
X,=[1,4]:%,=[2,3];X%=[1,5]

a=1,b,=4

a,=2;b,=3

a;=1;b;=5



Para o caso tridimensional tem-se 23 = 8 , resulta na seguinte combinag¢io :

cl =(1>2>1):C2 =(1,2,5),C3=(1,3,1),C4 =(l>3>5):
¢ =(4,2,1),¢ =(4,2,5),c=(4,3,1),¢c =(4,3,5).

Para as ordenadas obtém-se:

fep=1.2-1=1, fie)=1.(2-5)= -3,
fie)=1.3-1)=2, fe)=1.(3-5= =2,
fie)=4.2-1)=4, fle)=4.(2-5)=-12,
fie)=4.(3-1)=8, fleg=4.(3-5)= -8,

Y =min; [ (f(¢j)) ], maxj[ (f(cj)] , para j=1,..N;
=min [1,-3,2,-2,4-12,8,-8];max[1,-3,2,-2,4-12,8,-8]
=[-12,8];

Exemplo 3.4 - Solucdo de Continuidade no Vertex

Seja a fungdo representada na figura 1.1:

Sx)=x.(2-x) com xe€[0,5;2]

Onde;

¢, =(0.5) e ¢,=(2)

Ac)=0,5.(2-0,5)=0,75

Ae)=2.2-2)=0

Entdo;

Y= {min[(fe1)) (Aep))], max[(Ac1))  [(Ae))] = [0 ; 0,75]
Para corrigir esta distor¢io

Supde-se que existam m pontos extremos, Ek=1..m],
Ento deve-se alterar ¥ = f{x) para:

Y= {min [(Rej)) (AEN], max{(Aci)) [REN]

Sendo a condigdo de continuidade obtida através da derivada parcial de f{x);
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Substituindo o ponto £ na fungio obtem-se:
Y ={min[0,5.(2-05)],[2.(2-2)], [1.2 - )], max [0,5. (2-0,5)], [2.(2-2)] , [1.2 - D]}
Y={0;1].

Figura 1.1 Mapade X para Y

Exemplo 3.5 - Reducio dos Intervalos Shaalan, Broadwater e Fabrycki [21]

Para i=[0.10,0.12]

en=1a30;
o 18,00 + Limite Sup. Eq.3.1
% 16,00
8 1400 ¢
2 12,00 4
Z 12 .
< 1000 1 Limite Sup. Eq. 3.2
=
A 800+
é 6.00 4 Limite Inf. Eq. 3.2
Q4001 e Limute Int. Eq. 3.1
é 200 ¢
0,00 ¥ttt bttt
Fig.3.2 Aumento da Precisdo do Intervalo de I n
Seja
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(1+i)"-1
(P/IA i, )= ————
i(1+i)"

Onde;
i=10,11,0,12],en=2

Resolvendo;

Valor Presente = 1000 * (P/A,i,2)
= [1000, 1000] * [1,570 , 1,844]
= [1570, 1844]

Transformando periodo a periodo, com o auxilio da equagdo (11)

1
(P/A i, n)=
(1+4)

Primeiro Ano (ano 2 para ano 1);
Valor Presente = [1000 , 1000] * 1/(1+i)
=[893,901]

Segundo Ano (ano 1 para ano 0);
Valor Presente = ([893 , 901] + [1000 , 1000] * 1/ (1 + i)
=[1690 , 1713]

Exemplo 3.6 - Namero difuso M:

1

L(x)=——
(1+x)
1
RCx)= 1m0
a=2;
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B=3;

m=35;
Entédo;
Z( 5-x )= 1 x<5
2 S-x.2
+(_2)
n(x) 2
k( x-5 ): 1 ’x25
3 1+ (%23)
3

Representagdo grafica na figura 3.8

Pertinéncia de (x)
f=]
V]

Valores de (x)
Figura 3.8 Numero Difuso M , a Direita e a Esquerda

Exemplo 3.7 - Operagdes com niimeros difusos triangulares.
Sendo:

P=[124];e

0=125,7];

Adigdo

P=[1+2-Da,4+(2-4)a]

0=[2+(52)a,7+(57)q]

POQ =[(1+a)+(2+30),(4-20)+(7-20)]
=[3+4a, 11 - 4a]

Paraa =0
Anexo 1



POO=1[3,11]
Parao =1;
POO=1[7,7]
Aplicando-se as operagdes de Intervalos Aritméticos;
Para o =0;
PO®O=[1,4]1+[2,7]
=[3,11]
Paraa=1;
P®QO=[2,2]1+[5,5]
=[7.7]

Obtém-se a Multiplicagdo (®), da seguinte forma:

Se P e Q sdo positivos;

P®Q = [PI® - gl@ , Pr) . Or)]
POO=[1+a).(2+30),(4-20).(7-20)
POQ = [(302 + 5a.+ 2) , (402 - 220, + 28)]

Solugdo através de Intervalos;

Para o = 0;
P®O=[1,4].[2,7]
={min[1.2,1.7,4.2,4.7], max[1.2,1.7,4.2,4.7] }
=[2,28] '
Paraa=1;
P®0O=[2,2].15,5]
= {min[2.5] , max[2.5] }
=110, 10]
POO=[0+u)/(7-2w0), (4- 200)/(2+300)
Para o =0;
P O@QO=[1/7,2]

Paraa =1;
P QQ=[2/5,2/5].
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Por intervalos tem-se;
Para o =0;
PSQO=11,4].[1/7,1/2]
= {min[1.(1/7),1.(1/2),4.(1/7),4.(1/2)] , max([1.(1/7),1.(1/2),4.(1/7),4.(1/2)1
=[1/7,2]
Paraa =1;
POQ=1[2,2].[1/5,1/5]
= {min[2.(1/5)] , max[2.(1/5)]}
=[2/5, 2/5]

Paraa =1;
P QQ=12/5,2/5]

Exemplo 3.8 - Determina¢io da Funcio Utilidade.

Admitindo que os limites minimo e maximo respectivamente sdo -500 e 1000 , e
atribuindo-se utilidades entre 0 € 1, tem-se:

u(-500)=0e %(1000)=1;
Tomando-se a preferéncia de um dado decisor, o qual deva decidir participar ou ndo de
uma loteria hipotética nas condigdes que seguem:

0,5 $ 1000
L5 <
0,5 $ -500
Pergunta-se ao decisor qual o equivalente certo para a loteria L5, se ele for indiferente a
participar, logo pode-se atribuir o valor de 0 (zero) ao equivalente certo, obtendo-se;
u(L5) = u(0),
Porém;

#(L5)=0,5x %(1000) + 0,5 x #(-500)=0,5x 1 +0,5x 0=0,5 .". u(0)=0,5

Perguntando-se agora, entre um equivalente certo de $ 400 ¢ uma loteria L6;

Anexo 1



0,5 $ 1000
L6 <=:::::::

0,5 $0
Logo;
w(L6) = u(400);

Mas;
u(L6)=0,5 x 4(1000) + 0,5 x u(0)=0,5x 1+ 0,5 x 0,5=0,75;

Supondo-se a oferta de mais uma situa¢do de escolha, entre um equivalente certo de $ -300, isto
€ o decisor pagaria para ndo se submeter a loteria L7;

0,5 —8%0
L7 <:::::::

0,5 $-500
Tem-se que:

w(L7) = u(-300), mas;
u(L7)=0,5 x u(0) + 0,5 x #(-500)=0,5x0,5+0,5x0=0,25

De posse destes pontos, ja é possivel determinar-se a curva aproximada de fungdo
utilidade de tal decisor, conforme mostra figura 3.4.1

u
1
0,5 [ ;
; : s x=3
-500 0 500 1000

Figura 3.4.1 Fungdo Utilidade
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ANEXO 2 - MEMORIA DE CALCULOS DO CAPITULO 4

MC - 4.1 Representaciio das Varidveis de Entrada (Vertex e Anilise Variacional)

Seja uma situagdo na qual faz-se necessario decidir entre o projeto mais vantajoso dentre
um conjunto de trés diferentes projetos para uma dada alternativa de investimentos. E que
conhece-se apenas os limites minimos e maximos dos intervalos das varidveis envolvidas.

Pressupondo ainda que, o tempo de duragdo dos projetos sejam desconhecidos.

Pode-se representar os dados de entrada através do quadro 4.1, valorando os fluxos como

segue:
Variaveis PROJETO 1 PROJETO 2 PROJETO 3
Custo Inicial (CI) $ [14000,16000] [16000;17000] (16000,16800]
Custo Operacional (CO) $ [3000; 4000] [5150; 6100} [4230; 4330]

Receita Anual (RA) $

[6000; 7000}

[8500: 9000]

[6500; 8500]

Taxa de Juros (/) %

[9,75; 11,00]

[9,75: 11,00]

[9,75; 11,00]

Tabela 4.1-Valoragio das Variaveis de Entrada.

A tabela 4.2 estdo representadas todas as possiveis combinagdes
Entrada, a partir da tabela 4.1.

para os intervalos de

Projeto 1

Projeto 2

Projeto 3

2”3

22

2"

20

2”3

22

271

270

23

272

2"

270

RA

co

Fator I

CI

R4

co

Fator I

CI

CcO

Fator I

CI

6000

3000

(P/A 9,75 n)

14000

8500

5150

(P/A 9,75.n)

16000

6500

4230

(P/A ,9,75.n)

16000

6000

3000

(P/A ,9,75,n)

16000

8500

5150

(P/A ,9,75,n)

17000

6500

4230

(P/A ,9,75.n)

16800

6000

3000

(P/A,11.0,n)

14000

8500

5150

(P/A,11.0,n)

16000

6500

4230

(P/A,11.0,n)

16000

6000

3000

(P/A ,11.0,n)

16000

8500

5150

(P/A ,11.0,n)

17000

6500

4230

(P/A ,11.0,n)

16800

6000

4000

(P/A ,9,75,n)

14000

8500

6100

(P/A ,9,75,n)

16000

6500

4330

(P/A ,9,75,n)

16000

6000

4000

(P/A ,9,75.n)

16000

8500

6100

(P/A 9,75,n)

17000

6500

4330

(P/A 9,75 1)

16800

6000

4000

(P/A,11.0,n)

14000

8500

6100

(P/A ,11.0,n)

16000

6500

4330

(P/A ,11.0,n)

16000

6000

4000

(P/A ,11.0,n)

16000

8500

6100

(P/A ,11.0,n)

17000

6500

4330

(P/A ,11.0,n)

16800

7000

3000

(P/A 9,75.n)

14000

9000

5150

(P/A 9,75.n)

16000

8500

4230

(P/A 9,75.n)

16000

7000

3000

(P/A 9,75,n)

16000

9000

5150

(P/A ,9,75,n)

17000

8500

4230

(P/A ,9,75.n)

16800

7000

3000

(P/A,11.0,n)

14000

9000

5150

(P/A,11.0,0)

16000

8500

4230

(P/A,11.0,n)

16000

7000

3000

(P/A,11.0,n)

16000

9000

5150

(P/A,11.0,n)

17000

8500

4230

(P/A,11.0,n)

16800

7000

4000

(P/A ,9,75.n)

14000

9000

6100

(P/A ,9,75 n)

16000

8500

4330

(P/A ,9,75.n)

16000

7000

4000

(P/A ,9,75,n)

16000

9000

6100

(P/A 9,75,n)

17000

8500

4330

(P/A ,9,75,n)

16800

7000

4000

(P/A ,11.0,n)

14000

9000

6100

(P/A ,11.0,n)

16000

8500

4330

(P/A ,11.0,n)

16000

7000

4000

(P/A ,11.0,n)

16000

9000

6100

(P/A,11.0,n)

17000

8500

4330

(P/A ,11.0,n)

16800

Tabela 4.2 Combinagio das Variaveis de Entrada



MC- 4.2 Cilculo do Valores para VP.( Vertex e Abordagem Difusa )
Utilizando-se a equagdo (4.1), procede-se o calculo dos ¥Ps (minimo, maximo e mais
provavel), com o auxilio do método Vertex e com base nos valores da tabela 4.1, obtendo-se a

tabela 4.2, onde constam os valores compreendidos no intervalo n =1 , 23].
] T T
VPI,minVPI,mde/P.?,minVP2,mdeP3,minVP3,ma’x VPI VP2 | VP1]
-14385] 9934 -15062] -12087] -15047 ] -11660 | -12282 | -13669 | -13483
-12913| 6272 -13296| -8562 | -13451] 7750 | 9819 | -11104 ] -10840
-11572| -2972 -11686] -5386 |-11996| -4228 | -7588 | -8780 | -8445
-10350[ 1 -10220] -2524 |-10670| -1054 | -5567 | 6674 | 6275
-9237 | 2679 -8884 | 53 | -9462 | 1805 | -3736 | 4766 | 4310
-8222 | 5092 -7667 | 2376 | -8361 | 4380 | -2077 | -3038 | 2529
-7298 | 7265 6558 | 4468 | -7358 | 6701 | 573 | -1472 | -915
6456 | 9224 -5547 | 6353 | 6445 | 8791 | 789 | -54 | 546
-5689 | 10988 4626 | 8051 | -5612 | 10674 | 2023 | 1232 | 1871
10| -4989 | 12577 -3787 | 9580 | -4853 | 12371 | 3140 | 2396 | 3071
11] 4351 [ 14009 -3023 | 10959 | 4162 | 13899 | 4153 | 3451 | 4158
12| -3772 | 15299 -2326 | 12200 | -3532 | 15277 | 5071 | 4407 | 5143
13 ] -3243 [ 16461 -1691 | 13319 | -2959 | 16517 | 5902 | 5273 | 6035
14| 2761 | 17508 -1113 | 14326 | -2463 | 17635 | 6656 | 6058 | 6844
15] -2322 [ 18451 -586 | 15234 | -1959 | 18642 | 7338 | 6769 | 7576
16| -1922 | 19301 -106 | 16052 | -1525 | 19549 | 7956 | 7413 | 8240
17] -1557 [ 20066 331 | 16789 | -1130 | 20366 | 8516 | 799% | 8841
18| -1225 | 20756 730 | 17453 | -769 | 21102 | 9024 | 8525 | 9386
19] -922 [21377 1093 | 18051 | 441 | 21765 | 9484 | 9004 | 9879
20| 647 [ 21937 1424 | 18589 | -142 | 22363 | 9900 | 9438 | 10326
21| -395 | 22441 1726 | 19075 | 131 | 22901 | 10278 | 9831 | 10731
22 -166 | 22896 2000 | 19512 379 | 23386 | 10620 | 10187 | 11099
23| 42 23305 2251 | 19906 | 606 | 23823 | 10930 | 10510 | 11431

Tabela 4.3 Intervalo de VP(Min, Max), e Valor Mais Provavel (VP).
MC - 4.4 Célculo para E(VP) e ¢ (VP) (Vertex)
Através das equagles (4.4a), (4.4b) e (4.6), obteve-se os valores para E(VP) e o (VP),
para cada projeto, a cada periodo do intervalo n = [1 ; 23], tabela 4.4.

00 AW &N -]l

n | E(VP)] | E(VP)2 _E(VP)3 Sl c2 c3

1 -12230 -13633 -13439 1287 861 981
2 -9737 -11043 -10763 1922 1370 1652
3 -7478 -8697 -8339 2489 1824 2251
4 -5433 -6573 -6144 2997 2228 2786
5 -3581 -4649 -4157 3450 2588 3264
6 -1903 -2907 -2357 3855 2908 3691
7 -384 -1328 -726 4216 3192 4073
8 992 101 750 4539 3445 4413
9 2238 1396 2087 4828 3670 4717
10 3366 2568 3298 5085 3870 4988
11 4388 3631 4395 5314 4047 5230
12 5314 4592 5388 5520 4204 5446
13 6152 5464 6288 5703 4344 5639
14 6911 6253 7101 5866 4468 5818
15 7599 6968 7841 6011 4578 5963
16 8222 7615 8509 6141 4676 6100
17 8786 8202 9114 6257 4762 6222
18 9297 8733 9663 6360 4839 6330
19 9759 9214 10159 6451 4906 6426
201 10178 9650 10609 6534 4966 6512
21 10558 10044 11016 6606 5019 6589
22 10902 10402 11385 6671 5066 6657
23 11213 10726 11719 6729 5107 6717

Tabela 4.4, Valores de £(VP) e ¢ (VP) no Intervalo n =1 ; 23]
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f[E(VP),DESV)]

15000

10000

5000

-5000

-10000

-15000

™ 1
o

Proj I n=8 Proj 1 ”=16Proj I n=20

Proj I n=12

S

L 000

Proj 3 n=20 "

Proj 3 n=16 .
Proj 3 n=8 Proj 2

Proj 3 n=12

Proj 2 n=20

Proj 2 n=16

n=1

Proj 2 n=8

Figura 4.6 Fun¢do Expectincia-Variancia

Anexo 2



MC - 4.5 Comparacio PERT e AEX, com Beta

Utilizando-se os dados da tabela 4.1, calculou-se o Valor Esperado e o Desvio Padrio, das
distribui¢des PERT e AEX, comparando-se os resultados com a distribui¢do Beta, o resultados
numeéricos constam na tabela 4.5a, enquanto que na figura 4.32, podem ser visualizados
graficamente. Exemplificou-se com base nos valores do projeto 1, uma vez que a diferenga
encontrada para os valores de um projeto, mantém-se para os demais.

n_|E(VP)Beta Desv Beta{E(VP)Pert] Desv Pert[E(VP)AEX] Desv AEX
1 -12215 1233 -12229 742 -12230 1287
2 -9706 1694 -9722 1107 -9737 1922
3 -7431 2188 -7453 1433 -7478 2489
4 -5371 2662 -5400 1725 -5433 2997
5 -3505 3099 -3542 1986 -3581 3450
6 -1815 3498 -1860 2219 -1903 3855
7 -287 3859 -338 2427 -384 4216
8 1097 4186 1039 2613 992 4539
9 2349 4481 2286 2780 2238 4828
10| 3483 4747 3414 2928 3366 5085
11 4508 4986 4436 3060 4388 5314
121 5437 5202 5360 3179 5314 5520
13| 6277 5395 6197 3284 6152 5703
14| 7037 5570 6955 3378 6911 5866
15| 7726 5727 7640 3462 7599 6011
16 8349 5868 8261 3537 8222 6141
17 8912 5995 8823 3604 8786 6257
18 9423 6110 9332 3664 9297 6360
19| 9885 6213 9793 3717 9759 6451
20 10303 6305 10209 3764 10178 6534
21| 10682 6389 10587 3806 10558 6606
22 11024 6464 10929 3844 10902 6671
23| 11335 6532 11239 3877 11213 6729

Tabela 4.5a Valores Comparativos das Distribui¢Ses Beta, Pert ¢ AEX.
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15000 T
10000 - P
? e S Desv Beta
= 5000 1 | !
> = . b o
a T | E(VP)Pert
A 0 b :
§ "‘”’%‘”:22‘225@ """"""" Destertj
< -5000 +
5, e " E(VP)AEX |
-10000 + — Desv AEX i
-15000 1

Fig 4.32 Comparagdo Beta, Pert ¢ AEX

Diferentemente do que ocorre com o Valor Esperado, a figura 4.32 mostra que a
distribuigdo PERT, no que se refere ao Desvio Padrédo, ndo possul uma aproximacgdo confiavel,
enquanto que os erros cometidos na adogdo da distribui¢do AEX, sdo perfeitamente aceitaveis
para a faixa de valores dada.

MC - 4.6 Coeficiente de Aversdo ao Risco (Vertex)

n [E(VP)1| o1 A {E(VP)2| o2 A |E(VP)3{ o3 A |Amax
8 | 992 | 4539 10,22| 101 | 3445 10,03/ 750 | 4413 0,17 0,22
9 | 2238 | 4828 0,46 1396 | 3670 | 0,38| 2087 | 4717 | 0,44/ 0,46
10| 3366 | 5085 [0,66| 2568 | 3870 {0,66| 3298 | 4988 |0,66| 0,66
11| 4388 | 5314 | 0,831 3631 | 4047 [ 0,90| 4395 | 5230 | 0,84 0,90
12 | 5314 | 3520 10,96| 4592 | 4204 | 1,09/ 5388 | 5446 0,99 1,09
131 6152 | 5703 | 1,08] 5464 | 4344 [1,26| 6288 | 5639 |1,12] 1,26
14| 6911 | 5866 | 1,18| 6253 | 4468 1140| 7101 | 5818 |1,22| 1,40
15] 7599 | 6011 |1,26| 6968 | 4578 |1,52| 7841 | 5963 [1,31] 1,52
16 | 8222 | 6141 |1,34! 7615 | 4676 |1,63| 8509 | 6100 |1,39| 1,63
17| 8786 | 6257 [1,40| 8202 | 4762 |1,72] 9114 | 6222 |1,46] 1,72
18| 9297 | 6360 |1,46| 8733 | 4839 |1,80] 9663 | 6330 |1,53| 1,80
191 9759 | 6451 |1,51] 9214 | 4906 | 1,88 10159 | 6426 |1,58| 1,88
20| 10178 | 6534 | 1,56| 9650 | 4966 |1,94| 10609 | 6512 | 1,63] 1,94
21 10558 | 6606 |1,60| 10044 | 5019 |2,00| 11016 | 6589 |1,67| 2,00
22 | 10902 | 6671 |1,63| 10402 | 5066 |2,05| 11385 | 6657 |1,71| 2,05
23| 11213 | 6729 | 1,671 10726 | 5107 |2,10{ 11719 | 6717 | 1,74] 2,10

Tabela 4.6 Valores para Expectincia-Variancia (Vertex).

MC - 4.7 Hierarquizacio a Diferentes Niveis de Aversio ao Risco
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Tomando-se arbitrariamente trés diferente niveis de aversdo ao risco, respeitando-se o
limites maximos admitidos pelos projetos, através da equagdo Expct-Var, obtém-se a tabela 4.7.

A=02 j : A=0,5 { A=1,0|

Proj 1| Proj2 ! Proj3 Rank ' Proj 1 Proj 2 | Proj 3| Rank Proj 1 : Proj 2 : Proj 3 | Rank
8| 84 -588 | -132 1 8 1-1278 | -1621 | -1456 8 | -3548 | -3344 : -3663
9 | 1272 ] 662 | 1144 | 1>3>2] 9 | -176 | -439 | 271 9 | -2590 | -2274 | -2630

11] 3325 | 2821 | 3349 |3>1>2| 11 | 1731 | 1607 | 1780 [3>1>2] 11 | -926 | -417 | -835
12| 4210 | 3752 | 4299 [3>1>2] 12 | 2554 | 2490 | 2665 [3>1>2] 12 | -206 | 388 | -58 2

13| 5012 | 4595 | 5160 |3>1>2] 13 | 3301 ; 3292 | 3469 [3>1>2| 13 | 449 | 1120 | 649 | 2>3>1
14| 5738 | 5359 | 5938 |3>1>2| 14 | 3978 | 4019 | 4192 |3>2>1| 14 | 1046 | 1785 i 1284 | 2>3>]
15| 6397 | 6052 | 6648 | 3>1>2| 15 | 4593 | 4679 | 4859 |3>2>1] 15 | 1588 | 2390 | 1877 | 2>3>1
16 | 6994 | 6680 | 7289 |3>1>2] 16 | 5151 | 5277 | 5459 |3>2>1| 16 | 2081 | 2940 | 2409 | 2>3>1
17| 7535 | 7249 | 7870 |3>1>2]| 17 | 5658 | 5821 | 6003 |3>2>1{ 17 | 2529 | 3439 | 2893 | 2>3>1
18| 8025 | 7765 | 8397 |3>1>2| 18 | 6117 | 6313 | 6498 |3>2>1] 18 | 2937 | 3894 | 3333 | 2>3>1
19 | 8469 | 8233 | 8874 |3>1>2] 19 | 6534 | 6761 | 6946 [3>2>1| 19 | 3308 | 4308 | 3733 | 2>3>1
20 | 8872 | 8656 | 9306 13>1>2| 20 | 6912 | 7167 | 7353 |3>2>1| 20 | 3645 | 4684 | 4096 | 2>3>1
21 | 9237 | 9041 | 9698 13>1>2| 21 | 7255 | 7535 | 7722 [3>2>1] 21 | 3952 | 5025 | 4427 | 2>3>1
22| 9568 | 9389 | 10054 |3>1>2| 22 | 7566 | 7869 | 8057 [3>2>1| 22 | 4231 | 5336 | 4728 | 2>3>1
23 | 9867 | 9704 | 10376 ]|3>1>2]| 23 | 7849 | 8172 | 8360 |3>2>1| 23 | 4484 | 5619 | 5002 | 2>3>1

|

10} 2349 | 1795 | 2301 [1>3>2] 10 | 824 | 634 804 | 1>3>2| 10 | -1719 | -1301 i -1690
|
|

Tabela 4.7 Valores da Expect-Variancia, Calculados parad =(0,0;0,20, 0,5 ¢ 1,0)

MC - 4.8 Cilculo dos VPs (Anilise Variacional)
Para calcular-se o Valor Presente dos projetos, utiliza-se a formula do método da Anélise
Varacional [19], partindo-se dos valores contidos no quadro 4.1.

Projeto 1 Projeto 2 Projeto3
n_ VPmin | VPmax|{n| VPmin VP max| n| VP min| VP max
1 -13470 | -11094] 1| -14366 -12971] 1 -14474| -12491
2 -11398 | -8241 | 2| -12158 -10049} 2 -12615] -9064
3 -9603 -5574 |3 -10199 -7360 | 3 -10952 | -5938
4 -8008 | -3126 | 4| -8439 -4909 | 4 -9452 | -3099
5 -6578 | -893 [5] -6851 -2682 {5 -8095 | -524
6 -5291 1138 | 6| -5416 660 |6 -6868 | 1810
7 4130 | 2983 | 7] -4119 1175 |7 -5757 | 3926
8 -3081 | 4658 | 8| -2946 2839 |8 -4752 | 5845
9 2134 | 6179 |9} -1885 4349 |9 -3842 | 7584
10 -1277 | 7558 |10] -926 5719 |10 -3019 | 9160
11  -503 8809 |11 -58 6961 |11 -2274 | 10590
12 198 9944 121 726 8088 {12 -1599 | 11885
13 831 10974 |13| 1436 9110 [13 -989 | 13060
14 1403 | 11908 [14] 2078 10038 [14 -437 | 14124
15 1921 | 12755 |15 2658 1087915 62 15090
16 2390 | 13523 |16/ 3183 11643 |16 514 | 15965
17 2813 | 14220 |17 3657 12335{17 923 | 16759
18 3196 | 14852 {18 4086 12964 [18 1293 | 17478
19 3542 | 15425119/ 4474 13534 ({19 1628 | 18130
20 3855 | 15945 |20| 4824 14052 {20 1931 | 18722
21 4139 | 16417 |21] 5141 14521 |21 2205 | 19258
22 4395 | 16845 |22| 5427 14947 |22 2452 | 19745
23 4626 | 17233 |23 5686 1533423 2677 | 20186

Tabela 4.8 Valores de VPs, Método da Analise Variacional.
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n E(VP)1l ol | n E(VP)2 o2 [ n IE(VP)3| o3
81 789 12234 | 8| -54 | 1670 | 8 | 546 | 3059
912023 | 2400 | 9] 1232 | 1800 | 9 | 1871 | 3298
10| 3140 | 2550 [ 10} 2396 | 1918 | 10| 3071 | 3516
111 4153 | 2688 | 11| 3451 | 2026 | 11] 4158 | 3713
12| 5071 ! 2814 [ 12! 4407 | 2125 | 12| 5143 | 3893
13| 5902 | 2928 | 13| 5273 | 2215 | 13| 6035 | 4056
14| 6656 | 3032 [ 14| 6058 | 2298 | 14| 6844 | 4204
15| 7338 | 3127 | 15] 6769 | 2373 | 151 7576 | 4338
16 | 7956 | 3214 | 16| 7413 | 2442 | 16| 8240 | 4460
17| 8516 | 3293 | 17] 7996 | 2505 | 17| 8841 | 4571
18| 9024 | 3365 [ 18| 8525 | 2563 | 18| 9386 | 4672
19| 9484 | 3430 | 19| 9004 | 2616 | 19] 9879 | 4764
20| 9900 | 3490 | 20| 9438 | 2664 | 20| 10326 | 4847
2110278 | 3544 | 21| 9831 | 2708 | 21| 10731 | 4923
22| 10620 | 3594 {22 10187 { 2748 | 22| 11099 | 4992
23| 10930 | 3639 | 23| 10510 | 2785 | 23| 11431 | 5054

Tabela 4.8a Valores de £(VP) e o (VP), Analise Variacional.

MC 4.9 - Expectincia-Varidncia, Aversdo ao Risco (An4lise Variacional)

a EVP)L | o1 A E(VP) 2 s2 [ A E(VP) 3 3 | A A max
3 789 2234 0,35 54 1670 | 003 546 3059 0,18 0,35
9 2023 2400 0,84 1232 1800 0,68 1871 3298 0,57 0,84
10 3140 2550 123 2396 1918 125 3071 3516 0,87 125
1 4153 2688 1,55 3451 2026 1,70 4158 3713 L2 1,70
12 5071 2814 1,80 4407 2125 2,07 5143 3893 132 2,07
13 5902 2928 2,02 5273 2215 238 6035 4056 1,49 2,38
14 6656 3032 2,19 6058 2298 2,64 6344 4204 1,63 2,64
15 7338 3127 235 6769 2373 2,85 7576 4338 1.75 2,85
16 7956 3214 248 7413 2442 3,04 8240 4460 185 3,04
17 8516 3293 2,59 7996 2505 3,19 8841 4571 1,93 3,19
18 9024 3365 2.68 8525 2563 3,33 9386 4672 2,01 3,33
19 9434 3430 2,76 9004 2616 3,44 9879 4764 2,07 3,44
20 9900 3490 2,84 9438 2664 3,54 10326 4347 2.3 3,54
21 10278 3544 2,90 9831 2708 | 363 10731 4923 2.18 3,63
22 10620 3594 2,95 10187 2743 371 11099 4992 222 3,71
23 10930 3639 | 300 | 10510 2785 3,77 11431 5054 226 3,77

Tabela 4.9 Valores calculados para a Expectancia-Varidncia (Analise Variacional).

MC - 4.10 Hierarquizacdo a Diferentes Niveis de Aversao ao Risco (Analise Variacional)

Tomando-se arbitrariamente trés diferente niveis de aversdo ao risco, respeitando-se o
limites maximos admitidos pelos projetos, € utilizando-se a equagdo da expectincia-varidncia
(3.1), calcula-se os valores de ev, para o intervalo de interesse ao niveis de aversio A = 0,A=0,5
¢ A =1, obtendo-se os valores constantes da tabela 4.7.
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| A=0,32 ; . A=0,8 ‘ 1 A=1,611
n | Proj 1| Proj2 | Proj3 | Rank | m | Proj1| Proj2 | Proj3 | Rank | #» [ Proj 1| Proj2 | Proj3 | Rank
8 74 -588 | -432 1 8 | -999 1 -1390 i -1901 8 | -2809 : -2743 | -4379
9] 1255 | 656 | 815 [1>3>2| 9| 103 | -208 | -768 1 9 | -1841 | -1666 | -3440
10| 2324 | 1782 | 1946 | 1>3>2] 10| 1100 862 258 [1>2>3] 101 -966 | -692 ! -2590
11 3293 | 2803 | 2970 | 1>3>2} 11| 2003 | 1830 | 1187 {1>2>3[ 11| -175 | 189 ' -1821 2
12| 4171 | 3727 | 3897 } 1>3>2| 12! 2820 | 2707 | 2029 | 1>2>3] 12! 541 | 986 i-1124 2>1
13| 4965 | 4564 | 4737 | 1>3>21 13| 3560 | 3501 | 2791 | 1>2>3| 13| 1188 | 1706 | -494 | 2>1
14| 5685 | 5323 | 5498 [1>3>2 14| 4230 | 4220 | 3481 [ 1>2>3| 14! 1773 | 2358 | 76 |2>1>3
15| 6337 | 6009 | 6188 | 1>3>2] 15| 4836 | 4870 | 4106 | 2>1>3] 15| 2303 | 2948 | 592 |2>1>3
16 | 6928 | 6631 | 6812 [1>3>2] 16| 5385 | 5459 | 4672 | 2>1>3| 16| 2782 | 3481 | 1059 | 2>1>3
17| 7463 | 7195 | 7378 [ 1>3>2) 17| 5882 | 5992 | 5184 [2>1>3] 17| 3215 | 3963 | 1481 | 2>1>3
18| 7947 | 7705 | 7891 | 1>3>2| 18| 6332 | 6475 | 5648 | 2>1>3{ 18] 3607 | 4399 | 1864 | 2>1>3
19| 8386 | 8167 | 8355 | 1>3>2| 19| 6740 | 6911 | 6068 |2>1>3] 19| 3961 | 4793 | 2209 | 2>1>3
20| 8784 | 8585 | 8775 | 1>3>2]20| 7108 | 7307 | 6449 | 2>1>3| 20| 4281 | 5149 2522 | 2>1>3
21 | 9144 | 8964 | 9156 | 1>3>2| 21| 7442 | 7665 | 6793 | 2>1>3| 21! 4571 | 5471 | 2806 | 2>1>3
22| 9470 | 9308 | 9501 | 1>3>2]|22| 7745 | 7989 | 7105 |2>1>3] 22| 4833 | 5763 3062 | 2>1>3
23| 9765 | 9619 | 9814 | 1>3>2]23 | 8018 | 8282 | 7388 | 2>1>3] 23 | 5070 | 6026 3293 | 2>1>3
Tabela 4.10 Valores Calculados para Expect-Varidncia 4 = ( 0,0 ; 0,32,0,80;1,61)
MC - 4.11 - Hierarquizacio Difusa Com Indiferenca ao Risco
Projeto 1 Projeto 2 Projeto 3

n M M M Ranking

8 789 -54 546 1>3>2

9 2023 1232 1871 1>3>2

10 3140 2396 3071 1>3>2

11 4153 3451 4158 3>1>2

12 5071 4407 5143 3>1>2

13 5902 5273 6035 3>1>2

14 6656 6058 6844 3>1>2

15 7338 6769 7576 3>1>2

16 7956 7413 8240 3>1>2

17 8516 7996 8841 3>1>2

18 9024 8525 9386 3>1>2

19 9484 9004 9879 3>1>2

20 9900 9438 10326 3>1>2

21 10278 9831 10731 3>1>2

22 10620 10187 11099 3>1>2

23 10930 10510 11431 3>1>2

Tabela 4.11a Hierarquizagdo para condigio de Indiferenga ao Risco .
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MC - 4.12 Comparacio Entre os Métodos ( a, b, ¢, d )

AEX (d) ‘ ; C&L[11] (a i ; Chang [5] (b) : j Park [5] (c) i

Eq. (4.7 , ! [ Eq. 3.2 Eq.(3.3) | Eq.(3.5) '
n M M | M |Rank KI -~ K2 | K3 |Rank{ CH1 | CH2|CH3|Rank PKI PK2 | PK3 |Rank
8 789 | -54 | 546 |1>3>2] 0487 | 0447 | 0476 [1>352] 51 36 | 47 113> 977 670 | 928 [1>3>2
9 2023 [ 1232 1871 [1>3>2] 0487 | 0453 | 0,481 |1>3>2] 126 111 | 124 [1>3>2 2234 1942 | 2217 |1>3>2
10 3140 |2396] 3071 [1>3>2] 0488 0457 | 0,485 |1>3>2] 203 188 | 202 [1>3>2 3371 3093 | 3384 |1>3>2
11 4153 | 3451 4158 [3>1>2] 0488 | 0461 | 0,488 |3>1>2] 280 265 | 281 [3>1>2 4401 4135 | 4441 |3>1>2
125071 | 4407 | 5143 [3>1>2] 0488 | 0464 | 0491 [3>1>2] 356 | 341 | 358 13>1>2 5334 5079 | 5398 35152
13 5902 |5273] 6035 [3>1>2] 0488 | 0466 | 0,493 [351>2] 430 415 | 433 [3>1>2 6180 5935 | 6266 13>1>2)
14 6656 | 6058 | 6844 [3>1>2] 0.489 | 0,468 | 0495 13>1>2] 501 486 | 505 {3>1>2 6945 6709 | 7051 {3>1>)
15 7338 | 6769 7576 [3>1>2] 0489 | 0470 | 0,497 [3>1>2] 568 554 | 574 3>1>2 7638 7411 | 7762 |3>1>2
167956 | 7413 | 8240 I3>1>2] 0489 | 0471 | 0,498 [351>2] 632 618 | 640 [3>1>2 8266 8046 | 8406 |3>1>2
17 8516 | 7996 | 8841 [3>1>2] 0489 | 0473 | 0499 |3>1>2] 693 679 | 701 [3>1>2 8834 8621 | 8989 [3>1>2
18 9024 |8525| 938 [3>1>2] 0489 | 0474 | 0,500 [3>1>2] 749 736 | 759 [3>1>2 9350 9142 | 9518 [3>1>2
19 9484 | 9004 | 9879 {3>1>2] 0489 | 0475 | 0,501 |3>1>2] 802 789 | 813 [3>1>2 9815 9614 | 9996 (3>1>2)
20 9900 | 9438 10326 [3>1>2] 0489 | 0476 | 0,502 |3>1>2] 851 838 | 863 [3>1>2 10238 10042 | 10430 13>1>2
21 10278 | 9831 10731 [3>1>2] 0,488 | 0475 | 0,501 [3>1>2] 899 887 | 912 [3>1>2 10651 10459 | 10853 [3>1>2]
22 10620 | 10187] 11099 [3>1>2] 0490 | 0477 [ 0,503 [3>1>2] 939 | 927 | 953 |3>152 10967 10779 | 11178 35153
23 10930 [10510] 11431 |3>1>2] 0490 | 0478 | 0,504 [3>1>2] 978 | 966 | 993 13>1>2 11282 11097 ] 11501 135152

Tabela 4.12 Comparagdo entre o método proposto (d) , com (a), (b) e (c), do Item 4.3.8 Cap 4.
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