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Resumo

O presente trabalho aborda a aplicagdo do método dos elementos de contorno para
solucdo de problemas de flexdo e estabilidade de placas semi-espessas. Os modelos de
placa empregados consideraram a influéncia do cisalhamento através de teorias de primeira
ordem, especificamente as de Mindlin e Reissner.

Inicialmente, uma formulagdo integral unificada dos modelos de placa utilizados € es-
tendida para os operadores diferenciais das equagbes de von Karman, a fim de considerar
os efeitos geometricamente ndo-lineares. A formulagao integral do problema de membrana
acoplado ao de flexdo é também desenvolvida, levando a um sistema de equagdes integrais
que descreve completamente problemas de placas que envolvem grandes deslocamentos.
A linearizacdo dessas equagdes leva entdo a um problema de autovalores e autovetores
que permite a analise de estabilidade linear elastica de placas com carregamento de mem-
brana, enquanto que uma simplifica¢cdo das mesmas leva a um sistema linear cuja solugdo
corresponde ao problema de valores no contorno de uma placa sob flexdo estatica.

O método empregado para solugdo aproximada do sistema de equagdes integrais foi o
método direto dos elementos de contorno. Tendo em vista os tipos de singularidade que
aparecem nos nicleos de algumas das integrais, foram utilizados procedimentos especiais de
integracdo, tanto para elementos de contorno quanto para células de dominio. A formulacao
proposta foi aplicada a problemas estaticos, incluindo um estudo das convergéncias h e p
para elementos constantes, lineares, quadréticos, cubicos e quérticos, bem como problemas

modais, para varias geometrias, condi¢des de contorno e carregamentos.



Abstract

The present work deals with the boundary element method applied to bending and
stability analysis of moderately thick plates. The plate models used account for shear
influence by using first order theories, especifically the Mindlin and Reissner plate theories.

An unified integral formulation for the plate models employed is extended to the dif-
ferential operators found in von Karman equations, in order to consider geometrically non
linear effects. The integral formulation for membrane-bending coupling is also developed,
leading to an integral equation system that describes large displacement plate problems.
The linearization of these equations leads to an eigenproblem which can be used for the
.linea,r elastic stability analisys of plates. On the other hand, a particularization of the
equations reduces to a linear system corresponding to the boundary value problem of
static bending of plates.

The direct boundary element method was used to obtain an approximate solution
of the integral equation system. In view of some kinds of singularities present in some
kernels of the integrals, special quadrature rules were used for boundary elements and
domain cells. The proposed formulation was tested for static bending problems, including
a study of h and p convergence rates for constant, linear, quadratic, cubic and quartic
elements. Stability problems were also solved using various geometry, boundary conditions

and loading.
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Simbologia
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2,7, k,a,b... - Indices que variam de 1 a 3.
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de contorno ou de dominio.

a, B,7,6 ... - Indices que variam de 1 a 2.

w - Indice que varia de 1 a 2 e ndo implica em somatdrio.
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l - Indica parcela linear.
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S - Indica parcela singular.
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- Indica parcela correspondente ao problema de membrana.

- Indica parcela correspondente ao problema de flexao.
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Letras arabicas:

a - Dimensao lateral de placas quadradas.
A(z) - Composicao de funcoes de Bessel.

A - ‘ - Matriz dos coeficientes do sistema linear do problema de flexao.



b; - Forgas de corpo atuantes na direcao e;.

By - Nimero de Bernoulli de ordem k.

B(z) - - Composigao de fungdes de Bessel.

B , - Matriz resultante da sobreposicdo de B,.

B, - Matriz resultante da integral de U sobre as células de dominio.

Cy - Matriz de termos (;onvectivos.

C - Médulo de rigidez de membrana; C = l—f-%g

C - Matriz dos fatores geométricos do tensor T.

D | - Médulo de rigidez a flexao; D = 1—5-(%—27

D - Matriz resultante da sobreposi¢ao de D,,.

D, ' - Matriz resultante da integral de U sobre os elementos de contorno.
e _ Base canénica do sistema de coordenadas cartesiano global.

E - Médulo de elasticidade.

Eup - Deformagdes de membrana.

E - Matriz resultante da sobreposi¢ao de E,.

E, - Matriz resultante da integracao de UN sobre as células de dominio

adicionada de Ct, no caso singular.
E, - - Matriz resultante da integracdo de UN sobre as células de dominio.
F3, Fg - Constantes arbitrarias da solu¢do fundamental dos modelos de

placa estudados.

F : - Matriz resultante da sobreposigao de F',.

F, - Matriz resultante da integral de T sobre os elementos de contorno.

. | - Matriz resultante da integral do carregamento sobre as células de
dominio.

- Médulo de cisalhamento; G = ﬂTET-FT

G

G, - Matriz resultante da integral de U sobre os elementos de contorno.

h - Espessura da placa.

H - Matriz resultante da sobreposi¢do de H,,.

H, - Matriz resultante da integral de T sobre os elementos de contorno
adicionada de C, no caso singular.

H, _ - Matriz resultante da integral de T sobre os elementos de contorno.

N I? - Parcelas de um integral qualquer.

Lrr - Integrais genéricas singulares.
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I¢ - Integral definida sobre um circulo de raio e.
Ir - Integral unidimensional genérica.
I - Integral bidimensional genérica.
7 - Niimero de nés de um elemento de contorno ou célula de dominio.
J g2 g3 - Parcelas de um integral qualquer.
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k . - Fator adimensional utilizado em solugdes analiticaé.
K - Ndimero de pontos de integracao utilizados por quadraturas.
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Ki(z) - Func¢do de Bessel de segunda espécie de ordem 1.
Kup - Deformag6es de flexdo.
l - Comprimento de um elemento de contorno.
L - Dimenséao lateral de uma placa.
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Mg - Esforgos generalizados de flexfio (momentos resultantes).
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contorno da placa.

N - Niimero de elementos de contorno.

Nag - Esforcos generalizados de membrana.
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Nyy - Esforco de membrana pré-flambagem na diregéo y.
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B - Matriz de transformacao de coordenadas.
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CAPITULO UM

Introducao

1.1. Consideragdes preliminares

Quando um engenheiro, um matematico ou um fisico se depara com uma equagao
diferencial a ser resolvida, ele dispde, atualmente, de diversas alternativas de solugio,
exatas ou aproximadas, analiticas ou numeéricas. Uma destas alternativas é o método
dos elementos de contorno (MEC), um método de solugdo aproximado, e que parte das

equagoes do problema escritas na forma integral.

O MEC tem suas raizes matematicas postuladas no final do século XIX, mas ape-
nas no final da década de sessenta passou a receber atengio por parte da comunidade
cientifica. Apds intensa contribui¢do dos matematicos soviéticos na primeira metade do
século XX, quando os métodos integrais j4 eram utilizados para solucionar problemas do
meio continuo, sua utilizagao praticamente estagnou. Isto se deveu a dois motivos: sua
formulagdo puramente matemadtica, distanciando-o do campo da engenharia, € o gigantesco
desenvolvimento que ocorreu com o método dos elementos finitos (MEF') nas décadas de
sessenta e setenta que, por sua abrangéncia, atraiu pesquisadores das mais diversas areas,
em todo o mundo.

Apenas na década de setenta, incorporando algumas caracteristicas do MEF, o MEC
tomou impulso e consolidou-se como uma alternativa vidvel para solugdo de problemas de
engenharia. A principal caracteristica do MEC reside na redugdo de uma dimensao do
problema, o que diminui drasticamente a quantidade de dados necessérios para solugio
computacional do mesmo. Em contrapartida, resulta geralmente matrizes cheias e néo-
simétricas, impedindo ou dificultando o uso de estratégias de solugao desenvolvidas para

o MEF.
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Inicialmente, o MEC apresentava duas grandes dificuldades: a primeira diz respeito
a integrais contendo nucleos singulares, que obrigam a utilizagdo de quadraturas espe-
ciais, e a segunda reside na necessidade do conhecimento de uma solu¢ao fundamental,
que nem sempre é disponivel, dependendo da complexidade do problema. A primeira esta
atualmente superada, gragas ao amplo esforco despendido nos ltimos anos, resultando
no surgimento de diversas quadraturas numeéricas, para os diferentes graus de singulari-
~ dade. Qua.uto a segunda dificuldade, desenvolvimentos mais recentes da matematica tém
levado a solugdes fundamentais de problemas mais complexos, haja visto algumas novas
solugdes fundamentais apresentadas nos ultimos anos, para algumas areas da mecanica

computacional.

No ambito da andlise estrutural, interesse do presente trabalho, vale dizer que o MEC
tem um 6timo desempenho na solugdo de problemas da elasticidade linear, levando in-
clusive a resultados melhores que o MEF, para discretiza,géés equivalentes do dominio.
Entretanto, para problemas nio-lineares da mecanica, o MEC ainda n&o experimentou sua
aplicacdo para uma ampla variedade de problemas, jé resolvidos satisfatoriamente pelo
MEF. A aplicacdo e validagdo do método para esses problemas é objeto de intensa pes-
quisa em toda a comunidade cientifica mundial, e disso depende, de certa forma, a aplicacdo
geral do método, como ocorreu com o MEF. Além disso, as tendéncias mais modernas de
elementos finitos determinam claramente o uso de filosofias adaptativas, a fim de reduzir
de forma automatica o erro da analise. A utilizacdo de procedimentos adaptativos no MEC
ainda se encontra em desenvolvimento, dependendo portanto de resultados para taxas de
convergéncia e do comportamento assintético de elementos de alta ordem (ainda muito
escassos na literatura), para varios problemas praticos. S&o esses argumentos gerais que

justificam, em parte, o presente trabalho.

1.2. Revisao bibliogréfica

Provavelmente, a primeira aplicacdo de métodos integrais para solugdo do problema
de flexdo de placas se deveu a N. Muskhelishvilli em 1933, na primeira edi¢do de seu

livro cléssico (Muskhelishvilli [1963]), utilizando o Teorema de Goursat para operadores
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biharmonicos. A literatura entretanto atribui a Jaswon e Maiti, em 1968 (Jaswon e Maiti
[1968], Jaswon et alli [1967]), a primeira formulagao de elementos de contorno para solugéo
do problema de flexdo de placas finas. Com vistas ao objetivo principal deste trabalho,
ndo serdo aqui revisadas as literaturas referentes a utiliiagé.o do MEC para flexao linear
estatica de placas finas. Informagcdes a este respeito podem ser encontradas nas excelentes
revisdes de Beskos [1991], Monken e Silva e Barcellos [1985] e Westphal Jr. [1990]. Aqui
serdo abordadas as literaturas referentes a flexdo geometricamente nédo-linear de placas
(e problemas correlatos), finas ou semi-espessas, bem como problemas de ﬂainbagem e
pos-flambagem em placas. Também sera dada especial atencéo & aplicagdo do MEC para
solugéo de problemas de flexdo linear, utilizando as teorias de R. D. Mindlin (Mindlin

[1951]) e E. Reissner (Reissner [1944,1945]), referéncias ainda escassas na literatura.

Uma das primeiras aplicagbes do MEC a problemas de elasticidade envolvendo grandes
deslocamentos foi publicada no final da década de setenta (Kompis [1978]). Mas apenas em
1982 foi publicado o que parece ser o primeiro artigo que trata da aplicagdo do MEC para
flexdo geometricamente néo-linear de placas (Tanaka [1982]). Utilizando a versao direta do
MEC, partindo da identidade de Rayleigh-Green, foi obtida a formulagéo para as equagdes
de von Kédrmén do modelo de placa de Kirchhoff. Infelizmente, nenhum resultado numérico

foi apresentado.

Na mesma época, N. Kamiya e Y. Sayvaki publicaram dois artigos sobre o mesmo
assunto. - No primeiro (Kamiya e Sawaki [1982al, foram analisados casos de flex8o néo-
linear que podem ser reduzidos & equagdo de Berger. No segundo (Kamiya e Sawaki
[1982b]), foi apresentada uma formulagédo baseada no método dos residuos ponderados
(MRP), correspondente as equagbes de von Karman. Apesar de proporem uma solugao
iterativa, ndo foram mostrados resultados numeéricos. Logo apds, estes mesmos autores
(Kamiya e Sawaki [1982c]) mostraram a aplicabilidade do MEC para solugéo de problemas
de placas finas carregadas termicamente, envolvendo grandes deslocamentos. Foi utilizada
uma solugdo aproximada baseada também na equacao de Berger. Foram apresentados os

resultados numéricos para um caso de placa circular engastada.

Nesse mesmo ano, G. Gospodinov e D. Ljutskanov publicaram um interessante artigo
(Gospodinov e Ljutskanov [1982]), onde foi analisada flexdo linear de placas finas peio MEC
direto e vibragdes e flambagem pelo MEC indireto. Este artigo é relevante por utilizar,
pela primeira vez, solugdes fundamentais particulares para vibragoes ou flambagem. Foram

analisadas apenas placas retangulares, sendo o contorno e o dominio discretizados por
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~elementos e células constantes. Nos exemplos de flambagem, foram consideradas placas
carregadas igualmente nas dire¢bes z e y, com bons resultados.

Ainda em 1982 surgiram dois trabalhos relacionados a aplicagdo do MEC para flam-
,bagém. H. Tai et alli. [1982] mostraram como calcular cargas de flambagem em placas
utilizando métodos integrais, a partir da medi¢do experimental das deformagoes de mem-
brana. Y. Niwa et alli. [1982] publicaram um excelente compéndio de formulag¢des diretas
e indiretas que levam a problemas de autovalores e autovetores, e apresentaram exemplos
numeéricos para equage’ib de Helmholtz, elastodinamica e vibragdes harmoénicas de placas
finas.

Foi no mesmo ano de 1982 ﬁue F. Van der Weeén publicou seus dois trabalhos pioneiros
sobre aplica¢io do MEC para andlise linear de placas usando o modelo de Reissner (Van
der Weeén [1982a, 1982b]). As equacdes integrais do problema foram obtidas via MRP,
e a versao direta do MEC foi adotada na discretizagdo das mesmas, utilizando elementos
isbparamétricos quadraticos. A solucdo fundamental do problema foi obtida através do
método de Hérmander (Hérmander [1964]). A implementagéo numeérica contou com vérios
aprimoramentos, entre eles a utilizacdo de imposi¢do de movimentos de corpo rigido para
calculo das integrais singula.res,ltransformagéo das integrais de dominio para o contorno e
utilizacdo de subregides, entre outros (Van der Weeén [1982b], Monken e Silva e Barcellos
[1985]). Para tratamento numeérico dos vértices, as tracoes foram calculadas em um dos
lados e entdo utilizadas para cdlculos no lado adjacente. Os resultados para o esforco
cortante sobre o contorno foram ruins em alguns casos analisados.

Em 1984, M. Tanaka desenvolveu uma formulacao incremental para analise de grandes
deslocamentos em placas finas (Tanaka [1984]). Foi utilizado o MEC direto, com elementos
de contorno constantes e células de dominio triangulares constantes. A formulagdo foi
aplicada a casos com condigdes de contorno de tragdo, e o exemplo resolvido era fracamente
ndo-linear.

T. Q. Ye e Y. Liu apresentaram, em 1985, uma formulagao similar a citada acima, mas
utilizando células de dominio quadrangulares (Ye e Liu [1985]). Um fator de relaxagdo foi
introduzido no célculo numeérico para acelerar o processo iterativo, o que lhes permitiu um
levantamento mais completo da curva carga versus deslocamento.

A seguir, J. A. Costa Jr. e C. A. Brebbia mostraram a aplicabilidade do MEC a pro-
blemas de flambagem de placas finas retangulares (Costa Jr. e Brebbia [1985a]), ilustrando

diversos casos de carregamento e condigdes de contorno. Foi utilizada a versao direta do
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método e deduzida uma solugdo fundamental para o operador diferencial de flambagem.
A discretizagdo do contorno e do dominio foi realizada com elementos constantes e os
resultados foram, em geral, bons. Foi mostrada graficamente a convergéncia do método
para placa engastada, mas foi comparada com um elemento finito de baixa taxa de con-
vergéncia. Na mesma época, estes autores (Costa Jr. e Brebbia [1985b]) desenvolveram
uma formula¢do do MEC direto aplicado a flexdo de placas finas sobre fundagdes elasticas.
Foi obtida uma solu¢ao fundamental para o problema, de modo similar ao apresentado
" no artigo anterior (Costa Jr. e Brebbia [1985a]). Os niicleos singulares foram isolados e

integrados analiticamente, e alguns resultados foram mostrados.

Ainda em 1985, N. Kamiya e Y. Sawaki (Kamiya e Sawaki [1985]) mostraram uma alter-
nativa para transformar termos ndo-homogéneos de uma equacéo diferencial biharménica
(termos de carregamento, em placas finas), expandindo tais termos em séries de poténcias
e aplicando o Teorema de Gauss. Um caso de flexo foi resolvido com essa formulagdo, -
mostrando bons resultados. '

No ano seguinte foi publicada o que parece ser a primeira aplicagdo do MEC a flexdo
nao-linear de placas sanduiche (Kamiya e Sawaki [1986a]). Foi utilizado o modelo de placa
de Kirchhoff que, apds simplificacGes, levou a uma forma da equagio de Berger. A for-
mulagéo permitia carregamentos mecanicos ou térmicos, e também abrangia cascas rasas.
_ Diversos exemplos foram ilustrados. Na mesma época, N. Tosaka e S. Miyake obtiveram
uma formulagdo integral para cascas esféricas rasas com grandes deslocamentos, aplicando
o MRP (Tosaka e Miyake [1986]). Foi derivada uma solu¢éo fundamental do problema
e os exemplos numéricos ilustravam algumas bifurcagbes detectadas sobre a trajetéria de
equilibrio.

A seguir, G. D. Manolis e seus colaboradores (Manolis et alli [1986]) aplicaram o
MEC direto para problemas de flambagem em vigas e placas sem cisalhamento. Este
trabalho é interessante porque seus autores compararam o uso de solugdes fundamentais
correspondentes aos operadores de flexdo simples e de flambagem. No segundo caso nao é
necessaria a discretizacao do dominio, como geralmente exige a integracao do acoplamento
flexdo-membrana. Entretanto, poucas aplicagées numéricas foram mostradas.

Utilizando o MEC, M. Tanaka estendeu, em 1986, uma formulag¢io comum em elemen-
tos finitos para anélise de flambagem de perfis de paredes finas planas (Tanaka [1986]). A
metodologia consistiu em discretizar cada parede e escrever as matrizes correspondentes

em relacdo a um sistema de coordenadas local. Entéo as matrizes sdo transformadas para o
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sistema de coordenadas gldbal e sobrepostas, de modo a garantir a continuidade dos deslo-
camentos nas interfaces. No mesmo ano N. Kamiyae Y. Sawaki (Kamiya e Sawaki [19864a)])
apresentaram uma formulacao alternativa do MEC para placas sobre fundagdes eldsticas.
Nesse trabalho as integrais correspondentes a influéncia da fundacio foram transformadas
para o contorno.

V. J. Karam (Karam [1986], Karam e Telles [1986, 1988]) reescreveu o trabalho de
F. Van der Weeén (Van de Weeén [1982a, 1982b]) utilizando procedimentos de integragdo
méis eficazes e elementos quadraticos descontinuos, obtendo resultados muito bons. Foram
também analisadas placas infinitas.

Em 1987, J. A. Costa Jr. desenvolveu um algoritmo para analise de flexao linear
simples, flexdo sobre apoio elastico, vibragéés e flambagem de placas finas em um tinico
programa de computador (Costa Jr. [1987]). Utilizou suas formulages publicadas ante-
riormente (Costa Jr. e Brebbia [1985a, 1985b]). No mesmo ano, J. D. Zhang e S. N. Atluri -
apresentaram uma formulacao integral para andlise ndo-linear estatica e dinamica de cas-
cas e denominaram a metodologia de método dos elementos de contorno-dominio, por ser
obrigatéria a discretizagdo do dominio para integracdo dos termos nao-lineares (Zhang e
Atluri [1987]). |

Ainda em 1987, C. S. Barcellos e L. H. Monken e Silva aplicaram o MEC direto para
flexdo linear de placas modeladas com a teoria de Mindlin (Barcellos € Monken e Silva
[1987], Monken e Silva [1988]). A formulacdo integral do problema foi obtida a partir
de uma relagdo de reciprocidade, e os tensores correspondentes ao estado fundamental
auxiliar foram obtidos pelo método de Hormander (Hormander [1964]). Foram resolvidos
problemas de placas circulares e quadradas engastadas, e constatou-se que o fenémeno do
locking néo ocorria (Monken e Silva [1988], Westphal Jr. [1990]).

J4 em 1988, G. Bézine modificou algumas formulagées anteriores para flexdo de placas
finas sobre apoio elastico (Bézine [1988]). As modificagbes na formulagéo parametrizavam
as matrizes resultantes em relagdo & rigidez da fundagéo, eliminando novos calculos quando
esta fosse alterada. Permitia também a analise de fundagbes cujas rigidezes ndo eram
constantes (Calderén e Venturini [1992)).

K. Ruotsalainen e J. Saranen estudaram, em 1989, o método da colocagio para célculo
de solugdes aproximadas de problemas potenciais com condi¢oes de contorno néo-lineares.
Além de analisarem a unicidade da solugdo, apresentaram interessantes estimativas de erro

assintéticas para discretizacdo do contorno por splines genéricas. Tais estimativas eram
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baseadas na norma dos residuos das equagdes diferenciais sobre o contorno, e portanto se
mostravam aplicaveis a problemas de elasticidade, como € o caso de placas.

Somente em 1990, oito anos apds os trabalhos de F. Van der Weeén (Van der Weeén
[1982a, 1982b], foi publicada a primeira formulagdo do MEC para flexdo geometricamente
nao-linear de placas, utilizando a teoria de Reissner (Xiao-Yan et alli [1990]). Os autores,
erroneamente, denominaram o modelo de placa utilizado de modelo de Reissner, quando as
expressOes para momentos mostravam que se tratava, efetivamente, do modelo de Mindlin.
Foram analisados casos de placas circulares e retangulares sob carregamentos transversais,
e os resultados foram comparados com solu¢des do MEF. A solugédo iterativa adota a mesma,
estratégia que Ye e Liu [1985] para acelerar a convergéncia.

T. Westphal Jr. apresentou em sua disserta¢ao, em 1990, uma formulagio integral
para flexdo linear estatica de placas que unifica os modelos de Mindlin e Reissner. Fo-
ram também deduzidos todos os tensores fundamentais na sua forma mais geral, com a
solucdo fundamental para os deslocamentos calculada através do método de Hérmander
(Hormander [1964]). Foram utilizados elementos constantes, lineares e quadréticos para,
resolver principalmente casos de placas circulares. A implementagéo numérica permitia
carregamentos concentrados e carregamentos distribuidos parciais, e foram adotados pro-
cedimentos bastante eficazes para integracao de nucleos singulares. No mesmo periodo, T.
Westphal Jr. e C.S. Barcellos (Westphal Jr. e Barcellos [1990]) reestudaram a influéncia
numérica das fungdes livres contidas na solu¢do fundamental e demonstram experimental-
mente a arbitrariedade das mesmas.

G. Shi desenvolveu, em 1990, o que parece ser a primeira formulacao integral para
flambagem de placas ortotrépicas (Shi [1990)). A formulacdo abrangia também o problema
de vibracdes, mas o modelo de placa empregado foi o de Kirchhoff. Varios exemplos foram
resolvidos com resultados satisfatdrios.

X. Wang, J. Qian e M. Huang apresentaram, em 1991, uma formulacao integral para
vibragdes livres de placas finas com grandes deslocamentos (Wang et alli [1991]). Utilizando
o método do balango harménico, obtiveram um problema de autovalores e autovetores
dependente da amplitude do movimento. .

G.0. Ribeiro e W.S. Venturini (Ribeiro e Venturini [1991a]) estenderam a formulagio
integral apresentada em Karam [1986] ¢ Karam e Telles [1986, 1988] para considerarem
cargas distribuidas em linha nos termos de carregamento. No mesmo ano, esses autores

(Ribeiro e Venturini [1991b)]) adicionaram aos termos de carregamento a ocorréncia de
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momentos iniciais no dominio, permitindo a consideragdo dos efeitos de temperatura e

alguns problemas néo-lineares correlatos.

Em 1992, C.S. Barcellos e T. Westphal Jr. voltaram a investigar os tensores funda-
mentais para placas de Mindlin e Reissner (Barcellos e Westphal Jr. [1-992]), e mostraram
como particularizar tais tensores para levar & uma solugdo fundamental de placas finas.
Esse resultado é obtido mediante escolha apropriada das constantes livres. Foram resol-
vidos alguns exemplos com elementos constantes, lineares e quadréticos, cujos resultados

sao comparados com solugdes analiticas.

Ainda em 1992, R. Barbieri (Barbieri {1992], Barbieri ¢ Barcellos {1991]) aplicou o
método da fungdo de Green local modificado (MFGLM) para flex8o estética de placas de
Mindlin. E uma extensdo do método desenvolvido por L. H. Monken e Silva (Monken e
Silva [1988]). Os resultados apresentados séo promissores. A seguir, R. D. Machado [1992]

aplicou o MFGLM para placas sanduiche, obtendo também bons resultados.

Algumas referéncias complementares podem ser encontradas em Beskos [1991], para
véarios tipos de problemas envolvendo placas ou cascas. Adicionalmente, Aliabadi et all:
[1991], pp. 134-137, traz um levantamento parcial do estado da arte em problemas geome-

tricamente nao-lineares resolvidos pelo MEC, entre os anos de 1978 e 1991.

1.3. Objetivos do trabalho

A revisdo anterior mostra claramente que ainda sio relativamente escassos os traba-
lhos que tratam da aplicagdo do MEC & solucao de problemas de flexdo linear de placas,
considerando o efeito do cisalhamento. Os modelos de placa propostos por R. D. Min-
dlin (Mindlin [1951]) e E. Reissner (Reissner [1944,1945]) constituem um bom modelo
para andlise numérica de flexdo de placas semi-espessas porque representam de modo mais
realista o fenémeno real, em relagdo ao modelo classico de Kirchhoff. Além disso, tais mo-
delos permitem também a solugéo de problemas de flexdo de placas finas, e ndo implicam

aumento do custo computacional.

A maioria dos elementos finitos baseados em tais teorias possuem a inconveniente ne-

cessidade de manipulagdo de modos de deformacdo espirios, decorrentes da eliminagéo
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do fenémeno do locking. Em contrapartida, torna-se vidvel a utilizagio de funcdes de
interpolacdo C°, devido ao desacoplamento dos graus de liberdade translacionais dos rota-
cionais. No MEC, a auséncia do locking (Westphal Jr. [1990], Monken e Silva [1988]) é uma
caracteristica particularmente atrativa, pois permite tanto a andlise de placas moderada-
mente espessas quanto placas finas sem maiores problemas, do ponto de vista numeérico.
Entretanto, desde o trabalho de F. Van der Weeén (Van der Weeén [1982a, 1982b]), pou-
cos foram os trabalhos publicados referentes ao assunto. E apesar dos modelos de Mindlin
e Reissner terem sido inseridos no contexto dos problemas geometricamente nao-lineares
j3 no final da década de setenta, para elementos finitos (Pica e Wood [1980a, 1980b}), é
insignificante o nimero de publicacdes correspondentes usando o MEC.

Assim, o presente trabalho procura estender a aplicagdo do MEC para problemas de
flexdo de placas com grandes deslocamentos. O trabalho de T. Westphal Jr. (Westphal
Jr. [1990]) é revisado, e os termos ndo-lineares dos operadores diferenciais sdo incluidos,
tanto para o problema de flexdo quanto para o problema de membrana (ausentes na re-
feréncia citada). As equacdes integrais sdo resolvidas numericamente utilizando a meto-
dologia padrdo do MEC, e sao implementados elementos constantes, lineares, quadraticos,
cubicos e quarticos. Devido aos diversos graus de singularidade dos tensores envolvidos,
alguns procedimentos de integragéo séo testados para elementos retos, como alternativa
3 tradicional imposi¢io de movimentos de corpo rigido, buscando economia e eficiéncia
no procedimento numérico. Sao ilustradas as curvas de convergéncia k e p, para diver-
sos casos estdticos lineares, com vistas a implementacao futura de filosofias adaptativas.
Uma particularizacdo das equagdes integrais permite a analise linearizada de flambagem
de placas. No calculo dos termos nao-lineares, correspondentés ao acoplamento flexédo-
membrana, ndo foram utilizadas derivadas das fungdes de interpolagdo (como geralmente
se faz no MEF). Em vez disso, desenvolve-se uma equacgéo integral auxiliar, para calculo
das derivadas do deslocamento transversal, caracterizando, para flambagem apenas, uma
formulacdo hipersingular. E a fim de evitar quadraturas para ntcleos hipersingulares, a
solucdo numérica do problema de flambagem utilizou apenas elementos constantes, apesar
das precisas regras de integragdo ja existentes. O desempenho da formulacdo proposta é

mostrado através da solugao de alguns casos tipicos de flambagem de placas.



CAPITULO DOIS

Os Modelos de Placa de Mindlin e Reissner

2.1. Introdugao

Neste capitulo sdo desenvolvidas as equagdes bésicas para flexdo de placas utilizando-se
os modelos de Mindlin (Mindlin [1951]) e Reissner (Reissner [1944, 1945]. No calculo das
componentes do tensor deformagao, foram mantidos alguns dos termos correspondentes ao
gradiente do campo de deslocamentos de modo que, efetivamente, obtém-se uma forma
das equagdes de von Karman.

Sao também deduzidas as equagOes representativas do campo de tensdes dos mode-
los empregados, bem como as equacdes gerais do problema para um estado de equilibrio

auxiliar.

2.2. Notas histdricas

Os modelos mais conhecidos para descrigao do fendmeno de flexdo de placas sdo, sem
divida, o modelo cldssico de Kirchhoff (Timoshenko e Woinowski-Krieger [1970]) e os de
R. D. Mindlin (Mindlin [1951]) e E. Reissner (Reissner [1944,1945]). O primeiro des-
tes, devido as hipdteses sobre as deformagoes ‘que atuam na dire¢do transversal da placa,
leva a uma equagdo diferencial biharmoénica, cuja solucdo obriga a contracdo de duas das
condi¢des de contorno em uma unica (Reissner [1944], Timoshenko e Woinowski-Krieger
[1970]). Os outros dois modelos s&o geralmente chamados de teorias de primeira ordem
para flexdo de placas, por considerarem variacao linear dos deslocamentos longitudinais da

placa, ao longo da espessura. Assim, tais modelos implicam na consideragao de deformagdes
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cisalhantes constantes ao longo da espessura, o que resulta numa equacao diferencial de
sexta ordem, possibilitando entao a satisfagdo de trés condi¢des de contorno.

O modelo de placa de Reissner foi introduzido em 1944 (Reissner [1944]), mas as
equagdes governantes sé foram publicadas na sua forma geral no ano seguinte (Reissner
[1945]). Nestes artigos, Reissner partiu de uma variagéo linear das tensées 0,4 ao longo
da espessura da placa e obteve, a partir das equagoes de equilibrio, um comportamento
quadrético para as componentes de tensao o,3 € cubico para o33. Uma outra forma de se
deduzir as equagoes para este modelo de placa foi publicada pelo mesmo autor em 1947
(Reissner [1947]). Apesar de Reissner ter obtido a lei de Hooke generalizada através do
teorema de Castigliano, A. E. Green (Green [1949]) obteve, em 1949, as mesmas equacoes
também através de métodos energéticos, mas sem utilizar tal teorema.

O modelo de placa de Mindlin surgiu em 1951 (Mindlin [1951]) e, ao contririo de
Reissner, foram adotadas hipéteses sobre o campo de deslocamentos experimentados pela
placa, o que permite uma deduc@o bem mais direta das equagdes governantes. Apesar
do trabalho de Mindlin incluir os termos de inércia nas equagdes de equilibrio, trata-se,
efetivamente, de uma extensdo dos trabalhos (pouco conhecidos, na épocaT) de H. Hencky
e L. Bollé, ambos publicados em 1947 (Reissner [1985]).

Em 1957, P. M. Naghdi modificou o modelo de Reissner considerando carregamentos
arbitrarios, incluindo o efeito de compressao transversal (Naghdi [1957]). Essas equagdes
foram deduzidas para cascas, mediante o uso do Principio Variacional de Reissner (Reissner
[1950]). No ano seguinte Goldenveizer apresentou uma generalizagdo da teoria de Reissner
para uma variacdo arbitrdria das tensdes o,p com a espessura (Reissner [1980]). Em
1975, Reissner propds uma modifica¢do na sua teoria baseado em informagdes advindas de
solugdes tridimensionais de problemas de flexdo de placas (Reissner [1975]).

Uma caracteristica inerente de algumas das chamadas teorias de primeira ordem, como
é o caso da teoria de Mindlin, é o fato de levarem a valores constantes para as deformagcoes
cisalhantes transversais determinando, nestes modelos de placa, tensoes cisalhantes trans-
versais constantes. Por outro lado, a elasticidade tridimensional ﬁostra que tais tensoes
variam ao longo da espessura segundo uma func¢ao quadrética ou de ordem mais alta. Esta
constatagdo obriga o emprego de fatores corretivos para o computo global dos efeitos des-

tas componentes de tensdo. Tipicamente, utiliza-se o fator k% = 72/12 para o modelo de

T Na realidade, ja no final do século XIX, M. Lévy e A. B. Basset se preocupavam com a necessidade de
satisfacao de trés condi¢des de contorno, motivo pelo qual alguns pesquisadores nao denominam as teorias
de Mindlin e Reissner pelos nomes de seus autores (Reddy [1984a)).
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Mindlin' (o fator k? = 5/6 aparece naturalmente na deducio das equacdes do modelo de
Reissner). As teorias de ordem superior desenvolvidas nas iltimas décadas eliminaram tal
inconveniente, por utilizarem campos de deslocamento baseados em polindmios de ordens
mais altas, o que leva naturalmente & distribui¢bes mais complexas para as tensdes cisa-
lhantes ao longo da espessura da placa (Reddy [1984a]). Em compensacio, sao modelos
regidos por equacdes diferenciais de 102, 122, 142 ou 222 ordem (Reddy [1984a], Reissner
[1983,1985]), e nem sempre podem ser facilmente reduzidas as equagoes correspondentes
dos modelos de primeira ordem ou as do modelo classico de Kirchhoff. Em geral, tais
teorias confirmam o valor 5/6 para correcio das tensdes cisalhantes (ver, por exemplo,
Voyiadjis e Baluch [1981]). Recentemente, alguma énfase tem sido dada & solugao de pro-
blemas de flexdo de placas através do uso de solugdes analiticas da teoria da elasticidade

tridimensional (Cheng [1979], Wittrick [1987]).

No contexto geometricamente nao linear, as equagGes para flexdo de placas tornam-se
um pouco mais complexas, devido & necessidade de se manter alguns termos de ordem
superior correspondentes ao gradiente do campo de deslocamentos nas expressdes para
as componentes de deformagéo. Esta necessidade provém do abandono da tradicional
hipdtese segundo a qual os deslocamentos e as rotages sdo suficientemente pequenos a
ponto de poder-se ignorar a magnitude dos produtos de derivadas na expressdo geral do

tensor deformacao.

As equagoes para placas incorporando os termos de grandes deslocamentos sdo conhe-
cidas como equagdes de von Karman, e sdo indispensaveis para a adequada analise de
problemas de flambagem e pds-flambagem. A literatura é extensa para os assuntos rela-
tivos ao desenvolvimento e aplicacao das equacgdes de von Karman para placas e cascas
baseadas nas hipoteses de Kirchhofff. No dmbito das equagdes de von Karmaén para mo-
delos de placa ou casca que consideram deformacodes cisalhantes, a literatura é bem mais
escassa (Reddy [1984a]), e solugbes analiticas somente sdo possiveis para casos extrema-
mente simples de geometria, condi¢oes de contorno e carregamento. Ainda assim, tais
solugdes sao geralmente apresentadas na forma de expansdes assintéticas (por exemplo,

Frakes e Simmonds [1985]).

1 Se determinado como na formulagéo original (Mindlin [1951}), o fator de corregdo das tensdes cisalhantes
do modelo de Mindlin é uma fungdo dependente do coeficiente de Poisson do material.

¥ Teorias como a de W. T. Koiter (Koiter [1960,1967]) ¢ W. Pietraszkiewicz (Pietraszkiewicz [1979,1992))
merecem ser destacadas, em particular a idltima, que formalmente ndo impoe qualquer limitagdo sobre a
magnitude dos deslocamentos ou rotagoes.
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2.3. Relagoes cinematicas

O dominio de analise que serd utilizado daqui em diante é definido por um volume
material V = 2 x (£h/2) C R?, onde £2(z,) é a superficie de referéncia da placa, aberta e
limitada, e com contorno I” lipschitziano vsobre o qual é localmente definido um sistema de
coordenadas n,t,s, conforme ilustrado na figura 2.1. A espessura h da placa é considerada

uniforme em {2, e o material que ocupa V é isotrdpico linear.

T3

Figura 2.1 : Defini¢cdo geométrica do dominio da placa.

Nas equagbes apresentadas a seguir, os indices latinos ¢, 7,k etc. variam de um até
trés, enquanto os indices gregos a, 3,y etc. variam de um até dois. A notagdo de Einstein
é extensivamente utilizada e, a menos que indicado, o indice w varia de um até dois e nao

implica em somatdrio.

2.3.1. Campo de deslocamentos

Como citado anteriormente, o modelo de Mindlin permite um desenvolvimento mais
natural das equagdes do problema. Este sera o modelo usado para obtengdo das equacoes
diferenciais governantes sendo que, quando pertinente, serd indicada a modificacdo que

leva as equagdes do modelo de Reissner. Por generalidade, é possivel partir-se do campo
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de deslocamentos postulado pela teoria generalizada de terceira ordem de Reddy (Reddy
[1984a,1992]), da qual véarios modelos de placas podem ser obtidos por particularizagéo.

Esse campo de deslocamentos é baseado nos seguintes polinoémios:

Ou
Ua(z1,22,23) = ua + a1 $3—3—;3_ + a2 T3to + a3 T2ha + as 304
o
Us(z1, 2, $3) = u3 + a5 393 + a¢ 18393 ) (2.1)

COI11l
u; = ug(r1,T2)

Yo = 1/’01(5'31» acz)

sendo os cinco deslocamentos generalizados da placa. Os deslocamentos ), representam a
rotacdo de uma linha inicialmente normal a superficie de referéncia sobre os eixos z4. A
partir de valores apropriados para os coeficientes aj, az, a3, a4, as e ag obtém-se os campos

de deslocamento de diversos modelos. Sao apresentados abaixo trés exemplos:

e modelo cléssico de Kirchhoff — a;=-1, aa=a3=a31=a5=0a¢=20
e teorias de 12 ordem . - a1=0,a2=1,a3=as=as=ag=0
e teorias de 22 ordem — a1=0,a3=a3=1, a4 =0

Nas equagdes (2.1), ¢; e 6; sdo fun¢bes a serem determinadas. A substituigdo, nas

equacdes (2.1), das constantes referentes as teorias de 12 ordem, leva as expressdes:

Uos(z1,22,23) = U + 23%s (2.2.a)
U3(.’I:1,.’132,:1:3) =ug , (2.2.)

que é o campo de deslocamentos efetivamente utilizado neste trabalho.

2.3.2. Relagoes deformagao-deslocamento

A inser¢ao do campo de deslocamentos (2.2) nas componentes do tensor deformacao

finita (Malvern [1969]):

1
Eij = §(Ui,j +Uj, + Ukﬂ. Uk,j) , (2.3)
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fornece expressées que podem ser simplificadas da seguinte maneira: nas deformagoes
€aB, Pode-se negligenciar os quadrados das derivadas dos deslocamentos longitudinais. A
deformacdo transversal €33 é desprezada, tendo em vista a hipdétese de inextensibilidade
transversal da placa. Nas expressoes para deformagdes cisalhantes, desprezam-se os termos

quadraticos em Uy, ; pelo mesmo motivo. Este procedimento leva a:

2eap = Un,g + Upo +Us,o Usy (2.4.0)
€33 =0 (2.4.)
2603 = Yo3 = V30 = Ua,s + Us , (2.4.0)

Reescrevendo-se estas expressdes para identificar as contribui¢ées de membrana e flexao

separadamente, obtém-se:

€ap = Eqp + 23Kop - (2.5.q)
€33 =10 (2.5.b)
Y3 = '9[)01 + Uus,q (256)
onde:
. .
Eop = i(ua,ﬁ +ug,, + U3 u34) (2.6.q)
rd 1 '
Aaﬂ = '2'(7»/)a,p + "/)ﬂ,a) . (2.6.1))

As relagbes deformagao-deslocamento sao similares aquelas do problema de flexo linear
de placas, apresentando no entanto, como fator de fundamental diferenca, a presenca dos
termos dependentes das derivadas do deslocamento transversal no célculo das deformagdes
de membrana E,g. Estes termos séo responsaveis, em parte, pelo acoplamento do problema

de membrana com o problema de flex3o.

2.4. Relagoes constitutivas
Fazendo-se uso da lei de Hooke generalizada (Boresi e Lynn {1974]),

oij = 2Geij + Aeprbiy (2.7)
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obtém-se as equagOes constitutivas para o problema:

v
ap = 2G [Ea[, + 3 Ko+ 77— (Byy + 23 Koy 5aﬂ] (2.8.a)
o33 = vE (Bui + Bn) + 23 (K + K ) >(28b
3 = o)1 Z o) (1t Bn) Fas (K + Ka 8.b)
0a3 = G(a + u3,4) (2.8.¢)

Observando-se entdo as defini¢des de tensdes resultantes (tensbes de placa), dadas por

+h/2 | |
Nog = / Oop dr3 (2.9.a)
—hJ2
+h/2
M,p = / 3048 dz3 (2.9.b)
—h/2 '
+h/2
Qar = / O3 dz3 (2.9.6)
~hJ2

e substituindo-se as expressdes (2.8) nas mesmas vem, apds a integragdo na espessura:

Nog = C (1 = v)Eyp + VEyy60p) (2.10.a)
Muyp =D [(1 = v)Kup + vKyy6ap) (2.10.5)
onde
3
D=

Lembrando que o modelo de Mindlin leva a tensoes cisalhantes transversais constantes
ao longo da espessura, o que ndo condiz com o fenémeno real, deve-se ponderar o valor de

0q3 através da seguinte expressdo, antes da integracdo das equagdes (2.9.¢):

~ 2
Oa3 = K 0¢o3
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Deste modo tem-se, apds a integragao,

Qo = &*Gh (o +u3,)

2.5. Equagdes de equilibrio e condigoes de contorno

(2.11)

Conhecendo-se as relagdes deformagao-deslocamento, bem como as relagdes constituti-

vas, € ainda as condigdes de contorno de deslocamento sobre uma parcela I, do contorno

da placa, é possivel a .a,plicagéo imediata do Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) para

a obtenc¢do das equagbes de equilibrio e das condig¢Ges de contorno essenciais do problema.

A forma geral do PTV é escrita (Washizu [1982]):

/ oijbei; dV = / bi8U; dV + / t:6U: dl , Y 8U;,
1% |4 r

(2.12)

onde b; e t; sdo forcas de campo e forgas de superficie atuantes em dire¢oes paralelas aos

eixos z;, respectivamente.

Variando-se as componentes de deformagao e deslocamento conforme a forma a seguir

6€a/3 = 5Ea5 + :E35Ko,ﬂ
6Ya3 = 0tha + duz,,
§Uy = 6ug + 23600

60Uz = bus

e substituindo as mesmas na expressgo (2.12) resulta:

+h/2 1
/ / [%/3(5Eaﬁ +236Kap) + 50a3(6%a + 5u3,a)J dr3 df) =
2J-h/2

+h/2
= / / [ba(éua -+ :I:35'¢)a) -+ b35U3] dzr3 df? +
2J-h/2

+ / [ta(Bua + 236%a) + tabus] dr
I

(2.13.a)
(2.13.5)
(2.13.¢)

(2.13.d)

(2.14)
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Utilizando as defini¢des (2.9) e integrando por partes, obtém-se:

/ﬂ(——Naﬂ,ﬂ&La — Naﬂ,ﬁuli,aéuli — NaﬁU3,aﬂ5U3 — Maﬂ,ﬁ6¢a +
ol Qa’aéu3 + Qa5¢a) dQ +

+ f (Naﬂnﬂéua + Naﬁu:;’af‘&ﬂ(Sug + Maﬁnﬂ5¢a + Qana6u3) dl' = (2.15)
r

- / (gi6tti + maStba) A2 + / (ti6ui + T3tabibe) dl’
2 r

sendo ¢; os carregamentos distribuidos atuantes nas dire¢bes paralelas aos eixos z;, mq
sao momentos distribuidos correspondentes aos eixos x4, € Ny sd0 0s cossenos diretores
de n sobre o contorno I" da placa. Igualando-se os coeficientes das quantidades variadas,
obtém-se prontamente as equagdes de equilibrio, dadas a seguir. Cabe salientar que tais

equagdes sdo independentes de quaisquer hipéteses cineméaticas adotadas.

Nog,, +qa =0 (2.16.a)
(Nagus,a) 5+ Qe +93=0 (2.16.b)
Maﬂ,ﬂ —Qa+me=0 (2.16.0)

As condicbes de contorno sdo obtidas de modo idéntico. Antes de escrevé-las, porém,
destaque-se que, em um problema bem posto, é necessaria a prescri¢do ou do deslocamento
ou da forca de superficie correspondente a cada uma das cinco diregdes generalizadas.

Sejam entao

u; = U , conhecido sobre I'y, , e - (2.17.a)

=1, conhecido sobre I} , (2.17.h)

sendo Iy e I} regides complementares de I' para cada par dual de varidveis. Assim, retira-
se dos coeficientes das variagdes nas integrais sobre o contorno de (2.15) as condigoes de
contorno: .

to = Nogng sobrely, ou to= J\_faﬂnﬂ sobre I} ' (2.18.a)

t3 = Noptiz,,ng + Qang sobrely, ou
_ _ _ (2.18.)
t3 = Nypu3,ong + Qana sobre I,

lo = Mggng sobrely,, ou ly= Mygng sobrely (2.18.¢)
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onde as variaveis prescritas estdo indicadas com uma barra sobreposta e I, = z3t,. A
equagdo (2.18.b) mostra claramente que as condigdes de contorno do problema variam com
a geometria. Cabe destacar ainda que I, e I} estdo associados a cada uma das variaveis
(prescritas ou ndo) de (2.18), e podem néo coincidir para duas varidveis distintas, isto é,
podem corresponder a regides diferentes para cada uma das eqs.(2.18).

A substituicdio das relagdes deformagao-deslocamento (2.5) nas expressoes para tensoes

resultantes (2.10) e (2.11), leva a relagdes para esforgos em termos dos deslocamentos:

1—v | 2 1
Nop=C 5 Yo T UB e T UBUS, T | Uy F U3,y Us,y bop| (2.19.a)
1—-v ] 2v
Maﬂ =‘.D 3 'Lﬁa,ﬁ + %[)ﬂ,a + 1—_—1/' 1/)7,7601[3] (2.19.b.1)
1—w
Qo = D= lpe +us,| (2.19.0)
onde )
12
A2 = h’; (2.20)
Pelo procedimento de Reissner, M,z ¢ dado por
: 1—v 2v v
Maﬂ =D D) ’I,ba,ﬁ + ’lﬁﬁ,a + I"_—';'Q/)%,Y&a,g + m q3 (505 (219b2)

De forma mais convenientemente, distingue-se as parcelas lineares e nao-lineares da

seguinte maneira:

Nog = Nig+ Nig (2.21.a)
o= Q4+ Qi ' (2.21.b)
com
1- 2 :

Ncll/ﬂ = C._ 2 v [ua,ﬁ + uﬂ,a + "]T":V—V'uv,,yﬁaﬂ] . (2.22.@)

n 1—-v 1% : ) .
‘Na}ﬂ =C [us,aus,ﬁ + 1=, u:;,,yu;;n&aﬂ] (2.22.0)

1 2 1—v

Qo = DA —— (Yo + us,.) - (2:22.¢)

Qa = Napus, (2.22.d)
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onde Q foi reconhecido comparando-se as eqs.(2.16.b) com as egs.(2.19) f. Agora, torna-se

direto reescrever as equacdes de equilibrio (2.16) na conhecida forma:

Naﬂ,p +q0/ = 0
Qﬁ,a+q3 = 0

Mag, — Qb +ma=0

onde valem as igualdades (2.21).

(2.23.0)
(2.23.b)

(2.23.¢)

A diferenciacdo das expressdes (2.22) e a inser¢do dos resultados em (2.23) fornece

as equagOes de equilibrio do problema em termos de deslocamentos. Nesta forma, sao

conhecidas como equagdes de von Karman. A diferen¢a fundamental em relacéo ao sistema

de equagOes de equilibrio para pequenos deslocamentos reside nos esfor¢cos de membrana,

presentes na equagao de equilibrio de esforgos transversais, eq.(2.23.b), os quais também

sdo responsaveis pelo acoplamento do problema de flexdo com o problema de membrana.

‘Estas equagdes, na forma como estdo apresentadas, valem para quaisquer configuracoes de

equilibrio, antes ou apos qualquer ponto de bifurcagio ser encontrado sobre a trajetéria de

equilibrio.

Desta maneira, as equagoes de equilibrio sdo:

Naﬂ,ﬂ + go = Ni'g,ﬁ + Zﬂ,ﬂ + go =
1+v

1—v

1—v

=0—

[Aua +

Qae +a3=0Q%  +QF +¢3=
1—v

2
+ (Naﬂ u3’ﬂ),a +q3 =0

= DA (oo + Dug) +

U,ap T (Us,a us,g)  +

(2.24.a)

(2.24.5)

1 Xiao-Yan et alli [1990] obtiveram o termo néo linear Q7 diretamente em (2.19.c) utilizando a deﬁnigié

Qo = f+h/2(cra3 + 0apus,,) dz3, que ja inclui o acoplamento flexdo-membrana, ao invés de (2.9.c).

—h/2
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v
]\laﬁ,ﬁ - ny + me = J\lozﬂ,p — Qfx + mqg,a + my =

1— 1 :
_ ZHA = A2 o + tv — Nug, | +

2 1-v (2.24.¢)
v

m%,aﬁLma:O ,

+

que sdo as cinco equagdes de Navier do problema, onde A = 8?/(8z401,). Os termos
- destacados nas equagOes acima, correspondentes a parcela ndo-linear, impossibilitam que
se escreva as equagOes de Navier na forma como geralmente é feito para a teoria linear

(Westphal Jr. [1990a]):
Lij(0Q)u;(Q) = ~Fii(9@)e;(Q) , Q@ =(z1,22) € 2. (2.25)

Entretanto, é possivel utilizar a forma geral acima se os termos n#o-lineares das

equagoes de equilibrio forem incorporados aos termos de carregamento. Esse procedimento

5 210

onde ™L é o operador diferencial da parte linear das equagbes de equilibrio do problema

leva a um sistema do tipo

de membrana, 7L é o operador equivalente do problema de flexdo, ™u = {u3 ug}T S80 0s
deslocamentos longitudinais e fu= {1 ¥ U3}T sao os deslocamentos de placa. O acopla-

-mento flexdo-membrana estd assim implicito nos pseudo-carregamentos correspondentes,
mq efq: ‘

"o = — " Fap(0) "5(Q) + ™a2(Q) (2.27.q)

T4 =~ 17;(80) 145(Q) + '4¥(@) (2.27.5)

As formas explicitas dos termos usados em (2.26) e (2.27) sao dadas a seguir.

Ay lp o 14w 8

m 11—y 1-v 8:5 1—v 0z10z
L(dq) = C— 2 ) (2.28.a)
2z 1+v_ @ A+ 14+» 8
1—v dz10z9 i az
2 | 14v 8? 14v 82 2
A=A + 1- ll:az 1-—: Oz10z2 —A a:c1
1—v 2 2
f — 1+v 9 2 14v 9 2
L(dq) = D= I tsm  A-N+EL -l (2.28.)

el : a
A2 L LY
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[1 0

"F(0q) = (2.28.¢)
0 1
1 0 mfaaT1

TF8g)= |1 0 myzE (2.28.d)
[0 0 1

m, 1 . a :

q(Q) = , (2.28.¢)
q2

(u3)l ugya)’a + ﬁ(u?’;‘yu?”’)‘)’l
14

1-—-
et (Q) = C—t ) 2.28.
T =571 (uaguny) , + 5 (usyus,y) (2.28.f)

my
FoliO) —

q'(Q) =< ma (2.28.9)

| q3

0
1- |
Iq"(Q) = D 2” 0 , (2.28.h)
(]\Taﬂusyﬁ)ya

onde my é o fator de modelo, que permite a unificagdo dos modelos de placa de Mindlin
e de Reissner, conforme proposto por Westphal Jr. [1990a, 1990b]. O fator de modelo é
dado por:

v

(1—v)A2 .
my =0 , para o modelo de Mindlin. (2.29.0)

my = , para o modelo de Reissner (2.29.q)

A solugdo de (2.26) é iterativa. Por outro lado, os operadores ™L e /L sdo os mesmos

da teoria linear.
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2.6. Campo de tensoes

As equagOes até aqui desenvolvidas sdo suficientes para descrever completamente o
problema de flexdo geometricamente néo-linear de placas semi-espessas. No entanto, do
ponto de vista da anélise estrutural, torna-se importante o conhecimento das tensdes locais
que atuam nas regioes de interesse da estrutura. Assim, serao aqui desenvolvidas expressoes
para as tensoes locais em termos dos deslocamentos e em termos dos carregamentos e
tensoes resultantes.

A inser¢éo das relagbes (2.6) nas relagdes constitutivas (2.8) leva as seguintes expressoes

para tensbes em termos dos deslocamentos:

Oap = "0ap + 7 ap (2.30)
onde
"oap = "Tas + "0ug (2.31)
e
m [ 2v :
Oop = G |Ua,y +ug, + 1o Vu%,yéaﬂ (2.32.a)
i , ]
mo'zﬂ =@G u;;,aus,ﬂ + :mﬁu;;,_ﬁaﬂ (2.32.6)
f [ 2v ] _
gap =G Ya,p + Vg + 1—__—1;7#7,750,3 T3 (2.32.¢)

com as parcelas lineares e ndo-lineares das tensdes de membrana ja identificadas. As
componentes 04,3 dadas por (2.8.c) permanecem validas, pois j4 estdo escritas em termos

de deslocamentos:

0a3 = G(Ya + us,q) " (2.32.d)

A tensdo normal transversal é obtida substituindo-se (2.6) em (2.8.b), o que fornece

E 1
o + = (u3,,U3,0) — Z3%a,q (2.32.€)

=TT —20) YT 2

A comparagao entre as expressoes (2.32) com as relagdes tensiao-deslocamento (2.19)

ou (2.22) permite escrever

l
mel 5 = Nag (2.33.a)
aﬂ —_— h . .
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n
Moty = i‘:/’ (2.33.0)
ou, genericamente:
N,
™ as = }‘Z‘f’ (2.34)
que nao variam ao longo da espessura, como € de se esperar. Ainda:
12 |
T o0p = 3 Map 3 (2.35)
Q
o3 = 57 (2.36.0)
Gh?
a3 = 5 Napts, (2.36.5)

As expressoes (2.30) a (2.36) dadas acima devem ser utilizadas com alguma cautela,
dependendo do modelo de placa utilizado. Na realidade, os deslocamentos ¥, e u3 repre-
sentam uma ponderagdo do que ocorre ao longo da espessura quando o problema de flexao
de placas é analisado do ponto de vista tridimensional. Assim, se as componentes dos
deslocamentos sofridos pela placa em pontos sobre o eixo z3, nas dire¢des z;, sao denomi-

nadas v;, uma defini¢do mais abrangente dos deslocamentos generalizados pode ser escrita

(Westphal Jr. [1990a]):

12 h/2
'Qboz =

= — ve(z;)dey
h3 J 2 (7:)

3 h/2 213 2
ug = on a2 v3(z;) [1 — (—h-) dzs

Assim, os deslocamentos ¥, e u3 sdo, na verdade, médias ponderadas dos deslocamen-
tos realmente sofridos pela placa, e sdo definidos sobre a superficie média da mesma. Com
efeito, se vy € linear em 3 e v3 é constante, entdo (Westphal Jr. [1990a]):

Ua(.’lfi) =3 ¢G(x,3) 9

v3(z;) = u3 (xﬁ) s

e os dois modelos de placa aqui abordados se identificam. Neste caso, e somente neste caso,

poder-se-ia utilizar as expressoes (2.30) a (2.36) independentemente do modelo adotado.
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Este fato pode ser demonstrado variacionalmente utilizando médias ponderadas também
para as componentes de deformagao. Por simplicidade, o desenvolvimento a seguir segue o
modelo de Reissner, que utiliza tensoes cisalhantes transversais varidveis com a espessura,
sem o conhecimento explicito das fun¢des que regem o comportamento dos deslocamentos
v; (Reissner [1944, 1945]).

Posto isto, a parcela linear das tensdes cisalhantes transversais, eqs.(2.36.a), deve ser
interpretada como uma tensdo média ao longo da espessura, e a principio védlida apenas
para o modelo de Mindlin. Para obter-se o seu comportamento em funcao da espessura,

parte-se das equagdes de equilibrio de tensdio, na auséncia de forcas de corpo (Malvern
[1969]):
oy, =0 (2.37)

bem como das equagdes de equilibrio em termos das tensoes resultantes, egs.(2.23). Das
duas primeira equagdes de equilibrio (2.37), e usando (2.23.c), obtém-se uma expressio
para 043, que pode ser integrada em z3. Lembrando-se que ¢, , mq € Q« s@o fungdes de

(z1,z2), este procedimento leva a:

2
: Qo 6z
O3 = 3 + —

5 'izg‘(ma - Qa) +Co (2’38)

onde as constantes de integragdo Cy s@o obtidas através das seguintes condi¢des de con-

torno:

o3 (£R/2) =0 , (2.39)

qﬁe fornece
N o) B P A
Tw3 = qu [ 5 + A + 5% 1 A (Qw - mw) 3 (240)

Substituindo-se entao (2.40) na terceira equagio de equilibrio (2.37) e usando (2.23.b),
obtém-se uma expressdo para 033 ; que também € integrada na espessura. A constante de

integragdo correspondente é obtida impondo-se a seguinte condigdo de contorno .

o33 (—h/2) =0 . (2.41)

T A condigdo de contorno (2.41) parece mais pratica do ponto de vista da engenharia, pois pressupde todo
o carregamento transversal aplicado sobre a superficie superior da placa, estando a superficie inferior livre
de qualquer carregamento. '
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Este procedimento resulta:

1 w h 2 h
033 = 5{{?01,0, [(—1) <5E3 + 5) + 7 - Z] +

4 3 1
+3(QS+ma,a)[%“§(%) +§]} , w=a.

(2.42)

Note-se que 0,3 varia quadraticamente com z3 enquanto o33 varia cubicamente. No
entanto, foi imposta apenas uma condi¢ao de contorno sobre o33. A fim de investigar o
que ocorre com o33 na superficie superior da placa, substitui-se z3 = +h/2 em (2.42),

resultando

. |
033 (+h/2) = Gao(-1)"5 + @3+ Maye , w=0. (2.43)

O termo mg,, corresponde a carga distribuida equivalente, provocada por momentos
distribuidos (a exemplo do que ocorre na teoria de vigas). O carregamento transversal
é dado por ¢3 , e o termo ¢qo,, € nao-nulo apenas se houver forcas paralelas & superficie
de referéncia da placa, atuando na parte superior ou inferior da mesma. E conveniente
salientar que (2.43) se reduz aos resultados obtidos por Mindlin [1951] e Reissner [1945],

se My = ¢o = 0.

2.7. Equagoes para um estado de equilibrio auxiliar

O uso de relagoes de reciprocidade envolve, via de regra, a utilizagdo de quantidades
duais correspondentes a dois estados de equilibrio distintos. Em geral, um deles se refere
ao problema que se estd interessado em resolver e o outro corresponde a um estado conhe-
cido, denominado auxiliar. Nas formulagoes integrais, é comum serem utilizadas algumas
relagdes para um estado auxiliar correspondente a uma solugdo fundamental do problema.
A seguir sdo apresentadas algumas destas relagbes, sendo identificadas pelo sobre-indice
asterisco. Tais equagdes ndo incluem quaisquer efeitos ndo-lineares, e sdo obtidas a partir
da suposicao de que as forgas de corpo f;* variam segundo uma distribuigdo de esforgos con-
centrados F;*, G*, que possuem a mesma forma operacional que a distribuigdo de tensdes

do modelo de Reissner (Westphal Jr. [1990a]). Levando-se em conta as eqs.(2.34), (2.35)
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e (2.36) define-se assim:

* m % * F; 12 *
fa="fot fa=2+ 523G (2.44.0)

F, - (2.44.5)

« 3 2:1332
f3—2h[1_<h>

onde F representa uma carga concentrada unitaria generalizada na direcio z;, enquanto

G, representa um momento concentrado generalizado na dire¢ao z,.

Para tal estado auxiliar as equagdes de equilibrio sio:
ag‘j,j +ff=0 (2.45)

e, pressupondo-se que apenas forgas de corpo sdo consideradas, pode-se utilizar as eqs.(2.34),

(2.35), (2.38) e (2.43) para escrever,

Nog 12
ong ="0np + faz,ﬁ = ;;ﬂ + ﬁmgM;ﬂ (2.46.a)
N 3 273\ ? .
Tpg = 2% [1 — (T) } Q5 (2.46.b)
o33 =0 . (2.46.¢)

A substitui¢do de (2.46.a), (2.46.b) e (2.44.a) nas duas primeiras equacdes de equilibrio

resulta:
aps T Fa=0 (2.47.a)
apy— Qo+ Go=0, (2.47.)

enquanto que a inserc¢io de (2.46.b) e (2.46.c) na equacio de equilibrio remanescente for-
nece:

Qo +F5=0. (2.47.c)

As varidveis envolvidas nas eqs.(2.46) estéo relacionadas com o campo de deslocamentos

do estado auxiliar da forma linear. Entdo, de forma similar as egs.(2.19.b.1), (2.22.a) e

(2.22.¢), tem-se:

* 1-—v * * 2v *
o = C’—z— [ua,ﬁ +ugp  + T Vu7’75aﬁ] , (2.48.a)
N 1—-v - « v,
ap=D—— [1/)0,’[, +p , + T—5 U'(,/)./W(SQ,‘BJ , (2.48.b)
1—
Q" = DA2—21 (va + ug,a) . (2.48.¢)
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Resumindo-se entao as quantidades relativas aos dois estados, tem-se:

¢ Equacdes de equilibrio:

Nogs+9a =0 (2.49.0)
Qo + 33 =0 : (2.49.0)
Maﬁ,ﬁ - Qf, +mqe =0 , parao problema original (2.49.¢)
e
;ﬁ,ﬁ +F,=0 (2.49.d)
QL. +F=0 (2.49.¢)
;ﬂ,ﬁ -QL+G, =0, pdra o estado auxiliar. (2.49.1)
e Deslocamentos:
ui , Yo , Pparao problema original, e (2.50.a)
uf , ¥, , parao estado auxiliar. (2.50.5)
e Forcas de superficie:
ta = Nogng (2.51.q)
t3 = Nygug ,ng + Qano (2.51.b)
lo = Mygng , para o problema original (2.51.¢)
e
ty = Nagng (2.51.d)
t3 = Q4 na (2.51.¢)
Il = Magng , para o estado auxiliar. (2.51.f)
e Deformagoes:
€Eaf = Eaﬁ + :zngo,ﬁ (2.52.&)
Yo3 = Yo + U3, ' (2.52.b)

onde



Os Modelos de Placa de Mindlin e Reissner - 29

Eop = —;—(ua,ﬁ +ug, +u3, ug,ﬁ) (2.52.¢)
Kop = —;—(;/Jo,,ﬁ +1s,) , para o problema original (2.52.d)
e
eh5=Eig+21Klg (2.52.¢)
Yoz = Yo +u3, (2.52.F)
onde
of = %(UZ,[, +ug,) (2.52.9)
Kop = %(z/;;’ﬁ +15,) , parao estado auxiliar. (2.52.h)

e TensoOes resultantes:

1—-v 2v 1
]VYQ,B = C_2—- [uaaﬁ + uﬂ:a + u3v0u37ﬁ + 1__; (u‘Ya'Y + §u3a‘7u37’7) 6a,3} (2'53'0')
1—-v 2v '
Maﬂ =D 2 ¢01,p + ’l,[)'g’a + 1T1;¢7,1601ﬂ -+ mysq3 601[3 (2536)
1—v
Qa = D/\2 2 <¢a + u3,a) ) (2530)
para o problema original, e
N 1—vi , N 2u N
aﬂ = C——2—— [ua’ﬁ + Uﬁ’a + .1—-——1/ u%,y(saﬂ] (253d)
. 1—-v . - v,
Maﬂ = D_Q—_ ["/)a,p + "/)ﬁ,a."' 1—_;@07’75&}@] (2.53.€)
1—
QZ — D)\Z . v (¢; + uz’a) (253f)

para o estado auxiliar.
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2.8. Conclusoes

Foram apresentadas neste capitulo as equagbes necessérias para a completa descrigio do
fenémeno de flexdao de placas semi-espessas, incluindo os efeitos geométricos nio-lineares,
utilizando-se as teorias de Mindlin e de Reissner. Incluiu-se uma breve anélise do com-
portamento das tensodes transversais ao longo da espessura. Foram também desenvolvidas
as equagdes para um estado de equilibrio correspondente & uma solugdo fundamental do

problema, com vistas a formulagdo integral desenvolvida no préximo capitulo.



CAPITULO TRES

Formulacao Integral

3.1. Introdugao

Neste capitulo sdao desenvolvidas as equagOes integrais para os modelos de placa em-
pregados, incluindo os termos nao-lineares. Inicialmente é apresentado o procedimento
para um operador diferencial £(0g) genérico. Seguindo-se entédo tal procedimento sdo
obtidas as formulagdes integrais correspondentes aos operadores ™L(9g) e f£(8g) dados
pelas equagdes (2.28.a) e (2.28.b). Em ambos os casos o tratamento leva as identidades de
Somigliana para os problemas de membrana e flexdao, sobre as quais ¢ aplicada a proprie-
dade do trago, obtendo-se os problemas de valores sobre o contorno correspondentes. Uma
particularizagio dessas equagdes leva a formulagao integral representativa do problema de

estabilidade linear eléstica de placas.

3.2. Formalismo geral

O formalismo algébrico de uma formulagdo integral data de meados do século XIX,
quando o matematico inglés G. Green mostrou como transformar uma formulagao diferen-
cial de dominio para uma descrigéo integral definida sobre o éontorno (Stein e Wendland
[1988]). J4 no inicio do século XX, I. Fredholm aplicou a idéia a problemas do meio
continuo, e postulou os requisitos para existéncia e unicidade de soluc¢des de equagoes inte-
grais (Beskos [1991]). As formas integrais de problemas de valores sobre o contorno podem
ser obtidas de diversas maneiras. Por exemplo, para problemas lineares, a aplica¢ao ime-
diata da terceira identidade de Green, ou dos teoremas de reciprocidade de Betti e Casti-

gliano ou ainda uma forma geral da identidade de Somigliana fornecem resultados idénticos.
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Entretanto, a utilizagéo de tais métodos néo permite facilmente a extensao da formulagao
a problemas mais complexos, como os que envolvem algum tipo de nao-linearidade (Stein
e Wendland [1988]). No caso geral, a utiliza¢do de uma forma do método dos residuos
ponderados (MRP) é mais direta e abrangente, permitindo, inclusive, uma unificagdo das
relagdes funcionais que determinam a origem de varios métodos de solugdo, aproximados

ou nao (Brebbia [1984], Brebbia e Walker [1980], Banerjee e Butterfield [1981]).

Seja entdo um problema qualquer dado pela sua equagdo diferencial:

L(8g)u(Q) = ¢(Q) QeH , (3.1)

onde £ é um operador diferencial de ordem m. Seja também o produto dual

(u,v)H=/Huvdm , (3.2)

entre as varidveis u e v, definidas sobre os espagos de Hilbert H e seu dual H', respectiva-
mente. Admita-se que v seja k-vezes diferencigvell. A inser¢do de (3.1) na definigdo (3.2)

gera:
/ (Lu —g)vde = 0. (3.3)
H

A integragao de (3.3) k-vezes, por partes, leva a férmula de Green generalizada:

<£y,v>u - <£v,u>H = <./\/v,Du>aH - <Nu,Dv>aH , (3.4)

onde M e D sao os operadores trago generalizados de Neumann e Dirichlet, respectiva-
mente. A partir da prescri¢do de Mu sobre OH; e de Du sobre dH,, define-se as condigdes
de contorno essenciais e naturais do problema. Uma nova integragdo de (3.4) por partes

k-vezes, agora aplicando o operador diferencial sobre u, leva ao chamado problema direto:

, (3.5)

<(£u — q),v>H = <(Du _m)’NU>aH + <(W—Nu),Dv>

OH:

U

onde o sobretrago indica uma quantidade prescrita. Se agora u é substituido por uma

solucao aproximada @, (3.5) passa a representar, na realidade, uma ponderagdo dos residuos

R=Li—g em H . (3.6.a)
Rt = N’& - m sobre 3Ht (3.6.6)
Ru - Dﬁu e -51; SObre aHu ) (3.6.(,')

! Nosentido distributivo, v é uma fun¢io infinitamente diferencidvel, o que é obtido com k — oco. Portanto,
nao héa perda de generalidade.
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que permitem reescrever (3.5) na forma como é conhecido o MRP:

<R’D>H - <R“’Nv>anu - <R"Dv>a7{, ’ (3-7)

Se (3.7) é integrada por partes um ndimero de vezes qualquer, menor que k, a fim de
transferif uma parte da ordem de £ para v, obtém-se a chamada forma fraca do problema.
A partir da forma fraca, ou de um funcional equivalente, sdo obtidos outros métodos de
solu¢do aproximada, como o MEF e o MDF, dependendo das propriedades da fun¢éo peso
v (Reddy [1984b], Oden e Reddy [1976]). Por outro lado, pode-se integrar novamente (3.7)

por partes k-vezes, aplicando novamente toda ordem de £ sobre a varidvel v, o que leva a:

<£v, u>H - <q, v>H = <NU’D0>3H, - <Nv, Du>aHu , (3.8)

que vem a ser o chamado problema inverso, o ponto de partida para métodos integrais
como o MEC, MFG e MFGLM. As fun¢les u e v sdo geralmente associadas a dois estados
distintos: o das incdgnitas a serem determinadas e um outro auxiliar. No caso do MEC
direto, o estado auxiliar geralmente corresponde a uma solugdo fundamental do problema,
e é usado diretamente no problema inverso ou em relagdes de reciprocidade energéticas.
A versdo indireta do método é obtida através da superposicdo de produtos duais entre
solugdes auxiliares singulares unitarias e fungdes densidade definidas sobre o contorno 0H,
cujas amplitudes s@o determinadas a fim de garantir a unicidade da soluc¢ao (Beskos [1991],
Monken e Silva e Barcellos [1985]). O MEC direto relaciéna, portanto, as varidveis fisicas
definidas sobre o dominio e sobre o contorno, enquanto na versao indireta do método nao ha
uma relagio imediata entre as funcdes densidade e as varidveis no contorno (Brebbia [1984],
Brebbia e Dominguez [1988]). Além disso, o MEC indireto ndo se comporta bem na scﬂugﬁo
numérica de problemas definidos por contornos que possuem vértices, ou seja, pontos onde
existe descontinuidade da normal exterior (Stein e Wendland [1988]). Claramente, tais
aspectos tém favorecido sobremaneira o desenvolvimento e aplicacdo da versdo direta do
MEC para solucdo de problemas praticos.

A seguir, partindo-se da expressao geral do MRP, equagdo (3.7), é obtido o problema
inverso para os operadores diferenciais de membrana e de flexdo, utilizando como estado

auxiliar o apresentado no final do capitulo dois.
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3.3. Formulagao integral para o problema de membrana

Pela forma geral do MRP, equagdo (3.7), as equagdes integrais para ponderacao dos
residuos do problema de membrana sdo escritas utilizando as equagdes de equilibrio (2.16.a)
e as condigdes de contorno (2.17):

/ MR 40 = [ ™REu* dI — / ™R I (3.9)
2 Iy

I;

onde os residuos produzidos por uma solugdo aproximada sdo dados por:

™RY = Nag,, + ga # 0 em 2, (3.10.a)
MRE =ug —Ug #0 sobre Iy, (3.10.%)
"R =ta—1a #0 sobre I3. (3.10.¢)

E as fun¢des peso adotadas, segundo as quais os erros sdo minimizados, sao:
u® = ul, (3.11.a)
¢ =t (3.11.5)

A substitui¢do das expressdes (3.10) e (3.11) na eq.(3.9) e uma integracao por partes

da integral em {2 fornece:

/Nalgnﬂu;df'—-—/ Na«ﬁu;,ﬁdQ=/ (ta—{a)u;d[‘-l-
r 2 I

—/ (ug — o )th dF—/ daty df2
u e

Utilizando (2.18.a), (2.21.a) e lembrando que I', e I} sdo regides complementares de

I, com Iy N Iy = 0, reescreve-se

/N;ﬂu; d.Q:/ qau;dn—/ N, d0+/ fout dl +
2 i 2 2 # I

(3.13)
Fu FU

Dos teoremas de reciprocidadeT,

l *

T Tal resultado é obtido com qualquer medida variacionalmente consistente de deformagao, isto ¢, tanto
com Eﬁ,ﬁ = Ua,, qQuanto com a medida usual EL[, = 1(ta,s + up,. )
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e como E7 ; tem a mesma forma operacional da parte linear de E,g, egs.(2.6.a) e (2.52.g),
vem

1 * *
Na’gua’ﬂ =N ﬂua,p

a

Assim, é correto escrever, para a integral & esquerda de (3.13):

1 * 1 * *
/Q‘NaﬁEaﬂd‘Q:/QNaﬂua,ﬁdQ:/eraﬂua,ﬁdQ )

que, quando integrada por partes e substituida em (3.13) leva a:

_/ N;ﬂ’ﬁuadﬂz—/ Ngﬂu:’ﬁdﬂ—{—/ qauZdQ—{—/ toul dI +
2 2 2 T

(3.14)
+ / tauy dI -}—/ (uq — Ua )ty dI —/ Nognpua dl’
Iy Iy r
Usando agora (2.49.d) e (2.51.d), vem
/ Fiug d2 + / ualp dl’ = / qoul di2 + / taun dl’ — / Nygtia,; a2 . (3.15)
n r 2 r 2

Da definicdo de solugéo fundamental de um problema, Fj corresponde a excitagao

gerada por uma carga generalizada unitaria na dire¢éo ey, isto é:
Fy =6(Q,Ples(P) P,Qe 2, (3.16)
sendo que a distribuigdo §(@Q, P), funcao generalizada delta de Dirac, possui a propriedade

/H 4(Q)8(Q, P)dz = g(P) (3.17)

para um ponto P onde é aplicada a excitagio (ponto fonte) e um ponto @ onde sdo medidos
os efeitos da excitagdo (ponto campo). As excitagdes F} representam, portanto, forgas
concentradas generalizadas unitdrias nas dire¢oes eq (Westphal Jr. [1990a]). Considerando
cada uma dessas cargas atuando independentemente, resulta (Banerjee e Butterfield [1981],

Brebbia e Dominguez [1989)):

uyp = "Upe(Q, P)eg(P) (3.18.a)
te = "Tpa(@, Ples(P) (3.18.0)
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que sao os deslocamentos e tragdes do estado auxiliar, dados pelos tensores fundamentais

de membrana, ™U e ™T. A substituigdo de (3.18) em (3.15) resulta, considerando (3.16)
e (3.17) para 9(Q) = ua(Q):

ta(P) + / T, 5(Q, PYug(Q) dlg = / "Uos(@, P)ts(Q) dTq +
r d (3.19)

+ /n "Uap(Q, P)as(Q) df2q — /Q "Uap, (@, P)NE(Q)dR2g

que é a identidade de Somigliana para os deslocamentos u, (Brebbia, Telles ¢ Wrobel
[1984]). O termo ™U,g., representa uma derivada do tensor ™U em relagdo a z4(Q). A

eq.(3.15) é a contrapartida, para o problema de membrana, da relagdo geral (3.8).

3.4. Formulagao integral para o problema de flexao

Para o problema de flexdo, utiliza-se as equagdes de equilibrio (2.16.b) e (2.16.c) para

escrever o MRP na forma

/(fRsus—i—f’R"d)"’)dQ:/ (fR§u3+f7z;’¢°’)dr—/ IR S +IREm™)dD
2 ' I} I

u

(3.20)
onde os residuos de uma solugdo aproximada sdo dados por:
IR3 = (Naﬂu;;,a),p + Qf,,a +g3#0 em {2, (3.21.a)
IRY = Myp,, — Qb +ma # 0 em 2, (3.21.b)
IR =t -1 #0 sobre Iy, (3.21.¢)
IR =1y =1 #0 sobre I3, (3.21.d)
f'R,;q’, =ug—u3 #0 sobre Iy, (3.21.¢)

IR = thg — ha #0 sobre Iy ; (3.21.1)
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e as funcdes peso sdo:

u? = u} (3.22.q)
P = 9g C (3.220)
¢ =t (3.22.¢)
m* =1 (3.22.d)

e entdo reescreve-se (3.20) na forma:

[ (o), + @+ wlus a2+ [ (Ma, Q4 mayis do =
2 “ (3.23)
=/ [(té - {3)"1‘; + (loz - ia)¢;] aI" — / [(U3 - a3)t§ + (¢a - 'J’a)l;] ar
I I

u
Os termos nédo-lineares da primeira integral em {2 podem ser incorporados ao carrega-

mento transversal ¢q3, definindo-se assim um pseudo-carregamento transversall:

§=g3+(Napus,e), - (3.24)

Utilizando (3.24) e integrando os termos em Qfm e Magp,, por partes, obtém-se:
[ (~Qhus, — Mapz,,) a2+ [ (g5 - QLo+ movs) d2 =

= [ [ -F+ e -Tows] ar +
- (3.25)
~ [ w805+ (o = i) ar +

u

_ /P (Qurats + Mogngyl) dT

Observando, das egs.(2.18.b) e (2.18.c), que t} = Q'ng e lo = M,png, e salientando
que I' = Iy U I}, reescreve-se (3.25):

[ Mo, + Qe (i 413,)] a2 = [ @+ may a0+
(3.26)
* /f (1403 + 1oy ) dr + /P [(us — @3)t5 + (o — Pa)ia] dT

1 Que vem a ser a soma do carregamento transversal com a componente paralela a z3, proveniente do
carregamento de membrana, apés a deformagéo da placa.
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A partir das expressdes para o estado auxiliar 2%, verifica-se a seguinte identidade!:
(Map —msq38ap) Kop + Qavas = MysKap + Qavoes | (3.27)
e como M, € simétrico, outra igualdade é verificada, no sentido variacional:
MygKap = Mygha, . (3.28)

Substituindo (3.27), (3.28) e (2.52.b) em (3.26) resulta, apés uma integracéo por partes

* *
dos termos envolvendo g g € U3

- [ (M2, - Q@2) vud2— [ @iudn= [ (@uiemav) an+
2 2 2

+/F(téu§+la¢2) df—ﬁ [(ug—ﬁg,)t;.*.(lba_z;a)lz] dr" +

U

(3.29)
_/F (JVI;ﬂnﬂz/)a + anau;@) dr —A (M(’;ﬁnﬁpba + QZnaug) dI" +
U t
—mf [ qiadl
£
que ¢é reescrita, usando (2.51.e) e (2.51.f), na forma
—/ (,M;ﬁ — Q;) Yo df2 —/ Qs u3df2 = / (Gui + matpy) d2 +

7 i 2 ¢ 2

(3.30)

—mf / g3 0 dT + / (thus + lowy) dr — / (ust} +pall) dT
2 r r

A substitui¢do das equagdes de equilibrio do estado auxiliar, eqé.(2.49.e) e (2.49.1) leva

finalmente ao problema inverso:

/szad()-f-/ Fgugd(}:/ (qui + matpy) df2 +
2 2 2

: (3.31)
~mf [ qasiadr+ [ (Bus+tavt) or = [ (uati +valy) ar
2 Jr r
Da mesma forma que Fj,
Fy =6(Q,P)es(P) P,Qe 2, (3.32.a)
G, = 6(Q,Ples(P) P,Qc 2, (3.32.5)

t A demonstragio formal pode ser encontrada em Westphal Jr. [1990a), apéndice B.
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onde agora F3 representa uma carga concentrada generalizada unitéria na direcdo e3 en-
quanto G}, sdo momentos generalizados unitarios correspondentes as direcoes e,. Consi-

derando cada carga atuando independentemente, tem-se

uj = Uis(Q, P)ei(P) (3.33.0)
Yy = TUia(Q, P)ei(P) (3.33.0)
3 = TTi3(Q, P)e;(P) (3.33.¢)
I =7TTi(Q,P)es(P) (3.33.d)
que inseridas em (3.31) fornecem as identidades de Somigliana para os deslocamentos de
flexao:
w(P)+ [ [ To(@ P)us(@ +/T50(Q, Pa(Q)] dFo =
= [ [Us(@.PY4(Q) + U@, PYa(Q)] dT +
r (3.34.a)
+ [ [Un(@.P)@ + V(@ Pma(Q)] d2g +
Q ,
—my /ﬁ 1 Us0,,(Q, Pas(Q)] 2
¢a(P)+/f ifTa'S(Q:P)u3(Q) + fTa,B(Q>P)¢ﬂ(Q)J dFQ =
= [ [0aa(@. PY§(@) + TTas(@, P15(Q)] i +
re (3.34.0)

+ / [on,g(Q,P)cj(Q)+f Uaﬂ(Q,P)mﬂ(Q)] dflq +
2

—my [ [, (@ Ps@] 4%

onde as derivadas presentes nas ultimas integrais do lado direito sdo tomadas em relacao

a z(Q).
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3.5. Equacgoes integrais sobre o contorno

‘ As equagdes integrais (3.19) e (3.34) sdo definidas para pontos P exclusivamente per-
tencentes a f2, isto é, pontos internos. Por outro lado, a solu¢do das mesmas requer
o conhecimento dos deslocamentos e tragdes sobre o contorno I'. A fim de obter tais
relagdes validas para pontos p sobre o contorno, e possibilitar assim a solu¢do prévia do
problema de valores sobre o contorno, torna-se necessaria a aplicagao de um mapeamento
linear e continuo de P € {2 — p € I', especificamente a aplicacdo da propriedade do trago.
Isso é realizado mediante um procedimento de limite, modificando o contorno préximo a

p por um arco circular de raio ¢, centrado em p (figura 3.1).

Figura 3.1 : Modifica¢ao do contorno I' para aplicagdo da propriedade
do traco. ‘

Realizando-se o limite € — 0, obtém-se as identidades desejadas. Antes de mais nada,
deve-se salientar que os tensores fundamentais U e T, bem como suas derivadas, sdo
fungdes de dois pontos, o ponto fonte P, sobre o qual tem-se a singularidade da fungéo
generalizada delta de Dirac, e o ponto campo @, onde estao definidas as varidveis envolvidas
nas equacoes. Assim, tais equagdes sdo fun¢oes somente da distancia r entre P e @, sendo

esta expressa por (Brebbia [1984], Banerjee e Butterfield [1981]):

r=1Q— P

As expressdes analiticas de todos os tensores utilizados constituem o contetdo do
apéndice A. Todas as derivadas dos tensores fundamentais utilizados neste trabalho sgo

convencionadas em relagao ao ponto campo @, e portanto vale a notagao:
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. OUy
TN ()

Assim, quando houver alguma derivada em relagdo ao ponto fonte P, é feito uso da

relagio:

oU;; oU;;

9za(P) ~  0za(Q)

e entdo permanece valida a notagdo citada, sendo apenas um sinal negativo colocado a
frente do termo que envolve tal derivada. Por esta razao, todas as derivadas de tensores
fundamentais apresentados no apéndice A sdo em relagao ao ponto campo Q).

A inspecdo das expressOes analiticas dos tensores fundamentais leva a alguns co-
mentarios a respeito das singularidades envolvidas (quando r — 0). Para o problema
de membrana, eq.(3.19), verificam-se as singularidades In(r) para o tensor ™U, (1/r) para
o tensor ™T e (1/r) para as derivadas cartesianas primeiras de "U. No probiema de flexdo,
as singularidades sdo as mesmas, para os tensores fU e IT, respectivamente. Devido a
essas caracteristicas, apenas as integrais no contorno que envolvem ™T ou /T originam
novos termos quando substitui-se I por I'— I'. + I'; e procede-se o limite ¢ — 0 (Westphal
Jr. [1990a], Banerjee e Butterfield {1981], Van der Weeén [1982al]). Assim, o trago serd
aplicado apenas aos termos [ T udl’, nas equagdes (3.19) e (3.34).

Entdo, para o problema de membrana, eq.(3.19), reescreve-se a primeira integral a

esquerda como:

| "Testapyus@yaly =tim [ "Tup(a.ppupla)dr, =
r eV Jr—Te+ T

— lim "Tap(q,p)up(q)dly +

e=0 /-1,

+lim | ™Top(q,p)ug(q)dly =
e—0 T:

= lim " Top(g;P)up(q)dly +
=0 Jr_r.

+ lmy /T "Tap(a:P) [u4(a) ~ up(p)] dTy +

+ug(p) [t}i_r_rg) /f "Tup(q,p)dl q]
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Como os deslocamentos sao continuos, a segunda integral a direita da igualdade acima

se anula. Entao, reescreve-se o lado esquerdo de (3.19) na forma:

ua(p) + /p m_Taﬁ(‘IaP)uﬂ(‘I) dly = ua(p) + up(p) [25% /f "Teple:P) drq] " (3.35)

+ ]P T 5(0, p)us(a)dly

sendo que o ltimo termo a direita deve ser interpretado no sentido do valor principal de
Cauchy, pois possui singularidade (1/r) sobre um dominio de integra¢do unidimensional.

Substituindo (3.35) em (3.19) e definindo:
"Cap = dap + lim /T "Tap(g,p)dly (3.36)

reescreve-se a identidade de Somigliana para um ponto P € §2 U I' na forma:

" Cop(Pus(P) + /P T 5(a, Pus(q) Ty = /F ™Us(a, P)ts(q) dTy +

(3.37)
+ [ "Vas(Q, Pas(@)d% ~ | ™V (@, PV (Q 4%
onde
"Cop = bap para P € 2 (3.38.a)
M Cp = %m para P € I suave. (3.38.)

Para contornos que possuem vértices (descontinuidade da normal exterior), (3.38.b)

assume valores dependentes do angulo sdlido (ver, por exemplo, Brebbia e Dominguez

[1989)).
Chamando,
m T
u={u; wuz} (3.39.a)
m T
t={t1 t2} (3.39.0)
m T
a={a ¢} (3.39.c)

reescreve-se (3.37) matricialmente:

cPyu(P) + [ Ta.Pyadr, = [ Ve Pa)ary +
(3.40)

+ [ U@ Pa@d%e - [ D@PN@)dT |
0 2
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onde o sobre-indice m foi omitido, por clareza. Na expressao (3.40), a integral a esquerda

deve ser interpretada no sentido do valor principal de Cauchy. Sdo usados ainda:

"O(Q,P) = "Uag, (Q,P) = TpELS) (3.41)
Nn(Q) = Ng'@(Q) — Nlnl(Q) NinZ(Q) (3.42)

n n 9
NZI(Q) N22(Q)
que sdo as parcelas ndo-lineares das tensoes de membrana.
Através de um procedimento algébrico idéntico ao desenvolvido acima, obtém-se, para

as egs.(3.34):

I C33(P)us(P) + 1 C3a(P)ha(P) +/p [fTss(q,P)HS(Q) + 7 T3a(q, PYbalq)| dIy =
- /P ["Us5(0, PYh(a) + TUsala, PYlale)] 4Ty +
+ / [ngg(Q,P)cj(Q)+fU3a(Q,P)ma(Q)] df2q +
94

—my /g [f Uga,a(Q,P)qs(Q)] df2q

(3.43.a)
ICas(Pus(P) +7Cap(PYs(P) + [ [Toala, Pus(a) + /Tasla, PYbs(o)] Ty =
= [ [Veste Py + V(e PUsto)] Ty +
+ [ [0aa(@ P)Q) + 1 Uasl@ Pmsl@)] 4% +
94
—ms [ [Vos, (@ Plas(@)] 42
(3.43.)
onde:
ICij = 8; + lim /T IT(g,p)dly - (3.44)
sendo dado por: ‘
ey = 6 para P € 2 (3.45.a)

Icy = %6,5 para P € I' suave (3.45.0)
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Para pontos sobre vértices de I', as expressdes de f C;; podem ser encontradas em
Westphal Jr. [1990a]. Antes de escrever (3.43) em notagdo matricial, deve-se observar que
os termos que envolvem as tragbes sobre o contorno consideram apenas a parcela linear
das mesmas. Este fato pode ser explorado integrando-se por partes o termo que envolve

g, o que resulta na identidade abaixo:

/ 1U:3(Q, P)3(Q) d? = / IU:5(Q, P)gs(Q) d12 +
2 2

(3.46)
+ [ 10ale, P30T = [ Vs, (@ PINopua Q) 42
onde foi utilizada a eq.(2.51.b). Substituindo (3.46) em (3.43) e chamando:
fu — {¢1 1/)2 u3}T (347&)
ft = {ll Iy t3}T _ (3.47.b)
Tq={m1 my qg}T ) (3.47.¢)

reescreve-se (3.43.a) e (3.43.b) em uma unica equagdo, usando a identidade (3.46) e a

relagdo t3 = té +t5:

c(Pyu(P) + [ T, Pyute)dr, = [ Uta, P(a)ar, +

R (3.48)
+ [ 0@ -mB@.p)|a@de- [ v@PNGw@2% .
iy iy
onde o sobre-indice f foi omitido e valem as relagbes abaixo:

It _ I _ 9Uis(Q, P)

U(QaP) UzS,a(Q7P) axa(Q) 3 (349)
_ _ | Nu(@) Ni2(Q) ‘

N(Q) = Naﬂ(Q) = NZI(Q) N22(Q) , (350)
0(Q,P) = Vinn(Q,P) = il @P) (3.51)

9z4(Q)
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Ou3(@)

B2q(Q) ~ L u(Q) uss(Q) o (3.52)

w(Q) =

Note-se que os termos lineares da componente de tragao t3 da primeira integral a direita

de (3.43.a) e (3.43.b) foram adicionados & parcela néo-linear desta componente, presente
no segundo termo & direita de (3.46).

A segunda integral a direita da equagéo (3.48), definidas sobre {2, pode ser transfor-

mada para o contorno no caso.de carregamentos distribuidos constantes. Tal transformacgéo

é encontradas na bibliografia (Westphal Jr. [1990a], Van der Weeén [1982a]), e leva & se-

guinte identidade:

/ [U(cz,m—mfﬁ(cz,m] A@d2 =@ [ [Y(@.p) -msVep] n@dl , (59
2 I

para q(Q) constante. Na equacSo (3.54) valem:

V(g,p) = Uialg,p) (3.54)

n(g) = { mle) nae)} (3.55)

onde Y é encontrado no apéndice A.
Por dltimo, deve-se citar o caso de carregamentos concentrados. Sejam f cargas con-

centradas aplicadas em pontos Q = s*, tem-se (Kamiya e Sawaki [1985]):

f
9(Q) =) a(s)8(Q,s")

J=1

E entao, se existem cargas concentradas, deve-se adicionar o termo

f e
W(s',P) = q(s) [U(sf ,P)—m;U(s',P)| " (3.56)
s=1

que nio requer integragdo, ao lado direito da eq.(3.48). Assim, reescreve-se, para um ponto

PeRUTI:
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amwm+£rmmmwm=lp@mwwﬂ+
+ [ [U(Q,m - mffJ(Q,P)] a(Q)d2 + (3.57)

- /Q U(Q,PIN@Q%(Q)d2% + W(s',P) |

Na equagéo geral (3.57), a primeira integral & esquerda deve ser interpretada no sentido
do valor principal de Cauchy. A primeira e a segunda integrais a direita sdo fracamente
singular e regular, respectivamente. A ultima integral a direita possui singularidade (1/r),

mas como ¢é definida sobre {2, também é fracamente singular.

3.6. Particularizacao das equagoes integrais para analise de estabilidade

A anédlise do fenémeno de estabilidade de estruturas é fartamente documentada na
literatura, tanto para obtencdo de solu¢bes aproximadas e analiticas como para a forma-
lizacdo dos conceitos fisicos e matemadticos envolvidos no assunto (Potier-Ferry [1981]).

Para maior clareza, serao citados aqui alguns desses conceitos.

3.6.1. Generalidades

O comportamento nio-linear de uma estrutura tipica, carregada estaticamente, € ilus-
trado na figura 3.2. Esse comportamento é caracterizado por um parametro R dependente
do carregamento externo, e uma medida adequada de deslocamento, r. A trajetéria Rxr é
geralmente chamada trajetdria de equilibrio da estrutura. Os pontos B e By exemplificam
os pontos de bifurcacédo, que levam a trajetérias de equilibrio secundéarias. Os pontos L;
e L ilustram os chamados pontos limite. Os pontos de bifurcagio sio localizagdes, sobre
a trajetdria de equilibrio, de mais de uma solugéo, enquanto um ponto limite indica uma
configuragao instavel, e é meramente um caso patolégico da trajetéria de equilibrio, onde

a derivada de R em relagio a r se anula (Ramm e Stegmiiller {1982], Kleiber [1989]).
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Os estados de equilibrio sdo sempre enquadrados em uma das trés possibilidades:
estavel, neutro ou instdvel. Em formulagbes variacionais (obtidas a partir de um fun-
cional), como o MEF (ou em casos extremamente simples, que possuem solugéo analitica),
a estabilidade do equilibrio pode ser numericamente analisada a partir do sinal da derivada
segunda do potencial total da estrutura (II) em relagéo aos deslocamentos, 8*I1/0r2. Em

formulagoes integrais ja nao € tao simples a avaliacdo numérica de quantidades energéticas.

R |

1 L,
Trajetoria de equilibrio secundaria

Trajetoria de equilibrio primaria

~

Figura 3.2 : Comportamento néo-linear tipico de uma estrutura.

3.6.2. Estabilidade linear elastica

O levantamento completo da trajetéria de equilibio é, em geral, realizado numerica-
mente pelo uso de formulag¢bes incrementais. Mas para uma grande parcela dos casos
préaticos requer-se apenas o nivel de carregamento correspondente ao primeiro ponto de
bifurcacdo. Tendo ainda em vista o alto custo computacional envolvido na solugao de pro-
blemas postos de forma incremental, é muitas vezes satisfatorio apenas o conhecimento de
informagdes parciais do problema. Tais informagdes séao obtidas a partir da linearizagdo das
equagoes do problema, levando a uma simples analise de perturbagdo em torno do ponto
de bifurcagdo. Esta abordagem é chamada, na mecédnica dos sélidos, de analise classica
de estabilidade linear, e geralmente leva a um problema de autovalores e autovetores que

representa o problema de flambagem (Ramm e Stegmiiller [1982]).
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Para a anilise de estabilidade de placas, serao aqui consideradas placas perfeitamente
planas, submetidas a um estado de tensdes de membrana, antes da flambagem ocorrer. O
objetivo é obter a menor carga N* (carga critica) que provoca a flambagem quando a placa

é ligeiramente perturbada (figura 3.3).

Solucao linear elastica
(traj. eq. primaria)

Trajetorias de equilibrio
secundarias

N |

carga

critica \

Ponto de bifurcacgao

[~

Figura 3.3 :  Analise linearizada de flambagem.

Fazendo uso do comportamento linear da estrutura, é imediato escrever as cargas de
flambagem em fung¢@o de um estado de tensoes qualquer N sobre a trajetéria de equilibrio
primaria:

N*=AN , | (3.58)

onde A é um fator de carga a ser determinado.

3.6.3. Equagoes integrais para analise de estabilidade elastica

As equagdes (3.40) e (3.57) sdo o ponto de partida para qualquer formulagao incremen-
tal, seja lagrangiana atualizada ou lagrangeana total. E a partir dessas equagdes que se
pode descrever o comportamento de flambagem e pés-flambagem por métodos integrais.
Aqui, essas equagbes serdo particularizadas para a andlise de estabilidade linear elastica

de placasT.

P E oportuno salientar que isso pode ser realizado de duas formas: ou se lineariza as equagdes de von
Karman e se repete a dedugdo das equagdes integrais, ou simplesmente se particulariza as equagdes integrais
nao-lineares. Este tltimo serd o procedimento adotado.
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Devido a inexisténcia de carregamentos transversais, reescreve-se (3.57) na forma (o

sobre-indice f foi omitido):

c(Pyu(P)+ [ Tq.Pyuta)dry = [ Utq, Pig)ar, +
- (3.59)
- /ﬂ 0(Q, P)N(Q)%(Q) di2%

A presenga das derivadas cartesianas do deslocamento transversal (W) mantém a néo-
linearidade na equagao. Para substituir este termo, € possivel derivar a terceira das
eqs.(3.59) em relagdo as coordenadas z4(P). A diferenciagéo das integrais definidas sobre
I' é direta, pois os respectivos nicleos sdo regulares em pontos internos. No entanto, a
diferenciagdo da tltima integral & direita de (3.59) néo o é, pois U possui singularidade
fraca, como ja detectado, quando = P. Infelizmente, a diferenciacdo de integrais com
nicleos singulares ndo obedece as regras classicas de diferenciagio, merecendo um trata-
mento especial mediante a aplicagdo da férmula de Leibnitz (Bui [1978], Brebbia, Telles
e Wrobel [1984]). Este fato foi ignorado na literatura até o final da década de setenta,
quando H.D. Bui apresentou as equagoes integrais corrigidas para problemas de plastici-
dade (Bui [1978]); O desenvolvimento formal para a diferenciagdo da integral em 2 de
(3.59) é apresentado no apéndice B, e origina o aparecimento de um termo convectivo
(Brebbia, Telles e Wrobel [1984], Perez e Wrobel [1991]), que é adicionado & expressao

final para us ,(P), escrita a seguir:

us,0(P) - /F ITs; o (g, PYus(q) dTy = — /P IUsi.a(q, PYtilq)dT, +
2 /Q TU 38,0 (@, PYNy( Q)3 (@) 2 + (3.60)

AN, 5(PYus ,(P) /F Vs, (@ Pr.(P)dlg, , PeQ
1

O ltimo termo de (3.60) é o referido termo convectivo. Na equagdo acima, I} €
uma, circunferéncia de raio unitério centrada em P, e substituiu-se N pela equagéo (3.58),
com vistas ao cdlculo das cargas de flambagem. Além disso, pressupe-se a utilizacdo da
equagdo (3.60) para célculo de u3 , apenas em pontos internos, e entdo Cj; = é;;. Assim

tem-se, em notagao matricial:
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w(P) - /r (g, P)u(q) dly = — /F (g, P)t(q) dI, +

+ /g U(Q, P)N(Q)%(Q) df2q + Ae(P)W(P) -
onde c; representa o termo convectivo, dado por
Ctap = —-ﬁ(—l—éleNw(P) (3.62)
T(q,P) = 'T3i (g, P) = %EZTP) : (3.63)
00, P) = Unia(0.P) = 22 ) (3.64)
T(QP) = Un.y(@.P) = 50 8 (3.65)

sendo o sinal negativo incorporado a todas as integrais, conforme a convencdo adotada,
pois as derivadas foram agora tomadas em relagéo a zq(P).

Observam-se as singularidades (1/r2) para T, (1/r) para U e (1/r?) para U. Devido &
dimensao dos dominios sobre os quais estdo definidas as integrais destes niicleos, a integral
a esquerda de (3.61) deve ser interpretada no sentido do valor principal de Haddamard,
o que demonstra o carater hipersingular desta equacdo. As demais integrais devem ser
todas interpretadas no sentido do valor principal de Cauchy. Observe-se novamente que
a €q.(3.61) é valida para pontos exclusivamente interiores, caso contrério, o trago deve
ser aplicado sobre a mesma, como para as equagoes definidas sobre o contorno, ou ainda
utilizar-se uma outra alternativa para calculo das derivadas de ug para pontos sobre I.

As equagdes (3.59) e (3.61) sdo discretizadas no capitulo seguinte, através da meto-
dologia padrdo do MEC. Apés poucos algebrismos, estas equagdes levam a um problema
de autovalores e autovetores que representa o problema de flambagem. Apds a solugao do
mesmo, obtém-se, a partir dos autovalores A, o valor das cargas de flambagem via equagao
(3.58). As equagdes referentes ao problema de membrana nao serdo utilizadas, pois nao

sera implementada numericamente qualquer formulagéo incremental.



Formulagao Integral - 51

3.7. Conclusoes

Neste capitulo foi apresentado inicialmente o formalismo geral para obtengdo do pro-
blema inverso governado por uma dada equagao diferencial. Tal formalismo permite a
clara identificacdo do método dos residuos ponderados (MRP), que foi entdo aplicado aos
operadores diferenciais da elasticidade bidimensional e dos modelos de placa descritos no
capitulo dois. Foram obtidas assim as identidades de Somigliana pdra os deslocamen-
tos do problema de membrana e do problema de flexdo. A aplicagdo da propriedade do
trago sobre essas equagdes levou aos problemas de valores sobre o contorno corresponden-
tes. Finalmente, as equagdes integrais foram particularizadas para a analise linearizada de

estabilidade eléstica de placas.



CAPITULO QUATRO

Solucao Numérica das Equagoes Integrais

4.1. Introducgao

Este capitulo apresenta o procedimento de solugdo numeérica das equagdes integrais
desenvolvidas no capitulo trés, através do uso da metodologia padrao do método dos ele-
mentos de contorno (Brebbia e Walker {1980], Brebbia e Dominguez [1989], Banerjee e
Butterfield [1981]). Inicialmente, as equagdes sdo escritas na forma discretizada, utili-
zando o conceito de interpolacdo paramétrica para a geometria e as variaveis do problema.
Sao enfatizados os procedimentos de integragéo adotados para os varios graus de singulari-
dade presentes nos tensores envolvidos. Também sao abordados alguns aspectos relativos

a solucéo numeérica de sistemas lineares e problemas de autovalores e autovetores.

4.2. Equagoes discretizadas

As equagdes integrais desenvolvidas no capitulo anterior sao reduzidas a equagoes
algébricas mediante a discretizagdo do contorno e do dominio. Sera utilizado o mesmo
procedimento delineado em Brebbia e Dominguez [1989] e Banerjee e Butterfield [1981], e
adotadas as seguintes convengoes (Westphal Jr. [1990a]), ilustradas na figura 4.1:

a.) O contorno I" ¢é dividido em N elementos unidimensionais Iy, tal que Uﬁ;lf w=1.
Cada elemento I, ¢ definido por j nods, sendo que a geometria dos mesmos é mapeada por
um polinémio de grau j —1 (excegdo feita ao elemento de um no, cuja geometria é mapeada

da mesma forma que o elemento de dois nés). Esse mesmo polinémio serd utilizado para

interpolar as variaveis sobre I',.
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b.) O dominio £ é dividido em R células bidimensionais §2,, tal que Ufil 2, = 2.
Valem as mesmas regras de interpolagéo citadas acima, mas sendo os polinémios obtidos

por produto tensorial de fung¢ées de grau j — 1, definidas sobre eixos ortogonais.

vertice

Figura 4.1 : Discretizagao de I' e Q.

4.2.1. Interpolagao da geometria, das variaveis e dos carregamentos

As coordenadas z, de um ponto p € Iy, sdo interpoladas a partir das coordenadas
nodais %, de I n- Sendo etndo ¢; o polinémio lagrangeano interpolador, vélido para wm

dominio normalizado correspondente & variavel adimensional ¢ (figura 4.2), escreve-se:

za(p) = $5(E(P))za (&) = $52h (4.1)

onde o polinémio de Lagrange associado ao k-ésimo né é dado por (Dhatt e Touzot {1984]):

#(¢) = H(zi_j;(ill—k)(j “UE s (424)

iZk

Pr(€) =1 | , j=1 (4.2.5)
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onde valem as varidveis de placa definidas por (3.47.a) e (3.47.b), sem o sobre-indice f,

isto é, u; e t; representam os valores de 11 , ¥2 , ug e lj , la , t3 sobre o né j. A figura 4.2

ilustra os elementos previstos na implementac¢ao numérica, 1 < 3 < 5, sendo que a varivel

¢ é dada por (Westphal Jr. [1990a:

2
§:7y )

onde [ é o comprimento total do elemento, medido sobre o eixo y.

Constante
(j=1

Linear
(i=2)

Quadratico
(j=3)

AN

.

Cl]tﬁco

(j=4) :

)

Qu.artico
(j=5)

Figura 4.2 : Elementos utilizados na discretizagdo de I

Em notacao matricial, escreve-se:

Dominio normalizado:

j-par:

-1 0 +1

g —%)_—JP!T A B ¢ ¢
j-impar

~1 0 +1
e
TR = b= = A S 1

x =®x’
u=>ou’
t=ot

(4.4)

(4.5.a)
(4.5.b)

(4.5.¢)
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onde:
@ =[lp"" - ] (4.6)
com
=66 , € T, (4.7.0)
para as variaveis de placa e
Ohp=0'(E)8apg , €€ Ta, ~ (4.7.5)

para as coordenadas.

Para zq(P) € Oy, o prgcedimento é idéntico, sendo os polindmios interpoladores ob-
tidos por produto tensorial de ¢r(n1) € ¢x(nm2), com m ndés em cada diregao do plano
normalizado 14 (figura 4.3). Assim, os mesmos graus de interpolagéo usados nos elemen-

tos unidimensionais valem para os bidimensionais, sendo os polinomios obtidos por:

Cralna, mz) = dr(m) % ¢i(n2) =

_m(2i—m—1)—(m—1)n r (2t—m—1)—(m—1)y (4.8)
B R S
i#k t#l

e como j = m?, é direto associar a cada funcéo {z; um né especifico de Q, a fim de manter

a notacgao usada em (4.6) e (4.7):

¢ (n1,m2) = Su(m,m2)  mi,m2 € 2, (4.9)
onde os indices k e [ determinam o i-ésimo nd de {2,. Ainda:

2

Mo = 7Y . (4.10)

A fim de expressar as integrais em I, e {2, em termos das coordenadas adimensionais
€ e no € necessdrio ainda o cdlculo dos Jacobianos (Westphal Jr. [1990a], Banerjee e

Butterfield [1981]):

da d2a

IJn| = dé dt

(4.11.a)
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Figura 4.3 :

de forma que:
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Dominio normalizado:

772 1

? S . i

+1

0.0 +1 -
. . N 7,
% m¥3| - zmer Tem
ol _o
2 3 m-i m

'] l _ 3:61 3:1:2 _ 3:171 3:122
" O 02 B O
dly, = |Jn|dé

d§2, = |Jy| dnidn2

Mapeamento dos elementos 2, — 1,,7,.

(4.11.b)

(4.12.a)

(4.12.b)

Na implementagio numérica, sdo validas as equagdes matriciais (4.5) e (4.6), sendo os

vetores envolvidos reescritos na forma abaixo, por clareza (Westphal Jr. [1990a)):

x={z1

u={¢

t={0l.
e

x = { sl

M:{ﬁ

tf={l{

T
zg }
_ T
Py u3 }
T
ly t3}
vy 1 @i )
1 1 2 2
Yy uj ] 2
Loty 8BB4

(4.13.0)
(4.13.b)
(4.13.c)
T
} (4.14.0)
AV}
T
b t{;} (4.14.c)
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Serao utilizados também:

w=>0ow (4.5.d)
q=%q (4.5.€)
onde:
— T
w={us, us,} (4.13.d)
T
q={mi my g3} (4.13.€)
e
. , T
w = { u;l;,l ué,z : ug,l ug’z P b oud o ug } (4.14.d)
3 - . . T
q = { ml mj g : mi mi & i - i ml mi g } . (4.14.¢)

4.2.2. Discretizagdo das equagOes para flexao linear elastica

A substituigdo das equagdes (4.5), (4.6), (4.13) e (4.14) em (3.57) resulta na seguinte
equacgao algebrica: |
N

Cit(P)@1ul(P)+
n=1

N
{/1* TiPrr dl“n}uf(q) = Z {/1: Uik ®r1 dfn}t]f(Q) +
n n=1 n

. (4.15)

* {/n [U"f‘mfﬁik] @“d”’}%(@)mf(s’wﬂ ,
1 r

r=

onde considera-se apenas o problema de flexdo, isto €, inexistem quaisquer estados de
tensdo de membrana, e portanto N = 0 em (3.57). Na eq.(4.15), I e J variam de 1 a 3j,
sendo j o ntmero de nos do elemento I, ou célula §2,. Em notago matricial, as equagoes

discretizadas sdo expressas:

C(P)®u/(P) + é { /F T(q, P)2 an} u'(q) = é { /T U(q, P)® &Fn} t'(q) +

. (4.16)

23 {[ [v@p)-msB@.p)| 2d2q} @)+ W', P
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As equagdes (4.15) ou (4.16) relacionam seis varigveis (trés deslocamentos e trés es-
forgos) para cada ponto nodal sobre I'. Através do processo de colocagdo destas equagdes
sobre cada um dos n, pontos nodais do contorno, obtém-se um sistema linear a 3n, equagdes
e 3n. incégnitas (ja que trés das seis variaveis sdo prescritas como condigdes de contorno,
em cada ponto), para um contorno sem vértices (Westphal Jr. [1990]). No caso de con-
torno com vértices, a implementagdo numérica contou com a técnica do né duplo (Brebbia
e Dominguez [1989], Banerjee e Butterfield [1981]) e, nestes casos, o sistema é aumentado
em 3v incdgnitas e 3v equagbes, onde v é o numero de vértices.

A imposigdo de condigbes de contorno para geometrias irregulares é facilitada se as
variéveis nodais v/ e t/ sdo referenciadas em relacio ao sistema local de coordenadas

n,t,s. Com esse intuito, os vetores w’ e t/ sdo redefinidos como segue:

| L
uf<q>={¢3m Bhowl el g w? i o gl wa} (417
. - - . T
tf(q)={M;n MYy, QL i ME OME OQF i - i ML, M), Q!
(4.17.6)

Seja agora 7, 0 angulo entre o eixo n e o eixo X1, sobre o ponto nodal p, como ilustrado

na figura 4.4.

Xy

Figura 4.4 : Defini¢io dos sistemas de coordenadas locais.

A matriz de mudanca de base do sistema X1 X X3 para nxt é:
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(4.18)

cos(mp,) sen(mp) O
0 0 1

Pii(p) = [—sen(wp) cos(mp) O

e portanto, as matrizes de transformacao de todos os nés de I, podem ser agrupadas na

forma:
Plg) 0 -+ 0
Rij(p) = ? P(:qz) ? (4.19)
0 0 - P(g)
A eq.(4.15) é entao reescrital:
Pui(p)Car(p)®rs Ri1(p)u)(p) +
N .
RZE)> { /F Tule.)s(0) drn}Ru(q)u%(q) -
N .
= )Y { / AT dfn}RJI(Q)tJI(‘I) v (4.20)
R ~ ;
R { A [Uak@,p) - meak(Q,p)} B41(Q) d2s }qI(Q) +
+Pai(p)W{ (s*)650
ou, matricialmente:
| PT(p)C(p)@(p)R(p) v’ (p) +
N
+PT(p) ; { /F ] T(q,p)®(q) dl“n} R(q)u’(q) =
N .
- PT<p>n§{ [ vars@an | R + (421)

+PT£p) Tz: {/ﬁ [U(Q,p) - mfﬁ(Q,p)] ‘I’(Q)dﬂr} Q) +

+PT(p)W(s',p) ,

ta eq.(4.20 ) é valida para u’ e t/ definidos no sistema nxt ou x; xxz. No segundo caso, basta alterar
(4.18) para P = I (m, = 0).
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onde ¢’ ¢ W7 séo definidas no sistema global, como em (4.14.¢).

Para facilitar a implementagao de quadraturas numéricas, as integrais em I, e {2, sao
mapeadas para os dominios normalizados através da substituicdo dos diferenciais dados
pelas equagdes (4.12). Assim, utilizando as convengdes de Westphal Jr. [1990a] e Brebbia

e Dominguez [1989], denomina-se as submatrizes:

i, =PT(p){ / ' T(q,pw(q)unws}mq) , (4.22)

G, =PY( { +1U
»=P(p) (¢, P)2()|Jnld€ ¢ R(q) (4.23)

fo=rn{ [ A [0@p)-mO@.p)] s(@Ulandn] . @2

de forma que (4.21) é reescrita:

: N N R
PTCIRw/(p) + ) Haw/(g) = > Gat/(q) + Y Frqi(q) + PTWI . (4.25)

n=1 n=1 r=1

Convencionando ainda:

o~

H, para p Z ¢
H, = (4.26)

ﬁn +PTCIR parap=gq |,

e sobrepondo as matrizes obtidas apds o processo de colocagao, resulta o seguinte sistema

de equagoes:

Hu=Gt+Fq+W . (4.27)

Agrupando as variaveis desconhecidas u(p € Iy) e t(p € I'y) em um tnico vetor x, e

realizando as multiplicagdes implicitas, obtém-se o sistema linear:

Ax=F . (4.28)
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Uma vez obtidas as variaveis remanescentes sobre o contorno, através da solugédo
numérica de (4.28), obtém-se os deslocamentos em qualquer ponto interno P € {2 par-

ticularizando (4.21) com C(P) = P(P) =1, o que resulta:

n=1

w(P) = - Xz: { /F (0, P)2(g) an} R(q)w'(q) +

s {f U P i, b R () +

n=

(4.29)

P
(]
j=

; { /n , [U(Q, P) - m;U(Q, P)] @(Q)dﬂr} 0 Q) +

r=1

+W(s, P)

Para o computo de esfor¢os em pontos ihternos, Westphal Jr. [1990a] apresenta o

procedimento detalhado, que nao sera repetido aqui.

4.2.3. Discretizagao das equagoes para estabilidade linearizada

Aplicando o mesmo procedimento de discretizagdo a equagio (3.59), obtém-se:

Pai(p)Cak(p)®rs Rir(p)u(p) +

+Pa.~(p)i:1 { /

Tar(q,P)%ra(q) dl’n}RJI(P)uf(Q) =

n

oy (4.30)
= Pui(p) ) {/ Uak(¢,2)®1s(q) dfn}Rﬂ(P)t (9) +
n=1

— AP, p)i{/ Usa,o Q, P)No (Q)diﬂM(Q)er}@il(Q) )

onde M varia de 1 a 27, sendo 7 o ntimero de nds da célula §2,, como antes. Note-se que o
vetor W/ nao sofreu mudanga de base, pois sdo variaveis auxiliares definidas sobre P € {2 e

portanto podem permanecer no sistema de coordenadas global x1 X x2. De forma similar,
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a equagao (3.60) fornece:

N .
AP Y { [ Bonler Pt a8 Rarti(o) =

N

= - Z {/ Usi,o (g, P)®i1(q) an}RJI(q)t (q) + (4.31)

=1

R y .
+/\Z;{ A Uss,ap(Q,P)Nﬂy(Q)%M(Q)er}u‘;M(Q)+Actap(P)w;}(p) |

Escrevendo (4.30) e (4.31) em notagao matricial, vem:

PL(p)C(p)2(p)R(p) v’ (p) +

+PT(p) Z { [ Tappar,} Rw(e) =

- PT(péj{ | arr@ar. f Row) + )
—AéT<p>i{ [ Bern@u@de | wi@) .
+§1;‘{ ] T(q,P><1><q>drn}R<q)u?’<q) =
- |- [ vwpewan o + (4.33)

n=1

R
©Y { [ 5@ PN@a@de | W@+ rcdP)w(P)
Parametrizando (4.32) através das submatrizes (4.22) e (4.23) e convencionando ainda:

+1 41
B, = PT(p) { [ [ verN@s@ir] dm_dnz} , (4.34)
-1 Ja

tem-se
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‘ N N R
PTCIR w/(p) + Y Hau/(q) =Y Gat/(9) — 2D _B#/(Q) . (4.35)
n=1 n=1

r=1

Sejam também as submatrizes adicionais, referentes a parametrizagao de (4.33):

+1
P —{- [ TaPr@inld R | (4.36)
+1
D, ={- [ Otw.Pe@Islde} Ra) | (4.37)
~ +1 +1=
B={[ [ 0@QPNQ@Ildndn} (4.39)
entao
W(P)+ Y Faw(g) =) Dat/(q) + 1) E®(Q)+ Ac(P)W(P) ,  (4.39)
n=1 n=1 r=1

lembrando que o termo convectivo ¢; s6 é considerado quando P = Q. Utilizando (4.26) e

!
a, convengao:

E, para P Z Q)
E, = (4.40)
E, +c¢ paa P=Q ,

a sobreposi¢ao das submatrizes elementares resulta, para (4.35) e (4.39), respectivamente:

Hu = Gt - ABw (4.41)

% + Fu=Dt+ \Ew . (4.42)

Para andlise de estabilidade, considere-se aqui apenas condi¢oes de contorno homogéneas
u(p € I;) = t(p € I'y) = 0. Entéo, as varidveis sédo, como em flexdo linear, agrupadas em

um 1nico vetor X, fornecendo:

Ax = —\Bw (4.43)
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w + Qx = AEw . (4.44)

Isolando x em (4.43):
x=—-)"Bw |, _ (4.45)

que pode ser substituida em (4.44), resultando:

W —AQA"'Bw - \Ew =0 . (4.46)

Dividindo (4.46) por A, vem:
-1 -1
[QAT'B+E|w = N (4.47)

que é a conhecida forma de um problema classico de autovalores e autovetores. O menor
autovalor 1/ é usado em (3.58) para fornecer a carga critica, enquanto os autovetores
W podem ser substituidos em (4.45). As extensdes dos autovetores assim obtidas (x)
representam o padrao de deslocamentos e esfor¢os sobre o contorno, para cada modo de
flambagem. Para célculo dos deslocamentos correspondentes a cada modo, em pontos

internos, substitui-se W e x em (4.32), particularizada com C(p) = P(p) = I, ou seja:

w(P) = X_:l {/rn U(q,P)Q(q)an} R(g)t’(¢) +

N

-2 { /rn T(g, P)®(g) dI; n} R(q)w’(q) + (4.48)

n=1

R

3 { [ teaN@@@ i@

r=1

onde x ja esta devidamente desmembrado em w’ e t/.
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4.3. Procedimentos de integragao

Como citado anteriormente, as matrizes correspondentes ao problema de flexao estatica,
bem como as correspondentes ao problema de flambagem, sao obtidas apds um processo de
colocagao. Durante esta fase, as submatrizes H, G, F, D e B, f‘, E sao calculadas através
da integracdo de regides unidimensionais e bidimensionais, respectivamente. Quando o
ponto fonte p ou P néo pertence ao elemento I, ou {2, que estd sendo integrado, todas
as integrais referentes as submatrizes acima citadas sdo regulares e, por estarem definidas
em dominios normalizados, podem ser integradas numericamente através do processo de

quadratura de Gauss (Brebbia [1980], Zienkiewicz [1977], Bathe [1982]):

+1 K '
Ir= / f&)de =3 fl&ywi (4.49.0)
-1 =1
+1  p+1 K K
fa = /- _, fmsme) dmdnz = DD fmiymwiw; (4.49.5)

=1 j=1

onde K é o niimero de pontos de integragdo §; necessarios para integrar de maneira exata
um funcao polinomial f(¢) de grau p = 2K —1, e w; sao os respectivos pesos. Infelizmente,
as integrais em questdo ndo envolvem apenas polinémios, de modo que o niimero de pontos
de integragdo necessarios para o célculo das referidas submatrizes, com precisao suficiente,
deve ser determinado experimentalmente. Na implementagdo do coédigo numérico dispos-
se, com este objetivo, de 2(1)10, 20 e 40 pontos de integragdo de Gauss, sendo utilizados
apenas para p, P & I, 2.

Quando p, P € Iy, §2;, as integrais das submatrizes citadas acima se tornam improprias,
devido & presenga de ntcleos singulares nos tensores envolvidos (Westphal Jr. [1990a),
‘Brebbia e Dominguez [1989]). Nestes casos, as singularidades presentes sdo sumariadas na
tabela 4.1.

A terminologia adotada na tabela 4.1, bem como ao longo deste trabalho, a fim de
distinguir a severidade das singularidades, é a seguinte: integrais fracamente singulares
sao integrais contendo niticleo logaritmico em um dominio de integragao unidimensional ou
ntcleo 1/r em um dominio de integragdo bidimensional. Integrais fortemente singulares,
ou interpretadas no sentido do valor principal de Cauchy sao aquelas que contém nicleos

de Cauchy (1/r) ou 1/r? em dominios de integracio unidimensionais e bidimensionais,
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respectivamente. As integrais chamadas hipersingulares, ou integrais de Hadamard, sao
integrais contendo nicleos 1/r™, onde m é maior que a dimensao do dominio de integragao.
Adicionalmente, denomina-se de integrais quase-singulares aquelas cujo pdlo singular nao
se encontra dentro do dominio de integragio, mas suficientemente préoximo deste a ponto
de dificultar sua integragdo por quadratura gaussiana padrao, devido ao alto gradiente do

integrando nas vizinhangas do ponto singular.

Submatriz Equagao Ntucleo Dominio Singularidade Ocorréncia
H, 4.22 1/r 1-D Forte pP=q
G, 4.23 In(r) 1-D Fraca p=
F, 424 | 1/ 2-D Forte p, P =Q*
B, 4.34 1/r 2-D " TFraca p,P=Q
F, 4.36 1/r? 1-D Hipersingular P=gq
D, 4.37 1/r 1-D Forte P=
E. 4.38 1/r? 2-D Forte | P=Q

* (Reissner, apenas).

Tabela 4.1: Singularidades presentes na formulagao.

O calculo numérico de integrais contendo nucleos singulares é objeto de intensa pes-
quisa a pelo menos vinte anos. O numero de quadraturas numéricas propostas na literatura
é bastante significativo, mas sdo aplicaveis a integrais contendo nicleos com um tipo es-
pecifico de singularidade, em geral. Apesar dos esforgos no sentido de desenvolver uma
quadratura genérica, que permita a integracao tanto de nuicleos regulares como singulares
(Dumont {1992]), tal objetivo ainda ndo foi satisfatoriamente alcangado. Assim, torna-se
conveniente, pelo menos para integrais no sentido do valor principal de Cauchy ou de sin-
gularidades mais séveras, o isolamento dos termos singulares dos integrandos e aplicagio
de quadraturas especiais a cada parcela. Utilizando uma classificagdo similar a proposta
por Rosen e Cormack [1992], é possivel enquadrar a maioria dos métodos de integragéo em
uma (ou uma combinagao) das técnicas gerais apresentadas na tabela 4.2, que exemplifica

algumas referéncias correspondentes.
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Grupo

Técnica utilizada

Referéncias

Integragdo analitica ou semi-analitica
sobre dominios de geometria simples.

Banerjee e Butterfield [1981],
Brebbia e Dominguez [1989],
Davey e Hinduja [1989].

ii

Integragdo sobre o contorno da .
célula, usando varia¢bes do teo-
rema de Green.

Burgess e Mahajerin [1985],
Li et alli [1985],

Zhang e Xu [1989],
Krishnasamy et alli [1990],
Lu e Ye [1991].

i

Quadraturas desenvolvidas para
tipos especificos de singularidade.

Kutt [1975a, 1975b),

Paget [1981],

Nahlik e Bialecki [1983],
Guiggiani e Casalini [1987],
Toakimidis e Pitta [1988],
Tsamasphyros e Dimou [1990],
Borggaard et alli [1991],

Kaw [1991].

v

Transformagao de coordenadas.

Lachat e Watson [1976],
Mustoe {1984],

Telles [1987],

Cerrolaza e Alarcén [1989],
Cruse [1993].

Troca de variaveis.

Pogorzelski [1966],
Zabreyko et alli [1975],
Jun et alli [1985].

vi

Expansdo dos niicleos em séries,

Aliabadi et alli [1985],
Rudolphi e Muci-Kiichler [1991],
Matsumoto et alli [1991],
Dumont [1992].

vii

Embutimento invariante, integragio

“escalada e métodos de continuagao.

Vijayakumar e Cormack [1988],
Vijayakumar e Cormack [1989],
Rosen e Cormack [1992].

viii

Regularizacao analitica ou semi-
analitica dos niticleos.

Guiggiani e Casalini [1987],
Guiggiani e Gigante [1990],
Lutz et alli [1991],

Rudolphi e Muci-Kiichler [1991],
Sladek e Sladek [1992],
Guiggiani et alli [1992).

Tabela 4.2: Classificagao geraI das técnicas de integragao.

Para a integraciio de ntcleos contendo singularidades logaritmicas, o método mais

eficiente é a utilizacdo de quadraturas cujos pontos de integracdo sao determinados por

fungoes-peso logaritmicas (Brebbia e Walker [1980], Brebbia e Dominguez [1989]). Entre-

tanto, a quadratura é vélida para o intervalo normalizado [0, 1], com o pdlo da singularidade

localizado na origem do sistema de coordenadas, o que obriga alguns algebrismos para in-

tegrar funcdes sobre intervalos [—1,+1]. Além disso, o isolamento da parcela logaritmica
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do integrando é mandatério. Nahlik e Bialecki [1983] desenvolveram uma quadratura espe-
cial para integragao de ntcleos logaritmicos definidos sobre [—1, +1], sendo a origem desse
intervalo a posicao do pdlo e, portanto, bastante apropriada para integracao de elementos
constantes no MEC. Técnicas de subdivisao progressiva do intervalo de integragdo com
utilizagdo de quadratura gaussiana a cada subintervalo ou aplicagéo de troca de varidveis
nio exigem isolamento dos termos logaritmicos (Lachat e Watson [1976], Jun et alli [1985]).
No entanto, implicam em um esforgo computacional intenso, pois o nimero total de pontos
de integragio cresce abruptamente. As técnicas de transformagao de coordenadas sao boas
alternativas para integragdes deste tipo, pois ndo exigem o isolamento da singularidade,
permitindo assim a utilizagdo do mesmo algoritmo de integrais regulares para o calculo
dos niicleos. A severidade da transformagao é auto-adaptativa, perdendo o efeito a medida
que o ponto fonte se distancia do dominio de integragio, o que torna o método direta-
mente aplicdvel & casos quase-singulares (Telles [1987]). A extensdo para dominios bi ou
tridimensionais é imediata. A figura 4.5 ilustra uma comparagdo entre as quadraturas de
Gauss-Legendre padrao e com fun¢ao-peso logaritmica, a quadratura de Nahlik e Bialecki
[1983] e a transformag@o de Telles [1987]). Desta comparagdo fica claro que a integragao
de nicleos logaritmicos através de quadraturas com fung@o-peso logaritmicas € imbativel

quando o nicleo pode ser isolado.

Apesar das quadraturas gaussiana com fung¢ao-peso logaritmica e de Nahlik e Bialecki
serem muito precisas, mesmo para poucos pontos de integracio, deve-se lembrar que os
tensores utilizados neste trabalho possuem, quase todos, fung¢oes de Bessel de primeira e
segunda espécies. As fungdes de Bessel foram implementadas numericamente através de
expansoes polinomiais assintéticas (Abramowitz e Stegun [1972]) e utilizando bibliotecas
numeéricas (Harwell Subroutine Library Specification [1978]). Tais expansoes dificultam
sobremaneira o isolamento das singularidades nos tensores. Além disso, a utilizagdo das
duas quadraturas citadas em elementos curvos nao ¢ direta, motivos pelos quais adotou-se
o procedimento de Telles [1987] para calculo de integrais fracamente singulares (In(r) sobre
I'y e 1/r em §2,), com 2(2)10,20 e 40 pontos de integragdo. O apéndice C fornece os deta-
lhes da implementagao deste procedimento a elementos de contorno e células de dominio.
Esta mesma estratégia foi adotada para a integracdo de elementos quase-singulares, a fim
de diminuir o niimero de pontos de integragdo necessarios, quando da utilizagao da qué—
dratura de Gauss-Legendre. Em esséncia, o procedimento de Telles é uma transformagao

de coordenadas cujo Jacobiano se anula no ponto singular.
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Figura 4.5 : Desempenho de algumas quadraturas para integrais con-
tendo nucleos logaritmicos.

Para integrais no sentido do valor principal de Cauchy, varios procedimentos de inte-
gragdo estao disponiveis na literatura, sendo que a grande maioria deles exige isolamento
da singularidade. A estratégia mais comum, entretanto, é a imposicio de movimentos
arbitrarios de corpo rigido (Westphal Jr. [1990a], Brebbia e Dominguez [1989], Banerjee e
Butterfield [1981]). A imposi¢do de movimentos de corpo rigido permite o célculo indireto
das submatrizes que multiplicam os deslocamentos nodais nos pontos fonte, ja acrescidas
dos fatores geométricos C, a segunda das equagoes (4.26). Ou seja, as submatrizes H
associadas aos pontos singulares que compdem o termo a esquerda de (4.27) sdo calcula-
das indiretamente. Esta técnica, ndo enquadrada na tabela 4.2, garante o equilibrio do
corpo, mas depende diretamente da discretizagdo e da qualidade da integracdo da parcela
complementar & regido que estéd sendo integrada (integragdes regulares e quase-singulares).
Do ponto de vista numérico, isto pode aumentar também os erros de arredondamento e
truncamento (Guiggiani'e Gigante [1990}). Adicionalmente, o esfor¢o computacional é bem

superior ao gasto pelo uso de quadraturas especiais, resultando em um tempo de analise
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substancialmente maior. Por outro lado, néo exige isolamento das singularidades, inde-
pende da dimenséao do problema e é aplicavel a quaisquer graus das fungoes de interpolagao,

com relativa simplicidade.

Uma quadratura especialmente desenvolvida para integrais por parte finita foi proposta
por H.R. Kutt, em 1975 (Kutt [1975a, 1975b, 1975c]), para varias ordens de singularidade
1/r™. Por ser aplicavel a integrais por parte finita, o resultado ndo vem acrescido da ma-
triz C, a segunda das equagdes (4.26). E necesséario adicionar tal termo apds O processo
de integragao. Para singularidades isoladas, constitui a melhor quadratura ja desenvol-
vida (Dumont {1992). Algoritmos recentemente publicados (Guiggiani e Casalini [1987],
Guiggiani e Gigante [1990], Dumont [1992]) utilizam os pontos de integragdo de Gauss-
Legendre para integrais deste tipo, ou decompéem o problema em uma soma de integrais
regulares. Apesar de promissores, ainda nao foram suficientemente testados para aplicagéo
geral. Mesmo exigindo o isolamento da singularidade, a quadratura de Kutt (vélida para
o intervalo [0, +1]) ndo envolve outros cleulos e exige poucos pontos de integra§5,o7l, re-
sultando em um tempo de computagdao bastante modesto, em comparagdo com outros
métodos. A inconveniéncia desta técnica reside no fato de uma integral por parte finita
nao permitir escalamento do intervalo de integragao. Isto significa que a aplicagao da qua-
dratura a intervalos de integracao mapeadds para dominios normalizados é direta apenas
se o Jacobiano da transformacgao for constante. Caso contrario, a ordem do Jacobiano
pode mascarar o real grau de singularidade da funcéo nicleo. Apesar desta quadratura
ser aplicavel a elementos curvos, sua implementagio nao é direta como para elementos
retos (Guiggiani/Telles [1988]). Para dominios bi ou tridimensionais, torna-se necessério
escrever as integrais segundo um sistema de coordenadas polar ou esférico, e aplicar a
quadratura de Kutt na diregdo radial, motivo pelo qual é geralmente utilizada apenas para
elementos de contorno unidimensionais.

Uma transformacéo interessante foi recentemente desenvolvida por Cerrolaza e Alarcén
[1989], que consiste em aplicar a transformagao cibica de Telles {1987] para cada lado
da singularidade, fazendo uso de uma propriedade de integrais por parte finita. Esta
transformacgdo, denominada bi-cubica, foi proposta para integrar nucleos de Cauchy sendo
que, como na quadratura de Kutt, deve-se adicionar a matriz C ao resultado da integral

por parte finita. Entretanto, é mais simples de ser implementada, inclusive para elementos

t O mimero de pontos de integragdo necessirios para o calculo exato é dado pela mesma regra da qua-
dratura gaussiana, p = 2K — 1, sendo p a ordem de uma fun¢do densidade polinomial.
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curvos. A figura 4.6 mostra uma compara¢do entre alguns destes procedimentos para

calculo de integrais de Cauchy.

+ ’ +
I= J x| dk = 0.00 I= J 196/ x| de = 2.29830246
- -I
40.00 ! 1.00E+0 E

1.00E-1 3

| RN
= L e BN

1.00E-3
— N
L —1
/3/ 4
1.00E-4 3 y
20.00 X ]
E 1.00E5
~ )
1.00E-6
o Lt 10057 4
//.—4»—————-“” =y
1 )/6/0’9 1
1 o/( 1.00E8 1
AABMAAA
0.00 1.00E-9 3
3
I T e A A o o B 1.00E-10 ¥ T T T T T
6 4 8 12 16 24 28 32 36 40 ° 2 4 8 10 12

o

Figura 4.6.: Desempenho de algumas quadraturas para integrais con-
tendo nucleos de Cauchy.

Da figura 4.6 a esquerda, conclui-se que a quadratura de Kutt é realmente efetiva. A
quadratura gaussiana padrao e com a transformagdo de Telles obviamente falham, pois
nao sdo apropriadas para nucleos de Cauchy, e estao incluidas na figura apenas a titulo
de comparagdo. Na figura 4.6 a direita utilizou-se um nucleo de Cauchy e uma fungiao
densidade que tende a zero no ponto singular;, o que permite uma comparagéo entre as
quadraturas citadas. Entretanto, mesmo neste caso a tranformagao de Cerrolaza e Alarcén
nao forneceu o resultado esperado. Isto pode ser explicado pelo fato de uma transformacéo
de coordenadas nado ser capaz de regularizar uma integral imprépria, como ocorre com
integrais fracamente singulares, ao menos para dominios de integragfo finitos. Huang e

13

Cruse [1993] demonstram isto e afirmam qué Se existe uma transformagdo que nos

permite mapear um intervalo finito em um outro intervalo finito e remover qualquer ordem
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de singularidade, entdo nds podemos obter um resultado numérico finito de uma integral
que é divergente. Aparentemente, isto vai contra a légica dos matematicos ... ”

No ambito das integrais com singularidades mais fortes, ou integrais no sentido do
valor principal de Hadamard (Kutt .[1975a]), geralmente se faz uso do fato da mesma se
originar da diferenciagdo de uma integral no sentido do valor principal de Cauchy (Paget
[1981], Guiggiani et alli [1992], Kaw [1992]). Apesar dos bons resultados obtidos por pro-
cedimentos propostos na literatura, ndo serdo utilizadas neste trabalho por pressupor-se
apenas a utilizagdo de elementos e células constantes na solugdo de problemas de estabi-
lidade, onde tais integrais ocorrem. Assim, as submatrizes F,, e D, serio, no maximo,
quase-singulares. Isso é justificado pelo fato dos pontos de colocagio do dominio serem os
nés fisicos (nds onde sdo calculadas as variaveis) da malha do dominio que, para células
constantes, ndo coincidem com pontos sobre o contorno (figura 4.7). De qualquer forma,
deve-se evitar células de dominio cujos nods fisicos estejam muito proximos do contorno, o

que pode prejudicar a qualidade da integragao.

Figura 4.7 : Localizagdo dos nés fisicos em relagao aos nés do contorno,
quando da utilizagdo de células constantes. ‘

Na implementagdo numérica da presente formulagdo foram utilizadas as seguintes
técnicas para integracao de nucleos de Cauchy: imposi¢do de movimentos de corpo rigido
(para todos os graus das fungoes de interpolagéo), quadratura de Kutt (elementos de con-
torno constantes e lineares, com 2(1)18 pontos de integragéo), e a transformagéo de Cer-
rolaza e Alarcén (elementos de contorno constantes e lineares, com 2(2)10,20 e 40 pontos

de integragdo). Na andlise de estabilidade, as integrais da submatriz E,, equagao (4.38),
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foram integradas semi-analiticamente, aproveitando a simplicidade de células constantes.
O apéndice D detalha a técnica de imposi¢ao de movimentos de corpo rigido. A quadratura
de Kutt é abordada no apéndice E, onde sao esclarecidos alguns pontos relativos a imple-
mentacao da mesma para integracio de elementos de contorno retos, devido & paridade
dos nicleos 1/r. Algumas formas de integragao semi-analitica de (4.38), sao realizadas no

apéndice F, aproveitando a simplicidade dos elementos e células constantes.

Finalmente, convém destacar que, em experimentos numéricos preliminares, a in-
fluéncia numérica da matriz E,, eq.(4.40), tanto no caso singular quanto no regular, se
revelou bastante pequena no computo da matriz dos coeficientes do problema de autova-
lores e autovetores, equacio (4.47). Myerson [1991] discute sob quais condigbes é possivel
ignorar a singularidade, quando do uso de quadraturas numéricas. Este trabalho demons-
tra que, quando uma integral singular é escrita na forma de uma soma de Riemann, como é
o caso das quadraturas, a magnitude do residuo da soma estd diretamente relacionada com
a magnitude do valor principal da integral que, dependendo da fun¢ao densidade, pode ser
numericamente desprezavel. Isso pode explicar também uma outra caracteristica numérica
detectada no computo das submatrizes E,, no caso singular: integrada analiticamente ou
com quadratura gaussiana padrao, os resultados séo praticamente idénticos (para seis ou

mais pontos de integragdo em cada diregdo).

4.4. Solugadao numérica dos sistemas matriciais

O processo de colocagdo e subsequente sobreposicdo das matrizes elementares resulta,
para a anélise de flexdo linear estatica, no sistema linear (4.28) e, para andlise de estabi-
lidade, no problema de autovalores e autovetores (4.47). As matrizes envolvidas séo, em

ambos os casos, cheias, ndo-simétricas e ndo positivas-definidas.

Para solugdo do sistema (4.28), a implementag¢io numérica contou com dois métodos
de eliminagio de Gauss: com condensagdo pivotal (Golub e Van Loan [1989]) e com retro-
substituigao direta (Dahlquist e Bjorck [1974]). A anélise dos residuos da solu¢dio em

alguns casos tipicos comprovou a eficiéncia de ambas as variacoes do método.
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Na solugao da equagao (4.47) foram utilizados trés métodos, a titulo de comparagéo
do desempenho, que foram retirados de bibliotecas numéricas: Press et alls [1986], Harwell
Subroutine Library Specification [1978] e EISPACK [1987]. Em todos os casos, o método
QR foi utilizado, apds redugdo das matrizes a forma de Hessenberg superior, através de
transformacoes de similaridade que, acumuladas multiplicativamente, fornecem os autove-
tores. No caso da biblioteca de Press et alli [1986], foi utilizada eliminacio de Gauss (que
ndo é uma transformagio de similaridade) para redugio & forma de Hessenberg, de modo
que apenas os autovalores sdao obtidos.

Em ambos os problemas, o condicionamento numeérico ¢ um fator a ser considerado,
principalmente na andlise de flambagem de placas modeladas com malhas muito irregulares.
Estimativas de nimeros de condi¢do para equagoes integrais sdo apresentadas por Linz
[1991], mas ndo foram implementadas. Em casos criticos, um balango da matriz dos
coeficientes do problema de autovalores e autovetores foi suficiente, através do escalamento
da norma de colunas da matriz. Como regra geral, nio se detectou o progressivo erro nos
autovalores, a medida que é incrementado o modo de flambagem, caracteristica da analise
modal através do MEF. Os residuos numéricos foram, via de regra, desprezaveis. A tnica
inconveniéncia da formulagdo esta na necessidade de inverter a matriz A, que pode se
tornar uma fonte de erro caso a dimensao desta matriz seja muito grande. Além disso, os
métodos utilizados se mostraram eficientes na deteccdo de autovalores duplos, como é o
caso de placas quadradas com compressao biaxial e condi¢oes de contorno iguais em todos

os lados, e alguns casos de salto de modo (Marczak et alli [1991]).

4.5. Conclusoes

Foram apresentadas as equagoes integrais em sua forma discretizada, utilizando a me-
todologia padréo do MEC. Foram destacados também algumas caracteristicas importantes
dos procedimentos de integracio envolvidos, bem como da solu¢ao numérica dos sistemas
matriciais resultantes. No capitulo seguinte serdo apresentadas algumas aplicagbes resol-

vidas com a formulagdo proposta.



CAPITULO CINCO

Aplicacoes Numéricas

5.1. Introdugao

Este capitulo apresenta alguns resultados numéricos obtidos a partir da implementagao
da formulagio apresentada. Tanto nas aplicagdes a problemas de flexao linear quanto nos
problemas de flambagem, foi dada énfase a placas quadradas, visto que possuem apenas
solugGes analiticas por séries, quando da utilizagdo dos modelos de placa aqui empregados.
Adicionalmente, Westphal Jr. [1990a] explorou bastante as aplicacdes da formulagio a
placas circulares.

Os resﬁltados numéricos apresentados a seguir tém dois objetivos basicos:

a.) Em problemas de flexdo linear eléstica, sdo apresentadas as curvas de convergéncia
para os elementos constante, linear, quadratico, cibico e quartico. Vale lembrar a escassez
deste tipo de informagéo na literatura do MEC. A maioria dos casos analisados utilizaram
como parametro de comparagao o deslocamento maximo da placa. Serdo apenas apresen-
tados alguns resultados para esforcos em pontos definidos sobre o contorno, Além disso, na.
grande maioria dos métodos integrais as taxas de convergéncia para esforgos sao idénticas
as dos deslocamentos e, como ja citado anteriormente, Westphal Jr. [1990a] apresentou
resultados de 6tima qualidade para os esforgos em pontos internos, e ndo seréo repetidos
aqui.

b.) Os problemas de estabilidade foram resolvidos, na maioria, para placas de es-
pessura reduzida, a fim de permitir comparag¢es com solugdes analiticas de placas finas
(Timoshenko e Woinowski-Krieger [1970]). Para placas moderadamente espessas, os re-
sultados sdo comparados com outras solugoes numeéricas. O objetivo maior é apresentar o’
desempenho da formulagéo na solugdo de problemas de flambagem, com vistas a melhora-

mentos posteriores.



Aplicagdes Numéricas - 76

Devido as diferentes caracteristicas inerentes ao MEC e ao MEF, a comparacao de re-
sultados entre estes dois métodos néo é direta. Por exemplo: nas curvas de convergéncia,
geralmente se utiliza nimero de nds, de elementos ou de graus de liberdade do modelo
nas abscissas. Se for utilizado o numero de nés ou de graus de liberdade, é claro que os
resultados do MEF parecerao muito piores, ao menos em problemas lineares, do que os cor-
respondentes ao MEC. Em problemas de estabilidade, que na presente formulacao obriga
a discretizagdo do dominio, qualquer desses critérios pode ser utilizado na comparagao,
com uma ressalva: nao foi utilizada simetria nos modelos apresentados, a fim de evitar
imprecisées numéricas devido a utilizagdo de nés duplos e levar em conta o desempenho do
método para solugao de problemas cuja geometria ndo possui simetria. Assim, em proble-
mas de placas quadradas, a variavel adotada para comparar a discretizagdo foi o niimero
de elementos por lado inteiro da placa, tanto na analise estatica quanto na analise modal.
O ntmero de pontos de integragéo utilizado para os diferentes graus de singularidade est3,
mostrado na tabela 5.1, e é valido para todo este capitulo, a menos que especificado (na
tabela 5.1, o numero de pontos de integragao correspondente & imposi¢ao de movimentos
de corpo rigido refere-se & ordem da quadratura utilizada para integragio da parcela do

contorno complementar ao elemento que estd sendo integrado).

Singularidade
Elemento Regular Fraca Forte
Corpo rigido Kutt

Constante 8 10 10 4
Linear 8 10 10 6
Quadratico 10 20 20 -
Cibico 10 40 20 -
Quartico 10 40 20 -

Tabela 5.1 : Numero de pontos de integragdo utilizado nas quadraturas
para elementos unidimensionais.
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5.2. Aplicagoes a problemas de flexao linear elastica

5.2.1. Placas quadradas

A menos que especificado em contrario, os problemas de placa quadrada utilizaram os

seguintes dados:

E = 2.0 x 108
v =0.30
k:=5/6

h/a =0.0010 (séndo a a dimensgo lateral da placa)
g3 = 1.00

mf=0

As discretizagoes estdo ilustradas na figura 5.1, para elementos lineares. Na utilizagio
de elementos quadraticos ou de ordem mais alta, o maior refino empregado corresponde &
discretizagdo 3x3. A variavel adotada, para comparacao na maioria dos resultados apresen-
tados foi o deslocamento central da placa, que foi normalizado com as solugdes apresenta-
das por Timoshenko e Woinowski-Krieger [1970]. Em problemas envolvendo carregamento
concentrado, este é aplicado no ponto central da placa e tem valor unitario.

A figura 5.2 ilustra as curvas de convergéncia para placas quadradas apoiadas sob
carregamento transversal uniformemente distribuido. Os resultados para elementos cons-
tantes e lineares estdo mostrados na figura 5.2.a, onde é possivel comparar o desempenho
dos dois procedimentos de integragao implementados para estes elementos. A despeito dos
grandes erros para malhas muito grosseiras, o que é de se esperar devido & simplicidade
destes elementos, todas as curvas apresentam erros inferiores a 5% a partir de cinco ele-
mentos por lado. A figura 5.2.b mostra o excelente desempenho dos elementos de ordem
superior, todos eles apresentando erros aceitdveis com um 1unico elemento por lado.

O desempenho da presente formulagao para placas quadradas engastadas é apresen-
tado na figura 5.3, para dois tipos de carregamento. A figura 5.3.a ilustra as curvas de
convergéncia do elemento constante e a figura 5.3.b mostra o comportamento do elemento

linear. Observe-se a boa taxa de convergéncia destes casos.
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Figura 5.1 : Discretizagoes utilizadas para flexao linear estatica de
placas quadradas.
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Figura 5.2 : Convergéncia h para placa quadrada apoiada sob carrega-
mento uniforme: (a) Elementos constante e linear. (b) Elementos de alta
ordem.
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Uma comparagao da presente formulagao com outras formulagoes de elementos de con-
torno é apresentada nas figuras 5.4.a e 5.4.b, para placa quadrada apoiada e engastada,
respectivamente, ambas sob carregamento transversal uniforme. A comparagio com alguns
elementos finitos populares e com outros métodos é mostrada na figura 5.5 para placa qua-
drada apoiada sob carregamento transversal uniforme, e na figura 5.6 para placa quadrada
engastada sob carregamento uniforme.

A auséncia do fenémeno de locking, ja reportada por Monken e Silva [1988], é demons-
trada na figura 5.7 para diversas razoes h/a, e comparada com elementos quadraticos de 8 e
9 nés com integragdo reduzida (QSR e QLR). Note-se a estabilidade numérica do MEC, en-
quanto o elemento lagrangeano QLR oscila ligeiramente e o elemento serendipity QSR. falha
completamente. A néo ocorréncia do locking se deve 3 utilizagdo das expressoes analiticas
dos tensores, de forma que néo se estd superestimando qu;mlquer efeito correspondente ao
cisalhamento, a exemplo do que ocorre no MEF. Os resultados estdo adimensionalizados
na forma @ = wD/qa*, para uma placa engastada uniformemente carregada.

O aumento da espessura, que inviabiliza a utilizagao de solugdes de placa fina, é inves-
tigado e comparado com outras solugdes numeéricas na tabela 5.2, para placas engastadas
uniformemente carregadas. Foram comparados os elementos linear e quadratico, com dis-
cretizacoes 6x6 e 3x3, respectivamente. Essas mesmas discretizagbes sdo utilizadas para
placas apoiadas uniformemente carregadas e comparadas com outras solugoes na tabela
5.3. Os resultados estfo normalizados na forma @ = wEh?/pa*. Observe-se que, para
placas engastadas, a presente formulagio levou a resultados muito préximos da solugio
numérica das equagoes de Reissner proposta por Deshmukh e Archer {1974]. Para placas
apoiadas, os resultados obtidos com a presente formulagdo se aproximam bastante daque-
les obtidos por Yuan e Miller [{1988], que tém sido referenciados como um dos melhores

resultados numéricos para placas semi-espessas disponiveis na literatura.
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com outras formulagées do MEC: (a) Placa quadrada apoiada. (b) Placa

quadrada engastada.



Deslocamento central normalizado

Aplicacdes Numéricas - 81

1.200

1.150

1.100

1.050

1.000

0.950

0.900 ;

0.850

0.800

0.750

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Numero de elementos por lado

Figura 5.5 : Comparagéo do desempenho da presente formulagio com
com alguns elementos finitos. Placa quadrada apoiada sob carregamento
uniforme.
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Figura 5.6 : Comparag¢io do desempenho da presente formulagdo com

com alguns elementos finitos. Placa quadrada engastada sob carregamento
uniforme.
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Figura 5.7 : Demostragio da auséncia de locking em uma placa engas-
tada sob carregamento uniforme.

h/a
Formulagao
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25
Yuan e Miller [1988] 0.01417 0.01618 0.01939 0.02371 0.02913
Deshmukh e Archer [1974] 0.01451 0.01643 - 0.02366 -
Linear (6x6) 0.01453 0.01648 0.01957 0.02378 0.02909
Quadratico (3x3) 0.01451 0.01645 0.01953 0.02373 0.02904

Tabela 5.2 : Resultados numéricos para placa semi-espessa engastada

sob carregamento uniforme.
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h/a
Formulagao
0.05 0.10 0.15 0.20 0.25

Yuan e Miller [1988] 0.04650 0.05019 0.05480 0.06018 0.06683

Srinivas e Rao [1973]* 0.04677 0.05010 - 0.05912 -
Salerno e Goldberg [1968]* 0.04486 0.04632 0.04676 0.05360 0.05656
Pryor ef alli [1970]* 0.04469 0.04612 0.04852 0.05186 0.05617
Rao et alli [1974]* 0.04483 0.04627 0.04866 0.05201 0.05631

Voyiadjis et alli [1985]* 0.04481 0.04625 - 0.05194 -

Bhashyam e Gallagher [1984]* [ 0.0451 0.0476 - 0.0569 -

Bergan ¢ Wang [1984]* - 0.04663 - 0.05296 | -

Voyiadjis e Pecquet [1987] 0.0449 0.0464 - 0.0522 -

Deshmukh e Archer [1974] 0.04677 0.05009 - 0.05900 -
Craig [1987] 0.04492 0.04683 0.05183 0.05353 0.06344
Linear (6x6) 0.04535 0.04882 0.05367 0.05954 0.06631
Quadratico (3x3) 0.04578 0.04942 0.05432 0.06014 0.06684

* (Resultados retirados de Yuan e Miller [1988]).

Tabela 5.3 : Resultados numéricos para placa semi-espessa apoiada sob
carregamento uniforme.

5.2.2. Placas circulares

O trabalho de Westphal Jr. [1990a] explora bastante a anélise de placas semi-espessas
circulares engastadas, pois alguns casos possuem solugéo analitica fechada. Em funcio
disso, sao aqui apresentados poucos resultados, objetivando o levantamento das curvas de
convergéncia k. Os resultados ilustrados utilizam os mesmos dados dos casos de placa qua-

drada, mas com o raio da placa R = 0.50 e h/R = 0.0020. Os resultados sio normalizados
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pela solugdo de Reissner (Westphal Jr. [1990a]) para placas engastadas e pela solugéo de
placas finas (Timoshenko e Woinowski-Krieger {1970]) para placas apoiadas.

A figura 5.8 ilustra a convergéncia h para placas circulares apoiadas sob carregamento
distribuido, para todos os elementos imf)lementados. Note-se as boas taxas de convergéncia
obtidas para esta geometria.

A figura 5.9.a reproduz o desempenho dos elementos de contorno constante e linear na
solugdo de placas circulares engastadas sob carregamento concentrado unitario. A figura
5.9.b compara o elemento constante da presente formulagido com o elemento constante de
placa fina desenvolvido por Costa Jr. [1987], para placa circular engastada sob carrega-
mento uniforme. '

A figura 5.10 fornece uma comparagéo dos resultados obtidos com elementos quadraticos
e quarticos para placas circulares engastadas sob carregamento uniformemente distribuido.
Os resultados estao sobrepostos & solugao analitica das equagdes de Reissner (Westphal Jr.

[1990a]) para diversas espessuras.
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(a) (b)

Figura 5.8 :  Convergéncia h para placa circular apoiada sob carrega-
mento uniforme. (a) Elementos constante e linear. (b) Elementos de alta
ordem.
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Comparagao dos resultados numéricos obtidos através da
presente formulacdo com a solugdo das equagoes de Reissner.
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5.2.3. Convergéncia p

A implementagio dos elementos citados e a andlise do desempenho dos mesmos é o
primeiro passo para o uso de filosofias adaptativas com a presente formula¢ao. Com os re-
sultados apresentados em 5.2.1 e 5.2.2, foram construidas as curvas de convergéncia p para
placas quadradas apoiadas e engastadas sob carregamento uniforme. Essas curvas estdo
ilustradas nas figuras 5.11.a e 5.11.b, para geometrias quadrada e circular, respectivamente,

sob carregamento uniforme.
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Figura 5.11 :  Curvas de convergéncia p para placas sob carregamento
uniforme. (a) Quadrada. (b) Circular.

Para placas quadradas foi utilizada uma malha 2x2, para todos os elementos. Para
placas circulares os resultados correspondem a uma malha de 8 elementos de contorno sobre

todo o perimetro da mesma. Assim, as curvas se referem a um total de 8 elementos de
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contorno, tanto para a figura 5.11.a como para a figura 5.11.b , o que justifica os grandes
erros para os elementos constante e linear, em ambos os casos. A grande disparidade
entre os resultados para placas circulares (figura 5.11.b) pode ser explicada pelo fato de
nao haver, no caso de placa engastada, nicleos fortemente singulares, o que permite uma
melhor integragéo dos tensores envolvidos, através dos procedimentos descritos no capitulo

quatro.

Apesar das altas taxas de convergéncia detectadas, cabe salientar que os resultados
estdo apresentados a titulo de ilustragio, pois nio foi adotado qualquer critério para oti-
mizar o numero de pontos de integracao necessarios para o melhor desempenho de cada
elemento. Efetivamente, experimentos numéricos demonstraram que os erros percentuais

ilustrados nas figuras 5.11.a € 5.11.b podem ser reduzidos sensivelmente.

5.2.4. Placa de Morley

Esta aplicagdo é comumente encontrada na literatura para analise de desempenho de
elementos finitos de placa por exigir, em geral, malhas bastante refinadas para se obter
bons resultados. O deslocamento maximo deste caso é geralmente expresso por um fator
adimensional k£ dado por:

:D
k:“”;‘z4 x10° (5.1)

onde g é o carregamento distribuido e L é o comprimento dos lados da placa (figura 5.12).
O fator k, para a = 30°, foi obtido para trés malhas diferentes de N elementos lineares,
sendo o deslocamento utilizado na equagéo 5.1 calculado no centréide da placa, ponto A da
figura 5.12 . Os resultados sao comparados com dois elementos finitos de bom desempenho
na tabela 5.4. O erro percentual ‘apresentado foi calculado em relagdo a solugao analitica de
placas finas (Zienkiewicz et alli [1993]), que fornece k = 0.408. Entretanto, a solugao deste
problema através das equagoes da elasticidade tridimensional fornece k¥ = 0.423 (Babuska

e Scapolla [1989]]‘), 0 que corrobora ainda mais os resultados obtidos.

Deve ser destacada a boa performance da presente formulagdo, mesmo utilizando ma-
lhas grosseiras de elementos lineares. Note-se adicionalmente que o elemento Q4BL neces-

sita de quase 300 elementos para se aproximar satisfatoriamente da solugéo tridimensional.

t Retirado de Zienkiewicz et alli [1993].
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Figura 5.12 :

Placa de Morley (placa rombica).

Malha QUAD9* Erro % Q4BL Erro % Linear Erro %
4x4 0.381 -6.62 0.511922 25.5 0.4270 4.66
5xb - - - - 0.4261 4.44
6x6 0.361 -11.5 - - 0.4253 4.24
8x8 - - 0.438756 7.54 - -
16x16 0.370 -9.31 0.428818 5.10 - -
32x32 - - 0.423520 3.80 - -

Tabela 5.4 :  Resultados para placa de Morley, a = 30°, L = 1.0 com
L/h =1000. Elemento QUAD9* (Hinton e Huang [1986]): elemento de 9
nos com campo de deformagdo substituto. Elemento Q4BL (Zienkiewicz et
alli [1993]): elemento de 4 nds com interpolagio especial para o desloca-
mento transversal.

5.2.5. Esforgos

Como ja citado, serdo aqui apresentados apenas alguns resultados para esforcos, com
o objetivo principal de destacar certos aspectos relacionados ao célculo numérico de tensoes

resultantes. Comparagoes mais detalhadas podem ser encontradas em Westphal Jr. [1990a].
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Para placas quadradas apoiadas sob carregamento uniforme, a teoria classica de placas fi-
nas (Timoshenko e Woinowski-Krieger [1970]) leva a rcagdes concentradas nos vértices,
para garantir o equilibrio da placa. Nos modelos aqui empregados ndo ocorre a contragéo
de duas condigbes de contorno, e portanto o esforco cortante que atua no contorno da
placa equilibra completamente o carregamento aplicado. E possivel, portanto, verificar a
oscilagdo que o esfor¢o cortante sofre na vizinhanga de um vértice, & medida que a espes-
sura da placa diminui. Esta oscilagdo esta representada graficamente na figura 5.13, que
ilustra o comportamento de @, ao longo de um lado de uma placa quadrada, para todos
os elementos implementados. A figura 5.14 ilustra o comportamento do esforg.o cortante
ao longo de um lado de uma placa quadrada engastada, mostrando a oscilacdo carac-
teristica de Qy pa.rd esta condigdo de contorno. Neste caso, foram utilizados 16 elementos

quadraticos dispostos como esquematizado na figura, a fim de captar tal efeito.

O  Constante

o Linear
—— Quadrdtico

W Cubico
—A—  Quértico

s
g

5
8

llllllllllllll

&
8

llll‘lll]'lIIIlll|1||ll|‘llll[llllll|llllllllllll

0.00 0.10 0.20 0.30 0.40 0.50 0.60 0.70 0.80 0.90 1.00

Posigdo ao longo do lado da placa

Figura 5.13 :  Esfor¢o cortante ao longo de um lado de uma placa qua-
drada apoiada uniformemente carregada (h = 0.05). As malhas utilizadas
foram 40 x40, 32 x32, 20 x20, 12x 12 e 12 x 12 para os elementos constante,
linear, quadratico, clibico e quartico, respectivamente.

Um outro aspecto numérico que pode ser ressaltado diz respeito.aos casos em que os

esforgos sao constantes sobre todo o contorno ou uma parte dele. Nestes casos, os elementos
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Figura 5.14 : Esforgo cortante ao longo de um lado de uma placa
quadrada engastada uniformemente carregada (h = 0.05).

interpolados por fun¢des de segundo grau ou de ordem mais alta ndo fornecem resultados
numeéricos iguais para todos os nds do elemento. A fim de ilustrar isto, foram analisadas
placas circulares engastadas sob carregamento uniforme, utilizando os elementos quadratico
e ctibico, com 12 elementos de contorno. Os resultados estdo mostrados nas figuras 5.15. A
figura 5.15.a ilustra o cdmportamento do esforgo cortante sobre um quadrante do contorno
na placa, normalizado da forma 2Q,/qR. Note-se que o né central do elemento quadratico
nao fornece o mesmo valor que os nés da extremidade do elemento, 0 mesmo ocorrendo
com o segundo e terceiro nds do elemento ctubico. A magnitude da oscilagdo em torno da
solugao analitica é, entretanto, bastante pequena. A figura 5.15.b mostra que o mesmo

ocorre com os momentos, mostrados na forma normalizada 16 My, /qR*. Deve-se salientar
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que a magnitude de tal oscilagio diminui & medida que a ordem do elemento é aumentada,

para todos os esforgos.
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Figura 5.15 : Oscilagdo dos esfor¢os ao longo do contorno de uma

placa circular engastada sob carregamento uniforme (h = 0.05). (a) Esforco
cortante. (b) Momento fletor. :

5.3. Aplicagoes a problemas de lambagem

Por se tratar de uma das primeiras formulagées do MEC para flambagem de placas
semi-espéssas, os resultados apresentados a seguir foram obtidos, por simplicidade, através
da utilizagdo de elementos de contorno e células de dominio constantes, a fim de validar
a formulagdo. A menos que especificado, as propriedades do material sao as mesmas dos
problemas de flexao linear elastica e os elementos de contorno foram integrados com dez
pontos de integracéo enquanto as células de dominio foram integradas com oito pontos em

cada diregdo.
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5.3.1. Flambagem de placas quadradas

Foram analisados alguns casos tipicos, para razéo h/a = 0.010 . Os carregamentos de

membrana sao os representados na figura 5.16 , e as malhas utilizadas variam de dois a oito

elementos por lado inteiro da placa. A figura 5.17 ilustra algumas das malhas utilizadas.

L —

——= Uniaxial jo—- ——e] Biaxial = — Cisalhamentol

Figura 5.16 :

HITHI —

Tipos de carregamento considerados: Uniaxial: N,z =1,
Nyy = 0, Nzy = 0. Biaxial: Nyz =1, Nyy = 1, Ny = 0. Cisalhamento:
sz = 0, Nyy = 0, ny = ]..

R2x2 3x3

4x4 b5x5 6x6

_______

Figura 5.17 :

DiscretizagOes utilizadas para andlise de

estabilidade.
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Inicialmente, sao apresentados os resultados para convergéncia h da presente for-
mulacao aplicada aos problemas de flambagem, normalizando a carga critica com as
solugbes de placa fina encontradas em Brush e Almroth [1975) e Timoshenko e Gere [1961).

Na figura 5.18.a esta ilustrada a curva de convergéncia para placas quadradas sob com-
pressao uniaxial. Os resultados para compressao biaxial estdo mostrados na figura 5.18.b .
Para placas submetidas a cisalhamento, os resultados sdo os ilustrados na figura 5.19 .
Destas figuras é possivel verificar que, se por um lado as curvas apresentam boas taxas de
convergéncia até a malha 6x6, verifica-se que a partir dai a diminuicao do erro é muito
lenta. Este fato é explicado por dois motivos: em primeiro lugar, relembre-se a prépria
deficiéncia do elemento constante na representagdo de um campo real de deslocamentos
ou esfor¢os. Em segundo lugar, malhas muito refinadas implicam em pontos de colocagao
do dominio muito préximos do contorno da placa, o que pode tornar imprecisas as inte-

gragoes dos tensores (como o que ocorreria se fossem calculados deslocamentos ou esforgos

em pontos internos muito préximos do contorno).
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Figura 5.18:  Convergéncia h para placas quadradas sob (a) compressao
uniaxial e (b) compressao biaxial.
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Figura 5.19 :  Convergéncia h para placas quadradas sob cisalhamento.

Uma comparagao dos resultados da presente formulagdo com outras solugio do MEC
e com alguns elementos finitos especialmente desenvolvidos para problemas de flambagem
é apresentada nas figuras 5.20 € 5.21 . Observe-se que, apesar das deficiéncias inerentes ao
elemento constante, ainda assim os resultados sdo superiores a algumas das formulagdes
comparadas. Em especial, deve-se ressaltar o bom desempenho da formulagao proposta
na solugao de problemas de flambagem de placas sob cisalhamento (figura 5.21.b), caso
que geralmente ndo pode ser resolvido com elementos de integragio reduzida ou seletiva
(Cheung et alli [1986]), que constituem a grande maioria dos elementos finitos para placas
semi-espessas.

As tabelas 5.6 e 5.7 comparam os resultados obtidos com a malha 6 x6 e outras solugdes
de placafina, para placas quadradas apoiadas e engastadas, respectivamente. Os resultados
estdo normalizados na forma:

— Nra?
Neg = D

O bom desempenho da formulagio proposta é observado nestes casos em que h < a,

(5.2)

se aproximando satisfatoriamente da solugéo cldssica de placas finas (Timoshenko e Gere

[1961]).
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Figura 5.20 : Desempenho de algumas formulagoes para placas qua-

dradas sob compresséo biaxial. (a) Placa apoiada. (b) Placa engastada.
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Figura 5.21: Desempenho de algumas formulagGes para placas quadra-
das. (a) Placa apoiada sob compressdo biaxial. (b) Placa sob cisalhamento.
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Carregamento
Formulagio
Uniaxial Biaxial Cisalhamento
Presente 6x6 39.1537 19.5959 95.2333
Placa fina (Timoshenko e Gere [1961]) 39.478 19.739 92.182
Tabarrok e Simpson [1977] 39.481 19.743 91.000
Kapur e Hartz [1966]* 37.208 - -
Dawe [1969]* 39.261 19.631 93.573
Carson e Newton [1969]* 39.488 - 92.951
Allman [1971]* 39.784 19.897 99.989
MEF 9LE (8x8 - Cheung et alli [1986]) 40.465 19.739 101.074
MEF 36LE (2x2 - Cheung et alli [1986]) 39.458 19.739 96.732
MEF ACM (8x8 - Marczak et alli [1991]) 37.1492 - 88.0467
MEF STIF63 (8x8 - Ansys [1989]) 38.3039 - 98.9230

* (Resultados retirados de Tabarrok e Simpson [1977]).

Tabela 5.6: Resultados numéricos para placa quadrada apoiada.

Carregamento
Formulagao
Uniaxial Biaxial Cisalhamento
Presente 6x6 104.5208 55.1296 159.3173
Placa fina (Timoshenko e Gere [1961]) - 99.387 52.605 145.182
Tabarrok e Simpson [1977] 99.090 52.605 141.220
Kapur e Hartz [1966]* 91.629 49.101 -
Carson e Newton [1969]* - 52.575 148.468
Allman [1971]* 108.467 55.289 171.553
MEF ACM (8x8 - Marczak et alli [1991]) - - 135.31

* (Resultados retirados de Tabarrok e Simpson [1977]).

Tabela 5.7: Resultados numéricos para placa quadrada engastada.
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A influéncia da espessura sobre o valor das cargas criticas é examinada nas tabelas 5.8
a 5.11 , para os trés casos de carregamento analisados. Estas tabelas apresentam o valor

do coeficiente

Nera
k= D

calculados com a formulagao proposta e estes valores sdo comparados com alguns resultados

(5.3)

obtidos na bibliografia. Foi utilizada a malha 6x6.

h/a
Formulagdo
0.001 0.010 0.050 0.100 0.200
Presente (6x6) 3.9671 3.9646 3.8977 3.7694 3.5766
Elasticidade Tridimensional* 4.000 - 3.911 3.741 3.150
Rayleigh-Ritz* 4.000 - 3.929 3.731 3.125
Finite Strip* 4.000 - 3.929 3.731 3.126
MEF 9LE (8x8 . Cheung et alli [1986]) - 4.100 - 3.758 -
MEF 36LE (2x2 - Cheung et alli [1986]) - 3.998 - 3.732 -

* (Resultados retirados de Dawe e Roufaeil [1982]).

Tabela 5.8: Coeficiente k para placas quadradas apoiadas sob compressio uniaxial.

Tabela 5.9:

h/a
Formulagao
0.010 0.100
Presente (6x6) 1.9841 1.8818
MEF 8SE (8x8 - Cheung et alli [1986]) 2.030 1.880
MEF 17SE (3x3 - Cheung et alli [1986]) 2.000 1.870

Coeficiente k para placas quadradas apoiadas sob compressao biaxial.
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hfa
Formulagao
0.010 0.050 0.100 0.200
Presente (6x6) 10.5690 10.4290 10.0194 8.3339
Rayleigh-Ritz (Dawe e Roufaeil [1982]) 10.080 - 9.515 8.084 5.002
Finite Strip (Dawe e Roufaeil [1982]) 10.076 - 8.043 -

Tabela 5.10: Coeficiente k para placas quadradas engastada sob compressdao uniaxial.

hfa

Formulagao

0.010 0.100

Presente (6x6) 5.5799 5.5138

Rayleigh-Ritz (Dawe e Roufaeil [1982]) 5.539 4.456

Finite Strip (Dawe e Roufaeil [1982]) 5.297 4.420

Tabela 5.11: Coeficiente k para placas quadradas engastada sob compressao biaxial.

Das tabelas 5.8 a 5.11, percebe-se que a formulagdo proposta comega a divergir das
outras solugdes a partir de razdes h/a = 0.10. Para justificar este comportamento, deve-
se citar dois aspectos. Primeiro, quando da utilizagdo do elemento constante, a malha
6x6 ndo ¢ muito adequada para solué&o de placas semi-espessas. Relembre-se que os
tensores fundamentais sio funcio de z = Ar, sendo A = 10k?/h%. Entio um aumento
da espessura diminui 2, tornando a integracao dos tensores envolvidos mais dificil. Isto
torna-se mais acentuado quando o problema envolve algum tipo de ndo-linearidade, como é
o caso. Segundo, um refino maior da malha nao solucionaria o problema porque originaria -
pontos de colocagio muito préximos do contorﬁo. Neste caso, a natureza hipersingular da

formulagéo exigiria procedimentos especiais para integragao de elementos quase singulares.
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5.3.2. Placas retangulares

Trés casos de placas retangulares sdo aqui apresentados, com o objetivo de verificar o
desempenho da formulagdo para esta geometria, bem como analisar a precisao dos auto-
valores correspondentes a modos de flambagem mais altos.

O primeiro caso trata de uma placa apoiada, com razdo entre os lados a/b = 2.0
(figura 5.22). Foram utilizados oito pontos de integragao para os elementos de contorno e
seis pontos de integracdo em cada diregio para as células de dominio. A espessura utilizada

foi h = 0.030 .

_Ju
00

Figura 5.22: Geometria de uma placa retangular.

A solugao analitica, retirada de Brush e Almroth [1975], é dada por um fator k segundo

a equagao:

ZD :
N,, = k%— : (5.4)

onde )
[(mb/a)2 + n?

k= , , 5.5
(mb/a)® + Rn? (5:5)

para compressdo biaxial, sendo R = Ny, /Nzz. m e n sdo o numero de meios comprimentos
de onda nas dire¢des z e y, respectivamente. Para compressdo uniaxial, tem-se (Brush e

Almroth [1975)):
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a mb

b= <m_b+ L‘L)z , (5.6)

Os resultados obtidos estao mostrados nas tabelas 5.12 € 5.13 , para compressao biaxial
e uniaxial, respectivamente. S&o comparadas trés malhas, para o cdlculo das primeiras

cargas de flambagem. O erro percentual é obtido em relagio & solugdo dada pela equagio

(5.4) . As malhas anotadas referem-se a n; xn, elementos.

Malha
mxn
12x5 Erro % 15%5 Erro % 16x4 Erro % Analitico
1x1 61.174 -4.50 61.270 -4.35 61.875 -3.41 64.057
2x1 97.373 -4.99 97.416 -4.95 98.325 -4.07 102.492
3Ix1 160.96 -3.36 160.25 -3.78 161.67 -2.93 166.550
1x2 219.81 0.92 219.97 1.00 224.96 -3.29 217.796

Tabela 5.12 :

Resultados obtidos para os primeiros autovalores de uma
placa retangular apoiada comprimida biaxialmente: a/b = 2.0, a = 2.00,

h =0.03.
Malha
mxn
12x5 Erro % 15x5 Erro % 16x4 Erro % Analitico
1x1 194.50 -0.37 194.82 0.99 196.63 0.77 195.223
2x1 231.38 -0.20 230.64 0.67 232.69 0.73 229.116
3x1 307.40 0.72 307.28 1.56 311.17 2.01 305.036

Tabela 5.13 :

Resultados obtidos para os primeiros autovalores de uma
placa retangular apoiada comprimida uniaxialmente: a/b = 2.0, a = 2.00,
h = 0.03.
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Deve ser salientado que nao ocorre um aumento sistematico do erro dos autovalores,
a medida que o modo de flammbagem ¢ incrementado, caracteristica marcante na grande
maioria dos elementos finitos utilizados em analise modal.

O segundo caso analisado trata de uma placa retangular apoiada sob compressao bia-
xial, razao a/b = 3.0, h = 0.01 . Foi utilizada uma malha 15x4 para céalculo dos coeficientes
k da equagdo (5.4) correspondentes aos primeiros modos de flambagem. Estes resultados
estdo mostrados na tabela 5.14 e comparados com a solugdo analitica (Brush e Almroth
[1975]). Note-se que, para n = 2, os erros se tornam maiores devido ao fato da malha

utilizada nao representar corretamente dois meios comprimentos de onda na diregdo y .

m n Analitico Calculado Erro %
1 1 1.111111 1.1320 1.880
2 1 '1.444444 _ 1.4592 1.021
3 1 2.000000 2.0278 1.390
4 1 2.777778 2.8425 2.330
1 2 4.111111 3.9211 -4.622
é 2 4.444444 4.4430 0.032

3 2 5.000000 4.7950 -4.100
4 2 5.T77778. 5.2661 -8.850

Tabela 5.14: Resultados obtidos para os primeiros coeficientes k de uma
placa retangular apoiada comprimida biaxialmente: a/b = 3.0, a = 3.00,
h = 0.01.

A terceira aplicacio para placas retangulares procurou reproduzir um caso de salto de
modo (Marczak et alli [1991]). Trata-se de uma placa com razio de aspecto a/b = 5.916,
b = 1.000, apoiada em y = 0,b € engastada em z = 0, a , sob compressao uniaxial paralela
ao eixo x. Teoricamente, os dois menores autovalores sdo iguais, mas correspondem a 5
e 6 meios comprimentos de onda na dire¢do x. Utilizando uma malha 16x3 e A = 0.03

obtevé—se, através da presente formulagio, N1, = 208.235 e N2, = 208.526 , o que indica
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uma diferenca de 0.14% entre estes dois valores. O erro em relagdo a solu¢do analitica,
Nz = 212.671 , estd em torno de 2% . Esta aplicagdo demonstra boa confiabilidade da

formulagio na solucao de problemas de flambagem com autovalores duplos.

5.3.3. Flambagem de placas circulares e triangulares

A fim de validar a formulacio para placas de geometrias diversas, foram analisadas
ainda placas circulares e triangulares. No caso de placa circular, foi analisada uma placa
simplesmente apoiada em todo o seu perimetro e submetida a compressdo radial (figura
5.23.a). A geometria da placa é dada por um raio R = 0.5 e uma relagdo /2R = 0.001 . A
carga radial uniforme que provoca a flambagem é calculada pela equagdo (Brush e Almroth
[1975]) :

Ncr = k‘l_)"

77 (5.7)

onde k = 4.20 para o primeiro modo. Utilizando oito pontos de integracio para os elemen-
tos de contorno e seis pontos em cada dire¢ao para as células de dominio, a malha ilustrada

na figura 5.23.b forneceu k = 4.49 , que indica um erro de aproximadamente 6.9% .

2R +

(a) | (b)

Figura 5.23 :  Placa circular apoiada. (a) Geometria. (b) Discretizagao
utilizada.
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O caso de placa triangular analisado esta ilustrado na figura 5.24.a, tendo todos os
lados o mesmo comprimento 2a¢ = 10.0 ¢ h/2a = 5.0 x 10™3 . A solu¢do analitica deste
caso, com todos os lados simplesmente apoiados, é geralmente escrita (Tan et alli [1983)):

_3kD

a?

N,, , ' (5.5)

onde k = 4.393 , para a menor carga de flambagem. A presente formulaggo forneceu, com
a malha mostrada na figura 5.24.b, £ = 4.450 , que representa um erro de 1.3% . Foi
utilizado 0 mesmo nimero de pontos de integragao da placa circular descrita acima. Por
se tratar de uma discretizagdo grosseira, este erro péde ser considerado satisfatorio, tendo

em vista a utilizagdo do elemento constante.

e

(2) (b)

Figura 5.24 : Placa triangular apoiada. (a) Geometria. (b) Discre-
tizagdo utilizada. :

5.3.4. Autovetores

A qualidade dos autovetores obtidos com a formulagdo proposta é muito boa. Para
ilustrar isto, sdo apresentados alguns autovetores nas figuras 5.25 a 5.27 (as malhas ilustra-
das foram utilizadas apenas para interpolar os deslocamentos, ndo tendo nenhuma relagao

com a discretizagao utilizada).
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(a) 1° modo (malha 6 x 6)

\'o 2(

A

) 2° modo (malha 6 x 6)

J 0.0
1.0

(c) 3° modo (malha 6 x 6)

Figura 5.25 :

Os trés primeiros modos de flambagem de uma placa

quadrada comprimida biaxialmente (h = 0.01).
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(@) 2° modo (malha 12 x 4)

(b) 3° modo (malha 12 x 4)

(c) 4° modo (malha 12 x 4)
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placa retangular apoiada compr

Figura 5.26 :

h
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(@) 1° modo (malha 8 x 4)

(b) 2° modo (malha 8 x 4)

O primeiro e segundo modos de flambagem de uma placa

Figura 5.27 :

retangular apoiada sob cisalhamento (a/b = 2.0, a = 2.0, k = 0.01).
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5.4. Conclusoes

Este capitulo apresentou os resultados numéricos obtidos com a implementacao nuinérica
da formulagdo proposta. Foram analisados problemas de flexdo linear eldstica e de flam-
bagem, para diversas geometrias, condi¢des de contorno e carregamentos. Os resultados
foram comparados com outras solugdes disponiveis na literatura e alguns comentdrios a

respeito do desempenho da formulagio foram destacados.



CAPITULO SEIS

Conclusoes

6.1. Introdugao

O presente trabalho apresentou basicamente uma formulagéo integral para analise de
flexao linear e estabilidade de placas modeladas pelas teorias de Mindlin e Reissner. A
utilizagao do MEC para solugao destas equagoes, contando com fungdes de interpolagao
de cinco graus diferentes, permitiu a solugdo numeérica de problemas estdticos, enquanto
para estabilidade foi utilizado o elemento constante. Foram testadas também algumas
quadraturas para integrais singulares. Com base nestes resultados séo possiveis algumas

conclusoes, bem como uma série de sugestoes para continuidade da pesquisa nesta area.

6.2. Conclusoes

A formulagao aqui desenvolvida mostrou-se bastante satisfatéria na solucéo de pro-
blemas de flexdo de placas. Os resultados para casos estaticos lineares revelaram-se mais
precisos que os obtidos com o método dos elementos finitos. A comparacio com outras
solugbes de elementos de contorno revelou também que a presente formulagio é perfei-
tamente aplicavel a placas finas levando, mesmo nesses casos, a resultados melhores que
muitas formulagdes que utilizam o modelo de placa de Kirchhoff.

Quanto aos procedimentos de integraco utilizados, pode-se dizer que a transformacao
cubica de Telles é uma excelente ferramenta para integracio de quaisquer nicleos fraca-
mente ou quase singulares, com a grande vantagem de nao exigir o isolamento das sin-

gularidades. No caso das integrais fortemente singulares a quadratura de Kutt leva, em
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diversos casos, a resultados ligeiramente melhores que a imposi¢ao de movimentos de corpo
rigido, além de exigir poucos pontos de integragdo. Disso resulta uma grande diferenga no

tempo consumido no calculo computacional, a favor da quadratura citada.

No que diz respeito a analise de estabilidade, deve-se lembrar, antes de mais nada, que
foi utilizado o elemento mais pobre que se pode conceber (constante), e ainda assim foram
obtidos resultados melhores que diversos elementos finitos. A obten¢éo de margens de erro
abaixo de 1% implica em discretizagbes 6 X6 ou maiores, no caso de placas quadradas. No
bentanto, as taxas de convergéncia se reduzem bruscamente a medida que o refino de malha
prossegue. Um refino de malha muito grande pode acarretar imprecisdes na integragao
dos tensores devido a proximidade dos pontos de colocagdo em relagio ao contorno da
placa. A implementacdo de elementos lineares ou quadraticos deve levar a resultados

muito superiores, mas neste caso a formulacéo passa a ser, efetivamente, hipersingular.

6.3. Recomendagoes para continuidade da pesquisa

As curvas de convergéncia p para problemas estéaticos lineares revelam, em alguns ca-
sos, uma redugdo da taxa de convergéncia. Em primeiro lugar, é preciso destacar que
a utilizacdo de fungoes de interpolagdo de ordens mais altas implica em um aumento no
numero de pontos de integracdo. Em segundo lugar, sabe-se que a integragao de funcoes
de Bessel através do procedimento de Telles pode exigir trinta ou mais pontos de inte-
gracao (Mansur [1992]). Assim, a determinagéo criteriosa da ordem das quadraturas para
o melhor desempenho dos elementos qu.adréticos, cubicos e quarticos deve ser investigada
e um procediemnto de selecdo automdtica do nimero de pontos de integragio deve ser
utilizado. Quando o ntimero de pontos de integragio é suficiente, a presente formulacéo
leva a resultados melhores até mesmo que o método da fungio de Green local modificado
(MFGLM) (Barbieri {1992}, Machado [1992]). Da mesma forma, a implementagéo de pro-
cedimentos de integracdo mais gerais, que néo exijam isolamento das singularidades, deve

ser considerada.

A familia de elementos implementada pode ser expandida, como a implementacao de

elementos de arco de circulo, o que favoreceria a anélise de geometrias circulares. Da
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mesma forma, o uso de elementos de contorno constantes integrados analiticamente deve
melhorar os resultados, ndo apenas em problemas lineares mas também nos nao lineares.

Um outro aspecto que pode ser explorado é a utilizagdo de simetrias, atualmente
prejudicada pelo uso da técnica do né duplo em vértices. Esta técnica soa mais como
um truque numérico, e parece perturbar sensivelmente os resultados na vizinhanga dos
vértices. O desenvolvimento de uma ferramenta alternativa para tratamento de cantos
pode melhorar ainda mais o desempenho da formulacao.

A extensao da formulagdo aqui apresentada a problemas nao lineares pode ser reali-
zada escrevendo-se as equagOes gerais apresentadas no capitulo trés na forma incremen-
tal. O levantamento de trajetérias de equilibrio (pds-flambagem) com esta formulacdo
depende fundamentalmente disso. Adicionalmente, a inclusio de carregamentos térmicos
nas equagbes amplia bastante a variedade de problemas que podem ser resolvidos com a
presente formulagio.

Para problemas de estabilidade, a implementacio de elementos lineares ou quadraticos
¢ a continuidade natural da abordagem apresentada, mas depende também da imple-
mentagdo de quadraturas para nicleos hipersingulares. Espera-se que o uso de elementos
lineares ou quadraticos torne a presente formulacao imbativel para solugdo de problemas
nao lineares. A extensdo da formulagao apresentada neste trabalho a problemas de vi-
bragdes livres parece direta, bem como para problemas de flexdo sobre apoio elastico.

Assim, pode-se resumir algumas das possibilidades para continuidade do presente tra-

balho nos seguintes itens:

- Implementacao de procedimentos de integragdo mais gerais e sele¢io automética do
numero de pontos de integracao.

- Ampliagdo da familia de elementos de contorno e células de dominio.

- Analise do desempenho da formulagio para placas com geometrias, condigdes de con-
torno e carregamentos mais complexos.

- Implementacao de condigoes de contorno em pontos internos.

- Desenvolvimento de uma alternativa a técnica do né duplo para pontos com desconti-
nuidade da normal.

- Implementagao de elementos lineares, quadraticos etc. para analise de estabilidade.

- Extensdo da formulagao para problemas de vibragoes, flexdo sobre apoio eldstico, flexao

com grandes deslocamentos e problemas de contato.
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- Extensao da formulagao para problemas de flexdo elasto-pléstica.

- Inclus@o dos efeitos de variagdo de temperatura para andlise de problemas termo-
elasticos.

- Obtengao de solugoes fundamentais para placas com variagao de espessura e imple-

mentagdo das mesmas.

Finalmente, a utilizagdo de filosofias adaptativas baseadas na norma dos residuos das
condi¢oes de contorno calculadas, como estimativa de erro a posteriori, bem como a im-
plementacio de fung¢oes de interpolagdo hierarquicas, deve levar a uma utiliza¢do mais

racional dos diversos elementos aqui apresentados.
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Apéndice A

Tensores Fundamentais Simplificados

A.1 Introdugao

Como foi descrito no capitulo trés, todas as equagdes integrais utilizadas no presente
trabalho fazem uso de tensores fundamentais. Estes tensores descrevem basicamente des-
locamentos e tragdes generalizadas que ocorrem em um problema fundamental, que em
geral corresponde ao estado auxiliar utilizado nas relagées de reciprocidade. Cabe salien-
tar que pode existir mais de uma solu¢io fundamental para um operador diferencial, mas
comumente utiliza-se aquela correspondente a resposta de um dominio infinito submetido
a excitagoes unitarias concentradas generalizadas, paralelas as diregGes coordenadas. Nao
serd, aqui desenvolvido o processo de obtencgdo da solugio fundamental. Serdo apenas des-
tacados alguns aspectos e apresentadas as expressoes analiticas dos tensores fundamentais
implementados no cédigo computacional utilizado neste trabalho.

A determinagio da soluciio fundamental correspondente ao operador diferencial das
equacoes de placa de Mindlin e Reissner, o operador £ da equagio (2.26), é detalhada-
mente apresentada em Monken e Silva [1988] € Westphal Jr. [1990a]. Nestas referéncias, foi
utilizado o método de Hormander (Hérmander [1964]), que reduz o problema de encontrar
uma solugdo fundamental para um operador L no de encontrar uma solugio escalar para o
operador ||L|| (Moﬁken e Silva [1988]). Assim, é obtido o tensor deslocamento fundamen-
tal U, composto por uma combinag¢io linear de seis fungées, apropriadamente multiplica-
das por seis constantes. Algumas destas constantes sdo obtidas através da aplicacao da
teoria das distribuigdes (Stakgold [1979]) e de condigdes de regularidade (Brebbia et all;
[1984]). Duas destas constantes ndo possuem quaisquer condi¢des impostas, caracterizando
a solugdo fundamental do problema como composta por fungées essenciais e fungdes livres.
Entao é possivel estipular para estas constantes valores tais que simplifiquem as expressoes

dos tensores. Uma destas formas simplificadas da solugao fundamental foi adotada no
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presente trabalho. O tensor fundamental T é obtido por relagdes tragao-deslocamento,
envolvendo uma combinagio de derivadas do tensor U (Westphal Jr. [1990a}).

A seguir sao apresentadas as expressoes de todos os tensores utilizados neste trabalho.
Estdo incluidos apenas os tensores relativos ao problema de flexdo (o indice f foi omitido).

Nestas expressoes, vale a seguinte notagao:

z=Ar
ro = Zo(Q) — zo(P)

r=11Q - Pll = vrare
_ o 1
"o Bra(Q) 1 °

A@) = Ko2) + 2 (R - )
B =K+ 2 (ki -1)

onde Kp e K; sao fungdes modificadas de Bessel de segunda espécie, de ordem zero e
um, respectivamente (Abramowitz e Stegun [1972]). F3 e Fy sao as fungdes livres citadas

(Barcellos e Wespthal Jr. [1992]).

A.2 Tensor deslocamento fundamental U

n
- [8A +2(1 - 1/)] r,ar,p} (A1)

1 .
_ 2
Uas 87rD(2 Inz+1+48F3)rr, (A.2)

U3a - _UCY3 (A3)
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1

Uss = 8rD(1 — v)A?

{zz(l —v)(Inz+4F;)—8lnz +

_4 [(3 ~ V)(aF; +1)— (1 - V)Fs] } (A.4)

A.3 Tensor tragao fundamental T

-1 )
Top = 1 (44 + 221 +1 = )70 + 70 60p) +
+(4A+ 1+ v)r ng — 28A + 2Ky +1— V)r,ar,ﬁr,n] (A.5)

2

\ |
Tas = 5-(Bna = Ar,r,) (A.6)

-1
T3Of et g;_—{ [2(1 + I/) an + (1 + 8F3) + (3 + 8F3)V No + 2(1 - V)r,arm} (A7)
Ten = —1 A8
T (48)

A.4 Tensores derivados

As expressoes (A.9) a (A.14) a seguir apresentam as derivadas de todas as componentes
dos tensores U e T, que possuem dimensdo 3x3. Entretanto, os tensores U, T, Ue
U sio tensores 3x2, 2x3 ou 2x2 e entdo apenas algumas das componentes abaixo sao

utilizadas. As equagdes (3.49), (3.63), (3.64) e (3.65) esclarecem quais componentes devem
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ser consideradas em cada caso. Todas as derivadas estdo calculadas em relagdo ao ponto

campo Q.

A.4.1 Derivadas primeiras de U

1
Uoas , = 3D [(21112 + 14 8F3)bap + 27,7 [,] (A.9)
U3oz,ﬂ = Vol (A].O)
1 2
Usso = 5250 3772 [z (1-v)8Fs+2lnz+1) - 8]rr,a (A.11)

A.4.2 Derivadas primeiras de T

Tsa,, = -__-__(i —v) rong+7.6a8+ 8 + U;r Na = 27,47 5T, (A.12)
wr —
T = ———-_1 A
33, = 2712 (nya - zryarm) . ( 13)

A.4.3 Derivadas segundas de U

1 —2 bap — 27,47 5)
Uy — { (bap g

wp  onD 1= v)2? + 2F3048 + [(21nz + 1)bap + 2r 7, ] } (A.14)
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A.5 Tensores envolvidos nos termos de carregamento

Os tensores utilizados nos termos de carregamento sio o tensor U e suas derivadas.

O tensor U pode ser obtido diretamente das expressdes (A.9) a (A.11), como indica a

equagao (3.51). Para carregamentos uniformemente distribuidos, as integrais dos termos

de carregamento podem ser convertidas para o contorno, de acordo com o que foi descrito

no capitulo trés. Neste caso, é feito uso do tensor V que utiliza componentes de U conforme

a equagdo (3.54), e também do tensor Y, dado a seguir.

A.5.1 Tensor Y

Yop =

Y?ia:

7l

1
327rD{ (4F 3 z) (2r,a7,p + 8ap) + [r,ar,ﬁ(zln z+1)+In zaaﬂ] } (A.15)

"o {22 o1, 1)+ P+ D(dlng - 1
SrDNE |1 = p)2 iz~ D+ B+ pdlnz —1) +
23 —
((1 ”))(4F +1)+2F6] (A.16)
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Diferenciagao de Integrais com Ntcleos Singulares

B.1 Introdugao

Como descrito no capitulo trés, a obtencio das equagoes integrais para as derivadas do
deslocamento transversal, utilizadas na formulagio integral do problema de estabilidade,
sao obtidas mediante diferenciagio em relagdo as coordenadas z, de uma das identidades
de Somigliana. Especificamente, é necessario diferenciar a terceira das equages (3.59), ori-
ginando as relagdes (3.60). Sob a condicdo de que as derivadas séo tomadas com referéncia
ao ponto campo @), é possivel diferenciar todos os termos de (3.59), porque estes serdo
no maximo quase singulares. Entretanto, em pontos internos o 1ltimo termo a direita de
(3.59) ¢ singular quando P = Q. Este fato impede que esta diferenciacdo seja realizada da
maneira usual. Quando se diferencia uma integral singular, deve-se fazer uso do conceito
originalmente proposto por Mikhlin (Mikhlin [1962], Bui [1978]), através da aplicacao da
férmula de Leibnitz (Sokolnikoff e Redheffer [1958]), pois os limites de integragio dependem
da variavel segundo a qual se esta integrando. '

Este apéndice mostra o desenvolvimento formal para obten¢éo da equagao (3.61). Se-
guindb o descrito em Brebbia et alli [1984], obtém-se as equagdes integrais para as derivadas
do deslocamento transversal em relagéo a dois eixos coordenados. O desenvolvimento aqui

descrito leva ao aparecimento de um termo adicional, chamado termo convectivo ou termo

livre (Bui [1978]).

B.2 Desenvolvimento

Sejam as equagdes integrais (3.59) definidas sobre pontos internos:
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u(P)+/1:T(q,P)u(q)qu =AU(q,P)t(q)qu —/()ﬁ(Q,P)N(Q)W(Q)dQQ . (B.1)

Como citado acima, todas as integrais de (B.1) podem ser diferenciadas diretamente

sob o sinal de integragao, com exce¢ao da ultima a direita, que pode ser reescrita (Brebbia

et alli [1984}):

V; = lim Uiz, (@, P)My(Q) df2g (B.2)
e—0 -0
onde
Mo(Q) = Nop(Q)us ,(Q) (B.3)

que corresponde ao acoplamento flexdo-membrana. Na equagdo (B.2), £2; é um circulo de
raio € centrado em P, com contorno I'c. Para diferenciar (B.2) em relagio as coordenadas

zo deve-se entao proceder:

. (@ |
Fa. = i (5;7- /9 " Uis,o(Q, P)Ma(Q) der) . (B.4)

Definindo-se um sistema de coordenadas polar (7, ) centrado na origem P = o, como
ilustrado na figura B.1 , reescreve-se U;3 , na forma (apenas as parcelas singulares do tensor

Uis,, devem ser consideradas) :

1

Ugs, = :(—F,_é) Aiz, . (¢) . (B.5)

A figura B.1.a mostra que r(7,0) = 7 e ¢(7,0) = § . Entretanto, se o ponto carga P
se move um incremento Az,, em coordenadas cartesianas, r e ¢ tornam-se diferentes de
7 e 0 e o contorno I'¢ também ¢ alterado. Isto indica a dependéncia de T'¢ da posicéo do
ponto carga. No sistema de coordenadas polar, a equagdo (B.4) é reescrita:

oV or P R(6) 4. _
— = / lim ———/ Aiz.o(9) My (Q)FdF |db . (B.6)
61127 0 e—0 a.'l,"y 3 r

Note-se que na equagdo (B.6) os limites de integragio dependem das varidveis segundo

a qual se esta integrando. Quando isto acontece, deve-se recorrer & férmula de Leibnitz

(Sokolnikoff e Redheffer [1958]):
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d_ o) () 0f(z, @) déy dé>

do (@) f(z,a)dz = /¢1(a) 5o dr — f(¢1,a)71—— + f(d2,a - (B.7)

(04

(a) (b)

Figura B.1 : Defini¢cdo do contorno I'¢ em torno do ponto fonte.
(a) Configurac¢do inicial. (b) Efeito de um incremento Az, aplicado as
coordenadas do ponto fonte.

Na forma como (B.6) esta escrita, é possivel aplicar diretamente (B.7) ao termo entre

parénteses, o que leva a:

9 /R(é)A_ﬁ‘L?‘:‘_(.@Ma(Q)fdfsz(g) 3, (Ai3,a(¢)> Mo(Q) 7 dF +

6.’37 € € aCE‘Y

" (B.8)
Ai3,.(4) _de | il () dR
B r(e,9) Ma(P)de-y + r(R,8) Ma(P)Rdrc.y

Como a origem do sistema de coordenadas estd sobre o ponto fonte P antes da aplicagio
do incremento Az,, e ali permanece apds este incremento, apenas € muda com 4, enquanto

R ndo. Por isto o ultimo termo a direita de (B.8) se anula. Assim, (B.6) é reescrita:
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dé +

€—0 r

Vi . RO 8 (Ail(9)
[ ()

(B.9)
27

= Mo(P) | Ais,(6) cos(r,za)ds

onde foi levado em consideragio que se P = o, r(€,0) = e = €.
Resta agora verificar a existéncia da primeira integral do lado direito de (B.9). Para

isto, reescreve-se:

[ (R0 (Aia(9)
/0 11—1-»% _/f 6x7< . )Ma(Q)TdT dé =

) (B.10)
27 ‘ R ) Ais (¢) 1
— 2 13, L
_/0 11—{1(1) /C rax,,( T )MU(Q)rdr dé
Chamando:
T, 2 0 (A, (4)
Ai3,0n (D) =1 32, ( . ) : (B.11)
e somando e subtrz}indo o termo
2 ‘ R ) Ai3,a(¢)
/e ll_I)I(I) [/e 3z, < - )Ma(P)rdr d¢ ,
na equagio (B.10), vem:
e[t (Anl(4) _
/0 1%[/6 am.,( r )MG(Q)rdr d¢ =
2% _ R R 1
~ / lim{A,-gm(qS) / [M,,(Q)—M,,(P)]—dr}dqs + (B.12)
0 €—0 c P

27 27
+Mo(P) [ B (910(R) 6 = iy | Ma(PYI0) [ i (9) 04

As integrais da equagao (B.12) sdo todas limitadas, desde que o acoplamento flexao

membrana satisfaga a condigio de Holder em P, isto é (Brebbia et alli [1984]):
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1Me(Q) — Mo(P)|| < AP, (B.13)

onde A ¢ a sdo constantes positivas. O tensor A satisfaz a propriedade

isyam

27
/0 Aigoy($)dp =0 | (B.14)

e por isso o ultimo termo & direita de (B.12) é nulo. As duas primeiras integrais do lado

direito de (B.12) sdo convergentes pois:

R

a+2 .
= lim [Ar In(r) 9 (fl—ﬁ—’ﬁ)

a—1 Oy r

< 00 , (B.15)

r

R o
lim [A—B,am((ﬁ) / Ar dT'
e—0 .

€

e a segunda se anula devido a equagio (B.14), o que completa a demonstragéo.
Agora 0V;/0z, equagédo (B.9) pode ser reescrito novamente em coordenadas retangu-

lares:

BV, an3,a(QaP)
63;7 = —-/Q———a—a;;-——Naﬁ(Q) ug’p(Q)dQQ — Naﬂ(P) ug,ﬂ(P) All Uig,a T,,del (B].G)

onde a primeira integral deve ser interpretada no sentido do valor principal de Cauchy
(Brebbia et alli [1984]). Note-se que o sinal negativo foi adicionado & primeira integral de
(B.16), pois a derivada estd sendo tomada em relagdo ao ponto carga. I'! ¢ definido por
uma circunferéncia de raio unitdrio centrada em P e r_ é a derivada de r em relagdo as
coordenadas do ponto campo. A segunda integral do lado direito da equagdo (B.16) é a
chamada parcela convectiva, porque aparece de uma alteragdo da posi¢do do ponto P.
No presente trabalho, é necessario desenvolver o segundo termo a direita de (B.16) para

t = 3, pois sao utilizadas apenas as derivadas cartesianas do deslocamento transversal.

Como a normal exterior de I'j aponta para o centro do circulo, tem-se:
T o= —Ng : (B.17)

Assim, pode-se escrever o termo convectivo como:
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(P) = Nog(P) [ Uy rydl" = ~Nog(P) [ U3y mydr” (B.18)

3 4 . ~
onde Us;  contém apenas a parcela singular do tensor Uss,, (ver equagdes (A.9)), tendo em
vista que as parcelas regulares e fracamente singulares nio originam qualquer contribuicao
convectiva.
Como

-1 -1 r

11

s _ — D
Uss.a = wD(1 — v)z? "o *D(1 —v)A\2 r ’

(o que valida a representacio (B.5) ) e dI' = r d¢, entdo a equago (B.18) é analiticamente

definida por:

c(P) = W(l———l?W [ /2 i nna d¢] Ng(P) . (B.19)

Lembrando, da figura B.1, que nj = —cos ¢ , ny = —sen ¢ e usando as relagoes:

0 0
/ cos’ ¢ dp = sen¢ dp = —7
2

T 2r

0
/ cos ¢ seng dgp =0 ,
2 .

w

obtém-se, levando em conta o sinal do dltimo termo & direita de de (B.16):

‘Naﬁ(P)

Ctop(P) = D — )2

(B.20)

Assim, a matriz de acoplamento flexdo membrana ¢ obtida através da adigao de (B.20),
conio termo néo integral, & matriz E, dada pela equagio (4.38). Esta operagio deve ser
realizada apenas no caso singular P = (). Destaque-se que (B.20) estd de acordo com o
termo convectivo obtido por Xiao-Yan et alli [1990].

A rigor, o mesmo procedimento aqui desenvolvido deveria ser aplicado para as integrais
de (B.1) definidas sobre I', mas o calculo das derivadas do deslocamento transversal é
necessario apenas em pontos internos, quando da utilizagio de células constantes. Para o
calculo das derivadas do deslocamento transversal em pontos sobre o contorno da placa
(o que ocorreria se fossem utilizados células bilineares ou biquadréticas) seria possivel
abrir méo de outras alternativas, como diferencas finitas ou elementos finitos. Entretanto,

fatalmente seriam necessarios procedimentos de integragdo hipersingulares.
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Transformagéo Cubica dos Pontos de Integracgao

C.1 Introdugao

De acordo com o que foi descrito no capitulo quatro, existem diversos procedimentos
de integragdo numérica para nucleos fracamente singulares e quase singulares. O pro-
cedimento efetivamente utilizado na implementag¢ao numérica do presente trabalho foi a
transformacao de coordenadas proposta por Telles [1987] para integracao destes nicleos.
Trata-se de uma transformagdo de coordenadas baseada em um polinémio cibico, que
provoca uma migrac¢ao dos pontos de integragao de Gauss-Legendre em dire¢do ao ponto
singular. A vantagem deste método estd no fato de nio exigir isolamento da singularidade
e ser aplicavel diretamente no dominio normalizado, o que facilita sua implementagao para
quaisquer graus de fungdes de interpolagio. além disso, é de aplicagdo imediata para
integrais quase singﬁlares.

Este apéndice detalha esta transformagao para integragdo de elementos de contorno ¢

células de dominio singulares ou quase singulares, baseado no trabalho original de Telles

[1987].

C.2 Desenvolvimento

Seja a integral unidimensional:

+1
Ir={ f&de (C.1)

~1

‘que possui singularidade fraca no ponto ¢. De acordo como a equagéo (4.49), a utilizagio

de quadratura de Gauss-Legendre com K pontos de integragio fornece:
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K
Ip=) fl&ywi (C.2)

=1

onde §; e w; sao os pontos de integracdo e os respectivos pesos. Entdo, é possivel utilizar

uma transformacio de coordenadas baseada no seguinte polinémio (Telles [1987]):

t)=ar+0 +ey+d (C.3)

onde as constantes sdo determinadas pelas condigoes:

%‘g —0 (C.4.a)
2 .
gﬁkzo (C.4.)
£(1) = 1 | (C.4.c)
{(-1)=-1 . (C.4.d)

As condigoes (C.4) garantem que os pontos de integragao transformados permanecem
dentro do intervalo de integragao. Adicionalmente, o Jacobiano da transformagao se anula

e é minimo no ponto singular. Isto leva a:

a:% (C.5.a)
b=w%§i (C.5.b)
c==%%3 (C.5.0)
d=—b - (C.5.d)
onde |
Q=1+37 (C.6)

e 7 é o valor tal que £(7) = £, sendo dado por (Telles [1987]):
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p={l@@-v+e-+Ee-n-1e-1+é . (@D

Assim, basta aplicar a transformagao (C.3) com as constantes (C.5) & equagio (C.1),

o que fornece (Westphal Jr. [1990a)):

+1 ( _=\3 — =5)2
1=, F 300 =)
Ir = d . C.
r /_lf[1+372+§] 1+372 7 (C8)
No caso de integrais bidimensionais ou tridimensionais, aplica-se a transformagao (C.3)

em cada dire¢do do dominio normalizado.
Para integrais quase singulares, £ ¢ [—1,+1] (figura C.1), e portanto nio ha mais

necessidade do Jacobiano da transformagio se anular no ponto singular. Entao, pode-se

estipular (Telles [1987]):
JH)=—=|. =7 0<7<1 , (C.9)

com 7 = 7(D) , onde D é a menor distancia euclidiana do ponto singular até o elemento

que esta sendo integrado (ver figura C.1). Assim obtém-se:

a=1 5 T (C.10.a)

p= =2 Q_ i (C.10.h)

= TH3Y (C.10.0)

0 10.

d=—b (C.10.d)
onde

Q=1+3% (C.11)
€

= ET P+ Y-V = (C.12)

1+ 2i
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cOom

1 e\ 1
=1+ [(5(3—2”* 1+2F) 1+2F_§] (C13.0)
p= m [(4r(1 -7 +3(1-8%)] . (C.13.b)

Assim, se 7 = 1 a transformagéo ndo tem qualquer efeito.

\)

(a) (b)

Figura C.1 :  Um elemento de contorno quase singular. (a) Dominio
real. (b) Dominio normalizado.

Para se obter uma relagio entre 7 e D deve-se achar uma fungdo 7 = 7(D) tal que o
erro de integra¢ao seja minimo no sentido dos minimos quadrados. Seja um valor D , um
numero de pontos de integragao K e ¢ conhecido. E possivel definir o erro de integragao

€ , para a integragdo em uma diregdo, como (Telles [1987]):

K .
(D6, K,7) =Y (i’; w,) -1y (C.14)

i=1 N1t

onde Iy = f_+11 1/r* d§ é calculado analiticamente. Telles [1987] realizou esta anélise para

a =1ea = 2, e propos as seguintes relagdes para problemas de elasticidade tridimensional:

7 = 0.85+ 0.241n(D) 0.05<D <130 (C.15.a)



Apéndice C - 146

7 = 0.893 + 0.08321n(D) 1.30 < D < 3.618 (C.15.b)

=
il

1 3618<D . (C.15.¢)

No presente trabalho, substituiu-se D por um parametro D , calculado por:

D= ZR;”"" , (C.16)

sendo Rmin a menor disténcia do ponto fonte até o elemento que esta sendo integrado. A
variavel [ representa o comprimento do elemento de contorno. Para integragao de células
de dominio, a equagao (C.16) deve ser aplicada em cada dire¢do do dominio normalizado.
Neste caso, [ representa o compriménto dos lados mais préximos ao ponto singular, cor-
respondentes a cada diregdo do dominio normalizado. Em ambos os casos, Ryin € [ sao

calculados no dominio real. A figura C.2 esclarece algumas das possibilidades.

.

e

min

b ————-0

Figura C.2: Representacdo das variaveis Ryn € [ usadas pela equagao

(C.16).
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Imposicao de Movimentos de Corpo Rigido

D.1 Introdugao

Este apéndice apresenta a técnica de imposi¢do de movimentos arbitrarios de corpo
rigido, para computo das submatrizes da diagonal principal da matriz H, as matrizes H,
dadas pela segunda das equagdes (4.26).

Deve-se salientar que este procedimento, comum no MEC, é aqui aplicado & formulagao
de placas, que difere dos procedimentos similares utilizados para elasticidade bi ou tridi-
mensional porque nestes os deslocamentos sao puramente translacionais. Os problemas
de flexdo de placas lidam com deslocamentos generalizados, de forma que um desloca-
mento generalizadd imposto pode provocar também deslocamentos em uma outra diregao

generalizada.

D.2 Desenvolvimento

Seja uma placa submetida a um deslocamento arbitrario de corpo rigido dado por um

vetor A; (a figura D.1 ilustra uma rotagio de corpo rigido em torno do eixo z3). Entéo:
Tui(p) = Ai(p) (D.1)

Como um deslocamento de corpo rigido néo provoca deformagoes, a equagio (2.5.c)

fornece:
Yald = Ya + U3, a0 = 0 . (D2)
Portanto,
")ba = —U3,a = A

U3, a0 = —Aq ’
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e consequentemente:

6, = tan—l(—Aa) (D.3)

uj (p) = Ai(p)

%, (q)
%, (p)

X)

=~

’V [Xg (P)_X1 (Q)]tg 81 = A; [X1 (P)—Xj (Q)]
I

] \\\
s

N\ 1’>Xl
S \
Xy (P) - Xy (Q)

0 = I3 A,

Figura D.1 :

Configuracao geométrica de uma placa submetida a um
deslocamento de corpo rigido.

Assim, o exemplo ilustrado na figura D.1 define um deslocamento generalizado corres-
pondente a dire¢do e; por:

A — relativo a ¥
Tul = 0 —  relativo a (D.4)
A1[z1(p) — z1(q)] —

relativo a w
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Repetindo o mesmo procedimento para os trés deslocamentos generalizados de placa,

obtém-se (Barcellos e Westphal Jr. [1992]):

1
Ful = 44 0 (D.5.q)

z1(p) — z1(q)

0
fu? = 4, 1 (D.5.b)

z2(p) — z2(q)

0

Tad =43¢ 0 (D.5.¢)

Considerando agora que os deslocamentos A; sdo impostos independentemente, pode-se

escrever:
1 0 0 Ay
ui(q) = 0 1 0 A (D.6)
z1(p) —21(g) z2(p) —z2(q) 11 U4;
ou

ui(g) = Dij(¢,p)A;(p) - (D.7)

A expressao (D.7) mostra que :

ui(p) = LijA;(p) (D.8)

porque Zo(p) — za(p) = 0. Portanto, aplicando-se deslocamentos generalizados 4; , re-
presentando a aplicacdo de movimentos de corpo rigido, é possivel escrever as equagdes

integrais (3.57) como :

Cij(p)i;(p) + /F Tij(¢,p)ij(g)dly =0 (D.9)
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ja que, neste caso, as tragdes sobre o contorno e os autovalores sdo nulos. Entao, de (D.8):

Ci;(p)Ljr Ax(p) +/FTij(q,P)Djk(q,P)Ak(P) dly =0 - (D-10)
Cs@)+ [, Taerdly=- [, To@nDp@ndr, , (DY)
q=p q%p

0 que caracteriza a arbitrariedade de A.
A expressao (D.11) define assim o célculo das submatrizes da diagonal principal de H,

na forma (Westphal Jr. [1990a)):

Cij(p) + /P Tij(q,p) dlq = —Pri(p) /rq Tri(q,p)Dij(q,p)dI; = 0 (D.12)
q=qp 9#P
Logo:
ﬁn = “Pki(p) /Pq Tkl(‘]vp)Dlj(q’p) qu =0 ’ (D13)
q#p :

no sistema de coordenadas do ponto fonte p.

Vale dizer, no entanto, que o método descrito ndo garante, a priori, bons resultados.
Isto fica claro através de uma inspegdo da equagéo (D.13): os termos de H vio depender
diretamente da qualidade da integragao dos outros elementos. Além disso, a discretizagao
do modelo influird sobremaneira, j4 que também determina, ainda que indiretamente, a
qualidade da integragdo do contorno como um todo. Por outro lado garante sem restrigoes
o equilibrio da estrutura, o que pode vir a néo ocorrer quando da utiliza¢do de quadraturas
especiais. Finalmente, deve-se destacar que o procedimento aqui descrito néo é genérico o

suficiente para garantir sua aplicagdo irrestrita a certas classes de problemas.
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Quadratura para Integrais por Parte Finita

E.1 Introdugao

Este apéndice trata da integragdo numérica de nicleos fortemente singulares sobre ele-
mentos de contorno constantes e lineares unidimensionais, através da quadratura para inte-
grais por parte finita proposta por H. R. Kutt (Kutt [1975a], [1975b], [1975c]). Serdo ado-
tados estes elementos porque possuem Jacobiano constante, quando mapeados do dominio
real para o dominio normalizado. Assim, de acordo com o que foi descrito no capitulo
quatro, fica garantida a condig@o de que o grau original da singularidade n&o é modificado
por um Jacobiano nao-constante. Nada impede, entretanto, a utilizagdo direta do proce-
dimento de integracao aqui descrito para elementos quadréaticos ou Vde ordens mais altas,
desde que sejam retos. Na realidade, a quadratura aqui apresentada pode ser utilizada
para elementos curvos, mas neste caso a integragio ¢ realizada sobre um contorno ficticio
reto, tangente ao contorno original no ponto singular (Guiggiani/Telles [1988]).

No desenvolvimento apresentado a seguir, esté quadratura é adaptada para os elemen-
tos citados, e verifica-se que a paridade do niicleo que estd sendo integrado pode levar a
resultados diferentes. A quadratura proposta por Kutt é aplicavel ao intervalo de inte-
gragao [0, 1], e por isto alguns algebrismos sao necessarios para utilizé-la sobre os dominios

normalizados dos elementos de contorno unidimensionais [—1,1].

E.2 Desenvolvimento

A quadratura proposta por Kutt permite a integracdo por parte finita de nicleos

singulares de forma similar a classica quadratura gaussiana:
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0

1 K
it(at—)dt = ;f(ti)wi ,

onde t; e w; sdo os pontos e os respectivos pesos da quadratura, especificos para cada valor
de a. O simbolo f indica uma integral por parte finita. A utilizacdo de K pontos de
integracdo permite o cdlculo exato da integral, desde que f(t) seja uma fungdo polinomial
de grau méximo 2K — 1. Kutt desenvolveu tais quadraturas para diversos valores de a,
inteiros ou fraciondrios (Kutt [1975a], [1975b]). Vale destacar que o intervalo de integragio
é definido por [0, 1], estando o pdlo singular da fungio nicleo no ponto ¢t = 0. No presente
trabalho, o interesse é o cé,lculo.das integrais singulares para clementos unidimensionais, e
portanto @ = 1. Os valores de ¢; e w; podem ser encontrados em Kutt {1975a].

Como anotado por Kutt (Kutt [1975a], [1975b]), as integrais por parte finita nao pos-
suem as mesmas propriedades das integrais interpretadas no sentido usual. Segundo estas
propriedades, as integrais por parte finita permitem reflexdo e translagao do intervalo de

integragdo, mas nao permitem o escalamento do mesmo. Neste caso, a seguinte expressio

deve ser utilizada (Kutt [1975b]):

f(a‘) ][ fl S)t + 5]

s :L'——s

dt + f(s)In|b— s . (E.1)

Com vistas a aplicagéo no MEC sera considerado, em primeiro lugar, um elemento

constante geral. No caso singular, este é expresso:

b
=L@ g acs<w | (E.2)

s T—S$

onde s denota a posi¢ao da singularidade. Dividindo-se I em duas integrais por parte finita

(Brebbia et alli [1984]):

I=r+1" (E.3)

onde

][ ) 4 (E.4.0)

r— S8

I'"'= bi—(—w—)-dw . (E.4.b)

g T—3S
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E possivel agora aplicar diretamente (E.1) a cada uma das expressoes (E.4) sem a
preocupagao, por enquanto, com a paridade do nicleo 1/(z —s). Assim, obtém-se (Brebbia

et alli [1984]):

I'==Y"flla—s)ti+s)wi— f(s)In]a—s| (E.5.0)
1=1

I' = Zf[(b——s)t,' + s]w; + f(s)In |b — s| . (E.5.h)
1=1

Como os pontos de integracido da quadratura de Kutt sfo vélidos para um intervalo
normalizado ¢ = [0,1] , e a utilizagio de elementos isoparamétricos mapeia um elemento
de comprimento ! para um dominio normalizado definido por £ = [-1,1] , é possivel a
adogdo de dois procedimentos idénticos, detalhados a seguir.

No primeiro cdso, seja a integral do elemento singular definida no dominio real (dora-

vante o simbolo f ndo serd mais utilizado):

I= /’/2 f~(§—)dw , (E.6)

~1/2 T

ou I=I'+1", onde

0
I' = y -Jf-(;—) dz (E.7.0)
=1/2
" _ iz f(T)
.I = /(; . dz . (E.7.0)

Entédo, aplicando-se (E.5.a) e (E.5.b) diretamente vem:
I' = ——if —_—lti w; — f(0)In l—l—l (F.8.a)
=1 2 2
=~ (1 !
" _ R R -
"= ;f(2t,)w,+f(0)ln|2| : (E.8.b)

Deste modo, (E.6) é calculada diretamente no dominio real por:
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R ({CORTCD) M

Para o segundo caso, considera-se a integral j& mapeada para o dominio normalizado,

isto é, apds a utilizagdo das fungdes de interpolagao:

_ MY
I= /_1 : d¢ , (E.10)
onde, neste caso:
_ [* (39
I —-/-1 ¢ d¢ (E.11.a)
v [T 1GEY
I ..-A ¢ d¢ (E.11.0)

obtendo-se assim as expressoes

I = — Zf (:2—{ ti) w; (F.12.0)
"= Zf (é t,-) w; , (E.12.q)

)G e

1=1

ou

que € idéntica a expressdo (E.9).

Assim, tanto a expressdo (E.9) quanto a (E.13) poderiam ser utilizadas para integragao
de elementos de contorno unidimensionais constantes, no caso singular, utilizando-se os
pontos e pesos determinados por Kutt (Kutt [1975a]). Entretanto, um importante aspecto
deve ser salientado: na grande maioria dos cédigos computacionais implementados, os
elementos constantes sdo na realidade subparamétricos, isto é, as fungoes de interpolagao
utilizadas para as varidveis sdo unitdrias (um tnico né fisico), enquanto as fungdes de
interpolagéo utilizadas para a geometria sdo lineares (dois nds geométricos). Deste modo,

os sinais negativos de (E.13) devem ser interpretados com algum cuidado. O sinal negativo
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no argumento da fung¢éo nicleo f se refere ao espelhamento de um intervalo de integragio
[—1,0] em relagdo & origem, enquanto o sinal negativo da subtragio dos termos entre
colchetes se refere a troca de varidveis. Isto é plenamente valido para uma varidvel de
integragdo (z, no dominio original) que é positiva em todo o intervalo [s,4]. No caso
dos tensores fundamentais utilizados em elasticidade, o argumento dos niticleos é sempre
positivo (r = |z|), j& que é igual a distancia do ponto fonte ao ponto campo (ponto de
integracdo, no caso das quadraturas). Agora, quanto ao argumento da func¢éo densidade,
este deve ir de [—1,1], no caso normalizado, ou [—1/2,{/2], se a integracio é realizada
diretamente no dominio real, ji que as varidveis contidas na funcio densidade (r, rq,
etc.) sdo calculadas utilizando as fungoes de interpolagiio lineares padrao. Deste modo, a

expressio (E.6) deve ser reescrita da seguinte forma, quando da implementacio numérica:

12
/ f(”)d =r'+r" (E.14)
/2 ||
onde
0
I'= =) 4 (E.15.0)
—1/2 y|$|
" e f(f)
I _./0 o (E.15.b)

Como os pontos da quadratura de Kutt sdo vélidos para [0,1], faz-se z = £1/2 e

obtém-se:

"1 (58)
€] (E.16.a)
1

I'" = "6 e . (E.16.b)

o IEl
Trocando-se os limites de I’:

, 1139

r=—[ 1\28,
AT

e fazendo a troca de varidveis £ = —¢ vem:
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1 (=t
r= 1G9, (E.17)
o ¢l

E finalmente (E.16.b) e (E.17) definem a quadratura na forma:

(O TCH M

e observe-se a diferenga entre (E.13) e (E.18).

Por tltimo, é oportuno salientar que as quadraturas expressas por (E.9) ou (E.13)
permanecem validas se, e somente se, as fungdes que mapeiam a geometria o fizerem para
um intervalo normalizado [0, 1], onde o ponto z = 0 é o né singular. Mas este seria o caso
apenas no elemento linear, pois a singularidade do elemento constante esta sempre sobre
seu comprimento médio. Entretanto, as expressoes citadas ainda permanecem validas se
forem utilizados subelementos lineares para mapear cada metade do elemento constante.
Eventuais simplificagdes podem ser feitas sobre (E.13) e (E.18) se for conhecida a paridade
da fungdo densidade f(z).

A partir daqui serd analisado, como segundo caso, o elemento linear. Alguns dos
algebrismos utilizados para o elemento constante serao igualmente aqui empregados. Como
fundamental diferenga dos algebrismos apresentados a seguir, em relagdo aos realizados
com o elementos constante, esta o fato do elementos linear ser realmente isoparamétrico e,
portanto, a singularidade sempre estara sobre um dos seus nés fisicos (suas extremidades).

Seja um elemento linear I, limitado pelos nés I e J nesta ordem, quando se segue o
sentido de integragdo s (figura E.1). Com vistas & implementagio numérica, serdo utilizadas

aqui basicamente trés variaveis, de acordo com o ilustrado na figura E.1:

z - Variavel de integragdo no dominio real. E orientada sobre o elemento, no mesmo
sentido que o da diregéo de integragao s. Sua origem estd situada sobre o né singular

e vai até o comprimento do elemento: z = [0,[] ou z = [, 0}.

t - Variavel correspondente a um dominio normalizado coincidente com o dominio de
integragao da quadratura de Kutt. A origem é coincidente com o nd singular: ¢t =

[0,+1] .

£ - Variavel correspondente a um dominio normalizado coincidente com o dominio de

integragdo da quadratura de Gauss-Legendre. A origem estd situada sobre o meio
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comprimento do elemento (6 =0;t=1/2; z =1/2). E utilizada para. as fungoes de

interpolagio padréao (¢ = [-1,+1]).

Dominio real: Dominios normalizados:

Singularidade em 1 :

4 e
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Figura E.1: Correspondénciaentre as variaveis utilizadas para aplicagao
da quadratura de Kutt a elementos lineares.

Como o elemento linear possui dois nds, serdo analisados cada um dos casos.
- Singularidade sobre o né I:

Neste caso, podemos aplicar a transformagio (E.1) diretamente & equagio integral

original, ou:
Y O _
1_/0 ff) da:_/o Blart fompy =
=/]wdt+f(0)ln|l| , (E.19)
i |

ou

I=> fletlwi+ fO)nll] (E.20)
i=1
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com

{(m):%x—l .t =2—-1 . (E.21)

Note-se que, como a variavel de integragdo original z é positiva sobre todo o dominio,

ndo ha necessidade alguma de considerar o médulo na fungéo micleo (z =r) .
- Singularidade sobre o né J:

Com o procedimento padrao, define-se:

_ [’ i@,
I—[_ITdJJ s

ou

O f(w) /f( IFRE (E.22)

0

Aplicando-se o escalamento, vem:

r=— [TEED G oy =
0 t
_ / +li[€—§-_—li)ldt— O (E.23)
0
ou, numericamente:
==Y Fl(=tt)wi - Ol (B.24)
=l
onde
{(a:) —a:+1 . (E.25)

Entretanto, neste caso a variavel de integragdo z néo é positiva sobre o intervalo de
integracao. Entao, deve-se reescrever (E.22) na forma a seguir, ji que (E.24) ndo pode ser

usada:

"f@) [, [ =),
I= dz = d */0 ] d : (E.26)

1 |z] o el
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E, pelo escalamento:

e
I= /0 A Ol (E.27)
Assim:
I=3% fE=It)]wi+ fO)ll] (E.28)
1=1

sendo que (E.25) permanece valida.

Efetivamente, sdo as expressoes (E.20) e (E.28) que devem ser utilizadas nos elementos
lineares, quando sua geometria for mapeada com fungdes isoparamétricas validas para o
intervalo ¢ = [-1,+1].

Finalmente, cabe relembrar que a quadratura aqui descrita calcula o valor principal da

integral, e portanto sé é aplicivel a integrais interpretadas no sentido do valor principal
de Cauchy.
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Formas de Calculo da Matriz [E] no Caso Singular

F.1. Introdugao

As equagdes (3.60) mostram claramente a influéncia do acoplamento flexdo-membrana
no célculo das derivadas do deslocamento transversal. Esta influéncia é dada pelos dois

ultimos termos a direita de (3.60), que podem ser escritos na forma:

Eap(P) = [ Ursa(Q PINp(@)d0% + Nyp(P) [ Unan(@ Pra(Pyary , (R)

que sdo apropriadamente multiplicados pelo fator de carga A e pelas derivadas do desloca-
mento transversal us,g.
Utilizando os resultados do apéndice B, reescreve-se (F.1) como:

Nop(P)

Eap(P) = [ U@ P)Nip(@d020 - 50 (F2)

sendo que, de acordo com a convengio (4.40), o Gltimo termo & direita (termo convectivo)
s6 deve ser considerado caso P = Q. Quando P # Q, a matriz E(P) pode ser calculada
por quadratura gaussiana (regular) ou com o procedimento descrito no apéndice C (quase
singular). Entretanto, quando P = @, a integral em {2 de (F.2) deve ser interpretada no
sentido do valor principal de Ca,uchy; pois se torna singular. Uma inspe¢do ao tensor ﬁ,
equagdo (A.14), deixa claro que existem singularidades fracas (Inr) e singularidades fortes
(1/r?) atuando como nicleos das integrais de (F.2). Como j4 comentado, o procedimentos
de Telles (Telles [1987]) pode ser utilizado quando P = @ para integragdo de niicleos
fracamente singulares ou nos casos quase singulares, e este foi o procedimento efetivamente
adotado no cédigo computacional do presente trabalho. Entretanto, ndo foi implementada

qualquer quadratura especial para singularidades fortes em dominios bidimensionais.
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Assim sendo, este apéndice trata da integragéo analitica da parcela fortemente singular
do nicleo da integral de (F.2) que, juntamente com o procedimento de Telles aplicado &
parcela fracamente singular, resulta um método semi-analitico de integragdo da matriz
E. A integrac@o analitica é bastante atrativa quando da utilizagdo de células constantes,
devido a simplicidade das mesmas.

A seguir, serdo investigados dois procedimentos possiveis para integragdo de

B(Q) = /ﬂ U, (QP)Nyp(@)dg (F3)

onde U3; = contém apenas a parcela singular do tensor Usg,,,. Isto é:

-1 1

U;3,aﬁ :7TD(1 _ I/)/\2 (60’ﬂ - 2r,araﬂ) ;3

(F4)

F.2. TUtilizagcao do teorema de Stokes

A fim de regularizar as equagbes (F.3), serd aqui empregada uma forma do teorema de
Stokes. Vale lembrar que o ponto de colocagdao de uma célula constante ndo se encontra
sobre seu centrdide. Assim, se existir uma forma de se aplicar o teorema da divergéncia,
de modo a converter uma integral definida sobre uma célula §2 para o contorno 92 desta
célula, entdo a integral serd, no maximo, quase singular.

Deve-se porém realizar tal transformagdo através de um procedimento de limite, se-
guindo o caminho de integra¢ao ilustrado na figura F.1 .

Assim, as equagoes (F.3) séo transformadas nas integrais de linha:

B2,(Q) = f USy (Q,P)ny(Q)Ny5(Q) dO2 +
- "o (F.5)

+lim U3y, (Q, P (QNop(@d0e
=V Joe
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Xz

Figura F.1 :  Caminho de integracio quando da utilizacgo do teorema

de Stokes.

onde, das equagdes (A.11):

-1 -1 r
g _ — &
Ussa = 2D =0y "M T ADA o) » (F.6)

que ¢ a parcela de Uss, que quando diferenciada em relagio a xg(Q) fornece (F.4). Des-

membrando (F.5) nas parcelas: -

Esp(Q) = Iyﬂ(Q) + (@) (F.7)

e verificando que, sobre Oe (figura F.1):

dle = edf

ja que a normal aponta para P, entio:

-0 N Ny
1@ =, 25 avs@ (F8)
Portanto:
155(Q) = 2D = —al@) (F9)

Deste modo, a matriz E pode ser escrita na forma:
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Eap(P) = [ Udy,n(@ PN2a(@) 402+ §Ufs, (@ PIna(@Noa(@)dlg +
7 EYe; (F10)

+ f)—("l__l__yjj\‘z‘ [Nap(Q) — Nog(P)]

onde o sobre-indice n indica a consideragao apenas das parcelas regulares e quase singulares,
e o termo convectivo estd considerado, como em (F.2) .

Da expressido (F.10), conclui-se que a utilizagdo do teorema de Stokes provoca o can-
celamento do termo convectivo. Além disso, a segunda integral a direita é no maximo
quase singular, dispensando assim a utilizagdo de procedimentos de integracéo mais sofis-
ticados. O procedimento numérico para implementacdo da segunda integral & direita de
(F.10) consiste basicamente em mapear cada um dos lados da célula em elementos unidi-
mensionais, através de fungoes de interpolagdo lineares, ¢ aplicar a quadratura gaussiana,

alternativamente com a transformacéao descrita no apéndice C.

F.3. Integragao analitica

A integracido analitica aqui realizada foi utilizada no presente trabalho para células de
dominio constantes. Entretanto, este desenvolvimento é diretamente aplicivel a células
lineares. Uma célula de dominio constante quadrilateral 2 pode ser dividida em quatro
sub-células triangulares §2; (j = 1,4), como ilustrado na figura F.2 .

Para cada elemento §2; é possivel definir um sistema de coordenadas z1, 22 com origem
sobre o ponto fonte Pj, e com o eixo z; perpendicular ao lado da sub-célula que nao
intercepta este ponto, como ilustrado na figura F.3 (Banerjee ¢ Butterfield [1981}, Cruse
[1969]). O ponto P; corresponde a posi¢do original do ponto singular P, para quaisquer
das quatro sub-células £2;.

No sistema de coordenadas 21, z2, valem as relagoes:

] or = sen 99-%1 + cos 0% , (F.11)

“ r 0—:1:; Ozqo Ozq
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X2

Xy

Figura F.2 :  Sub-divisio de uma célula quadrangular em quatro sub-
células triangulares. '

Figura F.3 : Defini¢do do sistema de coordenadas 2i,22 para uma
sub-célula.

sendo ey € eg4 0s cossenos diretores dos eixos 23 e z3 em relagio ao eixo z4 do sistema de

coordenadas global. Assim resulta:

T, = senfejq + cos @ ezq (F12)
RO h (F.13)
T os 8 ' .

Por simplicidade, reescreve-se (F.3) na forma:
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B3p(@ = [ U (@ PINp(@dslg =g+ 125 (F14)

e I ap © I? g S80 escritos no sistema de coordenadas polar r, 6 da figura F.3, isto é:

: " —C Nup(Q)
I, = —aB\X (Q,P)drdd .
5= /0, | =G5 @r) (F15)
L% r®ocr r N (@)
I2 — f o sy iVyB , P r df ] !
2 2/0 | e, L (R0
sendo
1

Voltando-se primeiramente para a integragéo de I ﬂ, reescreve-se (F.15) como:

4

- H] r(9)
=3 (/0 —CNaﬁ(Q)/ ldram) (F.18)

i=1

e assim ¢ possivel fazer uso da seguinte rclacado, valida para integrais por parte finita (Kutt

[1975b]):

" f(z r (A-1) nlr '
[ 28y o 150 4, £ 0O P19

onde fO=1) indica a (A — 1)-ésima derivada de f(z). Como no presente caso A = 1, a

expressido (F.19) se reduz a:

r T 1
/0 fa(:A)dw - ]€ Ldi+inp @) (F.20)

ja que f(z) = 1. Além disso (Kutt [1975b)),

11
]l Ya=0 (F.21)
ot

resultando a seguinte expressdo para a equagao (F.18):
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4 ()J
Z ( / —C Nap(Q) In |r(6)] d0> . (F.22)
A substituigao de (F.13) em (F.22) leva a:

4

0.7
Iclyﬂ = Z (/_9: —C Nop(Q) In|h|dE +/ C Nop(Q) In|cos 6| dH) , (F.23)

i=1

que pode ser integrada analiticamente pela expressao:

4 22k 1(22k ) & 0; . .
Ilﬂ = Z C Nop(Q) (Z YT B, 6* +1> - In |A| (9} + 03) )
_gg

i=1 .
(F.24)
onde By, sdo numeros de Bernoulli de ordem parT (Dias [1993]).
Para integracio de I2 > T€EScreve-se (F.16):
) 4 r(8) dr
2,=%" / oCr v N ,;(Q)/ Tar) (F.25)
. j=1 -
Utilizando (F.12), (F.13), (F.20) e (F.21), obtém-se:
! 91 h |
IZﬂ - Z /91 2C (senf €14 + cos b ezq ) (senb e1y + cosf ezy) ln da] N,s(Q)
i=1
(F.26)
Definindo:
Goy = €10Cly - (F.27.a)
bay = €1a€2y + €11€2a (F.27.b)
Cay = €20:€2y , (F.27.c)

a expressdo (F.26) é reescrita :

t Ver apéndice G.
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9 24 6 sen 26 sen’f ’
3=1 i

Py
— / f. 2C In | cos 0] (sen’8 agy + sen 6 cos 8 bay + cos®  caqy) db Nop(Q)
gl

1

(F.28)

Sendo que a ultima integral a direita ¢ limitada, pois cos @ < 0, quando a sub-célula é
triangular. Deste modo, substituindo (F.24) e (F.28) em (F.14) a expressio analitica para

a integracao de E‘; P resulta:

4
A~ ~ 0
o = Z{CNM(Q)[(E](G) + 21n |A| (-2— (ayg +cyp+1) +
j=1
sen 20 sen’d 0;
+ 4 (cyp — ayp) + 2—1)7/17)) ; + (F.29)

9
—/ j; 21n|cosé| (senzeaw +senf cosfb,p + cosZ()c,,ﬂ) dé }} ,
—§’

i

onde (Dias [1993]):

0 22k—1(22k _ 1)
k(2k 1)

T1(8) = | By 625+ (F.30)

k=1

Os termos envolvidos na ultima integral a direita podem ser integrados por partes,

originando as integrais indefinidas:

Jol(ﬂ = Gop /ln | cos 0] sen?d df =

= dqp [ln | cos 6| (_g B Sez20) + —;—22(9) + % tan 0 (cos 26 + 1) — ﬂ

-1 1
Jzﬂ = bag /ln | cosf|sen 6 cos 6 df = byg [—-é-—lnlcos f)cos’8 — Zsen29]
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J('zﬂ = Cop /ln | cos 8] cos? 6 d =

0 >
= Cof [lﬂ | cos 6 (5 + 861;29) + %22(9) — —;—tan 6(cos 26 + 1) + Z ,
sendof (Dias [1993]):
22k (27F — 1) 2k+1
To(8) = Z R TIT By| 6 . (F.31)
Efetuando:

Jap=Jog+Jopg+Tog (F.32)

resulta:

1
Jop = 5{(0@6 + cap) [61n] cos 8] + T,(0)] +

0
+(aap — cap) [ tan @(cos26 + 1) — = + —ln |cosf|sen 26| + (F.33)
| 2 1 4
—bap [ln | cos 8] cos”™ 6 + 5sen 9] }
Assim, reescreve-se (F..29):
o zz{m av@)[&(ﬂ) +21n lhl( (ayp +cyp+1) +
1=1

(F.34)

sen 26 senQG 6’]f.
+— (e —ays) + — bvﬂ>+2Jvﬂ(9)] of} ,

que corresponde a integracdo analitica da parcela fortemente singular da matriz E.

t Ver apéndice G.
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F.4. Comparagoes

Infelizmente a comparag¢ao das expressdes aqui desenvolvidas com outros resultados da
literatura ndo é possivel, tendo em vista estarem aqui ja particularizadas para os tensores
de placa semi-espessa.

Com o objetivo de validar as equagOes obtidas com a técnica da subdivisao celular, é

apresentada a seguir uma comparagdo dos resultados obtidos para integragéo de:
I:/L;drz , N=-1<mz,22<+1 . (£.35)
nNrT

Pela simplicidade do dominio de integracdo (quadrado), existem algumas solugdes
analiticas e numéricas para (F.35), com o ponto singular situado em diversas posigoes
em {2.

Aplicando (F.12) e (F.13) a (F.35) resulta:

I:i /0;./"’ senf ey; + cosf ez drdd =
=1 V-8 J0 "

| (F.36)
Ly h
:Z / (senf ey +cosfezr) In l de
pacil 6] cosd
ou
I=5LH+1
sendo:
4 gi :
I = Z / In|h|(senfer; + cosbesr) df (F.37.q)
j=1 —9: :
4 (ﬂf'
L = Z / j(——ln|cos¢9|sen0611 —1In|cosf| cosfez) df . (F.37.b)
; —8]
]—l 1

A integragao indefinida de (F 37.a) e (F.37.b) resulta:

4 _ ¢
s
L = E [ln[hl(sen@em —cosferr) ! (F.38.a)
=1 6

1
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4
I, = Z [0050 (1 —1In|cosf|)err +senf (1 —In|cosf|)es +
=1

; 7r+9
an 23

—In

0!
czl} o (F.38.b)
_9;?

Logo:

I= Z[lnlh[(senﬂegl —cosfeyp)—cos@ (1 —1In|cosb|) e +

J=1
t' ™ 60 Ojf.
an 1 + 5 €21 _

-6’
A tabela (F.1) ilustra os resultados obtidos pela técnica da subdivisdo celular com

(F.39)

+senf(1—Infcosf|) e —In

outras solugdes disponiveis na literatura. Os resultados analiticos foram calculados com a

solugéo fechada (Theocaris et alli [1980]) :

I — 1 [ L2tV PR+ (4P ] [ 1 -oa(Py) 4/ (101 (7)) 24 (p (P (F.40)
[-1-22(P)+y/ (41 (P + (Lo (PY? | [-1-22(P) /-0y (P24 =apP)2 | | '

Os resultados numéricos de Theocaris (Theocaris et alli [1980]) foram obtidos através
da aplicac¢ao da regra do trapézio na diregio circunferencial e uma transformagio dos pon-
tos de Gauss-Legendre para a dire¢fo radial (sdo mostrados os resultados para 72 abscissas
na diregao circunferencial e 20 pontos de integracdo modificados na direcdo radial).

A tabela F.2 demonstra a qualidade dos resultados obtidos, mesmo para as situagoes
em que o ponto singular se encontra muito préximo do contorno da célula.

Estes resultados néo validam plenamente a equagédo (¥.34), mas demonstram a eficiéncia
da técnica da subdivisio celular com posterior integragdo em um sistema de coordenadas
polar. Evidentemente, alguns outros procedimentos tém sido propostos na literatura. A
utilizagdo de quadratura gaussiana na dire¢do circunferencial e da quadratura de Kutt
(Kutt [1975a]) na diregdo radial parcce levar a bons resultados (Faria et alli [1981]). Al-
guns trabalhos tém utilizado uma transformagao de coordenadas polares triangulares (Li
et alli [1985], Lu e Ye [1991]), mas como demonstrado por Huang e Cruse [1993], tal técnica

ndo garante a convergéncia para o resultado correto.
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z(Py) z2(Py) Equagao (F39) Equagao (F.40) Theocaris et alli [1980]
0.60 0.00 -2.11417492 -2.11417492 -
0.60 0.50 -1.93571070 -1.93571070 -
-0.30 0.20 0.87901789 0.87901789 -
0.40 0.10 -1.23457868 -1.23457868 -1.234133
0.60 ‘0.20 -2.08772293 -2.08772293 -2.087700
0.80 0.40 -3.41989565 -3.41989565 -3.419919
Tabela F.1 : Comparagao dos resultados obtidos para integragio da

equagio (F.35). As casas decimais que diferiram esao sublinhadas.

z1(P) z2(P1) Equagao (F.39) Equagéo (F.40)
0.200000 0.200000 -0.569618100036693 -0.569618100036693
0.400000 0.400000 -0.167058231705192 -0.167058231705192
0.600000 0.600000 -1.847246085713838 -1.847246085713838
0.800000 0.800000 -2.782560237584587 -2.782560237584586
0.900000 0.900000 -3.585670652017027 -3.585670652017023
0.950000 0.950000 -4.331234934924862 -4.331234934924857
0.990000 0.990000 -5.981433213717143 -5.981433213717152
0.999900 0.999900 -10.596534729974270 -10.596534729965539
0.999999 0.999959 -15.201803919391898 -15.201803989427697

Tabela F.2 : Comparagao dos resultados obtidos para integracao da

equacdo (F.35) quando o ponto fonte se aproxima do contorno da célula. As
casas decimais que diferem do resultado obtido pela equagdo (F.40) estao
sublinhadas.
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Calculo Numérico de Nimeros de Bernoulli

G.1. Introdugao

De acordo com o descrito no apéndice F, a integragdo analitica da matriz E envolve
séries que contém nuimeros de Bernoulli. Especificamente, deve-se calcular as séries X;(z)

e ¥(z), dadas por:

0 22]6—].(22]6 . 1)

Ti(z) = }; EIEY | Byy| 225! (G.1)
© 52kio2k :
Bao) = 3 o Bl (X

k=1

onde By, sao os referidos nimeros de Bernoulli. Tais séries infinitas sdo particularmente

lteis para o calculo de certas integrais, como por exemplo (Bronstein e Semendiaev [1979)):

3 0 7 22k—1(22k - 1) ok -
S +1_ .. —
/ln|cosx| dz = 6 " 60 3 F2E 1) By x lz] < 5 (G.3)
:lZ3 0 23:7 22k~1(22k _ 1) - T
t de = —4+—+-—+--- By g2+ — ... —,(G.
/x anz dr 3‘+15+105+ + 2k +1)! 2% T 0<|$|<2,(G4)

que sdo utilizadas para o computo de (F.34). Entretanto, como ficard claro a seguir, o
calculo numérico de (G.1) e (G.2) pode trazer algumas dificuldades devido a capacidade
limitada de armazenamento de nimeros em computadores, mesmo quando da utilizagdo
de codigos de precisao dupla. Além disso, existe mais de uma definigdo para os niimeros
de Bernoulli, analiticamente equivalentes, mas que levam a resultados diferentes quando

calculados numericamente, devido aos erros de arredondamento e truncamento. Assim,
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este apéndice explora suscintamente algumas possibilidade para calculo dos niimeros de

Bernoulli e a estratégia adotada para calculo das séries () ¢ Zo(x).

G.2. Procedimentos para o calculo numérico

Dada a fungdo y = &7, chama-se nimero de Bernoulli de ordem k o valor da k-ésima

derivada de y no ponto z = 0 (Dias [1993]):

dF T '
Bi = da* <e’” - 1>x:0 ) (G:5)

Pode-se demonstrar que a partir de By, todos os niimeros de Bernoulli de ordem impar
sao nulos (Dias [1993]). A defini¢do acima leva a algumas expressdes possiveis para By,

trés das quais apresentadas abaixo (Bronstein e Semendiaev [1979]):

sz-—-w2k(2(22kk_)l!_1)(1—2—2—F+3—:;7c-—4—ii+---:tk—12,;:{3'_“> (G.7)
sz:ﬂkégfﬂ!_l) (1+3%+5—i-,;+7—;g+...+@—_1—1)2—k+...) . (G8)
sendo k = 2...00e By = 1, B = »-%. As séries acima permitem a determinacao dos

primeiros nimeros de Benoulli na forma de nimeros racionais. A tabela G.1 fornece os 24
primeiros nimeros de Bernoulli.
A fim de facilitar o célculo de By, para grandes valores de k, Bronstein e Semendiaev

(Bronstein e Semendiaev [1979]) apresentam a seguinte expansdo assintdtica:
By = 4k¥(ne) %\ /mn . (G.9)

A expressdo (G.9) é itil para cdlculo numérico de ntimeros de Bernoulli de alta ordem,

tendo em vista a dificuldade de se armazenar os numeradores e os denominadores que

resultam da utilizagdo de (G.6), (G.7) e (G.8). A dificuldade ¢ ainda maior no célculo de
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Yi(z) e To(z), devido aos fatoriais envolvidos. Uma possibilidade é a utilizagio de um
algoritimo que realize uma divisdo progressiva dos numeradores até atingir o resultado da
divisdo pelo fatorial todo. Com esta técnica € possivel calcular niimeros de Bernoulli de
ordens relativamente altas, sem aumentar de forma muito significativa o tempo de célculo.
Entretanto, para grandes valores de k os problemas permanecem, e a utilizagao da expansao
(G.9) se torna atrativa.

Assim, com o ob jetivo de se obter uma forma rapida e precisa para cdlculo dos niimeros
de Bernoulli, para posterior utilizacgo em (G.1) e (G.2), foram realizados alguns experi-

mentos numéricos.

k By

0 1

=

: :
R

6 | &

s |

10 eis

12 ,._2%%

14 %

16 _%%_7

s |

0 | -

n | g

Tabela G.1 : Primeiros nimeros de Bernoulli (além de n =0c¢n =1,
séo mostrados apenas os valores para n-par, pois By = 0, n-impar > 2).

Em primeiro lugar, analisou-sc como a expansao (G.9) se ajusta a defini¢do de By,

tendo como base os valores exatos da tabela (G.1). Como conclusio, detectou-se que a
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expressdo (G.9) nao fornece valores corretos para os primeiros By. Entretanto, os erros
para k > 18 sdo pequenos, ndo superando 0.5%. _

A seguir foram comparados os valores de By obtidos com as expressoes (G.6), (G.7) e
(G.8), tendo como base de comparagao a tabela G.1 para n < 24, e a expansao assintética
(G.9) para n > 24. Disto concluiu-se que os resultados obtidos com as expressoes (G.6),
(G.7) e (G.8) diferem muito pouco entre si, sendo que a equagio (G.8) fornece melhores
valores para By e B (foram utilizados 300 termos para as séries).

Como préximo passo, estudou-se algumas estratégias de cdlculo para as séries dadas por
(G.1) e (G.2). Como critério de comparacao, foi verificado qual dos métodos apresentados
abaixo congerge mais rapido (ou seja, comparou-se o valor das séries L1(z) e Ta(x) para
dois valores consecutivos de ndimero de termos das séries), limitando-se em 100 termos

para as séries. Os métodos usados foram:

1 - By dado pela tabela G.1 (e portanto aplicavel apenas até k = 24).
2 - By, dado pelas expressoes (G.6), (G.7) e (G.8).
3 - B; dado pela expansao (G.9).

4 - By dado pela tabela G.1 até Bys e pela expansdo (G.9) para k > 24.
5 - By dado pela tabela G.1 até Bas e pela expresséo (G.8) para k > 24.

Dos resultados desta analise, conchiiu-se que:

a. Para argumentos |z] < ¥, sfo suficientes 15 termos para convergéncia, utilizando-se
codigos de precisao dupla, sendo que este nimero de termos se reduz & medida que
|z] — 0.

b. O método 5 apresentou as mesmas caracteristicas de convergéncia dos demais. En-
tretanto, parece mais confiavel nos resultddos fornecidos por utilizar valores exatos
para os primeiros nimeros de Bernoulli e a expressdo para B que apresentou melhor

desempenho numérico, sem incorrer nos possiveis erros da expansao assintética (G.9).

De acordo com as conclusoes acima, o método 5 foi o efetivamente utilizado na imple-

mentacao computacional do presente trabalho.
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