UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA
CURSO DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

SIMULACKO NUMERICA DA TRANSFERENCIA DE CALOR E MASSA
NA SOLIDIFICACAO DE LIGAS BINARIAS

TESE DE DOUTORADO

AuTOR : HORACIO ANTONIO VIELMO
ORIENTADOR : ALVARO TOUBES PRATA

FLORIANGPOLIS. DEZEMBRO DE 1993 -



SIMULAGAZO NUMERICA DA TRANSFERENCIA DE CALOR E MASSA

NA SOLIDIFICAGAO DE LIGAS BINARIAS
HORACIO ANTONIO VIELMO
ESTA TESE FOI JULGADA ADEQUADA PARA A OBTENGXO DO Tt TULO DE
DOUTOR EM ENGENHARIA

ESPECI ALIDADE ENGENHARIA MECANICA, AREA DE CONCENTRAGXO FLUIDOS,

APROVADA EM SUA FORMA FINAL PELO CURSO DE POS-GRADUAGXO EM

ENGENHARIA MECANI CA
Z/

Prof. ALVARO T. PRATA. Prof. B SNOE JER, Dr.-Ing.

Orientador Coordenador do Curso

BANCA EXAMINADORA

s ¥ Ay

Prof. ALVARO T. PRAT;/ Ph. D.
residernte

Prof. ARNO MULLER,

omn’ Lo / ' UFRGS

Prof. URI GARCIA, Dr.Eng. 7/;7V
UNIC %%

. 1 , g -
éjal/ Prof. MILTON ?472ARO. Dr . Eng.
- _ ' UFRGS .

Prof. A. FAB] C. DA SILVA, Dr.Eng.

s kY

Profa. INGEBORéré. ARROYO, Dr.Eng.
UFSC



Dedico com amor este trabalho aos meus filhos,
Anténio e Roberto, esperando que eles um dia
© reconhegam como mais um passo de nossa

evolugdo familiar.

Dedico dém;amorheste~trébalho A minha esposa,
Lolo, que Jjunto comige empreendeu o grande

creécimento destes dltimos anos.



‘Muito cbrigado Alvard Prata, meu generoso

orientador, - exemplo e .incentivo.



AGRADECIMENTOS

Aos meus pais e demais familiares pelo grande incentivo.

Aos professores do CPGEMA/UFSC pelo precioso conheci menﬂo
transmitido.

Aos colegas professores do DEMEC/UFRGS, . especialmente -aoc
Prof. Milton A. Zaro, pelo imprescindivel apoio.

Aos colegas de curso pela ajuda e lagos de amizade firmados.

A nag8c brasileira que com seu trabalho fipanciou minha

formac3o profissional.



RESUMO v

RESUMO

A presente tese trata da modelagem numérica do problema
da solidificag8c de ligas binarias, especialmente as metalicas.
Procura—-se enfocar o problema tanto do ponto de vista metal(xrgiéo
como do ponto de vista de engenharia e ciéncias térmicas.
Inicialmente aspectos gerais associados aos mecanismos de
transferéncia de calor e massa na solidificag3o s@o abordados e
diferentes formulagBes s8o revistas e apresentadas de forma
detalhada. Os modelos classicos que possuem solug®es analiticas
s%o revisados e discutidos em detalhe, culminando com o método
integral. JA no Ambito dos métodos numéricos sSoapresentadas—e- -
discutidas formulag®es para os problemas de Stefan e Neumann,
tanto em temperatura como em entalpia. Também s3Zo abordadas
formula¢des capazes de considerar © movimento da; fase liquida.
Apds a anilise de substaAncias-puras.e-ligas -eutéticas, -passa-se
as 'ligas,E;ue solidificam . ao longo de uma faixa de temperaturas.
Visando ilustrar o problema da solidificaic;io sob o ponto de vista
metaldrgico, aspectos especificos neste contexto sZo explorados.
A seguir é apresentado.--em forma detalhada -um modelo que
representa o estado da arte para a solidificagdico de misturas
binarias. Limitag@es do modelo s3oc apontadas, dentre _as quais a
hipétese simplificativa da existéncia de equilibrioc termodinamico
entre as fases, prejudicando um tratamento mais detalhado da
interface. E proposto um modelo difusivo onde as fases sélida e.
'.liquida s8o tratadas-de forma distinta, permit_,indb a n3o adoglo
da hipétese de equilibrio tefmodin&mico ent,re" as fases. O modeio
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é adequado para a simulagfo da transferéncia de calor e massa na
solidificag8o direcional, mesmo em condig®es de elevada taxa de
solidifica¢®o onde a interface entre as fases .n%o. é_ plana. A
abordagem numérica baseia—se na metodologia de volumes finitos e
todos os detalhes associados A& discretizaglio das - -equagdes
diferenciais do problema sfo apreséntados. S3oc realizadas
simulag@es com as ligas chumbo-estanho e aluminio—-cobre. Os
.resultados destas simulag@es, tais como a composigiio final da
peca, o tempo necessarioc para a solidificagfio, as velocidades de
avango da interface ao longo do processo e as fra¢g8es de sélido a
e sélido 3, no caso da formag¢3io de eutético, sio mostrados e
discutidos. Finalmente analisa-se a influéncia sobre a
solidificagio da variagso'do grau de superaquecimento inicial da

liga e do coeficiente de troca de calor aplicado na fronteira.
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ABSTRACT

The subject of the present thesis is the numerical modelling
of the binary alloy solidification problem, with emphasis on
metallic alloys. The problem is approached on the metallurgical
and on the engineering and thermal sciences point of view. First
general aspects associated with the heat 'and mass transfer
mechanisms are treated, and different formulations are revised
and presented in detail. The classical models with their
analytical solutions are revised and discussed, culminating with
the integral method. Under the scope of numerical methods, the
Stefan | and Neumann problems are presented in temperature and
enthalpy formulations. The natural convection in the liquid phase
is alsd considered. Once pure substances and eutectic alloys are
explored, those mixtures that change phase in a temperature range
are focused, including the metallurgical aspects of their
solidification.: Next,-.a complete model ~-representing the :state of
art for the binary alloy. soiidification is presented. Some
limitations of this model are pointed odt. includihg the
hypothesis = of thermodynamical equilibrium between  phases,
impairing the treatment in detail of the solid-liquid interface.
A diffusive model is then proposed where the solid and liquid
phases are treated separatelly, not adopting the hypothesis of
thermodynamical equilibrium between phases. The model is able to
simulate the heat ' and mass transfer in directional
solidification, including high rates of. solidification wheré' the
interface between phases is not planar. The numerical approach

are based on the finite wvolume methodology and the details



. ’ ABSETRACT Ix

associated with the discretization of the differencial equaiions
are presented. Simulations for the Pb-Sn and Al-Cu alloys are
per formed. Results such as the final composition of the
solidifying body, the overall solidification time, interface
speed along the solidification process and the fractions of a and
3 solid, in the eutectic case, are presented and discussed. The

‘consequences for the soclidification process of the alloy’s
initial superheating degree and cooling situations are also

explored.
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coeficiente na equag3io geral de transporte

area

constante no termo fonte da equag3o geral de transporte
forga de corpo na equagf3o geral de transporte

ndimero de Biot [hL.k]

capacidade calorifica ou calor especifico ou concentragfo
constante

coeficiente de difusZio ou fluxo difusivo

produgio de energia

- frag8o em massa (concentragiod

fragZo em massa média

forga ou fluxo convectivo

fator geométrico

ntmero de Fourier [at-L%]

acelerag¢®o da gravidade ou fra¢8io em volume

produ¢io de quantidade de movimento

coeficiente de troca de calor por convecgiio ou eﬁtalpia
especifica

coeficiente de troca de calor por convecg8io através da

interface sélido-liquido

‘termos interfaciais sélido-liquido

vetor de base unitario na diregfo x

vetor de base unitario na diregfo y

fluxo total de energia através das faces de um volume de
controle

vetor fluxo

condutividade térmica

permeabilidade ou fase de uma substancia (s - sélido, 1 -
liquidod _

constante  dependente da morfologia na equagdo da
permeabilidade

raz%oc de partig3o entre fases

dimensfo caracteristica de um sistema
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fluxco de massa ou produg3o ou destruigfio de espécies em uma
fase

parAmetro no modelo de Schwarz [Cklrked Yas all

parametro no modelo de Schwarz [Ckeskmd Yom oel

localizador de um certo volume na malha

vetor unitario nmnormal a uma superficie

ndmero de grZos

pressio

nimeroc de Peclet [ pul./T]

nimero de Prandtl [ucpskl

calor total trocado

vetor posig3o

namero de Rayleigh [gpCTp - T 38°Pr 21

termo da fungl8o préposta para T; na formulag3ico em entalpia

ou termo fonte na equag¢8ioc geral de transporte

- termo fonte na equag8o geral de transporte, ja integrado ao

longo de um volume de controle

numero de Stefan [cCTb—T*)/kJ

tensor tens3o

tempo

componente de cisalhamento do tensio tensi3o -

temperatura

velocidade cartesiana na diregfo x

coeficiente de troca de calorl

velocidade cartesiana na direg3o y

velocidade de. avango da interface sdélido-liquido ou grupo
que varia.a cada -iteragio, no modelo propostc no capitulo 6

vetor velocidade

volume de controle fixo e arbitrario
diregBes do sistema cartesiano de cocordenadas
coordenada adimensional [x/LJ

fragZo de concentragio
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difusividade térmica {k~-/pcl ou constituinte de uma mistura
ou coeficiente de relaxagio ou uma das fases sélidas de um

eutético

- parimetro da solugiio do problema de Stefan pelo método

integral [1+V1 + 2Stel ou coeficiente de expansio

volumétrica ou uma das fases sdédlidas de um eutético

- deslocamento ou posig3o da frente de fusSo-solidificag8o
.diferenga finita ou coordenada adimensional [&11
~variavel dependente- na: equagio geral--de transporte

- parametro da solu¢g3o dos problemas. de Neumann e Schwarz

[Yas /oLl ou coeficiente de difusfo na equagZo geral de
transporte ou coeficiente na fung8o " proposta para T; na
formulag8o em entalpia

coordenada adimensional [x/é = X/A ou (r _'ro)/tri‘ rODJ ou
variivel muda de integrag3o

ha— h na equag3o da energia e f?- £% na equagio das espécies

. calor latente de fus3o

viscosidade absoluta

viscosidade cinematica [urpl

nova variavel para temperatura [T—T*J_ ou [T—T*/Tp—T*J ou
[T-T"/T _-T'1 ou [Tv-T T -Tol

densidade

densidade parcial

tempo adimensional [Fo Stel

constante nos problemas de Stefan, " ‘Neumann e Schwarz
(S 27at]

coordenada adimensional [z/rol

/3
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SUBINDICES
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lig

m, M

constante

estado inicial ou de referéncia

volume de controle vizinho ac leste em uma malha

face leste de um volume de controle ou zona esponjosa de uma
liga ou eutético

fusZo

interface

estado inicial

refere-se a um certo volume da malha

temperatura de Kirchhoff

fase sélida, liquida ou mistura

liquido

linha do liquido no diagrama de fases

mistura ou fus3oc ou molde

modelo exato para o problema de Stefan

ponto de referéncia ou volume de controle vizinho aoc norte
em uma malha

face norte de um volume de controle

placa gue cede ou recebe calor, ou ponto central de um
volume de controle 7

relativo

valor de uma variavel na temperatura de referéncia

- volume de controle vizinho ao sul em uma malha

sélido ou face sul de uma malha
linha do sélido no diagrama de fases
total

vazamento

- volume de controle vizinho ao ceste em uma malha

face ceste de um volume de controle
direg8o do eixo X -
direg3o do eixo y

local de referéncia de um processo
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SUPERINDICES

convecglo ou parcela convectiva
difus8io ou parcela difusiva’
Da. referente A equag3io de Darcy
constituinte de uma substancia composta
» ponto de fusZo ou iteragfioc anterior
o intervalo de tempo anterior ou estado inicial

1/2 metade de um incremento de tempo

XVI1
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1 INTRODUCAO

1.1 FUSXO E SOLIDIFICAGRO

A fus&o e a solidificaglo s&o mecanismos de
transferéncia de calor por mudanga de fase presentes eﬁ indmeras
situagBes, desde o processo de fabricag8o por fundig8oc de um
metal até a cotidiana confecgfo de um cubo de gelo num congelador
doméstico. E importante observar que quase todos os objetos
feitos pelo homem envolvem, direta ou indiretamente, fus3o e
solidificagd3o em algum estadgio de sua fabricagfo.

©C entendimento e a possibilidade de simular os
fendmenos fisicos que ocorrem na fus8o e na solidificagfo, s3o de
primordial importincia em diversos processos de interesse
tecnolégico, tais como fundig8o, solidifica¢8o rapida, soldagem,
purificag8o de metais, crescimento de cristais, armazenamento de
energia em forma latente, etc. -

Os problemas de mudanga de fase apresentam a importante
caractéristica de possuirem uma fronteira mével, gerando a
dificuldade adicional decorrente do fato dos dominios sdélido e
liquido variarem com o tempo.

Nas segdes seguintes dar-se—-i4 énfase a dois processos
que s&o particularmente importantes em engenharia: a
solidificag8o de metais, de grande interesse na metalurgia, e a
utilizagc8o de materiais de mudanga de fase como armazenadores de

energia térmica.



INTRODUCAO 2

1.2 SOLIDIFICAGAO NA METALURGI A

Os primeiros registros sobre a fundig8c de objetos
simples em cobre datam de 4000 AC, evoluindo para objetos
altamente sofisticados fundidos em bronze na China desde 1600 AC.
A fundig3o em ferro surgiu por volta de S00 AC, também na China,
tendo chegado na Europa pelo menos 1000 anos depois [Kurz e
Fisher, 1886].

A compreens8oc da natureza do fendédmeno constituiu por
longo tempo um grande desafio, fazendo com que a solidificag8o
apenas nos Ultimos 40 anos deixasse de ser um assunto
tecnolégico, e em boa parte empirico, para tornar-se ciéncia.

Na figura 1.1 s8%o mostradas as formas pelas quais o
calor é transferido, do 1liquido para a vizinhanga, na

solidificag80 de um metal puro ou liga eutética em um molde de

fundigS&o.
[7_'—— / Molde
i Z/
Liquids | — Espago devido
Condugao| 4 = a contracao
Convecgao| \lCotrente dometal e
Radiacao | cti . lubrificagao
(Resisténcia de Contato)
Convecgao
e/ou :: £
Radiacao 2 L
Capacidade Térmica

Fig.1.1 Solidificag¢3o de um metal puro
ou liga eutética em mol de

Para uma simulag8c completa do fendémeno, alguns
mecanismos inerentes a ele devem ser levados em conta:
a. Devido aos gradientes térmicos existentes na fase liquida,
correntes de convecgfo natural influem significativamente na taxa

de transferéncia de calor e na composig3o quimica resultante
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Cmacrosegregag8o). Como pode ser observado na figura 1.1, pelo
fato do calor estar sendo removido através das paredes do molde,
as correntes convectivas sZo ascendentes no interior da massa
liquida e descendentes nas regi®es adjacentes A4 interface
liquido-sélido.

b. A configurag3io destas correntes convectivas faz com que a

interface sélido-liquido assuma formas curvas, também variaveis

no tempo, dificultando significativamente a construgZ%o de
modelos.
c. Uma vez gque a grande maioria dos metais sofrem contragfo ao

solidificarem, um espago de ar pode surgir entre o metal ja
solidificado e a parede do moldé, dando origem a uma resisténcia
térmica adicional, também variadvel no tempo, de dificil equacio-
namento [Ho e Pehlke; 1985, Huang et al.; 1892]. Adicionalmente,
a presenga de ar ocasiona a formag8o de éxidos e, em certos ca-
sos o uso de lubrificantes a fim de facilitar a extra¢l3o da pega
apés completado © processo de solidificagfo, dificultam ainda
mais a avaliag8o0 do valor da resisténcia térmica pega—-molde.

Os metais puros e as ligas eutéticas mudam de fase a
uma certa temperatura discreta, entretanto na maioria das ligas
de interesse para a engenharia a mudanga de fase ocorre numa
faixa de temperaturas, isto ¢, as fases liquida e sélida podem
coexistir em equilibrio a varias temperaturas diferentes .
Considerando ainda que na maioria das misturas os componentes
quimicos possuem solubilidade diferente nas fases sélida e
liquida, estes componentes podem ser incorporados na frente de
solidificag%oc de forma diferenciada C(microsegregag8iod [Viskanta,
1988). Neste caso surgem gradientes de concentragfo de espécies
quimicas, que por sua vez originam um transporte convectivo e
difusivo destas espécies. Tais mecanismos se somam ao transporte
causado pelos gradientes térmicos.

Maiores dificuldades na simulac8o s%o introduzidas ainda
pelo fato da interface sélido-liquido assumir formas mais
complexas, dando lugar a complicadas estruturas, como a
dendritica mostrada na figura 1.2, mais comum nos Pprocessos

industriais e na natureza.



INTRODUGCZAO 4

A regifio caracterizada por estas estruturas irregulares
¢ chamada 2zona esponjosa ou bifésica, onde coexistem sdélido e
liquido em fragdes que variam segundo a diregdo x , conforme

mostrado na figura 1.2 .

Até o presente momento somente sZo possiveis modelos de

anadlise simplificados para a regifio esponjosa.

Mais para o interior do metal fundente tem—-se uma
regifio onde o liquido fica em repouso, dita quiescente, ocorrendo

finalmente uma regifo de convecgf8o livre.

Sélido +
Ambiente Molde Sélido  Liquido Liquido

bl — =

! | I | g
! e & |
T | 181 © |
| 181 B |
} | |
Faixa de Temperatura : I : :
de Solidificagao | l |
| I ! ]
| [ | !
| | | !
[ f } f
| ] | |
! ] ! | |
I ! ] | ]
] ] ] } }
] ] ! ] |
Temperatura Ambiente ] i i ] ]
| | ] | 1

X

Fig. 1.2 Distribuig3o de temperatura na solidificag3o de
uma liga metidlica em molde [Clyne, T.VW., 1982]

1.3 ARMAZENAMENTO DE ENERGIA COM MUDANGA DE FASE

Em di versas situacdes da engenharia ocorre a
necessidade do armazenamento de energia em forma térmica. Pode-se
tomar como exemplo o caso do uso da energia solar, onde devido a

sua caracteristica intermitente surge a forte necessidade de
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armazenamento da energia disponivel, durante um certo perfiodo de
tempo, para uso em outro onde existe demanda mas a fonte solar
n3o estid disponivel.

O armazenamento de energia em forma de calor sensivel
possui o inconveniente da grande necessidade de isolamento
térmico, jaA que quanto maior a diferenga de temperatura entre a
massa armazenadora e o ambiente, visando maior quantidade de
energia armazenada, maior é o potencial de perda de calor,
aumentando assim o custo do isolamento. Outro inconveniente & a
necessidade de massas relativamente grandes, para armazenar uma
certa quantidade de energia a incrementos compativeis de
temperatura, como por exemplo no caso do armazenamento de calor
para calefégﬁo de habitag®es em tanques de Agua.

Esforgos vem sendo dispendidos nos udUltimos 38 anos no
sentido de desenvolver armazenadores de energia sob forma de
calor latente [Anderson, 19761, onde um material adequado &
fundido a temperaturas compativeis, como o sal de Glauber
CNa2S0+4"10H20D, cuja temperatura de fusfo é de 32 °C [Duffie e
Beckman, 189801.

O calor necessario para a fus8io do material € a energia
que se deseja armazenar. A recuperaglc da energia assim
armazenada ¢ realizada através da solidificag8o do material,
recuperagio esta que & maior quanto menor for a perda durante o

periodo de armazenamento.

Neste caso o custo do isolamento térmico é
significativamente menor, em fung8o das menores diferengas de
tempertura até o ambiente, e da mesma forma o volume de
armazenamento necessario é menor, para a mesma quantidade de

energia armazenada. ‘

Considerando que o sal de Glauber e outros sais usados
para este fim s%o eutéticos, assim como a parafina, também usada,
O problema quanto ao comportamento destes materiais na fusSo e
solidificag8o ¢ semelhante ao dos metais puros e ligas eutéticas.

A possibilidade de simular o comportamento destes
processos ¢é portanto de fundamental importancia no projeto destes

armazenadores de energia.
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1.4 ESCOPO DA TESE

A transferéncia de calor com mudanga de fase envol vendo
as fases sdélida e liquida durante muito tempo foi tratada de
forma limitada por engenheiros, fisicos e matemiticos. Do ponto
de vista puramente matemitico, fuslio e solidificagfo representam
interessantes problemas de fronteira livre e inumeros sfo os
trabalhos publicados sobre o assunto envolvende diferentes
metodologias de solugfo. Para uma revisfio sobre algumas
abordagens comumente adotadas recomenda-se o livro de Crank,
1984. Os engenheiros mecénicos, quimicos e civis, motivados
principalmente pelo armazenamento de energia térmica, ja ha algum
tempo estudam o problema da fus8o e solidificagio de ceras,
sais e substancias afins, normalmente denominadas de PCM (do
inglés, Phase Change Materials). Em tais estudos, aspectos
relacionados com a microestrutura dos materiais eram
desconsiderados e problemas como nuclea¢fo, microsegrega¢Zo e
formag8o de estruturas dendriticas n8So eram incluidos nas
formulag®es propostas (ver por exemplo a revisio de Viskanta,
1983D. Os metalurgicos, = por maior necessidade, sempre
reconheceram 5_ importancia da micro e macrosegrega¢fo, mas
- tratavam de forma simplificada os problemas de transferéncia de
calor e escoamento (ver por exemplo Flemings, 1974>. Sé
-recentemente é que problemas de mudanga de fase vem sendo
abordados através de uma visf3o mais abrangente, onde os diversos
aspectos fenomenoldégicos envolvidos no processo sfo incluidos nas
formul agdes propostas.

A presente tese procura dar uma vis8o global do
problema da transferéncia de calor e massa presente na fus3o e
solidificag80c. Para isto diferentes formulag@es s8o revistas e
apresentadas de forma detalhada. Os modelos sZ%o introduzidos
segundo uma ordem de complexidade. Inicialmente sfo apresentados
os modelos classicos, que possuem solugBes analiticas. Em seguida
é apresentado o método integral que permite, por exemplo, incluir

a capacidade calorifica da fase liquida em um processo de fusfo e
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ainda obter uma solug¢3o semi-analitica. Os métodos integrais s3o
particularmente convenientes em situa¢gdes envolvendo lingotamento
continuo [Arpaci, 1984, capitulo 41].

’ Tendo discutido modelos puramente difusivos no capitulo
2, no capitulo 3 passa-se a abordar modelos que incorporam o
movimento da fase 1liquida. Neste capitulo sZ%oc apresentadas
formulagBes envolvendo temperatura e entalpia como variavel
dependente. Conforme seri explorado, certas 'formulagaes em
entalpia s83c particularmente convenientes, uma vez que nfo
requerem a localizag8o da frente de mudanga de fase. Tal
informag8c jA é parte da solug8oc do problema. Apés a anilise de
substincias puras e ligas eutéticas, bas que mudam de fase a uma
temperatura constante, passa-se as ligas metAlicas n%o eutéticas,
onde a mudanga de fase ocorre ao longo de uma faixa de
temperaturas.

O capitulo 4 | trata de aspectos metaldrgicos da
solidificag8o, esperando-se que ele possa ser Gtil aos ndo
iniciados em metalurgia.

No capitulo 5 & apresentado um modelo completo péxra a
mudanga de fase em misturas binarias. Tal modelo incorpora um
tratamento da regifio esponjosa onde ocorre a formag8o de
estruturas dendriticas, com sélido e liquido coexistindo. Nesta
regifio o liquido escoa através de uma matriz sélida e modelos
desenvolvidos para melios porosos s3o particularmente Gteis na
simul agZ%o do escoamento.

O modelo introduzido no capitulo S representa o estado
da arte do que hoje é~ utilizado na simulag8o de processos de
solidificagf%0. Esta formulag8o, embora completa, ainda faz uso de
fortes simplificagdes. Como consequéncia verifica-se que
comparag8es entre experimentos e simulag@es numéricas para
solidificag80 de misturas binarias permanecem apresentando
concordincias insatisfatérias. Uma das possiveis fontes de erro &
a hipétese de equilibrio termodinimico entre as fases, ou seja, o
sélido e o liquido coexistem na mesma temperatura, impedindo um
tratamento mais realista da interface.

No capfitulo 6 é proposto um modelo onde as fases sdélida



INTRODUCAO 8

e liquida s3o tratadas de forma distinta, permitindo que a
hipétese de equilibrio termodinimico entre as fases n%o mais
necessite ser adotada. Este modelo & adequado para a simulag2o da
transferéncia de calor e massa na solidifica¢8o direcional, com
interface plana ou levemente ondulada.

No capitulo 7 © modelo proposto é comparado com a
solug3o classica mais completa existente na 1literatura. SSo
também apresentados neste capitulo varios resultados de
simulagdes realizadas para duas ligas metidlicas usuais. Estes
resultados s8o comentados buscando-se a sua compreensdo fisica,
sendo também realizadas observagdes sob o ponto de vista da
solug3o numérica.

No capitulo 8 s8o tiradas algumas conclus&es e dadas
sugestB8es para a continuidade da pesquisa neste campo, tanto do
ponto de vista do modelamento e simulagfo computacional, como do
ponto de vista experimental. Argumenta-se ainda neste capitulo a

favor de uma abordagem multidisciplinar do problema em pauta.
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2 OS PROBLEMAS DE STEFAN E NEUMANN NA FUSAO E SOLIDIFICACAO

Os problemas de Stefan e de Neumann s3o procblemas
classicos, apresentados por pioneiros na abordagem cientifica do
assunto [Stefan, 1881 e Neumann, 18601]. As solugdes analiticas,
exatas, destes problemas s3o chamadas solug¢@es classicas.

Nas préximas duas segBes ser8o caracterizados os
problemas de Stefan e de Neumann, apresentadas as suas

respectivas solugBes classicas e discutidos os resultados.

2.1 O PROBLEMA DE STEFAN

Considere-se a situagfoco mostrada na figura 2.1, onde
uma certa substincia estid sendo fundida, através da adigfo
unidirecional de calor, a partir de uma superficie a temperatura

constante e maior do que a temperatura de fusfo da substancia.

x‘

. Sslido . - T . Temperatura
o T 7 “deFusao.

T = N FreniédéFﬁséo
o (1) Liquido o —Tp>T

Fig. 2.1 Problema de Stefan, versio fusfo

Ignorando a convecg8So natural e assumindo a interface
sélido-l{quido como sendo plana, as vers@es fusfio e solidificagdo
deste problema sZo idénticas. Desta forma no que segue apenas o

problema da fusfo é considerado.
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A distribuigfo de temperaturas em dois instantes de

tempoc é mostrada na figura 2.2.

. Sélido

T A3
—
d(t1) dO(w) X

Fig. 2.2 Distribuigfo de temperaturas no problema de Stefan

Tode o sélido encontra-se inicialmente a temperatura de

fusio T*. permanecendo assim ao longo do tempo, restando

determinar a distribuig¢Zoc de temperaturas no liquido e a evoluglo

da interface liquido—sdélido.
Considere-se o deslocamento da frente de fusZc no

intervalo de tempo At, como mostra a figura 2.3.

.o Sélido ‘Aé
= Liquido 1 3 i
XT = +
© Ned
)

Fig. 2.3 Deslocamento da frente de fusio,
durante o intervalo de t,empo At
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Conforme indicado, a frente de fusf%o desloca-se AS,
sendo necesséria a quantidade de energia E, para fundir o volume
correspondente de sélido

E = A Am ca.1>
ou
E =X p;A AS 2.2

sendo Am a massa de sélido contida na regifo A5, A o© calor

latente de fus8o, P, 2 densidade do sélido e A a Area de face.
Como o sélido esta a T’. todo © calor que chega na

interface & utilizado para fundir-lo . Um balango de energia na

interface requer entfo que

aTt - ‘
kA Szl s At = X p_ A AS 2.3
ou
aT B dé
ki Bxlx=s = * Pa 3T 2. 43

onde dé/dt é a velocidade de deslocamento da interface, ou taxa
de fus&o.

A eq. C2.4)-fornece a condig8o na interface.

Para a detefminagﬁo da velocidade d&/dt necessita-se de
ar/ax|xbé sque é obtida do campo de temperaturas no liquido, que
por sua vez é obtido resolvendo—-se a equagfo da condugfo do calor
no liquido, dada por

2

aT aT
— = o
2

at Ox

2.8

onde a é a difusividade térmica do liquido.
As seguintes condig@es de contorno e inicial se aplicam

no liquido

T = T*, para t = 0O e V x
T=Tp, parax=0e V t
T = T*. para x = e V ¢
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A posigf3o da frente de fusfo, &6Ct), n8Soc €& conhecida, e
deve ser obtida com o auxilio da eq. (2.43. Assim tem-se duas
equagBes, (2.4 e (2.85), com duas incégnitas, T = TCx,td e
6 = 6CL).

Una simplificag3o possivel de ser adotada consiste em
desconsiderar a capacidade térmica do liquido Cmodel o
simplificado), ou seja, desconsiderar o calor sensivel armazenado
no lfiquido. Esta & uma boa aproximagZo quando Ste < 0,5 ,sendo

Ste o ntmero de Stefan, definido da seguinte forma

c CTp = T

x 2.6

Ste =

onde ¢ €& o calor especifico do material.

O modelo simplificado pode ainda ser corrigido (modelo
simplificado corrigidod, somando-se ao calor latente o calor
sensivel armazenado no liquido, associado aoc aumento médio de

temperatura do liquido, obtido no modelo simplificado ([Prata,
19801.

Retomando © modelo unidirecional exato, tem-se a

seguinte solugfo geral para a eq. (2.8), [apéndicel

TCx,tD> = A + B erf[—a-_’;a-{.-] _ ca. 7>

onde erf(x) é a fung8oc erro, definida como
2 -7 '
erf(x) = = J:e dars ca. 8>

Aplicando as condig8es de contorno obtém-se [apéndicel

- ‘TP !?
TCx,td = Tp + ST ;r~J. ds 2.8
onde
Q = —é—— = constante ' C2.10>
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Note-se que 2 ainda n3%c é conhecido, entretanto
¥ =q f2 c2.11>

Adicionalmente, derivando TCx,td), da eq. (2.9, em

relag8oc a x tem-se

- x/afgt
- aT _T ~Tp 2 @& -3
axlx=6 = arrC® V7 ¥ [Ie @ ] 2.1
o =45
ou, empregando a regra de Leibnitz
™-Tp 1 ~&% 40t

aT
#%lx=s = orfcd Fant © €2.13

Substituindo as eq. (2.11> e (2.13) na eq. (2.4,
obtém-se
2

0° _ Ste
Q erfCD e = I c2.14

Assim, para um dado Ste, obtém-se QO a partir da equagio
anterior. Com Q determina-se &(tD da eq. (2.10)

&t> =2 Q Yot 4 c2.18)

A influéncia do Ste no campo de temperaturas do liquido
& mostrada na figura 2.4, onde X = x6 e TETAp =CT-Tpd>CT -Tpd.
Observa-se nesta figura que para Ste = 0 a distribuigcfo de
temperaturas € linear, equivalendo ac modelo simplificado, onde a
capacidade térmica do liquido ndo & levada em conta. Na medida em
que o Ste aumenta, maior & o afastamento em rela¢g3o a solug3io
linear, refletindo o crescente armazenamento de calor sensivel no

liquido.
O calor trocado na placa aquecida & dado por

q =k, gr;|><=o C2.18d

onde kL é a condutividade térmica do liquido.
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1.00

0.80

0.60

STEl= 0,1,2,3.4

TETAp

0.40

0.20

taaaaaag b saas dasviaaaaslaseraaasalassasaassld

0.00 LIRS NI N I B SR MO O L B L B B

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

X

Fig. 2.4 Distribui¢fo de temperaturas no liquido para
o problema de Stefan, com diversos Ste

Da eq. (2.9 obtém-se que

[
aT T T 1
xlx=0 = aFFc® VT €2.17>

onde, da eq. (2.14D

erfCd = > 2-31'3 c2.18d
0 eQ 420

substituindo na eq.. (2.17), e posteriormente na eq. ((2.16)

obtém-se o calor total trocado

2
k, € & T - T
q = ca2.19D

Ste Yot

Na figura 2.5 s8o comparados os modelos exato e

simplificado, quanto & posig3o da interface e ao calor total
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trocado, para diferentes Ste, onde

posig8o da interface dada pelo modelo exato

Ame = posiglo da interface dada pelo modelo simplificado
e
- calor trocado segundo o modelo exato
me calor trocado segundo o modelo simplificado

Como se poderia esperar, o© calor trocado segundo o
modelo exato é maior, enquanto que o avango da interface ¢ menor,
JA que o modelo simplificado n3o leva em conta o calor sensivel
absorvido pelo liquido. Observe~se ainda que o erro apresentado
no modelo simplificado, em relag2o ao modelo exato, ¢é menor
quanto menor for o Ste, isto é, quanto menor for a parcela do

calor sensivel no sistema.

1'6 LS LR l 1 T ¥ ' L i LI ‘ L) ¥ T l IR S I
- —
- ~ Q e ]
$od e e Come e —
- - - -
. o .
I i J— )
— . e =
Qme 1’2.._ ..... SRR R BT et it e ie et e e e s !
o P A -
L o
Ame | [ e - - : ]
i T ) . - . modelo simplificado
L - : " : ]
- T e - Ame . ]
0 ] - i i i { O SO N | 1 Bl i T —:‘_:T' b s, BB P N
{
0 0.4 0.8 1.2 1.6 2
Ste

Fig. 2.8 Comparag8o dos modelos exato e simplificado

2.2 O PROBLEMA DE NEUMANN

Uma sofisticag%c do problema de Stefan é denominada de
problema de Neumann.

Neste problema o sélido esta subresfriado, isto &, a
sua temperatura é inferior A temperatura de fus3o do material,

gerando a distribuigSo de temperaturas mostrada na figura 2.6.
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Como agora a temperatura no interior do sdélido n8o € mais
constante, necessita-se determinar a sua distribuigZo.
~Considerando que os processos em questio s%o
normalmente lentos, pode-se assumir que a interface, a cada
instante, esta em equilibrio, permitindo que se trate

separadamente a condugfo no liquido e no sélido.

Fig. 2.6 Distribuigfo de temperaturas no problema de Neumann

No liquido as condig¢Bes s8%o as mesmas do problema de
Stefan, portanto a soluq.ﬁb é dada pela eq. (2.8). Da mesma forma
&CLD é obtido a part,ir' da eq. (2.18), entretanto com um 0
diferente daquele fornecido pela eq. (2.14D.

Para a distribui¢fo de temperaturas no sdélido tem-se a
mesma equagfo jA empregada no liquido, com as segu'int,es condi ¢8es

inicial e de contorno

Te
Te

Ts = T*. para x

Tw, para t = O e V x
T, para x + e V t
S5e Vit

A solug8oc do problema do sélido é dada por

erf x ) ~ 1
TeCx,td = Tw + CT - Tod [ (E7at ] 2. 200

erfC (h/al/aob -1
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Para a obteng8o de Q ¢é empregada a condi¢Z%oc na
interface, que neste caso deve considerar o calor sensivel
absorvido pelo sélido. Desta forma um balango de energia na

interface requer

atm dé

L3 Ix=6 =™ P, FT cz. 21>

aTs

k ke ————ax |x=6
A derivada aTl/ax. em x = &, esta expressa hna ed.

2.13>, dés/dt na eq. (2.11), e JITer dx, em x = &6, é& obtida a

partir da eq. (2.20). Substituindo tais informa¢g@es na eq.

(2.210 e rearranjando os termos obtém-se

2 2 2

O Stes erfC® _O7C1-I'
Q erfCtd e ¥u CerfCO T5=5F © - Ste =0 c2.22
onde A
L
cLCTp - T
Ste = 5 c2.23
c CT" - Tod
Stes = — x c2. 24
r = /¢ c2.25)
ol

Uma comparag8o entre as solug@es dos problemas de
Neumann e Stefan ¢ realizada na figura 2.7, gquanto ao calor total
trocado e A& posig8o da frente de fus2o, para S’(.eL = 0,8 el = 1.
De forma semelbhante ao realizado na figura 2.5, o© modelo

simplificado de Stefan ¢ tomado como base para a comparagfo.

Assim sendo

Q - calor trocado segundo o problema de Neumann
Neu calor trocado segundo o modelo simplificado de Stefan

Q = calor trocado segundo o problema de Stefan
ste calor trocado segundo o modelo simplificado de Stefan

A posig8o da interface segundo o problema de Neumann
Neu posigfc da interface segundo © modelo simplif. de Stefan

A = posi¢8o da interface segundo o problema de Stefan
ste posicioc da interface segundo o modelo simplif. de Stefan
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Como pode ser observado na figura 2.7, o modelo de
Neumann exige mais calor para a fusfo, além de ter uma menor
velocidade de avango da interface. Tal fato se verifica porque no
problema de Neumann parte do calor que chega na interface ¢
absorvido pelo sélido, em forma de calor sensivel, parcela esta
ausente nos modelos de Stefan, onde todo o sélido ja encontra-se
na temperatura de fusfo. Observe-se ainda que, para Stes = O,
as solugd®es coincidem, ou seja, o problema de Stefan & um caso

particular do problema de Neumann, quando Stes = O.

2.00 7 QNeu
1.50 7 <
] QSte
1.00 ' Simplificado
] ASte
0.50 3 ANeu
0.00
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.

Stes

Fig. 2.7 Comparag8o ehtre os problemas de Neumann e Stefan

Embora a discussZo até o momentco tenha sido centrada em
geometrias cartesianas, a aplicaglo a outras situag8es

geométricas é similar.
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2.3 O METODO INTEGRAL

Este método proporciona uma solug8o analitica
aproximada de problemas de valor inicial.
O método consiste em quatro passos fundamentais

[Ozisik, 19801,

1 A equag8io diferencial do problema ¢ integrada sobre todo o
dominio de solugfio, com o objetivo de eliminar a derivada
em relaglc aoc espago. No caso do problema de mudanga de fase
um dos limites de integrag8o ¢ a posig8o da interface
sélido-liquido, &Ctd. A equagfo resultante ¢ chamada equaglo
integral. '

2 E escolhido um perfil adequado para a variavel do problema,
polinomial por exemplo, cujos coeficientes s8o determinados de
forma a que o perfil satisfaga as condig8es 'de contorno.

3 Este perfil ¢ substituido na equag8o integral, resultando numa
equag8o diferencial ordinaria para &, com o tempo como
varidvel independente. A soluglo desta equagio, sujeita a
condig¢8o inicial, fornece &CtD. ’

4 Conhecida &6Ct), fica determinada a vﬁriével em questio, em
fung8o da posigl8o e do tempo.

Neste caso a equa¢gfo a ser resolvida, como ja foi visto
anteriormente, para o casc de todo o sélido estar a T’ Cproblema

de Stefand, ¢

kK 2T - L c2. 26>
at

2
[ OT a = o 7 cz. 27>
o 89 o ot

"Da regra de Leibnitz

2 _ [Cer as

/1
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e como TC(S,LD = T*

aT _ g dé6 . *
o o
O termo dédt pode ser eliminado, tornando o

desenvolvimento mais simples. Para tal basta adotar-se, na eq.
€2.26d, a variavel 8Cx,td = TCx,td> - T .
Retomando a equag8o inicial, com a nova variavel, e

integrando tem-se

_ ae

Mas, da regra de Leibnitz,

a8 a
o] o]

Substituindo a .eq. C2.31> na eq. C2.30>, tem-se

finalmente a quagzo intégral. ou balango integral de calor (BICO

a6 aw, _ 2

Obser ve—se que, enquanto a eq. (2.26) é um balango de
energia num volume infinitesimal, a eq. (2.32) é um balango em
todo o dominio, podendo n3oc satisfazer a eguagdo original em

certos pontos do dominio.

Adotando o perfil linear & = A+ Bx, que deve
satisfazer as condig@es 6 = 6p em x =0, e €& =0 em x =6,
obtém—-se

& = ep C1 - ga c2.33

Substituindo este perfil no BIC e empregando a condigfo

na interface dada pela eq. (2.4) tem-se
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CTp = T dé
z at

dé k .
7o) ac + — (Tp T = pc

3 ce. 34>

Resol vendo a equag¢io anterior para &CtD,

_ /5 Ste a t

O calor transmitido sera

=k

q = -k

ou, apds a substituigfo de &(td> dado pela eq. C2.35) fornece

_ _.», fT ¥ SteR

As equagdes ca2.33, c2.35% e c2.37> fornecemn,
respectivamente, o perfil de temperatura, a posi¢8c da frente de
mudanca de fase e o calor requerido na superficie aquecida para
a fusfo do sdélido. Para obtengfo destas grandezas impé&s-se um
perfil de temperatura linear no liquido.

A fim de melhor reproduzir a capacidade calorifica do
liquido, além do fato do processo ocorrer em regime transiente,
deve~se adotar um perfil nZo linear.

Considere-se a seguinte curva quadratica (parabolad
T = A + Bx + Cx". Como agora & necessaria mais uma condigZo de
contorno, além das duas em temperatura jA empregadas, ¢ usual
assumir gque 8*T/ax* = 0, em x = 0. Entretanto isto implica em
C = 0, retornando a uma reta, o que inviabiliza portanto a
utilizag8o da parabola.

Seja agora a curva cubica T = A + Bx + CxX° + Dx.
Empregando as condigBes T = Tp e FT 8 = O, em x = 0O, obtém-se
T = Tp + Bx + Dx>. Em x = 6, tem-se que T = ™ e o balango de
energia mostrado na eq. (2.4>. Note-se entretanto que B e D
dependerfo de d&és/dt, e quando este perfil for substituido no BIC
a equag8o diferencial decorrente, para a obteng3o de &6Ctd,

conteréa dzé/dt{ Este fato exigird uma condig2c de contorno a
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mais, em relagfo a &6Ct). Tal condig8o nSo esti disponivel, jaA que
© Gnico fato conhecido é que &6 = 0 em t = O, impossibilitando
assim a solu¢qo associada ao perfil cubico.

Conforme o exposto anteriormente, o fator limitante
para a utilizaglio do métbdo com perfis quadraAticos e cubicos é a
condi¢lo na interface. A fim de contornar tal dificuldade

considere-se o seguinte desenvolvimento em série de Taylor
TCS + d& = TS + ~—l6 dé + ——|6 dt + .... 2.38

mas TCS + d&Y = TCS = T, entfo

dé

s & = - Fls cz.39
Da condi¢8o na interface, dada pela eq. (2.4,
cd!'—f‘“'%i%‘nxb cz. 40>
que, quando substituida na eq. (2.38) fornece
kK (9T, V2_ et -
= [(axls) = 3tls ca. 41>

Aplicando agora a equag8o do problema, (2.26), em

x = 6, tem—-se que

2. 42>

= =i
o é

Substituindo a eq. (2.42) na eq. (2.41>, tem-se a nova

condi¢fo na interface

ﬂl?
? -

2.43

[ -

Desta forma as condi¢®es de contorno disponfiveis agora

s8o
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Oa2T=Tp e T/’ =0
E2T =T e CIT/83&O2% = Carecd T 83

X
|

X
]

Retornando ao perfil quadréitico, com as mudangas de

variéve19=T—T* e x=x -6

@ =D + ECx — & + FCx - &2 C2. 44

Aplicando as condig8es de contorno

x=6 =» 8 =0 =« D=0

X =6 < g‘i2=}.026.’F=Ezc
ax S gyc2 =7

x=0 = 6 =6p = 6p = -8E + &F

2

_ _AB _x (B
obtém-se que E = © F = 2'—c'[3] + onde

p =1+ ¥y ¥ 25te C2. 4%

Substituindo este perfil no BIC, de forma semelhante ao

J4 realizado com o perfil linear encontra-se

1
Ste + 1
IE]

+

&CLd = I
2

WDl

] Yeot (2. 46D

onde deve-se adotar o© sinal negativo em 3, uma vez que o© sinal
positivo gera uma inconsisténcia fisica na solugfo.

Na figura 2.8 s8o comparadas, em relag3o ao model o
simplificado, como ja& foi feito na figura 2.5, as solugd8es exata
e integral. (Balango Integral de Calor),com perfis linear e
quadritico, quanto ao calor total trocado e a posig8o da frente
de fusfo, para o problema de Stefan. Observe-se que para pequenos
S‘t.eL o BIC linear se aproxima mais da solug8o exata do que o BIC
quadratico, ocorrendo o oposto para maiores Stel. onde os efeitos
da n%o linearidade s8oc maiores. Conclus8es semelhantes, para

outros tipos de problemas e perfis de grau ainda mais elevados,
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s%o apresentadas na literatura [Langford, 1873].

LLAL 42t 4)

1.40

1.20
t
calor
:11.00 .
delta : i
1
0.80 .
E : delta BIC lineor
] 1
1 1
0-60 l‘]l!llll:}'l lilllll‘llllllIrTT‘l'}lT'l]lIIIIJ]
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00
Stel

Fig. 2.8 Comparagfo de duas solugSes do tipo BIC, com a
solugfo exata, com base no modelo simplificado
para o problema de Stefan
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2.4 O0S METODOS NUMERICOS

As solugdes mostradas até aqui, sejam elas exatas ou
pelo método integral, n8So levam em conta certos fendémenos
inerentes aoc processo, tais como correntes convectivas, quando o
sistema & instavel, e difus8o de espécies quimicas, no caso de
ligas. Isto deve-se ao fato da impossibilidade de solugfo,
através destes métodos, dos sistemas de equagd®es que representam
estes fendmenos. |

Desta forma surge a necessidade dos métodos numéricos,
que possibilitam a sblu»:;&o de problemas mais complexos.

A principal dificuldade associada aos métados
numéricos, em fung3o da necessidade de discretizar o dominio de
solug%o, decorre do fato de haver uma interface sélido-liquido
que se movimenta ao longo do tempo.

Neste ponto existem duas técnicas comumente usadas,
que se diferenciam fundamentalmente pelo fato de uma delas
formular a equag¢3o da energia em termos de temperatura e a outra
em termos de entalpia.

Nas formulagdes em temperatura existe a necessidade de
identificar permanentemente a localizag8o da interface
sélido-lfquido, ao longo do tempo [Morgan, 1881; Crank, 1084].
Como consequéncia dois dominios sfo considerados, um sélido e um
11§uido, ambos variAveis no tempo. Isto exige um método que
proporcione a adaptagfo da malha computacional na medida em que
os dominios se modificam ao longo do tempo, de modo a sempre
preenché~los por inteiro.

Nas formulag®es em entalpia mais recentes, como as
apresentadas por Voller e Prakash, 1887 e por Cao et al., 1888,
pelo fato de ser computada tanto a entalpia sensivel como a
latente, nZ%c hA necessidade de rastrear a interface, dividindo os
dominios em sélido e liquido. Neste caso o problema pode ser
resolvido socbre uma malha fixa, permitindo inclusive a abordagem
de casos tridimensionais com relativa facilidade. Da mesma forma

n%c s%o necessarias modifica¢@es substanciais para o caso de
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ligas n8oc eutéticas, onde a mudanga de fase ocorre numa faixa de

temperaturas.

2.4.1 O PROBLEMA DE STEFAN COM FORMULAGZO EM TEMPERATURA

A fim de 1ilustrar uma metodologia numérica, com a
equag8o da energia formulada em termos de temperatura e o emprego
da técnica de imobilizag8o do dominio, considere-se o problema de
Stefan mostrado na figura 3.1. No.desenvolvimento que se segue &
feito uso do método dos volumes finitos, conforme descrito por
Patankar, 1980. Tal método, bem como suas variagdes, tem se
mostrado muito eficiente na sua aplicag8c a problemas de mudanga
de fase. A equag¢8o do problema, para o liquido, conforme ja foi

visto, & a seguinte

K ———-—=pc-gTT 2. 47>

com a condig¢fo de contorno, em x = &

aT _ dé
Ky Bxl=s = * Po Gt €2.48
eemx =90, T=Tp
x &

4 esnan T Temperatura -
AR % _‘-"SOI‘ldof - .~ deFusao _

. = ‘ ‘.\-Fr'ente'de Fus:’aé
d (V), Liquido Ty > T

Fig. 2.9 Problema de Stefan com aquecimento inferior
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Utilizando as seguintes adimensionalizagdes

T-T _T-T" x &
8 = *= x:E A=E
T - T AT
b
c2.49
T = Fo Ste = atc AT
- 2
A
a eq. (2.47) fica
e )
2=St¢e?‘? c2.50
)4
e a eq. (2.48), condigldo de contorno em x = 6, se torna
99 = d4 c2.581)

- oxlx=a T @z

_ Observe-se que, uma vez que este é um problema de
fronteira 1livre, a determinag8c do dominio ¢ uma parte do
problema, associada as condig@ies de contorno.

Uma estratégia de solug8o consiste em transferir o
problema da determinagfio da posig3o da fronteira para a prépria
equagio, através da seguinte transformagfo de coordenadas

x L X X

Y = =5 T L AD - ACD ca. 52

que pode ser vista como uma imobilizagZc do dominio, ja que
O < npCtd =< 1. Observe-se que esta nova coordenada espacial
depende do tempo, e que a fronteira de fuslio sempre ocorre em
nttd =1 . Tem-se agora 6 = 6(7n,7Td

Desenvol vendo os termos da eq. (C2.8502

3, _ 86 8y . 36 Ot
axle=a ax * 3% ax c2.53>
mas dt/78 =0 e /X = 1A, ent3o
3 _ 1 de
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seguindo
2
0ﬂ=LF£]
ax2' T X A dn
=% 94 11} ,19 [8
ay X |A A 3 |dm
629__21_9_é+.1_0_{92]0_n
ax2 on a2ax 4 9 9m) X
mas dA/dX = 0 e é@én/dX = 1A , assim
%6 _ 1 %6
ax2 A?anz

e o termo do lado direito da eq. (2.850>3

_ o8
F'x‘an

mas X = n A, entdo

A8

ou
8 _ndase _ _1 o
ot A dT &n A%Ste anz

e a condig8o na interface fica entio

109 _ dA
ln—i dr

2.555

c2.86>

Ca2.87>

c2.88>

2. 890

C2.60D

(a.61>

condig3o que fornece a velocidade de avango da interface, dAsdr ,
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a ser usada na eq. (2.60).
A fim de integrar numericamente a eq. (2.60), deve-se

rearranja-la, observando que

a n dA _ n dA 88 8 n dA
35[3&9]‘33;3;;*955[33?] | ca.62
ou '
3 [n dA _npndA 8 1 dA
?ﬁ(za;e]“za'&;*za;a cz.83
Substituindo o termo (n/A0dA/drdC868/78n) na eq. (2.60),
obtém-se
2
1 e _ 86 . 1 dA a [ndA]
, =~ +-_-—@8 - — L@ (2.64)
ASte 8n2 .aT A drt an |A dr
ou
a a dA 1 a0} _
3?[‘9]*35[”3;9 ASte'éz]“° ca.6%
Comparando a equag3o anterior com a equag8oc geral de
transporte
2
S topd + Qcpupy = &2 c2. 68
at ox 2
ax
ou
a a _ op. _ '
sendo
a¢
pugp - T il J = fluxo convectivo + fluxo difusivo
pode-se escrevé-la da seguinte forma
a a _
y CA 6 + F ¢Jd =0 2. 68
onde
e 1 ae
J =W - rmie c2.68
e
. _ __dA ,

sendo
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J : Fluxo total de energia através das faces de um volume de
controle '

m@ : Pseudo convecgfo proveniente da imobilizagfio do dominio

-— : Difusfo

A forma da eq. (2.68) & conveniente para integragfo.

Para aplicagfo do método dos volumes finitos, o dominio
de integragZo serid ent3oc dividido em pequenos volumes de
controle [Patankar, 1980], nZo superpostos, como mostra a figura

abai xo.

Fig. 2.10 Volume de controle tipico na discretizagl3o
do dominio de soluglo :

Integrando entfoc a eq. (2.68) ao longo do volume

sombreado, ilustrado na figura (2.10>, tem-se

P 2 caedan+| Zcmnan=0 - ca.71>

de onde obtém-se

g? CA O Ap + CJe - Jwd = O c2. 72>

Integrando agora no tempo
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3@

T+AT T+AT
I CA 6> An dt + I CJe — Jwd dr = O c2.73
T T
obtém-se

[CA 8 - CA 8°%) An + (Je - Jwd At =0 2.74>

Exceto pelo termo com "o", que se refere ao tempo 7,
todos os demais termos se réferem ao tempo T+AT, ou seja, o
esquema adotado & totalmente implicito.

Deve—-se observar que Je e Jv nf3o sﬁo‘conhecidos. Como
hipétese para permitir a sua avaliagfo, assume-se que Je &

constante entre os pontos P e E, assim
-Je = M@ — ——rr—— — = constante 2. 78

Resol vendo esta equégﬁo diferencial por integragfio

direta, sujeita As seguintes condi¢@es de contorno

n=np->6=6p
n=mn, =+ 6 =26
obtém-se

@ ~ 6, EXP [mASteCn-nD1 -1
= 2. 76d
e -6 EXP [ A Ste Cyn_~ nD1 -1
E P E P

assim, na interface "e

EXP [in A Ste Cn_- 03] -1
e = 2 hd e -6 +6, C2.77
b EXP [in_A Ste Cn_- n21 -1

Calculando agora Cae/an)., a partir da eq. C2.76D,

. g0, _ EXP lh A Ste Cn - np) o os .
in A Ste 27’ EXP (h A Ste Cnp-1nd -1 = °F
(-]

O fluxo J. pode agora ser calculado, e por um

procedimento semelhante a este tambem se pode calcular Jv.



OS PROBLEMAS DE STEFAN E NEUMANN NA FUSAO E SOLIDIFICACAO 32

Substituindo J0 e Jv na eq. (2.74) e particularizando a equag¢go
resultante ao ponto nodal P , obtém-se
a6 =a6 +a6 + a8 c2.7e
P P E E v W P P
onde
m

©

a_ = c2.80>
EXP [mCyn_— n D A Stel -1
e E P

in, EXP [ Cn, - n> A Stel
a_ = b ca.81d>
EXP [mCn — .0 A Stel - 1

v P w

o A Ste
a b

p AT Cne— nv) c2.82
o

a =a +a + a c2.83D
P E W P

A "velocidade'" m requerida nas equagdes (2.80) e (2.81)

pode ser calculada a partir da condig8o na interface, eq. (2.61)

100, _da
Aon‘n=1 ar

Discretizando a equagSo anterior, segundo a malha

mostrada na figura 2.11, resulta

ce - 8 b
N N-1

1 _ dA
2 Ay 2 ar R
N—1 :
e como & =0
N )

dA _ N—1

dr - A Can_ & c2.85
N—4

Aplicando a equag3oc anterior no tempo Tt
o]
o e
[ﬂ} = N7t c2. 88
dr
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ou, a fim melhorar a precisfo, no tempo T + Atr/2

4A) 2 9::_1
[—d_’l’.] = 2 c2.87
A7 TCAy 2
N-—41
observando-se que foli mantido o 6:_‘ s JA que o uso de
8*2%- ce + 6° >z requereria iterago, uma vez que & é
N-1 N-1 N-4 N-1
desconhecido.
S N.2 N:1 N
ANy |
o —=1 . Sélido
Liquido Co
7 .

Fig. 2.11 Malha junto & interface sélido-liquido

De posse de dA-dTr, o m pode ser cﬁalculado. conforme JaA

foi visto, pela seguinte equagio

12
. dA
m= -7 [EF] c2. 88>
ainda
° .
12, qo , [d4)°8c
A2 A7 + [d't] 3 c2.89
e
1,2
_ NAr2 dA AT
A=A + [371_—] 5 c2. 90D
assim
o 1/2
_ L0 At dA dA
a- e 8 7 ca. 01>

A metodologia numérica estA agora completa, e o

algoritmo de solugfo é o seguinte:
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cid Conhecidos os valores de 8° e Ao. calcula-se CdA-dr>° pela
eq. ¢2.88), A'? pela €2.80), CdA/drd?? pela C2.87) e i
pela C2.88).

Ci1d Com A%, CdA-dT>° e CdA-dtd'"? calcula-se A pela eq. C2.01).

Ciiid Com A, m e 8° calcula-se € pela eq. (2.79), empregando o
TDMA [Patankar, 1880, p. 52], por exemplo.

(iv) Retorna-se ao passo (i), avangando no tempo.

Este algoritmo aplica-se a4 situag8c mostrada na figura
2.11, ou seja, quando o sistema ji& possui parte de sua massa em
estado sélido e parte em estado liquido. Entretanto, no inicio do
processo (t = 0D, quando ainda nfo existe liquido, tem-se
que A° = o, impossibilitando a aplicagio direta da eq.
c2.86).

Un procedimento possivel nesta situag8o consiste em
discretizar a eq. (2.86), substituindo o A° por A, no denominador

do termo do lado direito e tomando 63_1= GP ,assim

o e

A - A _ P
AT T ACAn.. 72 cz.92>

o N—4
e como A = 0 tem—se
2 6P AT
A= |— 2.83
An .

Obtido o A desta forma calcula-se

o]
dal® _ a
[Ef] = A : - 2.0

A obtenc%o de A era originalmente feita através da eq.

(2.91). Agora, como o A j4 foi calculado, e A°= 0, da eq. C2.91)

tira-se que '
/2 o
dA ZA dA
[a?] = & [d—;] 2.6

Tendo cdAsdrd*? » o m & calculado de forma

convencional, pela eq. (2.88), e neste ponto o procedimento segue
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normalmente, a partir do passo €iiid do algoritmo.

2.4.2 O PROBLEMA DE NEUMANN COM FORMULAGXO EM TEMPERATURA

Uma metodologia numérica para a formulagfo em
temperatura do problema de Neumann pode ser desenvolvida de forma
semelhante a do problema de Stefan, mostrada no item anterior.

Como exemplo considere-se o problema da fusfo de 'um
sélido, cuja massa estd inicialmente subresfriada a temperatura
uni forme 'I'9 . Calor_ ¢ proveniente do ambiente, que esti a
temperatura Too . A figura 2.12 mostra um instante onde parte da

massa Jj4 encontra-se em estado liquido.

T,,,) h Ambiente

o - T\ Liquido g .
. sl 41 7| o
Y VRS T | .
Parede Isolada 1

///////////’7/////// 7a

Fig. 2.12 Fus8o de um sélido subresfriado

Observe-se que neste caso a condigfo no contorno onde
o calor ¢é fornecido é mais realista do que aquela associada ao
problema de Stefan, uma vez que o calor é fornecido a partir de
um meio a temperatura Too » com um coeficiente de troca h , ou
seja, a condi¢8o de Dirichlet é agora substituida pela condigZo
de Robin.

A equag8o diferencial para o problema térmico no

liquido é a seguinte

2.8
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e a condigd3o de contorno na interface sélido-liquido (x = &,

considerando que T; < T*. fica ent3o

Uﬁ. dc‘Sl aT
= —_— - -2
kl. 5x—'x=6 _'pak dt ka ax 'x=6 €2.97>
Adotando as seguintes variAveis adimensionais
T-T T-T T-T T-T
6, = < = e = o = c2.o8)
T~-T AT ® T-T AT
o 0
x 6!. 63 x X
¥t AT AT T MW Tt TR ¢a. 06
T = Fo Ste = 2 : c AT c2.100)
L X

a eq. (2.96) torna-se, de forma idéntica ao problema de Stefan,

n, dA 88, 1 azel
- = = — - ¢c2.101>
A& dr anl AL Ste anl

!
ar

e a condig80 de contorno em x = &, representada pela ‘eq. (2.97),

fica ent8o
—_—. T e, - 22 c2.102

Observe?se que a equag8o aiferencial do dominio
liquido, eq. (2.101), por tratar—se da mesma equag8o do problema
de Stefan, ¢ integrada numericamente de forma idéntica, e por
este motivo esta integragfo n8o sera repetida aqui.

A fim de imobilizar também o dominio sdélido, seja a

seguinte coordenada adimensional

x — 6 L X-L Al X - AlCt)

n.Ct) = 3 = T A; = Abct) 2.103
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observando que 0 < n, <1

Também de forma idéntica ao realizado no problema de

Stefan, pode-se escrever, referente a eq. (2.102),

BQL 1 66‘.
3*- = Kl'a—n-l' c2.104D

36 6 o 3 ot

s _ 8 e 8
X = o, X * 3 3% | €2.105

e como ana/ax = 1/A‘a e 8t/8X = 0, tem-se que

a@a 1 699
-a—x'—- = Ka ona 2.108D

Substituindo as equagdes (2.104) e (2.106> na eq.
2.102>, obtém-se

kK 86
2 C2.107>

1 ®
Aakl 0779

-+

1 a6
dr A am,
. A equat;;o anterior fornece dAl/d-r. para ser usada na
eq. (2.101). _

Novamente o método numérico a ser utilizado & o dos
volumes finitos, onde o dominio de solugSo & dividido em volumes
de controle.

Na figura 2.13 é mostrada a discretizagZ2o de todo o
dominio, devendo—-se observar que dAB/d'r = —dAl/d‘r. Adotou-se
ainda © ndmero de volumes do liquido igual ao do sdélido. Portanto
An.= Anl. Ja& que tanto n, como B variam de O a 1.

Discretizando ent2c o lado direito da eq. (2.107),
tem-se

dA 1 ce.-6.__ 0 kK C6 -6
_t_ - _ _N N7t , __® Nt4 N c2.108d

mas 6N= 0 , enti3c



OS8 PROBLEMAS DE STEFAN E NEUMANN NA FUSAO E SOLIDIFICACRO 38

dAL ° e?(N-t) ks e:<N+u
—l = = + 5 2.108>
d7 Al. CAnL/ab kl. A.CAn./ED :

© que exige o conhecimento do campo de 8 também no sdlido.

)

n
A
N

1 Interface T=T = Ox=0 N

51 selido  eN#2-

s
As

1 TTITTI T

Fig. 2.13 DiscretizagZo do dominioc de solug8o

Os préximos passos, por serem idénticos ao problema de

Stefan, serfo aqui simplesmente transcritos sequencial menté

1/2 o dAl. oA'r
= S P C2.110d
172 1/72
d e
[_A‘_] = — N4 c2.111>
dT Al. CAnl.(N-i)

172

da, ‘
mt = "T}l a;—l_— 2.112>
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o AT [[da, ° dA 1s2 '
a =87 + = =] + |52 C2.113
a =a 6 +a 6 + a° g° C2.114)
P LP lE LE \w lw Lp LP .

onde .
fnl.
a,_ = ° C2.115
EXP [mlean- nu,) AL Stel - 1
m EXP [m Cn, - 1, . D A Stel
alw = lw lw Lp iw 1 c2.118)
EXP [vaCnu’— nlv) Al Stel - 1 :
AlSt.e
a, = A Cnl.— nlv) c2.117D
e
_ o
a“, =a _ + a + a}P 2.118

Para o volume de controle adjacente A fronteira

liquido—-ambiente, a condig2co de controle requer que

k
— L -—

h cew 9‘) = Axl/a Ce1 az) C2.119
mas AxL= <51A7';1 , ¢SL= ALH e em = 1 . Rearranjando a eq.
(2.119> tem-se

h H ALA’r;l :

— 1 - 6> =06 - 86> c2.120>

akl 1 1 2

como Bit= Ch }-D/kl tem-se ainda que
2 + Bil AL Anl) 91 =2 6z + BllAlAnl c2.121>

portanto, na forma geral da eq. (2.114) tem-se, para o ponto

nodal 1

a =2 ) .12
LE
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a =0 z2.123
\w

o —

al. Bi tAl.Anl 2.124>
Tendo discretizado a equa¢8o diferencial associada ao

problema térmico no liquido, a ateng8io agora seri& voltada para o

problema térmico no sélido. Um balango de energia térmica no

sélido requer que

kK —m=pec —m c2.12%)

A condig3c de contorno na interface séiido—liquido.
x =68, JjiA esta descrita pela eq. (2.97), e em x =H tem-se
fluxo de calor nulo.

Adimensionalizando a egq. 2.128) fazendo uso das

variidvelis definidas nas equagdes (2.98) a €2.100>, obtém-se

2

e ) ,
: z‘ = Ste — c2.126)
X ar

Uma vez que 8 = 9Cna.r). tem-se

d_ 86 on 86 aT
— T e 4 c2.127?
X am_oX 3t X
mas 3t/ =0 e on_ /9K = 1/8_ ent %o
ae 1 &8
. c2. 128
X & an_

ainda
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mas ac1/Aa>/ax

e como ana/ax =

O entio

1/A§ » tem—-se finalmente que

continuando

e - 88
ﬁ= £
ar aqn
o6
. -]
-]
a5
= -]
a.nﬂ

ae 1

mas X = neAb + A&

(2.129

2.1300

2.1315

(2.132

2.133
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Substituindo as equag8es (2.131) e (2.133) na eq.
(2.126>, obtém-se

80, 1 -1 dA 80 1 e
2 - == — — €2.134>

ar A‘ dr Ona Ah Ste an‘
Comparando esta equag8o com a eq. (2.60), pode-se

observar que o termo Cn.- 1)/Ab é o Unico que difere do problema
de Stefan, onde tinha-se nVAAl.
Para facilitar a integrag2o numérica da eq. (2.134),

note-se que

d (n -1 dA ) n -1 dA a8 4 [n-1 dA
s P - _® ® ° 4+ s e
Ona | Ao dr eJ Ae dr an. s 0779 A. dr
a fn.- 1 dAa A .- 1 dAs 065 1 dAs
(2] = + — — 8 2.13%
00- | A. dr a‘ A. dr 0‘05 A° dr e

Substituindo agora o primeiro termo do lado direito da.
equag80 anterior na equag3o (2.134>, obtém-se

86 1 da @ (n-1dA 1 )
—_ o — = e_- 2 e e_| = < z' c2.136>
ar Ae dr ana Ae dr Ab Ste an‘
ou, observando que
39 1 da 1 &
—2 4+ —— 2 9=— ——cCABD €2.137
ar A dr ° A &8 °°
-3 =
tem—-se
) 3 dA 1 d%e
— CAB8) - — -1 —2 6 | = 2‘ C2.138)
a °° a_ * dar ° A_Ste on_

Reescrevendo a equagfo anterior em termos de fluxo

3 ' a _
37 (A8 + I =0 c2.139
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onde
J =fne———1—————ae‘ C2.140
8 s 8 A‘S‘Le 07;‘ :
e
-dAe
m = - (na— 1> ar c2.141D

A equagfoc (2.139) possui forma idéntica A respectiva
equag8o do liquido, (2.68>, portanto a sua integragfo produz os
mesmos coeficientes a_ »a_ e a: » trocando-se apenas os n e m,
que agora s%o os do sdélido.

Conhecido o campo de tempefaturas faz-se

1/2 o dA OAT
A =AY+ 2] = ' c2.142>
8 e dr 2
mas como CdAé/drbo = - CdAfadrbo. tem—-se da equaglio anterior

2.143

2 o 40 [dAl]xf

> _ ==
Ao ~ Te dr ]

Aplicando a eq. (2.1089) no tempo T + Ar/2, mas mantendo

os campos de 8 no tempo T , por nf3o serem ainda conhecidos os

campos de @ no tempo Tt + Ar , obtém-se

dAl s 9?01-1) ka e:(n-o-i)
—_ = —0 + 2 2.144D
dr AL CAnfﬂa) kl Aa CAne/ED
Ainda, hb = - Cne— 1D (dA;/dT) » © como
12 1,2
-c-ii?- = - fil— C2.14%
dr - dr :

tem-se que

L

m = Cn - 1> [a‘r

4A 1172
(2.146>

A espessura de sélido, no tempo 7T + At , pode ser
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calculada da seguinte forma

o N1/24

A Ao AT rrdAéw 'aAé

= + — +
. .= ||l =) | Cc2.147>
ou
- AO . 4724

A =A% - AT Ti‘i + - C2.148d
) 8 2 _Ld'r ) d7 ) * :

O algoritmo de solug8o, para a determinag8o do campo
de temperaturas no sélido, seri entfo

id Conhecidos os valores de 6?. 9:. A?,

A° e CdA ~dt°,
e t

calcula-se A{/z pela eq. (2.110D, A:/z pela eq. (2.143),
CdAL/d‘r)1/z pela eq. (2.144> e in_ pela eq. (2.148.

Ciid> Calcula-se As pela eq. C2.148D.

€1ii> Com e‘:. m_e A, calcula-se e:”“ _pelo TDMA ([Patankar,
1980, p. S2], por exemplo.

Civd Retorna-se ao passo (i3, apds ter resolvido o campo do
liquido no novo avango no tempo.

A inicializag8c do calculo, & feita da mesma forma ja
descrita no problema de Stefan.

Tudo o que foi visto até o momento basequ—se no dominio
mostrado na figura 2.13, ou seja, uma parte do dominio
encontrava-se em estado liquido e outra em estado sélido.

Entretanto, como a condig8o inicial do sistema é
TB<T*. para qualquer x , existe um primeiro periodo de tempo onde
o sistema recebe calor do ambiente sem ocorrer mudan¢a de fase
Cfus80), que seri denominado de fase pré—-fusBo. O célculo do
campo de 6a duraﬁte esta fase é indispensavel, uma vez que este
campo serA a condig83c inicial para a fase onde a fusfo
propriamente dita passa a ocorrer.

A figura 2.14 mostra a discretizag8o do dominio,
constituido somente por sélido, durante a fase pré—-fusdo.

A equagZc da condugfo do calor para este dominio é a

seguinte
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(2.149

To )} h Ambiente

‘ N
l eN+1
X
Sélido eN+2 Ax=Aq
jusi .
2N-2
!

2N-1
ST

Fig. 2.14 Discretizag8o do dominioc na fase pré-fus8o

Adotando as éeguintes variAdveis adimensionais

T -T T - ™ o a t e AT
6 = — . = X =5 T =Fo Ste=— c2.150)
T -T AT H A

o

a eq. (2.149) fica
390 o 8% :
Ste — = — 2 ' c2.151)
s} 2 .

Ihtegrando a equag8o aéima. segundo o método dos

volumes finitos descrito por Patankar, 1880, obtém-se

a® =a@ +a8_ +a’e° c2.152
P oPf E sE v sW P oP

onde para os pontos nodais ihternos. observando que AX = Ay
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AN
aE = a.w = an 2.183
o Ste Ay
P AT 2.154>
a =a + a + a: c2.155)

Para o ponto nodal N , da fronteira sélido-ambiente, a

condi¢%c de contorno de Robin exige que

k i
a
h ceoo 6 > = XYV CGN 9N+1) c2.156)
e como Ax = H AX e em =1 , rearranjando a equagfo anterior
hHAX ¢y —e>=¢co -6_05> - €2.157)
Eke N N N+1

mas Bi°= Ch }--D/k‘a e AX = Anp , assim
(2 +Bil ApD 6 =2 8_ + Bl Ap c2.158
i e N . N+ e

portanto, na forma gerlal da eq. (2.152) tem—se que

a =2 ' 2.189
E
a =20 ) c2.160D
w :
o
_a_ = Bi An c2.1610
P )

Para represehtar o fluxo nulo,na outra fronteira do

dominio, faz-se 92 » onde os coeficientes, na forma

= @
N-1 2N-2

geral da eq. (2.152>, para 92N__2 sfo
a_ = o 2.162)

o
a = — 2 €2.163)
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o _ Ste Apg .
a, = S 2.184>

A fim de exemplificar um problema deste tipo, foi
resolvido um caso onde uma barra de gelo com éspessura de 35 mm,
na configura¢fo mostrada na figura 2.12, inicialmente a
1;= -18 °C & fundida num ambiente a T&f 20 °C, segundo os
seguintes parametros:“81t= 0,290698 , Bis= 0,078125 , Ste = 0,5 e
akaﬁ = 3,720830 . Foi empregada uma malha com 20 pontos nodais e
um incrementoc de tempo AT = 00,0128 .

A figura 2.15 mostra os campos de temperaturas do
sélido, na fase pré-fusfo, em trés instantes diferentes, desde a
distribui¢f%o inicial de temperaturas até o final desta fase, que

coincide com o inficio da fase de fusSo.

-0.00 T— Fo=3.825
~0.20
2 ;““—4 Fo=1.875
— —0.40 J
L 3
= :
~0.60 J
3 Fo=0 )
~0.80 ;
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.

" ETAs

Fig. 2.18 Campos de temperaturas do sélido, na fase pré-fuséo

A figura 2.16 mostra os campos de temperatura do
liquido, na fase de fusZo, em trés instantes diferentes, desde o
inicio da fus8o, passando por um momento intermediario,
Fo = 7,7 , onde AL= 0,498, até a fusfo total do sélido,

Fo = 12,028 .
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0.25
0.20
0.15 3
;é ]
E‘ ] Fo=12.025
0.10 3
0.05
3 Fo=3.85
0.00 rrredetnvy Tll|Tllll|1Trllllll RS RERAR AR RS A EEERES
0.00 020 040 080 080 1.00

ETAL

Fig. 2.16 Campos de temperaturas do liquido, na fase de fusHo

2.4.3 OS PROBLEMAS DE STEFAN E NEUMANN COM FORMULAGAO EM ENTALPIA

SSo varias as formulag®Ses em entalpia, para problemas
de mudanga de fase, disponiveis . B na 1literatura. Dentre tais

formulagdes destacam—-se aquelas apresentadas por Shamsundar e

Sparrow, 1875, Voller e Cross, 1980, Bennon e Incropera, 1987,
Voller e Prakash, 1987, Caoc et al., 1989, Lacroix e Voller,
1990. Algumas incluem convecg8o natural, nos casos onde a

mudanga de fase ocorre numa temperatura discreta C(substincias

puras e ligas eutéticasd), e também difusfo de espécies quimicas,

no caso de ligas n8o eutéticas.
Com o objetivo de exemplificar este tipo de abordagem,

seri4 apresentada aqui uma formulag3oc em entalpia com malha fixa,

aplicavel inclusive a geometrias tridimensionais {Caoc et al.,

1983].
A equag2o da energia para um problema puramente

difusivo, em coordenadas cartesianas bidimensionais, &€ dada por
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Xehd %_x_[kﬂ] + 2——[ g’—I-‘] €2.16%

Note-se que

g% = cCID 2.166D>

onde h ¢é& a entalpia especifica, e ¢ é& o calor especifico a
pressfo constante. |

Considerando que os calores especificos do sélido e do

lfquido s%o constantes, que a mudanga de fase ocorre a uma

'~ temperatura discreta T*, e convencionando que h = 0O quando o

material estiver na fase sdélida a T*, como pode ser visto na

figura 2.17, tem—-se para a fase " sélida Ch < O que

T=TH+ 2— 2.187>

onde‘ce é o calor especifico do sélido.
Na interface sélido-iiquido (O < h < AD

T=T (2.168)

Sélido hi Liquido

—_——— — g ——— —

=Y

/

Fig. 2.17 Diagrama h x T para uma substéancia
pura ou liga eutética
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e na fase liquida Ch 2 A3

T =T+ 2 —A c2.169

onde A é o calor latente de fusZo, e <, é o calor especifico do

liquido.
Introduzindo a *temperatura de Kirchhoff" [Solomon et

al., 19861

T, = l:*kCn) dn _ €2.170d

onde kCn) é a condutividade térmica obtém-se, para o sélido,

considerando k constante, que

T =kCT -TH c2.171>
k e i

Da mesma forma, para a interface sélido-liquido

T =0 2.172>

e para o ligquido

T, = k(T - 5 | C2.173

Substituindo T da eq. (2.167) na eq. (2.171) obtém-se

k h
T, = =~ : €2.174
-]
para a fase sélida.
Na interface
T =0 ' c2.175

Substituinde T da eq. (2.169) na eq. (2.173) obtém-se
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leh - Ad
T = ——m—— €2.1765
k c
L
para a fase liquida.
Observando ainda que, de forma genérica, T = T}/k + T*.

pode-se substituir tal express3o na eq. (2.16885) e obter

2 2

8T 8T

acafh) = 2“ + 2" €2.177>
Ix ay

Introduzindo agora a seguinte fungZo para Tk
1} = 'Cchdh + SChd c2.178>

e comparando esta fungdo com as equag¢les (2.1742, (2.175> e

(2.176>, observa-se que

k
rchd = EE e schd =0 para h £ 0 (fase sdélidad ca2.179>
=]
rchy =0 e SChd =0 para O < h < A U(interfaced C2.180>
kL Ak
chd = = °© sChd) = - = para h 2 A (fase ligquidad ¢2.181>
L 1
Substituindo a eq. (2.178) na eq. (2.177>, obtém-se
2 2
ogsh) _ 9 C:h) + 2 CZh) + P 2. 182>
ax ay
onde
2 2
P = d f + 2 f 2.183
ax oy

A equaglo da energia foi ent3o transformada numa
equa¢fo nfo linear, com uma Gnica variavel dependente h .

Na regic do liquido, longe da frente de mudanga de
fase, como mostra a figura 2.17, a eq. ((2.182) reduz-se a

seguinte forma padrSo, linear, da equagZ%oc da energia
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*or e f o1y, o f or ca. 1845
at ax| L 8x ay| " &y ’
e da mesma forma, na regifio do sdélido
8Cp ho
@ _ @ aT a T

Na frente de mudanga de fase, mostrada na figura 2.18,
a equag8ioc nf%o linear deve ser resolvida na forma mostrada em

c2.182>.

NN . R R N .} <l-T-
o . . . / elole]»
- . . . '] . . 0//0 . * L) ]
. L] Fm . . .J. . . L . .
- ISdkdal- A -] 1-]-
INERERER K] ol me e je
. . L] . . .[ﬂ’]uda.
Frente de Mudanca de Fase

Fig. 2.18 Regi8es do dominio de soluglo

Embora a presente formulag8oc tenha sido descrita para
situagBes onde a mudanga de fase ocorre a uma temperatura
discreta, ela pode ser aplicada a casos onde a mudanga de fase
ocorre ao longo de uma faixa de temperaturas. Este comportamento
deve ser ent%o devidamente representado em I'Ch) e SCh), na eq.
C2.1785. Também podem ser incluidos termos convectivos, n3o
havendo modifica¢®es em I'Ch) e SCh), mas tendo-se que resolver o
correspondente problema hidrodinamico.

Tendo concluido a formulag8o do problema, passa-se ao
método numérico para a sua sdluqﬁo. Por motivo de simplicidade,

apenas na descrigZ%c do método, ater-se-4& a uma situaglo
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unidimensional.

Integrando a eq. (2.182) ao longo do volume sombreado

mostrado na figura 2.18 tem-se,

2 2
J P %dv = I [" U:‘) + 2 f]dv 2. 188
AV AV\ 8x %
onde
o
h_-h
ah _ P P
I o EEdV = p Ax X (2.187>
AV
de 6Xe
A E

Fig. 2.19 Malha sobre o dominio de soclugfo

2
J‘ 3 cx;m qv = [ocoim] - [acox;h)) o 188>
AV 8 e -
ozCFh) rshn— rphr rphr— rwhw
—Z—-dV= &%) - TES c2.18a0
AV 9 e v
2 s - S SP— Sw
c2.1000

a's E P
dv = -
J;V 952 Céxb. Céx)v

A equagS3o discretizada, em forma genérica, pode entio

ser escrita

ah = ah ‘+ ah +Db 2.181)
PP EE v W
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cujos coeficientes s%o dados por

r
- E
a_ = 5y C2.182>
r
a = o C2.193
W CHXO )

prh: S-S, S,-S,
b= or— * %55 ~ <55 : C2.104>
@ \' 4
FP FP PAX
a = + + c2.105>

P Co&0 &0 At
@ w

Concluida a discretizag8c, e conhecidas as condigdes
iniciais e de contorno, deve-se resolver a eq. (2.181> a cada
incremento de tempo.

A fim de ilustrar esta formulagfo, passa-se agora a
resolver o problema da solidificag2c de uma subst&ncia pura, num
canal em forma quadrada, de comprimento infinito, resolvido por
Voller e Cross, 1980. O canal esti inicialmente cheio de liguido
a temperatura de 2 °c . No tempo t = 0O a temperatura das suas
paredes & colocada a -10 °C e assim mantida ao longo do tempo. A
Area da seg8o do canal é de 1 m> e as propriedades fisicas da
substaAncia s%o as seguintes : T* =0 °, kL=k9= 2 wnc ,
¢ = _= 2,5 MJ/kg°C , p=p = 1 kg/m® e X = 100 MJ/kg .

Considerando a simetria do problema, somente um guarto
do dominio é resolvido, como mostra a figura 2.20 .

Para a solug8o é utilizada wuma malha cartesiana,
igualmente espagada, de 28 x 28 pontos nodais. O passo de tempo
empregado para a solugfo, At, €& de 1 minuto. Deve-se observar que
contrariamente ao adotado em transferéncia de calor sem mudanga
de fase, onde os coeficientes de difusfo térmica I' s8c avaliados
nas faces dos vo;umes de controle, no esquema em questlo estes
coeficientes sZ%o avaliados no centro de cada volume de controle.

As equagdes algébricas s2o resolvidas pelo método linha por linha
(Patankar, 1880].
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v}
yA
hw hw
s
8 7
AR LICTNW
]
B bxy) b M
05m
—
Bw -
1m

Fig. 2.20 Problema de Neumann bidimensional em canal guadrado

Os resultados apresentam excelente concordincia com
aqueles obtidos por Voller e Cross, sendo mostrada na figura 2.21
a evolugfo da frente de solidificagfo sobre o eixo x .

E importante observar que nSo h& necessidade de
rastrear a frente de mudanga de fase, para resoclver o problema.
Entretanto pode—-se localiza-la, a cada momento, a partir do wvalor
de h, lembrando que na frente de mudanga de fase 0< h<X

A oscilag8o verificada na curva tempo x distancia da
figura 2.21 deve-se ao modo comc foi calculada a localizagl3o da
frente de mudanga de fase. A maneira mais simples de calcula-la
consiste em varrer os volumes de controle da fronteira, partindo
da regifio liquida, perguntando se h < A . Quando a resposta for
afirmativa, assume-se que a frente de mudanga de fase estid no
centro deste volume de controle. Este procedimento & satisfatério
no caso de malhas refinadas, causando entretanto erros
relativamente grandes em malhas menos refinadas. Na presente
solug8o, a fim de melhorar a precis3o, é primeiramente localizado
o volume onde a mudanga de fase estid ocorrendo, do modo descrito
acima. Feito istoc ¢ calculada a relag3o h/A , gque é assumida

diretamente como sendo a fragfo de sélido do volume em questio. A
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seguir esta fragfo de sélido & tomada como a fragfo da dimens3o
do volume de controle, sobre o eixo x, preenchida por sélido.
Observe—-se entretantoc que neste procedimento ainda persiste um
certo erro, pois embora o fenémeno em questfo seja bidimensional,
a fragfo de sélido ¢é convertina numa dimens8o proporcional

somente sobre o eixo x .

04
£
v
x
0.3
£
1Y)
O
‘502
o
o
phw)
R 3
~—— Presente solucac
T 0.1 ssare Voller ¢ Cross
0.0

30 40 50 60 70 80 90
tempo (h)

Fig. 2.21 Evolug8o da frente de solidificag8o sobre
o eixo x, sendo a disté&ncia contada a partir
da face direita do canal

A temperatura de cada ponto do dominio de soluglo
também pode ser calculada, a cada momento, a partir das equagdes

C2.167>, (2.168) e (2.169).
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3 MUDANCA DE FASE EM PRESENCA DE CONVECCAO NATURAL

3.1 INTRODUGZO

O fornecimento ou a retirada de calor de um meio
liquido sempre causam gradientes de temperatura neste meio, que
por sua vez originam gradientes de densidade. Os gradientes de
densidade podem, dependendo da configurag8oc do sistema, causar
correntes convectivas. Esta movimentag8c de fluido, uma vez
presente, pode atuar de forma importante no processo de troca de
calor e massa do sistema.

Em configurag®es horizontais, onde o© agquecimento &
feito pela face inferior, tem-se um problema de estabilidade. Até

um determinado valor do ndimero de Rayleigh,

aXTp -~ THO&

2
v

Ra = Pr (3.1>

denominado Ra critico, existe apenas condug8o. Apds este Ra
surgem correntes convectiQas. Na figura 3.1 ¢ mostrado, em corte,
um padr8o que estas correntes podem assumir. Deve-se observar que
neste casoc a frente de mudanqa de fase assume uma forma
irregular, j4& que o coeficiente de troca de calor ¢ maior nas

regid®es onde o fluido ascendente atinge o sélido.

STOTeToreTe

Fig. 3.1 Convecgfo natural em um sistema horizontal
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Em sistemas verticais a convecgio natural sempre esté
presente, ocorrendo gradualmente a mudanga entre os regimes

condutivo e convectivo.

3.2 FORMULAGAO EM TEMPERATURA

Na presenga de convecg8o natural a determinag3o dos
campos de temperatura e velocidade sZ%o problemas acoplados.

Uma abordagem pioneira deste tipo de problema foi
realizada por Sparrow et al., 1877, para a geometria
axissimétrica vertical mostrada na figura 3.2 . Neste caso todo o
sélido encontra-se a T*. dispensando portanto a solug8So da
equag3o da energia nesta regifio. Dados experimentais para esta
mesma geometria, com parafina como material de mudanga de fase,
visando aplicag@es em armazenadores de energia térmica, s8o

encontrados em Souza Mendes e Pinho Brasil, 1887.

Fig. 3.2 Fusf8o com convecg8o natural em geometria axissimétrica

Nesta geometria a equag8o da energia é dada por

aT uTd 1 8CrvIDd _
Ft.«--.- 3= +FT——O(V2T (3.2

Para o© cAlculo de u e v ¢ necessérih a solugfo das
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equagdes do movimento

au 1 aCrvd _
-'_.+F =0 (3.3
2
du du 1 Xruvd _ 1 8p’ _
sttt — - ;.—-t-vvzu g 3. 45
2
av acuvd 1 &&rvd _ 1 3p° _ vV
+ + = = B__.+1,~§72v -~ 3.5

A dependéncia de p com T pode ser expressa linearmente

da seguinte forma
p=p- o XT - THO 3.6

onde 2 é o coeficiente de expansic térmica do liquido.
A forga de empuxoc resultante, na unidade de wvolume,

causadora das correntes convectivas, &€ a seguinte

Fo=—%zp-—pg €3.7>

Multipli cando a equag8o acima por 1 /p*. e substituindo

p da equagio 3.6, obtém-se

-}_*.O_P-E*g=_1_*?_2-g+gﬁcr-'r*> c3. 8
p 9z p p 8z
=-L 2 p+p g +gpcT-TH o
p &z
redefinindo a pressfo, de forma a incorporar a parcela
hidrostatica, resulta em
»®
p=p'+tpg=z ¢3.10>

e aproximando p/p*= 1 ‘(aproximac;ﬁo de Boussinesq), obtém-se

L gL g ger-TH €3.11>
oz p Oz
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Substituindo esta nova expressZo para o© termo de

empuxo, a equagido 3.4 fica entio

2
+%ZU_+£2C_£E_YP_=_.1_ P oo FPu+gpT-TH 3.1

32

Na forma anterior a temperatura aparece explicitamente
no termo fonte da equag3o do movimento. Gradientes de temperatura
tornam este termo n&o nulo, induzindo o movimento do fluido.

O dominio de solugfo ser&d agora imobilizado, de forma
semelhante ao jA realizado anteriormente (seg@es 2.4.1 e 2.4.2),

com a seguinte transformagifio de coordenadas

> Cr - ro)
f = ; e n = -c—r—:—F—-)— C3.13>
o] i o

que faz comgue O < ynp £1 , e observando também que r = riCz.t),

tem-se
a _ a8 o & én
= "o oz ez ¢s.14>
mas
ar _ 1
= - F C3.15>
[o]
e
n én dr,  m  dr, C3. 16
8=  or dz @ r - r dz
1 1
assim
& _19o _ " ?:ii_ €3.17
az r 3¢ r-r_ dz &y ’
2] 1
Da mesma forma
a _ a8 an _ 1 3
o “ema r-r_om €3.18

A fim de diminuir a complexidade das equacBes
transformadas, sem prejuizo para a apresentagfo da metodologia, o
segundo termo do lado direito da eq.(3.17> ¢é desprezado, apenas
neste operador. Isto significa assumir que a inclinag3o da frente
de mudanga de fase, dada por dr{/dz. é pequena.

Adotando ainda as seguintes adimensionalizag¢8es
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P »*
u v T-T
v="_,v=Y ,p=— ., e==1_ €3.10
To To p(a/robzPr Tp-— T*
at) (cCTp- T
T = [——] [——2——-—-—] = Fo Ste €3. 207
2 .
r A ‘
[o]
€ -]
g CTp - T DOr o
Ra = . ° pr St,e=c—c-T—)‘:—-I-l €3.21>

v

o sistema de equag8es a ser resolvido é o seguinte

-9 1 aCRVD

-é-f— + BCRL = 1O on =0 (3.22>
1 au av° 1 aCRUVY _ o8P -
F,F[Ste3?+35-+mm_1> 7 ]- 3?+Rae+VzU €3. 23
4 8V . 8CUVD 1 XRVHY . 8P 2 v
W[S‘e's-?+ % ' RCR - 15 an,]"s;;*"z" =z %E
8  acued 1 3CRVED _ 5
Ste 3= +* Tor— * RE =TI —on— = Ve 3. 25>
onde
r. r
RL=FL—. R=_—=mnC-1>+1 €3. 26D
o) o)
~
e V2 & o operador Laplaciano transformado,
A 4
v=2. 1 _ 9—[ ‘-;-ﬁ] €3.27>
3% R CRi - 10% oy

Nesta altura tem—-se 4 equag®es e 5 incédgnitas, que slo

U, V, 6, P e Ri. A equag8oc que falta seriA obtida do seguinte

balanco de energia na frente de mudanga de fase, que tem a forma
da parede circular de um tronco de cone,
aT _ AVol

onde d3T/8n ¢é o gradiente de temperatura na direg33o normal a

superficie, e AVol é o volume de material fundido no tempo At.
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Das figuras 3.2 e 3.3 tira-se que

_ Az _
A = 2n . Sen & , AVol = Z2n ri Ari_ Az 3.29)
e
ar _ aT _ eT
3 - o sen a = cos a (3.30)

/‘..

Fig. 3.3 Geometria da interface sélido-liquido

substituinde as equag@es (3.28) e (3.30) na equaglo (3.28) e

rearranjando, obtém-se

8T Ary
k [32— cotg a - g—r'EJ= pa)\ yX ¢3.31>

Deve-se observar ainda que n3oc existe gradiente de

3¢
temperatura ac longo da interface, que estd toeda a T, ou seja,

aT aT -
b—r-cosa+~5z—sena—0 (3.32
multiplicando a equag3oc anterior por 1/sen a , e utilizando o
fato de que h
Ar
cotg a = E‘ €3.33

obtém—se
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= = T 3= €3.34>

Substituindo as equagdes (3.33) e (3.34) na equagio

C2.31>, obtém-se
2

ar [[2": ar,
~k TS 1 | = ex 3. 35>

Desprezando o termo referente a inclinagfo da

interface, conforme JjA realizado anteriormente na transformagfo
de coordenadas, agora com menor erro por tratar-se do seu
quadrado, e aproximando a razfo Ar{AAt para a derivada, a equag¢io

(3.35 fica

dr
aT _ i
-k = = p;x I (3. 36>
Discretizando esta equa¢lo no tempo, resulta em
plrAto b K A €3.37>
i i psk ar ro

ou, transformando as suas coordenadas e adimensionalizando, da
mesma forma J4 realizada anteriormente, obtém-se a seguinte

equag8o explicita para Rt

THAT _ RT - 1

: ' RT-1

L

R At ¢3.38>

a6
¢T'r;|1f7=1

As condigBes de contorno sfo agora analizadas. Para a
velocidade s8%0 assumidas as condigdes de n8o deslizamento e
impermeabilidade em todos as fronteiras. A temperatura ¢ uniforme
na superficie do tubo, T =Tp , cu @ =1 em n = 0O . Na frente de
mudanga de fase a temperatura €& uniforme e igual 2 temperatura de
saturag8o, T = T*. ou ® =0Oemy =1. Na base, z = 0 , e no topo,
z = H, & assumida a condig8o de fluxo térmico nulo.

A condigZc de velocidade nula perpendicularmente a
frente de mudangca de fase é uma aproximag8o, ja& que esta

desloca—-se ao longo do tempo. Esta aproximag8io fol posteriormente
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ratificada como sendo excelente, tanto para numeros de Prandtl
altos [Bénard et al., 1888, Jany e Bejan, 18881, tipicos de
materiais de mudanca de fase, como também para Pr baixos [Gobin e
Bérnard, 1883, encontrados em metais fundidos. Estas
confirmagBes foram baseadas, no caso de Pr alto, em aniAlises de
ordem de magnitude, mostrando que as velocidades da frente de
mudanga de fase s3o muito menores do que as velocidades na camada
limite do liquido. No casc de Pr baixo, especialmente em metais
liquidos, a validagZo desta aproximagfo foi realizada através de
compara¢g8ies de simulag@es numéricas com resultados experimentais.

Uma vez estabelecido o sistema de equagdes governantes,
bem como as suas condig@es de contorno, pode-se observar gue o
problema fica determinado por 4 pariAmetros, que s3o : Ra, H/r° »
Pr e Ste.

Alguns resultados obtidos por Sparrow et al., 1877, sZo
mostrados a seguir.

A taxa de transferéncia de calor a partir da superficie
do tubo é representada por Q , sendo portanto Q/H esta taxa de
transferéncia na unidade de comprimento do tubo, e
CQ/HO/kCTp - T’) sua adimensionalisag¢8o. A figura 3.4 mostra o
comportamento desta taxa de transferéncia de calor adimensional
ao longo do tempo adimensional 7 = Fo Ste, para varios Ra, Pr,

Ste, e H/ro. Nos primeiros instantes de tempo o© decaimento

QH
kCTp-T™>

Fig 3.4 Taxa de transferéncia de calor adimensional ao longo
do tempo adimensional, para varios Ra, Pr, Ste e H/'r0
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monoténico da taxa de troca de calor revela que o mecanismo é
predominantemente condutivo. Logo apdés a convecgfio natural comega
a participar ativamente do processo, causando © aparecimento de
um minimo, o crescimento até um mAximo e o posterior decaimento.
Para os numeros de Rayleigh mais baixos este comportamento é
menos abrupto, mas continua ocorrendo ao longo do tempo.

Todos os casos foram simulados com Pr = 7 e Ste = 0.165.
Para Ra = 7 x 10° e H/ro = 4 também fol simulada uma situag8io com
Pr = 70 . Conforme se pode observar na figura 3.4 , o resultado é

idéntico. As equagdes 3.23 e 3.24 mostram que se os resultados

n3o se alteraram com Pr = 70 , pode-se afirmar que este & na
realidade o resultado para Pr 2 7 . Para Ra = 7 x 10° e H/ro = 4,
também foi simulada uma situag8c com Ste = 0,05 , n3o ocorrendo

nenhuma diferenga no resultado. As equagdes 3.23, 3.24 e 3.2
mostram a presenga do numero de Stefan no termo temporal,
indicando que estes resultados sZo vilidos ent3o para Ste < 0,15.

A figura 3.5 mostra a posig8c da frente de fusfo ao
longc do tempo Tt . A inclinag3o desta frente ilustra a
importincia da convecg8oc natural no processo, mais pronunciada,

naturalmente, para o namero de Rayleigh maior.

-
o

0.28
0.24
0.20
013
0.09!

[
(-]

N

0.057
0.032

R

Ro=7x10*
' H/E 4

[+

SR [ T VU TSN VA VRN Y S WY Sy B
g
X

Fig 3.5 Posig8o da frente de fus3o ao longo do tempo

Souza Mendes e Pinho Brasil, 1987, mostraram que para
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baixos nimeros de Rayleigh e tempo adimensiocnal maior do que
0,1 , as inclinagdes da frente de mudanga de fase previstas pelo
modelo anterior s3o0o menores do que aquelas observadas no
experimento. Adicionalmente, para altos nUumeros de Rayleigh,
quando os efeitos da convecglio natural sZ%o dominantes sobre os
efeitos da difus8o, as velocidades de avango da frente de mudanga
de fase, previstas para a regifio da base , s8%o maiores do gque as
verificadas no experimento. SZo observadas ainda diferengas entre
o ndmero de Nusselt previsto e o medido. Tais discrepincias estilo
associadas 4 simplificagfo realizada na equagfo (3.17), com o

ocbjetivo de diminuir a complexidade das equa¢®es transformadas.

3.3 FORMULAGXO EM ENTALPIA

Conforme ja4 foi comentado, na seg83o 2.4.3, existem na
literatura varias formulagBes em entalpia para problemas de
mudanga de fase. Nagquela seglo fol apresentada e exemplificada a
formulag3o de C#o et al., 1889, para problemas envolvendo somente
difusfo. Nesta seg¢8oc serd apresentada esta mesma formulacgfo,
incluindo agora os termos convectivos.

A equag8oc da energia, em coordenadas cartesianas

bidimensionais, pode ser escrita da seguinte forma

3C phd 8C puhd apvhd _ & am L, @& aT
e -M[kg+oy[kay‘”' €3. 30

Desenvolvendo os termos difusivos desta equaglo, em

termos de entalpia, conforme ji4 foi mostradoc na seg8o 2.4.3,

obtém—-se

2 2 2 2
& phd + 8 puhd + pvhd _ &8 Cl;h) + aC'h> @8 f + d f C3. 40)
at 8x 3y o 8x ay* ax oy

Neste caso o fluxo total de energia é dado por
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_ _&Trhd _ arhy
J —4puh + pvh yo: v C3.41>

devendo-se observar que os termos difusivos s3c diferentes

daqueles encontrados no fluxo total da formulag8o em temperatura,

onde
J = pcuT + pevT - k %; -.k g; C3. 42
WN
£
CeYiil
_OXw | g%
L PFPE
L
Q)
‘LS

Fig. 3.6 Volume de controle para integragfo

Integrande a equag8o (3.40) em um volume de controle

como o mostrado na figura 3.6 , obtém-se

ah =ah +ah +ah +ah +b C3.43
PP E E v W N N s s
onde
_ AxAy o
A, T A Y%y T % T %s Y AL P €3.44>
a ="' D +mdx[~-F , 01 , a _=I_D + max [-F , 01 (3.45>
E E © @ PE P - ®
a =TI D + max [F , 01 s A =7 D + max [F , O} (32.46D
v W 14 PV P v v
a =I' D +max [-F , 0] ., a = D +max [-F , 01 (3.47
N N n n PN P n | 4]
a =TI D + max[F , 01 , a _=TI_D + max [F , O] C3.48)
s B ) -3 PSS P -} ' s
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po h: AxAy

b = — +DCS -S) -DC(CS -S> + DCS -S> - DCS_-S.D

At e E P v P W n N P s P S
(3.4

_ Ay _ Ay - _Ax _ Ax
D= 80 * P 30 P ey ¢ BT @Es €3.805
* - n =

F'. = CpuD'Ay .F‘v = Cpu)vAy .F‘n = vaDhAx .F" = CP'VD’AX 3.851>

Os termos do tipo maAx [a,b] significam que ¢ assumido o
maior valor entre a e b. O superindice "o" especifica que é
assumido o valor da wvariadvel em quest3o no intervalo de tempo
anterior ao que estid sendo resolvido.

Quanto aoc problema hidrodinAmico no liquido, este é
equacionado de forma convencional. Assim, as equag@es governantes

para o liquido, adotando-se a aproximag8o de Boussinesq, sfo as

seguintes
aC pud aCpvd _

y + v (0] C3.52

au du 3p u  &%u
p[u_;&+v3y_]=-&.+p__z_+ s €3.853

Ix ay
PR A G A4 I/ - B *v , vy, #T €3. 54

P ax oy 3y H P 6y2 Pret® ’

A fim de ilustrar uma aplicag8o do modelo sera
resoclvido o problema da fusfo de uma barra retangular, conforme
mostrado na figura 3.7 .

Inicialmente o material est4 todo sélido, a T*. Num
tempo t = O, a parede da esquerda & colocada a Tp > T*. enquanto
que a parede da direita ¢ mantida a T*. As paredes superior e
inferior s8c consideradas adiabaticas. Deve-se observar que o
sélido ¢ mantido durante todo o tempo a T!. constituindo-se
portanto num problema de Stefan.

Na cavidade onde o material encontra-se em estado
liquido é assumida a condiglio de n3o escorregamento em todas as
fronteiras.

A substancia pura escoclhida para a simulag8oc é o

estanho, com as seguintes propriedades fisicas
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Faseliquida

0,0667 m

| Fase sélida
Tp » a T‘ = Tf T

NS ST
0,0889 m

Fig. 3.7 Descrigfo do problema

densidade = 6980 Kg/ma

calor especifico = 8857 J/Kg°C

condutividade térmica = 32,2 W/m°C

difusividade térmica = 1,765 x 10~ m'/s

viscosidade cinematica = 2,81 x 107’ m°ss
coeficiente de expans8oc volumétrica = 106 x 10-6/ °c
temperatura de fusfo = 231,08 °C

calor latente de fusSo = 60600 J/Kg

Assim , Pr = 00,0157 , Raﬂ = 1,83 x 10° e , para
Tp = 233,08 °C , Ste = 0,00848 .

Na sol u<;§d das equag®es governantes foi utilizado o
algoritme SIMPLEC, para o acoplamento pressfo e velocidade. E
interessante observar que no presente caso tanto o SIMPLEC como ©
SIMPLER nSo apresentam vantagem em relagfo ao SIMPLE. A malha &
cartesiana, de 28 x 28 pontos nodais, refinada a partir da
parede esquerda, que cede calor. ,

Foram empregados os passos de tempo de 1, 2, 8 e 10

segundos, aoc longo da solugfo, além de diferentes subrelaxagBes
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nas componentes da velocidade, correg8o da press%oc e entalpia,
visando minimizar o tempo de CPU .

Este problema foi resolvido parcialmente por Gobin e
Benard, 1888, com uma formulagfSoc em temperatura, empregande uma
técnica de imobilizag8o da frente de fusZo e uma transformagfo
n3o ortogonal de ccocordenadas no dominio liquido [Faghri et al.,
i10841.

S3o disponiveis também resul tados experimentais,
produzidos por Gau e Viskanta, 1986 e Wolff e Viskanta, 1887.
Deve-se observar entretanto que o© experimento nfo coincide
exatamente com o problema simulado, uma vez que o degrau de 2 °c
na temperatura, no tempo t = O , na pafede da esquerda n3o pode
ser realizado experimentalmente. A temperatura correta somente
foi alcangada 7 minutos apdés o inficio do processo. Pode-se
portanto prever que a simulagldo forneceré uma posi¢Zo da frente
de fusZo mais avangada do que aquela observada experimentalmente,
J& gue a maior taxa de tranferéncia de calor ocorre justamente no
inicio do processo, quando tem-se praticamente difusfo pura.

Por este motivo a simulagfo realizada por Gobin e
Benard, 1988, adota como condigfo inicial a situagfo medida no
experimento apés o tempo de 0,578 h . Contrariamente, a presente
simul ag8o desenvol ve-se desde o inficio do processo.
| Para uma comparag3o qualitativa entre o resultado
experimental, o de Gobin e Benard e a presente simulagdo, sfo
mostradas na figura 3.8 as posi¢gdes da frente de fus3o em dois
instantes de tempo. Esta figura mostra uma boa concordéncia,
quanto A forma da frente de fusfo, entre a presente simulagl3o e
os dados experimentais, nos dois instantes de tempo.
Provavelmente os desvios observados devem—-se ao motivo descrito
anteriormente. Some-se ainda a possibilidade de existirem
discrepincias entre as propriedades fisicas do estanho das
simulagB®es e aquele efetivamente usadoe na experimentagio,
conforme comentado em Gobin e Benard, 1988.

Note-se ainda que na presente simulag33o n3o foi
realizado um estudo de independéncia quanto a malha e ao

incrementc de tempo. Considerando que o© numero de Prandtl é
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bastante pequenc, sendo em consequéncia disto a espessura da
camada limite hidrodinadmica muito pequena, é possivel que uma
malha mais refinada altere 1levemente o resultado. Quanto ao
incremento de tempo pode-se esperar pouca variagfo, uma vez que
durante a maior parte da simulag8oc este incremento foi de 1

segundo, j4 bastante pequeno portanto.

0.06
H
~0.04
-
g
>
0.02 !
i
f s33 ¢+ axperimental
¢ ~ — Gobin e Benard
o ——— pregente solucdo
0-00 LRI IR B Y£ L) LI 3B B B LB LS TV B LD B Ly
0.00 0.02 664 006 o008

x (m)

Fig. 3.8 Posig3o da frente de fus3o
nos tempos 1,012 h e 2,078 h

A figura 3.9 mostra as linhas de corrente no instante
de tempo de 2,078 h , podendo-se observar nesta figura uma grande
regifco de recirculagfo, bem como uma pequena 2zona, no canto
superior esquerdo, onde o liquide se movimenta em sentido
contrario ao do escoamento principal.

Nas simula¢g®es e no experimento em guestfio a cavidade
de liquido est4d limitada na parte superior por uma parede.
originando portanto uma condigZo de nf%o escorregamento. Em certos
experimentos entretanto é conveniente que a face superior fique
livre. Uma situagZfo com a condigSo de deslizamento foi entlo

simulada, sendo mostrada uma comparagfo entre as duas situagSes
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na figura 3.10 .

I /

x

Fig. 3.9 Linhas de corrente no tempo de 2,078 h

4 1
4 i
0.06 -_' /
b !/
~0.04 -
.
~ .
>
0.02 -
E ndo escorregamento
] ~ — escorregamento
0.00-1"1"" ABL LS B LI B ) LI L LA T TV FyraaT T 8§ F ¥
0.00 0.02 0.06 0.08

Qx (m)

Fig. 3.10 Comparagfo entre os casos com e sem
escorregamento na parede superior

72
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No caso onde a superficie superior do liquido esté&
livre, n8o havendo portanto a camada limite, o liquido incide na
frente de fus8o com maior gquantidade de movimento, aumentando
assim a troca de calor nesta regifo, e consequentemente a taxa de
fus8o. Este efeito ¢ mais perceptivel quando a cavidade de
liquido é maior, acentuando os efeitos da convecgfo. Ao ceder
mais calor para a parte superior da frente de fusfo, os
gradientes de temperatura ficam .menores do centro para baixo,

diminuindo em consequéncia a taxa de fusfo neste trecho.

3.4 MUDANGA DE FASE AO LONGO DE UMA FAIXA DE TEMPERATURAS

As substancias puras e ligas eutéticas tratadas até
aqui mudam de fase a uma temperatura constante. Contrariamente,
a maioria das ligas metAlicas apresentam a caracteristica de
mudarem de fase ao longo de uma faixa de temperaturas,
correspondente a4 zona esponjosa. |

Esta familia de problemas pode ser abordada, por
exemplo, pelo método da entalpia descrito anteriormente [Caoc et
al., 19891, através de formas adequadas para as expressdes de
Ch> e SChd.

Considerando que os calores especificos do sélido e do
liquido s%o constantes, que a mudanga de fase ocorra com uma
variagZo linear da temperatura, conforme mostrado na figura 3.11,
e observando que agora h = O corresponde 4 fase sdélida com

T =Ts , tem—se, para a fase sélida que

T = Ts + ::-‘— €3.55
s

Na zona esponjosa C O < h < A + ceAT b

h
T = Ts + AT -A—-_;_-——C—.-KT: C3.56>
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e na fase liquida C h 2 A + coAT D

A+ Cc - ¢ D AT
e 1

T =Ts + h _ C3.87>
c c
[} L
onde AT = (T2 - Td e c, & o calor especifico da zona esponjosa.
h Zona
Sélido  [eponjosy Liquido
o

I I

| |

| I

_____ 1

I !
)

< I !
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: | |

[ |
<

I !
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Fig. 3.11 Diagrama h x T para uma liga nZo eutética

Introduzindo a “temperatura de Kirchhoff"

TL = JﬂIkCn) dn C3.58>
T
1
onde k() é a condutividade térmica obtém-se, para o sélido,

considerando k constante, que

T =k CT - To 3.89
k s .

Da mesma forma, para a zona esponjosa

T = k CT — T2 €3.800
k e
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onde k. ¢ a condutividade térmica desta zona, e para o liquido

T; = kLCT - Ti1d (3.615

Procedendo da mesma forma que na segfo 2.4.323 , obtém-se

que
k

chy = E‘.‘; e SCh) =0 para a fase sélida C3.82
8
k AT

rchd = X—:—E:KT e SChd> = 0O para a zona esponjosa C3.63
k, k, [x + Cec - cl)ATJ ,

rChd = = e Sh) = - C° fase liquida C3.64)

L i

Obtidas as expressBes para I'Ch) e SChd, os préximos
passos desta formulag3o s83o idénticos aos j& descritos na seg3o
2.4.3 .

Embora tenha sido aqui abordada uma variag3o linear de
h com T.. na regifio esponjosa, este método é valido também para
ocoutras situacdes, passiveis de ocorrerem nas ligas nf3o eutéticas.

Deve—-se observar ainda que as propriedades fisicaé tais
como ko e c_ exigem a adog20 de alguma hipédtese, como por exemplo

assumir que sejam fun¢des de k‘.kl e c., C e respectivamente.
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4 ASPECTOS METALURGICOS DA SOLIDIFICACAO

4.1 INTRODUGXO

o fenédmeno da solidificag80 é de fundamental
importaincia em vairios processos de fabricag3o, envolvendo metais
puros e ligas, sendo a fundig8o e a soldagem os mais frequentes
dentre eles.

E no momento da solidificag8io que a maior eficiéncia no
controle da qualidade do produto ¢ alcangada I[Pokorny, 189686],
sendo assim, a2 simulagfo deste processo & de grande relevincia
cientifica e tecnoldgica.

Neste capitulo ser8o abordados os aspectos metaldrgicos
da solidificag3o, a fim de fornecer subsidios para a compreensfo
do fenémeno fisico que se quer simular. S3o também examinados os
métodos encontrados na literatura metaldrgica para a simulag3o da
solidificag30c, mais especificamente no caso da fundig8o, sob o
ponto de vista da transferéncia de calor, massa e quantidade de
movimento. Finalmente é comentado o grau de aproximag8o, neste
tipo de simulagZ%o, encontrado na literatura especializada em

ciéncias térmicas.

4.2 MICROESTRUTURA DA SOLIDIFICAGAO

Considere-se © caso mais frequente de fundigdo, que é
aquela realizada em molde, conforme mostrado na figura 4.1

S3%0c normalmente observaveis trés regies distintas,
quanto A macroestrutura.

Na interface metal-molde, devido ao maior gradiente
térmico, especialmente no inficio do proceséo quando o molde esta
frio, s%o formados gr8os pequenos, de orientagfio randSmica. Esta

regifio é denominada equiaxial externa.
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regiéfo equiaxial
interna externa

\ \

Parede

do molde regifdio colunar,

Fig. 4.1 Regifes comumente encontradas na fundigio em molde

A partir da regifio equiaxial externa sZo formadas
dendritas, que c¢rescem em diregfo ao interior do molde, dando
origém 32 regifo denominada colunar.

Ainda mais para o interior do molde, no volume qgue
permanece em estado liquido, €& observada muitas vezes a formag3o
de outra =zona equiaxial, denominada equiaxial interna. A
transig3c da regifo colunar para a regifio equiaxial interna ¢
fortemente dependente da intensidade da convecgdo que ocorre no
l1iquido.

A morfologia da interface sélido-liquido apresenta-se
bastante diferente, gquando se trata de metais puros ou de ligas.

No caso de metais puros a interface sélido-liquido tem
uma forma aproximadamente plana na regifo colunar, e cresce no
sentido oposto ao fluxo de calor. A figura 4.2Cad mostra esta
situag8o, onde também se pode observar o perfil de temperatura no
liquido e no sélido. A figura 4.2Cb) mostra uma regifio equiaxial
externa, onde se pode observar o crescimento de um cristal, em
forma dendritica, no mesmo sentido do fluxo de calor.

A maior temperatura do cristal, possivel de ser
observada durante a solidificag8o, esti associada A questdes de

estabilidade no momento da formagdo e crescimento das primeiras
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porgies de sélido. Assim, pode ocorrer o desprendimentc de calor
do cristal para o liquido circundante, que estiA a uma temperatura

inferior a temperatura de fusZo do metal.

Cad regifio colunar (b)) regifio equiaxial externa

Fig. 4.2 Morfologia da interface sdélido-liquido e
distribuigfo de temperatura em metais puros

No caso de ligas a regific colunar possui uma fronteira
puramente sélida em forma dendritica, ocorrendo uma regilo
esponjosé. onde coexistem sélido e liquido, conforme mostrado na
figura 4.3Cad. Nesta Zona s8o determinadas todas as
caracteristicas da microestrutura da liga, tais como densidade,
forma, tamanho, distribuig¢fo de concentragfc e porosidade . A
figura 4.3Cb) mostra uma regilio equiaxial externa em ligas.

A morfologia das regifles equiaxiais dos metais puros e
das ligas ¢é praticamente a mesma, podendo ocorrerem diferengas
apenas na escala relativa das dendritas. Isto porque o seu
crescimento nos metais puros é controlade pela troca de calor,
. enquanto que nas ligas este crescimento é controlado pela difus3o
de soluto.

As ligas podem ainda, em fung8So de sua composiggo,
solidificarem em forma eutética, na regifio equiaxial. Na figura
4.4 , conforme Kurz e Fisher, 1986, s&%o mostradas as diversas
possibilidades, para uma liga Al-Cu ; Cad substancias puras ((bd
dendritas com zona esponjosa Ccd dendritas com eutético

interdendritico (dd eutético.
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Ca) regifo colunar Cb) regifio equiaxial externa

Fig. 4.3 Morfologia da interface sélido-liquido
e distribuig3oc de temperatura em ligas

C{wt%Cu)

Fig. 4.4 Tipos principais de ligas, quanto & morfologia

As ligas eutéticas apresentam melhores caracteristicas
para fundigio, tais como bom enchimento do molde, baixa
contrag8o, etc.. Pode-se citar, como exemplo, as ligas eutéticas
Fe-C (ferro fundido) e Al-Si , gque s8o0 de grande interesse
pratico. _

_ A figura 4.8 , conforme Kurz e Fisher, 1886, mostra o
processo de crescimento na regifio equiaxial ; C(ad dendritas no
caso de metais puros e ligas nZ2o eutéticas (b eutético, com

ndcleos esféricos, no caso de ligas eutéticas.
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Fig. 4.8 Processo de solidificag8io equiaxial
(ad dendritica e Cb> eutética

No caso de metais puros, uma vez concluido o processo

de solidificagZ%o, a morfologia dendritica desaparece, restando

apenas os contornos de cada gr3o. Nas 1ligas, devido a

microsegregac8o, a forma dendritica ainda permanece apés a

solidificag8o.
E importante observar, entretanto, que nos processos de

fundig8c muitas vezes as formas de crescimento dendritica e

eutética ocorrem simultaneamente.
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4.3 FORMAGXO DOS NUCLECS

S%o denominados ndcleos os pequenos volumes que comegam
a solidificar, a partir do liquido, no caso de uma regifc de
solidificag%o equiaxial.

A formag%c de um ntGclec exige um certo grau de
subresfriamento, ou seja, a temperatura do liquido tem que ser
inferior & temperatura de fusZo.

A figura 4.6 mostra, ao longo do tempo, a curva de
temperatura durante a nucleag8oc numa regifio de solidificag3o
equiaxial dendritica de uma certa substancia (ad), a frag3o de
sélido, fs, (b)) e nimero de gr&os, N, Ccd.

| Pode-se observar em Cad o subresfriamento inicial, um
novo aumento na temperatura, e o seu decaimento definitivo. A
curva (¢ mostra o rapido surgimento de nGcleos apenas no inicio
do processo e o posterior crescimento destes ndcleos, tornando-se

os chamados gr8os da microestrutura do metal.

T

Tw A
(@)

£ 1 /__7
(b)

(©)

Fig. 4.6 Histérico da formaglio e crescimento de nacleos
numa regifo de solidificagdo equiaxial dendritica
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4.4 MODELAGEM UTILIZADA

Na literatura metaldrgica observa-se, para fins
praticos envolvendo solidificag¢3o, o a aplicag8o de modelos
bastante simplificados. Dois livros classicos de solidificagfo em
metalurgia s8o os de Flemings, 1974, e Kurz e Fisher, 10986.
Nestes livros slo discutidos e apresentados model os de
solidificag8o contendo simplificag¢Bes .t,ais como: cor pos
semi-infinitos, interface s6lido-liquido desl ocando-se com
velocidade constante, auséncia de difus8o de massa no sélido,
etc.. Outro exemplo deste tipo de abordagem ¢ o© modelo de
Schwarz. 1933, aqui descrito na seglo 4.4.1

Tentativas mais elaboradas de simulag®o, via numérica,
s8o objeto de pesquisa na Area de ciéncias térmicas. Entretanto,
aparentemente tais modelos nio tém sido absorvidos pelos
metalurgistas, devendo-se realizar esforgos no sentido de que
isto venha a ocorrer.

Aiﬁda nfo é possivel a simulag8o completa do processo
de sclidificag8o em si, meémo de substancias puras, devido & sua
elevada complexidade. A simulagfo do processo de solidificag8o em
molde, tipico da fundig3o, & uma tarefa ainda mais complexa, uma
vez que possui a dificuldade adicional de considerar a
resisténcia térmica variavel pega-molde , ainda nSo equacionada
de forma satisfatéria [(Sully; 19786, Jeyai‘ajan e Pehlke; 1976, Ho
e Pehlke; 1984, Zeng e Pehlke; 1885, Huang et al.; 1962].

- Somente formulag¢®es mais recentes consideram as duas
| fases da zona esponjosa. Em 1987 Bennon e Incropera apresentaram
um dos primeiros modelos levando em conta a transferéncia de
calor, quantidade de movimento e espécies. Este modelc emprega a
teoria classica de mistura e ¢ adequado para a simulag8o onde
ocorrem estruturas do tipo dendritica colunar. Prakash
apresentou em 1880 um modelo que, contrariamente aco de Bennon e
Incropera, equaciona as fases separadamente e pode ser aplicado
inclusive A regifio equiaxial interna da solidificag8o de ligas
metalicas. Entretanto, esta formulagio n3o é capaz de prever o

surgimento dos ntGcleos a partir do liquido. As simulagBes s3o
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iniciadas jA com uma certa frag3o de sélido.

Conforme se pode depreender do exposto anteriormente,
embora estas aproxima¢®es do processo de solidificacﬁo sejam
bastante compl exas, ainda n3o levam em conta quest8es
fundamentais de interesse metaldrgico. Entre elas se pode citar
os fendmenos do tipo nucleag3o com subresfriamento e resisténcia

térmica variAdvel entre pega e molde.
4.4.1 O MODELO DE SCHWARZ

Conforme JA comentado este modelo contém hipdteses
simplificativas tais como unidirecionalidade, cor pos
éemd—infinitos. auséncia de resisténcia térmica entre pega e
molde e aqsénci_a de convecg8c natural. Entretanto ele & aqui
~ descrito devido & sua importancia histérica [Carslaw, Jaeger,
18881, Utilizando a Soluq&o geral da equag3o da condugfo de calor

em uma dimens3Zoc e em regime transiente,

@

T
2

C4.1>

&3
;
¥

Schwarz, 1933. concebeu o modelo fisico para solidificag3o
mostrado na figura 4.7 [Miller, capitulo II1.

No instante inicial ¢todo o 1li{quido esta a Tv ,
temperatura em que o material a ser solidificado ¢é vazado no
molde.'inicialménte a uma temperatura To . Decorrido algum tempo
o sistem assume a configuragfo de temperaturas mostrada na figura
4.7 . Observe-se que n3o existe nenhuma outra reagio exotérmica
no momento da sblidifica¢5o. a n8o ser aquela que envolve o calor
latente de fuslo.

A solugfo da eq. (4.1) é dada por [apéndicel
x
TCX.t:) = A + B erf [m] C4.2d

Para o molde tem-se as seguintes condi¢@es de contorno,

onde os subindice m, o e i referem—-se, respectivamente, ao molde,
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estado inicial e interface molde—sélido.

Tm
Tm = Ti, para x = 0O e V t

To, para x » —w e V t

Molde Solido Liquido

To

Fig. 4.7 Distribuigfo de temperaturas no modelo de Schwarz

Aplicando estas condi¢Bes de contorno na eq. (4.2,
obtém—-se a distribui¢Z%o de temperaturas ao longo do molde, dada
por ' ' .

v _ - x
TmC X, td = Ti + CTh Tod erf [2-—_7;';?] C4. 3D

Para o sélido tem-se as seguintes condig¢g8es de contorno

Te = Ti, para x = 0O e V t
T9=T*. para x = e V t

Aplicando as condi¢Bes de contorno, de forma semelhante
ao jA realizado nos problemas de Stefan e Neumann [apéndicel,

obtém-se
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L 3
J— T -Ti x
TaCx.tD = Ti + m erf [2-701—“?] 4. 4>
onde
0 = —2 . = constante C4.5>
5 aat' = ante .

neste contexto denominada de constante de solidificagZo.
Para o 1liquido tem-se as seguintes condig8es de

contorno

TL = T*. para x = d e V ¢

Tt = Tv, para X - we V ¢

Aplicando» estas condigdes na eq. (4.2 obtém-se a
distribui¢fo de temperaturas ao longo do liquido,

xX
erf - erfCI'(®
T, Cx,td = ™+ ¢Tv - TS [a;“lt] C4.8d
1 —erfClCeD
onde
r = /2 C4.7>
a .

As equagdes 4.3, 4. 4> e c4.6> fornecem a
distribuigio de temperaturas ao longo do molde, s&lido e liquido
respectivamente. Entretanto n3o dispSe-se até aqui de equagdes

para a determinag8o de Ti e Q.
Para a determinag3c de Ti ¢ empregado o© seguinte

balango de energia na interface molde-sélido

OTm aTs )
'km _O)T'x=0 - ka _&—lx=0 4.8
Substituindo as derivadas obtidas a partir das eq.

C4.3) e (4.4) na eq. (4.8) obtém-se

”
_MT + To erfC{D
N M + erfCoo €4.9

Ti

onde
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M = ke fom C4.10D

km ol

chamada constante do molde.

Note-se que Ti é constante ao longo de todo o processo
de solidificagfo.

De forma semelhante, para a determinag8o de Q é
empregado um balango de energia na interface sélido-liquido, que
neste caso deve considerar o calor latente necessario para a

mudanga de fase,

aTs dsé

| am
aTe = ds amn c4.
e I dx=6 =2 P, at * X xlx=s 4.11

k

As derivadas 9Te/dx e 9TL/3x sqAo obtidas das equagBes

C4.4> e (C4.6), respectivamente. A velocidade de solidificagfio
dé/dt é obtida explicitando-se 6 na eq. (4.5) e derivando em
relagfo ao tempo. Substituindo estas informag@es na eq. (4.11>
obtém-se a expressZ%o final de Schwarz para a determinagZo da

constante de solidificag8io Q

_2a2 A2
meern _ eQ +'ﬁ?ﬂ=o C4.12)
1 —erfdl'® M + erfC® Stes )

onde

ki Ols
= £t Jos C4.13
m ks ol 135

t 3
e = T: - T C4.14>

T -~ Teo

c CT - Tod

Stes = _—Q—T——- C4.15>

Em fung8o dos valores que possam assumir os parametros
M, m, ' e @ pode-se identificar as solug8es classicas de Stefan e
Neumann, bem como outras solucgdes de interesse metaldrgico como
casos particulares da solug8o de Schwarz (Muller, capitulo II],

que sf%o descritos a seguir.
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Se Ckpc)m >> Ckpc). ent8c M + O e conforme a eq. (4.9
Ti + To, recaindo no caso de temperatura prescrita na interface
molde~sélido ou seja, no problema de Neumann.

A eq. (4.12) particularizada e a distribuigfo de

temperaturas para este caso sfic as seguintes

2 2 2
meern e(‘2 T Qo

I — erfCr(d _ orfC(D ' Stes C4.18

T

- x=0 é 4 o

Fig. 4.8 M » 0 ; solu¢3o de Neumann

Se M » O e além disto m I'' =1 Ck e aa do sélido e do

liquido s%o iguais) tem—-se a solugfio de Lightfoot, cuja eq.
C4.12> particularizada e a distribuigZo de temperaturas sfo

mostradas a seguir.

2
& 1 -0 0o _
[1 — erfC{D erfcm] ¢ ¥ Stes - ° €4.17>

D
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Tk

To=T;
- ' x=0 é +

Fig. 4.9 M + Oem=T =1 ; solugdo de Lightfoot

Se o material é vazado no molde j& na sua temperatura
de fusfo (Tv = T*) entfc 6 = 0 , constituindo-se na soluglc de

Lyubov, mostrada a seguir.

2

[M + erfcm]n & - %‘i‘i =0 C4.18d
T |
Tv=T [-————==
T;
M S L
To
- x=0 o} ¥ o

Fig. 4.10 6 = O ; solugfo de Lyubov

Se Ckpé)m 1 84 Ckpc)a ent%co M >> 1 e conforme a eq. (4.9

T. » T. Se além disto @ = O tem-se entSo a solugSic de

Chvorinoff, mostrada a seguir.
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2
0 Stes C4.10D

MQe—V'—T-—=O

T

*
Tv=T =Ti
M S L
To
2
Fig. 4.11 M >> 1 e 6 = O ; solug8o de Chvorinoff
Se M+ 0e 86 =0 , temmse o problema classico de
Stefan, cuja solug8o & mostrada a seguir
o’ Stes
Q e erfdd —7;;——=O C4.200
T
*
Tv=T}t—————
//
M / S L
To
-
- ® x=0 0
4+ ™

Fig. 4.12 M + O e 6@ = O ; solugfo de Stefan
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5 MUDANCA DE FASE EM LIGAS BINARIAS

5.1 INTRODUGZXO

O modelo de Cao et al., 18988, apresentado no capitulo
3, para a solug3o de problemas de mudanga de fase nZo considera a
transferéncia de espécies quimicas. Desta forma este modelo nZo &
adequado A solug3o do problema especifico da solidificagifo em
metalurgia, jA que n3o é capaz de determinar a distribuig8o final
dos componentes de uma certa liga, requisito altamente desejavel
sob o ponto de vista metaldrgico. Mesmo tratando-se apenas da
inclus8o da convecgSo natural no modelo, esta diz respeito apenas
a convecgio induzida por gradientes de temperatura, n&o incluindo
portanto os gradientes de densidade decorrentes dos gradientes de
concentragfo.

A determinag8o da distribuig3o final dos componentes de
uma liga exige a inclusfo de uma equag3o a mais no modelo.
Trata~se da equagio da conservagfo das espécies quimicas.

Os modelos de simulagZo associados a problemas de
mudanga de fase em ligas binarias podem ser subdivididos em dois
grupos. Tais grupos s3o explorados a seguir.

O primeiro deles divide o dominio em duas partes, uma
referente ao sélido e outra referente ao liquido. As equa¢gdes s3o
resolvidas separadamente, sendo que o acoplamento entre os dois
dominios & realizado através das condigdes de contorno da
interface sd&élido-liquido. Esta técnica exige uma precisa
localizag80 da interface ao longo de todo © processo, tarefa nem
sempre f&cil, principalmente no caso de ligas, J4& que a 2zona
esponjosa apresenta-se usualmente com uma complexa geometria. A
necessidade de malhas computacionais méveis, ou da imobilizag3o
do dominio através da transformag8o de coordenadas exige, na
maioria dos casos, hipéteses simplificativas em relag8o &

geometria da interface.
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O segundo grupo descreve o fenémeno levando em conta
nas equagdes governantes as fragdes de sélido e de liquido que
ocorrem em cada local do dominio. Desta forma todo o dominio pode
ser tratado pelo mesmo conjunto de equa¢®es conservativas. Estas
s80o as chamadas formulag®es continuas, que apresentam a vantagem
de permitirem o uso de uma malha computacional dnica em todo o
dominic de solug8c. Também ¢é dispensada a necessidade do
rastreamento da frente de mudanga de fase, embora seja possivel
localiza-1la a qualguer momento.

As formulag®es continuas podem ainda ser subdivididas,
no caso de sistemas binarios sélido-liquido, nos chamadas modelos
de fase Unica e nos modelos de dupl# fase. Os modelos de fase
Gnica (Bennon e Incropera; 1887, Prakash e Voller; 1883, Voller,
Brent e Prakash; 19881 empregam a teoria classica de mistura,
somando as equagdes para cada fase e trabalhando com as variaveis
dependentes da mistura. Os modelos de dupla fase resolvem
separadamente as equag@es para o sélido e para o 1liquido,
acoplando as duas fases através de termos que representam as
trocas que ocorrem na interface sélido-liquido. Um exemplo deste
tipo de abordagem ¢é o model o de Prakash, 1880, que,
contrariamente aos modelos de fase Gnica, realiza um balango em
separado para a interface. Este modelo ¢ capaz de simular uma
solidificag%0 do tipo equiaxial, embora nSo possa prever a
formag80o dos ndcleos a partir de uma situaglic de puro liquido.

Uma vez que uma boa parte dos trabalhos encontrados na
literatura adota o modelo continuo de fase Unica, tal formulag8o

é descrita em maiores detalhes na se¢8o que se segue.
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5.2 MODELO CONTINUO

Nesta seglo & descrito um modelo continuo de fase dnica
que emprega a teoria classica de mistura resolvendo as equagBes
de. conservagio da gquantidade de movimento, calor e espécies
quimicas em sistemas binadrios sélido-liquido que solidificam em
forma dendritica colunar [Bennon e Incropera, 18871].
A primeira confrontag8o deste modelo com resultados
experimentais da solidificag8o de uma sclugZo de cloretoc de
ambénia-adgua, em cavidade retangular resfriada pela 1lateral,
mostrou concordincia apenas qualitativa [Christenson e Incropera,
1988, e Christenson et al., 1883]. Em 1990 Neilson e Incropera
simularam a solidificag8oc unidirecional de uma solug8o de cloreto
de aménia—-agua, resfriada pelé base. Nesta situaglio o modelo foi
capaz de prever segregagdes do tipo canal vertical. )
Espera-se que certas solu¢gdes aquosas como cloreto de
amdnia—-agua, cloreto de sédib—agua e outras se comportem como
ligas metélicés ao solidificarem dendriticamente, reproduzindo em
niveis de temperatura bem mais baixos os fendmenos de micro e
macrosegregagio de interesse metalidrgico. Por este motivo estas
solugBes s3o empregadas em experimentagdes, a fim de gerar
resultados que proporcionem a validag8o dos modelos matematicos
criados para a simulagfo do fenémeno da solidificagfo.
Quanto & teoria classica de mistura, o modelc em
quest3o assume os seguintes principios
1. Os componentes da mistura podem ser vistos como subsistemas
isolados, desde que suas intera¢gBes com os outros componentes
‘sejam adequadamente tratados.

2. Todas as propriedades da mistura podem ser obtidas através
das propriedades dos componentes.

3. O comportamento médio da mistura é governado por equagdes
similares as dos seus componentes, individualmente.

Quanto ao desenvolvimento das equagdes de conservaglo
de quantidade de movimento, calor e espécies, sZo assumidas as
seguintes hipdéteses ;

1. A mistura em quest8o esta saturada, ou seja, o0s seus
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componentes ocupam todo o espago disponivel.

2. Na fase liquida tem-se escoamento laminar, de um fluido
newtoniano, com viscosidade constante.

3. A densidade ¢ constante em cada fase, exceto para as

variag®es que originam as forgas de empuxo na fase liquida.

E utilizada a aproximagioc de Boussinesq.

Existe equilibrio termodinamico entre fases.

A difusividade de espécies & nula na fase sdélida.

A fase sélida n%o se deforma, e n3o possui tensdes internas.

N0 0

A regifio esponjosa ¢ vista como um meio poroso.

Um sistema de a constituintes e K fases & visto como um
continuo, onde qualquer localiza¢Zo r pode ser simultaneamente
ocupada por qualquer constituinte, em qualquer fase. A velocidade
média dos constituintes que comp®em a fase K, relativamente a um
sistemé de referéncia fixo, é representado por Vx e & chamado
velocidade de fase. A velocidade absoluta de cada constituinte a,
na fase K, relativamente ao mesmo sistema de referéncia ¢é
denomi nada V: . A velocidade de difusfo do constituinte a na fase

K & entio V;: - VK , conforme mostrado na figura 5.1

=y

Fig. 8.1 Velocidade de difusZo do constituinte a na fase K
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Sejam pz e gz a densidade e a frag8c em volume do
constituinte a na fase K, respectivamente. A densidade parcial do
constituinte a na fase K pode ser expressa como

- _ o o
p'c = gx px 5.1)
Da mesma forma Py © 9 s8o definidos como a densidade e

a fragZ%o em volume da fase K, respectivamente. A densidade

parcial da fase K em um certo volume de mistura é entfo

(8.2

1
(o]
'0

Py

e em consequéncia disto

Ao g
i
°

L P, €5. 3
K

onde p é a densidade da mistura.

A frag%o em massa ou concentra¢3oc do constituinte a na

fase K é

Bl
e

£ = | CS. 4d

Bl
R

e a frag8%o em massa da fase K na mistura &

|

£= —= 5.5
L K
K
ou, empregando a eq. (5.3
e
£ = X (S. 8
K
P

Observe-se que a hipétese de que a mistura é saturada

implica em que
E g, = 1 5.7
K

Para coeréncia do modelo continuo descrito até aqui,
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define-se

k = L gk 5.8
K

V=EfV €5. 9
K

h=yYfh €5.10

K K

K

£ =ypr £2 €5.11)
K K K

onde k ¢ a condutividade térmica da mistura e h a sua entalpia.

A equag8o de conservag3o para uma variavel genérica
escalar ¢ , associada A& fase K da mistura, para um volume de
controle fixo e arbitrario V , com Area superficial A pode ser

escrita da seguinte forma

3 — e ‘ —
3 J P, 4V + prKVK¢K.ndAK = fAJK.ndAK + S, 4V €5.12>
v v

onde n é o vetor unitario normal A superficie, Jx o vetor fluxo
difusivo através da superficie e Sx € o termo fonte de ¢K por
unidade de volume.

Assumindo que dAx seja igual a ngA » © realizando as

integragdes da eq. (5.12>, obtém-se

3 Cp

B> * VBV > = V(g T +gs €S.13>

&

CONSERVAGAO DA MASSA

A fim de obter uma equag3o de conservaglio da massa para

a fase K faz-se na eq. (5.13 ¢, =1, J =0 e S =M .

resul tando

Py VBV = g M €5.14>

at
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Uma equa¢8So para todo dominio, egquag8o do continuo, &

obtida somando-se a equa¢Zo acima para cada fase

CE PO+ v-cg PV = E g M (8.1%)

3

Qualquer quantidade de massa que sur ja ou desaparega de

uma fase necessariamente desaparece ou surge em outra, assim
LgM =0 C5.16D

Substituindo ainda a eq. (5.3) no primeiro termo da eq.
(8.189), e a eq. (5.8) no segundo termo, obtém-se

ap ) ‘ =
3+t Ve E fV> =0 | €S.17>

Empregando agora a eq. (5.8) no segundo termo obtém-se

a equag8So de conservaglo da massa para a mistura

gt—p + V-CoW =0 CS.18)

CONSERVAGXO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO

Por conveniéncia o desenvolvimento desta equagdo é
realizado no sistema cartesiano de coordenadas. Para obter uma

equag8o de conservag8o da quantidade de movimento para a fase K,

na direg%c x , faz-se na eq. (5.13 ¢K = U, Jx =-s,.. ©
Sx = prxx + Gxx » resultando

a chux) + V'CpKVKuK) = V-ngsxx) + prxx + ngxx ¢S.1aD

¥

O vetor fluxo S ex representa a componente do tensor

tens8o da fase K na diregfo x , engquanto que Bxx representa a
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componente da forga de campo da fase K na direg¢3o x . A produgfo
de quantidade de movimento na fase K devida as interag¢8es entre

as fases, tais como arrasto e sustentag3o, na direg3o x ¢é

representada por ka
Da mesma forma adotada anteriormente para a conservagfo
da massa, a equag8o para o continuo é obtida somando-se a eq.

(5.19> para cada fase

CE pqu) M V'CE vaxulc) = V'CE gxsxx) * E plCBKx * E ngxx

¥

C5.200
Decomponde a componente do tensor tensfo na parte

devida a4 pressfo e na parte devida A tensfic de cisalhamento,

s = -pi + ¢ 8.215
Kx K Kx
Assumindo que Fx seja a componeﬁt.e liquida na direg8o x

da forga devida A interagfo entre as fases,

F‘x = E gKGK’-( 8. 22>

Visando colocar a equag8c numa forma adequada para a
sua solugfo, o fluxo convectivo de quantidade de movimento é
decomposto na contribuigfo devida ao movimento médio da mistura e
na contribuig¢8oc devida ao movimento de cada fase em relag3o a

média da mistura,

E vaxux = pVu + E pKCVx- V)Cux— w 5.23

onde, em consonincia com a eq. (5.9 ,

u=—-Y qux =Ef u CS. 240
K K

v

Aplicando o mesmo principio para a componente em x da

forga de corpo, define-se
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Lp =Lf B, (5. 25
K K

x
bl“

‘O primeiro termo da eq. (5.20) pode ser reescrito

empregando a eq. (5.24), da seguinte forma

- 1
CCpud=2 = - = & Cpwd (8.26>
k <K 5€ £ e K e at

¥

O segundo termo do lado direito da eq. (5.20) pode ser

reescrito empregando a eq. (5.2%5), da seguinte forma

x
bl“

EpB, pLpB = 0B €5.27>
K K *
A eq. (5.20) pode entZo ser reescrita substituindo-se

as respectivas relagdes,

gfﬁpu) + V-CoVud = V-CE gxtxx) - V-1 kaVK— VDCUK~ u)] +
a
¥ 3 CE gkpx) + pr + Fx | ¢5. 28>

A especificag8o do vetor tens8o associado & fase K na
direg8o x , txx. , requer a condig8c de que esta fase tenha
continuidade. Isto significa que pode-se unir gquaisquer dois
pontos pertencentes a esta fase, através de uma linha continua,
sem sair dela. Assim, na zona esponjosa Qque ocorre ha
solidificag%c de uma mistura binaria, tanto a matriz sélida como
o liquido sf%o considerados meios continuos. Por outro ladoe, no
caso de uma mistura de liquido contendo material sélido em
suspensfo, a fase sélida n8o é continua. A relaglo constitutiva
empregada para a avaliagZo de th além de pressupor esta
continuidade também assume que cada fase & composta por um fluido
newtoniano, sendo a fase sélida dotada de uma alta viscosidade.

A variag8o espacial muitas vezes existente na fraglo em
volume da fase K , g, » gera a necessidade de uma média a ser
adotada nas egquagdes constitutivas. Desta forma a equaglo

constitutiva para o vetor tens3o a ser adotada é
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vC gxux) P v ngvx)i txx
t = — - U + (5. 20>
Kx K 9, 3 "k g, g,
ou
2 °
gxtxx = My vC gxux) 3 My \4 ngvxn + txx (5.300

onde H, & a viscosidade da fase K e t;x ¢ a tens3o viscosa nfo
incluida no termo pK VnguK). expressa em coordenadas cartesianas

da seguinte forma

te = u g§ cg Vv, > CS. 31>

Substituindo t;x da eq. €5.31) na eq. (5.30),

2
Spetax = Hie Ve9%hMI T Hy .z_x. Cg V> ~—z#u VgV 1 (5.32>

Desenvolvendo © primeiro termo do lado direito da eq.

(8.283,

V-CE gxtxxD =V-i M VCgKux)] +
2
+ v E[“x g_; ngvxa 3 Hy v ngvxu]] C5.33

e considerando H, constante,

- 2

= E H \ [ 3 Hy v ngvxn]]

- -—— 2 -

—E a pKVCgV) -3—[.1KV[0 chvx)]]

- _2

= E a H v CgKV pj F M v chvx>

= o 1 vV:Cg V.2 (5. 34D
E y 3 3 Hy G 'k :

Substituindo a eq. (5.34) na eq. (5.33

1
v-Ccg gxtxx) = V- [E “K V(gxux)] + ¥ g;[ 5 px v-(ngx)] 5. 35
K K
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Substituindo a eq. (5.3% na eq. (5.28)> e

reorganizando,

2 Cow + V-Covwd = V- [E VCgKux)] - v--('z(: B,V - WCu - u)] +

+ g_x_ p [%— M V-CgKVx)— gxpx]] ‘+ pr + F'x (5.36>

¥

ou fazendo

— — 1 -
p = E [gxpK 3 px v ngvx)] . (8.37

a eq. (5.28) fica

8 Cowd + V-CpVud = V¢- [E K, VCgKuK)] - Vv [E BKCVK— V)Cux— u)] +

- %
5=+ PB +F (5. 38

8|

Para a determinagZo da componente liquida na diregZ%o x
da forga devida & interag¢Zo entre fases, F‘x » & Zona esponjosa &

considerada um meio poroso. Assim, da Lei de Darcy

L Cgu)d €5. 30D

onde o subindice I refere—-se ao liquido, Kx ¢ a componente da
permeabilidade anisotrépica deste meio na direglio x , e u é a
componente na diregSo x da velocidade relativa entre as fases

liquida e sélida, ou seja
u = u —-u ¢S, 40D

onde o subindice s refere-se ao sélido.
A hipétese de gque a fase sélida n3o possui tensdes
internas e portanto n8oc se deforma, ¢é assim representada

matematicamente
Wgud =0 (S. 41>
. 8

Para os préximos passos no desenvolvimento da eq.
(5.38) assume-se ainda que as tensdes viscosas resultantes dos

gradientes locais de densidade sZo despreziveis, ou seja
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v[ e ] =0 5. 42>
pL
Também s&c empregadas as seguintes identidades
o
g, = [51] fl. (8.43
f u =u-u (8. 44>

O primeiro termo do lado direito da eq. (5.38) pode

ent'zo ser desenvolvido da seguinte forma
v- [E My VnguK)] = V- [pl VCgLuL) + H, VCgeu.)] (5. 45
Empregando a eq. (5.41) a eq. (5.45) se torna.
v- [E M, VCgKux)] = V- [“L CgquL + utng)] _ | (5. 46>

Empregando a eq. (5.43) a eq. (5.46) resulta em

v- [E M VCgKuK)] = v [ul[[ %l]fqul + ulV[[ gl]fl]]] CS. 47D

Utilizando agora a eq. (5.42) tem-se

- 3 . e_
v Lz( My VCgKuK)] v [“l 5, [t‘LVv.xl + ULVfL]] (5.48

v- L}_:, M VCgKuxD] = 9- [y" % v“l“x)] CS. 49D
1

Fazendo uso novamente da eq. (5.41) resulta em
- = - e
v [E H, vC gxux)] v [,uL pru] (5.800

A Lei de Darcy, eq. (5.38), pode ser modificada
empregando-se a eq. (5.43) e posteriormente a eq. (5.44
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F =P ¢ 4 ¢5.51)
» 4 L r
xpl
F =P ¢cu - ud CS. 52
X - ]
K p

»x i

O segundo termo do lado direito da eq. CS 38
representa as forgas de inércia referentes as velocidades
relativas entre fases, ocorrendo somente na 2zona esponjosa.
Entretanto a permeabilidade desta regifio é normalmente muito
baixa, fazendo com que o© termo referente a4 Lei de Darcy, eq.
(5.52), seja muito maior do que este, constituindo-se em motivo
suficiente para desprezi-lo.

Substituindo entlico as eqgs. (5.50) e €5.52) na eq.
(5.38) obtém-se

{4

8 Cpuwd + V-CpVud = V- [,ul g- Vu] - HP ¢u - u)d -
1

prl

+ pB (5.5

¥

Observe—-se gue na regif8o liquida Kx tende ao infinito e
P = P, reduzindo esta equagfo A forma classica da equagfSo de
Navier-Stokes para fluidos newtonianos. Na regifo sdélida Kx tende
a zero, devendo-se ent8o prescrever velocidade nula em todo o
sélido. No caso por exemplo da solidificagfo em lingotamento
continuo, prescreve-se a velocidade de deslocamento do lingot.é em
toda a regiflo sdélida. Y

Prescott et al., 18891, revisaram o desenvolvimento
desta equag3oc empregando mais argumentagfo matematica e menos
argumenta¢3o fisica, chegando a um resultado semelhante. E também
mostradoc neste artigo que a equag8o de conservag8o da quantidade
de movimento para o continuo obtida por Beckermann e Viskanta,
1988, através de médias realizadas nos volumes de controle é

equivalente A eq. (85.83), obtida através da teoria de mistura.
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CONSERVAGAO DA ENERGI A

A equaglic que descreve a conservagfo da energia para a

fase K & obtida fazendo-se na eq. (5.13) ¢K = hx » J = ~kKVT e
S = E , resultando
K K

gt Cpth) + V-FpKVKhK) = V-CgKkKVT) + ngx (S.54)

onde é assumida a condi¢3oc de equilibrio termodinadmico local, ou

sejé. TK = T . O termo fonte éx representa a produgfo de energia
associada & fase K .

Da mesma forma ji realizada nas equa¢des de conservagfo
da massa e da quantidade de movimento, a obteng3io da equag3o de

conservag8o da energia para o continuo é feita somando-se a eq.

(5.84) para cada fase. Observando que ¥, gKEK = 0 , obtém-se
K

g_ cz'pxhx) + Vv-CYf vaxhx) = V-Cp gKkKVTD (S8.55)
a kK K X

Conforme Jj& realizado na equag8o da conservag8So da
quantidade de movimento linear, o© termo convectivoe pode ser
decomposto na contribuig¢Bo devida ao movimento médio da mistura e
na contribuigfo devida aco movimento das fases K em relag3o a

média da mistura, como segue

E PV, = p¥h + E pLVY. — VCh - B CS. 56

onde a entalpia da mistura é dada por

h =

o

E pxhx = E thx ¢85.57

O  somatério do termo temporal ¢é desenvolvido da

seguinte forma
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<L P 8 (PEfxn
5§ K 3E [ K p ]
=3 (pLfnh
T wm[PENY
8 CEp hd> =2a Cphd c5.58>
at x at

Lembrando ainda que a condutividade térmica da mistura
é dada pela eq. (5.8, a eq. (5.55 pode ser reescrita na

seguinte forma

8 Cphd + V- CpVhd = V-(k VID - V- [E BKCVK- V)Chk— h)] (5.5

3

Nesta equagiZo a entalpia da fase K é definida como
o o
= fedT + h (5. 60>
K K
o
onde < é o calor especifico efetivo da fase K, assim definido

Vh vC hk— hd
S = — + —_— (5.61>
vT vT

e h: é a entalpia da fase K no estado inicial.
Para um sistema bifasico sdélido-liquido a entalpia do
sélido, conforme pode ser visualizado na figura 5.2, ¢ avaliada

através da eq. (B.60) comoc segue
h =cCT-TD +1° C85. 82>
-] o] »

L]

assumi ndo que T; =0 e ha = ha'T =0, a eq. (5.62) reduz-se a
o

h =¢T C5.863
A entalpia do liquido pode ser escrita como

h =¢cT +h +c¢CT ~-T)D (S. 64D
1 " e f t ®



1
i

MUDANCA DE FASE EM LIGAS BINARIAS 105

onde T; é a temperatura eutética e hf é¢ a entalpia de fus3o, ou
seja,
hf = ChL - h.)szT (5.65%>
@
A fim de eliminar a temperatura como uma variavel
dependente explicita na eq. (8.8589), isocla-se VI na eq. (5.61),
Vh VCh - hd
M K
c

+ — 5. 66
K

9T =

S

e substitui-se esta expressfo de VI na eq. (85.59), obtendo

3 Cphd + V-CpVhd =\7[k ] + v [" VCh—h)] +

at
- V- IE p CV - V)Ch - h)] 8.687)
h 4

|
I — |
i
=
| '

i

|

!

0 Te T
solido | liquido L

Fig. 8.2 Diagrama h x T para uma substancia
binaria sdélido-liquido

Obser ve-se entretanto que a temperatura segue sendo uma
variadvel do problema, agora implicita, pois estia presente na
defini¢cf%oc da entalpia da fase K , eq. (5.603.

Desenvolvendo o Gltimo termo da eq. (5.67) tem—se
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V-(‘}(: pKCVK— V)Chx— h)J = V-p[faCVa- V)Cha- h> + flCVl— V)Cht— h)]

= V-p f.CV.— V)Ch‘—- h> + Cflvl_ fLVDChl— h)]

-

= V-plf V- VOCh - hd) +CV -V —fVDCh-—h)]
s 8 8 s 8 1 i

-

= V-plf ¢V~ VOCh - hdD - £ (V¥ "'V)Ch'—h)]
s 8 s s @ 3

~

v- [pf‘ ¢V - V2ICh - h )] (5. 68)
8 ® 1 s

substituindo a eq. (5.68) na eq. (8.687> e fazendo por

simplicidade K = s, resulta em

8 Cohd + V-CoVhd = V- [’-‘- Vh] + 9 [‘-‘- VCh - h)] +
at ® ®

- 9 [pf ¥V - VDO3$Ch - h )] (5. 68
s ® 1 e

) ‘L’xltimo termo desta equag3o representa o fluxo de

energia associado ao movimento relativo entre fases.

CONSERVAGAXO DE ESPECIES

A equagl3o de conservag8o da espécie a na fase K é&

obtida fazendo-se na eq. (5.13 ¢ =12, 3% = pD%F? e
K K K K K K
s* = M*,
K K
3 o fH + 9V tH = 9-Cor DD + g M 5. 70>
——-5| K K K K K K K K K K

onde M: representa a produgfio ou destruigfo da espécie a na fase
K, e Dz o coeficiente de difusio de massa da espécie a na fase
K .

A eguacg3o continua de conservag3o da espécie a ¢ obtida

somando-se a eq. (5.70> para cada fase. Obser vando que
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) gkui = 0 , pois a produglio ou destruigfc da espécie a na fase K
K

precisa necessariamente estar acompanhada da destruig3o ou
produg8o da mesma quantidade desta espécie em outra fase,
cbtém-se

CE pkf‘:) + v-cE pKfo:) = v-cE prD:Vf:‘) ¢5.71)

3@

Da mesma forma ja adotada nas outras equag®es de
conservagfo, © fluxo convectivo da espécie a pode ser decomposto
numa parte referente a2 média da mistura e em outra referente ao

movimento das fases K em relag8o A4 média da mistura, como segue
- o _ a — _ a :
L PV o =pvE" + £pcv - W £ €S. 72>
K K
onde a concentragfio da espécie a na mistura & dada por

£ == Lo f =Lff €5. 73>
K K

DI

Substituindo a eq. (85.72) na eq. (B.71> e tratando o
termo temporal conforme ja4 fol feito nas outras equagBes de

conservag8o (ver por exemplo eq. (5.88)), tem-se

._ - —-— - - — a —
8 Cofd + vcp¥r™SH =9 cE prDZ'sz) v [E P LV — WD f°5]

¥

5. 74D

Particularizando novamente para wuma mistura binaria
sélido~-liquido, a difusio de massa no sélido & desprezivel se
comparada & difus3o de massa no liquido CD? << D?) . Empregando

também a identidade
vr‘f‘ = or% + vcr‘:‘ -5 CS. 75

o primeiro termo do lado direitoc da eq. (85.74> pode ser

desenvolvido da seguinte forma

v cE prD:Vf:;S v-C ple?Vftb

VoDV + V- [pDVCf‘:‘ - f°’>] S, 76)
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onde

D = lef‘ _ CS. 77

O segundo termo do lado direito da eq. (5.74) pode ser

desenvolvido como segue
— (s} -
v [EpKCVK \21S 98 f“)] =

= V'p[f v - v;crj— £ + £V, - wcr‘i‘— f"')]

= V-plf cv- e 5 + crv- e f“)]
Iy I ti 1 i

= V-p[f V- W% £ + ¢cv - £ V- £ verS- f“)]
® 8 8 8 1 t :

V-p[f vV - V% 5 - £ ev - - f°')]
s 8 e e 8 i :

v- [pf v - v ocr9- f“)] CS. 78
& s 1 -3

Substituindo as eq. (5.768> e (5.78) na eq. (5.74),

tem—se

8 Cot™d + v-pvtD = 7DD + - [povc:*‘:‘ - f"')] +

3

- v- (pf‘ CV- Vv - f°')] ¢S. 7D
) 8 ] i e

Os primeiros dois termos do lado direito desta equag3o
representam o fluxo liquido difusive da espécie a . O dultimo
termo representa o fluxc de espécies devido aoc movimento relativo
-entre fases.

E importante observar que no caso de misturas binarias
é suficiente resolver a eq. (5.80) somente para uma espécie, uma
vez que

pro =1 ¢5.80)
o
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RELAGBES COMPLEMENTARES

O fechamento do sistema de equag®es de conservag3o que
governam o problema, egs. (5.18), (5.853)>, (5.69 e (B.789, requer
relag®es complementares para a determinag3o da frag3o em massa de
uma fase na mistura, fx » assim como a sua composigfo f: .

Para um grande naGmero de aplicag®es praticas em
sistemas binArios, pode-se assumir a hipétese de equilibrio local
de composigSo na in£erface entre as fases. Isto nSo impede
entretanto a existéncia de gradientes de composig8oc entre as
fases, implicando na realidade em que a resisténcia ac transporte
de constituintes através da interface seja desprezivel. Sob estas
condi¢®es pode—-se relacionar o continuo e a composig8o das fases
com a temperatura, através de um diagrama de equilibrio de fases.
Un exemplo deste tipo de diagrama para uma mistura biniria com
fases sélida e liquida & mostrado na figura 5.3 . _

Em conformidade com o diagrama da figura 8.3 a

conservag8o da espécie o pode ser expressa como segue
£ =7 %+ ¢ 9 5. 81
Para a condiglio de saturagio pode-se afirmar que
f°+ fl =1 (5.82

Substituindo esta equagSo na eq. (5.81) obtém-se outra

expressio para fa ,

£ = £+ ¢t - £ >¢®
e @ 2 i
= ¢ % £ + &
® e L i
f? - &
£ = — — ¢5. 83>
I S 3
i e
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|

}

: . Sélido
i ,

i

1

fa

Fig. 8.3 Diagrama de equilibrio de fases para
uma mistura binaria sdélido-liquido

No caso da opgfo de trabalhar com o diagrama de fases,
é conveniente definir uma raz3%c de partig¢fo das frag@es em massa

do soluto a , entre as fases sdélida e ligquida, como segue

Kp (5.84>

n
"’)l"%
~Qle O

Na condigfio em que o soluto a tem solubilidade limitada
na fase sélida Kp < 1. No caso limite onde a solubilidade de o é
igual nas duas fases Kp » 1, a mudanga de fase ocorre a uma
temperatura discreta, nfo existindo portanto zona esponjosa.

Aproximando a pequena curvatura das linhas do diagrama

de equilibric de fases para retas, a eq.(5.83) pode também ser

expressa da seguinte forma

1 - Tli.q
f. = — T“ (5.85
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onde T é& a temperatura local, Tl.iq é a temperatura do liquido
correspondente a fa. e T“ & a temperatura de fusfo da mistura
para £+ 0. E possivel ainda através das egqs. (8.81) e (5.84)

relacionar as composig@es das fases e da mistura, resultando

o _ Kp o

f. = [1 + f CKp - 1)] f ¢S. 863
e

a _ 1 a

L= [1 + f C(Ke - 1)] f ¢S.875

Quanto & permeabilidade da regifo bifAsica, levando em
conta a necessidade de considerar a morfologia da zona esponjosa,
bem como a sua variag8o ao longo do processo de mudanga de fase,
Bennon e Incropera, 18987, sugerem a equagfo de Kozeny—-Carman (Cou

Bl ake—-Kozeny)D,
-]

9
K =K = Ko — (S. 88
x 1 - gf)

onde Ko é uma constante gque depende da morfologia da zona
esponjosa. Na regifio sélida g, = O e portanto K = O . Na regific
liquida g, = 1 e portanto K » o . Entretante segundo Bird et
al., 1960, a eq. (5.88) é vilida de um modo geral para g, < 0,8 .
Sendo assim ¢é desejidvel o emprego de uma correlag8o mais
adequada, jA& gque no caso da simulagfo de um processo de
solidificag8o tem-se g, variando desde g, = 1 até g, = O. Para
uma dicussfo mais detalhada do escoamento na regifio esponjosa
sob o ponto de vista dos meios porosos sugere-se, por exemplo,

Kaviany, 1992.
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5.2.1 METODO DE SOLUGXO

As equagdes (5.18, (5.83), (5.608) e (5.78) sXo agora
discretizadas segundo o método dos volumes finitos, conforme
descrito por Patankar, 1980. E também empregado o seu algoritmo
de propésitos gerais para a solug8o do sistema de equagdes
algébricas resultante.

Obser ve-se que todas as equagdes foram desenvolvidas de
modo a poderem ser escritas para a wvariavel genérica ¢ ,

referente A mistura sélido-liquido, na seguinte forma padr#o

3 Copd + V-CpVgd = V(T

¢V¢) + S (S5.89
at

?

Integrando esta equag3o em um volume de controle tipico

parcialmente solidificado como © mostrado na figura 8.4 , no
sistema cartesiano de coordenadas, em duas dimensd8es, e
introduzindo © coeficiente de relaxag3o a , obtém-se [Patankar,
18801

Ox)w (0x)e

(7 (9y)n

|.AY]
(9Y)s

Fig. 5.4 Volume de controle parcialmente solidificado

a _ _ a o
"o, =ag +tae +tad +tas +b+l-0’rg¢ (500
[s o 8
onde
a =a_ +a +a_ +a_ + a‘: - S AxAy ¢5.01>

P E w N s



MUDANCA DE FASE EM LIGAS BINARIAS 113

a =D +([-F, 0] (S. 02
| o L] [
a =D +[-F , 0] (5.083)
w v »
a =D +[(-F, 0} (5.04>
N n n
a =D +I[-F , 0] (5.e5)
8 [ ] e
o o Pr By 5. 08)
P At
b = S AxAy + a’¢> | CS. 97>
c PP -
rvo .
D° v 5.a8)
- [-J
rVAV
Dv S (5. 80
A 4
rhAh
Dh = E—@.)— (5.100D
b4l
rﬁAB
D. = CGYD. €8.101>
F = Cof u Ad C5.102
K, e K K e .
F = Cof u A (S.103
Kyw K K v
F = Cof v A CS.104D
K, n K K n _ .
F = Cpf v A : (5.105)
K,9 K K e

Nesta metodologia o© termo fonte ¢é linearizado da

seguinte forma
S, =S + S ¢ S.106D>

Os termos do tipo [a,bl 'significam que ¢é assumido o
" maior valor entre a e b . O superindice o refere—-se ao valor da
varidvel ¢ no intervalo de tempo anterior aoc que esta sendo

resclvido, enquantoc que © superindice # refere-se ao valor da
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variavel ¢ na iteragfo antex:ior.

Nas definig8les dos fluxos de massa F estes s3%o
generalizados através do subindice k , podendo assumir os valores
da prépria mistura de fases, puro sélido ou ainda puro liquido
[Bennon e Incropera, 18988]. O principio da conservagZo da massa

estabelece que na interface de um volume de controle
F . +F  =F (8.107

Nos problemas gque n8o envolvem mudanga de fase o termo
fonte S & abriga usualmente os termos referentes ao gradiente de
pressZo, forgas de corpo e surgimento ou desaparecimento da
varidvel ¢. Além destes, na presente formulag8oco também s3o
incluidos no termo fonte as parcelas referentes ao movimento
relativo entre as fases, A4 mudanga de fase e ao escoamento
através da zona esponjosa.

Observe—-se gque na equagfo da energia, eq. (85.69, o
termo difusivo n3o tem simplesmente a forma -I' V¢ . O fluxo

P

difusivo completo, JD. ¢ o seguinte

J=—£%~
[ =4

0=

VChe- hd (5.108>

De maneira semelhante o termo convectivo n8o tem mais a
forma padrZo pV¢ . O fluxo convectivo completo, JS, & o seguinte

c _ - _
J PVh + pf CV = V OCh - h) €S. 109

O segundo termo do lado direito da eq. (5.108> e também
o da eq. (5.108) sZ%o alojados no termo fonte. O mesmo cocorre com
a equagfo da conservagfo das espécies, eq. (5.78D.

Como consequéncia desta decomposig8o dos fluxos a
adogfSo dos esquemas “power-law"”, exponencial e hibrido [Patankar,
19801, para a interpolac;zq da variaivel dependente nas faces dos
volumes de controle, baseados no nUmero de Peclet da mistura
sélido-liquido (Pe= pubx/T ¢) podem gerar resultados fisicamente

inconsistentes. Deve-se entfo adotar o ndmero de Peclet associado
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A fase K
pxuxéx
Pox = ——F;—— (5.110)

De um modo geral, para sistemas do tipo sélido-liquido
os nUmeros de Peclet associados A& conservagfo da quantidade de
movimento e de éspécieswszo suficientemente grandes, de modo a
gerar bons resultados com o esquema "upwind®. Entretanto, na
equagZo da conservagd@o da energia este esquema tende a gerar
transportes difusivos de energia térmica maiores do que os reails,
mesmo que fisicamente consistentes. Este problema ¢é mais
pronunciado no caso de substincias com alta condutividade
térmica, o que causa nUmeros de Peclet da fase pequenos, como por
exemplo nos metais.

Quanto ao problema da difus8o numérica, deve-se ter
especial cuidado nos testes de refinamento da malha para a
solugZo da equag8So de conservagfio das espécies, uma vez gque o
ntmero de Peclet associado a esta equag8o é bastante alto.

A integrag8o do termo fonte S @ da equag8io genérica
(5.80) ¢é realizado ao longo do volume de controle mostrado na

figura 5.4 , como segue

g = I: J: S, dxdy = CS_ + S, 4 bxty €5.111)

Colocando nesta forma o termo referente A equagl3o de
Darcy na equaglo da conservag3c da quantidade de movimento, eq.

(8.83), tem-se

g = - HP ¢y - ud Axdy = CSZ° + S:°u) AxAy €5.112
prl
onde
s‘:‘ = HP u, €S.113
prl
sP = - HP €5.114
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Nas equagBes de conservag3o da energia (5.68) e das

espécies €5.79), tem-se termos difusivos da forma
s® = v-crow C5.115>

onde a variaivel y representa Cha— h> na equagic da energia e
Cf?-— £ na equag8o das espécies.

Uma vez que a eq. (5.115) representa apenas uma parte
do fluxo difusivo, estes termos fonte s8o discretizados
considerando-se uma variag3o linear da variavel y de um volume de

controle para outro, assim.

z° AxcAy

™ wd
I V- {I'Vy> dxdy
J e )

e’

) g;[r%] dxdy + r _r %y..[ %] dxdy

LR - 03 ) - L0 - 635) )=

. e » 8

]
o 3

- ’ _ — v v _
R -3Y) (wz: wp] 3] [wp ww] +
r A I"'BA‘a
* CcSy) [wu- wp] B Céy)a(wl‘_ ws]

=Dy + Dy +Dy+ Dy -CD+D+D+ D3y, (S.116D

ou, usando ¥y da iterag8co anterior inclusive no ponto P , o que

implica em que S: =0,

- !1!y[Dw+Dw+Dw+Dw—CD+D+D+D)w] c5.117

A parte convectiva do termo fonte destas mesmas

equagSes tem a forma genérica
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s¢ = - v [pf_cy - V.3Cg, - ¢G>]
= -9 [p(fa¢l - £ ¢ CV - v°>] €5.118)

substituinde na eq. (5.118>) a relagfo - f.¢s = f‘l¢l- ¢ . resulta

em

o :
S = v [pCfa¢l + f1¢l POCY - V‘D]

= - V- (pC¢L - @V - VGD] (8.1190

Obser ve—-se que s® ¢ diferente de zero somente na =zona

esponjosa, Jj4 que na zona de puro liquido ¢ = 4>1 € na zona de

puro sdélido V = Va
A identidade

- pc¢L— PCY - Ve) = pV¢ - Cpf‘e\":j.‘:a + pflvl¢1) (8.120
permite exprimir S_cda seguinte forma
s€ = 8% - ¢s® + s> ¢5.121>
m s L

onde © subindice m refere-se A mistura sélido-liquido, sendo

empregado aqui apenas para diferenciar de s® Ainda
s: = V-CoVed ¢S.122
C = -
S’< =V Cpfxvx¢x) (5.123>

Integrando a eq. (5.1210 ao longo do volume de controle

da figura 5.4 , tem-se
(2]
g% AxAy = I rV'CpV¢3 dxdy
m -] -]

LT ) e+ [ 2pfore)
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L((9) - (ee) Jov + L ((e) - [oe) )

@ v n -]

c pUA) 0¢0— CpuAd v¢v+ CovAd n¢n- CovAd e¢a

F ¢ -F e +F¢-Fo €5.124>

ou, usando ¢ da iteragfio anterior e observando que S:': =0,

1
AxAy

—c ™ ™ » "
Sm CF'°¢o Fv¢v+ an}h Fa¢9> 8.125>

Adotando © esquema "upwind® ,

=C 1 *
Sm = Ay C{Fo. Oi + [—F‘v. Oi + [Fn. 01 :[—F". O0l1>¢ +
- [—F‘e. 0]¢:_ [Fv. 0]¢w— [—F“, 0]¢N— {Fa. .0]¢>s (8.126>
Finalmente, para os termos referentes as fases K,
_ 1 * I * -
§::< T AxAy CFx,o¢x.o Fx,v¢x,v+ Fx,n¢x,n Fx,a¢x,a) €S.127>

adotando o esgquema "“upwind" obtém-se uma equaglo semelhante 2 eq.

(5.126>, e colocando na forma da eq. (5.121D,

s® = §z - ¢3° + §f 3 ¢S. 128>
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5.3 ANALOGIAS ENTRE LIGAS METALICAS E SOLUCDES AQUOSAS

O fenfmeno da solidificag8o em 1ligas metilicas nfo
eutéticas envolve mecanismos de difus8o de calor e massa, que por
sua vez podem causar correntes convectivas. Somando-se a
isto a possibilidade da ocorréncia de uma regifio esponjosa entre
as regies de puro sélido e puro liquido ¢ facil concluir que
trata-se de um fenémeno de grande complexidade. A fim de melhor
compreender estes mecanismos varios pesquisadores tais como Mc
Donald e Hunt ,19868, Szekely e Jassal ’ 1978, Christenson e
Incropera ,1989, Braga e Viskanta, 1980, entre outros recorreram
a solugdes aquosas. Isto deve-se ao fato destas solugdes, tais
como NHeCl~Hz0, NaCl—-H20 e Naz2C0a3-H20 solidificarem em forma
dendritica, a temperaturas préximas a temperatura ambiente e
apresentarem boa transparéncia, permitindo assim a visualizagfo
ao longo de todo o processo.

Em 1980 Neilson e Incropera simularam a solidificagfo
de uma solugfio de cloreto de aménia-&gua resfriada pela base. O
objetivo foi o de mostrar a potencialidade do modelo criado por
Bennon e Incropera, 1887, para a simulag8o da mudanga de fase em
sistemas binarios sélido-liquido. Nesta simulagdo a modelo foi
capaz de prever a formag8o de macroseéregaq.&es do tipo canal
vertical, | objeto da preocupagio dos metalurgistas na
solidif.icac.&o de ligas metalicas.

Entretanto a analogia entre solugdes aquosas e ligas
metAlicas nf%o é total jA que, conforme observaram Prescott e
Incropera, 19891, o numero de Prandtl das solugdes aquosas (Pr = 8
para NH«4Cl-H20> €& geralmente muito maior do que o das ligas
metalicas (Pr = 0,02 para Pb-Snd.

Outra diferenga relevante reside no parédmetro N , que
mede a importancia relativa entre o empuxe originado por
gradientes de concentragfo e aquele originado por gradientes de

temperatura, assim definido
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B ar”

N = {T—&T— (8.120
T .

onde Ba e ﬁ'r s8o os coeficientes de expans8o massico e térmico,
respectivamente, e % & a frag8o em massa do soluto a na mistura.
Na solugfio NH«Cl-H20 N = -1,4 , engquanto gque na 1liga Pb-Sn
N = -14 .

Deve-se observar ainda a existéncia de uma diferenga
significativa entre a permeabilidade do meio poroso formado pela
regifio bifasica nos dois casos. A permeabilidade, conforme pode
ser verificado na eq. (85.88), ¢é fortemente dependente de g,
Cfrag8c em volume do liquido na regiflo bifasicad. Como a curva de
variag8o de g, desde g, = 1 Cpuro liquido) até g, = O (puro
s6lido) ¢ diferente nos dois casos, a permeabilidade também o & .

O exposto até aqui mostra que deve-se ter muita
prudéncia ao tentar tirar conclus®es aplicAveis a ligas metalicas

a partir de experimentos com solugBes agquosas.
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6 MODELO EM DUAS FASES PARA LIGAS BINARIAS

6.1 INTRODUGZO

No modelco continuo ou de mistura apresentado no
capfitulo 8B [Bennon e Incropera, 18871 as equagdes s3o
inicialmente escritas para cada fase separadamente e logo apéds
-somadas, constituindo-se a partir deste ponto num modeloc de
mistura. Modelos deste tipo s3o chamados modelos de uma fase.
Este procedimento carrega consigo a impossibilidade de um
tratamento detalhado da interface sélido-liquido, uma vez que ela
virtualmente desaparece no momento em que as equagBes s3o
somadas.

Os modelos de mistura assumem forgosamente a hipétese
da existéncia de equilibrioc termodinamico. E perdida assim a
possibilidade de tratar adequadamente as resi sténcias
interfaciais, tanto térmicas como massicas. Em outras palavras,
ao discretizar o dominic em volumes para a solugfo do sistema de
equagBes, nos volumes em mudanga de fase & assumida a hipétese de
que 'I'L = Te . A prépria temperatura da interface nem mesmo consta
na formulagZo.

Os modelos em duas fases, contrariamente, ao tratarem
separadamente cada fase, admitem um equacionamento formal da
interface. A hipétese de equilibrio termodindmico nfo mais
necessita ser adotada. Assim, nos volumes que contém a interface
entre as fases liquida e sélida, TL = ‘1" ] T.‘ » sendo 'l‘,t a
temperatura da interface. Observe-se que na prépria interface,
TL = '1"a = Ti,’ o que é chamado equilibrio termodinimico local.

Quanto & morfologia da interface sdélido-liquido, esta
pode variar desde totalmente plana até a complexa forma
dendritica. A determinag8oc desta morfologia depende da adog8o de
um modeloc capaz de descrever a estabilidade da interface.
No livro texto de Kurz e Fisher, 1886, por exemplo, encontra-se

um equacionamento relativamente simples para este fim. Neste
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modelo & adotada a forma elfptica para as estruturas, conforme é
mostrado na figura 6.1 . A figura 6.2 mostra diferentes formas
interfaciais para o caso da liga Al-2%Cu. Na construg8o da figura

foi adotado um gradiente térmico na interface, do lado do

liquido, de 10 K/mm . S3o plotados o espagamento dendritico
primario, )\‘ » € o0 raio de curvatura das estruturas formadas,
R = b’ra ’ em fungfo da velocidade de avango da interface. A

interface assume uma forma plana para baixas velocidades de
avango da interface, passa por formas celulares, posteriormente
dendriticas e retorna novamente para a forma plana quando grandes
velocidades de avango da interface s8c alcangadas. Naturalmente
as microestruturas, e consequentemente as propriedades fisicas
resultantes da liga variam para cada velocidade de avango da

interface.

Fig. 6.1 Forma eliptica adotada para a interface
no modelo descrito por Kurz e Fisher

No crescimento de cristais, tanto pelo método de
Bridgman como pelo método de Czochralski, ocorrem interfaces
planas. Na fundig3c predominam as formas celular e dendritica. Na
soldagem pode ocorrer desde a forma plana até a dendritica. Uma
discussf%o mais pormenorizada associada a tal assunto é encontrada
em Battle, 1882.

No caso de uma solidificagfo direcional onde a extrag3o
do calor é realizada pela base, n3o existe a possibilidade da
ocorréncia de correntes convectivas. Da mesma forma se o

componente de menor densidade da liga solidificar numa raz8o
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maior do que o de maior densidade, n3o existe a possibilidade da
occorréncia de gradientes inversos de densidade que possam
desestabilizar o sistema, dando origem a correntes de convecgfo

natural.

Ay

R(mm)

A1,

102

-4

10 Al - 2wt% Cu

Ve G =10 K/mm

L
104‘ 10'2 1

vimm/s)

Fig. 6.2 Morfologia da interface segundo Kurz e Fisher

No final da década de 70 e inicio da de 80 alguns
pesquisadores concentraram esforg¢os no model amento da
solidifica¢8o direcional. Os exemplos mais representativos deste
esforgo, para o caso de metais puros, s8o os trabalhos de Garcia
e Prates, 1878, Garcia, Clyne e Prates, 1978, Clyne e Garcia,
1880, e para o caso de ligas os trabalhos de Clyne, 1882, e
Clyne, 1984. Nestes trabalhos as ligas s8o abordadas sob o ponto
de vista térmico, nfo sendo portanto tratado o acoplamento dos
problemas térmico e massico.

Uma vez discutidos aspectos tais como modelos de
mistura e modelos em duas fases, equilibrio termodinémico,
morfologia da interface e natureza da extraglio do calor, passa-se

agora a descrever um modelo pormenorizado e eficiente do ponto
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de vista computacional, para atacar a transferéncia de calor e
massa em ligas metalicas. Trata-se de um modelo em duas fases,
aplicadvel a situag®es com interfaces plana ou celular, para o
caso da solidificag8c wunidirecional onde os mecanismos de

transferéncia de calor e massa s8o difusivos.

6.2 PROBLEMA TERMICO

No que segue considera-se que o calor seja removido
pela base, conforme mostra a figura 6.3 . Admite-se a existéncia
de uma resisténcia térmica pe¢ca-molde, incorporada ao coeficiente

global de transferéncia de calor U.

Liquido

Interface

8 (1) Sélido

| Tse
/]/\U
Tew d

e

Fig. 6.3 Modelo fisico do problema

A conservag¢8io de energia térmica para o sélido pode ser
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escrita, no sistema cartesiano de coordenadas, da seguinte forma

2 8 T, 8
3 [ p.c.'l‘a ] = ¥ k. v [W/m) 6.1>
e para o liquido,
a7,
a _ @ X 3
3 [plclTl ] =& [ kl rva ] [W/m] (8.2>

Com o objetivo de utilizar nas egs. (6.1) e (6.2) a

entalpia, define-se a entalpia da fase K como

T
h =[c dT + h° CB8. 3D
4 OK 4

onde o indice "o" refere-se A origem arbitrada. Assim, a entalpia

da fase sélida é avaliada da seguinte forma

h =e¢CT-T > +hK® C6. 4D
- - (] L ]

Assumindo que h: =h|p =0, a eq. (6.4 reduz-se a
o

h =cCT-T O (6.5
L4 @ o )

De forma similar a entalpia do l{quido pode ser escrita

como
hl = c‘C Taol.— 'I'o > + hf + CLC Tl_ Tuq b 6. 6)

onde Tl,i. é a temperatura correspondente A linha de liquido no
diagrama de equilibrio de fases da liga, para a concentragio
inicial do liquido, e Taol é a correspondente temperatura sobre a
linha de sélido Cver figura 6.4). Observe-se que uma vez assumida
a existéncia de equilibrio termodin&mico local entre as fases,
T = Tu , conforme pode ser visto no diagrama mostrado na
K0 q .

figura 6.4 . Como € usual na abordagem do tema, apenas por

simplicidade, as linhas do diagrama s%o aproximadas por retas.



MODELO EM DUAS FASES PARA LIGAS BINARIAS 126

O calor latente de fus3o & representado por hf . Em

termos de entalpia,

h =h - h . 6.7

onde o subindice *"i" refere-se & interface.
Reescrevendo ent8o as eq. (6.1 e (6.2) em termos de

entalpia obtém-se, para o sélido

a a ke aha 8
e para o liqguido
k. oh
a _ 9 L L 8 )

Tw
Ti

Tsol= Tiiq

Fig. 6.4 Diagrama de equilibrio de fases do
tipo de l1liga binAria em questio

A fim de gerar mais subsideos para a determina¢50 das

entalpias na interface, hei e hli » realiza-se nela um balango de.
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calor. Na auséncia de qualquer fendmeno associado A instabilidade
no momento da nucleagXo, pode-se escrever que
k. énh k éh
dé s 1 _ s ®
P.hf ac + .—CL &y ly=6 ~ —-—-—c. 3y |y=6 (6.100
onde d&/dt é a velocidade de avango da interface.
Como condig8es de contorno e inicial para o sélido
tem—-se, conforme as figuras 6.3 e 6.4 , convertendo as
temperaturas em entalpias com base no calor especifico do sélido

a pressfo constante, ¢ , que
8

(1] U

q"” = E—a— [ GP— hoo] em ¥y = O e qualquer t c6.11>

hs = hai. em vy = (L) e qualquer t (6.12>

h =h ' emt =0ey=0 (6.13
s sol

Assume-se para a cohdiq&o de contorno 6.11 que o
coeficiente de troca de calor, U, seja conhecido. Neste
coeficiente s8o levadas em conta tanto as resisténcias térmicas
associadas ao molde, como a resisténcia associada A& troca de
calor por convecgdo com o meio externo. NZo ha aqui nenhuma
inteng¢8o de analisar com profundidade o problema da resisténcia
térmica variadvel pega-molde, jA comentado nas segBes 1.2 e 4.4
desta tese.

Na condig8o inicial 6.13 assume-se que t3o logo a liga
seja vazada no molde a solidificag®o inicia junto & sua base. O
desuperaquecimento do liquido em contato com a base do molde,
local por onde o calor ¢ retirado, ¢é imediato. Desta forma a

entalpia do estado inicial, ou de vazamento, ¢é reduzida de h‘I

~ para hl.iq . Logo apés, na solidificag8So propriamente dita, a
entalpia é novamente reduzida de hliq para h.ol Estas entalpias
s%oc as correspondentes as temperaturas T » T . e T no

b 4 tig sol

diagrama de fases da liga, mostrado na figura 6.4 .
Como condi¢gBes de contorno e inicial para o liquido

tem-se, conforme as figuras 6.3 e 6.4 ,
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ahL

3 =0 em ¥y = H e qualquer t (6.14>
hL = hli ) em y = 6t e qualquer t (6.15>
ht= hx emt =0ey>O0 (6.16D

A condig8Bo inicial 6.16 especifica que todo o liquido
esti4d na entalpia inicial, ou de vazamento, com excessfo daquele

que solidifica junto ao molde Cy = 0), conforme ja foli comentado.

6.3 PROBLEMA MASSICO

A conservagfo da massa do componente o da liga na fase
sélida é descrita pela seguinte equagfio

ofd

a o _ 8 ol 8 3
7 [ psfa ] = 3 [ psDe 3 ] [Kg/sm™] 8.17>

onde P, é a densid#de da liga na fase sdélida, f: é a frag8o em
massa ou concentragfo do componente a na fase sélida da liga, e
D: é a difusividade mAssica deste componente na fase sdélida da
liga.

De forma similar, para o liquido

: a
8 o a (] Ofl 8
5: [ plfl ] = 3 FRDL v [Kg-sm1] (6.18)

As ligas ou misturas tratadas nesta tese s3o binarias,
ou seja, s8o compostas por um solvente e um soluto. A partir
deste ponto assume-se que o componente a a quem se referem as
eq. (6.17) e (6.18) ¢é o soluto, deixando-se portanto de
referenciar este superindice.

O balan¢o de massa na interface, para gerar mais
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subsideos na determinag3o das concentrag@es, f e fLJ pode ser
|y 1 A

expresso pela seguinte equagfo
af ar

- dé _ _ ! -
Ps [fu Tt ] at =~ AR 3y |y=6 * PP, 3y |y=s (6.1

Como condi¢Bes de contorno e inicial para o sélido

tem—-se, conforme as figuras 6.3 e 6.4 ,

af

8ye =0 em y = O e qualquer t (6.20
S em y = &CtD e qualquer t ' (6.21>
fa = Kp fI emt =0ey =0 6. 22>

A aproximag8o das linhas do diagrama de fases por
retas, conforme jiA fol comentado, incorre num Kp constante'Crazﬁo

de partig8o entre as fases, definido na eq. (5.84)), para uma

certa liga.
Como condi¢Bes de contorno e inicial para o liquido

tem-se, conforme as figuras 6.3 e 6.4 ,

ar

E;L =0 ~em y = H e qualquer t V (6.23
fl = flt em y = 6Ct) e qualquer t (8. 24>
fl= fx emt =0ey >0 6. 28

A formulag8oc do problema estA agora terminada, e se
constitui em quatro equagBes diferenciais acopladas. As condigdes
de balango na interface sélido-liquido, onde ocorre a mudanga de
fase, incorporam as descontinuidades de fluxo de calor e de
soluto conforme as egs. (6.10) e (6.19). A seguir sera explorada

a metodologia de solugfio do problema.
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6.4 METODO DE SOLUGXO

O problema em considerag8o nfo possul solug8io analitica
e desta forma a solug8o € obtida numericamente.

A diséretizagﬁo das equagd8es diferenciails (6.8, (6.0,
C6.17> e (6.18), bem _como a sua solug8o, ¢é obtida através do
método dos volumes finitos [Patankar, 1980).

A integrag8o destas equag®es ao longo de um volume de
controle que contenha somente sélido ou somente liquido é
realizada - da- maneira usual, conforme- j& explorado em
capitulos anteriores, nﬁo sendo por esta razfo aqui descrita.

Concentrando agora a discuss8o num volume de controle
que contenha a interface sdélido-liquido, denominade volume
interfacial, .existem dois procedimentos distintos para .a
abordagem do problema.

No primeiro deles escolhe-se um incremento de tempo
adequado At, calculando a seguir o avango da interface a cada

incremento . Este procedimento & ilustrado na figura 6.5 .

L
L
L it +At
Ay f§_~_/\JLJt
i
S
y S

Fig. 6.5 Solidificag8o de uma frag3io do volume de
controle a ser determinada, para um dado At
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No segundo, contrariamente, uma vez escolhida a malha
para a solug2o do problema, passa-se a calcular o incremento de
tempo necessaArio para a solidificag2c completa do volume de
controle que contém a interface. A figura 6.6 mostra este

procedimento.

t +At

y

Fig. 6.8 Solidificag8o completa de um volume de controle
num intervalo de tempo a ser calculado

O primeiro procedimento foi implementado e testadé Ao
longo do desenvolvimento desta tese. Entretanto ele n3o foi
adotado em fungfo de probl_emas associados & eficiéncia numérica
‘do esquema. A necessidade de resolver. as fragdes sélida e liquida
dentro do vol ume bifasico retarda significativamente a
convergéncia, éue tem que ser alcangada a cada incremento de
tempo. Considerando que os incrementos de tempo precisam ser
pequenos, especialmente nos momentos finais da solidifica¢fo de
cada wvolume bifi&sico, o tempo computacional exigido para uma
soluc8o completa ¢ bastante alto.

O segundo procedimento foi o adotado, e juntamente com
a metodologia proposta resultou em tempos computacionais
relativamente pequenocs. '

A fim de nZ%o incorrer no fato gerador do excessivo
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tempo computacional do primeiro procedimento, calcula-se aqui os
valores das variaveis junto A interface, prescrevendo-os em
seguida para todo o volume interfacial. Para fins de cilculo, a
interface é assumida entZo como estando, ao longo do intervalo de
tempo At, estacionada no centro do volume bifasico conforme
ilustra a fi Qura 6.7. Nesta figura pode—~se observar a
_decomposigfo do dominio nas partes sdélida e liquida, assim como a

relag8o de cada fase com a interface.

e e ——

L
L L
ol Al bty Azl
ayr} C hufu
S S

i
—>
7
»

Fig. 6.7 Decomposigio do dominioc em cada
fase e relag%c com a interface

Uma vez calculada a concentragZ%c do liquido junto A
. interface, fli. , tira-se através do diagrama de equilibrio de
fases a sua entalpia, hl.i . Note-se que da definig8oc de Ke ,
eq. (8.84) , fai= Ke fu » e da eq. (6.7, h.,t= h\.i_ hr .

Do exposto até aqui - conclui-se que as duas varidveis
fundamentais a serem buscadas ao marchar-se no tempo sfo fu. e At.
Isto é feito a seguir, através dos balangos de calor, eq. (6.10),
e massa, eq. (8.19), na interface. Note-se que a utilizag8o de um
intervalo de tempo variavel, calculado a cada instante, é uma das
contribui¢®es do modelo proposto.

O balango de calor na interface, j4 integrado no tempo
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e também ao longo de um volume interfacial, conforme mostrado na

figura 6.8 , e assumindo gque p;= FR= P » pode ser escrito como

p Vol t _ _ =
At [[hl hu] tht [hoi. h-]] * Hy [hua hu]

= H_ [h.i- h“] | (Wl 8. 26
] ]
'L j
L .y A
Ox
Ay 1 A —1
Os
S .S __!_

Fig. 6.8 Volume de controle interfacial

onde Voo é o© volume do volume de controle interfacial e

k A

H, = —% . {Kgrs] CB. 27
i N
k_A

H_ = &5, [Kg/s) 8. 28>

O superindice t refere-se ao tempo correspondente ao

infcio da solidificag2o do volume de controle interfacial, ou

final da solidificag8c do volume anterior. A auséncia de
superindice nas . outras entalpias, com excessfo de hf que
independe do tempo, refere-se ao tempo t + At. Conforme

menciocnado, durante © intervalo At todo o volume interfacial muda

da fase liquida para a sélida.
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Pequenos aumentos na area da interface, em fun¢g8o da
ocorréncia de morfologias celulares, podem ser considerados na
drea A que consta nos coeficientes Hu e Hu da eq. (6.26>. Por
outro lado os grandes aumentos de aArea, tipicos das morfologias
dendriticas, exigem wum tratamento especifico, uma vez que,
dependendo do tamanho podem ocupar mais de um volume de controle.

Considerando que hf = h - hai. e rearranjando os termos

li
da eq. (6.26), obtém-se

£ Vol t _ - _
At [hl. hﬂ] + Htl [hl.N hl.i,] Hta [hat has] €6.20

A equag3o anterior representa a equag3o de trabalho
para o balango de energia na interface. '

O balango de massa na interface, ja& integrado no tempo
e também aoc longo de um volume interfacial, conforme mostrado na

figura 6.8 , e assumindo que P~ P= P » pode ser escrito como

segue
e Vol ffet — e )+ fe-c |+ [e..-¢]]+u [c-¢]-=
At L (K% XY ai i -] mt N [ RS
= H [f - f ] [Kgrs] C6.30)
ms St [-1-]
onde
e DLA
H = — [Kgrs) C6.31)
N
p DA
H = 2 [Kgrs] 6. 32
mae 6S

Os comentarios ja feitos para o balango de energia
quanto aos aumentos de 4rea da interface decorrentes de sua

morfologia também sdo vialidos aqui.
Simplificando a eq. (6.30) obtém-se a equaglo de

trabalho para o balango de soluto na interface

p Vol t - - _
AL [fl f.] M Hml [fm fu] Hm [f.i. f..] €8.33
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Note-se que ha e fa nd3c estfo disponiveis e devem ser
obtidos por interpolagfo. Quando o volume interfacial é um dos
volumes 1localizados no 4interior da malha, conforme mostra a

figura 6.8 , tem-se que

h =FGh +C1 - FG)DJ h (6. 34D
-] -1 8L
onde
_ Ay2
FG = 3572—1—3; (6.35

t+At

Ay/2

Fig. 6.9 Volume interfacial ocorrendo no interior da malha

Da eq. (8.7 tem—-se que

h. =h -h (8. 36>

ai ti f

e do diagrama de fases

'
h=h -Ch~-h D - €8.37
7 4 M E

Substituindo a eq. (6.37) na eq. (6.36) tem-se
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£
_ _ _ _ i
h.i— h“ hf C h“ hs: J fg 6. 381
Substituindo a eqg. (6.38) na eq. (6.34) obtém-se
h =FGh +C -C_f_ (6.39
o 26 it iz 1

onde cjn e Cjz s3o grupos que dependem da localiza¢3o do volume

interfacial na malha, dados por

C =C1 -F62C h - h_>D (6. 40>
n M f
e
C h"- hE b)
C._ =C1 - FG>DO (6. 41D
j2 fE.‘

Interpoclando da mesma forma para a concentrag¢io,

segundo a figura 6.8 ,
f = FGf +C1 ~-FG)DO T CB. 42>
e 26 aL
Da eq. (5.84) tem-se que

f =Kp [ C6.43D

81 RS

Substituindo esta equag3o na eq. (6.42> e rearranjando,
f =FGf +C_ £ C6. 44>
e 28 ja u
onde
Cj9= Ke C 1 - FG D 6. 45

No infcio do processo de solidificag8o, quando o volume
interfacial é o volume junto ao contorno inferior do dominio
tem-se, para o problema térmico, a situag8o mostrada na figura
(6.10).

. Convertendo as temperaturas em entalpias com base no
calor especi{fico do sélido a  presséo constante, <, pode—-se

escrever que
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Ch -h_ > k Ch  -h_ >
eTT A&y = % (8. 48D
*1 U0 7 3k -

Fig. 6.10 Volume interfacial ocorrendo junto ao
-contorno inferior : problema térmico

Explicitando h. na eq. (6.46) obtém-se

cC +h .
h=-%*___ 8% C6.47>
® C
s
onde
c = CB. 48D
S ka Ay
vt =
e
Ay
c = = + 1 : C6. 40>
s ka Ay
v "=

Substituindo hai dado pela eq. (8.38) na eq. (6.47) e

reocrdenando resulta em

h =C -C . (8.50>
®- S 2 W
onde
C‘ + h - hf
cC = M (B6.51>
3 C
s
e
hu - h:
C7 = —a——-f— CB.S&)
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Para a obteng%oc de f“ no infcio do processo de

solidificagX%o interpola-se, conforme a figura 6.11 , obtendo

= _9P st
4 — (B6.53

Fig. 6.11 Volume interfacial ocorrende junto ao
contorno inferior : problema massico

Assumindo que a condig8o inicial (B6.22) seja valida ao

longo de At, tem-se

£ = Kr £ | €B. 54>

Esta é uma excelente aproximagfSo, pois além da malha ser feita

pequena especialmente junto ao contorno, a difusividade massica
no sélido possui normalmente valores bastante baixos.

Substituindo as equagBes (B.84) e (6.43) na eq. (6.83)

e rearranjando obtém-se

f =C +C ¢6.85
® 8 o
onde
Ke fI
C = 6. 56>
8 2
e
_ Kr
Cp = = (6.57D

Tendo determinado h. e f. tanto para um volume genérico
no interior da malha, como para um volume bifasico localizado
junto ao contorno inferior do dominio, passa-se agora a obteng3o

das equagdes para fl.i e At
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Quando o volume interfacial ¢ um dos volumes
localizados no interior da malha, substituindo h‘ dado pela egq.
(6.39) no balango de calor para este volume interfacial, egq.

(6.28), e explicitando At obtém-se

p Vol (V1 +Cj2 fli,]

(6.858>
H [ h - h ] +H [ h - h ]
tl Li LN te et Y

onde V1 ¢ dado por

v =ht-Feh -c. 6. 59
1 1 as it .

Substituindo ha‘,_ dado pela eq. (6.36) na eq. (6.58) ,

p Vol [ v o+cCc. . ]
At = J ' C8.60>
ti

[ H +H h
tl te

v
2
onde

V =H_ h + H Ch +h D) (6.61>
2 tt N te f Y

Substituindo hli dado pela eq. (6.37) na eq. (6.60D e

reorganizando obtém-se

P Vol [V1 +CJ2 f‘“.]

At = (6. 62
v - C, .
3 Ji0O Li
onde
V =CH,+H >h -V (6. 63
E: ] tL te M 2
e
: hu N hz
C =CH, +H ) —e— (6. 64D
j10 tL te fs:

Substituindo fa da eq. (6.42) no balango de massa na
interface, eq. (6.33), e explicitando At obtém-se ‘
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p Vol [V‘ + st fli.]

At = (6. 65
H [ f - f ] + H f -1 ]
ml ti iN me ot 'Y
onde
V = -Fe ¢ CB. 66
4 1 58
Substituindo f’i da eq. (6.43> na eq. (6.65> e
rearranjando,
g Vol ( v +C £ | ]
_ 4 j8 Li
At = & =V C6.67>
js4 Li S ‘
onde
C. = H + Kp H : (6. 68D
a4 mt ms
e
V. =H f + H 3 6. 69D
s ml LN ms es

Igualando as equagdes (6.62) e (6.67) e reorganizando

chega—-se A seguinte equag3o do segundo grau para fu

af? +bf -c=0 €B. 70>
i [ X%
onde
a=C_C -C_«C. 6. 71D
J2 14 j3 o
b =C. v +C V +C. v -C _V (6.72>
Y ja 3 j10 4 iz s .
c =V V +V V C6.73D
8 4 1 5
A solugdo fisicamente consistente desta equag8o & dada
por
| 2 o
r =2* 1 5% + 4ac 6. 74
i ca

Uma vez tendo determinado fu pela eq. (6.743, At pode
ser obtido tanto pela eq. (6.62) como pela (6.67).

Passa-se agéra a tratar os momentos iniciais da
solidificagZ%0, quando o© volume interfacial ocorre junto ao

contorno inferieor. O balango de calor neste caso pode ser
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expresso da seguinte forma

Ch -h DA
_ si

p Vol t . _ - o
At [hm - h, ] + Ha [hm hy ] S 71 . Ay €8.75

al = + 22X

Uk,

Explicitando At na equagZoc anterior tem-se

t
p Vol (h‘ -h‘]

At = = B. 765
Hot [ hye” hln‘] *C2 [ Pai” hm]
onde
A
N 8. 77>
U k

Substi tuindo h. dado pela eq. (B8.850) na eq. (8.76

resulta em

p Vol [cj“ +C, f“J

At = 8. 78D
v
S
onde
C. =ht-c ce. 79>
Ja8 1 [
e .
V = H [h.—h ]+C [h_—h ] (B6.80>
G tl i N 412 38 o

Aplicando a condigZ%oc de impermeabilidade na base do

dominio tem—-se, para o balango de massa, que

e Vol t _ _ =
AT [fl f. ] + H [le £ ] (o) (6.81>

Substituindo na equagZo anterior f. dado‘ pela eq.
(6.58) e explicitando At obtém-se
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At = (6.82
v? + Hml fl.t
onde
t
C’,“ = fl - Cn (8.83D
e
V7 = - Hml fm (8.84)

Igualando as equagfSes (6.78) e (6.82) e reorganizando

chega-se A seguinte equagZc do segunde grau para fl.'\

2

af +bf -¢=0 6.85)
. [ R XY
onde
a=H_ C (&.86>
mt 7
b=H_ C, +C V +C V 68.87>
mt  ja8 » © ? 7
c=C V -C V (6.88)>
14 © jas 7
A solucgfo fisicamente consistente desta eguagfio & dada
por
= _—
£ =B+ d b+ dac 6. 89>
i 2a

Uma vez obtido fli’ At para a solidificag¢%oc do primeiro
volume de liquido pode ser obtido tanto pela eq. (6.78) como pela
c6.82). |

Quando o volume interfacial for o dltimo voldme da
malha, ou seja, o©o velume junto ao contorno superior, todo o
soluto contido no liquido deste volume precisa necessariamente
ser incorporado ao sdélido. Como consequéncia n3o mais se pode
empregar a eq. (6.43). Para o problema massico prescreve-se

entfo, conforme a figura 6.1i2 ,

r =t C6.80d
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Fig. 6.12 Ultimos volumes a solidificarem

Para o problema térmico, no lugar de calcular fr e At

' 8
através dos balangos de calor e massa no volume interfacial, como
¢é feito em todos os outros volumes da malha, s8o realizadas as

seguintes extrapolagdes

f . =f _ + Af ' €6.981>
Lip lis i
onde
A T T e Tlies €8.925
e
Atp = At°+ AAt C6.93D
onde '
AAL = At - At (6.84D
- 88
Entenda-se que os termos ’fus e fuao nas equag¢gdes

acima referem-se as concentragdes do liquido junto & interface
quando esta encontrava-se nos velumes anteriores ao volume em
questfo, conforme a nomenclatura especificada na figura 6.12 . De
forma semelhante, os termos At° e Atao referem—se aos respectivos
intervalos de tempo que foram necessarios para a solidificag8io

destes volumes.
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6.4.1 CONCENTRAGAO EUTETICA ALCANGADA AO LONGO DA SOLIDIFICAGXO

Quando a .concent,rat;zo na interface do lado do liquido,
fu », & diferente da concentragfo eutética, f: » O sélido formado
é composto por somente uma fase sélida. Comumente nos diagramas
como o mostrado na figura 6.4 esta -fase é chamada fase a , no .
caso da concentrag8o inicial, fx » Sser hipoeutética, ou fase f2# no
caso desta ser hipereutética.

Em certos casos entretanto fl.i pode alcangar f: .
conférme mostra a figura 6.13 , [Kurz e Fisher, 1886). Quando
isto ocorre o sélido passa a ser composto por duas fases
distintas, a e 3 . Devido A complexidade do problema, Battle,
1992, em sua extensa revisfo sobre modelamento matemético da
‘segregag8oc de soluto na solidificagZ%o, afirma que a transferéncia
de massa resultante desta composig8c de fases nunca foi
considerada. Da mesma forma, a possibilidade de mais de uma
transformag8o de fases liquido-sélido carece de modelamento, e

sua cir_.ética estia longe de ser entendida.

x —
Fig. 6.13 Fases o e 2 na solidificag8c eutética

Usualmente o eutético ¢é considerado como sendo uma
Gnica pseudofase, segundo originalmente concebida por Brody e
Flemings em 1866 .

Un tipo de abordagem semelhante ¢ desenvolvida aqui.
Quando fli atinge o valor eutético fE , faz-—se fu = f‘E .
empregando os balangos de calor e massa na interface para a

determinag8o da concentragfo média do pseudoeutético na
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interface, F.t , e também At
Assim, fazendo fu = fs: na equag3o da conservagfo do

calor num veolume interfacial interior, eq. (6.82), obtém—-se

p Vol [V1+cjz fE]

8 jt1o E

At = (6.95)

A partir do balango de massa no volume interfacial, eq.
(6.33), aplicando a interpolagfo para fs dada pela pela eq.
(6. 42>, fazendo também f w = f e ® explicitando At , obtém-se

p Vol [V -Cjtsf']

At = o b C6. 08
V - H f
o ms [- 3N
onde
C. =1 - FG 8. 87>
s
v =t -Fe ¢ C6. 08
(] i s
e
V = H cCf - f > - H f (6. 92D
© ml E AN ms s

Igualando as equagSes (B68.985) e (6.968) obtém-se a

seguinte expressZo para Fai.

= Va - vo Vao
f“‘i = i v .l C6.100D
me 10 jss
onde
V‘ + cjz fs:
V1° = v —<¢ (6.101>

] j10 E

Note-se que o diagrama de fases mostrado na figura 6.13
informa as concentrag@es do sélido nas interfaces liquido-sélido

a , aqui denominada fo_w‘ ., © liquido-sélido 2 , f.i[? » quando
fl.‘ = f‘: . Assim, pode-se afirmar que
19

f.,‘ = xa f.i.o: + XB f.i.(? (8.102>
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onde Xa e X_, s3o respectivamente as fragdes de concentragZo de

€]

sélido a e 3 na interface.

Adicionalmente tem-se que

X + X, =1 (6.103>

Combinando as equagdes (6.102) e (6.103> tira-se

finalmente as fragBes de sélido a e 3 , dadas por

f g f .
X = =t 2= C6.104D
o . - £
sif3 aial
e
X, =1 - X (6.105>
[£] ol

Neste ponto a formulag3o estid concluida e a seguir sio
apresentados os diversos passos gque constituem o algoritmo de

solug8oc do problema.



MODELO EM DUAS FASES PARA LICAS BINARIAS 147

. B.4.2 ALGORITMO DE SOLUGAO

O modelo matematico descrito até aqui constitui-se de
quatro equagles diferenciais, uma de transferéncia de calor e uma
de transferéncia de massa para cada fase, além das equagBes de
balango de calor e massa na interface. Tem-se portanto um sistema
de seis equagdes acopladas a ser resolvido. -

Para a solugio das equa¢gdes diferenciais de transporte
é empregado o© cédigo computacional desenvolvido por Patankar
[Prata, 1g911, sendo a ele agregadas algumas rotinas
desenvolvidas para o caso especifico deste problema.

Para as equag®es de balango na interface a soluglo é
aquela apresentada anteriormente.

A solug8o do sistema de equagdes ¢ ent8o realizada

iterativamente, segundo o seguinte algoritmo :

1. Especificag8c das propriedades fisicas da liga, do
tamanho do dominio de cilculo e das condigdes inicial e de
contorno.

2. CAlculo dos grupos do tipo C «<c,, c,c,c,c, cCc,

X 4 5 (-3 ? a | <4

sz) segundo as especificag¢8es do passo 1, ou seja, os grupos

que n3o dependem da posig8So e do tempo.

3. Arbitragem de fu e At para o primeiro volume da malha

a solidificar (volume da base).

4. CAlculo dos coeficientes H H , H , Hm° e dos

L’ te ml

*

grupos do tipo C. cc , ., €C, ,c€Cc  ,cCc  ,cC ,C.
JxXx AL S l2 Js J4O Ji1 JL8 Ji e
C15> ou seja, aqueles gque dependem da posigfo do volume
¥
interfacial na malha.

8. CAlculo dos grupos do tipo Vux CV‘. Vz. ...... Vo. V‘o) .
ou seja, aqueles que variam com cada iteragZo, por dependerem

dos campos de entalpia e de concentragio ainda nZo

convergidos.
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Calculo de fu e At, observando as peculiaridades
inerentes a4 posigSo do volume interfacial em questfo (volume
localizado no interior da malha ou junto & fronteira inferior).
Se a solidificagfo alcangar o eutético ao longo do processo,

calcula-se F.i e At.

CAlculo de hu e hd’ para a prescrig2o no volume
interfacial na solug8o do problema térmico. Calculo de f .
que, juntamente com fu é prescrito no volume interfacial ;;
solug8o do problema massico. Se a solidificag2o ocorrer no
eutético, o problema térmico & resolvido da mesma forma, mas

no massico s8o prescritos f: e ?;'no volume interfacial.

CAlculo dos valores de h. e f. no volume interfacial,
segundo . as interpol ag8es realizadas e Jja empregadas
implicitamente nos ciAlculos do passo 6 deste algoritmo.

Resolug8o das equa¢Bes de transporte para hg. hl’ f‘.
e ff Ateng8o especial deve ser dispensada quando o volume

interfacial for o dltimo da malha, conforme descrito no texto.

Teste da convergéncia, retornando ao passo =]

iterativamente enquanto esta nZo for alcangada.

Alcancada a convergéncia, avango do volume interfacial
para o préximo volume da malha, avango no tempo e retorno ao

passo 4, até que ocorra a solidificag8o total do dominio.
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7 SOLIDIFICACAO UNIDIRECIONAL DE LIGAS METALICAS

7.1 INTRODUGXO

Um dos principais interesses nos processos de
solidificag8c de 1ligas binArias reside noc conhecimento da
distribuigfc final de scluto, ou elemento de liga, aoc longo da
pega. A solidificag8o direcional de ligas binarias na auséncia de
convecg8co na fase liquida gera comumente um perfil de
; 1974 , Battle
1992]. Este perfil ¢é mostradoc na figura 7.1. Ao explorar tal

concentrag8o bastante caracteristico [Flemings

figura o leitor deve ter em mente o diagrama de equilibric de

fases apresentado na figura 6.4, cuja regifoc de interesse ¢é

reapresentada na figura 7.2. S8o claramente identificAveis trés
$e
s :
¥ ltransiente transiente \,
o final ft—
inicial .
5 — ity regime
v g § permanente
g - .
of !
0 . I‘/’
Kef
I

© distancia da parede fria -» H

Fig. 7.1 Desenho esquemiAtico da distribuiglo
final de soluto no sélido

regi8es. Na primeira delas, denominada transiente inicial, a
concentragio de soluto assume, junto & parede do molde, o valor
aproximado de Kpf € aumenta até alcangar um patamar com o valor
de fI », ou seja, a concentrag8c inicial da 1liga. A segunda
regifio é constituida por este patamar, sendo denominada regifio de

regime permanente. Nos instantes finais da solidificag8o é
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forgosamente agregado ao sélido todo o soluto excedente do
transiente inicial, a fim de que seja conservada a massa total de

soluto da pega. Esta terceira regifio ¢ denominada transiente

final.

‘ Estado Imicial

Temperatura —>

Concentragao ___

Fig. 7.2 Concentrag@es na interface sélido-liquido ao longo das
regides de transiente inicial e regime permanente

Conforme pode ser verificado no diagrama de equilibrio
de fases mostrado na figura 7.2, a concentrag8o do primeiro
sélido que surge junto ao molde é necessariamente igual a KpfI
Com o passar do tempo a difusZo de soluto, decorrente dos grandes
gradientes de concentrag8o existentes nessa regifio, deveria
causar um aumento desta concentrag8o. Entretantoc a difusividade
massica no sélido é comumente, nas ligas metilicas, da ordem de
10‘ vezes menor do que no liquido. Também a escala de tempo em
que ocorre a solidificag8c ¢ relativamente pequena. Estes dois
motivos s%o suficientes para afirmar-se que a concentag3io no
infcio da pega permanece com o valor de Kpf‘l apés cpncluida a
solidificag%c. Observe-se que © modelo matematico desenvolvido

nesta tese, em funcfc de seu equacionamento formal da interface
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visando maior generalidade, considera a difusfo de soluto atraveés
do sélido, de forma que a distribuigfio esquematica da figura 7.1
é obtida sem aproximagdes.

A figura 7.3 mostra uma curva deste tipo obtida pelo
presente modelo, e que confirma o padrfo discutido anteriormente.
Nesta figura a concentrag3o do sélido, f.. & adimensionalisada
com base na concentragZ%o inicial da 1liga, f:’ enquanto que a
dimens3o y é adimensicnalisada com base em H, a altura total do

dominio.

2.00

1.50

1.00

0.50

0-00 CTVIVTTET TS TYVPTULERTTT LB RERARRE] LIRSS BB ERARER]
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
y/H

Fig. 7.3 Curva tipica de distribuigfo final do soluto
no sélido , gerada pelo presente modelo

Quando © processo de solidificagZo ainda estid em curso
tem-se curvas tipicas de entalpia e concentrag8o que sfo
mostradas na figura 7.4 . Note-se as descontinuidades na entalpia

e concentragfo do soluto na frente de solidificaglio &CtLD.
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Entalpia

Sétido

\

m pros e e e e b e e e - ————

0 (1)

]

B
=
-
Q.
o

Fig. 7.4 Curvas tipicas de entalpia e concentragfo
em um certo instante de tempo t ao
longo do processo de solidificag83o

7.2 VALIDAGAO DA METODOLOGIA DESENVOLVIDA NESTE TRABALHO

Com © objetivo de wvalidar a metodologia descrita no
capitule 6, os problemas térmico e massico s8o agora
temporariamente desacoplados. E ent8o simulada a solidificag¢8o de
chumbo puro nas condigdes descritas por Garcia e Prates, 1978. Os
resul tados s%o comparados com os dados de experimentos realizados
por estes autores. Note-se que embora neste caso somente o
problema térmico esteja presente, por tratar-se de uma substéancia
pura, esta comparag8 com dados experimentais tem forga de
validag%c no que toca A& metodologia de solugSo das equagdes de
difusfo, tanto no sélido como no ligquido.

As condi¢®es do experimento, bem como as propriedades

fisicas adotadas, estf%c descritas no trabalho de Garcia e Prates.
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Cabe apenas informar aqui os dados adotados para a presente
simulagZo e gue n3io constam no artigo em quest3o. A temperatura
da Agua de refrigeragfo do solidificador direcional ¢ assumida
como sendo de 20 °C, enquanto que a altura H do dominic é tomada
como sendo de 11,25 cm, ou seja, adota-se a escala da figura

mostrada no artigo. Os resultados s8o mostrados na figura 7.85.

90.0
“n Chumbo
SN .
800 7 . ...+ experimental _ /
- presente soluggo
70.0 problema de Neumann
s0.0 1 — — — presente solucdo
problemo de Stefan
50.0
40.0
30.0
20.0
10.0
0.0 :
c.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 6.0
yi (em)
Fig. 7.8 Comparag8oc das presentes sol ugBes com os

resultados experimentais de Garcia e Prates, 1878.

Os autores informam neste artigo que a temperatura
inicial do chumbo no experimento era de S °C acima da sua
temperatura de mudanga de fase, tratando-se portanto de um
problema de Neumann. A figura 7.5 mostra as simulagBes tanto do
problema real, como de uma simplificag8io ac considerar-se que o
superaquecimento inicial & nulo, recaindo assim em um problema de
Stefan. Conforme o esperado, a velocidade da interface no
problema de Neumann ¢ um pouco menor do que a do problema de

Stefan, jA que neste caso ¢ necessario desuperaquecer o liquido.
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7.3 COMPARAGAO COM A SOLUGAO DE SMITH, TILLER E RUTTER

Uma solug8So analitica classica para o problema em
questSo é a de Smith et al., 1955, Naguele trabalho, a fim de
tornar viAvel uma solug3o analitica para o problema missico, o
problema térmico deixou de ser resolvido. E entZo assumido que
a interface move-se com velocidade constante e prescrita. O
problema missico é resolvido com duas simplifica¢Bes, comentadas
a seguir. Na primeira delas a difusividade maissica no sélido ¢
considerada nula. Esta simplificag¢8o, pelos motivos ji comentados
na segfo 7.1 , ¢ bastante boa. Na segunda ¢ assumido que o
dominio de solug3o é semi-infinito, ou seja, fl. = fI para y -+ o.
Usualmente esta simplificag8o também nZo causa imprecisfc nos
resultados para as regifes do transiente inicial ‘e regime
permanente. Naturalmente a regifio do transiente final exige um
tratamento especifico.

Conclui —se dos comentarios anteriores que a soluqSO de
Smith et al., a menos da velocidade constante prescrita para a
interface, pode ser wusada para a verificag8oc do modelo
desenvolvido nesta tese.

A solug8o de Smith et al. para o transiente inicial é

dada por
f °|Vy,/D
;:%[1+erf[4——é—-——£—]+ €7.1)

b o

+ C2Kp - 1> e CKp €1 — Ked Vy /DD o [5—25—"2"—2 vy D] ]]

onde V é a velocidade de avango da interface, y a sua posig¢8o e
DL é a difusividade de soluto no liquido. Note-se que nesta
expressio figuram apenas trés grupos adimensiocnais, fa/f! » Kp e
Vyi/DL.l

Na figura 7.8 s3o comparadas para o transiente inicial
as solug®es obtidas a partir do modelo desenvolvido nesta tese
com as de Smith et al., para trés valores de Kp . No presente

modelo além do problema mAssico para ambas as fases, resolve-se
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também o problema térmico, dando lugar ac surgimento de novos
grupos adimensionais. Para as comparag@es mostradas na figura 7.6
as variavels do presente modelo, n3c utilizadas na eq. (7.13, ou
seja, C_v Sy ke. k., h,, T, Tz: e DB so as da 1liga Pb-Sn

L L f M
Ctabela 7.1>, com T = 330°C, T = 20°C, U = 5000 Wom’K, H = 1 cm,
fE =1,0 e kp = fx . O ajuste entre os dois modelos mostrado na

figura 7.8 foi obtide ao adotar-se DL = A0 Pmiss. A fim de
explorar os erros associados & solug8o de Smith et al. devido a
hipétese de velocidade constante prescrita para a interface, a
figura 7.7 foi preparada. O eixc horizontal desta figura ¢é o
mesmo da figura 7.6. No eixo vertical tem-se a velocidade
adimensionalisada utilizando a altura H e a difusividade térmica
do sélido o Das figuras 7.6 e 7.7 conclui-se que para Kp = O.i
e as demais variidveis adotadas no presente modelo a velocidade
varia realmente poucc ac longo do transiente inicial e inicio do A
regime permanente. Para Kp = 0,01 a velocidade jA apresenta uma
variag%oc bem maior, entretanto a concordancia entre as solucBes

continua boa até aproximadamente a metade do transiente inicial.

fo/fr

———— Presente solugGo
-~ Smith et al.

000 T § v 1 r LR | R B P ra LA BLJ T 1 ¥ R BRI LA B L 2
20 40 60 80 100 120 1 160 1 200

Vyi/D,

Fig. 7.6 Comparag8c do modelo desenvolvido
nesta tese com o de Smith et al.
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4.0

VH/a
@
(3]

o'o6"'2‘0"1‘101“6101'l8l01111601l‘1é0]'"10‘"160"3%"2&
Vyi/Dy

Fig. 7.7 Velocidade de avango da
interface no presente modelo

Para Kp = 0,001 a variag8o da velocidade é ainda maior,
entretanto a concordincia ¢é excelente ao longo do intervalo
apresentado na figura. Quanto menor o Kp, mais extensa é a regifio
de transiente inicial. Para Kp = 0,001 © regime permanente nem
mesmo é alcangado ao longo deste dominio.

Novos ajustes nas varidveis do problema térmice, como
por exemplo o decréscimo do coeficiente de troca U, poderiam
deslocar levemente estas curvas para a esquerda. Este
procedimento entretanto nfo traria contribuigfo para esta
discussfo, que tem por objetivo mostrar que o presente modelo
gera resultados compativeis com o que é conhecido até o presente

momento sobre o fenédmeno que estid sendo investigado.
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7.4 SOLIDIFICAGAO DE ALGUMAS LIGAS USUAIS

Nesta | segldo simula-se a solidificag3oc das ligas
chumbo-estanho e aluminio-cobre em diversas situag@es de
superaquecimento inicial, coeficlente de troca de calor, U, e
altura do dominio, H. A partir destes resultados s%oc comentadas
quest®es tais como tempo necessario para a solidificag8o total do
dominio, a sua composig8o final e também a velocidade de avango
da interface ao longo da solidificagZo.

As propriedades fisicas destas ligas utilizadas para as
simulagBes sZ%o listadas nas tabelas 7.1 e 7.2. Em todas as
simul ag®es realizadas, assume-se que o fluido refrigerante que
circula pela base do molde esti4 na temperatura ambiente de 20°¢C .

Primeiramente, a fim de enfocar com clareza as
consequéncias do acoplamentc dos problemas térmico e massico,
realiza~se algumas simulag®es variando o coeficiente de troca de
calor U desde o valor bastante baixo de 20 W/m’K, até o alto
valor de S0000 W/m°K. Observe-se que para U baixo a influéncia do
problema térmico é minimizada, ficando a solidificag8o cbntrolada
guase totalmente pelo problema massico. Contrariamente, para
grandes valores de U o problema térmico passa a ser dominante.
A velocidade da frente de solidificag3oc depende tanto do problema
térmico como do massico, conforme pode ser verificado nos
balangos de calor e massa na interface sdélido-liquido, eqgs.

(B.10> e (6.19), respectivamente, reproduzidos a seguir,

k. éh k @ah
dé ! L _ 8 s
Phy gt * c, y=&6 c_ 9y |y=<S €6.105
of af
ds _ 1 8
Py [fu i ] at -~ Ab 'ay"|y=<s + el |y=¢S €6.19

A derivada dés/dt que aparece nas equagdes anteriores
representa a velocidade da frente de solidificag3o. Desta forma a

velocidade de solidificag8o pode ser escrita como
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Tabela 7.1 Propriedades fisicas da liga Pb-Sn
[Felicelli et al., 19911

= 10.100 Kg/m>

Densi dade, P
Calor especifico a pressso constante, c, = 173 J/KgkK
c = 161 JKgk
Condutividade térmica, ks = 19,8 W/mk
kL = 16,7 W/mK
Difusividade térmica, o = 1,1310 °mss
o = 1,030 mss
Difusividade massica, D = 310 ’mss
D = 3x 0 %m* s
Calor latente de fusfo, hf = 30.000 J-Kg
Raz8o de partig¢fo entre fases, Kp = 0,31
Concentrag8o eutética, fE = 0,618
Temperatura eutética, TE = 183°C
Temperatura de fus3o do chumbo puro, Tu = 327,5°C

Tabela 7.2 Propriedades fisicas da liga Al —-Cu
" [Sundarraj e Voller, 1893]

Densidade, p = 2.800 Kg/m>
Calor especifico a pressfio constante, c, = 766 J/KgkK
<, = 1178 JKgkK
Condutividade térmica, ka = 77 W-/mk
A kL = 153 wW/mK
Difusividade térmica, o = 3,8740 "m'ss
o = 4,090 mss
Difusividade massica, D= 90,7340 “‘m°ss
D, = Sxt 0 °m? s
Calor latente de fusio, hr = 428. 000 J/Kg
Raz%o0 de partig¢3c entre fases, Kp = 0,118286
Concentragfo eutética, fs = 0,332
Temperatura eutética, T = 548°C

Temperatura de fusfio do aluminio puro, T“ = 660°C
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a5 _ " [f: S ) 7.2
dat e h, { 9y |y= k 9y |y=6 )
ou
dsé _ ____li_____. [ ?_9. .aia_l - fﬁ ﬁ ) C7.3
dt [f w fa D, dy |y= p, 9y |y=6 )

Considerando que para 1ligas metAlicas D << DL e

&
admitindo por simplicidade que a fase liquida estid préxima da
temperatura de solidificagZfo (OTL/ay >~ 0O) as egs. (7.2 e (7.3

podem ser simplificadas por, respectivamente,

ds _ i f_T_e C7. 4>

at ~ p_h Iy |y=6 :
= - A0 af‘l 7.5
dt Pe (f wo ai.] 9y |y=6

Das egs. (7.4 e (7.8 fica claro que a velocidade de
avango da interface depende, fundamentalmente, da taxa de
resfriamento da pega bem como da redistribuig¢fo do soluto na fase
liquida.

As figuras 7.8 a 7.10 mostram a velocidade da frente de
solidificag8c ao longo de um dominio de altura H =1 em , para a
liga chumbo—-estanho, com diversos coeficientes de troca de calor
U, partindo de uma temperatura inicial Tx= 1.05T~ ¢343,8 °0,
onde Tu representa a temperatura de fus3io do chumbo puro (327,5
°cd. A fim de acentuar os efeitos que deseja-se mostrar nesta
aniAlise, apenas por simplicidade e sem invalidar os resultados,
tomou-se a porcentagem de 1 % de estanho na liga Pb-Sn simulada.
Estas figuras mostram que no caso do problema térmico domi nante
CU = S0000 W mKd) a velocidade cai sempre ao longo de toda a
solidificag8o. No outro extremo CU = 20 W/mzb, quando © problema
massico ¢é dominante, a velocidade aumenta inicialmente para
depois estacionar, formando um patamar. Este comportamento pode
ser facilmente entendido observando-se a eq. (6.19>. As
propriedades fisicas pa, P D‘a e Dl. s8o consideradas constantes
ao longe do processo. Como f.,‘= Ke fu’ e Kp também possui um

valor constante para cada liga, a diferenga fu— f‘a,t que consta
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Fig. 7.8 Pb-1%Sn; variagiio da velocidade da interface ao longo
do dominioc para dois coeficientes de troca de calor
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Fig. 7.9 Pb-1%Sn; variag3o da velocidade da interface aoc longo
do dominio para dois coeficientes de troca de calor
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Fig. 7.10 Pb-1%Sn; variagfo da velocidade da interface ac longo
do dominio para dois coeficientes de troca de calor
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Fig. 7.11 Pb-1%Sn; distribuig¢fio final
de solutoc ao longo do dominio
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nesta equagdo também assume um valor constante ao longo de todo o
processo. Uma vez alcangado o regime permanente, também as

derivadas af‘l/ayl e afe/ay{y___é assumem valores constantes,

conforme pode sgr ° observade na figura 7.4. Desta forma a
velocidade dé-/dt tem for qosamént.e que assumir um valor contante
ao longo de toda a regifio de regime permanente. Quando a parede
superior do reservatério comega a interferir na distribui¢fo de

soluto ao 1longe do liquido, a derivada afl/dyl comega a

diminuir, causando um progressivo decréscimo na ve{::f:idade, que
também pode ser observado na figura 7.10, para U = 20 W/mK.

Para as condig@es especificadas, o problema massico
apresenta uma forte dominAncia até U = 2000 W/ m’K. Com
U = S000 W mK o problema térmico JA desempenha um papel
importante.

A figura 7.11 mostra a distribuigSo final de
concentragfio adimensionalizada com base na concentragfo inicial
da liga, f‘ﬁ/fI » em funglo da posigfo relativa, y-H, ao longo do
dominio. O grande coeficiente de troca de calor aplicado faz com
que o transiente inicial seja muito pequeno, n&%o ocorrendc neste
caso o pico de conce‘ntrac;&o de soluto no final do transiente
inicial, observado em outros casos mostrados mais adiante.

A figura 7.12 mostra a evolug8o da interface
sélido-liquido ac longo do tempo no caso da liga Pb-10%Sn, quando
solidificada em um dominio de altura H =1 ecm, partindo de uma
temperatura inicial Tx = 1.2’1'“ ¢393 °C>, onde T“ representa a
temperatura de fus3o do chumbo puro (327,5 °C>. Para fins de
vcomparaq&o. esta simulag8o & realizada com dois coeficientes de .
troca de calor. Conforme se poderia esperar, o maior coeficiente
de troca causa uma maior taxa de retirada de calor do dominio
através de sua base, solidificando-o em menor tempo.

Na figura 7.13, com o objetivo de investigar a
dependéncia do tempo de solidificagfo com o grau de
superaquecimento inicial da 1liga, mostra-se a evolug3o da
interface para quatro temperaturas iniciais. A fim de observar-se
o fendmeno com mais clareza, o coeficiente de troca de calor ¢
fixado no valor de 500 W/mz. A temperatura inicial varia desde

Tu , a temperatura correspondente a 1linha de 1liquido no
q
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Fig. 7.12 Pb-10%Sn ; evolug8o da interface ao longo do tempo
variando-se o coeficiente de +troca de calor
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Fig. 7.13 Pb-10%Sn ; evolugfo da interface ao longo do tempo
variando-se ©¢ grau de superaquecimento inicial
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diagrama de fases, para a concentrag8io inicial de 10% ,
representando hipotéticamente um superaquecimento nulo, até a
temperatura de 1’4Tu' Quanto maior for o grau de superaquecimento
mais calor sensivel precisa ser removidoe do liquido, aumentando
assim o tempo de solidificaglo.

As figuras 7.14 e 7.15 mostram curvas de concentragfo
no sélido, adimensionalizadas com base na concentrag¢fo inicial da
liga, fs/f‘x » em fungio da posigfio relativa, ysH, ao longo do
dominio. Na figura 7.14 tem-se a liga Al-2%Cu solidificada em um
dominio de 5 cm de altura, com '1'I = 1’2Tu ’ para dois
coeficientes de troca de calor. Observa-se facilmente que a maior
taxa de remogiio de calor, decorrente do maior coeficiente  de
troca, reduz de forma significativa o transiente inicial.

Na figura 7.15 tem-se a liga Pb-10%Sn solidificada em
um dominio de 1 cm de altura, com U = 500 Wm’K , para dois graus
de super aquecimento. Observa-se que o maior grau de
superaquecimento aumenta o pico de concentragfo verificado no fim
do transiente i.nic'ial, pouco influenciande entretandoe no
comprimento desta regiéfo.

O pico de concentragdo observado no final do transiente
inicial faz-se presente, em maior ou menor escala, em todas as
simul agdes realizadas com as ligas chumbo-estanho e
aluminio—cobre. A principio poderia pensar -se que este
comportamento deve-se a instabilidades de origem numérica. Testes
adicionais foram realizados, tais como um maior refinamento da
malha computacional, a adog3oc de critérios de convergéncia ainda
mais rigidoes e alguns rearranjos no algoritmeo de solug8o, ndo
modificando entretanto os resultados. SimulagSes foram entdo
realizadas com as ligas chumbo-estanho e aluminio-cobre, com
todas as propriedades fisicas reais, a menos das difusividades
mAssicas do liquido gque foram aumentadas. Este aumento artificial
em DL causa um acréscimo na extensfio dos transientes inicial e
final, além do desaparecimento do pico de concentragiio que esta
sendo investigado. Aumentos de dez vezes em DL s3o o suficiente
para causar o desaparecimento deste pico, em qualquer situag3o.

Sob o ponto de vista fisico, o que ocorre é que o©

soluto que deixa de ser incorporado ao sélido durante o
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transiente inicial tem duas possibilidades : ¢ quase totalmente
agregado ao sélido no final do transiente inicial, causando o tal
pico de concentragfo, ou ¢ arrastado difusivamente. pela interface
ac longo de toda a regifio de regime permanente para ser
finalmente agregado ao sélido no transiente final. A primeira
possibilidade ¢é a que ocorre na simulag8o das ligas
chumbo-estanho e aluminio-cobre. A segunda ocorre ac aumentar-se
DL . Este aumento facilita a difusfo do soluto através da massa
de 1liquido, que incorpora-se entZfoc aoc sélido somente no
transiente final. '

Em situagBes praticas, o aumentoc da velocidade de
avango da interface bem como o pico de concentrag3oc observado no
final do transiente inicial dificilmente podem ser observados,
uma vez que se referem a situagBes fisicamente instaveis. Os
casos analisados estZo associados & ocorréncia de subresfriamento
constitucional, ou seja, devido aos altos gradientes de
concentragfo no liquido adjacente & interface de mudanga de fase,
a temperatura de fus8o se torna superior a4 temperatura da fase
liquida. Nestas condi¢Bes a interface plana ¢é instavel e
morfologias dendriticas se desenvolvem (ver por exemplo a fig.
3.5 de Kurz e Fisher, 1988). Testar a presente metodologia nestas
situagBes extremas assegura a eficiéncia da metodologia numérica
introduzida.

As figuras 7.16, 7.17 e 7.18 mostram a velocidade de
avango da interface sélido~-liquido ao 1longo do dominio de
solidificag8o. Os casos da figura 7.16 foram simulados com malhas
de S0 volumes, os da figura 7.17 com 100 volumes para
U = 500 W/mK e 200 volumes para U = 8000 WmK, e os da f igura
7.18 com 100 volumes. Num primeiro momento poder-se—-ia imaginar
que a maior velocidade de avango da frente de solidificaglo
ocorresse nos menores valores de y.L/H. ou seja, mais préximo da
fronteira do dominio por onde o calor é retirado. Entretanto isto
nZo ocorre, conforme pode ser observado nestas figuras, porque é
justamente nos primeiros instantes da solidificag3o que o
transiente inicial do problema massico ¢ mais intenso, tendo
lugar também a maior parte do desuperaquecimento do liquido, o

qgue retarda o avango da interface. As maiores velocidades s¥Zo
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Fig. 7.16 Al-2%Cu; variag8o da velocidade da interface ao longo
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Fig. 7.17 Pb-10%Sn; variagZ%o da velocidade da interface aoc longo
do dominio para dois coeficientes de troca de calor
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Fig. 7.18 Pb-10%Sn ; variagfZo da velocidade da interface ao

longo do dominio para dois graus de superaquecimento

alcangadas logo apds estes primeiros instantes, ocorrendo ainda
em alguns casos um novo e discreto aumento de velocidade em
estigios mais avangados da solidificagio.

Nas figuras 7.16 e 7.17 tem—se respectivamente as ligas
Al-2%Cu e Pb-10%Sn solidificadas com dois coeficientes de troca
diferentes. O maior coeficiente de troca causa, em ambos os
casos, um deslocamento das cur\';as para a esqguerda, ou seja, a
maior capacidade de remog&o do calor faz com que o
desuperaquecimento inicial ocorra em menor tempo. A tendéncia de
um novo e discreto aumento na velocidade rapdés o pico inicial,
verificada em ambos os casos para o menor coeficiente de troca, é
entretanto de dificil compreens&o fisica.

Na figura 7.18 é solidificada a liga Pb-10%Sn com dois
graus de superaquecimento inicial. Conforme o esperado, o maior
grau de superaquecimento causa o maior pico de velocidade nos
instantes iniciais da solidificag&o. o deslocamento dos
picos para a direita entretanto n3o s3o significatives com o

aumento do grau de superaquecimento.
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Nos casos onde a concentragfio inicial é maior do que a
concentrag&o do sdélido na interface 1liquido-sélido a , para
T. = Ts , Oou seja, fI > fs.ta » a concentrag8o na interface do
lado do 1liquido alcanga a concentrag3o eutética antes de
finalizado o transiente inicial. Ocorre ent%c a formagfo das
fases sélida a e sélida 3 .

Empregando a formulag2o para o pseudoeutético, conforme
descrita na se¢3o 6.4.1, simulou-se a solidificag3o da liga
Al -8%Cu. Do diagrama de equilibrio de fases para esta liga [Van
Viack, 1964] tem-se que faia = 00,0865 e fstﬁ = 0,525 , devendo
portanto ocorrer a formagfo das fases sélida a e sédlida f3.

A figura 7.19 mostra a evolugl3o das fra¢gles de
concentragdo de sélido a , Xa » & sélide 3 , XB , na interface,
aco longo do transiente inicial e parte da regifio de regime
permanente. Inicialmente, quando fl.i.< fE » todo o sélido formado
é da fase a . Quando a concentrag8o do liquido na interface
alcanga o eutético comega, de forma abrupta, a formagiio das duas
fases sélidas. Apds um pico nas fragdes de concentragfio, estas

tendem a um valor constante até o finmal da regifo de regime

permanente.
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Fig. 7.19 Al-8%Cu ; evolugZo das fragdes de concentrag3o de
sélido a e sélido 3 durante a solidificagfo
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7.5 COMENTARIOS FINAIS

Resta finalmente tecer alguns comentaArios quanto ao
procedimento adotadeo na solug8oc numérica das equa¢des oriundas
deste modelo. A colocag8o do passo de tempo necessario para a
solidificagBo total da massa contida em um volume de controle
como uma variavel tem implicag@es diretas na taxa de convergéncia
do algoritmo. Na regifoco de regime permanente, no caso da adogfo
de uma malha igualmente espagada, a convergéncia ¢ obtida de
forma relativamente rapida. Isto deve-se ao fato das
concentrag®des e da velcocidade de avango da interface variarem
bem menos nesta regifio, além do | calor latente de fusfSo do
material ser uma constante. Consequentemente o intervalo de tempo
necessirio para a solidificag8io completa de um volume também
varia pouco. Por outro lado, a adogiec de malhas de tamanho
variidvel resulta numa maior variag¢3o do passo de tempo, Jj4 que a
massa a ser solidificada em cada volume também resulta wvariavel,
dificultando desta forma a convergéncia.

Com excessio das comparagdes dos resultados gerados por
este modelo com os resultados de Smith et al., onde a atenglo
voltou-se especialmente para o© transiente inicial, todos os
outros casos foram resolvidos com malhas igualmente espagadas.
"Testes foram realizados no sentido de tornar os resultados
independentes da malha escolhida. Naturalmente os maiores
coeficientes de troca de calor, majiores graus de superaquecimento
inicial e maior altura do dominio exigiram um maior nuamero de
volumes. Nestes éxemplos.' os tempos computacicnais foram de
aproximadamente 5 minutos para malhas de 100 wvolumes, e 12
minutos para malhas de 200 volumes, no IBM 3080. Mesmo levando-se
em conta o fato de ser um modelo unidirecional, estes tempos
podem ser considerados baixos, especialmente por tratar-se de um

problema transiente onde s8o resolvidas 4 equagBes diferenciais,

todas acopladas.
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8 CONCLUSZES

O presente trabalho procura explorar de uma forma
abrangente o© problema da transferéncia de calor e massa na
solidificagZo de ligas binarias, com énfase nas ligas metilicas.
Diversos modelos foram expl orados ’ focalizando diferentes
aspectos da modelagem do problema da solidifica¢fo. As conclusSes
referentes aos modelos apresentados encontram-se nas respectivas
se¢cBdes, onde tais modelos foram discutidos.

Neste capitulo a atengfio & focalizada nas necessidades
futuras associadas A modelagem da transferéncia de calor e massa
em ligas.

No seguimento deste trabalho percebe-se a necessidade
da continuidade do ataque éo problema tanto no modelamento e
simulagfo computacional, guanto na parte experimental. Por
tratar—-se de um fendmeno que exige do investigador da natureza
sélidos conhecimentos que vio desde a transferéncia de calor,
massa e quanti dadé de movimento, passando pela termodinamica,
chegando na solidificagio sob o ponto de vista metaldrgico e,
ainda, exigindo grande conhecimento e habilidades experi mentais e
computacionais, ¢é evidente a necessidade de wuma abordagem
multidisciplinar.

Quanto ao modelamento e simulag8o computacional, os
préximos desafios s8o o tratamento de interfaces que se
apresentam com morfologias complexas, e a adogiico de um modelo de
instabilidade que possa prever a evolug3o desta morfologia ao
longo do tempo. Posteriormente, e mantendo ainda a idéia dos
modelos em duas fases que, contrariamente aos modelos de mistura,
permitem uma abordagem mais realista da interface, como o ja
citado n3oc equilibrio termodinidmico, seria entfo o momento de
passar para duas dimensSes e considerar situagBes onde a
convecgSo natural na fase liquida desempenha um papel importante.

‘ A visZo metaldrgica do problema e a experimentag3o
precisam estar presentes todo o tempo, impulsionando a pesquisa

rumo As necessidades mais urgentes e verificando os resultados
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obtidos com os modelos.

A experimentag¢io é a hora de perguntar A natureza se
ela concorda com o que se estid dizendo sobre ela. As verificag8es
'experimentais devem inicialmente se concentrar nos modelos
unidirecionais, podendo serem feitas; por exemplo, solidificando
a liga chumbo-estanho. A posterior metalografia podera fornecer
as curvas de concentrag8o ac longo da pega.

A solidifica¢8c direcional de ligas metAlicas apresenta
o desafio experimental de extrair-se calor através de uma dnica
direg8c de um corpo a temperaturas bem maiores do que as do
ambiente. Neste contexto a liga chumbo-estanho ¢é adequada por
suas temperaturas de mudanga de fase serem relativamente baixas
c327,5°C para o chumbo puro e 183°C no ponto eutético da 1ligad.
A liga aluminio-cobre apresenta maiores dificuldades, Jj& que os
seus niveis de temperatura sZ%o bem maiores c680°C para o aluminio
puro e 548°C no ponto eutético da ligad.

O modelo proposto no capitulo 6 pode também simular a
solidificag8o de solugdes aquosas do tipo cloreto de aménia-agua
e cloreto de sédio—agﬁa. com interface plana, bastando para isto
adotar uma raz3o de partig¢3o de fases, Kp, préxima de zero, a fim
de representar a n3o incorporag8o de soluto no sélido, tipica
destas solugdes. Estas ligas s&%o muitas vezes usadas em
experimentag®es pelo fato de suas temperaturas de mudanga de fase
serem préximas da temperatura ambiente, facilitando a
instrumenta¢8o e permitindo uma f4cil visualizag¢3o da evolugZo da

interface ao longo do tempo.
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APENDICE

SOLUGAO DA EQUAGAO DE FOURIER EM UMA DIMENSXO

A equag8o da condug2o de .calor, em uma dimensiio e em

‘regime transiente, é a seguinte

€I.1D

Esta equac8c pode ser resolvida através da seguinte

transformag2o de variaveis

n= cI. 2

aT _ T o1 s & _ .7
F R > mas ¢
entfo
ar _ _ n T ‘
T "z . ¢I.3
2 2 2 2
8°T _ 8 (T 8n) _ & (4T oy} oy _ 8°Trom*, 4T on 8%y
2 x|3n 3% I\ &) ax z |3 dn 9% Mmdx
ax o
mas
_o_n_z-_!'_.. e azn = 0
Ix Zat Indx
entfo
2 2
T _ 1 &T :
il vy > CI. 4
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Substituindo (I.3) e (I.4> na eq. (I.1), obtém-se a

seguinte equag3o diferencial ordinéria

d° T
__2 + an g;r_ = 0 1.5
dn n
ou
T + an T =0 CI.ed
Transforméndo as variadveis, T" =T e T =T ,
T +2n T =0 CI.7?
ou '
dT _
Multiplicando por dn/T e separando as variaveis
?.—T'= - 2n dn ’ I.e
integrando '
T=cCce " : CI.10D

mas, da transformag3c de variAveis executada

2 .
C =ce” ou dT =C e " dy CI.11>

integrando novamente

2
TCx,t> = C1 Ie 7 dn + Cz CI.12>
limitando a integral
. n 2
TCx,td = Ca Ie”"’ dn + Cz2 CI. 13
[ o]

Estabelecendo as seguintes condig¢8es de contorno

n=0+T=A=>Cz=A CI.14
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2 .
n >0o=»>T =DsD==Cs Ia; n dy + A CI.
o

Da definig3o de fung8o erro, fazendo (3 = 7

" 2
z -n
erfCyd = b =) J e dyn CI.
T Jo

e como erfCad = 1, tem—-se gque

2
rendn=!——g CI.
o
substituindo em (I.15)
_ v _ 2 _ .2
D—Ci-—-a—"'A - Cs = CD ADV'?—BV;'; CI
Substituindo Ci1 e C2em (I.13
n 2
=g 2 I M a4y o+ A c1
TCX.LD—BVEOQ 4]
ou
_ _ X
TCx,tD = A + B erfdn (n = E?Efj CI.
Aplicando as condig¢gdes de contorno
x=0 o T=Tp = A=Tp , ja que erfCO =0 CI.
x =& =» T = T* I
. & & ™- T
T =Tp + B erf > erf = B P = constante
2Yat 2vot
portanto

= constante = O CI.
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Desta forma, como

B = L F CI.24)
a solug3o fica
- x/EVgt
TCx,t) = Tp + L_18 2 ~fap CI. 25>

erfCd Vr oe

ou

T -T
TCx,td = Tp + ;;-ﬁ-%) erf | X CI.2®
2Vt



