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RESUMO

O problema de estabilidade linear em difusores radiais &
abordado numericamente através do método dos volumes finitos,
utilizando uma adaptag¢do do esquema proposto por Patankar (1980). A
investigagdo deste problema tem por finalidade analisar a
estabilidade das solug¢bes obtidas por Langer e cb-autores (1990) e
Langer (1991), que identificou a bifurcacdo de uma solugido simétrica
em tréds solugdes, duas assimétricas e uma simétrica, a partir de um

determinado nimero de Reynolds.

Consideram-se, neste trabalho, dois tipos de formulacdo. A
primeira formulagdo estd relacionada com a andlise das equagdes
transientes das pequenas perturba¢des, enquanto a outra formulacgio
consiste em um problema de autovalor linear, denominado prdblema
espectral.lA dificuldade encontrada na prescricgdo delcondiqées de
contorno para as regibdes da entrada do dominio pode ser comprovada
no estudo de duas. prescrig¢bes alternativas para a regido de contorno
anterior aos discos. Na primeira alternativa, prescrevem-se
perturba¢des nulas em toda a regido de contorno anterior aos discos.
A segunda alternativa impOe irrotacionalidade do escoamento no
contorno de entrada. Esta segunda escolha tem a desvantagem de
misturar a influéncia da estabilidade no contorno.de:entrada com o
objetivo deste trabalho, que é o estudo da estabilidade do

escoamento no interior do difusor.'

A formulacdo espectral apresentou boa concordancia com os
resultados de Langer (1991), principalmente quando 'prescreve—se
perturbacdo nula na entrada do dqminio. Pbéde-se pfevér a perda da
estabilidade ¢ g solugdes simétricas a partir de wum nimero de
Reynolds igual a 121. Em relagéo a esta mesma formulagio, obteve-se
um nudmero de Reynolds critico igual a 105 para a condic¢do de
derivada nula na entrada do dominio (associada & condigdo de
irrotacionalidade). Tais valores devem ser comparados com o valor de
117 obtido por Langer. Adicionalmente, uma andlise da estabilidade
das solu¢des assimétricas para numeros de Reynolds acima de 300,
mostrou que estas s30 instdveis, indicando que, a partir de entdo,

as configura¢des assimétricas também jd4 nd3o sdo provdveis de serem
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observadas na natureza. Tal fato sugere a ocorréncia de uma nova

bifurca¢do de solucgdes.

Na formulagdo transiente, foram obtidos os nidmeros de Reynolds
criticos de 124 e 100, respectivamente para as condi¢des de
perturba¢des nulas e derivadas nulas na regido de entrada do

difusor.

As linhas de corrente e as isobdricas para as aﬁtofunqées
mostraram a presenga de fortes recirculagdes e de acentuados
gradientes de press3o préximos aos dois discos (em uma mesma posicgido
radial). Tais efeitos decrescem a medida que se progride rumo a
safda do difusor. As isobdricas indicaram a presengca de méximos
locais alternados nas paredes do difusor. Acredita-se que este
desequilibrio alternado de perturbagdes de presséo ao longo do canal

(efeito Coandé) é o0 responsdvel pela assimetria do escoamento apds o

ponto/de bifurcacgéo.



ABSTRACT

Linear stability of flows in radial diffusers had been
studied numerically through a finite volume methodology adapted from
the scheme proposed by Patankar (1980). The main objective of this
investigation is to study the stability of the solutions found by
Langer (1991), who identified the loss of stability of symmetrical
solutions after a critical Reynolds number, resulting in a pitchfork

bifurcation of the numerical solutions.

Two kinds of formulation had been considered. The first
formulation is related to the transient small perturbations, and the
second one is the spectral eigenvalue problem corresponding to the
transient eduations. The difficulty in prescribing exact boundary
conditions for the inlet is reflected in two possibilities’for the
perturbation values at the diffuser entrance. The first possibility
assumes no perturbation at the inlet and the second one aséumes
irrotational flow of perturbations. This second choice had proved to
be not so good, since the stability at the inlet boundary would

damage any conclusions about the-stability of the flow.

. The spectral formulation yielded good agreement " with
Langer's work . (Lahger, 1991), . mainly when values of the
perturbations were prescribed at the inlet boundary. This
formulation and boundary condition furnished loss of flow stability
after a Reynolds number of 121. For irrotational condition, the
critical Reynolds number obtaiﬁed was 105. Those results are to be
compared with the value of 117 obtained by Langer. The critical
Reyﬁolds numbers for the transient formulation were 124 énd'100,
respectively, for zero perturbations ahd irrotational flow of
perfurbations prescribed at the inlet boundary. In addition, the
analysis of the stability of the asymmetrical solutions for Reynolds
number above 300 showed unstable solutions. Such result indicates
that, beyond that number, even the asymmetrical configdrations are
not likely to be observed in nature. This fact suggests the

occurrence of a new bifurcation of the solutions.
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' The velocity eigenfunctions maps showed strong
recirculations and high pressure eigenfunction gradients near the
disks (at the same radial position). There is a decay 1in the
intensity of these effects along the radial direction. The pressure
eigenfunction field presented alternated 1local maxima at the
diffuser walls. This configuration along the channel (Coanda effect)
seems to be responsible for the asymmetrical behavior of the flow

after the bifurcation point.
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NOMENCLATURA

Nimero complexo associado a evolucgdo temporal das
perturba¢des em um escoamento paralelo.

Parte real do ntmero complexo c.

Parte imagindria do ndmero complexo c.

Altura do canal plano antes damexpanséo.

Altura do canal plano apdés a expansdo.

Menor dentre os autovalores do tensor 2.

Tensor Deformacio.

Energia média (global) das perturbacgdes.

Forcas de campo.

Mdximo valor do funcional taxa de:. crescimento dentro do
espéco das fun¢bes vetoriais solenoidais que anulam-se nos
contornos. A

Espag¢o das fungbfes escalares que anulam-se nos contornos do
dominio.

Espac¢o das fungdes vetoriais solenoidais que anulam-se nos
.contornos do dominio (func¢des cinematicamente admissiveis).
Constantes.

Menor distancia entre dois planos contendo o dominio do
problema;

Parté linear principal de um funcional.

Dimenséo longitudinal do canal plano antes da expansio.
Dimens3o longitudinal do canal plané ap6s a expansido.
Operador vetorial linear associado é equacido espectral.
Operador vetorial linear adjunto do .operador 2.

Campp-de pressées, _

Campo &e perturbacdes de pressﬁés.

Campo de pressbes relacionado ao escoamento bésico.
Autofungéo-associada a . parte éspaéial da perturbacg¢des de
pressido na direcgdo Xx (pfoblema espeétral). A
Coordenada radial adimensional.

Coordenada radial adimensional da seg3o de inicio dos
discos, r, = 1.

Coordenada radial adimensional da secdo de saida dos discos,
r, = 20.

2
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Coordenada radial adimensional que determina o inicio do
dominio do problema (difusor radial).
Coordenada radial dimensional; ndmero de Reynolds do
escoamento.
Numero de Reynolds do escoamento; parte real de um nimero
complexo.
Ndmero de Reynolds da teoria da energia.
Nimero de Reynolds limite da teoria global.
Ndmero de Reynolds limite da teoria linear.
Coordenada radial dimensional da segdo de inicio dos

discos.
Coordenada radial dimensional da secdo de saida dos discos.

. Contorno do dominio; termo fonte nas equa¢des discretizadas.

Tempo adimensional. _

Componente do campo de perturbagdes na diregao‘principal do
escoamento (coordenadas cartesianas); Componente do campo de
perturbagdes na direcdo ' axial (coordenadas‘cilindricas);
velocidade do escoamento na diregdo X.

Velocidade do escoamento bdsico no ponto de inflexao.

Maxima velocidade associada a um perfil bésico.

Minima velocidade associada a um perfil bdsico.

Autofungio associada &4 parte espacial das perturbagdes de
velocidades na direg¢do x (problema espectral).

Perturbagdo aplicada ao campo bdsico U (vetor).

Perturbacdo aplicada ao campo bédsico U (vetor).

Vetor perturbagdo da velocidade no instante inicial.

Vetor perturbacio de velocidade no contorno.
Componentes do campo bdsico na direg¢do x.
Campo vetorial associado ao escoamento bésidO' ou' Campo:
bdsico. _ |
Campo inicial de‘velocidades representativas do escoamento
bdsico (vetor).

Componente do campo de perturbac¢des na direcdo transversal
ao escoamento (coordenadas cartesianas); Componente do campo
de perturbag¢des na diregdo radial (coordenadas cilindricas).
Autofunqéo associada & parte espacial da perturbacdes de-
velocidades na diregcdo y (sistema cartesiano) ou r

(coordenadas cilindricas) do problema espectral.
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Componentes do campo bésico’ na direg¢d3o y (coordenadas
cartesianas) ou r (coordenadas cilindricas).
Parcela da perturbag¢do de velocidade dependente apenas da
coordenada transversal em um escoamento paralelo.
Volume ocupado pelo dominio do problema.
Dominio do problema.
Componente do vetor velocidade na diregdo z.
Ver nota de rodapé da sec¢do 2.5.
Ver nota de rodapé da seg¢do 2.5.
Coordenada adimensional principal do escoamento no sistema
cartesiano; coordenada axial adimensional do escoamento no
difusor radial.
Coordenada dimensional principal do escoamento no sistema

cartesiano; coordenada axial dimensional do escoamento no

1
*

difusor radial. _
Coordenada adimensional transversal ao escoamento no sistema

cartesiano.

SIMBOLOS GREGOS
Ndmero complexo relacionado & evolu¢do das perturba¢des na
direcdo do escoamento.
Nﬁmero' complexo relacionado & evolugdo temporal das
perturbag¢des; autovalor presente no problema espectral.'
Modo mais instédvel.
Enésimo autovalor do espectro de autovalores.

Ndimero positivo; simbolo que denota a variag¢do de uma funcido

-ou funcional.

Incremento dado a um funcional; variacdo finita de wuma
grandeza escalar. ,
Funcional taxa de crescimento; autofuncdo que descreve a

dependéncia da fungdo corrente com a coordenada transversal
a um escoamento paralelo. ‘
Ndmero complexo dependente de « e f3 U}= a{+(f).

Perturbag¢do da funcdo corrente. .

: Comprimentd de onda associado & variag¢do espacial das
perturbag¢des; constante positiva (equag¢do 2.47); funcional
associado ao problema espectral. '

Viscosidade absoluta.
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Viscosidade cinemdtica.

Viscosidade cinematica da teoria da energia.

Viscosidade cinemdtica critica da teoria da energia.
Viscosidade cinemdtica limite da teoria global.

Viscosidade cinemdtica limite da teoria linear.

Funcio suave que se anula sobre o contorno S de um dominio
¥

Funcdo que mede o grau de assimetria de um escoamento.



CAPITULO 1

INTRODUGCAO

Estabilidade, bifurcagcdo e caos de sistemas dinamicos. séo
assuntos inter-relacionados que tém sido alvo de crescente e fértil
estudo em diferentes A4reas cientfficas. A andlise de equacgdes
ndo-lineares, mesmo dquando representam grandes simplificacgdes de
situa¢bes reais, tem mostrado uma riqueza de fendmenos, tais como
dependéncia da solugdo com as condigdes 1iniciais, a perda da
unicidade (intimamente ,relacionada a bifurcagcio) e a influéncia. de
rep.ilsores e atratores (pontuais, periédicos e quase-periédicos e

até os denominados atratores estranhos).

0 estudo da estabilidade e bifurcagdo de equacdes diferenciais
alcangou progressos tdo répidos que atualmente tais avancos j4
constituem-se teorias bem sedimentadas. O fendmeno da bifurcacgio
estd presente em problemas regidos por um parametro caractéristico.
Variacoes neste pardmetro podem provocar mudancas na estabilidade
das solug¢des e, quando isso ocorre, um ponto de bifurcacido pode ser

identificado.

Em &ambito mais restrito, um ramo da Mecénicai dos Fluidos
preocupa-se com a estabilidade de solugbdes das equagbes que governam
o movimento de um fluido, a fim de prever e expli¢ar bqssiveis
bifurca¢des de. solugdes, bem como sua evolugido rumo a turbuléncia. O
suporte necessdrio a este estudo originou-se na Fisica Matemitica,
através de pessoas como Helmholtz, Hopf, Kelvin, Landau, Rayleigh e
Reynolds. Por ter surgido jd& no século dezenove, .o nidmero de
contribuigdes importantes associadas a teoria da estabilidade

hidrodinadmica j4 é& bastante significativo.

A forte nido-linearidade presente nas equacdes de Navier-Stokes
possibilita que mais de wuma solu¢ido possa ser obtida destas
equa¢bdes. O parametro que controla o surgimento de mais de uma
solucdo é o nimero adimensional de Reynolds. Uma ilustracdo disto é
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a bifurcacio em fofquilha identificada por Langer et al. (1990) e
Langer (1991) no escoamento em difusores radiais (figura 1.1). A
varidvel { mede o grau de assimetria do escoamento. Neste tipo de
diagrama de bifurcagdo identifica-se a perda da estabilidade das
solugbes simétricas ap6s o ponto de bifurcacdo. Embora as trés
soluéﬁes ap6s o ponto de bifurcacdo satisfagcam as equagles de
Navier-Stokes, e de conservac¢io da massa e as condi¢bes de contorno
do problema, apenas as solu¢bdes assimétricas podem ocorrer na

natureza.

¢ .
+ pontos numericos

0 200 400 _ 6060 = 800 1000

FIGURA 1.1 A bifurcagdo supercritica em forquilha evidenciada em um
diagrama de bifurcag¢do (Langer, 1991).

A an4dlise da estabilidade é denominada linear sempfe que
adota-se a hip6tese de que as perturbac¢cdes aplicadas ao escoamento
sdo0 infinitesimais. A teoria linear assegura condiqées necessdrias e
suficientes para a previsdo da instabilidade de um escoamento. Uma
bifurcagcdo é denominada supercritica quando ndo contradiz a teoria
linear. A bifurcac¢do subcritica (figura 1.2) 6corre em uma regido
onde a teoria linear prevé o amortecimento de qualquer perturbagdo
imposta as solucdes. Felizmente as solug¢des oriundas desta
"anomalia'" sdo instdveis (instabilidade subcritica), portanto, néo

podem existir de forma continua na natureza, ou seja, qualquer
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destas solugdes provocaria uma rédpida mudanga do escoamento rumo a
outro campo bédsico estdvel. Em diagramas de bifurcagcido como os
apresentados nas figuras 1.1 e 1.2, as linhas cheias representam
solug¢bBes estdveis e as 1linhas tracejadas representam soluc¢des

instédveis.

INST.KVEL T

I\
1.

" INSTAVEL

EST AVEL INST AVEL ‘

-

FIGURA 1.2 Bifurcagdo em forquilha subcritica (Seydel,v1988).

FIGURA 1.3 Geometria e algumas das solugbes possiveis para o

escoamento de Jeffery-Hamel (Sobey e Drazin,l1985).
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Um exemplo de um escoamento que apresenta instabilidade
subcritica é o escoamento de Jeffery-Hamel. A figura 1.3 ilustra a
geometria e algumas solugdes desta classe de escoamentos. Trata-se
de escoamentos entre dois planos que possuem uma expansdo contfinua
bastante suave (pequeno &dngulo de abertura) e a partir de uma fonte
pontual. Estes escoamentos apresentam a interessante caracteristica
matemdtica de admitirem goluqées através de "transformag¢bdes por -
similaridade", permitindo a determinagdo de uma grande variedade de
solu¢des (Fraenkel, 1962). Os algarismos romanos representam uma

classificacdo morfolégica desta classe de solucgdes.

Outro tipo de bifurcagio importante para a Mecdnica dos
Fluidos é a bifurcag¢do de Hopf. Ela ocorre quando uma solugdo
éstacionéria perde sua estabilidade para uma solugdo periédica. O
escoamento plano de Pouiseuillé'é um exemplo cldssico de escoamento
que apresenta este tipo de bifurcagdo. A figura 1.4 apresenta um
diagrama genérico tipico de uma bifurca¢do de Hopf (Seydel, 1988). A
instabilidade subcritica e estabilidade supercritica deste tipo de
bifurca¢do foi mostrada por Hopf (1942) para equacgles diferenciais
ordindrias e por Joseph e Sattinger . (1972) para equacobes

diferenciais parciais (Joseph, 1976):

472

§-Par5metro de bifurcacao

Solucgido

i

Estaciondria

Solucio

Peridédica

FIGURA 1.4 Diagrama de bifurcagdo esbogando o comportamento da
solugdo antes e ap6s a bifurcagido de Hopf (Seydel, 1988).
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Uma limitagcdo da Teoria de Estabilidade Linear estd em nio
fornecer condig¢bes necessirias e suficientes para prever a
estabilidade de um escoamento. Isso é alcancado através do chamado
método da energia, que nio restringe-se apenas a perturbacgdes
infinitesimais e emprega principios variacionais e uma equagdo de
conservagido: a equacdo de conservagdo da energia global das

perturbacgdes.

Para a elaboracdo da presente dissertag¢do, considerédvel
esforco foi dedicado ao estudo da 1literatura disponivel sobre
estabilidade hidrodindmica. Tal estudo foi necessdrio para a
coi:preensdo e familiaridade com o caminho percorrido pela Teoria da
E«*abilidade Hidrodindmica até os dias atuais. Uma breve revisdo da
va§ta literatura sobre o assunto é apresentada‘a seguir.

, Inicialmente resolviam-se problemas | onde o campo de
velocidades tinha apéenas uma dire¢do de escoamento e era funcédo
somente da coordenada transversal (escoamentos puramente paralelos),
como é o caso do escoamento plano de Poiseuille. Isso conduziu a
equacdo de Orr-Sommerfeld, uma equacd3o diferencial ordinéria
car«cterizada por um problema de autovalor. A auséncia de métodos
nw&ricos tornou necessiria a simplificag¢do desta equag¢do. Assumindo
a ‘hipéteée de escoamento inviscido, simplificam-se as equacdes a
denominada equag¢do de Rayleigh. Importantes teoremas de estabilidade
foram entdo inferidos deste modelo inviscido (p.ex. os Teoremas de
Rayleigh, 1880, Fjortoft, 1950 , do Semi-cifrculo de Howard, 1961).
Métodos de andlise assinté6tica foram desenvolvidos para obter
solugdes, sob condigdes simplificadas, péra a . equagéo de
Orr-Sommerfeld: O Teorema de Equivaléncia-de Squire (1933) mostrou
que, para escoamentos paralelos e na auséncia de efeitos nédo
lineares, as perturbacgdes mais importantes sdo as bidimensionais. O
desenvolvimento dos métodos numéricos permitiu uma solugido bastante
precisa da equag¢do de Orr-Sommerfeld, a ponto de ser considerada
"exata" (p.ex. Orszag, 1971). Esta metodologia originou wuma
"filosofia quase-paralela" para a investigacdo de escoamentos qué
apresentavam uma direc¢do fortemente predominante de escoamento, de
modo a permitir a aproximag¢do quase-paralela para um grande nﬁméro

de problemas como, por exemplo, escoamento sobre uma placa plana,
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jatos e camadas cisalhantes.

Embora tenham sido obtidos importantes resultados com a teoria
existente, a exigéncia tecnolégica de uma perfeita concordédncia
numérico-experimental culpou as formula¢des baseadas em estabilidade
temporal pelas diferencas observadas (Gaster, 1962). Problemas
formulados e resolvidos segundo modos de propagag¢do espacial para as
perturbacdes passaram a ser adotados com o argumento de que, no
experimento, as perturbagdes se propagam espacialmente. As melhoras
advindas deste procedimento ndo eliminaram os contrastes entre os
resultados numéricos e experimentais. Efeitos ndo-paralelos foram, a
partir de entdo, incorporados as equa¢des, porém sempre apenas no
limite em que tais equagdes continuassem permitindo a separacg¢do de
varidveis. A solug¢do de sistemas de equacgOes diferenciais ordindrias
permitia a construg¢do de séries que aproximavam as perturbag¢des.
Hoje, com a crescente capacidade dos computadores, jé4 resolvem-se as
equag¢des completas, retirando-se a hip6tese quase-paralela e

incluindo-se os efeitos ndo-lineares.

Pretende~se, neste trabalho, utilizar as ferramentas da Teoria
de Estabilidade Linear para estudar a estabilidade de escoamentos
radiais entre discos paralelos. Esta classe de escoamentos apresenta
grande interesse pratico e tedérico. A modelagem do escoamento em
vdlvulas de compressores, impactores de aerosé6is, mancais axiais e
equipamentos de. usinagem por eletroerosiao s3o alguns exemplos de
aplicagbes préaticas do estudo desta classe de escoamentos. 0
interesse tedérico nestes escoamentos diz respeito 3 presenca de
regides de recirculacdo a partir de um nimero de Reynolds iguél a 62
(Raal, 1975), a resultados experimentais'(Mochizdki e Yao, 1983) e
numéricos (Mochizuki e Yang, 1985) que identificaram solugdes
periédicas, e & descoberta da bifurcacdo da solug¢do simétrica em
trés solug¢bdes, duas assimétricas e uma simétrica (bifurcacio em
forquilha) a partir de um Reynolds de 117 (Langer, 1991). O presente
trabalho tem por objetivo analisar a estabilidade das solugodes
obtidas nesta dltima referéncia, através da Teoria de Estabilidade

Linear juntamente com o método da energia.

Por meio de perturbacg¢des arbitrariamente pequenas impostas a
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solucdo estaciondria, serdo obtidas as equag¢des linearizadas para as
pequenas perturbag¢des. A partir da observacdo de que este escoamento
é marcadamente n3o-paralelo e, portanto, ndo admitindo a separagdo
de varidveis para sua parte espacial, far-se-4 necessdria a
construcdo de uma série composta de produtos de termos exponenciais
no tempo por termos responsdveis pela evolug¢do espacial das
perturbag¢des. Isso originard um problema de autovalor diferenciai
parcial, onde o interesse maior é a determinagdo da componente mais
instdvel no tempo. Sabe-se que a solug¢do numérica deste problema
conduz ao autovalor mais instdvel (Shapira, Degani e Weihs, 1990).
Se, dado um certo nimero de Reynolds, obtém-se um autovalor
negativo, diz-se que o escoamento é estdvel a pequenas perturbagdes
e em caso contrdrio, diz~se que a solugido estaciondria da equacgdo de
Navier-Stokes é instdvel a pequenas perfurbagées. A aplicagdo dos
principios variacionais do método da energia e a wutilizagdo da
conservac¢do da energia global das perturbagdes possibilita a
determinacao do modo mais instédvel, além de fornecer uma
interpretagdo fisica do modo <critico como um balango entre a

produgdo e a dissipagdo de energia.

No segundo capitulo apresentar-se-4 uma revisdo de Teoria da
Estabilidade derodinamica, exibindo os principais teoremas e outras
ferramentas necessdrias a formulagdo do problema. O terceiro
capitulo apresentard os estudos j4 realizados em escoamentos em
difusores radiais, bem como as dquestdes e . discussdoes mais
importantes associadas a esta classe de escoamentos. A formulag¢do do
problema e o método de solugdo empregado serdo analisados no quarto
capitulo. No capitulo quinto seréd expospds os resultados oBtidos,
discutindo-os & luz da teoria de estabilidade linear e do método da
energia, e relacionando-os com outros resultados da literatura. O
sexto e udltimo capitulo abresentaré as conclusdes inferidas dos
resultados apresentados. A discussao de determinados tépicds, além
de materiais complementares julgados importantes para o trabalho,

porém adequados apenas suplementarmente, serdo apresentados em

apéndices.
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CAPITULO 2

A TEORIA DA ESTABILIDADE HIDRODINAMICA

2.1 OBJETIVOS

A Teoria da Estabilidade Hidrodindmica (doravante referida
como TEH) foi construida fundamentalmente devido & preocupacio dos
fluido-mecanicistas em estabelecer uma metodologia para a
determinag¢do da faixa a partir da qual determinada configuracdo do
escoamento perde sua estabilidade e transita em direcdo a outras
configuragdes (laminares) ou mesmo rumo A turbuléncia. A finalidade
desta teoria repousa entio na andlise da estabilidade da solugdo de
equacgbes, em geral diferenciais, que descrevem determinado fendmeno
hidrodindmico. O desenvolvimento simultdneo desta e de outra teoria,
a Teoria da Bifurcacg¢ido, permitiu a identificacdo de ramificag¢des em

solugbes, sempre associadas ao mecanismo de perda de estabilidade.
2.2 DEFINIGOES

. A compréenséo dos marcos principais estabelecidos pela TEH
exige o conhecimento de alguma nomenclatura e conceitos. Apenas o
fundamental serd apresentado aqui, sendo deixado ao leitor a opgéo
de consultar a vasta bibliografia disponivel. Em especial,
recomendam-se os livros de Joseph (1976) e Drazin e Reid (1981),.

- dentre outros.
2.2.1 ESCOAMENTO BASICO

0O problema hidrodinamico é composto das equacgodes de
conservacd3o da quantidade de movimento linear, sujeitas & restricgao
de que a massa seja conservada ao longo do .dominio de interesse.
Adicionalmente, exige-se que as condig¢des impostas as fronteiras do
dominio e no instante inicial sejam obedecidas. Denomina-se solugdo
bdsica, campo b4dsico ou escoamento bidsico, Aaquela solucdo que

satisfaz 4as equag¢des de conserva¢do, condi¢des inicial e de
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contorno.
2.2.2 TEORIA LINEAR VERSUS TEORIA NAO-LINEAR

Geralmente a teoria de estabilidade hidrodindmica tem como
primeiro passo a introducido de perturbagées no escoamento bdsico. A
posterior substituicdo desta composigd3o nas equagﬁeé governantes
leva as equagdes para o cédlculo das perturbagdes. Como uma primeira
aproximagéo para a solug¢do deste novo problema ndo-linear,
costuma-se assumir perturbag¢des t3io pequenas, que termos de segunda
ordem podem ser desprezados em relagdo aos demais. A equacgéo
resultante é conhecida como equacd3o das pequenas pertubagdes. A
linearidade desta equagcdo permite que certos teoremas possam ser
inferidos e aplicados, desfacando—se o fato de que esta teoria
linear assegura o estabelecimento de critérios de instabilidade. Em
outras palavras, se um campo basico é instdvel a perturbagdes
infinitesimais, entdo serd instdvel a /' perturbagdes maiores.
Entretanto, se este campo for estdvel a pequenas pertubag¢des, entao
ndo se pode concluir que ele seja estdvel a perturbagdes maiores.
Diz-se apenas que este campo é estdvel a pequenas perturbacdes. Pode
ocorrer que um campo estdvel pela teoria linear possua um limite
superior, a pqrtir do qual o escoamento torne—-se instdvel. Este é o
papel de teoria ndo-linear. Considerando que esta segunda teoria .néao
apresenta restricdo quanto 'a magniﬁude da perturbacio imposta,

torna-se possivel um estudo mais amplo dos efeitos de instabilidade.

2.2.3 ESCOAMENTOS PARALELOS E QUASE PARALELOS ' ’ :

Um escoamento é denominado paralelo quando ocorre em uma dnica
diregcao e depgnde apenas da coordenada transversal a direcdo de
escoamento. O escoamento plano de Poiseuille é um exemplo deste tipo
de configuracd3o. Se determinado campo de velocidades apresénta uma
direcgdo fortemente preferencial e o perfil de velocidades
predominante varia pouco em relacdo a Qireqéo principal do

escoamento, este é denominado quase paralelo.

Por que o0 interesse em escoamentos paralelos e quase

paralelos? Na verdade o interesse aqui é puramente matemitico.
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Escoamentos incluidos em quaisquer das duas classifica¢des permitem,
ap6s a obtengdao do problema linear, a separag¢do de varidveis e a
solucdo de um problema de autovalor diferencial ordindrio. Embora
hoje em dia a inclusdo de todos os efeitos ndo-paralelos e a solugéao
de problemas de autovalor diferenciais parciais seja uma realidade,
h4 algum tempo atrds mesmo a solhqéo da equacdo de Orr-Sommerfeld
era um desafio. fode—se dizer que antes tinha-se uma ferramenta
matemidtica e procurava-se o problema fisico que se encaixava naquele
método, enquanto que hoje os pesquisadores comegam a tentar adequar
a ferramenta ao problema fisico de interesse no momento. Muito

embora alguns pesquisadores ainda insistam na pr4tica inicial.
2.2.4 DEFINIGAO DE ESTABILIDADE

Existem varias defini¢bes de estabilidade, dependendo da

abordagem empregada e dos parametros escolhidos.

U U
U U
. ASSINTOTICAMENTE
EST AVE
L EST KVEL INST KVE-:L

FIGURA 2.1 Ilustragcdo dos: critérios de estabilidade segundo
Liapounov (adaptagdo de Thompson e Stewart, 1986).

Liapdunov definiu formalmente um importante critério de
estabilidade. Este critério estabelece que um escoamento é estdvel
quando, para qualquer nimero positivo €, existe algum ndmero
positivo 6, dependente de &, de modo que, se a diferenca entre uma
varidvel do escoamento no instante inicial, satisfazendo as equagdes
de conservagdo e condig¢des de contorno, e a varidvel '"b4asica"

correspondente é menor dque &, entdo esta diferenca permaneceré
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sempre menor que € ao longo do tempo. Caso esta diferenga tenda a
zero assintoticamente, diz-se que o escoamento é nido s6 estdvel, mas
assintoticamente estdvel. A figura 2.1 1lustra as trés situagdes
caracteristicas de estabilidade segundo Liapounov. A primeira
ilustracdo da figura mencionada apresenta a situag¢do em que as
varidveis do escoamento s3io limitadas por um raio atrator a um valor
no instante inicial. Qualquer perturbacdo nesta configuragdo inicial
permanecerd finita e restrita a um dominio de atrag¢do. Na situacgédo
seguinte, a perturbag¢do n3o somente €é 1limitada, mas decresce
assintoticamente a zero. Na terceira situagio, determinadas
perturbac¢des 'fogem" do dominio de atragdo e levam a uma nova

configurag¢do, indicando que a configuragdo perturbada é inst4vel.

Um escoamento é condicionalmente estdvel se a introdugdo de
uma perturbacio, limitada superiormente em relagdo a sua integral
quadrédtica ao longo do dominio, causa um amortecimento assintdtico

em relacdo a mesma integral quadrdtica. Simbolicamente, U(x,t,Ue) &

estdvel se:

<lU(X,t;Uo)-U(X,t;Uo+uc)l’> » 0 (2.1)

gquando t + ®, sempre que

‘<luel®> < 26, (2.2)

onde < > simboliza a integral ao longo do volume, X é o vetor
posigdo, t é o tempo, Ue representa o campo 1inicial e ue é a
perturbacdo inicial (Joseph, 1976). Outros critérios baseiam?se em
desigualdades onde os 1limites de estabilidade sdo definidos em
relégéo a viscosidades.criticas: Esta discusSéo serd adiada para um

item subseqgiiente onde se comentard o método da energia.
2.2.5 A TEORIA DE ESTABILIDADE GLOBAL.

A teoria de estabilidade global avalia os pardmetros de
estabilidade geralmente através de uma integraééo ao longo de todo o
dominio do problema. Deste modo sentem-se os efeitos globais e ndo
apenas locais. A definigdo da energia média das perturba¢des exige o

uso destas integragSes ao longo do dominio. Ferramentas oriundas do



Bapltuls 2: S Tesnia da Bolabilidade Kidrsdindmica 12

cdlculo variacional também tém importancia para esta teoria. Daqui
emergem conceitos tais como estabilidade global, estabilidade
condicional, escoamento globalmente estdvel, escoamento globalmente

e monotonicamente estavel.

2.2.6 O.METODO DOS MODOS NORMAIS, AS CURVAS DE ESTABILIDADE NEUTRA E
MARGINAL.

0 método dos modos normais pode ser considerado o ponto de
partida para a solu¢do de muitos problemas de estabilidade. As
solu¢des das equag¢des governantes, denominadas aqui de escoamento
basico, sdo levemente perturbadas através da soma de um termo
arbitrariamente pequeno. Assume-se que a composic¢do satisfaz as

equacdes governantes e a equag¢do resultante é entdo linearizada. No

método dos modos normais considera-se , para 0S casos mais simples,

a cecomposicdo das perturba¢des em modos independentes e procura-se
a <érie de modos que as representam. Exemplificando, se o
procedimento descrito for aplicado ao escoamento ©plano de
Poiseuille, pode-se decompor a perturbacdo do vetor velocidade u da
- seguinte forma: u = v(y).exp{i(ex-f#t)], onde a e f# sio em geral
cbmplexos. A parte real de &, Re(a), é o numero de onda dado por
2n/k, onde A é o comprimento de onda associado & variagdo éspacial
da perturbagéd. A parte real de 3, Re(f) é6 a freqiiéncia associada a

variacdo temporal da perturba¢io. As partes imagindrias, Im(a) e

Im(P) s3o as taxas de amplifica¢do espacial e temporal da.

perturbacdo, respectivamente. Assim sendo, a teoria de amplificacdo

temporal de uma perturbagcdo estd associada a um a real e {# complexo

enquanto que a teoria de amplifica¢d3o espacial est4d associada a um «

complexo e f# real. A equacdo diferencial ordindria resultante

constitui-se em um problema de autovalor para @ e # em fungdo do-

nimero de Reynolds. Tal equagdo é a celebradal equag¢do de

Orr-Sommerfeld.

A partir das equagdes de estabilidade linear (pequenas
perturbacdes) e apés aplicar-se o método dos modos normais,
escoamentos paralelos ou quase paralelos conduzem '‘a uma ou mais
equacdes diferenciais ordindrias que caracterizam um problema de

autovalor. Em geral esta separacio em modos normais decompde, por
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exemplo, uma perturbagdo u'(x,y,t) em uma série de termos da forma
u(y).exp{i(ax-Bt)], onde y seria a diregdo transversal ao
escoamento, u  é a autofuncdo, Re(@) é o nimero de onda e Re(f) é a
freqii€ncia. Considere a teoria de amplificagdo temporal, neste caso
Im(a) = 0, e o0 escoamento denomina-se temporalmente estdvel ou
instdvel conforme, respectivamente, Im(B) é menor ou maior que zero.
Constréi-se a curva neutra de éstabilidade a partir da relacdo
Im(B[(«,R]) = 0, onde R é comumente o ntmero de Reynolds. O nome
deve-se ao fato de que sobre aquela curva as perturbagdes ndo
crescem nem amortecem temporalmente. No caso do escoamento plano de
Poiseuille, esta relacgdo esté implicita na equagao de
Orr-Sommerfeld. Caso alguma vizinhanga da curva neutra admita Im(f3)
maicr que zero, esta curva é também denominada curva de estabilidade
marginal. O mesmo se aplica para o teoria espacial. Um exemplo
clédssico de uma curva de estabilidade marginal obtida
numericamente, juntamente com uma confrontagdo com resultados
experimentais, pode ser observado na figura 2.2 (Betchov e
Criminale, 1967).

16+ o o
: o © [e]
(o) _ ° ———
o o
L2k .
ad INSTAVEL
08|
ESTAVEL
, o4l |
-0 1 1 ' 1 )
o) 1000 2000 3000 4000 5000 6000

R = Ud/v

FIGURA 2.2 Diagrama de estabilidade destacando uma curva neutra
tipica (escoamento sobre uma placa plana) (Betchov e
Criminale, 1967). Os <circulos simbolizam resultados
experimentais e a curva continua .representa resultados

numéricos.
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2.2.7 INSTABILIDADES CONVECTIVA E ABSOLUTA.

O conceito de instabilidade convectiva estd fortemente
relacionado 3 propagacdo espacial das perturba¢des. Pode-se imaginar
uma situagcdo em que uma perturbag¢do '"viajante" desestabiliza
localmente uma regido de um fluido. Esta alteracgdo, entretanto, €
localmente passageira, uma vez que o deslocamento desta onda leva
consigo a excitagdo. A instabilidade é sempre '"convectada" pelo
fluido, dai seu nome. Pensando-se em um experimento, deve-se
imaginar a introdugdo de algum tipo de gerador artificial de
perturbagdes. Estas surgirdo entdo naquela regido e propagar-se-ao

na direg¢do do escoamento.

(| Instéavel : t| Estédvel
- Instavel
Estavel Estével
Estavel
X X
(@) ' | ®)

FIGURA 2.3 Ilustracido da estabilidade absoluta (a) elconvectiva (b)

(Huerre e Monkewitz, 1985).

Pensar em instabilidade absoluta signifiéa pensar ém
amplificagdo puramente temporal. Em outras palavras, a onda de
perturbacdo ndo se propaga espacialmeﬁte, ela apenas evolui com o
tempo em uma regido fixa. Em termos experimentais isso equivale a
dizer que tal instabilidade deve ser detectada sem introducéo
artificial de perturbacdo. Deve-se apenas esperar passivamente que
as imperfeigdes experimentais ~ se encarfeguem de gerar a
instabilidade. A figura 2.3 do trabalho de Huerre e Monkewitz
(1985) é conhecida por simbolizar bem estas duas naturezas no modo

de propagagido de instabilidades.
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2.3 A TEORIA LINEAR

2.3.1 A EQUAGCAO DE ORR-SOMMERFELD

Apresenta-se a seguir a metodologia de estudo de estabilidade
temporal a pequenas perturbag¢des para o escoamento entre duas placas
planas e paralelas. O objétivo aqui é apresentar os principios da
teoria linear na andlise de escoamentos. Recomenda-se para um estudo
mais profundo do assunto, Sherman (1990), Shivamoggi (1986), Drazin
e Reid (1981) e Yih (1969), dentre outras obras. Assume-se,
antecipadamente, que propriedades tais como a viscosidade e
densidade sio constantes, que o fluido é newtoniano e que as forg¢as
de corpo sdo despreziveis quando comparadas. com as demais. Uma
andlise de esfabilidade linear para o caso de escoamentos

compressiveis pode ser encontrada no livro de Shivamoggi (1986).

As ‘equagdes associadas ao problema hidrodinamico sio,

du du du du _ 9p 1

5{ + u '& + v E + E = - ax + EVzu (2-3)
av av ov v _ _9p _ 1 '

a + u Ix + v ay + w az = - ay + R VZV (2'4)
9w v 9w 9% _ _ 9 1 :

ot + u ax + v ay + w 3, - " ay + R Vﬂy (2.5)
ou av ayw I‘

— 4 + =0 » (2.6)

5; 8z
onde R é o .nimero de Reynolds baseado em uma velocidade de
referéncia U e em um comprimento caracteristico L. Todas as
varidveis apresentadas nas equacodes anteriores estao

adimensionalizadas.

Uma vez que se pretende estudar a estabilidade das solugdes
conhecidas destas equag¢des, introduz-se a cada varidvel b4dsica uma

perturbacdo. Tem-se entio,
u=u+u', v = v, w=w', p=p+p', (2.7)

onde as varidveis sob barras representam a solug¢d3o associada ao
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escoamento bédsico e as varidveis assinaladas com um apéstrofo

representam perturbacgdes.

Substituindo as equag¢des (2.7) nas equagdes (2.3) a (2.6) e
observando que os termos associados unicamente ao escoamento bdsico
se anulam, obtém-se equagdes ndo-lineares para as perturbacgdes
impostas. A fim dé simplificar o problema matemdtico e também como
uma primeira aproximagio, pode~se desprezar os produtos de
perturbacgdes, linearizando assim as equa¢des resultantes. 0

resultado destas opera¢des é o seguinte sistema de equagdes:

Ou' — du' du _ _9p' 1 Pyt

gt T ugg tV dy -~ 9 tr7H . (2.8)
adv' . oyt | _ap', 1 gz,

3t + uax = ay + RVV (2-9)
aw' — dy'! dp' 1 o2

.a_‘g + u% = —5122 + — Vw! (2.10)
a' a 1] a t

u \4 Sw =0 (2011)

ax Tay T3,

Estas sdo as equagdes linearizadas para as perturbacgdes
infinitesimais. Considerando que o escoamento ocorre
predominantemente ao longo de x e 2z e que y é perpendicular a

direcdo do escoamento, as perturbag¢bes serdo agora decompostas em

modos normais da seguinte forma,

{

{u, v, w, p't= {:uo(y),vo(y),wg(&),po(y) }o.expli(e.x +-
+ .z - a.c.t)} ' ' (2.12)

onde & e 3 sio reais e ¢ é 1imagindrio. A substituigio destas
expressdes nas equag¢des para as pequenas perturbagdes, seguido da

eliminacdo das perturba¢des de pressdo conduz a:

B a’ , a*u i da® ., <

(U= c)l—, =)V, = Vo—y = = — (—,- 7 §'v, (2.13)
dy dy @R dy

~ if  du i d . |

(U - c)(Bu, —aw) - — v, — ===~ (—, -7 )(Bu-aw) (2.14)

a dy aR dy
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dvo
iauo + iBwo + 'c;; =0 (2.15)

2 r4 2
onde ¥ = a +f3,
As condig¢des de contorno correspondentes séao,

v, = 0 e dvo/dy = 0 para y = 0 e 1. (2.16)

Através de uma transformagdo, Squire (1933) mostrou que, em um
escoamento paralelo e na auséncia de efeitos ndo-lineares, é
possivel reduzir o problema tridimensional a um problema

bidimensional. Mais formalmente:

" Para obter o numero de Reynolds critico, abaixo do qual todas as
perturbag¢des infinitesimais decaem, ¢é suficiente considerar-se

apenas perturba¢des bidimensionais."

Uma forma equivalente de utilizar este resultado é fazer # = 0

nas equag¢des anteriores.

Levando em conta que a decomposicdo em modos normais também

afeta a perturbacdo da fungdo corrente, tem-se,

¥ = ¢(y)explia(x-ct)]. (2.17)

Da definigcdo de fungdo «corrente e wutilizando a equacdo

anterior tem-se que,
oy, = /3y e v_ = -icd. : (2.18)

A aplicagdo do teorema de Squire e das equag¢des (2.13-2.15)

e (2.18) origina a seguinte equacio:

(G - c)(e"-ad) - G" = - i (¢""- 2d°¢"+ o'p), (2.19)
aR

onde ¢" e ¢"" representam, respectivamente, dz/dyze df/dy‘sobre e.

As condig¢des de contorno associadas a4 equac¢do anterior sio:
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¢ =0emy =0ey =1 (impenetrabilidade) (2.20a)
¢' =0 emy =0ey =1 (ndo-deslizamento). (2.20b)

A equacdo (2.19) é a famosa equag¢do de Orr-Sommerfeld, uma
equacdo diferencial ordindria que se constitui em um problema de
autovalor. Observe-se a relacio (implicita) existente entre a, ¢ e
R. A partir da solu¢do da equacido (2.19) é possivel levantar a curva
de estabilidade neutra, ou seja, a curva formada pelo conjunto de
pontos onde Im(c) = 0, onde ¢ = c(a,R). Na teoria de amplificacio

temporal arbitram-se @ e R e determinam-se c e ¢,
2.3.2 A EQUAGAO DE RAYLEIGH E TEOREMAS PARA ESCOAMENTOS INVISCIDOS

Na época em que a equacdo de Orr-Sommerfeld foi 6btida, os
métodos de solugdo de prbblemas de autovalor deste tipo ainda nédo
haviam se desenvolvido. Tendo em vista tais limitag¢bes e, ao mesmo
tempo, objetivando wuma primeira andlise mais simplificada do
problema, Rayleigh desprezou os efeitos viscosos e aproximou a
equacdo (2.19) por,

) @ d*a
(u —¢)(—,- a' )¢ - — ¢ =0 (2.21)

2

dy dy

sujeita a4s seguintes condi¢des de contorno:

¢ =0emy=0ey=1. o (2.22)

A equacdo (2.21) é conhecida como equacdo de Rayleigh. E
importante observar que esta equagdo exige apenas duas condig¢Ses de
contorno e, das quatro qué haviam na equagdo de Orr-Sommerfeld, fa:z

sentido retirar as condi¢des de ndo-deslizamento.

Esta equag¢do para escoamentos inviscidos gerou teoremas
fundamentais que permitiram uma melhor compreensdo fisica dos
mecanismos desestabilizantes do escoamento. O primeiro deles é o
teorema do ponto de inflexdo, éstabelecendo que perfis de velocidade
contendo um ponto de inflexdo sdo inst4veis pela teoria inviscida. A
figura 2.4 (Drazin e Reid, 1981) apresenta dois perfis que sempre
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sdo empregados para exemplificar este teorema. Esta é uma condigido

necessiria (Rayleigh, 1880), mas ndo suficiente.

z Z
(NLLL L L Z
5 u . u()
7 ; e

(0) ‘ (b)

FIGURA 2.4 Exemplo de um perfil sem ponto de inflexdo (estdvel) e
outro com a existéncia de uma inflexio (instdvel) (Drazin
e Reid, 1981).

Teorema do ponto de inflexdo de Rayleigh

"Uma condigdo necessdria para a instabilidade é qﬁe o -perfil bdasico

de velocidades apresente um ponto de inflexdo."

Um segundo teorema, obtido bem mais tarde por Fjortoft (1950),
estabelece que um perfil bdsico de velocidades somente é instével
se, além da presenga de um ponto de inflexdo (exigido pelo ieorema
do ponto de inflexdo), apresenta uma instabilidade INFLEXIONAL
(Sherman, 1990). '

Teorema de Fjortoft

"Um perfil com um ponto de inflexdo, onde a velocidade basica é Ui,
deve satisfazer a condigdo U"(U-Ui) < O em alguma parte da regido
z1<z<z2. O intervalo [z1,z2] corresponde ao dominio do problema na
direcdo transversal ao escoamento, U" simboliza a deriyada segunda

em relacdo a z de U e Ui.- = U(zi)." A figura 2.5 apresenta exemplos
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ilustrativos da aplicag¢ido deste teorema.

z Y 4
U (z) u(z)

) A 21 7] 7

1

(a) (b)

z z

2p LALLLLLLLLYLLL ZZQLLLLLAA%jfﬁ;
Zi l
Zj u(z)
u(z)

Zy (////////// 17}

(c) ()

FIGURA 2.5 Perfis-exemplo da aplicacdo do teorema de Fjortoft. Em
(a) e (b) os perfis sdao estédveis, pois nio hid ponto de
inflexdo. Em (c) o perfil também é estdvel, embora exista
um ponto de inflexdo, pois U"(U-Ui) 2 0. Em (d) o

. escoamento possivelmente ser& instédvel, pois U"(U—Ui)SO

(Drazin e Howard, 1966).

Um outro teorema importante para a instabilidade inviscida é o
teorema do semi-circulo de Howard (1961). Este teorema mostfa que
modos instédveis apresentam velocidades de onda complexas dentro de
uma regido semi-circular definida na metade superior do‘ plano

complexo associado a este nimero de onda.

Teorema do semi-circulo de Howard

"Na presengca de uma onda instdvel, gqualquer velocidade de onda

complexa, c, deve situar-se no semi-circulo definido pela

desigualdade:

#U_ )1+ e < [1/2(U_-U_)1" (¢ > 0) (2.23)

[cr-1/2(Umo

X
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simbolizam, respectivamente,

onde cr=Re(c), ci=Im(c), e U .. e Umin

a méxima e minima velocidades associadas ao perfil bédsico."
2.3.3 A FORMULAGAO GERAL

Nas seccdes 2.3.1 e 2.3.2 a teoria da estabilidade linear foi
considerada para escoamehtos paralelos ou quase paralelos. Nesta
sec¢do0 serd introduzida uma formulacdo para um problema de
estabilidade de um escoamento n3o necessariamente paralelo. Tome-se
por exemplo o problema de estabilidade para o escoamento no interior
de um canal, formado por duas placas planas e paralelas, onde, a
partir de um determinado ponto, ocorre uma expansdo subita para
outro canal também entre placas paralelas. A figura 2.6 ilustra o
problema fisico em questdo. As grandezas geométricas indicadas na
Ifigura estdo adimensionalizadas pelo espacamento entre as placas

paralelas antes da expansdo, denotado por d.

L]
— Ay ——

-

——L /d— — ’ L,/d

FIGURA 2.6 Geometria do problema associado é'éxpanséo sibita em um
canal formado por . placas planas paralelas; d é o

espacamento entre as placas antes da expanséo.

A presenca da expansdo destré6i .as hip6teses de escoamento
'paralelo e, tendo em vista uma razdo de expansdao de 1:3, por
exemplo, mesmo a hip6tese de escoamento quase paralelo fica
.prejudicada. Admitindo que o0 escoamento .bdsico é conhecido,
investiga-se o problema de estabilidade bidimensional a perturbac¢des
infinitesimais. Considera-se antecipadamente um fluido newtoniano

com densidade constante. As equa¢des governantes do escoamento sdo:
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du v _

e+ =0 (2.24)
du , u.du , v.qu _ 9 , 1.%u (2.25)
at ax ay ~  9x R

v vy  v.ay _ % _ 1.Vv (2.26)
at ax ay ay R

onde u,v sdo velocidades adimensionais (em relagdo a velocidade
mixima I%mx) nas direg¢des x, y, respectivamente, enquanto que o0s
comprimentos sdo adimensionalizados em relagdo & altura do canal
antes da expansdo, d. A pressdo adimensional é denotada por p e v é
a versdo adimensional do operador laplaciano em coordenadas

cartesianas. As condig¢des de contorno sio:

u = v=0 nas paredes. (2.27a)

u = ﬁz(d/z—y)(d/2+y) e v =0em x = -Li/d. (2.27b)
d

du/dx = dv/d8y = 0 para x = L, /d. (2.27¢c)

Assumiu-se que o perfil de velocidades estd plenamente
desenvolvido na entrada do canal.

Representando-se o0 escoamento bédsico estaciondrio pelas
varidveis u, v e p e introduzindo-se pequenas perturbacgcdes a estas

solu¢des, ou seja,

u=u+ u', v=v+v', p=p+p', | (2.28)

obtém-se um sistema de equagdes diferenciais lineares para as

perturbag¢des u', v' e p':

ay' 0v'__ .

a—; + ;7; = 0 . (2-29)
du' - du' = du’ ,9u .9y ap' . 1

at + u ax + ay + ax + v 5; = - ax + —li Vzu' (2.30)
v', T W', T o v 9v ap' 1 '

at + u X + 3y + u Ix + v ~y = - —a—s + -R—-Vzv' (2.31)

N
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As condigdes de contorno associadas as equagdes (2.29)—(2.31)‘550,

u' = v' = 0 nas paredes e em x = -L /d, (2.32a)
au'_ av'_
Ix " 9x ° 0 para x = L_/d. (2.32b)

Para este sistema de equag¢des ndo é possivel a separa¢ido das
varidveis espaciais, devido ao fato de que a hip6tese de escoamento
quase paralelo ndo pode ser adotada. Esta hip6tese ndo pode ser
usada devido & forte dependéncia da velocidade com ambas as
coordenadas espaciais do problema e também porque a velocidade

transversal ndao pode ser desprezada.

A complexidade dos efeitos ndo-paralelos presentes neste
escoamento torna necessdaria a_utilizacéo de procedimentos numéricos
a fim de que as equag¢des diferenciais parciais (2.29)-(2.32) possam

ser resolvidas.
2.4-A TEORIA GLOBAL
2.4.1 0 METODO DA ENERGIA

Dentro da Teoria da Estabilidade Hidrodin&mica, TEH,
enéontra-se a apélise global de estabilidade. Ap6s o conhecimento do
comportamento do escoamento sujeito a pequenas perturbac¢des, faz-se
necessdria uma -andlise mais detalhada do escoamento. A principal
ferramenta desta teoria global é, sem ddvida, o método da energia.
Neste método né&o sélassume a condigdo de 1ineéridade nas equagdes
das perturbag¢des. Serdo apresentados aqui os fundamentos deste
método, bem como suas vantagens e principais caracteristicas. Uma

discussido mais profunda pode ser encontrada em Joseph (1976).

Um conceito fundamental associado ao método da energia é o de
energia média :das perturbacles (¥). Seja u(x,t;v,uo) o campo
vetorial aplicado a um escoamento bésico U,.onde X representa o
vetor posicdo, t é o tempo, ¥ é& a viscosidade cinemdtica e u, é o
campo inicial de perturbag¢des. A notagdo u(x,t;») indica que u tem
dependéncia direta com x e t e implicita com V. As equagdes

n3o-lineares para as perturbag¢des sé&o,
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g_g + U.Vu + u.VU + u.Vu = - Yp + ».%y (2.33)
V.u =0, (2.34)

considere-se ainda o seguinte tipo de condig¢les iniciais e de

contorno:

‘ul =0 e ul 0 - u_(x) : (2.35)
onde S é a fronteira do dominio de solugio.

Note-se que, diferentemente das equac¢des (2.30) e (2.31), na
equagdao (2.33) manteve-se o0 gquarto termo do 1lado esquerdo da
igualdade. Este termo }epresenta a contribui¢do ndo-linear. A
obteng¢do das equacgdes (2.33) e (2.34) é feita da mesma forma que com
as equag¢des lineares, oﬁ seja, compondo a solug¢do bédsica com a

perturbacdo nas equag¢des de Navier-Stokes e conserva¢do da massa.

Define-se a ENERGIA MEDIA DAS PERTURBACOES da seguinte forma:

$ = 1.<lul®> , onde < > = %,IV( )dv 1 (2.36)
5 _
o simbolo | | denota o médulo do vetor e V simboliza o volume do

dominio de solug¢édo.

- 0 método da energia utiliza a energia média das éerturbagﬁes
como varidvel fundamental no estudo de estabilidade. Uma 6bs§rva950
hais‘detalhada_desta definigdo mostra que sua vantagem reside em
depender apenas do tempo, sem ,no entanto, perder as informacgdes a
respeito do que ocorre ao lohgo de todo o dominio do problema
(colhidas de modo global pela integragdo ao longo do,K volume). A
utilizagdo do cdlculo variacional para encontrar principios e
resultados globais em relagcdo & estabilidade fornece critérios
suficientes para garanti-la. Enquanto a teoria linear fornece

condig¢bdes suficientes para instabilidade, a teoria da energia tem as

condi¢bes suficientes para a estabilidade de um escoamento.

Conceitos novos de estabilidade global surgem a partir da equacgio

(2.36). Mencionam-se a seguir os principais.
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Estabilidade assint6tica na média

Um escoamento é considerado assintoticamente estidvel na média

se,
Iim &(t)/%(0) » O. (2.37)
Fisicamente, isso significa que, se introduzirmos perturbacgdes
iniciais de Qgqualquer magnitude a um escoamento, este seré

assintoticamente estdvel na média se a energia global média das

perturbac¢des cair assintoticamente a zero.

Escoamento condicionalmente estivel

Un escoamento é condicionalmente estdvel se sua estabilidade
estd "condicionada" a um limite superior inicial para a energia
global de suas perturba¢des. Em outras palavras, caso a energia
inicial wultrapasse determinado limite, esta classe de escoamento
torna-se instdvel. Sua estabilidade estd condicionada a este limite,

denominado raio atrator, por causa de sua influéncia sobre a

estabilidade.

Estabilidade incondicional ou global

Caso um campo bédsico apresente um raio. atrator infinito,
diz-se que sua estabilidade é global ou incondicional. Isso
significa que ndo é necessdria nenhuma restrigdo ao tamanho das

perturbag¢des iniciais para que se tenha estabilidade.
A principal caracteristica desta classé de escoamentos estd no
fato de que a unicidade de solugdes estaciondrias das equacgdes de

Navier-Stokes e conservacdo da massa é garantida (Leray, 1933).

Escoamentos globalmente e monotonicamente estédveis

Escoamentos c¢om esta caracteristica nd3o podem apresentar
crescimento da energia média das perturbagdes, mesmo para

perturba¢bes de grande magnitude. Em termos simbé6licos, d&/dt = O.
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Viscosidades criticas e critérios de estabilidade

A teoria da energia ¢é bastante detalhada em relacdo a
critérios de estabilidade. Diferentes critérios permitem definir
diferentes tipos de viscosidades criticas (ou niimeros de Reynolds
criticos). Abaixo descrevem-se as viscosidades criticas conhecidas

da teoria global e, assim, critérios poderdo ser inferidos.

i) Viscosidade critica da teoria da energia (v )

Esta viscosidade separa a regiio globalmente e monotonicamente
estdvel da régiéo onde apenas a estabilidade global pode ser
assegurada. Fluidos com viscosidade superior a v, nao apresentam
acréscimo instantineo da energia das perturbac¢des, enquanto fluidos
com vi§cosidade inferior podem apresentar elevag¢des nos valores da

energia das perturbag¢des.

ii) Viscosidade limite da estabilidade global (¥.)

Separa escoamentos, no minimo globalmente estéveis, de
escoamentos onde a influéncia do raio atrator determina ou ndo a

estabilidade.

iii) Viscosidade limite da teoria linear (v, )

Delimita escoamentos condicionalmente estdveis de escoamentos
instdveis. Relaciona-se diretamente ao Reynolds 1limite da teoria

linear, a partir do qual a instabilidade do escoamento é asségurada.

£(0)7 lglobalmente
estavel instédvel
i
! condicionalmente
: estdvel
1 /v 1/:)CI 1/vL . > 1 [v
(R,)°  (Ry) (R.) (R)

Figura 2.7 Limites de estabilidade do escoamento b4sico (Joseph,
1976). '
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Na figura 2.7 pode ser observado um grdfico que relaciona a
magnitude das perturbagdes iniciais, aplicadas a um escoamento
basico e representadas pela energia ¥(0), com a viscosidade (ndmero
de Reynolds). Esta ilustragdo resume o que foi discutido a respeito
de limites de estabilidade. A regido onde O<R<Re caracteriza o0s
escoamentos globalmente e monotonicamente estdveis, pois qualquer
que seja a magnitude da energia inicial, ¥(0), haverd sempre
decréscimos de energia (comportamento monotdnico). Se R_<R<R_, entédo
o escoamento pode apresentar crescimento das perturbag¢des, mas estas
finalmente decairdo devido & estabilidade do escoamento a qualquer
perturbacdo inicial. Uma regido bastante singular é aquela onde o
ndimero de Reynolds situa-se entre o limite de estabilidade global e
o limite previsto pela teoria linear, simbolizado por R . Neste caso
a estabilidade ou ndo do escoamento bidsico em estudo depende (ou
estd condicionada) da magnitude das perturbac¢des (energia) iniciais
impostas. Ap6és o limite de estabilidade linear, qualquer energia

inicial "finita" provoca instabilidade.

Curva limite de estabilidade global

A curva indicada na figura 2.7 recebe o nome de curva limite
de estabilidade segundo o método da energia, pois separa a regiao
onnide o escoamento bdsico é estdvel da regido onde a instabilidade
estd assegurada. Esta curva define implicitamente um raio atrator
quando perfeitamente delimitada. Quando R<RG pode-se também imaginar

a influéncia de um raio atrator, mas neste caso ele é infinito.

0 emprego das equag¢lOes que descrevem a estabilidade'gldbal e o
uso de prihcipios variacionéis.deveriam possibilitar que os Iimites
de estabilidade introduzidos anteriormente pudessem ser inferidos.
Este procedimento revela bons reshltados apenas quando aplicado a
escoamentos mais simples. Somente nestes casos é possivel um cdlculo
direto de tais limites. As tentativas de obter limites globais em
escoamentos ndo-paralelos tem esbarrado em grandes dificuldades
matemiticas. A determinacd3o destes limites tem sido possivel através
da solucdo numérica da equa¢do ndo-linear que rege a evolugdo das
perturbagfes. Umd andlise linear deve preceder a complexidade»da

investigagcdo do problema ndo-linear, pois a linearizacdo das
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equacdes permite a obtencdo de informagbes fundamentais ao
entendimento de fenOmenos mais complexos presentes no escoamento,
além de suportar os resultados em teoremas decorrentes da

simplificagdo das equagdes.

Funcbes cinematicamente admissiveis

Esta classe de funcbes é importante para o método da energia.
Campos escalares (h) e vetoriais (H) que se anulam nas fronteiras do
dominio, restrigindo o campo vetorial ao conjunto dos campos
solenoidais (se uwu € H = V.,u = 0), s3do denominados fungdes

cinematicamente admissiveis.

A equacdo de evolugdo para a energia das perturbacgdes.

Uma vez que a energia cinética das perturbagdes é a grandeza
de maior importdncia no método da energia, apresenta-se a seguir a

equagido que governa a evolucdo da energia cinética com o tempo.

Seja u a perturba¢do imposta ao escoamento basico U(x,t;¥),tal
que u € H. Se ¥ simboliza a energia média das perturbagdes, de
acordo com (2.36), e seguindo o procedimento descrito no apéndice C,

obtém-se a seguinte equacio:

as

2
= - v - v
at <u.VU.u> v <|Vul>, (2.38)

onde ¥ representa a viscosidade cinemidtica e < > simbbliza a
_integracdo média ao longo do volume, conforme indicado em (2.36). O
termo <u.VU.u> deve ser interpretado como a producio de energia,das
perturbag¢des, enquanto que V¥ <|Vul®> representa a dissipacdo da
energia das perturbagbes. O significado fisico desta equagdo fica
entdo bem claro: o acréscimo ou decréscimo temporal da energia é

resultado do balango entre produg¢ido e dissipacio.
2.4.2 TEOREMAS DE ESTABILIDADE E UNICIDADE (Joseph, 1976).

Certos teoremas da teoria de estabilidade global sao

importantes como ferramentas de apoio no entendimento de varios
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conceitos, bem como para reforgar a base sobre a qual a presente
teoria se sustenta. Inicialmente definiu-se wuma energia que
"sentisse'" globalmente no espago e instantaneamente no tempo o
comportamento das perturbag¢dfes. O fato de gque a energia média
depende somente do tempo, embora sem perder o vinculo com o0 que
ocorre gspacialmente, facilitou a construgcdo de uma estrutura
matematicamente consistente, erguida com o0s teoremas gque serao

apresentados a seguir.

Desigualdade de Poincaré e o lema da constante de decaimento

v(t)
0 (1"

FIGURA 2.8 Esbogo do dominio do problema e sua localizagdo em

relagdo aos planos limitantes (Joseph, 1976).

"Seja €(x,y,z) uma fungcdo suave que se anula sobre o contorno
S de um dominio ¥. Seja ¢ a menor distdncia entre dois planos que
contém ¥ exatamente, conforme esbocado na figura 2.8. Existe entéo

uma constante K > 2, tal que:

£<1ve)®s> 2 <lo1”> | (2.39)
X | |

Analogamente, se u(x,y,z) é qualquer campo vetorial . suaye,

anulando-se no contorno, existe uma constante K' > 2, tal que:

22<vul®s = <tul®> ' (2.40)
K'

Os teoremas anteriores sio importantes porque informam, por
exemplo, que a razio <quﬁ>/<|uﬁ> é inferiormente limitada, desde
que u seja um campo cinematicamente admissivel. Esta razio,
associada a dissipacdo da energia das perturbagdes, garante que o
nimero de Reynolds critico da teoria da energia possqi um limite

inferior, conforme apresentado adiante.
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Primeiro teorema de estabijj;
— ldade da energia

"Seja P [U(x,t,» = )
J tuc ' - ® o tensor deformagio para uma solugao

arbitrdria do problema de Valor inicial e de contorno, definido por:

) vy - oV -

3 * U.vu WU + Vp F(x,t) = 0 (2.41)
v.U =0 . ‘ (2.42)
U(x,t) = Us(x,t) para X < S(t) e t20 (2.43)
U(x,0) = Ue(x) para x € ¥(0) (2.44)

onde e F(x,t) denota
P (x,t) m 'espectivamente, a pressio e as forgas de

campo.

Seja (t = max (¢
j (t) (L) para OSt'St. Aqui &(t') representa a

distdncia minima entre og . .
Yir') Planos paralelos contendo inteiramente
(t').

Existe uma constan
te de decaimento positiva K' e um limite de
estabilidade finito dado pqg,

?e(v,t) = maxp T <u.? [U(x,t,»)].u> (2.45)
. <|Vu|z>

v
tal que quando > Yo» para O<t'<t, entao:

8(t) < 8{0).eXp[ 2. K' I [ ”e.] dt'] ' | (2.46)

Suponha também que v > » NOE sup v_(v) vale para todo t>0.
Entdo a solugdo nula N das equacédes (2.33) e (2.34) é6 globalmente e
monotonicamente estdvel. Em contraste, se no instante inicial » =
v (v,0), entdo uma condigdo inicial cinematicamente admissivel (ue €

H) pode ser encontrada, onde d%(0)/dt 2 0."

(*) A solugdo dita nula ' e refere “aquela associada ao escoamento

estavel, ou seja, a solugdo que tende a zero com o avang o do tempo

no problema transiente das perturba¢¢'§es-
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O teorema acima estabelece as condi¢fes necessarias e
suficientes para que um campo basico seja globalmente e
monotonicamente estdvel. A equacdo (2.46) descreve um decaimento
monotdnico exponencial na regido globalmente e monotonicamente
estdvel, assegurando, no minimo, um aumento inicial da energia das
perturba¢des quando a estabilidade monoténica nido est4 presente. A
equacdo (2.45) fornece uma maneira direta para calcular o limite
critico da teoria da energia, Yo desde que o0 problema seja
suficientemente simples de forma que este cdlculo direto possa ser
efetuado (o que raramente é 0 caso). E importante observar que este

teorema aplica-se apenas para campos cinematicamente admissiveis.

O funcional taxa de crescimento

A um campo vetorial bédsico U(x,t,»), ao qual foi imposta uma
perturbacdo u, serd associado um funcional é¢(u,?,t,x), onde A é uma

constante positiva, dado por:
¢(u,b‘,t,l) = —2~[<u'3) [U(X’t’v)]-u> + >\<|Vulz>]/<|u|z> (2.47)

0 funcional ¢, que tem sua importincia na determinacio do modo
mais instavel pPrevisto pela teoria linear, apresenta duas
propriedades decorrentes de sua definigdo: este funcional é limitado
superiormente e aumenta em proporcido direta com o niimero de

Reynolds. Em termos mais precisos:

(a) ¢ < 2IDml, onde Dm < O simboliza o menor dos autovalofes do

tensor .

(b) #(u,v,t,A) > ¢é(u,v,t,») quando ¥ > AL

Considere. agora que,

G(v,t,A) = max g ¢(u,v,t,r),. (2.48)

Se  [U] é uma funcdo suave, entdo G existe e é uma funcio
suave dos parémetros ¥, t e A. Adicionalmente, como uma conseqiiéncia
direta de sua definigdo, se G(v,t,A) > G(v,t,»), entdo ¥ > KA. A

equagdo de evolugdo (temporal) da energia, juntamente com a
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definicdo de G, permite conciuir que:
quando vz k9 entdo ds(t)/dt 83 G(V’t9)\)°5(t)° (2-49)

A equacdo (2.49) explicita G(¥,t,A) como a maior taxa de
crescimento associada a energia média das perturbacgdes. A
determinacdo desta fungdo permite que se conheca, de forma mais

exata, como evoluird a energia das perturbag¢des. Isto é descrito nos

resultados apresentados a seguir.

Segundo teorema de estabilidade da energia

"Suponha ¥ 2 A. Entdo,

o

’ t
3(t) = 8(0).exp [f G(v,t',Mdt']. (2.50)

O escoamento bésico é globalménte e assintoticamente estdvel, se

L
lim, J; G(v,t',A) dt'» -, (2.51)
Pode existir, no mdximo, um valor A = A  onde G(¥,t,A) & integrével.

Se A # A _(¥), entao G(v,t,A) ndo é integréavel."
COROLARIO: (RESTRIGAO AO ESCOAMENTO BASICO ESTACIONARIO)

"Escoamentos estaciondrios apresentam um Gnico limite de
viscosidade <critica da teoria da energia (veo).- Neste caso

particular, a desigualdade (2.51) reduz-se a:

B()S8(0).explG(¥,v, ). t] . - (2.52)

Neste caso G é uma constante de decaimento e pode ser mostrado que:

G(v,v_) < - 2K'. (v = v_) ‘ ‘ (2.53)

eo -_ eo

quando ¥ > Vv
(-
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Do ponto de vista global, os teoremas anteriores sio
importantes, uma vez que respondem a questdo de como calcular a
viscosidade critica associada a teoria da energia. O lema da
constante de decaimento estabelece um limite inferior para a razio
entre a dissipagdo média das perturba¢des e a média quadritica das
perturbag¢des. Este resultado é necessirio para a obtencio do
primeiro teorema, estabelecendo as condigdes necessérias e
suficientes para que um escoamento seja globalmente e
monotonicamente estdvel. Desta maneira o limite desta classe de
escoamentos em relacdo aos globalmente estdveis estd determinado. A
maior importidncia do segundo teorema reside em sua particularizac¢do
para O caso estaciondrio. E fundamental, e foi wutilizado na
formulag¢do numérica deste trabalho, o fato de que a energia das
perturba¢des apresenta uma constante de decaimento bem definida para

o problema estaciondrio, quando ¥ > v, .

Embora neste trabalho o interesse se concentre na situagdo em
gque o0 escoamento bédsico é estaciondrio, os teoremas anteriores
também sdo validos para problemas periédicos e quase perié6dicos.
Deve-se sempre ressaltar que tudo o que foi mostrado até aqui em
relagdo a teoria da energia 'assegura apenas estabilidade. Os
teoremas anteriores somente sugerem quando um escoamento bdsico pode

ser instédvel, mas n3do podem garantir que isso ocorre.

Teorema de unicidade para g:groblema de valor inicial de contorno
(Foa, 1929). ' ' |

Y solugio nula de (2.33)-(2.35) é dnica."

Pode-se interpretar este teorema com a propriedade de

unicidade para as solugbOes das equa¢des de Navier-Stokes:

"Existe apenas uma solugdo das equagdes de Navier-Stokes que

partem de um dado campo inicial."

/ ‘.
*) vér nota de rodape na pagina 3.
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Unicidade a valores pequenos no numero de Reynolds.

"A solug¢do das equacdes de Navier-Stokes é tnica para pequenos

valores no ndimero de Reynolds."
Unicidade de problemas globalmente e monotonicamente estédveis

"Considere v > Yoo Entido, dadas as equa¢les de Navier-Stokes
e conservacido da massa, sujeitas a adequadas condi¢des iniciais e de
contorno, existe, no mdximo, uma solugdo estaciondria ou uma solugdo

periédica, ou uma solug¢do gquase periédica."

Conclui-se, portanto, que, na regido globalmente e
monotonicamente estdvel, a unicidade de solugdes, ou seja, a
impossibilidade de bifurcacdo de soluqéeg, estd assegurada. Sabe-se
que o fendbmeno da bifurcagdo possui estreita relagdo com a
instabilidade de certa classe de solucéeslbésicas (uma leitura amena
sobre o assunto pode ser encontrada nos livros de Bergé, Pomeau e
Vidal, 1984 e Seydel, 1988, um estudo mais profundo em Iooss e
Joseph, 1990 e um texto voltado para a Mecdnica dos Fluidos em
Joseph, 1976). Uma vez que a regijdo globalmente, wmas nao
monotonicamente, estidvel é extremamente dificil de localizar na
maioria dbs problemas de interesse préfico, a preocupag¢do com a
identificacao do limite critico da teoria da estabilidade linear é
uma necessidade natural. Este limite permite localizar a regido
onde, constatada a instabilidade de certo tipo de solug¢des bé&sicas
(por exemplo, as solug¢des simétricas ap6s um ponto de bifurcagdo em
forquilha), a evolugcdo do campo bédsico em diregdo a. outra
configuragdo, ou mesmo rumo a turbulénci_a, € garantida. Este é o

papel da teoria;linear das perturbac¢des infinitesimais.

2.5 0 PROBLEMA ESPECTRAL DA TEORIA LINEAR

Uma vez que se tém-se as condigdes suficientes para a
estabilidade, inferidas do método da energia, o retorno a teoria
“linear forneceré condiqﬁgs suficientes paré a 1instabilidade. O
problema espectral da teoria linear estabelece as condig¢des para que
um escoamento seja instével, embora as custas da restrigdo quanto a

magnitude das perturbag¢des impostas.
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O escoamento nado paralelo associado a4s equagodes (2;29)-(2.31)
serd agora revisitado (figura 2.6). Sabe-se que tal problema nio
possibilita uma separagdo espacial de suas varidveis independentes.
A existéncia de um tnico termo contendo a derivada parcial temporal
entretanto, a separacdo de varidveis

de primeira ordem sugere,

temporais em relagdo as espaciais. A soluc¢do deste problema de valor
inicial, sujeito a restrigdo da conservacdo da massa, e obedecendo a
condi¢des 1iniciais e de contorno, requer a construg¢do de séries

infinitas da forma:

© .
u'(x,y,t) =E u_ (x,y).exp(fit) (2.54)
n=Q
vi(x,y,t) =L v_(x,y).exp(B t) (2.55)
n=0
[1.0]
p'(x,y,t) =L p_ (x,y).exp(f t) (2.56)
n=Q

A substituigdo das expressdes anteriores em (2.29)-(2.31)

crigina as equagdes que seguem;

ay dv__
— du . — du du du _ @ 1 o2 _
ﬁuo + u 5—);0-}-. v 3};0 + uoax + VOW = - 5)2{04' i v uo (2.58)
—dy  — v dy dv = _ @ 1 o2
Bvo + u 5—)—{0+ v a—yo + uoaX + Voa—y = - 5504- =V Vo (2.59)

Para cada um dos {% das equagdes (2.54)-(2.56) obtém-se um
(2'57)_(2'59)‘. Tais

equagbes estdo sujeitas as seguintes condig¢bes de contorno,

conjunto de equagdes idénticas 4as equagdes

u, = v, = 0 nas paredes sé6lidas e em x = —Li/d, (2.60a)
9u,_ 9v._ o - L./d 2.60b
F el ek para x = L,/d. (2. )
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A inspegdo deste sistema de equagdes revela um problema de
autovalor diferencial parcial, onde # é o autovalor e (uo,vo,po) sédo
as autofungdes. A conservagdo da massa para as autofun¢des permanece
como restrigdo ao problema. O comportamento exponencial assumido
anteriormente para o termo temporal pode ser obtido através da
analise por separagéo de variédveis. 0 problema espectral

(2.57)-(2.60) tem essa denominagdo devido ao espectro de autovalores

que satisfazem estas equagdes.

As séries (2.54)-(2.56) explicam o significado matemdtico do
auntovalor #£. Associa—se estabilidade a pequenas perturbag¢bes a
escoamentos onde # < 0, instabilidade a # >0 e estabilidade marginal
ou neutra a # = 0. Se pelo menos um autovalor, dentre os existentes
neste espectro, for pésitivo, a teoria linear assegura
instabilidade. Isso porque o termo da série que contém este valor
"explodird'" exponencialmente, enquanto os demais decairdo, ficando
claro que o efeito deste termo serd preponderante e a perturbagdo se
amplificard. Deve ser observado que jd foi assumido implicitamente
que f# é um real puro, uma vez Que o problema em questdo é
estaciondrio (se Im(B) #* 0, a solugdo deve ser periédica no tempo).

A viscosidade critica do problema linear encontra-se associada
a situacdo em que # = 0 e seu maior valor é denominado de, primeira

viscosidade critica da teoria espectral- vL',Em termos de nimero de

Reynolds, denomina-se menor nimero de Reynolds critico da teoria

linear, R, - -

Teorema de comparacgéo das viscosidades criticas (Jbseph, 1976)

"A primeira viscosidade critica do problema espectral, v ., néo
é maior que a primeira viscosidade critica da teoria da energia, ¥ _:
v 2 p b '
e L°

Este teorema estabelece a posi¢do relativa destes limites de
estabilidade. A utilizag¢io da teoria linear restringe o alcance de

seus resultados ao limite ¥ ou seja, mesmo que apliquemos a teoria

L’
da energia, a restrigcdo a perturbacdes pequenas somente é capaz de

assegurar instabilidade.
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2.5 REVISAO DA LITERATURA

Uma vez que os fundamentos da Teoria da Estabilidade
Hidrodinamica foram apresentados, convém encerrar este capitulo com
um resumo a respeito dos trabalhos encontrados na literatura gque
mostraram  as contribuigdes mais importantes a andlise da
estabilidade. Particular atencdo foi dedicada aos trabalhos que

investigavam escoamentos na presenc¢a de um aumento de 4rea.

Em rela¢do aos escoamentos paralelos bidimensionais, Gaster
(1962) mostrou que a equivaléncia entre as freqiiéncias obtidas pelas
teorias de amplificacdo temporal (&« real e # complexo) e espacial (a
complexo e f# real) somente ocorre se as perturbagdes senoidais
impostas possuem pequenas taxas de amplificagdo. Este resultado é
importante, na medida em que se sabe que a teoria de amplificacdo
espacial das perturbacgdes é a mais préxima dos experimentos, uma vez
que 14 as perturbagdes geradas artificialmente sdo espacialmente
amplificadas. Até entdo, preferia-se a teoria de amplificacgdo
temporal devido & maior facilidade em computar o comportamento das

perturbacdes.

Orszag (1971) resolveu a equacdo de Orr-Sommerfeld com grande
precisio numérica, usando expansbes em polindomios de Chebyshev e o
algoritmo QR para o cdlculo dos autovalores. O nimero de Reynolds
critico de 5772,22 foi encontrado para o escoamento plano de

Poiseuille,

*) o método ar foi desenvolvido com o . objetivo ~  de permitir °
caleulo dos autovalores e autovetores de uma matriz qualquer. Este
metodo fundamenta-se em um processo de transformacao de uma matriz
qualquer, A, em outra matriz triangular ou quase triangular
superior, R, atraves de uma matriz unitdria, Q. Tal decomposicao
(denominada decomposicao QR) preserva " os autovalores e autovetores
da nova matriz R em relacdo ‘a matriz original A. Esta transformacao
& realizada devido ‘a focilidade em calcular-se os outovalores e

outovetores deste tipo mois simples de matriz.



Copitule 2: S Teonin do Solobilidade Xidredindmica 38

Chen, Sparrow e Tsou (1971) estudaram a estabilidade de um
escoamento sobre uma placa plana com injegcdo de massa em sua
superficie. Eles consideraram a componente transversal do escoamento
basico, normalmente desprezada em trabalhos anteriores (sem injecdo
de massa), e obtiveram uma equag¢do similar & equacdo de
Orr-Sommerfeld com termos adicionais envolvendo a velocidade
transversal e sua derivada segunda. Embora a cladssica hip6tese de
escoamento paralelo tenha sido retirada, a andlise de ordem de
magnitude dos termos da teoria de camada limite e uma transformacgao
por similaridade reduziram o problema matemdtico a fun¢des de apenas
uma varidvel. 0 problema de autovalor resultante é, entao,
dependente da quantidade de massa injetada. Os resultados obtidos
mostram que, apenas para grandes quantidades de massa injetada,

tem-se diferencas significantes em relacdo a teoria convencional.

Eagles (1973) apresentou um interessante estudo de
estabilidade a pequenas perturbag¢des, usando uma andlise n3o-linear,
em um canal com pequeno angulo de divergéncia. As solucgdes
simétricas estaciondrias do escoamento de Jeffery-Hamel, estudadas
detalhadamente por Fraenkel (1962, 1963), foram escolhidas por serem
solugdes simples, paralelas e ©possibilitarem uma Subseqﬁente
decomposicdo em modos normais. Restringiram-se o0s numeros de
Reynolds estudados aqueles inversamente proporcionais ao angulo de
divergéncia do canal. A definig¢do de um pequeno pardmetro se fazia
necessdria & utilizacdo do método de expansdes assintéticas. Um
pequeno parametro era entdo definido a partir da comparagdo entre o
inverso do nimero de Reynolds do escoamento e o inverso do ndmero de
Reynolds c¢ritico previsto pela teoria 1linear, apés fixado o
comprimento de onda das perturbagcdes. A expanséao assintétida
representava perturba¢des de um escoamento linearmente ‘instéavel
(supercritico). Aplicou-se o método das'variagﬁes lentas (ver p.ex.
Nayfeh, 1981 e Bender e Orszag, 1978), que introduz o paréametro
pequeno na escala temporal, tornando-a mais lenta. A construgdo de
uma série assintética em poténcias despe pequeno paréametro
aproximava ‘as perturbagcdées da funcdo de corrente por fungdes
"lentas" com o tempo e ondas senoidais. Cada ordem da equagdo
derivada desta expans3o forneceu equa¢des que possibilitaram o
cdlculo das fungbdes '"lentas'" no tempo. Estas equabﬁes, tem a
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caracteristica interessante de que s3o dependentes da solugdo das
anteriores. 0 autor resolveu-as em seqiiéncia, formando a série que
as originou. A uUltima equag¢do impunha uma condigdo necessdria a
existéncia de uma solugéao para uma equacgao diferencial
ndo-homogénea, a denominada condigédo de consisténcia,
integrabilidade ou compatibilidadé (pode-se encontrar uma boa
apresentacdao deste éssunto em Nayfeh, 1981) em relagdo ao seu termo
independente. Landau (ver Landau e Lifschitz, 1959) propds uma
equacdo bastante simples para descrever a estabilidade n&o-linear.
Uma equacgdo, correspondente & equag¢do de Landau para este problema,
foi obtida a partir da andlise de compatibilidade. Uma concluséo
importante desta equacido para a amplitude é que um problema instével
pela teoria linear pode apresentar, se efeitos ndo-lineares para um
Reynolds super-critico forem considerados, perturbacgbes com
amplitude tendendo a um valor constante a4 medida que o tempo evolui.
A fungdo de corrente obtida por Eagles (1973) para o escoamento
total apresenta uma corrente principal oscilando de lado a lado do
canal, formando vértices tais gque a configuragdo total move-se

lentamente a jusante.

Ling e Reynolds (1973) investigaram uma correg¢do dos efeitos
nio-paralelos em escoamentos cisalhantes através de uma andlise de
estabilidade. ds autores assumiram variag¢des lentas das perturbacdes
da funcdo corrente na diregdo principal do escoamento. Esta hipé6tese
permitiu a expénséo em série de Taylor em torno de um ponto genérico

*
e a aplicagdo do método WKBJ (veja, por exemplo em Nayfeh, 1981,

(*)

Este método, tambem denominado WKBJ, foi desenvolvido por Wentzel, »
Kremers, Erillouin e ief freys e aplica-se salistatoriamente a
‘problemas modelados por equosdes diferenciais lineares - onde a
derivada de . ordem UV elevada e multiplicada por um pequenc
parametro £. A aproximagao assintdtica do v;\e,todo WKB consiste em
series exponenciais de integrais elementares de funcdes algebricas,
ou funcSes especiais bem conhecidas, em pot&nci.os de £. [+ me/todo . °

desenvolvido a partir da seguinte serie de potencias exponencial:

oM 8

vix} . exp [ % (5nSn(x) ] , &6 » o.
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Bender e Orszag, 1978 e Drazin e Reid, 1981). Desta forma as
perturbacdes foram separadas em modos normais, onde a parte espacial
mantinha dependéncia com as duas coordenadas espaciais. Esta parte
espacial foi ainda expandida em uma série de Taylor, cujo termo de
ordem zero variava apenas com a coordenada transversal e o termo de
ordem um levava em conta efeitos ndo-paralelos, Esta expansdao foi
repetida até a primeira ordem, ndo somente para a parte espacial da
perturbagcio da fun¢do de corrente, mas também para o ntmero de onda,
a freqiiéncia, o inverso do numero de Reynolds e para a velocidade de
propagac¢do das perturbagdes. A substituigcdo de tais expansdées na
equacgido para as perturbag¢des gerou equagdes diferenciais ordindrias
para os termos da série espacial da perturbacdo. A solugdo da
equacdo de maior complexidade exigiu a utilizag¢d3o de uma equagio
adjunta. A autofung¢do adjunta forneceu a condicdo de integrabilidade
necessdria a determinacio de alguns termos de primeira ordem.
Separou-se a solugcdo da equagédo vnéo-homogénea em uma solucio
particular, uma solug¢do homogénea bem comportada e uma solugido
homogénea crescente. O termo independente foi entdo expandido em uma
série de autofungdes de uma equagdo homogénea de ordem zero,
obtendo-se a condigdo de ortogonalidade. A solugdo das equagdes
resultantes bermitiu a construcdo da série proposta. As conclusdes
mais importantes deste trabalho baseiam-se em sua comparagdo com
outros, onde a hip6tese de paralelismo é adotada e nenhuma anédlise
quanto a "termos nao-paralelos" é realizada. Encontrou-se pouca
diferenga para o escoamento de Blasius em relacdo aos resultados da
literatura, que ndo realizavam esta correcio com os gfeitos
ndo-paralelos, entretanto para o jato bidimensional laminar e a onda
laminar bidimensional sobre uma placa plana, observou-se
instabilidade do escoamento a baixos Reynolds (influéncia dos
efeitos ndo-paralelos) e auséncia de influéncia n&do-paralela para

nimeros de Reynolds elevados,

Outro trabalho importante para o estudo de estabilidade sobre
a placa plana foi realizado por Gaster (1974), 0 objetivo entdo era
aﬁlicar um método iterativo para desenvolver uma série assintética
de poténcias, variando com o inverso do quadrado do Reynolds, que
representasse as perturba¢des da fungdo de corrente. Um problema

aproximado, desprezando os termos que nd3o possibilitavam a separacéo
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de varidveis, forneceu wuma primeira solugcdo para o problema
completo. Objetivando a obtengdo de uma solugdo mais precisa,
adicionou-se uma correcio a equag¢do aproximada e o resultado foi
substituido na equag¢do completa. Obteve-se entdo uma equagido
diferencial, cuja condig¢do de consisténcia gerou wuma equagédo
diferencial ordindria para a amplitude. A solucdo desta equagido pdde
ser usada para calcular a corre¢ido para a aproximacéo introduzida.
Houve a preocupacido importante de verificar possiveis alternativas
para a avaliac3do da amplificacdo através da comparagdo das curvas
neutras obtidas. O primeiro método descrito emprega a integral da
energia, o0 segundo utiliza a integral do quadrado da componente
longitudinal da velocidade, enquanto o terceiro método baseia-se na
componente longitudinal da velocidade. Comparou-se também os
resultados obtidos comloutros resultados experimentais, mostrando um
progresso na concordéqcia numérico-experimental devido & corregédo

para a amplificacéo.

Eagles e VWeissman (1975) introduziram varias definigdes
importantes relacionadas com a teoria de escoamentos quase paralelos
em que se aplicam as idéias de aproxima¢do por variag¢des lentas na
direcdo principal do escoamento (WKB). O fundamento deste método é
bem discutidolno artigo, assim como as hipSteses que diferenciam as
diversas teorias aplicadas ao escoamento exatamente paralelo e
utilizadas para o caso de considerar-se um escoamento quase
paralelo. A contribuigdo deste trabalho ao estudo de e$tabilidade em
um canal com pequeno dngulo de divergéncia estd presente na proposta
de uma modificacdo do método WKB. As solu¢les de Jeffery-Hamel com
inflexdo foram perturbadas e a equagdo resultante foi linearizada.
Novamente a aproximagdo por variag¢des lentas na diregdo principal do
escoamento foi aplicada. O resultado é a obtengdo de uma equacgdo
para a amplitude da perturbag¢do da fungédo corrente. A éxpanséo desta
amplitude, em uma série de poténcias em relagdo ao angulo de
divergéncia, originou um sistema de equa¢des, uma em cada ordem da
série. Os autores consideraram apenas oS dois primeiros termos da
série em suas andlises, originando duas equag¢des, uma para cada
termo da expansdo. Uma hipétese posterior de separacdo do primeiro
termo da série, em uma amplitude dependente apenas da "variével

lenta" e uma autofung¢do, criou a necessidade de resolver-se um
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problema adjunto tal gque sua solugdo originasse a condigdo de
compatibilidade para a segunda equagdo diferencial. O uso deste
operador adjunto originou novamente uma equa¢do diferencial
ordindria para esta segunda amplitude. A solugdo deste grupo de
equag¢des permitiu a construgd3o da série proposta. Diferentes
defini¢bes para o cdlculo da taxa de crgscimento espaciél mostraram
que o0 resultado obtido é dependente das grandezas utilizadas na
definicdo. Adicionalmente foi observado que nas regides instdveis o
resultado obtido é bastante diferente do resultado previsto pela
teoria quase paralela, e que a definicdo desta taxa de crescimento
utilizando uma densidade de energia relativa ao escoamento b4sico
possibilita uma melhor determinacdo dos efeitos ndo-lineares.
Platten,‘ Luijkx e Flandroy (1981) realizaram um trabalho
numérico , usando o método de Galerkin e os polin6mios de Chebyshev
como fung¢bes-tentativa, objetivando investigar o fendmeno de
tra-sig¢do & turbuléncia no eséoamento plano de Poiseuille. Eles
resolveram a equag¢do nido-linear para a perturbagido da funcdo
corrente e apresentaram resultados e discussdes que dificilmente
poderiam ser encontrados em estudos puramente analiticos. Para
ndimeros de onda inferiores a um valor critico'(0,9), a influéncia da
perturbacio inicial foi caracterizada a ponto de ser encontrada a
curva limite entre as solug¢bes estdveis e instdveis. Observou-se,
neste caso, uma concorddncia com a teoria linear e a presenca de um
ciclo 1limite instédvel. J& em ndmero de ;onda acima de 0,9,
constatou-se a presenca de um ciclo limite estivel acima do namero
de Reynolds critico, embora tenha sido identificada instabilidade
linear a partir de um nimero de Reynolds ainda mais elevado. No
intervalo entre ‘estes dois nuimeros foi encontrada uma instabilidade
ndo-linear deste ciclo limite, com a possibilidade de uma
instabilidade subcritica e uma amplitude limite ndo-nula quando o

numero de Reynolds se aproxima do seu valor critico.

Eagles e Smith (1980) preocuparam-se com o problema de um
canal com variagdes lentas, mas finitas, em sua altura. 0 método das
variacdes lentas foi aplicado na direcio principal do escoamento. O
modelo matemdtico simulou tais variag¢des por uma fung¢ido tangentéide

hiperb6lica cujo argumento era uma 'escala lenta" ‘da direcédo
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principal do escoamento. Desta maneira pretendia-se estudar um
escoamento com a ocorréncia de separacao e reatamento.
Argumentou-se, também, que neste caso a realizagdo de um experimento
era facilitada em relagdo ao trabalho de Eagles e Weissman (1975).
Novamente foi considerada a restricdo de um elevado nidmero de
Reynolds, inversamente proporcional a um pardmetro arbitrariamente
pequeno . A teoria das variagdes lentas foi aplicada na direcgio
principal do escoamento. Pode-se concluir que a maior contribuicgio
deste trabalho estd em se aproximar mais um pouco da teoria do
escoamento ndo-paralelo, desta vez permitindo pequenas variag¢des na
forma do canal. Este procedimento exigiu a solugido de uma equagéao
diferencial parcial para a funcgdo-~corrente associada ao escoamento
bdsico estaciondrio. Uma metodologia andloga Aaquela wutilizada
anteriormente por FEagles e Weissman (1975) foi repeiida para a
construgdo da série de autofungbes para a perturbacio da funcido
corrente, também através de uma equagdo final para wuma fungdo
amplitude, oriunda de uma condigd0 necessdria & solu¢ido de uma
equag¢do ndo-homogénea (também denominada de a alternativa de
Fredholm; uma boa referéncia sobre o assunto é o livro de Iooss e
Joseph, 1990). Avaliando a taxa de amplificag¢do espacial com base na
densidade de energia cinética, encontrou-se o ndmero de Reynolds

critico, abaixo do qual a densidade de energia cinética sempre cai a

jusante.

Allmen e Eagles (1984) resolveram o problema de estabilidade
para as equag¢des linearizadas das perturba¢les da fungdo corrente
" como um problema de ‘autovalor diferencial  parcial. A solucio
numérica mais instdvel de Jeffery-Hamel foi computada e a équagao:
para a pérturbaqéo foi resolvida através das equag¢des usuais de
diferencas centrais através do método de eliminagio Gaussiana. Uma
boa . concorddncia dos resultadoscom oé obtidos em trabalhos
anteriores (Eagles e Weissman, 1975; Eagles e Smith, 1980) foi

encontrada.

Sobey e Drazin (1985) preocuparam-se com o0s fendmenos de
estabilidade e bifurcag¢do presentes em escoamentos de Jeffery-Hamel
e em canais contendo uma expansd3o seguida por uma redug¢do. A

primeira classe de escoamentos foi resolvida a partir da hip6tese de
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Fraenkel (1962,1963) que permite apenas pequenas curvaturas nas
paredes. Os autores identificaram uma bifurcacido subcritica de sua
solucdo simétrica em trés solugdes, duas assimétricas e uma
simétrica (bifurcacdo em forquilha). O fato mais interessante neste
trabalho é a auséncia de solucbdes estdveis a partir de certo
Reynolds, fixado o .éngulo de divefgéncia, ou a partir de certo
angulo, fixado o nimero de Reynolds. Este resultado entra em
contraste com os de [Eagles (1973) qQque, conforme comentado
anteriormente, encontrou solugoes oscilatérias, com vortices
movendo~se de lado a lado do canal e deslocando-se lentamente a
jusante. A andlise dos autores mostra que o modo mais instdvel, para
0 escoamento de Jeffery—Hamel, é 0 estaciondrio e que a bifurcacéao
realmente presente é a do tipo forquilha. Os escoamentos em canais
com expansdo e reduc¢do apresentaram duas bifurcac¢des tipo forquilha
4 medida que se elevava o0 numero de Reynolds e, a partir de
determinado Reynolds, o surgimento da conhecida bifurca¢do de Hopf.
Um incremento posterior no valor deste parédmetro, conduzia a
obten¢do numérica de solug¢des peridédicas. Resultados experimentais
apresentados neste artigo exibem a simetria e assimetria do
escoamento para dois Reynolds caracteristicos. Constatou-se que
efeitos tridimensionais tornam-se significantes & medida que o
nimero de Reyqolds atinge valores mais elevados.

Em relagéb ao problema de estabilidade do escoamento sobre uma
placa plana, Fasel e Konzelmann (1990) apresentaram uma revisio
importante dos trabalhos publicados sobre o assunto. Eles resolveram
numericamente as equagdes completas para o estudo de estabilidade e
'compararam seus resultados com experimentos e modelos numéricos
simplificados-de trabalhos anteriores. 0Os autores retiveram todos os
termos das equacdes com a finalidade de descobrir o motivo de
diferentes aproximag¢des para um mesmo problema (em geral tornando-o
sempre separdvel e conduzindo a equag¢des diferenciais ordindrias)
fornecerem resultados diferentes entre si e discrepantes com
observacgoes experimentais. A compara¢do com outros modelos mostrou
que alguns deles apresentavam casuais concordancias com oS
experimentos, causadas por comparagodes incorretas, e outros
apresentaram boa concordidncia com o modelo completo. Entretanto, a

comparacido com os experimentos ndo apresentou melhora significativa
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em comparac¢do com alguns trabalhos. Isto eliminou a hip6tese de que
efeitos ndo-paralelos, que nd3o eram plenamente incorporados nos

outros trabalhos, fossem a causa da diferenca numérico-experimental.

2.7 SUMARIO

Neste capitulo procurou-se deiinear de modo geral e bastante
sucinto os aspectos da TEH que apresentam rela¢cdo com o0 presente
trabalho. Tanto na apresentacdo dos objetivos e definigbes bdsicas
desta teoria, quanto na aplicac¢do destes conceitos a exposigdo dos
fundamentos das teorias linear e global da estabilidade, procurou-se
sempre enfatizar as limitacdes da hipétese de escoamento paralelo ou
quase parglelo quando se deseja investigar a complexidade de muitos
escoamentos presentes na natureza, cujo entendimento interessa as
aplicagbes em engenharia. No capitulo seguinte, apresentar-se-4 o
escoamento de interesse para este trabalho, bem como o caminho
percorrido em investigag¢bdes anteriores e questfes relevantes
levantadas por estes trabalhos. Observar-se-4 que tal escoamento nio
pode ser enquadrado sequer entre os quase paralelos. Desta forma,
fica patente que modificag¢des serio necessérias para uma adaptacéo
das ferramentas disponiveis na TEH a inVestigaqéo desta classe de
escoamentos ndo paralelos. Merecem destaque, a equag¢do que governa a
evolucdo da energia das perturbag¢des, (2.38), a definigdo do
funcional taxa de crescimento e seu méximo valor (equagdes 2.47 e
2.48) e a aplicagdo da constante de decaimento em problemas
estaciondrios (particularizag¢do do segundo teorema de estabilidade
da energia), que, apés algumas alterag¢les causadas pela classe de
fun¢bes admissiveis e complexidade das condigdes de contorno} serao

importantes na andlise de estabilidade linear.
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CAPITULO 3

ESCOAMENTO EM DIFUSORES RADIAIS

0 escoamento radial entre discos paralelos tem despertado
crescente interesse, tanto cientifico, quanto tecnolégico. A
modelagem de escoamentos em vdlvulas de compressores, impactores de
aeros6is, mdquinas de usinagem por eletroerosdo e mancais axiais sdo
alguns dos exemplos de aplicagdes tecnolégicas do estudo desta
classe de escoamentos. O interesse cientifico nestes escoamentos diz
respeito 3 descoberta recente de varios fenomenos fisicos que tém
contribuido para um melhor entendimento dos mecanismos associados a

estabilidade hidrodindmica.

Uma primeira aproximagcdo para a solugdo das equacgdes
governantes em escoamentos'entre discos paralelos utiliza a hip6tese
simplificativa de que a velocidade transversal ao escoamento é
'desprezivel quando comparada com a velocidade na diregdo radial.
Esta situagdo descreve apenas os casos em que o ndmero de Reynolds é
pequeno. A solugd3o analitica deste modelo particular exige que os
termos inerciais sejam abandonados (Bird, Steward e Lightfoot,
1é60). Desta forma pode~se obter uma primeira aproximac¢do para o
campo de velocidades (inversamente proporcional & coordenada radial)
e para a distribuicdo de pressdes (decrescente com o logaritmo da
coordenada radial). Li, Mirza e Lin (1989) resolveram as equagdes
governantes, incluindo os efeitos de inércia, através do método
cldassico de diferencas finitas. Vatistas (1988,1990) considerou
analiticamente bs efeitos inerciais, evitando as inconsisténcias
causadas pela parcela n3o-linear .através de simplificagées na
avaliagcdo destes termos.

Jackson e Symmons (1965) investigaram teérica e
experimentalmente a distribuicdo de pressdo. estdtica sujeita aos
efeitos inerciais. Eles detectaram instabilidade do escoamento para
nimeros de Reynolds elevados, quando fortes gradientes de pressio
adversos atuam na regido central dos discos. Note-se, no entanto,
que os autores ndo enfatizaram esta instabilidade, detectada através
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de flutuag¢des da pressdo medida experimentalmente. Devido as
elevadas vazdes, grandes gradientes de pressdo ocasionaram a
separacdo do escoamento. Além disso, a distribuicdo de pressdo
tornou-se assimétrica e transitéria. Destaca-se neste trabalho um
interessante método iterativo-analitico para a avaliacdo da
distribuigdo de pressido, quando efeitos ndo-lineares, causados pela
inércia, eram incluidos. A comparagdo tedérico-experimental mostrou
que os efeitos inerciais ainda eram sub-avaliados nos modelos

tedricos.

Raal (1975), impondo um perfil de velocidades na entrada
recuado em relacdo 4 entrada dos discos, e utilizando a hipétese de

simetria em relagdo a um plano paralelo equidistante dos discos,

resolveu numericamente este problema através do método das

diferencas finitas. Escoamentos com niumeros de Reynolds inferiores a
62 apresentavam linhas de corrente paralelas. A partir deste valor
ocorria a formacdo de uma recircula¢do em cada disco. A medida que

se elevava o0 numero de Reynolds estas recirculag¢des cresciam e

deslocavam-se em direg¢io & entrada dos discos.
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FIGURA 3.1 Distribuigdo radial do Ndamero de Nusselt local (Mochizbki
e Yao, 1983).

Mochizuki e Yao (1983) realizaram experimentos com o objetivo

de medir o numero de Nusselt local para o escoamento entre dois
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discos aquecidos. Técnicas especiais de visualizag¢do do escoamento
foram utilizadas neste trabalho. O comportamento oscilatério das
rvas que descrevem a distribuigdo radial do nimero de Nusselt

cu
surpreendeu os autores (figura 3.1). Os experimentos atestaram

local
a formagdo de vértices periédicos e alternados, deslocando-se a
jusante com O escoamento. A ocorréncia da oscilagdo no escoamento
causou um grande aumento na transferéncia de calor das paredes
aquecidas para © fluido. Tal fato levou Mochizuki e Yang (1985) a
resolver numericamente o problema hidrodind8mico, sem adotar’ a
clédssica hipétese de simetria utilizada no trabalho de Raal (1975).
A aparente concorddncia entre os resultados hidrodindmicos numéricos
e experimentais sugeriu gque a separagdo e o reatamento ocorrem
periodicamente <com a formacdo de vértices auto-induzidos e

auto-mantidos pelo escoamento.
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FIGURA 3.2 Evolugdo dos valores numéricos. e experimentais do numero
de Nusselt médio em relagdo ao nidmero de Reynolds
(Todescat, 1988),

Deschamps (1987) realizou uma pesquisa numérico-experimental
em escoamentos radiais com alimentacdo axial. No seu trabalho ele
mostrou a influéncia do afastamento, do nimero de Reynolds e do
comprimento do orificio de passagem principalmente sobre a
distribuicdo de pressdo ao longo das paredes do difusor. Uma grande

dependéncia da distribuigdo de pressido em relacdo aos afastamentos
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foi observada para pequenos afastamentos entre os discos. Em certos
casos, pressdes negativas foram constatadas. Esta tendéncia
intensificava-se em proporgdo direta com o afastamentos entre os

discos. Nio foi encontrada influéncia significante do comprimento do

orificio de passagem no escoamento.
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FIGURA 3.3 Comparag¢do dos valores de Numero de Nusselt 1local
. ‘ " numéricos e experimentais com a posig¢do radial (Pilichi,
1990).

Pilichi (1990) estudou a transferéncia de calor em difusores
radiais com alimentacdo axial, através da medigdo do ntmero de
Nusselt 1local. Esta andlise mostrou-se necessdria devido a
discordancias numérico-experimentais ocorridas no trabalho anterior
de Todescat (1988). Este verificou que, a partir de determinado
nimero de Reynolds, a distribuicdo do numero de Nusselt médio,
obtida experimentalmente, apresentava valores bem acima dos
previstos numericamente (figura 3.2). Pilichi (1990) empregou a
técnica de sublimacdo do naftaleno para, através da analogia entre a
transferéncia de calor e massa, determinar o perfil do nimero de
Nusselt 1local. Isso exigiu medidas de elevada precisdo para a
quantidade local de naftaleno sublimada. A presenga de dois picos
para o numero de Nusselt local foi detectada para elevados numeros

de Reynolds. Acredita-se gque as oscilagdes auto-induzidas pelo
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escoamento foram responsdveis pela presenga da segunda elevagdo
(Prata e co-autores, 1992). Pilichi (1990) também resolveu o
problema numericamente, através do método dos volumes finitos. Sua
solucdo, obtida a partir da hip6tese de regime permanente, néo
conseguiu captar o segundo pico da curva representativa da
distribuig¢do do ntumero de Nusselt com a posicgéo rédial (figura 3.3).
Até determinado nimero de Reynolds foi obtida 'boa concordincia entre
os resultados numéricos e experimentais. A partir deste limite, os
resultados numéricos n3o conseguiram captar o aumento observado
experimentalmente no ntmero de Nusselt local, a exemplo do ocorrido
no trabalho de Todescat (1988). '

Motivado pelas discordancias numérico-experimentais dos
trabalhos de Todescat (1988) e Pilichi (1990), Langer (1991)
investigou os problemas hidrodindmico e térmico do escoamento radial
com alimentagio radial. Para validar sua metodologia numérica,
Langer (1991) pretendia inicialmente reproduzir os trabalhos de Raal
(1975) e Mochizuki e co-autores (1983, 1985), antes de investigar o
problema hidrodindmico do trabalho de Pilichi (1990). Esta "etapa
preliminar" em escoamentos <com alimentag¢do radial motivou a
descoberta por Langer (1991) da bifurcagdo da solugio simétrica
encontrada por Raal em trés solugles, duas assimétricas e uma
simétrica (bifurcacdo em forquilha), a partir de um Reynolds critico
de 115. A retirada da hipé6tese '"usual"  -de simetria possibilitou o
aparecimento ‘deste fendmeno, suprimido involuntariamente por Raal
(1975) em sua formulagido. Paralelamente ao estudo hidrodinamico,
Langer (1991) investigou também o problema térmiéo, onde o fluido
frio troca calor com os discos mantidos a uma temperatura mais alta,
uniforme e constante. Observou-se um substancial aumento na troca de
calor para configurac¢des. assimétricaé. As 4squQ6es periédicas de
Mochizuki e co-autores (1983, 1985) ndo foram observadas por Langer

(1991).

0 escoamento radial caracteriza-se por um aumento gradual de
drea. A fim de que a massa seja_conservada, ocorre um decréscimo da
velocidade do fluido. Consegiientemente, nos casos em que o numero de
Reynolds é elevado, surgem fortes gradientes de pressdo adversos. Os
diferentes regimes de escoamento se sucedem primeiramente com a
formagdo progressiva (em famanho) de regides de recirculag¢ao, onde
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pontos de separagcdo e reatamento sdo bem definidos (Raal, 1975).
Nestas condig¢bes apenas solug¢des simétricas seriam observédveis
experimentalmente. Em sequida, sucede-se uma perda da estabilidade
destas solugdes para solugbes assimétricas (Langer, 1991). Outra
possibilidade é a formagdo de vértices periédicos, movendo-se
lentamente a jusante (Mochizuki e co-autores, 1983, 1985). Sabe-se
que expansdes suUbitas causam solug¢bes oscilatérias; expansdes
progressivas, pode-se dizer até '"continuas'", como as encontradas em
escoamentos radiais, causardo também este tipo de solug¢des? Uma
questdo semelhante surgiu, conforme mencionado na introdugdo da
presente dissertac¢do, entre os trabalhos de Eagles (1973) e Sobey e
Drazin (1985). Em relag¢do ao escoamento de Jeffery-Hamel, onde
ocorre uma expansao gradual em uma cunha, a partir de uma fonte
y;ntual, a an4dlise de estabilidade de Eagles (1973) encontrou
wifurcagdes de Hopf, nio verificadas na investigag¢do feita por Sobey
e Drazin (1985), que detectaram apenas bifurcacbes de solugdes
+.imétricas em solugdes assimétricas, a exemplo do que ocorreu com

Langer e co-autores (1990) e Langer (1991).

O comportamento do escoamento em difusores radiais permanece
uma caixa de surpresas. Neste contexto, o objetivo do presente
trabalho é estudar a estabilidade das solugdes estaciondrias obtidas
paor Langer (1991) e desta forma trazer mais luz para o entendimento

do problema.
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CAPITULO 4

FORMULAGCAO DO PROBLEMA E METODOLOGIA DE SOLUGZO
4.1 A FORMULAGCAO DO PROBLEMA

Dividiu-se a formulagdo do ©problema em duas etapas.
Inicialmente discutem-se as hipéteses, equacbes governantes e
condi¢des de contorno associadas ao escoamento bédsico do difusor
radial. A seguir comentam-se os mesmos aspectos em relacdo as
equacdbes dque governam o problema linear para o0 cdlculo das
periurbagbes, bem como sua reducdo ao problema espectral. A presente
anilise restringe-se a perturbagdes infinitesimais. Conforme
expiorado no capitulo anterior, uma solugdo linearmente inst4vel nio
poderd ocorrer na natureza, enquanto que solu¢des linearmente

estdveis podem tornar-~se inst4dveis a perturbag¢des maiores.

4.1.1 O ESCOAMENTO BASICO

A Toe

FIGURA 4.1 Esbogo ilustrativo do difusor radial.

Considere um difusor radial, como o esbogado na figura 4.1, e
‘as equacgdes governantes do problema hidrodindmico, apés adotadas as
hip6teses de propriedades constantes, auséncia de forgas de campo e
fluido newtoniano. Adicionalmente, considera-se a hip6tese de

simetria axial.

au v av
— + - + — =0 ‘ (4.1)
9X R 9R
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au au ay ) ap
P

ar ax 3R ] ax

r a3’y 1 au a’uy ]

+ 5 - — +— (4.2)
L 9X R @R R
av av av ) ap
el —+ U — + V — = - — 4+
ar ax aR | dR
(a°v. 19y v &%y
t - — - -+ — (4.3)
L aX R IR R aR

P

) Nas equag¢bes anteriores, T é o tempo , X é a coordenada
transversal & diregdo principal do escoamento, R .é a coordenada
raﬁial; P. denota a pressdo, as componentes do vetor velocidade sio
representadas por U (tranéversal) e V (radial), 2 é a massa

especifica e ¥ é a viscosidade.

As equagdes (4.1) a (4.3) serdao agora adimensionalizadas

utilizando as seguintes varidveis,

. U v P vV, .T X R
u = - v = - p = — t = X = — r = — (4.4a)
v, v, oV R, R, R,
V_.R
Re = -2t (4.4b)

onde Ve,_Ri e Re sao, respectivamente, a velocidade (prescrita) na
entrada do dominio de solug¢do em uma posigcdo R < R:’ a coordenada

radial na entrada dos discos e o nﬁmerb de Reynolds.
As equagdes de conservacgao da massa e quantidade de

movimento, quando escritas em notagdo vetorial, adquirem a seguinte

forma adimensional:

V.u =0 ' (4.5a)



Bapdtuls 4 : Feumulagds do Problema e Melsdologio de Folugis 54

du (.
[— + u .Vuy = - VP + — Vu (45b)
at Re

onde u representa o vetor velocidade adimensional, cujas componentes

sdo u e v.

As equacgdes (4.5) estdo sujeitas as seguintes condigdes de

contorno:

au 1

ar - 0 ev = ;e emr =r_ e 0 < x < 2, (4.6a)
dv

u=—=0 em r, <r < 1 ex =0o0ux=2, (4.6b)

iy ax

u=v=0em?1=r=20e x =0o0uzx-=2, (4.6c)
a

u="UY) b emr=20e0<x <2, , (4.6d)
ar -

onde r = 2/3 é a coordenada adimensional que determina o inicio do

dominio do problema, r,= 20 é a coordenada radial (adimensional) da

secdo de saida dos discos e r, = 1 marca o inicio dos discos. Note-se

G O afastamento adimensional dos discos é constante e igual a 2.

_ Uma vez que se pretende estudar a estabilidade das solugdes
obtidas por Langer (1991), adotou-se o mesmo perfil de entrada e
etc.) daquele trabalho. Langer

parametros geométricos (r, r r

1’ 2?
(1991) inspirou~se no trabalho numérico e argumentos apreséntados
por Raal (1975) para utilizar a condicdo de contorno que deu origem-
a eduaqéo. (4.6b). Raal (1975) argumentou que assim evitava~-se a
-singularidade da fronteira de entrada e, ao mesmo tempo, permitia-se‘
que o0 escoamento '"sentisse" a presenca dos discos através dos
efeitos elipticos. Quando prescreve-se um perfil plano na entrada
dos discos, em r = 1 para x = 0 e x = 2 tem-se velocidade nula,
devido & presenca dos discos, e, para x = x + 6 (6 positivo e tdo
pequeno gquanto se queira), tem-se o perfil brescrito gerando uma
descontinuidade na velocidade. Tal descontinuidade é evitada
recuando-se o perfil béasico prescrifo para uma regido anterior a

z

entrada dos discos. A equacdo (4.6b) é uma consequéncia deste
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procedimento para as perturbagbGes de velocidade. A distdncia entre o
eixo de simetria e o inicio do dominio utilizada aqui também é

idéntica & que Raal (1975) e Langer (1991) utilizaram.

Nas condig¢des de contorno da saida do dominio, também seguindo
Langer (1991), prescreve-se escoamento localmente parabdlico. A
regido escolhida para final do dominio computacional apresenta
efeitos despreziveis de ©propagacgao difusiva de informag¢do a
montante, conforme atesta o cuidadoso estudo feito por Langer

(1991).

Maiores detalhes com relacdo a4 discussdo das condigbOes de
contorno podem ser encontradas no trabalho de Langer (1991).

A solugd3o das equagbes (4.5) e (4.6) fornece o escoamento
© 12isico estacionario do problema. 'A seguir esta solucgdo seré

=rturbada a fim de investigar sua estabilidade.

4.1.2 AS PERTURBAGOES

Objetivando uma andlise de estabilidade 1linear, introduz-se

pequenas perturbag¢bes as solugdes estaciondrias (campo bdsico) u v

e p

u=u+u' V=vVv+v p = E + p' (4.7)

¢ 1

onde os simbolos u', v denotam as perturbag¢fes impostas ao

e p

campo bdsico estaciondrio.

Admitindo que esta composicédo obedece as equacgdes de
Navier-Stokes, obtém-se as seguintes equag¢lOes para as peqguenas

perturbacgdes:

du' v av'
— + — 4 — =0 (4.8)
ax r ar
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1 [ *u' 1 au' o u']

— | —, - — + — (4.9)
Ret 9x r 9r ar
ay' ay! ay oy av ap'
— 4+ y ==+ u'— + v — + y'=— = - — 4+
at ax ax ar ar ar
1 [ ‘v taey' v a%y
— ] =, - — - =+ — ] (4.10)
2 2 2
ax r or r ar

Re

Nas equag¢des anteriores, em conformidade com a andlise linear,

desprezaram-se os termos que apresentavam produtos de perturbagdes.

Condigcdo de contorno do tipo PNE

VavaN ,
T occl cC1

R cC1 cC1

T

dr

FIGURA 4.2 (a) Descrigdo esquemdtica dos dois tipos de condigbes de

contorno de interesse: PNE.

Em relagcdo & prescricdo das condi¢des de contorno para as
equagdes (4.8)-(4.10), duas alternativas sdo vidveis e, devido 2
dificuldade em estabelecer conclusivamente qual a mais adequada,
ambas foram empregadas. Os dois tipos de condicdo de contorno
diferem apenas na fronteira'de entrada do dominio (r=2/3 e 0<x<2) e
nas fronteiras coplanares aos discos ocupadas por fluido (2/3<r<1 e
x=0 ou x=2), sendo estas segundas denominadas de fronteiras livres.
O problema estd4d na prescricdo de uma condigéo de contorno para as
componentes de velocidade paralelas as fronteiras mencionadas. A
primeira possibilidade, mais simples e imediata, é ©prescrever

perturbagdes nulas nestes contornos da regido de entrada do dominio,
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por isso denominadas PNE. Outra possibilidade, que serd comentada
com mais detalhes em breve, estd na prescricdo de derivada nula na
regido de entrada, abreviada por DNE. As figuras 4.2 (a) e (b)

ilustram cada uma das condigbes de contorno impostas em cada caso.

Condicdo de contorno do tipo DNE

0 CC4 CCt

r-="-- 1

| N

R CC4 CC1
. a(v|r),
CCl: u'= 0, v'=0 cC2: u'= 0, —— =0
ar
ayg'! » - avy'!
cC3: — =0, v'=0 : CC4: u'=0, — =0
ar ax

FIGURA 4.2 (b) Descrigdo esquemdtica dos dois tipos de condigdes de

contorno de interesse: DNE.

. As condig¢des de contorno indicadas na figura 4.2 s3o resumidas

a seguir,

TIPO PNE

.u' = 0 na entrada do dominio. | (4.11a)
.u' = 0 nas ffonteiras livres. : ' (4.11b)
.u' = 0 nas paredes do difusor. : (4.11c)
' o= derv') 0 na saida do dominio. o (4.11d)

or

TIPO DNE

du'’

f—— = vyv' =0 para 0 £ x =22 er = 2/3. | : (4.12a)
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avy' .
u' = — = 0 para x = 0 ou 2 e 2/3 < r < 1. (4.12b)
ax
.v' = 0 nas paredes do difusor. (4.12c)
u' = 2™V~ 5 ha saida do dominio. - (4.12d)
dr

onde r = 2/3 é a coordenada radial que determina o inicio do dominio
do problema. Conforme ' discutido anteriormente, r, encontra-se

recuado em relag¢do ao inicio dos discos (r1= 1).

Mais alguns comentdrios sdo necessarios quanto a esses dois
t:pos de condig¢bdes de contorno para as equagdes das perturbacgbes. A
uicilizagdo da condig¢dao de contorno tipo PNE pode ser justificada com
o argumento de que o interesse deste trabalho é estudar a
estabilidade do escoamento contido no dominio do problema e ndo a
estabilidade no contorno, isto é, objetiva-se analisar a
estabilidade do escoamento no dominio do problema quando os

contornos sao livres de perturbacgdes.

Assumir derivada nula, seguindo a prescrigcdao dada ao campo
bdsico, significa raciocinar em termos puramente matemdticos na

decomposig¢do u = U + u', por exemplo:

dy ay au' dy'
u=U+u's»—=| — |+ — =0=>—= 0 em r = 2/3.
ar ar ar ar - ’
(=0)

Estes dois tipos de condigcdo de contorno na entrada do dominio
de solug¢do, PNE e DNE, foram considerados na andlise numérica. Tal
andlise normalmente é evitada nos trabalhos existentes na literatura
através de grandes recuos no perfil de entrada (que tornam
desnecessdria a condigdo de derivada nula), por exemplo Shapira e
co-autores (1990). A influéncia das diferentes condi¢des de contorno
na solug¢do do problema serd discutida quando da apresentacdo dos

resultados.



Capitule 4 : Fermulagis do Problema e Melodslogia de Solugis 59

As condigdes de impenetrabilidade e ndo-deslizamento sio
responsidveis pelas prescrigdes restantes de auséncia de perturbacio
nas fronteiras sélidas. Na saida do dominio repetem-se as

aproximac¢des de escoamento localmente parabélico.

Neste ponto é oportuno ressaltar as hip6teses utilizadas neste
trabalho. Tendo em vista uma primeira aproximagdo para o problema e
a complexidade da dependéncia espacial das equag¢des, preocupou-se
apenas em estudar a estabilidade temporal de perturbag¢des impostas
ao escoamento. A idéia de ordenagdo por complexidade (primeiro uma
andlise linear e somente depois andlises de estabilidade n3o-linear)
e o desejo de empregar os resultados da teqria linear, ou mesmo da
teuvria da ehergia quando reduzida ao problema linear, motivaram a
op¢iiy de que toda perturbagdo imposta seja bastante pequena guando
cﬁm;ﬁrada ao campo bédsico. Estas simplificacbes permitem que a
liesraridade das equag¢bes resultantes possa ser explorada conforme

descrito a seguir.,
4.1.3 O PROBLEMA DE AUTOVALOR (ESPECTRAL)

Inicialmente deve 'ser lembrada a forte dependéncia do
‘escoamento com o inverso da coordenada radial (Jackson e Symmons,
1965), o que impossibilita a separacdo espacial de varidveis. Embora
as equacdes sejam espacialmente inseparédveis, pode ser mostrado pelo
método de separacdo de varidveis que OICOmportamento tempofal pode
ser isolado do espacial. A separacdo de apenas um termo mostra-se
insuficiente para satisfazer as condig¢Ges injcial e dos contornos,
sendo necessdria a formag¢do de uma série. A forma exponencial no
tempo surge como consegqiiéncia da derivada, /8t . Uma proposta'para a
descrig¢do das -equagdes, tanto em relacio 3 evolugao com o tempo

quanto em relagdo a configuragdo espacial é a seguinte,

14}

{u',v',p'Hx,t)=Lexp(Bt) {u(x), V,(X),p Wi X))} (4.13)

n=1
onde x representa o vetor posicgio.

Enquanto as varidveis U,» V, € P, representam a parte espacial

das perturbagbdes correspondentes, o nimero real f representa sua
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taxa de crescimento temporal.

A substituicdo de (4.13) em (4.8)-(4.12) origina o seguinte
problema de autovalor diferencial parcial, onde u ,v_ ,p, sdo as

autofungdes as gquais estd associado um autovalor f3:

Y.u = 0" (4.14a)

- + _1_ z
Buo + U-Vuo + uB.VU = - Vp_ Re+V+u° . (4.14b)

Apenas valores particulares de # (o0os autovalores) conduzem a
vé?ores ndo-nulos para u, e p_(as autofungdes) que satisfazem as
egquaglbes diferenciais parciais (4.14a e b). Cada autovalor obtido
destas equag¢des, e cada correspondente autofunc¢do, identifica um
termo da série apresentada em (4.13). A rigor, seria necessdrio
obter todos os autovalores e autofungdes deste problema para que se
conhecesse o comportamento das perturbacgdes. Felizmente a
caracteristica exbonencial do comportamento das perturbag¢des com o
tempo torna necessdria a determinacdo apenas do componente mais
instavel dentre os modos possiveis. A maneira de calcular este modo
mais instdvel serd discutida mais adiante; primeiramente faz-se
necessdrio apresentar as condigdes .de contorno do problema de
autovalor. Repete-se a nomenclatura anterior para as duas
alternativas adotadas na prescrigcdo da condigdo de contorno na

regido anterior aos discos.

TIPO PNE

.do = 0 na entrada do dominio. o _ _ (4.15a)

.u_ = 0 nas fronteiras livres. (4.15b)

‘u = 0 nas paredes do difusor. (4.15c¢)
d(rv_)

.u = ——— = (0 na saida do dominio. (4.15d)

ar
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TIPO DNE

du

fe— = v, = 0O para 0 £ x £ 2 e r = 2/3. (4.16a)

ar .
avo :

.u, = — =0 para x = 0 ou 2 e 2/3 <r < 1. (4.16b)
ax

‘u, = 0 nas paredes do difusor. ‘ (4.16c)
L9(rv,)

.u = = 0 na saida do dominio. (4.16d)

ar

Tudo o que foi discutido anteriormente em relag¢io as condigdes
de ““contorno das equagbes diferenciais para o cédlculo das

peirturbacdes se aplicam as equacgdes anteriores.

Uma vez que os problemas relevantes a andlise de estabilidade
foram formulados, a metodologia utilizada na solugdo destes

problemas serd agora descrita.
4.2 METODOLOGIA DE SOLUGAOQO

A descrigdo da metodologia de solugdo foi dividida em trés
partes. Na primeira parte apresenta-se o método baseado na anidlise
de estabilidade linear através da solucgdo do problema de autovalor,
auxiliado por principios variacionais. Na segunda parte discute-se
um método alternativo de andlise de estabilidade, onde o mecanismo
de solug¢do das préprias equagdes das pequenas perturba¢6es em sua
forma transiente é comentado. Na terceira etapa apfesenpa-sé 0o
método numérico, procedimento de - discretizagio das equagdes
governantes e méis algumas informa¢bes gerais sobre o procedimento

numérico.
4.2.1 0 PROBLEMA DE AUTOVALOR (ESPECTRAL)

A solucd3o numérica do problema de .autovalor apresentado
anteriormente seguiu o procedimento utilizado por Shapira, Degani e
Weihs (1990). A aplicacgdo de principios variacionais estabelece que,
para este problema, o autovalor mais instédvel (Bmt) pode ' ser

calculado por:
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5 [ID( u .VU ».u_ dA +§JD [vuo[sz + TR ]

mL I 2 ’ (4.17)

Ju, 17as

onde ¥ R simboliza a soma dos residuos, integrados ao longo das
fronteiras que apresentam prescrig¢do de condig¢des de contorno
fracas, como consequéncia da aplicagcdo do Teorema da Divergéncia

(para maiores detalhes, ver Apé&ndices A e B).

O problema numérico foi resolvido a partir das equagdes
(4.14)-(4.15) ou (4.16). Inicialmente € necessario que se conhega o
escoamento .basico, pois suas varidveis sd0 os coeficientes das
e.inagbes das perturbacdes e do problema de autovalor. Arbitram-se
viiores ao campo u_,, estima-se um valor inicial ao escalar B, e
re splvem-se (4.14)-(4.15 ou 4.16) para u, e p, ,através do método de
vol-mes finitos conforme Patankar (1980). Com L%’ e p, conhecidos,
recalcula-se # através de (4.17). O valor obtido é entdo substituido
no termo fonte (descrito no préximo item ) de (4.14) e o processo é

repetido até a convergéncia.

A equacdo (4.17) deve ser interpretada como uma medida da
relacdo entre producdo e dissipag¢do da energia das perturbagdes. Se
o ' autovalor B é positivo, entdo a produgcdo de energia das
perturbagdes é superior a sua dissipa¢do e por 1isso O escoamento é
instdvel. Caso encontrem-se valores negativos, a energia das
perturbacdes é predominantemente dissipada e o escoamento é estavel
a pequenas pefturbéqées. Recordando a equacdo (2.38), verifica-se
que a equacdo (4.17) guarda estreita relacido com a taxa de variacéao
-da energia das berturbagées com o tempo. Uma diferencga significante
é que neste caso o campo de perturbagdes ndo pode ser considerado um
campo cinematicamente admissivel, devido a complexidade das
condi¢des de contorno no difusor. O funcional taxa de crescimento ¢
[equacgdo (2.47)] e o seu maximo G [equagdo (2.48)] possuem estreita
relacdo com a equacgio (4i17)' Em ambos o0s casos ( o campo
‘cinematicamente admissivel discutido no Capitulo 2 e o campo de
perturba¢des no difusor) a descrigdo do decaimento exponencial da
energia das perturbagbes com o tempo é verificada para pequenas

perturbacodes.
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4.2.2 0 PROBLEMA TRANSIENTE

Os conceitos da teoria linear e do método da energia serio
agora revisitados usando a hipétese de perturba¢des arbitrariamente
pequenas como denominador comum. A substituig¢do da equag¢do (4.13) na
definicdo de energia média das perturba¢des, conforme equacio
(2.36), fornece,

19}
3 = I'%ZIU%nJ%n).exp(ZJa.t) dv, (4.18a)
1

Vv n=

uma vez que. a exponencial ndo depende do volume, a integragido deve
ser feita apenas nas autofunc¢bes. A aplicagdo da derivada em relacdo
ao tempo nos ‘dois membros de (4.18a), notando que cada u_ = independe

do tempo, conduz a,

©
s _ Ef%.exp(z.ﬁ;.t) I (u_.u_ )dv, (4.18b)
n=t v

dt

on

observando que, apos certo tempo t > t , o termo no somatério que
contiver o modo mais instédvel, Bmi,seré "exponencialmente" mais
representativo que todos os outros, conclui-se que apls este
intervalo de L tempo os demais termos do somatério podem ser

desconsiderados. Desta forma:

%% = Z.Qm.(1/2).Iv(umm.umm).exp(z.ﬁm.t) dv . (t>t ), (4.18¢c)

0 termo dentro do sinal de integragdo na equagdo anterior nada mais

é que o produto das parcelas mais significativas de u'.u', para

t>t_, ou seja, [u .. .exp(B, . t)].[u _ .exp(B t)]. Desta forma,
" quando t > t_, e novamente utilizando a definigdo (2.36), obtém-se:

ds  _ ‘

T Z.Qm.ﬁ para t > t_ (4.18d)

Alternativamente,

B, = 5l -d8/dt = (1/2).§,(1n ) para t > t,. (4.18e)
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A equacdo (4.18e) pode ser empregada para se obter o modo mais
inst4vel através do célculo transiente da taxa de crescimento da
€nergia das perturba¢des. A medida que o escoamento evolui no tempo,
O modo mais instdvel domina o comportamento da série proposta
(4.13), constituindo-se, apés certo tempo (t > t,), no tGnico termo
Tepresentativo da série. Diz~se ,entdo, que o modo mais instédvel foi

1solado.

Ap6s estes comentdrios pode-se delinear os passos seguidos
Nesta formulag¢do transiente para obter-se as informagbdes desejadas
Sobre a estabilidade ou ndo do escoamento bédsico em estudo. O
ProQ§sso numérico requer a determinag¢do, a cada instante de tempo,
dquiéampo de perturbag¢des. A partir deste campo determina-se a

enecygia média das perturbagbes e calcula-se B. ‘

0 campo de perturbacdes é obtido resolvendo-se as equag¢des
(4.8) a (4.10), sujeitas &s. respectivas condig¢des inicial e de
coniorno, através do método dos volumes finitos, conforme proposto
por Patankar (1980). O procedimento adotado para obter uma condigdo

inicial consistente serd descrito a seguir.

Durante as primeiras iteracgdes, calcula-se o0 campo de
parturbacdes, partindo de uma condicdo inicial arbitrdria e
assimétrica, utilizando um intervalo de tempo bastante refinado. O
cuidado em empregar esta "pré-condigdo" inicial assimétrica
justifica-se com o argumento de que, para estudar a estabilidade de
solucdes simétricas, é necessdrio partir de um campo assimétrico de
perturba¢des. Ao final destas iteragles, consegue-se uma condigdo
inicial que conserva a massa, além de obedecer ‘as condig¢bes de
contorno e ser uma solug¢io das equag¢des governantes para a evolugdo
de pequenas perturbag¢des. Eleva-se entdo o intervalo no tempo para o
valor adequado ao compromisso entre precisdo nos resultados e tempo

de CPU. A partir deste ponto, o processo transiente é iniciado.

0 balango entre producdo e dissipagdo no problema transiente

A evolugdo temporal das perturbacdes, bem como sua
configuracgédo espacial, pode ser representada pelas séries
apresentadas nas equa¢des (4.13). E importante observar que, apés
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determinado tempo (t > te), cada perturba¢do pode ser bem descrita
por apenas um termo da série que a representa. Deve sempre ser
recordado que isso ocorre devido & existéncia de um valor
exponencialmente preponderante do modo mais instédvel. Considerando o
exposto, uma pergunta que surge €é a seguinte: seria possivel
calcular,bpara a formulagdo transiente, o autovalor mais instével
através de uma equagido semelhante & equacdo (4.17)? A resposta é
afirmativa. Uma vez que o campo de perturbag¢des é bem descrito por
apenas uma componente (a mais instdvel) da série, a equacgdo (4.17)
pode ser utilizada para calcular o autovalor critico,
substituindo-se as autofung¢bGes pelas perturbag¢des na equacido citada.

Ou seja:

( I; u'.Vv, r.u' dA +EQJ; IVu'FdA + L R'")
= - 7 — , (4.19)
ol ut |7da

onde ¥ R' simboliza a soma dos residuos oriundos de integrac¢des nas
fronteiras onde impbGs~se condic¢des de contorno fracas (ver Apéndices

A e B para maiores detalhes).

A equacdo (4.19) fornecerd o modo mais instdvel quando os
ougros termos tornarem-se exponencialmente bem menores que a parcela
preponderante. Do ponto de vista computacional, a obtencao de ﬁmi
através da equagido (4.19) é desvantajosa, quando comparada com a
equacdo (4.17), uma vez que o problema numérico passa a depender
tanto de varidveis espaciais como temporais. Ad;cionalmente, deve-se
notar gque Bmi é facilmente obtido pela equégéo (4.18e), ndo havendo

necessidade de se recorrer a equagdo (4.19).

4.2.3 DESCRIGAO DO METODO NUMERICO E DETALHES DA DISCRETIZAGAO DAS
EQUAGOES GOVERNANTES.

Completada a formulacdo do problema de estabilidade 1linear,
deve-se detalhar o processo numérico de discretizacgdo das eqanﬁeS‘
que compdem os dois métodos de andlise de estabilidade (o problema
de autovalor e as equag¢des que governam a evolugcdo temporal das
perturbagbes infinitesimais). Este assunto, juntamente com o0s

detalhes mais relevantes do método numérico empregado, compbe oOs
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objetivos da discussido que segue.

°N
n
A
r W W °p e °E
S
r (o]
S
X < >
Ax

FIGURA 4.3 Esbo¢co de um volume de controle tipico, juntamente com

seus vizinhos, detalhando suas faces.

O método dos volumes finitos é empregado neste trabalho para a
solug¢do das equacdes do problema espectral da teoria linear. A
figura 4.3 esbogca um volume de controle tipico que serd utilizado
Para ilustrar o processo de integrag¢do das equagdes governantes. Com
esta finalidade apresentam-se a seguir as equag¢des governantes do
problema transiente para o cédlculo das perturbag¢des. 0O procedimento
de discretizagéo para o problema espectral ndo serd detalhado, pois
Suas equag¢des sido bastante parecidas com as equagdes das

Perturbacdes infinitesimais.

Considere u, Vv e ©p, respectivamente, a perturbacdo das
componentes axial e radial da velocidade, e a perturbacdo de pressio

do campo bdsico dado por U (axial), V (radial) e P.

Uma das caracteristicas do método dos volumes finitos é o
cuidado em obter equa¢des discretizadas a partir de balangos de
conservacdo. Esta preocupagdo estd presente principélmente na
discretizacido dos termos convectivos das equagdes governantes. E
importante para o método que tais termos estejam expressos em forma
de fluxo. A equagdo que possui os termos convectivos em forma de
fluxo é comumente denominada equagdo em forma conservativa. Em
relégéo ao difusor radial, a forma conservativa das equagdes

governantes sdo explicitadas a seguir.



Caniiule 4 : Formulagis ds Prsblemn e Metodologin de Yalughs 67

Forma conservativa das equag¢des das perturbacgdes infinitesimais

(i) Equagao para u

iﬁ + 1 i. (r.V.u) | i_ (r.U.u) - ! i_ r.i& +
‘ ax

at r ar r.Re ar

onde Re é o ndmero de Reynolds dado pela equacdo (4.4b).

(ii) Equag¢do para v

dv 1 a a . 1 a avy
4 - [ __{r.V.v) + — (r.u.v) ],: . [ r.__i} +
at r ar ax r .Re ar ar

(iii) Equacido de conservagdo da massa

(rou) (r.v) = 0 | | (4.22)

ax ar

Os passos seguidos para a obtencdo das equacgdes discretizadas
serido mostrados em detalhe para a direg¢do radial. Na direc¢do axial

serd apresentada apenas a forma final das equag¢des.

As equagdes (4.20)-(4.22) sdo integradas. ao longo do volume de
controle tipico indicado na figura 4.3 e ao longo do tempo. Desta

integragdo resulta,
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v + ][ V.v) g U A
— dvdt — | = (mVev) (0 UY)  pge =
at r ar Ix
v 14
1 a av a av ) ap
[—[r’—]+—(r‘————]}dv’dt- — dvdt
r.Re ar ar ax ax ar
4 14
A 1 a a
- , dvdt - - { — (r.Vov) o (r.V.u) ] dvdt, (4.23)
Re.r r ar Ix
174 174

onde dV = r.Ar . Ax e Re é o0 nimero de Reynolds.

Denotando as varidveis do tempo t com um super-indice
mindsculo '"o" e as do tempo t+At sem super-indice, obtém-se o

seguinte resultado da integracdo espacial e temporal.

(vP - v;).rP.Ar.Ax + a.[ (r.V.v)n - (r.V.v)8 }.Ax.At +

01—0).[ (r.V.vo)n- (r.V.vo)s ].Ax.At + { a.[ (r.U.v), - (r.U.v), ]

o o 1 av
+ (1-0).[ (r.U.v )e- (r.U.v )v ] Ar At = — a, | r —
‘Re ar

Lo [«]

dv
- r —
ar

av

v
Ax At + o]l T —

v .
Ax At + (1-a). | r —

r —
ar

ar ax

S

o

v aVo v
-r — Ardt o+ (1-e). | r — |- r — Ar.At b -
Ix v ax o ax
P. - P a v
n S .r. .Ar.Ax.At - — .— .r .Ar.Ax.bt -
P 2 P
Ar Re r,
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%
av av ) 1oy
a u., — + v — r..Ar.Ax At - (1=a).— .— .r_.Ar.Ax. At
P P P 2 P
ax 1, ar P Re r
ay av ‘
- (1-a).} u, ;— + v, ;— .rP.Ar.Ax.At (4.24)
X P r P

z

0 fator a pode assumir valores entre 0 e 1. Sua finalidade é
permitir a avaliacdo da integral temporal de uma varidvel entre dois
instantes, t e t + At. Se a = 0 (esquema explicito), as varidveis
sdo avaliadas no instante anterior, t. Se « = i (esquema
‘completamente implicito), as varidveis sdo avaliadas no instante
posterior, t + At. Caso @ ndo seja zero nem um, O esquema &
denominado implicito, pois a varidvel serd avaliada em um instante
de tempo intermedidrio, t + a,At. No presente trabalho ser& adotado

o esquema de Crank-Nicolson onde @ = 0,5.

A equacio (4.24) apresenta alguns termos, situados & direita
do sinal de igualdade, gque s3do avaliados no centro do volume de
controle. Um procedimento mais exato seria nd3o considerar a
ungformidade destes termos no volume de controle e integrd-los de

forma semelhante 3 que foi adotada nos demais termos.

Nas equacgdes que se seguem utiliza-se o esquema denominado lei

da poténcia (conforme Patankar, 1980) para a avaliagdo das varidveis

(%)
s . / R ~ ~
Este termo e . obtido atraves da utilizagao da equagao ~ da

- , .
conservagdo da massa da seguinle maneira:

1 1 av av a
_ (r.v.v) . __ (r.V.u) = _Jv.er. __ ,ur. _ V_ (r.v)
r ar ax r dr ax ar
a a av a a a
v (r.u) v Vo, u v + v {vr) (ur) v v u av
+ — = —_ — = + = — 4+ —
ax ar Ix r ar ax ar ax
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e propriedades nas interfaces. Este esquema de interpolacido conduz

as seguintes equa¢des discretizadas,

A
r,. r .Ax

(vp ~ VP)’ —_— + a [ Ve [[:r Ax. Vo, O:[] -

(VP-VS)V (vp=vg)
- r_Ax.——— A(IP_l) + r_.Ar.——— A(IPI)
ér Se
s (-]
(vp-v,) P, -P, a v,
- r .Ar LA(LP ld -~ r_ Ar.Ax - — . — .r_.Ar.Ax
6 A% A P 2 P
X, r Re r,
(1-e) v, ay av
- — T Ar Ax - «a u, — + v, — .r_.Ar AXx
ax P ar P
Re rP P P
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av
+ VP :
P r P

av
- (1..(1) uO —
P.ax

}.rP.Ar.Ax, (4.25)

onde,

A(IP]) = [[o , (1 - O,1.lPI)5:D , (4.26)

representa que A(!Pl) assumird o valor do maior dos dois termos no

interior das duas barras.

Agrupando os termos da equagdo (4.25) obtém-se a seguinte

equacdo discretizada:
a,v, = a v + a v + av .+ av.+ b, (4.27)

P P

onde:

(4.28)

(4.29)

{ 1}
{ ‘ U} ,

o= {opaarir s [, o] ] (450
{ oy

(4.31)

s
H
2
o
0]
>
"o
[}
o+
o
o

r .re.Ar
©
D= —7""" 3 F_= reAr Ue (4.32)
éx
e
' .r .Ar :
v v
D= —— ; F,= rvAr U, (4.33)
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F.r .Ar
- n n . _ A
D= ———— ; F=r Ax V_ (4.34)
ér
n
' .r .Ar
=3 =3
D= —— ; F=r1 Ax V (4.35)
s s s =3
ér
s
: 1
r=r=r =r =r = — (4.36)
e v n s

0O termo constante denotado por b na equacdo (4.27) é dado

por,
o o - °_
b = ayv, + SC.AV, onde AV = rPAr Ax e a,= AV/AL (4.37)
Ainda,
P, ~P, { av av }
S, = - —a | u — | + v — +
[ 94 P P
Ar ax o ar P

+ D ACIP 1) (vg= vp) = DAUIR 1) (v = vo) + D ACIP ). (v~ v)
(=] =] V: (=] av Oav
- D A(IP ). (v - v ) - — - u, — + v, — (4.38)
v v P v z P P
rP ax P ar P

0 coeficiente a, na equacdo (4.27) é dado pela seguinte

expressao:

° A
a,= a,+ a + a_+ a, + a.- SPAV, (4.39)
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a 1
onde, S,= - — . — , ‘ (4.40)
Re Iy
Fe F, Fn F8
eP:-—, P=_’ P:—’ P=—. (4.41)
e v n 8
D D D D
e v n 13

Os simbolos D, F e P denotam, respectivamente, a condutédncia
difusiva, o fluxo de massa na interface e o namero de Peclet. O
termo fonte S = S v _+ S, satisfaz a regra 3 apresentada por Patankar

(1980), ou seja, SP ndo é positivo.

O procedimento descrito acima permite que se obtenha, de forma
idéntica, a equac¢do discretizada para a equag¢d3o na direcdo axial,

aju, = agu + a u.+ a u+ au.+ b. (4.42)

A dnica diferenca em relacgéo as equacgdbes anteriores estd no

termo fonte S = Spup+ SC, pois neste caso SP é nulo e Sc é composto

dos seguintes termos,

| P_-P, { ey 3y }
. S. = -————-@a | v — | +u — +
c P P
Ax ar P ay P
L o ° ‘
( 1 —G.) A—V - LIP Fn N 0 - uN ._Fn ’ 0 +
o . (e © ]
u [[ F_, O:U -y [—FS, O]] - ou, [ F_, OJ~ +
o ) _ B ° h B o . ) 17
- HF oH .l H F, o_U - HF 0[]

+ D AP 1) (ug= ug) = DACIE D) (uo- ul) +-D ACIP ). (u - u,)

ay ay

- DVA(QPVI).(u:— us) ] - [ v: — ’ : } } » (4.43)
’ P |

+ u, —
ar ax
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Apos apresentadas as equagdes’ discretizadas, alguns
comentarios adicionais sao necessarios. Embora as equagdes
discretizadas tenham sido apresentadas, apenas em relacdo ao
problema transiente para o cdlculo das perturbag¢des, as equagdes
discretizadas do problema espectral apresentam semelhan¢a bastante

acentuada. As diferencas mais marcantes s3o comentadas a seguir.

O problema espectral é resolvido numericamente como um
problema estaciondrio (a: + ®), uma vez que as equaglOes independem
do tempo. O termo Buo, que aparece no lugar da tipica derivada
parcial em relag¢do ao tempo, é incorporado no termo fonte. Um
pequeno problema deve ser contornado: caso o autovalor 2 seja
incluido integralmente ao termo fonte S,., a condigdo de que SP nao
seja positivo é violada quando o autovalor for menor que zero. A

maneira encontrada para resolver esta dificuldade é adotar,

1 1
S = - — — - max (0,B8) e S. = ... + v.max (0,-B), (4.44)

P 2 C
Re r
Note-se que, se # > 0, este aparece no SP, caso contrdrio, 3 aparece
no SC; os demais termos de SC foram omitidos na equacgdo (4.44)
devido a semelhanga com aqueles descritos na equacio (4.38).

Em relagcd3o ao problema transiente, sabe-se que o método
implicito de avaliag¢d3o temporal das perturbag¢fes - apresenta um
amortecimento artificial, para intervalos de tempo nao
suficientemente pequenos (Kelkar, 1988). Duas solug¢bes sdo possiveis
de serem adotadas: ou diminui-se o intervalo de tempo, atenuando o
problema, ou utiliza-se o0 esquema Crank-Nicolson de discretizagédo.
Esta segunda alternativa foi escolhida, tendo em vista sua precisdo
de segunda ordem no tempo e sua vantagem em relacdo ao tempo de CPU.

Para maiores discussfes ver Kelkar (1988).

Tanto o problema transiente como o espectral foram resolvidos
através do arranjo desencontrado para as velocidades e pressdo. As
equacbes discretizadas foram resolvidas através do algoritmo da
matriz tri-diagonal, ou TDMA (Patankar, 1980). O método SIMPLEC (Van
Doormaal e Raithby, 1984) foi adotado no acoplamento perturbacgao de

pressao-perturbacdo de velocidade. A convergéncia do Pprocesso
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iterativo foi acelerada com o algoritmo de correcdo em bloco de

Settari e Aziz (1973).

Complementando os comentdrios sobre o procedimento numérico, é
necessirio apontar os critérios de convergéncia adotados. Em um
cdlculo transiente deve-se realizar um controle interno das
iteracdes através do seguinte procedimento. Todos os volumes finitos
s&.0 "visitados", computando-se o0 mdximo residuo na equagdo da
cohtinuidade. Em um intervalo de tempo real, se a solug¢do encontrada
apresenta um residuo madximo superior a determinado limite, exige-se
que outra iteragdo seja realizada, e assim por diante até a
convergéncia (resfiduo mé4ximo inferior ao 1limite estabelecido)
naquele intervalo de tempo. Este processo é repetido para todos os
outros "instantes" de tempo. Desta forma cada passo real de cédlculo
é um transiente distorcido, cuja solug¢ido final caracteriza a solucgido

naquele instante de tempo.

A solu¢do do transiente para as perturbag¢des exige uma
modificacdo neste critério. Esta necessidade existe como
conseqiiéncia das pequenas grandezas presentes no problema. O
procedimento anterior ndo pode ser empregado, ou seja, é inadequado
adotar este residuo como parametro de controle. O fato é que para
perturbagdes infinitesimais, 'pequeno" ‘passa a ser um conceito
relativo., Muitas vezes tem~se um»apafentemente "pequeno" residuo, em
termos absolutos, mas um valor elevado, em termos relativos.
Algebricamente pode-se afirmar qué este residuo é fungdo das

velocidades e, quando estas sdo amortecidas, este residuo aparenta

um valor pequeno.

. Este problema foi contornado através de uma normalizagdo do
residuo na equagdo da continuidade. Define-se um residuo normalizado
como a razdo entre o médximo residuo da equagdo da continuidade e a
quantidade massica que entra no volume onde o maximo residuo foi
encontrado. Desta maneira forgca-se dque o0 miaximo residuo da
continuidade para as perturbacbées seja inferior a uma pequena

porcentagem de perturbag¢bes da quantidade de massa que entra naquele

volume.

A escolha do limite superior para o residuo normalizado é
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resolvida da seguinte maneira: apés escolhido o passo ideal no
tempo, realiza-se um cédlculo preliminar, imprimindo toda a evolugao
interna de determinada perturbag¢do de velocidade caracteristica.
Este novo residuo é entéao calculado juntamente com estas
velocidades. Nesta etapa utiliza-se um critério bastante rigoroso. A
observagcdo da evolug¢do iterativa da perturbag¢do escolhida, unida ao
residuo calculado, informa que valor obedece ao compromisso entre

precisdo de resultados e tempo de CPU.

Quando parar o programa como um todo? A resposta a esta
pergunta deve considerar até onde interessa computar a evolugdo das
perturbagdes. Escolheu-se a taxa de crescimento como parametro
importante de controle externo do programa. Quando sua variagdo
relativa [(B - B ) /B

novo antigo novo
método numérico captou o que interessava e que 0 programa pode ser

] é bem pequena, decide-se que O

parado. Na maioria dos casos computados exigiu-se que o residuo
: . . , -4 . -
normalizado fosse inferior a 10 e que a variagdo relativa em B

, . -8
fosse inferior a 10 .

A descrig¢do anterior aplica-se ao problema transiente. O
problema espectral, resolvido como a metodologia de um problema
estaciondrio, ¢é bem mais simples em relagdo ao critério de
canvergéncia. Uma vez que, neste, caso apenas a solugdo final é
relevante, exige-se apenas que o segundo critério mencionado seja

. . . . -8
satisfeito, também com limite superior de 10 .



Capdiuls 5. Reoulladeo e DivcuooFeo 77

CAPITULO_5

RESULTADOS E DISCUSSOES

5.1 INTRODUGAO

Uma vez que o0 problema de estabilidade foi formulado e a
metodologia de solucdo foi descrita, neste capitulo serdo
apresentados os resultados obtidos, juntamente com a discussdo das
principais questdes advindas da obtencdo destas solugdes. O presente
capitulo estd dividido em quatro partes principais. Na primeira
parte, apresenta-se a validagdo da metodologia de solugdo através da
andlise da estabilidade de um problema fisico similar, ao estudado
aqui, seguida da comparacdo com resultados numéricos e experimentais
da 1literatura. A partir da segunda parte deste capitulo, os
resultados apresentados referem-se & andlise de estabilidade linear
em difusores radiais, objetivo deste trabalho. A segunda parte
descreve os resultados obtidos na andlise de estabilidade através da
formulacdo espectral. Os resultados obtidos com a formulagdo
transiente séd detdlhados na térceira parte. A quarta e dltima parte
deste capitulo apresenta as comparagdes e discussdes mais relevantes

em relacdo aos res@ltados obtidos.
5.2 VALIDAGAO ‘

A fim de obter confiabilidade na metodologia de cdlculo,
resultados numéricos precisam ser validados com solugdes analiticés,
outras . soluqéés :numéricas e, posteriormente, com resultados
experimentais. Escoamentos néo—paralelbs, como o escoamento radial
estudado, impossibilitam solu¢des analiticas. Uma alternativa é a
solugcdo de um problema com caracterfisticas fisicas semelhantes ao
difusor radial. O estﬁdo numérico realizado pér Shapira e co-autores
(1990) pareceu adequado para validar a presente metodologia.
Trata-se de um escoamento entre duas placas paralelas com uma sdGbita

expansdo simétrica. A presenca da expansdo suibita gera regides de
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recirculacées que aumentam de tamanho com o numero de Reynolds.
Neste escoamento também foi verificada a perda da estabilidade das
solug¢des simétricas (bifurcacdo em forquilha), a partir de um certo
nimero de Reynolds. A figura abaixo ilustra as caracteristicas da

geometria do problema.
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FIGURA 5.1 Esbog¢o do canal com expansio sudbita considerado.

A geometria apresentada acima é um caso particular dentre os
analisados no trabalho de Shapira e co-autores (1990). No artigo
mencionado, os autores estudam a estabilidade de escoamentos em
canais com dngulos de expansdo variando entre 10 e 90 graus. O caso
particular de 90 graus para o angulo de expansdo no canal (foi
escolhido devido aos beneficios associados & wutiliza¢do de um
sistema de coordenadas cartesiano.

As equacg¢des governantes do escoamento, reescritas por questao

de conveniéncia, sao:

Gty =0 o | ., | (5.1)
du du du _ % 1z ' ©(5.2)
at Tug YV dy ~  9x *Re' U
v, ey, v _ a1 (5.3)
at Y Uax tVay T ay T Re'V

onde u, v sdo velocidades adimensionais nas direg¢des (adimensionais)
X, y, respectivamente. As adimensionalizag¢des foram realizadas em
relagdo a velocidade maxima na entrada do canal U, e em relagdao a

altura do canal antes da expansio, d. A pressdo adimensional &

denotada por p, v é o operador laplaciano em coordenadas
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cartesianas e O nimero de Reynolds é definido por pUqud/“’ onde ¢ é
a viscosidade absoluta. As condi¢des de contorno associadas ao

problema do canal com expansio sudbita sdo,

u =v =20 nas paredes. | (5.4a)
4

u = ;?(d/Z‘Y)(d/2+y) ev =0emx = -8. (5.4b)

Pufdx = dv/dy = para X = 8 + 0,08Re. - (5.4c)

A representacgdo do escoamento b&sico estaciondrio por:
u, vep
e a introdugdo de pequenas perturbagdes a estas solugdes,

u=u+u', v=va+v', p=p+op', (5.5)

fornece o seguinte sistema de equagdes diferenciais ‘lineares para as

perturbac¢des u', v' e p':

ay'’ avﬂ_
ax tay = 0 - (5.6)
du' — du' . - du' du du _ _édp' 1
. 3t + u 5; +' v 5; + '5; + V'E_ = - Ix + ﬁ vﬁl' - (5.7)
9v', - ov' = av' ' dv 9V = op’ lvz ' :
at + u ax + Vv 3y + ax + v ay = 3y + R v'. (5.8)
As condi¢bes de contorno para as perturbag¢des sio,
u! = v' = 0 nas paredes e em X = -8, . (5.9a)
|au| av'! - N
Ix 9% O para x = 8 + 0,08Re. _(5.9b)

Conforme explorado no capitulo 4, para a utilizagcdo do método
de separacdao de varidveis, a complexidade do problema requer a

construcdo de séries para representar as perturbagdes,

©
u'(x,y,t) =L u_(x,y).exp(B t) ' (5.10)
n=Q0
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@

v'(x,y,t) =L v (x,y).exp(f3 t) (5.11)
n=0
[+ o

p'(x,y,t) =K p_ (x,y).exp(f t) ‘ (5.12)
n=0 .

A substituicdo destas equag¢des em (5.6)-(5.9) origina as

seguintes equacgdes:

auo avo.
SR C N (5.13)
ax dy '
du ay du du ap 1
— o ! -— [+ [o] F4 .
Bu, +u —+ Vv — +u— +v—=-— +—Vu (5:14)
ax ay ax ay ax Re
_ avo __avo v ay apo 1,
Bv. +u— + v —+ u— + v — =-—+-9Vv (5.15)
° ° o o
ax dy ax ady ay Re

Nestas equacgodes estdo contidos todos os autovalores e
autofungdes que descrevem as séries 5.10-5.12, que representam o

campo de perturbacgées. .

As condigdes de contorno destef problema espectral
séao,
u, = v, = 0 nas paredes e em x = -8. . (5.16a)
0ub avo . ' '
— = — = 0 para x = 8 + 0,08Re. - (5.16b)
ax ax '

Pretende-se validar o procedimento ‘de cdlculo discutido
anteriormente através deste problema de autovalor. Na solucdo do
problema espectral seguiram-se 0s passos ja descritos no Capitulo 4,
ou seja, um processo iterativo foi executado entre as equagdes

(5.13)-(5.16) e a equagidao (4.17), que fornece o valor de # para o
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modo mais instdvel.

FPGURA 5.3 Detalhe da recirculacdo apé6s o degrau, Re = 75,

QUADRO 5.1 Tabela ilustrativa da dependéncia de # com a malha para o
escoamento em um canal com expansdo sibita de 1:3,

"Re = 75 * UNIFORME .

 MALHA 90x59 | 112x77 | 156x92

Bmi ~0.6645E-3|~1.7366E-3|-3.3804E-3

Re = 75 NAO UNIFORME (P.G.) |
MALHA 112x77 172x98 252x98
fimi ~5.3154E-3|-5.7049E-3]|~6.0831E~3

A disposicdo da malha é um aspecto importante ‘em qualquer
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trabalho numérico. Como pode ser observado no Quadro 5.1,
inicialmente partiu-se de malhas uniformes e, em consegiiéncia da
necessidade de maior precisdo, malhas ndo-uniformes na dire¢do x
foram empregadas. Na disposicdo das malhas nido uniformes,
utilizou-se uma progressio geométrica, geralmente com razido 1,02.
Tallprogresséo iniciava-se exatamente apés a expansdo e escolhia-se
um numero de volumes de controle na direcdo x apés a expansdo de
forma que 60%Z dos volumes de controle estivessem na regido de
recirculacido do escoamento basico. A figura 5.2 caracteriza uma
malha tipica e mostra a regido do dominio préxima a expansdo para Re
= 75. Tal malha possui 112 x 77 pontos nodais (X versus vy,
respectivamente). Na figura 5.3 s3o mostradas algumas linhas de
corrente do escoamento bdsico para que se observe a distribuic¢ido dos
volumes de controle ao longo da regido de recirculacgio.

Shapira e co-autores definiram a dimensdo do canal apés a
expansdo como uma funcdo do nimero de Reynolds. Isso exigiu malhas
mais refinadas a medida que aumentava-se o0 valor deste parametro

adimensional.

= >

a) Presente trabalho.

>

b) Shapira e co-autores (1990)

FIGURA 5.4 Linhas de corrente das autofung¢des, Re = 100.



Capltule 5; Reosulladao e Diocuovodeo 83

A comparac¢do entre 1linhas de corrente das autofungdes
associadas ao modo maié instdavel, para Re = 100, revela boa
concordincia entre os resultados do presente trabalho e aqueles
obtidos por Shapira e co-autores (figura 5.4). Uma vez que Shapira e
co-autores (1990) néo fornecem os valores numéricos para as linhas
de corrente, a comparacao entre as figpras 5.4 a) e b) s6 pode ser

feita em termos qualitativos.

0 cdlculo do autovalor'mostrou-se bastante dependente da malha
computacional. Uma andlise de refino de malha espacial revelou-se de
importidncia fundamental & interpreta¢do dos resultados computados.
Apresenta-se, no quadro 5.1, os autovalores mais instédveis para
diferentes malhas espaciais, todos para um nimero de Reynolds igual
a 75. |

Embora um erro relativo de aproximadaménte 6,2% persista entre
os dois 1dltimos valores de ﬁmt, 0o erro absoluto entre ambos valores
é suficientemente pequeno. Note-se que o valor de Re = 75 esté

pré6ximo do niimero de Reynolds critico»ondeiﬁm.

. é zero. Desta forma

no quadro 5.1 estdao sendo comparados valores préximos a zero.
Tentativas foram feitas com uma malha mais refinada (262x152), mas,
embora o escoamento tenha sido obtido, ndo foi possivel convergir o
problema de autovalor em virtude do élevado tempo computacional
requerido. A titulo de ilustrag¢do, foram gastas' 38 horas para
convergir .o programa espectral para a malha de 252x98 pontos nodais

e ndmero de Reynolds igual a 75.

0 autovalor mais 'instdvel foi calculgdo para, certos valores
caracteristicoé ‘do nimero de Reynolds, Ré. Estes valoresvpermitiram
a construg¢do de uma curva que possibilitasse a avaliag¢do do ponto
critico para a estabilidade das solugdes simétricas (figura 5.5). O
nimero de Reynolds critico de aproximadamente 80, inferido da
figura, aproxima-se daquele obtido por Shapira e co-autores (Re“=
82,6). No gquadro 5.2, apresentam-se o0s valpres computados neste
tfabalho, juntamente com a malha espacial empregada. Ainda neste
quadro sdo mostrados os valores de Rmi correspondentes obtidos por
Shapira e co—-autores. Para valores de Bmi positivos as perturbagdes

tendem a se amplificar com o avango do tempo , indicando que o
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escoamento bdsico é instdvel. Para B , negativos as perturbécﬁes se

amortecem indicando que o0 escoamento bdsico é estédvel.

s
0,02 7 ESTAVEL | INSTAVEL
4 . . i
i AUTOVALORES CRIICOS |
] FORMULAGAO ESPECTRAL |
000 F -~ —————— T -~ - ——
-0,02
-0,04 J
. 3
-0,06 3
E Rgcr = 80,4
~0,08 ’
60 80 100
Re ‘
FIGURA 5.5 Variacdo do autovalor mais instédvel

Reynolds, destacando o ponto critico (ﬁmi=

canal plano com expansdo sudbita de 1:3.

0),

com o0 namero de

para um

QUADRO 5.2 Valores mais instdveis de B, malhas e nimeros de Reynolds

co;respondentes.
MALHA . , , |
[Presente trabalho] 150x98 252x98 190x98 200x98}
fmi: -5,40E~2|-6,08E-3|+3,79E-3|+0, 98E-2
[Presente trabalho]
Bmi (%) -5,34E-2|-6,87E-3|+2,32E-3|+1, 12E-2
[Shapira et al (1990)]
Ndmero de Reynolds 50 75 85 100
(*) Todos os resultados de Shapira e co-autores (1990)

foram

computados pelo método dos elementos finitos com uma malha de 328

elementos.

Shapira e co-autores (1990) empregam um esquema de nove
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FIGURA 5.6 Gréfico representativo da simetria ou assimetria do
escoamento em dutos simétricos com expansdao sudbita em
fungdo da razao de aspecto e nimero de Reynolds do canal

para duas razdes de expansdo caracteristicas (Cherdron,

Durst e Whitelaw, 1978).

E importante destacar que para um canal com expanséo sibita de
90 graus e razido de expansdo de 1:3, Sobey (1985) observou, em
trabalho experimental, o-iniéio da assimetria do escoamento a partir
de Re = 75. Embora nido seja mencidnada explicitamente a 'razio de
aspecto lateral do canal, o artigo cita 15:1 e 5:1 comd limites
extremos, isto é, pode-se garantir que nos experimentos foram
utilizadas razdées de aspecto ndo inferiores a- 5:1. Esta observacdo
tem importiancia quando cqmbara-se‘ este experimento com aquele
realizado -porg'Cherdron, Durst e Whitelaw (1978). 'Este dltimo
trabalho apresenta uma curva "limite entre solug¢bes simétricas e
assimétricas em relaq&o a razdo de aspecto lateral, com o'objetivo
de investigar os efeitos tridimensionais. AproXimadamente,la partir
da razido de aspecto de 5:1, os autores observaram a independéncia da
curva com este pardmetro, porém a um nimero dg Reynolds bem inferior
ao citado por Sobey (1985). Tal resultado pode ser observado na

pontos e aproxima¢des biquadrdticas para as velocidades juntamente

com uma aproximacdo bilinear em né6s de quatro cantos para as

pressdes.
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figura 5.6, onde ¢é reproduzida a figura 6 de Cherdron, Durst e
Whitelaw (1978). Mesmo que a curva mencionada indique o limite

inferior de 5:1 como adequado para comparagdes com resultados

numéricos "bidimensionais", a diferengca entre os resultados
experimentais de Sobey (1985) e Cherdron, Durst e Whitelaw (1978) é
bastante significativa: Re_ = 75 e 35, respectivamente. Tais

resultados mostram que o valor correto para o nimero de Reynolds

critico em escoamentos com expansido suibita permanece associado a uma

grande incerteza.

Concluida a etapa de validac¢d3o, a apresentacdo dos resultados
. da andlise de estabilidade linear em escoamentos radiais seréa

iniciada com o problema espectral.
5.3 O PROBLEMA DE AUTOVALOR PARA O DIFUSOR RADIAL.

A variacdo do modo mais instdvel do ‘espectro de autovalores
com a malha espacial empregada para o escoamento no difusor radial é
apresentada no quadro 5.3. Na descri¢do da malha computacional o
pfimeiro nimero representa a quantidade de pontos na diregdo x e o

segundo nimero representa a quantidade de pontos na diregdo r.

QUADRO 5.3 Refino de malha espacial para o cdlculo de £ .no
escoamento radial; condigcdo de contorno do tipo PNE e Re = 100.

MALHA 50x46 70x70 100x200

B -1,0998E-2 -1,9966E-2 -1,9200E-2

A malha espacial_de 70x70 volumes de controle foi considerada_
satisfatéria em rélacéo ao compromisso entre "~ a preciséao
computacional e o tempo de CPU. Embora Langer e co-autores (1990)
‘tenham apresentado resultados com malhas de 50x46 e 70x70, Langer
(1991) identifica a segunda malha como mais adequada na descricgao

daqueles fendmenos fisicos. Para a primeira malha, Langer (1991)
117. Tais

obteve Re_ = 113 enquanto que para a segunda malha, Re
valores devem ser lembrados na apresentagdo dos resultados que se
seguem. Na exposicgao dos resultados do presente trabalho,
utilizar-se~-4 a malha espacial de 50x46 na exploragido de aspectos
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qualitativos (comparag¢do de configurag¢des de linhas de corrente e
isobdricas) e, quando a precisdo for o requisito mais importante, a

malha de. 70x70 pontos nodais serd empregada.

_ 'Na apresentaciao dos resultados obtidos da solu¢do do problema
de autovalor, merece destaque a distingdo quanto ao tipo de condigdo
de contorno adotada na regido de entrada do dominio. Conforme
discutido no item 4.1.2 do Capitulo 4, duas possibilidades foram
exploradas para a condig¢do de contorno na entrada do difusor:
condicdo de perturbacdo nula (condicdo do tipo PNE) e condigdo de

derivada nula (condig¢do do tipo DNE).

O processo iterativo para o problema de autovalor dado pela
equacdo (4.14), juntamente com a equag¢do (4.17) para o cdlculo de B
a cada iteracdo, fornece o autovalor mais instdvel, ou seja, o termo
correspondente & exponencial que comanda a série apresentéda na
equacdo (4.13). Se existirem apenas autovalores negativos, o método
fornecer4 o modo menos amortecido. Se existirem autovalores
positivos, entdo serd computada a maior taxa de amplificacdo. Esta
metodologia de cédlculo permite que se obtenha os valores criticos

para o nimero de Reynolds previstos pela formulagdo espectral.

. Na figﬁra 5.7 apresenta-se a. curva que descreve o)
comportaménto do autovalor mais instdvel em relag¢do ao numero de
Reynolds quando prescreve-se perturbac¢do nula na entrada do difusor
(PNE). Os pontos assinalados referem-se aos resultados computados.
Um namero de Reynolds critico igual a 111,2 foi encontrado através
desta curva. Este valor estd em concordancia com o trabé}ho de -
Langer (1991);"que obteve solugdes simétricas e assimétricas a.
partir de um nimero de Reynolds de 113. Empregou-se aqui a mesma
malha espacial do trabalho numérico de Langef (50x46). O maximo
tempo de CPU necessirio para se isolar o autovalor critico foi cerca
de 18 minutos em um IBM 3090. Deve-se observar que os resultados da
figura 5.7 referem-se a campos bdasicos simé;ricos. Esta restricédo
objetiva a identificagio da evolug¢do da estabilidade desta classe de
solugdes com o nimero de Reynolds. Deve-se associar # a uma espécie

de "termbmetro" de estabilidade.
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A figura 5.8 descreve o comportamento de B em relagdo ao
nimero de Reynolds com a condig¢ido de contorno de derivada nula (DNE)
para as perturbacdes na entrada do difusor. Um ndmero de Reynolds
critico de 92 pdéde ser inferido, a partir do grdfico. O valor Recr=
92 difere daquele obtido por Langer (1991) para a mesma malha

compﬁtacional, Re_ = 113.
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Figura 5.9 Vafiagéo do autovalor mais instdvel com o nidmero de

| Reynolds (malha' 70 x 70), destacando o ponto critico

(ﬁmi= 0); difusof radial com perturbagcdo nula na entrada
(PNE).

As figuras 5.9 e 5.10 mostram o comportamento do autovélof em
relacgao ab nimero de Reynolds para a malha de 70x70 pontos nodais. A
figura 5.9 refere-se a andlise de estabilidade em que se prescreve
perturbag¢do nula na regido de entrada (PNE), enquanto que a figura
5.10 descreve a situacdo ém que a prescrigéo'de derivada nula na
entrada (DNE) é adotada para as autofun¢des. Um nidmero de Reynolds
critico de aproximadamente 121 é obtido da curva apresentada na
figura 5.9 (PNE), novamente em concordéincia cbm Langer (1991), que
obteve solug¢bes assimétricas a partir de um nimero de Reynolds igual
a 117. A difereng¢a entre os nuimero de Reynolds criticos obtidos da

curva plotada na figura 5.10, com a condig¢do de contorno do tipo DNE
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(aproximadamente 105), em relagdo aos resultados do trabalho de
Langer (1991), repete-se nesta malha mais refinada e é da ordem de
10%. Nota-se assim que os resultados obtidos com a condigdo de
contorno do tipo PNE concordam mais favoravelmente com os resultados

encontrados por Langer (1991). Neste caso obtém-se uma concordédncia

entre 3 e 4%.
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0,03 1 |
] I
] ]
0,02 : i 1
B ] 1 DIFUSOR RADIAL (DNE) !
] I FORMULAGAO ESPECTI
0,01 - : MALHA 70 x 70
. |
000+ ———~— -~ e — -
1 I
-0,01 :
_ 1 |‘/REcr = 105
_0'02-||]'llllll]!'l—ll||—l—|'_r1"l'l'l']—1*‘r‘r|1 - t
50 ~ 100 ‘ 150 200
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Figura 5.10 Variagdo do autovalor mais instdvel com o ndmero de
Reynolds (malha 70 x '70), deétacandoko ponto critico
(ﬁ;t= 0); difusor radial com derivada nula na entrada
(DNE). '

As figuras 5.11 a 5.13 apfesentam as _linhas de corrente
associadas as aﬁtofungées para hﬁmeros de Reynoids, respectivémenpe,
iguais a 100, 110 e 120 quando prescreve-se perturbag¢do nula na
entrada do dominio; Pretende-se, com estas figuras, mostrar ' a
evolugido das autofuncdes antes e apés o ponto de bifurcagio .do
escoamento (Recr= 111,2). Observa-se que, 4 medida que o nﬁmero‘de
Reynolds é aumentado, ocorre uma' compressio progressiva da maior
regido de recirculag¢do, juntamente com uma peﬁetragéo a montante e
ampliag¢3do das outras duas recirculag¢bes. Os valores apresentados
mostram que o efeito das velocidades na primeira recirculagdo é mais

intenso do que nas demais regifes. Mais adiante este efeito
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revelar-se-4 importante na compreensdo da causa da perda de

estabilidade das solug¢bdes simétricas.

1 {-1,2x10° | 4 | 5,0x10".| 7 | 1,0x10° | 10 | 1,2x10°°

2 {-5,0x10™ | 5 | 1,0x10™ | 8 | 1,7x107 | 11 | 1,9x10°

3 [-5,0x10* | 6 | 1,3x10™ | 9 | 6,5x10 "

FIGURA 5.11 Linhas de corrente para as autofun¢des mais instdveis
das perturbagdes de velocidades, Re = 100. Difusor
radial com prescricdo de perturbaqéo‘ nula na entrada
(PNE) e malha de 50x46 pontos. '

1 {-7,0x10™ | 4 | 5,0x10** | 7 | 2,0x10"

2 |-2,0x10™ | 5 | 8,0x10"* | 8 | 3,0x10”°

3 [-2,0x10™" | 6 | 3,0x10 | 9 | 9,4x10”’

FIGURA 5.12 Linhas de corrente para as autofungdes mais inst4veis
das perturbag¢bes de velocidades, Re = 110. Difusor
radial com prescrig¢do de perturbagdo nula na entrada
(PNE) e malha de 50x46 pontos.
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2 ?

1 |-2,0x10° | 4 | 5,0x10™ | 7 | 1,8x10° | 10| 1,1x10°

2 |-5,0x10"° { 5 | 1,3x10™ | 8 | 4,5x10°

3 |-1,0x10"" | 6 | 2,0x10° | 9 | 8,4x10"°

FIGURA 5.13 Linhas de corrente para as autofun¢des mais instédveis
das perturba¢bes de velocidades, Re = 120. Difusor
Radial com prescrigdo de perturbacdo nula na entrada e

malhalde 50x46 pontos.

1 {-1,4x10" 4 |-5,0x10™ | 7| 1,5x10 ™| 10 | 4,0x10™°

2 |-5,0x10"° 51 6,5x10™ | 8 | 6,5x10™} 11 | 7,7x107

3 |-8,0x10"° | 6 | 2,5x10% | 9 | 7,0x10™"

FIGURA 5.14 Linhés de corrente para as autofun¢des mais instéveis
' das perturbacdes de velocidades, Re = 120. Difusor .
Radial com derivada nula na entrada (DNE) e malha de

50x46 pontos.

A figura 5.14 apresenta as linhas de corrente das autofuncgdes
mais instdveis para Re = 120 quando prescreve-se derivada nula na
entrada (DNE). A comparacio desta figura com a anterior (figura

5.13) n3o parece mostrar diferengas significativas na configuracgéo
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das autofun¢des, embora diferentes condi¢des de contorno tenham sido
usadas. Observa-se que na figura 5.14 a maior regido de recirculagéo
est4d mais comprimida a montante do que sua correspondente na figura

5.13.

Na apresentacd3o das linhas de corrente, exclui-se a regido da
saida onde tais linhas sofrem distorg¢des ocasionadas pela condigdo
de derivada nula imposta na saida do dominio. Presentemente, Peters

(1992) tem estudado tais efeitos com maior profundidade.

1< 1<

a |-59,382x10°| £ |-29,425x10°| k [-27,194x10"°

L4

£

~51,007x10

-29,294x10

-16,887x10° -

-41,700x10°

-29,293x10 "

~7,5806x10 "

-31,585x10

-29,161x10"°

+0,7947x10°

-30,006x10

-28,524x10°

de

ij|.

/4 B
FIGURA_5.15 Linhas isob4dricas para as autofungdes (Re = 100 e malha

de 50x46
entrada (PNE). _ . (

pontos).- Prescreve-se ‘perturbaqéo 'nula na

A fim de extrair informagdes adicionais do escoamento, linhas

isobdricas sdo apresentadas nas figuras 5.15 (Re = 100) e 5.16 (Re =

120) para as autofunc¢des associadas a ©parte espacial das

perturbag¢des de pressdo. Um valor midximo, logo no inicio dos discos,
entra em contraste com um minimo simetricamente disposto (curvas "a"
e "n" na figura 5.15 e curvas "a" e "r" na figura 5.16). Esta
anti-simetria em intensidade

simetria em forma e

mantém-se até o final dos
alternidncia seja verificada com relacdo as correspondentes posigdes

relagdo de

discos, embora uma interessante
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entre méximos e minimos locais. Na figura 5.15, por ekemplo,

enquanto "a" é minimo e "n" é mdximo, "1" é mdximo e "c" é minimo. A
compara¢ido entre estas curvas e as correspontes para linha§ de
5.11 e 5.15,
perda de estabilidade das

corrente, por exemplo, as figuras permite a

visualizagcdo do efeito causador da

solugcdes simétricas. 0 aumento das velocidades pré6ximo a um disco,

consegiiéncia, principalmente, da forte regido de recirculagao

.presente na entrada dos discos, para o escoamento badsico, provoca um

decréscimo da pressdo que mantém a assimetria do escoamento gquando

este efeito adquire determinada intensidade critica. Este é o
denominado efeito Coanda. '

-34,113x10° -16,973x10. ] m |-16,540x10 "

-31,318x10"° -16,902x10" -15,805x10

-26,124x10"° -16,899x10 " -13,079x10"°

-20,718x10"° -16,898x10 " -7,6727x10°

-18,087x10" -16,895x10 | q'|-2,4785x10 "

-17,257x10 " -16,823x10"° +0,3164x10°

JJ

Shapira e
localizada.

autores,

;ﬂ[\ =

FIGURA 5.16 Linhas isobaricas para as autofuncdes (Re = 120 e malha
50x46 pontos).

de

‘entrada (PNE).

Prescreve-se

perturbacao

nula na

Na figura 5.17 observam-se as linhas isobdricas obtidas por

co-autores

(1990)

o canal

plano com

expansao

A semelhanca morfolé6gica desta figura com as figuras
5.15 e 5.16 ndo é ocasional (embora ndao tenha sido comentado pelos
acredita-se que os centros das linhas isobdricas da figura

5.17 correspondam a um mdximo e minimo simetricamente opostos). Por
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que existe uma maior intensidade deste efeito de desequilibrio de
pressdes no difusor radial ? Acredita-se que esta diferenca seja
causada pelo contraste fisico entre as expansdes, ou seja, o difusor
radial apresenta uma expansdo gradual, enquanto o difusor plano
apresenta expansdo local. A imagem ilustrativa de uma seqiiéncia de
expansdes planas representando a expanséao radiai parece reforcar
esta interpretagcdo. A comparacdo entre as figuras 5.15 e 5.16
evidencia que o deslocamento ©progressivo das recirculacgdes,
observado nas linhas de corrente, repete-se para as isobdricas. A
perda de estabilidade das solucbées simétricas é, portanto, uma
conseqgiiéncia da propagacdo a montante e do aumento, em intensidade,
do desequilibrio das perturbac¢des de pressadao. Desta forma a pressido

tem uma importdncia fundamental na estabilidade de escoamentos.

FIGURA 5.17 Linhas isobdricas para as autofung¢des (Shapira e

co-autores, 1990).

Uma vez obtidos os resultados do 'problema espectral, onde a
perturbacio é separada em sua parte eépacialv (a autofungdo) e
temporal (exponencialmente crescente ou descrescente, dependendo do
sinal do autovalor ), apresentar-se-do a -seguir os resultados
associados ao problema transiente oqde' obtém—se_,as ﬁréprias

¢

perturbacdes.

5.3 0 PROBLEMA TRANSIENTE PARA O DIFUSOR RADIAL

O problema transiente, composto das equacdes (4.8)-(4.10) e
sujeito as condi¢des de contorno (4.11) :(PNE) ou (4.12) (DNE), foi
resolvido com as mesmas malhas espaciais. adotadas na anédlise
espectral. A andlise da dependéncia da solucdo em relagcdo ao
intervalo de tempo adotado mostrou que um intervalo adimensional de

tempo igual a 0,1 é suficiente para garantir a independéncia dos
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resultados com a malha temporal e evitar o problema de amortécimento
artificial mencionado no item 4.2.3 do Capitulo 4 (pdgina 75).
Acredita-se que a forte dependéncia de # com a malha espacial também
estd4 presente nas computagdes transientes. Elevados tempos de
execu¢do foram necessdrios nos cdlculos em regime transiente. Por
exemplo, foram necessdrios 263 minutos para realizar a andlise
linear trénsiente do escoamento basico para Re = 150, malha de 50x46
"pontos nodais e condi¢do de contorno de derivada nula na entrada
(DNE); a mesma metodologia exigiu 441 minutos para Re = 150, malha
de 50x46 pontos e condigdo de contorno de perturbacdo nula na
entrada (PNE); 369 minutos foram necessdrios na computa¢5o da
andlise transiente para Re = 100, malha de 50x46 volumes de controle
e 1imposig¢do de perturbagcdo nula na entrada (PNE). Os tempos
anteriores estd3o associados a4 utilizac¢do de wum IBM 3090. Estes
exemplos mostram que nio é vidvel um refino maior na malha espacial
no programa transiente. A dificuldade em realizar refinos maiores na
malha espacial impossibilita que se assegﬁre a independéncia de B

com a malha espacial.

O método da' energia ¢é  importante para se estabelecer um
parametro capaz de medir "globalmente" a estabilidade do escoamento
a pequenas perturbacgdes. O desenvolvimento gque culminou com a
equacio (4.18é) mostra a maneira de computar o autovalor mais
instdvel pelo processo transiente. E mais conveniente, neste caso,
associar B a téxa de crescimento da energia das perturbagdes. Ap6s
determinado tempo, a tendéncia de amortecimento ou amplificacdo das
perturbacdes assume um valor dquantitativo -caracteristico, B;t’
representativo’ da taxa exponencial "selecionada" ﬁara ‘0
desenvolvimentb‘ temporal da energia das perturbag¢des. Embora um
valor ©positivo deste parametro descreva a amplificagéo das
perturbacgdes, ? comparacdo de tais perturba¢des com os valores do
eséoamento badsico mostram que a hipétese linear ainda é valida. Em
outras palavras, mesmo gque as perturbag¢des estejam aumentando, o
procedimento numérico convergird para uma taxa mais instdvel de
evolugcdo temporal antes que a magnitude da§ perturbag¢des torne o
termo u'.Vu', que foi desprezado nas equacgdes (4.8)-(4.10),

significativo.
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FIGURA 5.18 Variacgao do-modo mais instdvel com o nimero de Reynolds.
Formulagdo transiente com PNE. Difusor Radial. Destaque

para o ponto critico (Bm = 0), onde Recrg 124.
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FIGURA 5.19 Variacido do modo mais instdvel com o nimero de Reynolds.
Formulacdo transiente com DNE. Difusor Radial. Destaque

para o ponto critico (fm = 0), onde Re_ = 100.
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As figuras 5.18 e 5.19 mostram o comportamento do modo mais
instdvel computado através da formulagdo transiente (equagdo 4.18e)
em relacdo ao nimero de Reynolds com as prescrig¢Ges de perturbacgdo
nula na entrada (PNE) e derivada nula na entrada (DNE),
respectivamente., Na figura 5.18, observa-se um nimero de Reynolds
critiéo de 124, enquanto que na figura 5.19 obtém-se um valor
critico aproximadamente igual a 100. Esses resultados revelam
"discordancias da ordem de 10% quando comparados com os resultados

anteriores e com o trabalho de Langer (1991).

Grdficos representativos do comportamento local da perturbacgédo
em uma posigdo caracteristica (x = 1,48 er = 6,15) sdo apresentados
nas figuras 5.20 a 5.23 para valores tipicos do nimero de Reynolds.
Conforme esperado, uma tendéncia de amortecimento ou amplificaqéo
expohencial pode ser observada, dependendo, respectivamente, se Re é
menor ou maior que o valor critico calculado. Os dois tipos de
condig¢des de contorno estdo presentes nesta figuras (PNE e DNE).
Todos esses gridficos referem-se a perturba¢bes impostas a campos

bdsicos simétricos.
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FIGURA 5.20 Evolugcdo temporal de uma perturbacgdo caracteristica
u'(x= 1,48; r = 6,15) para a condigcdo de perturbacdo

nula na entrada do difusor (PNE), Re = 100 e Re_= 124.
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FIGURA 5.21 Evolucido temporal de uma perturbagdo caracteristica
u'(x= 1,48; r = 6,15) para a condig¢do de perturbagao

nula na entrada do difusor (PNE), Re = 150 e Re_= 124,
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FIGURA 5.22 Evolucdo temporal de uma perturbagdo caracteristica
u'(x= 1,48; r = 6,15) para a condigdo de derivada nula

na entrada do difusor (DNE), Re = 100 e Re_ = 100.
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FIGURA 5.23 Evolugdo temporal de uma  perturbagio caracteristica

u'(x= 1,48; r = 6,15) para a condicdo de derivada nula
nula' na entrada do difusor (DNE), Re = 120 e Re_= 100.

v 1 |-4,0x10"% | 4| 0,0 7 | 2,5x10™*°| 10 | 1,0x10°

2 [-2,0x10® | 5| 3,0x10™ | 8 | 5,0x107 | 11 | 2,0x107°

3 |-4,0x10"° 6 | 1,0x10° | 9 | 3,0x10°

FIGURA 5.24 Linhas de corrente para as perturbagdes de velocidade.

Difusor Radial com prescrigéo de perturbagcdo nula na
entrada do diquor (PNE); Re = 120.
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1 {-1,9x10° 4 |-5,0x10"" | 7| 9,0x10° | 10 | 6,9x10°*

G S5

2 |-8,5x10 5 2,0x10° | 8} 6,4x10° ] 11 | 1,1x10™°

3 {-7,6x10° 6 | 2,0x10° | 9 | 3,0x10°¢

FIGURA 5.25 Linhas de corrente para as perturbac¢des de velocidadé.

Difusor Radial com prescricdo de derivada nula na
entrada do difusor (DNE), Re = 120.

As linhas de corrente das perturbagcdes de velocidades sdo
apresentadas nas figuras 5.24 e 5.25, respectivamente, para as
"condic¢des de perturbacdo nula na entrada.  (PNE) e derivada nula na
‘entrada (DNE). Em ambas as figuras, o namero de Reynolds é igual a
120. A comparagao destas figuras com as 1linhas de corrente das
-adtofungdes, figuras 5.13 e 5.14, mostra razodavel semelhanca entfe

1

as correspondentes configuracdes.

Nos itens, 5.2 e 5.3, restringiu-se a apresentacdo de
‘'resultados e comentirios, separadamente, a: cada formulacdo. ‘E
interessante efetuar comparacdes diretas entre as duas formu1a96e$,

procedimento realizado no item seguinte.

5.4 CONSIDERAGCSES FINAIS

Inicialmente, reapresentam-se nas figuras 5.26 e 5.27 os.
autovalores obtidos pela formulacio espectral e pela formulacio
transiente para diferentes nimeros de Reynolds obtidos com a malha
de 50x46. A figura 5.26 refere-se a resultados obtidos sob a
condicdo de perturbacido nula na entrada do difusor (PNE), enquanto a

figura 5.27 apresenta resultados sob a imposicdo de derivada nula na



Bapliule 5;: Reouliadso e DiscuooFeo A ’ 102

entrada do difusor (DNE). Considerando a grande diferenga entre as
duas formula¢des, bem como a existéncia de uma possivel dependéncia
dos resultados com a malha computacional, pode-se afirmar que existe
uma boa concordincia entre as duas curvas apresentadas em cada uma
das figuras 5.26 e 5.27. Acredita-se que a condig¢do de contorno de
derivada nula na entrada do difusor (DNE) superﬁae a influéncia das
perturbac¢des presentes dentro dd dominio de. interesse ao efeito das
"perturba¢des aplicadas ao contorno. Por outro lado, com a imposicgédo
de perturbacdo nula na entrada do difusor (PNE), o escoamento seré
ou nd3o estdvel a perturbag¢des infinitesimais devido a suas
caracteristicas intrinsecas e ndo por causa de influéncias

(indesejidveis) de instabilidades no contorno.

600 F ———— —m — e T~ — — — - -~

3

«sess TRANSIENTE REAL
+=+2» TRANSIENTE DISTORCIDO

-0,05

K

. ' " ~0.10 MALHA 50 x 46
S 5 PNE, DIFUSOR RADIAL
'-0,15
Re=111,2 Re=124 ' -
L N ,
-0,20
' : 50 - 100 150 200

Re

Figura 5.26 Curvas de comparagdo entre os autovalores obtidos pela

fofmulaqéo espectral e a formulaqéo transiente; condigédo
‘ de contorno de perturbac¢do nula na entrada (PNE) e malha

de 50x46 pontos nodais.

Conforme mencionado anteriormente, todos os resultados
apresentados até entdo estdo associados ao escoamento bédsico
simétrico. Como resultado adicional, investigou-se também a

instabilidade linear associada ao escoamento bé&sico assimétrico do



Capltuls 5: Reoulladso e Divcuooeo 103

trabalho de Langer (1991). A curva do autovalor versus O nilimero de
Reynolds para esta situagdo obtida com a formulagio espectral e
condi¢do de perturbagdo nula na entrada do difusor (PNE) é
apresentada na figura 5.28. Conforme observado na figura, a solucgdo
assimétrica deixa de ser estdvel para Re = 300. Tal fato sugere a
possivel ocorréncia de novos pontos de bifurcacdo para estes novos
valores de Re. A investigag¢do destes novos pontos de bifurcacdo foge

"ao escopo da presente dissertacgio.

. ,: P
U,O.)': I I
] [
. v
0,01 _
1 i
] [ )
~0,02 - | | tx:zr TRANSIENTE REAL
T4 + - - TRANSIENTE DISTORCIDO
- I
ﬁ ] (I
~0,05 i |
] b
; b MALHA 50 x 46
~0,07 : : DNE. DIFUSOR RADIAL
i P
] REcr=92\\1 | REcr = 100
_0112 1Illllrr11lllllTlll|%||r‘!’llIl]lllllllllllll!lllI11
5 70 90 110 130 150

Re

Figura 5.27 Curvas de comparag¢ido entre os autovalores obtidos pela
formulacdo espectral e a formulaqﬁo‘transiente; éondiqﬁo
deicOntorno de derivada nula na entrada (DNE) e malha de
50x46 pontos nodais.

0 quadro 5.4 permite que se observe a dependéncia do autovalor
mais instiavel com a malha espacial, com a condigdo de contorno e com
o esquema utilizado (formulagdo espectral ou pransiente) quando Re =
150. No quadro 5.5, comparag¢des semelhantes s3o apresentadas para Re
= 100. Nos . -quadros 5.4 e 5.5, TR indica o cédlculo transiente e ES o
cdlculo através do problema espectral.
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QUADRO 5.4 Dependéncia do modo mais instdvel com a malha espacial;

condi¢do de contorno e esquema adotado (Re = 150).
fBmi 2,5587E-2 2,3645E-2 2,0216E-2 1,6589E-2

50x46 50x46 70x70 70x70
caso .

TR(DNE) ES(PNE) TR(DNE) ES(PNE)

QUADRO 5.5 Dependéncia do modo mais instdvel com a malha espacial,

condicdo de contorno e esquema adotado (Re

. 0,0000
-o,doso
B8 —0,0160
~0,0150
~0,0200

~0,0250

fmi -0,018998 ~0,024120 -0,019966
50x46 70x70 70x70
caso .
TR(PNE) TR(PNE) ES(PNE)
0,0050 7 DIFUSOR RADIAL [
:' FORMULACAO ESPECTRAL

MALHA 70 x 70

i IV U T W T S S G G B S SN NV 30U S B B BT S A N |

100 150 200

Re

250

300 3

= 100).

FIGURA 5.28 Variacdo do autovalor mais instdvel com o nﬁmero de

Reynolds

{malha 70 x 70);

resuitados

da

andlise

espectral das soluc¢des assimétricas de Langer (1991) com

a condicdo de contorno de perturba¢io nula na entrada

(PNE) no difusor radial.
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Conforme observado na secdo 4.2.2, pagina 65, o autovalor mais
instdvel pode ser calculado tanto através das autofun¢des, equagdo
(4.17), como através das perturba¢des, equacido (4.19). Em ambos os
casos a férmula matemdtica para o cdlculo de # é a mesma. A fim de
verificar numericamente tal fato, o quadro 5.6 foi preparado. Neste
quadro ﬁmi é calculado para Re = 100 e 120. Conforme observado, os

valores de Bmi apresentam boa concordancia quando calculados pelas

"autofunc¢des e pelas perturbagdes.

QUADRO 5.6 Comparacdo entre oOs Bmi calculados através da equagdo
(4.19) na formulacdo transiente (*) e através da equacio
{(4.17) na formulacd3o espectral (*%) para dois valores do
numero de Reynolds. Em ambos os casos impOe-se

perturbacdo nula na entrada (PNE). .

Re = 100 -1,1074E-2 -1,0998E-2
Re = 120 +6,9292E-3 +6,9975E-3

. Em uma outra verificagéq realizada, recalculou-se o autovalor
mais instdvel através da equacdo (4.17), efetuando as integraqﬁés
presentes 'nesta equagdo de d@as maneiras. A primeira alternativa
implementada excluiu as regides de entrada e saida do difusor. Nio
houve alteracdo em relacgdo aos:resultados calculados com intégragdes
sobre todo o dominio. Implementou-se entdo a segunda alternativa,
que consistia’' em realizar a integraﬁéo épenas em um  volume de
controle! Nao houve, novamente, mudanca significétiva no resdltado;
Desta forma, vefificou-se que o autovalor obtido através :da solugéao
do problema de autovalor é realmente um valor constante ao longo de

todo o dominio de interesse.

A curva que relaciona a evolugcdo temporal da energia-cinética
das perturbag¢bes com o tempo é apresentada na figura 5.29 para um
nimero de Reynolds caracteristico. E impo;tante recordar que as
computacdes sdo efetuadas até o instante em que as perturbacgdes de

velocidades, e, conseqgiientemente, as energias associadas a elas,



¢
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pudessem ser plenamente descritas por um dnico termo, aquele

representativo do modo mais instéavel. Portanto estas curvas

representam uma "competicido" entre modos diferentes, onde apenas o
mais instdvel se sobressai. A partir deste instante,

um dos modos ter-se destacado bastante em relagdo aos demais, a

ou seja, apoés

curva de evolu¢ido da energia das perturbagdes com o0 tempo apresenta

um comportamento definido. Note-se na figura 5.29 que a partir de um
(em torno de 75) a variagdo com o tempo do

logaritmo natural da energia das perturbag¢des fica constante. De

acaerdo com a equacgido (4.18e) esta variagcdo é duas vezes 0 autovalor

a::sociado ao modo mais instédvel.

-15,00 E 3 1,2E-007
] Evowgho TEYPORAL DA SR,
3 ALHA 70 x = 150—PNE F 1.0E-0
-16,00 3 ‘ p 11087007
; RE = 150(PNE).
< ] - - £8,0E-008
¢H —17,00 C m
| | = E F6.0E-008 3
~~—18,00 3 3 -
b . 3
, —J . 7 5'4105-%8
' —19,00 :
| S F2,0E-008
¥ -20,00:llllll"l VRERARARAENEEAANEA N R ERERABER] l‘ll'lrlE
0,00 8000 | 100,00 | 150,00 | 200,00 2000 0

- ' TEMPO

Figura 5.29 Evbluqéo temporal da energia das pefturbagﬁes em relacio
ao tempo para a condicdo de perturba¢3o nula na entrada

do difusor‘(PNE), Re = 150.
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CAPITULO 6

CONCLUSOES

A soluc¢do  numérica do problema da estabilidade 1linear de
~escoamentos em difusores radiais foi obtida através do método dos
volumes finitos. Na andlise de estabilidade duas <classes de

formulagbes foram empregadas.

Na primeira formulagdo, denominada formulagdo transiente,
investigou-se diretamente as equa¢fes que governam a evolucgio
temporal de ‘perturbag¢des infinitesimais. Adicionalmente, aplicou-se
o conceito de energia global das perturbagﬁes para obter um critério
de estabilidade paré 0 escoamento bdsico. Quando um campo b4dsico era
instdvel, a energia das perturbagdes amplificava-se. Caso contrdrio,
esta energia sofria um decaimento expohencial. 0O critério de
estabilidade definido relaciona~-se a esta taxa temporal de
crescimento {(condic¢do necessdria e suficiente para uma previsao de
instabilidade) ou amortecimento (condig¢do .apenas necessiria a uma

previsio de estabilidade) da energia média das perturbacgdes.

.
'

Na obtengao das solugdes para a . formulagdo transiente,
cuidados foram tomados para assegurar que o0 campo inicial de
pequenas perturbacgdes, além de conservar. a massa, satisfizesse
também as eduagﬁes governantes e condigdes de contorno. Em cada
avan¢o temporal, calculava-se o campo de perturbagdes, e, a partir
deste, a energia média aésociada a este campo.‘O procedimento de
c4dlculo era finalizado, em um intervalo de tempo, através da médigéo
da taxa de variacdo desta energia em relagcdo ao intervalo de tempo
considerado. Desta forma, captéVa-se a evolugido temporal da energia
e perturbagdes até o instante em que o0 crescimento ou decaimento
exponencial da energia adquirisse um comportamento bem definido.
Neste momento o método fornece a previsdo de estabilidade ou
instabilidade a perturbacgdes infinitesimais. 0 método de
Crank-Nicolson foi utilizado na integra¢dao temporal das equag¢des

governantes.
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A segunda formulacgio, denominada espectral, relaciona
diretamente o método da energia com a teoria de estabilidade linear.
Desta forma, explora-se matematicamente a linearidade das equagdes
governantes. Através do método de separagio de variédveis,
construiu-se uma série composta de produtos de fungdes dependentes
apenas da posic¢do por fungdes exponencialmente temporais. A obténqéo
de todos os termos da série descreve o campo de perturbacdes do
_escoamento. Este procedimento origina um sistema de equacgdes
diferenciais parciais que constituem um problema de autovalor, o
problema espectral. A constante de separa¢do do método de separacgido
de variiveis indica o amortecimento ou amplificag¢do das exponehciais
que descrevem as parcelas temporais da série. A vantagem numérica
deste segundo método estd em sua independéncia com a coordenada
temporal. Isto permite que a metodologia numérica adotada na
obtencio de solu¢des estaciondrias possa ser empregada neste
problema. A aplicagdo de certos principios variacionai's possibilitou
a construcio de um procedimento de retro-alimenta¢do para a solugdo
do problema, que consiste na interacgiao entre . as equacgodes
diferenciais do problema de autovalor e um funcional associado a

obtencdo do modo mais instdvel.

A interbretaqéo de cada uma das expressdes, tanto da taxa de
crescimento/decaimento, quanto do funcional associado ao autovalor,
mostra que ambas sd3o membros de uma mesma identidédei a equagdo de
éonservagéo da energia das perturbagdes. Isso 1evou a conclusio de
que a expressao de“definigéo do funcional, que confém um balancgo
entre produgdo e dissipacdo de energia, podia ser aplicada para a
prépria perturbacédo. Os .valores numéricos obtidos, -e sua
concordiancia com os resultados computados na formulagio espeétralﬁ
confirmaram o acerto deste raciocinio. A garantia de que o modo mais
instdvel estava efetivamente coincidindo com o calculado advinha da
observagio de que este modo sempre seri exponeﬁcialmgnte maior que
os demais, tornando-os despreziveis ap6és certo tempo. Novamente,
valores positivos deste parametro associam-se a, no minimo, uma
exponencial - positiva no termo temporal, ou seja, "explosdo" das
perturba¢des, enquanto valores negativos " significam apenas uma

previsdo de estabilidade a perturbag¢des infinitesimais.
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Dois tipos de condi¢des de contorno para a regido anterior aos
discos foram investigadas. A primeira delas impde condigdo de
perturbacéo nula na entrada (PNE), enquanto a segunda prescreve
derivada nula para a perturbacdo da velocidade paralela ao contorno
(DNE). Em todos os resultados mostrados, a imposigcdo da condigdo de
perturbagio nula na entrada (PNE) apresentou resultados melhores que
a imposigdo de derivada nula na entrada (DNE) em relacdo ao trabalho
.de Langer (1991). 1Isto provavelmente se deve ao fato de que a
primeira prescrigcdo permite que a andlise de estabilidade do
escoamento seja efetuada sem a influéncia da estabilidade ou n&do do
escoamento no contorno. Este primeiro tipo de condig¢ao quando
utilizado com a formulagido espectral, prevé numeros de Reynolds
criticos de 111,2 para uma malha de 50x46 volumes e 121 para a malha
de 70x70 pontos nodais, enquanto Langer obteve, respectivamente, 113
e 117 para as malhés de 50x46 e 70x70. A condig¢do de contorno de
derivada nula para o pfoblema espectfal prevé um ndmero de Reynolds
critico igﬁal a 92. Os ndmeros de Reynolds criticos previstos pela
formulagdo transiente :foram, respgctivamente, 124 e 100, com as
prescrig¢des de perturbéqéo nula na entrada (PNE) e derivada nula na
entrada (DNE). 0s elevados tempos de execugdo demandados
inviabilizaram um refino espacial da malha, a fim de captar com
precisdo os modos mais instédveis e, assiﬁ, permitir gque se
ohtivessem resultados quantitativamente precisos para os nimeros de

Reynolds criticos segundo esta formulag¢do transiente.

A observaqﬁo-das:linhas de corrente de perturbacdes e linhas
isobaricas evidencia ajpresenca de fortes recircula¢gdes na regido
préxima a entrada dos discos. A medida que o0 escoamento progride em
dire¢éo a saida'dO'canal, a intensidade deste efeito diminui, tanto
‘para as velocidades qdanto para as pertufbaqﬁes de pressdo. Estas
recirculacﬁes provocam o deslocamento de fluido em direcdo a uma das
paredes, éausando uma diferenca de pressio entre elas. Este
gradiente mantém a assimetria do escoamento quando wultrapassa
determinada intensidade. As isobdricas mostram midximos locais
alternados nas paredes do difusor, também com intensidades
decrescentes & medida que o escoamento progride em dire¢do a saida
do difusor. Acredita-se que este desequilibrio alternado de pressdes
ao longo do canal é o responsdvel pela assimetria do escoamento apés

o ponto de bifurcacdo, o denominado efeito Coanda em escala mais
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intensa que, por eXxemplo, 0 encontrado numa expansio local (por

exemplo, Shapira e co-autores, 1990).

A validagcdo do programa espectral com o problema estudado por
Shapira e co-autores (1990) mostrou boa concordidncia de resultados e
a necessidade de funcdes de interpolacido de mais alta ordem para que
se atinjam preéisées mais elevadas. Um exemplo desta necessidade é a
.constatacdo de que, nas melhores comparag¢des, ndo foi alcangcado uma
precisdao absoluta superior a 104; A utilizacdo de funcgdes de
interpolacdo unidimensionais dificultou consideravelmente a obtengdo
de resultados precisos no problema de estabilidade linear no difusor
radial. Certamente fungdes de interpolacdo de ordem mais elevada
captariam mais fielmente as recirculagles existentes no difusor,
permitindo que se obtenham aproximacdes mais consistentes para a
energia das perturbag¢des, sem que para 1isto malhas extremamente
refinadas se facam necessdrias. Algumas parcelas do termo fonte
foram representadas por seu valor em cada ponto nodal, a integracao
destes termos e sua avaliagdo nas faces do volume de controle

seguramente melhoraria a precisdo dos resultados.
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APENDICE A

DISCUSSAO A RESPEITO DA OBTENGAO DO AUTOVALOR MAIS INSTAVEL

Neste apéndice, discutir-se-4 a relagdo existente entre o
problema de autovalor e o funcional, cujo extremo (mdximo) conduz ao
modo mais instdvel dentre todos o0s que existem no espectro de

autovalores.

Conforme explorado no texto, se u e p, representam a parte
espacial das perturbag¢des u' e p' e U e P representam as varidveis
associadas ao escoamento bdsico, entdo a equacdao diferencial parcial
representando o problema espectral pode ser' escrita da seguinte

forma:

ﬁuo + ub.VU + U.Vg% = -Vpo + = Vu (A1)

Define-se o0 seguinte produto interno com relagao ao campo

vetorial u_:

-1
uHu,> = g I(Vuoi_.uoz)dv, | _ . (A2)

, u u representam
0.

o1’ o2
campos vetoriais solenoidais, sujeitos as condig¢bes de contorno do

onde V simboliza o dominio do problema e u

problema. Estes campos vetoriais n3o podem ser considerados como
"fungbes" cinematicamente admissiveis (pois nao impde-se a condigao
de contorno de perturbacdao nula ao longo de todo o contorno), mas,
aliviando-se a restricdo quanto ao tipo de léondicéo‘ de gbntorno
imposta na definigdo desta classe de funqﬁes, estes campos bodem ser

incluidos.

Tomando o produto interno de (A1) por. uo e isolando-se #,

obtém-se:

.. <u_,¥p > + <u_,U.Yu > + <u_,u_ .VU> - (1/R)<u°,‘72u°> (A3)
<u_,u >
o -]
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O objetivo é mostrar que A é um valor estaciondrio, quando
sujeito a pequenas variag¢les em u ep_, denotadas, respectivamente,
por 6“0 e 6p°. A aplicac¢do das opera¢des com variagdes justifica-se
na caracterizagcdo de A como um funcional, uma vez que pode-se
escrever: A = K(uo,po,R;V); ou seja, A é uma fun¢do de func¢des,
restritas a determinadas condig¢des impostas (classes de funcgdes).
Rigorosamente, pode-se afirmar que (A3) é uma "forma fraca" para
possibilitar a obtencdo de £, uma vez que este ndo estd sendo
calculado diretamente da equacio diferencial e a precisao
diferencial é prejudicada pelo procedimento integral. E importante
comentar que A aparece em (A3) devido ao fato de que na mencionada
equagdo considera-se u, e p, ndo mais como autofun¢des, mas como
qualquer fung¢do admissivel em relagcdo as restrigdes impostas.
Pretende-se conservar estes simbolos para lembrar que a origem da

equac¢do (A3) estd no problema espectral.

Denominando por Ao o0 valor assumido por A quando este é dado
por A [u°+5uo,po+6po,R;V] e denotando por A e B, respectivamente, ao

numerador e denominador de ko, ap6s desprezar produtos de variagdes,

obtém-se:
A=~ [<u,Vp > + ?6uo;Vpo> + <u_,Vép > - % (<qﬁvzuo> +
. +I<6u°,‘72uo,> + <uO,V26u>) + <u_,U.Vu_ > + <6uo,U.Vu>
+ <u_,U0.V6u > + <u_,u_.VU> + <bu_,u_.VU> +
+ <u,,6u,.V05] | (A4)
'B = <u_,u > + 2<u°,6uo> _ | . - (A5)

Uma definig¢do andloga pode ser aplicada a A [uo,po,R;V], ou
seja, assume-se que as letras C e D representam, respectivamente, o
numerador e o denominador de A. A variagdo em A, causada por

variagdes em u_ e P, > pode ser descrita por:

o= L) - L) =1 (AR | (46)



| ) N
- | T Wotozn Uiverantaa 400
e UL A

onde L ( ) simboliza a parte linear pr%ﬁ%lpal do ‘funcional
avaliado, enquanto ko - AN representa o incremento do funcional,

comumente denotado por AA, Simbologicamente,

AN = &6A + © (léulz,ép,léul)_ (A7)

Analisando inicialmente o numerador AD - CB, obtém-se, apoés
alguns ‘rearranjos e a aplicacdo das propriedades elementares das

variagdes (por exemplo: Vép_ = &Vp_):

2
AD - CB = <u_,U.Vu_ + u_.YU + Vp_ - (1/R)¥V u_>.<2u_,%u >
z
- <§uo,U.Vuo +u .YU + Vp_ - (1/R)¥V u >.<u_,u >

- <u_,(U.V6u_ + Su_.VU + Vép_ - (1/R)¥ 6u_)>.<u_,u > (A8)

Definindo-se o operador £ = U.Y( ) .+ ( ).YU - (1/R)V( ),

pode-se reescrever a equac¢do (A8) de uma maneira mais conveniente:
- = - - <& -
AD CB <u_, Buo>.<2uo,6uo> <bu_,-fu_>.<u_,u >

- <u°,£(6u°) + V6p°>.<uo,uo> (A9)

Embora evidente, deve ser observado,: conforme utilizado em
(A8), gque 3 nao varia ao longo do volume e do tempo, propriedade
comum a todos os autovalores. # e A apresentam, portanto, naturezas

bem distintas. Da equaci3o (A9), segue ainda,
AD - CB = [<éub,—ﬁub> - <ub,g(5ub) + Vép°>].<'u°,u°> (A10)

A equaééo (A10) mostra que para que 6N = 0, é necesséfio qﬁe o
termo entre - colchetes seja 1identicamente nulo, uma vez que
autofun¢des nulas ndo interessam ao problema. Esta condigio é
possivel apenas empregando o operador adjunto de £, denotado neste

*
texto por . Da definigcdo de operador adjunto,

<u_,2(u)> = <'u_,6u > : o - (A11)

0 que ocorre quando éX se anula ? Neste caso A = A/B e

obtém-se:
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L(A) =A.L(B) » <6u_,Au + U.Vu, + u .VU + Vp_ - (1/R)Vzub> +

<u_,(Aéu_+ U.Véu_ +6u .VU + ¥ép - (1/R)¥6u_)> = 0 (A12)

A fim de que a soma destes termos se anule em relacdo a
variag¢bes arbitrdrias (mas pequenas), faz-se necessdrio novamente
considerar o operador adjunto de 2. A equacdo (A12) é reescrita na

seguinte forma:

<6t.lo,}\uo + ﬁ(uo) + Vpo> + <uo,7\6uo+ ﬁ(éuo) + V6p°> =0 (A13)
Em conseqiiéncia de (A11), (A13) pode ser rearranjada como,

. . . _
<6u_,[Au_ + (u ) + Yp_ ] + [Au+ L (u) + Vp_]> =0 (A14)

Portanto, a condig¢do necessdria para que XA seja um valor
estaciondrio é que u, seja um autovetor de g 4+ 2 (resultado
idéntico foi obtido por Parlett (1974) em um problema andlogo em
espagos de dimensio finita, embora com outra metodologia. Destaca-se
que se £ fosse auto-adjunto (8 = 2'), a condigdo necessédria se
simplificaria apenas & condi¢do de que A seja . um ‘autovalor da
equacgdo (A1). Uma diécusséo mais abrangente a respeito da utilizac¢ao
dos principios variacionais para o cdlculo de autovalqres pode ser
encontrada nos livfos de Butkov (1988), que apreéenta uma leitura
leve e agraddvel sobre os principios fundamentais do cé&lculo
variacional, ilustrados por exemplos simples, e Gould (1957), que
trata com grande profundidade a utilizac¢io dos_principios e métodos
variacionais a problemas de autovalor. Uma exposigcdo objetiva,
formal e bastante 6rganizada deste assunto pode ser encontrada no
livro escrito pelos russos Gelfand e Fomin (1963)L As dificuldades
- encontradas na andlise de métodos iterativos ~que empregam O
Quociente de Rayleigh concentram-se pfincipalmente‘em problemas com
operadores ndao auto-adjuntos. Parlett (1974) investigou tais
dificuldades em relag¢do &s matrizes ndo-normais. Sattinger (1970)
realizou uma importante andlise matemitica do problema transiente da
estabilidade hidrodindmica linearizado. Dentre outras contribuig¢des
do autor estd seu estudo a respeito do espectro do operador £,
mostrando que trata-se de um espectro discreto de autovalores e que

o correspondente conjunto de autovetores é completo no espago das
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perturba¢des mensurdveis e integrdveis na norma induzida pela
definic3o (A2). Tal andlise restringe-se, entretanto a perturbacgdes
"fracamente livres de divergéncia" (<u, VYp>=0) e esta hip6tese
simplificativa nao pode ser usada no presente trabalho,

constituindo-se em uma barreira adicional na andlise do problema

" espectral.

Um problema importante, que permanece, € o seguinte: conforme
j4 discutido, as perturbagdes de velocidade e pressdo da teoria de
estabilidade linear sdo representadas por séries exponenciais no
tempo e descritas espacialmente pelo campo de autofungbes e o
autovalor correspondente é exatamente a constante multiplicativa da
exponencial temporal. Ocorre que o maior interesse é obter apenas o
modo mais instdvel, justamente aquele que identifica o termo que
comanda a série. Os demais termos serdo cada vez exponencialmente
menores, tornando-se despreziveis a partir de determinado 'instante
te. A utilizagdo da equacdao (A3), e o\e'm'fn'ego de um procedimento
iterativo entre as equacgdes (A1), (A3) e a conservacdo da massa,
permite que se obtenha um autovalor. Mas os argumentos acima
evidenciam que ndo necessariamente este valor obtido serd o mais
instdvel. Qualquer autovalor satisfaz as tré&s equagbes mencionadas.
A condicdo A = 0 é apenas necessdria para que um extremo possa ser
calculado. Esta questdo torna necessdria a wutilizacdo de algum
método adicional que possa assegurar‘ a obtengdo do- mddo mais

insté4vel. o

, Dois métodos cléssicos na solucdo de problemas variacionais
sdo os métodos de Ritz e de diferengas finitas, quer com o objetivo.
de utilizar principios variacionais para provar a existéncia da
soluqéo' da equagdo diferencial associada ao funcional (conhecida
como a equagdo de Euler), quer para obter sua solucdo com bastante
controle dos é&rros de precisdo associados. O primeiro Métodq utiliza
fungbGes capazes de gerar espagos completos, minimizando o funcional
através do cdlculo das constantes associadas & combinac¢do linear
destas fungdes. ‘0 método de diferencas finitas discretiza as
varidveis independentes (em rela¢do ao funcional) e procura, dentre

as linhas poligonais unindo os pontos discretos, aquela seqiiéncia de

pontos que minimizam o funcional em questio.
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Un caminho alternativo na solug¢do deste problema estd na
utilizacdo de (A3) para as préprias perturbac¢des. Embora exigindo um
procedimento transiente nas computag¢des, as compara¢des efetuadas
entre os resultados obtidos pelos dois métodos mostrou diferengas
tdo aceitdveis do ponto de vista numérico, que serviram de prova
para as computaglOes "atemporais'". Tal coincidéncia provavelmente
deve-se a um grande raio atrator, visto que testes com diferentes
valores iniciais para # no procedimento iterativo conduzirdm a um
mesmo resultado na formulacdo "atemporal'", e esta sempre coincidia
com as computac¢des transientes. O procedimento transiente garante
que o valor computado serd sempre o mais instdvel, uma vez que para
t > to apenas um termo, e justamente o0 que leva este modo mais

instdvel, é significante.
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APENDICE B

DETALHES NA OBTENGAO DO AUTOVALOR MAIS INSTAVEL EM COORDENADAS
CILINDRICAS

Neste apéndice apresentar-se-&4 alguns detalhes especificos da
formulacdo das equagbes em  coordenadas cilindricas que foram
‘empregadas na andlise de estabilidade do escoamento em difusores

radiais.

Considere o0 problema de autovalor diferencial parcial (o
problema espectral) oriundo da teoria da estabilidade 1linear e
regido pelas equagdes de conservacdo da massa e pela equacédo
vetorial (At1). Conforme j& discutido, o cdlculo do autovalor £ em
sua '"forma fraca"l forﬁece a expressio (A3). E interessaﬁte, para
fins de clareza, explicitar com maior detalhe como foi avaliado

cada termo da express3o mencionada.

Avaliando inicialmente a integragdo do termo contendo o

gradiente de pressdo, tem-se:

V {zero)

11 = [ 9p,.u av = IV[ V-(pouo)—pov.uo]dv - Ir' pu,-n dS =

I Poe Yos as - I PooY,e dS : ' . (B1)
I's - Fe . .

onde V, T e n> denotam, respectivamente, o0 volume ocupado pelo
dominio, o contorno desta regido e o vetor normal i superficie de
contorno. A aplicag¢do do teorema da divergéncia na redugido das
integrais de volume a }ntegrais ao longo do contorno de entrada (e)
e saida (s) do dominio de cdlculo eliminou os termos correspondentes

aos contornos restantes, onde as paredes e prescrig¢des impostas
| forgcam perturba¢des nulas (nesta discussdo considera-se PNE, por
simplicidade.)
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0 segundo termo a ser analisado é o seguinte produto interno:

<U.Vu°,uo>, Em coordenadas curvilineas ortogonais tem-se (Malvern,

1969):

V.u = 2% g—z(m + ¥ Y Uims ahn ] : (B2)

) n n m#&ny h h @ax
mn ™

As relac¢des seguintes também tem importdncia no que serd

apresentado (Malvern, 1969):

e de h oh :
a m 1 m 1 m
V= " — e = — ==+ 53— e - 1 e (B3)
n h axn axm hﬂ axn n hl‘axf r
se m*n: °Cm __1 °h, : : (B4)
ax - h ax_ Sn-

onde e, denota um vetor de base de um sistema de coordenadas
curvilineas ortogonal e h, simboliza os coeficientes métricos no

sistema coordenado.

0O objetivo agora ¢é encontrar uma relacdo vetorial entre a
expressio vetorial (U.Vu).u e o operador vetorial divergente. Isso
possibilitaria a simplificagcdo da expressdo a ser implementada no -

programa numérico. Visando isso, pode-se escrever:

a a a fu dh
bu - g S NCt) Uy Ao Uy O,
-Yu - h ox ~ h 9x " h € ax h @x »
n n n g_ g___]
nZp)
2 a F ] . an 1.
I Tt SO T Up Oup o 1Gyup by Yy
h 3 % ~-h ax & h 3x_ % “Vh_h_ 9x_ °my
-3 8 r n Lg__p__p___

(zero) (n®p)

W u R T 1 Ty wah T T

—'Hrlh—pa—; e = v % ax & - pois quando h #1 =% Vi ou
I. p_8__*® : l_ n_or_o_r_ _l L] 3 1 '—z)
(zero) (pZs) (zero) ( r®p) { Sdao0 nulos (v=2).
U au U (u_u)

2 (U.Vu).u = B-': x up = (1/2) h_n _TP_!:

n n n xn

+
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, 9U_ U, 9n
(1/2)u,3, et R ]
\hhom /
(.10)

(Unupup) u, ahn
2 (U.Yu).u = (1/2) ox + ususE—I'T 5;(—]
n mon ™

(1/2) V. [U(u.u)] (B5)

s T2 = I (U.Vu).u dv = (1/2)] V.[U(u.u)] dv =
) vV Vv

= (1/2)I;U(u.u).n ds , (B6)

onde T denota o contorno do problema. No caso de PNE, apenas a
integracio na saida do dominio é efetuada, uma vez gque todas as

demais se anulam.

O termo envolvendo a integracdo de (u.VU).u foi aproximado
numericamente de forma direta, ou seja, ndo: foram empregadas

técnicas semelhantes ao termo T2, por exemplo.

0 quarto e dltimo termo a ser analisado representa a parcela.
"viscosa" da equacido (A3). . E aconselhéveltuma fofmulagéo especial
para este caso.' Esta necessidade surge devido as dificuldades
associadas ao»desénvoivimento do vefof Vﬂx em notacgdo indicial, em
‘um sistema de coordenadas curvilineas qualquer. Estas dificuldadesl
sdo destacadas por Malvern (1969,pags.59, 500, 654 e 655), -que
moStra 0 caminho que teoricamente conduziria a solugdo deste
problema. As operacdes indiciais se complicam devido a variagdo dos
vetores de base com a posicdo. Face a esta limitagdo, preferiu-se
operar com componentes, particularizando o resultado para o sistema

de coordenadas cilindricas.

Apés alguma dlgebra foi encontrada a seguinte equagdo para o

quarto termo Té4:
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T4 =I Vu.u dv I [V.(Vu.u)-lvulz] dv
vV Vv

Jvu.u ds - J [Yul® av , (B7)
r v

onde " simboliza o contorno do dominio Ve

2 aur 2 » auz 2 auz 2 aur 2 u F4
wi= (o]« (&) ¢ (&« [&=]+[#]  o»
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APENDICE C

OBTENGAO DA EQUAGAO DE EVOLUGAO PARA A ENERGIA CINETICA DAS
PERTURBAGOES EM CAMPOS CINEMATICAMENTE ADMISSIVEIS

0 objetivo desta seg¢d3o suplementar é apresentar a obtencdo da
equagdo que descreve a evolugcdo da energia das perturbagcdes com o
tempo em um sistema cartesiano de coordenadas. Restringe-se 0 campo
de perturbagcdes a classe de fungdes cinematicamente admissiveis,

conforme descrito na se¢do 2.4.1 do capitulo 2 deste trabalho.

Considere a definigcdo apresentada na equagdo (2.36) para a
energia média das perturbag¢des. Esta equagdo é reescrita a seguir

para facilitar a exposigdo que a sucede.

5 =1 <lul®>, onde < > = 1]( ) dv. (C1)
2 v,

Derivando 8(t) em relagcdo ao tempo, obtém-se:
du
-— = <y, — > = <u.(5€ + U.Vu)>. (C2)

0 termo entre parénteses em (C2) representa uma parte do lado
esquerdo da equacgao das - perturbacgdes (equacgéio 2.33).
;Substituindo~se este termo pelo' correspondente na equagdo

mencionada,

%% = <-u.(u.VU + - u.Vu - » u + Vp)>. (C3)

Utilizando o teorema da divergéncia e a hip6tese de que as
perturbacdes u e p sido fungbes cinematicamente admissiveis, pode-se
mostrar que, ‘ ' |

2 2 .
<u.Vu> = - <Vl ">, . (C&)
<u.Yu.u> = 0 e também que, A (C5)

<u.Vp> = (. (C6)
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Desta forma, substituindo (C4), C5 e (C6) em (C3), obtém-se

a equag¢ao desejada, ou seja, (

ds 2
— = - <u.VU.u> - v <|%ul"> ' (C7)

dt

_ Esta é a equag¢dao (2.38), apresentada no capitulo 2 deste
trabalho. Conforme j& mencionado, esta equag¢do representa um balancgo
entre duas formas de energia, uma parcela associada & produc¢do de
perturba¢bes e uma parcela associada & energia de dissipacdo das
perturbag¢des. 0 balango entre elas define o amortecimento ou

amplificagdo temporal da energia das perturbacdes.
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APENDICE D

DETALHES DO CALCULO NUMERICO DE DERIVADAS
COM PRECISAO DE SEGUNDA ORDEM.

D1) O CALCULO DE (2f/dx), CONHECIDOS f,, f_ e f
>X
W w P
o o o FF1 = (Axww) + ZAXHAxww
< >< >
Ax Axww 2
FF2 = (Ax,, + Ax,)
| : 2
FF3 = (Axw)
FF4 = Ax Bx_(Bx__ + Ax )
FF1.f - FF2.f_+ FF3.f._
P v wWW
a a =
(9t /9x) A (D1)

D2) CALCULO DA DERIVADA CENTRAL CONHECIDOS TRES PONTOS.
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APENDICE E

A OBTENGCAO DA FORMA CONSERVATIVA DAS EQUACGES

Considere as equac¢des de Navier-Stokes e de conservacdo da
massa adimensionalizadas em um sistema de coordenadas cilindricas,

apresentadas a seguir,

du du au ap 1 3y 1 au %y
— +u—+V-— = - — ¢ — { —_—+ - — + 5 (E1)
at ax ar ax Re ax r or ar

2 2
av ady av ap 1 v 1 v v v
— +u—+V-— =~ — ¢+ — { — t - — -t — } (E2)
. at ax ar dr . Re Ix r or r ar

du v av .
— 4 - 4 — = 0 . (E3)
ax r ar '

Nestas equag¢des Re denota o ntmero de Reynolds, u é a
velocidade axial (adimensional) e Vv é a . velocidade radial
(adimensional). x representa a coordenada axial,' enquanto r denota a

coordenada radial.

du \4 ?v .
Somando,{ — + — + — u ao membro esquerdo da equagdo
ax r ar ( : .
(E1), obtém-se,
du  d(uu) uv d(uv) ap 1 ' :
— + + — + = - — 4 — vﬂ; | - (E&4)
at ax r ar ax Re
du v  @évy
De modo andlogo, somando —_ + - + — Vv ao membro
ax r ar

esquerdo da equacdo (E2), obtém-se,
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Vv - o} (E5)

dy d(uv) vv a(vv) dp 1 v
r

at ax r ar ar Re

Portanto, as equagbes de Navier-Stokes em forma conservativa

para o sistema de coordenadas cilindricas sdo as seguintes:

— 4+ — +
at r ax ar

1 a du a ay
— r — + — r — (E6)
r .Re ax ax ar ar

ay 1 { d(ruv) a(fvv)] 9p

du 1 8(ruu) a(ruv)] ap

-+
+

_+_
at r

1 a avy v a av
. ' - r — | - — + — r — (E7)
‘ : ‘ r.Re | 9x ax r or ar '

ax dr
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APENDICE F

AS SOLUGOES ESTACIONARIAS OBTIDAS POR LANGER (1991)

Tendo em vista a importiancia das

obtidas por Langer (1991) para o presente’ trabalho,

solugbes

133

estaciondrias

reproduz-se

abaixo os mapas de linhas de corrente para diferentes nimeros de

Reynolds, obtidos bor Langer (1991).
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