UNIVERSIDADE FEDERAL DE SANTA CATARINA

CURSO DE POGS-GRADUACAO EM ENGENHARIA MECANICA

ANALISE DE PLACAS LAMINADAS ESPESSAS POR MODELOS

DE ELEMENTOS FINITOS SOLIDOS ORTOTROPICOS

DISSERTACAO SUBMETIDA A UNIVERSIDADE FEDERAL DE
SANTA CATARINA PARA A OBTENCAO DO GRAU DE

MESTRE EM ENGENHARIA MECANICA

JOAO JOSE EVANGELISTA RABELO

FLORIANOGPOLIS, ABRIL DE 1992



ANALISE DE PLACAS LAMINADAS ESPESSAS POR MODELOS

DE ELEMENTOS FINITOS SOLIDOS ORTOTROPICOS

JOAO JOSE RVANGELISTA RABELO

ESTA DISSERTACAO FOI JULGADA ADEQUADA

PARA A OBTENCAO DO TITULO DE
MESTRE EM ENGENHARIA

ESPECIALIDADE ENGENHARIA MECANICA, AREA DE CONCENTRACAO
PROJETOS, APROVADA EM SUA FORMA FINAL PELO CURSO DE
POS-GRADUAGCAO EM ENGENHARIA MECANICA

Prof. cn(ms S. DE/AiCﬁ%SP‘hD

Orientador

BANCA EXAMINADORA
Aot Zal 2B o
Prof. CLOVIS 8. DE BARCELLOS, Ph.D.
Presidente

-
Prof. DOMINGOS BOECHAT ALVES, Ph.D.



AGRADECIMENTOS

Ao Professor Clévis S. de Barcellos, pela orientacg3lo;

Aos colegas do curso pelo t3ao precioso apoio no dia-a-dla do

mestrado;

Ao amigo Leirton pela for¢a na reta final;

Aos técnicos do NPD pelo valioso suporte computacional;

Ao CNPQ pelo apoio finanaceiro.



Este trabalho fol marcado pela descoberta de pessoas que se
tornaram extremamente importantes por me despertarem para novas

possibilidades de existéncia.

luri, N&dla, Ary, Rogério, Cristiano, Daniel, Tatiana,
Gilberto, Fabian, Claudia, Jorge, Carollna, Daniela, vocés

proporcionaram descobertas fundamentais.

" N3o importa o que foi feito do homem, mas

o que ele faz do que dele foi felito

Jean Paul Sartre



INDICE

Resumo i
Abstract it
Simbolos | iid
Lista de Figuras vi
Lista de Tabelas TX
1 Introducio 1
2 Materiais Compostos Laminados 3
2.1. Introdugcio a Materiais Compostos 3

2.2. Revisao Bibliografica

2.3. Motivac3Ao da Dissertacio _ 10
3 Fundamentos de Elasticidade 12
3.1. Introducéo 12
3.2. O Problema ElAstico Linear 13
3.3. Relagdo Constitutiva na Elasticidade Linear 14
3.4. Transformagc8es de TensAo e Deformagio ) 20
4 Formulacio Analitlca dos Modelos 21
4.1. Introdug¢do 21
4.2. Principio dos Trabalhos Virtuais 22



4. 3. Equac¢8es Genéricas de Elementos Flnitos

4.4. Modelos Sé6lidos Ortotrépicos

4.

S

4.

I

I.

L

Os Elementos Finitos Desenuvolvidos
Geometria dos Elementos

Deslocamentos e Deformagcdes Elementares
Matriz de Rigidez Elementar

Vetor Carregamento Elementar

5 CAlculo de Tensodes

5.1.

5.2.

5.3.

5.4.
5.4.I.
5 .4.2.
5 4.3

Introdu¢io
CAalculo de Tensdes Através da Relagio Constitutiva
Integracio das Equa¢des Diferenciais de Equilibrio

Suaviza¢c8o do Campo de Tensdes

Descontinuidade no Campo de Tensdes

Suavizacdo de Fungles por Minimos Quadrados

Formula¢cdo de Minimos Quadrados para Elemen-—

tos Finitos

6 Resultados, Comparactes e Analises

6.1. Introducao

6.2. Placa Isotrépica

6.2, 1.

6.2 2.

Placa Isotrdépica Simplesmente Apoiada

Placa Isotrépica Engastada

6.3. Placa Ortotrépica

Placa Laminada

Compara¢io Entre o Elemento SL-64 e um elemento misto

7 Conclusdes e Sugestdes

Apéndice A Relacdes Para Transformacio de Tensdo e

Deformaciao

25
32
32
33
34
37
39

41

41
42
43
45
45
47

48

52

52
53
55
59
61
69
79

80

82



Apéndice B Func¢des de Interpolacio

B.1. Construcio das Fun¢des de Interpolag3io
B.2. Polindomios de Lagrange

B.3. Elementos SL-18, SL-27 e SL-36

B.4. Elementos SL-32, SL-48 e SL-64

Bibliografia

85

85
87
87
89

o3



ResumMo

Modelos de elementos flnltos sélidos ortotrépicos s3Ao
formulados e aplicados & analise de placas espessas.

Seis elementos sélidos isoparamétricos s3o deéenvolvidos a
partir do método de deslocamentos, diferindo entre si quanto a
ordem de suas fungdes de interpolagio. O0s elementos possuem
fungdes de interpolagdo quadraticas ou cibicas no plano e
lineares, quadraticas ou cibicas na espessura.

Os modelos s3o aplicados A analise estAtica de placas
isotrépicas, ortotrépicas e laminadas, os resultados sendo
comparados com solugdes analfticas da teoria da elsticidade.

As tensdes sao calculadas diretamente da relacao
constitutiva ou através da integragcio das equa¢des diferenciais
de equilibrio. Na suavizag83o global do campo de tens8es é

utilizada a técnica de diferencas finitas.
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ABSTRACT

In this work, orthotropic solid finite elements are
formulated and applied to the analysis of thick plates.

Six solid isoparametric elements based on the displacement
method are proposed with elements differing on the order of
their int,erpolat,ic‘)n' functions which are quadratic or cubic on
the plane and linear, quadratic or cubic through the thickness.

The models are applied to the static analysis of isotropic,
orthotropic and laminated thick plates. The results are
compared with analytical solutions available in the theory of
elasticity.

The stresses are determined directly from the constitutive
relations or by integration of the equilibrium differencial
equations. The finite difference technique is used in the

smoothing of the global stress field.
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1 INTRODUCAO

Diversos modelos de elementos finitos tém sido propostos
visando a analise de tensdes em materiais compostos laminados.
Estes elementos s&oc dos tipos hibridos, mistos ou, em grande
parte, baseados em campos de deslocamentos de ordem superior.
Esta dissertacio compreende a formulagio e avaliagido de modelos
de elementos finitos sdélidos ortotrdépicos isoparamétricos basea-
dos no modelo de deslocamentos, sendo aplicados A andalise de
placas espessas e semi-espessas.

No capitulo 2 é apresentada a revis3do bibliografica sobre
modelos de elementos finitos desenvolvidos para a analise de ma-
teriais compostos. A partir das caracteristicas destes elementos
define-se a area de trabalho: analise de placas laminadas espes-
sas e semi-espessas por modelos de elementos finitos sdélidos.

Os conceitos de elasticidade importantes para a for.mulacﬁo
dos element;os e compreensio fisica dos problemas a serem anali-
sados s3io apresentados no capitulo 3, onde define-se fisicamente
o problema elastico linear para em seguida apresentar-se a
relacido constitutiva do material.

A formulag3o analitica dos modelos sélidos é desenvolvida
no capitulo 4. Partindo-se do principio dos trabalhos virtuais
deduz-se as equagdes genéricas de elementos finitos, a partir
das quais obtém-se as equagdes particularizadas para os modelos
de elementos finitos propostos. Chega-se, assim, a2 matriz de ri-
gidez e ao vetor carregamento dos modelos.

No capitulo 5 s3o apresentados os procediment,os. para o

calcule de tensdes: diretamente da relagcio constitutiva ou atra-
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vés da Integragio das equagdes diferencialis de  equilibrio.
Conclui~se o capitulo apresentando a técnica de suavizag3o glo-
bal de tensdes por minimos quadrados.

Os modelos de elementos finitos propost,os s3o finalmente
avallados no capitulo 6, onde s3o apresentados os resultados pa-
ra diversas aplicag8es . S30 analisadas placas isotrépicas, or-
totrépicas e laminadas, todas elas espessas e seml-espessas, os
resultados sendo apresentados sob a forma de curvas de
convergéncias.

No capitulo 7 s3o apresentadas as conclus8es acerca dos re-

sultados obtidos e sugest8es de outros trabalhos.



2 MaTeErRials CoMPOSTOS LAMINADOS

2.1. Introdu¢cao a Materials Compostos

Os materiais compostos s3o obtidos a partir da combinac3o
de dois ou mais materiais em escala macroscépica. Uma de suas
grandes vantagens consiste em se obter um material que reune as
melhores caracteristicas dos materias originais e, em muitos ca-
sos, qualidades que nenhum deles possui.

As estruturas construidas com estes materiais s3o t3o re-
sistentes quanto as metalicas mas, por apresentarem elevada re-
lagio resisténcla-peso, s3c bem mais leves. Além disso, apresen-
tam elevada resisté&ncia a fadiga, ao desgaste e A corros3io, re-
sultando num material com vasto potencial de utilizac3o.

Os materials compostos podem ser classificados, basicamen-
te, em compostos fibrosos, laminados e particulados. Os compos-
tos fibrosos consistem em fibras de certo material imersas numa
matriz de outro material. Os compostos laminados s3oco fabricados
através da superposicdo de camadas de varios materials, enquanto
08 compostos particulados consistem em particulas de um ou mais
materiais imersas numa matriz de um outro material.

Este trabalho se detém ao estudo de materiais compostos fi-
brosos laminados, formados por laminas de materiais compostos
fibrosos unidas através de técnicas de lamina¢g3o. Cada 1amina &
formada por fibras unidirecionais imersas numa matriz. A este
conjunto de laminas justapostas e coladas entre si, passaremos a
denominar simplesmente de material composto laminado.

Os primeiros periédicos sobre materiais compostos laminados

surgiram no inicio dos anos sessenta. Desde ent3o, inlimeros tra-
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n
balhos tedéricos e experimentais foram publicados. Através dos
resultados experimentais constatou-se o comportamento mecanico
destes materiais, fundamentando o desenvolvimento de modelos ma-

tematicos que fossem capazes de descrevé-lo.

2.2. Revis3io Bibliografica

Na indistria moderna ja é significativo o emprego de mate-
riais compostos em componentes estruturais. Com a crescente com-
plexidade das aplica¢bes, surge a necessidade de métodos de
analise capazes de prever, com sSeguran¢a, o comportamento
mecanico destas estruturas. Uma Aarea critica, por exemplo, con-
siste na analise de falhas em laminados, onde as . distribui¢8es
de tensdes devem ser determinadas com precis3o.

Os métodos de analise de tens8es em materiais compostos s3o
recentes, e suas aplicag8es quase sempre limitadas ao estudo de
placas e cascas.

Até o final dos anos setenta a anilise de placas compostas
consistia, basicamente, no emprego da Teoria Classica da
Laminagcio ou teorias de cisalhamento de primeira ordem.

A Teoria Classica da Laminagio admite as hipdteses de
Kirchhoff na anilise de uma placa. A normal a superficie média
indeformada é suposta permanecer indeformada e normal A
superficie média da placa deformada. Nas teorias de cisalhamento
de primeira ordem, como os t.rabalhos de Whitney 19725,
Medwadowski <1958> e Yang et allt (19665, relaxa-se a hipdtese
de perpendicularidade entre a normal e a superficie deformadas.

Estas teorias sio, contudo, bastante limitadas na analise
de placas laminadas. As restri¢cdes s3o tanto maiores quanto mais
elevada for a relagao Ei/E2 entre o0s médulos de elasticidade
longitudinais e quanto mais baixa for a razido L/h entre o com-
primento e a espessura da placa. Nestes casos, o efeito do cisa-
lhamento transversal é muito mais pronunciado que erﬁ estruturas
isotrépicas semelhantes e as teorias acima s3io ent3io incapazes
de modelar o empenameﬁto da se¢io transversal, ou seja, a dis-
torcao da normal deformada.

Em aplicag8es criticas, a modelagem do efeito do cisalha-

mento exige o emprego de teorias que incorporem a possibilidade
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da normal se distorcer. Diversas abordagens podem ser utilizadas
no estudo do problema. Uma delas consiste na solugdo das
equagdes da elasticidade tridimensional para o problema propos-
to. Trabalhos como os de Pagano (1969 e 1970) e Pagano &
Hatfield <1972)> apresentam solugdes exatas para alguns problemas
de flex3o0 em placas laminadas. As aplica¢des praticas, entre-
' tanto, envolvem geometrias, condi¢g8es de contorno e carregamen-
tos complexos, inviabilizando a solugdo das equagSes da elasti-
cidade, levando-se entdo ao emprego de métodos aproximados no
estudo do efeito do cisalhamento em placas laminadas.

As teorias simplificadas empregadas na analise de placas
laminadas podem ser divididas em duas "grandes categorias: teo-
rias de ordem superior e teorias de camadas discretas.

Nas teorias de ordem superior, a placa é considerada uma
estrutura que possui uma Unica camada anisotrépica. Na obtencio
das equag8es da elasticidade, as tensd8es e/ou deslocamentos s3o
aproximados por expansSes nAo lineares ao longo da espessura.
Esta abordagem é utilizada, por exemplo, por Reissner 1975 e
19853, Lo et alli (1977a, 1977b e 1978)> e Reddy (1984).

Nas teorias de camadas discretas, a placa é considerada um
conjunto de laminas superpostas. As tens8es e/ou deslocamentos
s30 interpolados ao longo da espessura da placa através de
fun¢gdes continuas por partes . Os trabalhos de D! Scluva 1987
e Toledano & Murakami <1987)> s3o exemplos desta metodologia.

Embora as teorias bidimensionais constituam simplificac8es
da teoria da elasticidade, suas solu¢gdes analiticas para as
aplicagc8es praticas s3o quase sempre de dificil obten¢3o. Surge,
entio, a necessidade de utilizarmos métodos numéricos na solugdo
destas equagdes. O método de elementos finitos é hoje o mais de-
senvolvido na anilise de materiais laminados.

Diversos elementos finitos tém sido desenvolvidos para a
anilise de placas laminadas. As formulagBes possuem
caracteristicas peculiares e, como resultado, os comportamentos
dos elementos s30 também distintos. Alguns dos elementos finitos
desenvolvidos nos dltimos anos para a analise de placas lamina-
das serdo agora analisados. |

Barker et alli 1972> formularam um elemento sélido
ortotrdépico isoparamétrico de 24 nés, com fun¢des de

interpolagio cibicas no plano e lineares na espessura do elemen-



to. O artigo analisa placas espessas e semi-espessas com E)X/Ey =
25 0Os resultados s3oco comparados com solugdes exatas, mostrando-
se bons tanto para as tensfes de membrana quanto para as tans-
versais.

Noor & Mathers 977> abordaram dois aspectos da anilise
por elementos finitos de placas simetricamente laminadas. Inici-
almente, s3ao apresentadas técnicas de exploracio de simetrias
visando a redug¢io do custo computacional da analise. Em segui-
da, estudam o efeito da anisotropia e da deformacio cisalhante
na precisido e taxa de convergéncia de cinco elementos finitos
bidimensionais. Os resultados mostram que os elementos de ordem
superior sio menos sensiveis a estes efeitos.

Kant et «alli 1982> desenvolveram um elemento finito isopa-
ramétrico de ordem superior para a anilise de placas isotrépicas
finas e espessas. Como nestas aplicagdes nao ha acoplamento en-
tre flex3c e extensdo , o0s autores utlizaram uma simplificac¢ao
do campo de deslocamentos proposto por Lo et «lli, sendo empre-
gadas apenas as parcelas de flex3c. A formulagio possibilita o
emprego de elementos de classe Co, sendo aplicada A andlise de
placas isoﬂrépicas finas e espessas.

Posteriormente, Pandya & Kant, {1988a> extenderam o trabalho
anterior a placas ortotrdépicas. Persistindo o desacoplamento en-
tre flex8o0 e extensio, o mesmo campo de deslocamentos foi utili-
zado, sendo o elemento tembém de classe c’.

Em seguida, Pandya & Kant {1988b)> desenvolveram um elemento
para a analise de placas simetricamente laminadas. Como o desa-
coplamento entre flex3o e extens3o ainda persistia naquela apli-
cagido, o mesmo campo de deslocamentos foi utilizado. Nesta for-
mulac3do, tensio e deformagio transversais normais nao foram des-
prezadas

Kant & Pandya 1988)> desenvolveram um elemento lagrangeano
de 9 nés a partir de um campo de deslocamentos de ordem superi-
or. A condicido de tensdes transversais cisalhantes nulas na su-
perficie da placa & imposta jA na formulagBo. As tens8es trans-
versais sao calculadas por integracao das equagbes de
equilibrio. 0Os resultados s3io comparados com solugSes de outros
elementos, solug8es simplificadas e solugdes da elasticidade,
mostrando-se bons tanto para tensdes de membrana quanto para

tensdes transversais.
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Engblom & Ochoa <1985) formularam um elemento finito cujos
deslocamentos de membrana s3o interpolados quadraticamente na
espessura e o deslocamento transversal é suposto constante na
espessura da placa. As tens8es transversais s3o calculadas inte-
grando-se as equagldes diferenciais de equilibrio. 0Os resultados
sAo comparados com solugdes da elasticidade. A formulacio mos-
tra-se superior a teoria classica da laminac¢3o.

Phan & Reddy 1985> desenvolveram um elemento finito a par-
" tir da teoria proposta por Reddy (1984>. 0Os deslocamentos de
membrana s3o0 interpolados cubicamente e o deslocamento transver-
sal é considerado constante ao longo da espessura da placa. Esta
formulacdo fornece uma distribui¢gio quadritica para as tensdes
cisalhantes transversais na espessura da placa, cém valores
nulos em suas superficies inferior e superior. O elemento apre-
senta, contudo, ‘caracteristicas indese javeis: sua formulagao
utiliza, implicitamente, uma relacio constitutiva parcial, em
que a relagio entre o campo de tens8es e o campo de deformac¢des
em cada la3mina n3o envolve todos os seis componentes de tens3o
em fungi0 dos seis componentes de deformagdo, o estado de
tens8es sendo considerado plano em cada 13amina; além disso, a
formulag3o contém derivadas de segunda ordem no funcional da
energia potencial total, levando ao emprego das ineficientes
fun¢gdes de interpolagio de classe ct.

Kwon & Akin {1987>, partindo de um campo de deslocamentos
de ordem superior, desenvolveram um elemento misto para a
analise de placas finas e espessas. A formulagio assegura uma
distribuicdo quadratica para as tensf8es cisalhantes transversais
ao longo da espessura, com valores nulos nas superficies supe-
rior e inferior. O artigo limita-se a apresentar resultados para
o deslocamento transversal.

Chaudhuri & Seide 1987) desenvolveram um elemento triangu-
lar de classe C° para a analise de placas espessas arbitraria-
mente laminadas. Na formulagfo, o deslocamento transversal é
constante na espessura do laminado, enquanto  os deslocamentos de
membrana variam linearmente na espessura de cada 1amina. Como
resultado, o nimero de graus de liberdade em cada né do elemento
depende do nuimero de laminas do laminado. O artigo apresenta re-
sultados para deslocamentos de membrana de uma placa espessa

semi-infinita, mostrando-se superiores tanto aos fornecidos pela
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teoria clasica da laminagdo quanto pela teoria de Whlthey &
Pagano <1970>. Nao sao fornecidos, contudo, resultados para as
tensdes cisalhantes transversais.

Posteriormente, Chaudhuri <(1986> propés uma formulacic se-
melhante A anterior, as tensdes cisalhantes transversais sendo
calculadas por integracio das equagdes diferenciais de
equilibrio. Os resultados s&c comparados com solugdes da elasti-
cidade, sendo muito boa a concordancia. O autor adverte, contu-
do, que em placas laminadas assimétricas o sucesso do método
empregado é incerto. Visando superar esta deficiéncia, Chaudhuri
& Seide 987> desenvolveram um elemento semi-analitico para a
analise de placas anisotrdpicas arbitrariamente laminadas. Os
resultados sio comparados com solugSes da elasticidade para
casos de placas laminadas espessas arbitrariamente laminadas,
sendo bons os resultados apresentados pelo modelo.

Owen & Li (1987)> desenvolveram um modelo local empregando
uma técnica de subestruturagfo . Os resultados s3o fornecidos
apenas para placas simetricamente laminadas.

Di Sciuva (1985> desenvolveu um elemento com deslocamentos
de membrana variando linearmente ao longo da espessura de cada
lamina. A formulagio utiliza fun¢des de interpolagio de classe
¢! e uma relagido constitutiva parcial, apresentando, portanto,
limitacbes semelhantes as do modelo proposto por Phan & Reddy
1985>. Posteriormente, o autor (Di Sciuva, 1986> comparou o©s
resultados deste elemenf,o com os de outros formulados a partir
da teoria de Whitney & Pagano 1970>. As tens8es cisalhantes
transversais nao s3o analisadas em nenhum destes artigos.

Os elementos finitos até agora apresentados foram formula-'
dos a partir do modelo de deslocamentos, sendo utilizado o prin-
cipio da energia potencial total. Outros modelos, como os
hibridos, tém sido desenvolvidos.

Os modelos de elementos finitos hibridos tém sido propostos
com o objetivo de descrever com maior precisiio o efeito do cisa-
lhamento transversal em = placas laminadas. Nestas formulagdes,
propde-se um campo de deslocamentos compativel no contorno do
elemento e, independentemente, um campo de tens8es em seu
dominio que satisfagca exatamente as equa¢des diferenciais de
equilibrio homogéneas.

Mau et alli 1972> desenvolveram um elemento hibrido qua-
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drilateral para a analise de placas espessas multilamlnadas. A
tensdo normal transversal é admitida nula. S3o0 apresentados re-
sultados para placas simetricamente laminadas, sendo &tima a
concordancia com a solugdo da elasticidade. Entretanto, consta-
ta-se um desvio em relagdo A solugio exata para as tensdes cisa-
lhantes transversais nas regides interlaminares. Chaudhuri
(1986> sugere que este erro ocorre ‘provavelmente porque a con-
dicdo de contorno de tensioc normal nula nas bordas livres é
satisfeita apenas aproximadamente®.

Spilker et alli 1977> formularam um elemento hibrido cujo
nimero de graus de liberdade independe do nimero de 1laminas do
laminado. O elemento é comparado com um outro formulado segundo
a metodologia de Mau et alli 4972>, mostrando-se econdmico
quanto A memdria e tempo de processamento necessarios. Os resul-
tados apresentados para placas espessas e semi-espessas n3o s3o
satisfatérios.

Posteriormente, Spilker 980> propds um elemento hibrido
com interpolagdes ciubicas e quadraticas para os deslocamentos de
membrana e transversal, respectivamente, ao longo da éspessura
do elemento. Dado o elevado nimero de graus de liberdade envol-
vidos na formulagdo , o autor desenvolve o elemento para o caso
particular de um estado plano de deformag¢do, apresentando resul-
tados numéricos para a flex3o cilindrica de placas espessas. Os
resultados apresentam excelente concordancia com a solugio exa-
ta, mesmo para laminados espessos. Espera-se uma precis3co seme-
lthante quando a formulagi3o deste autor for estendida 2a analise
tridimensional de placas laminadas. Neste caso, contudo, o
nimero de graus de liberdade e parametros de tens3o cresceria com
o nimero de laminas,e a capacidade computacional podera ser um
fator limitante do nimero de laminas a serem analisadas.

Spilker e Engelmann d{1986> apresentaram, mais tarde, um
elemento finito hibrido para placas laminadas finas e semi-
espessas. O numero de graus de liberdade de deslocamento e
parametros de tensio independem do nimero de laminas do lamina-
do. O elemento possiu 8 nés, & invariante, de posto correto e
ni3o apresenta o fendmeno de "locking" quando aplicado a placas
finas. O artigo fornece resultados apenas para deslocamentos e
resultantes de momento.

Alguns elementos hibridos incorporam em suas formulagdes
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uma das seguintes hipéteses: tens3oc normal transversal nula ou
deslocament.o transversal constante ao longo da espessura do la-
minado. Acreditando que estas hipéteses s30 injustificaveis
diante do comportamento previsto pelas solugdes fornecidas pela
teoria da elasticidade, Liou & Sun {1987)> propuseram um elemento
finito hibrido isoparamétrico cuja formulacio n3Ao anula o compo-
nente o do tensor tensio. Alguns resultados s3io comparados com
solugbes da elasticidade, verificando-se grandes erros para as
tensdes cisalhantes transversais nas regides interlaminares.

Estes sio apenas alguns dos diversos modelos propostos para
a analise de placas laminadas, considerados os mais significati-
vos dentre os publicados nos periddicos disponiveis nas biblio-
tecas nacionais. Cada um destes modelos, ainda que tenha se mos-
trado simples ou ineficiente, representa uma contribuicio para a
compreensio do desempenho do método de elementos finitos quando
aplicado a analise de placas laminadas.

Apesar das inimeras pesquisas desenvolvidas, ainda é bas-
tante limitado o conhecimento nesta Area. A anisotropia do mate-
rial laminado exige formulagées mais sofisticadas que as empre-
gadas com sucesso ha analise de estruturas isotrépicas semelhan-
tes. Além disso, s30 poucas as solugdes exatas disponiveis, o
que dificulta a avaliagcio dos elementos em aplicacdes complexas.
Assim, esta Aarea se constitui num campo de pesquisa fértil, mui-

to podendo ser desenvolvido e descoberto.

2.3. Motivacao da Dissertaciao

O projeto de estruturas compostas envolve o estudo dos pro-
blemas de delaminacfo e fratura. A delaminag3oc consiste na rup-
tura da matriz por cisalhamento nas regides interlaminares e seu
estudo requer precisio no calculo das tensdes cisalhantes trans-
versais. A fratura ou ruptura da estrutura estia associada ao
crescimento de falhas existentes em seu interior e seu controle
exige uma descri¢io detalhada e precisa de todos os componentes
do tensor tensio. Assim, estudos de delaminagcio e fratura em ma-
teriais compostos requerem um método de andalise que seja capaz
de descrever com precisio o estado tridimensional de tensSes no

dominio da estrutura.
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Diversos trabalhos foram desenvolvidos visando a anialise de
tensSes em materiais compostos. A revisio bibliografica mostrou
que eles se classificam , basicamente, como trabalhos analiticos
ou numéricos. 0s resultados por eles apresentados indicam que a
analise de tens8es ¢é mais complexa em laminados criticos: aque-
les com pequeno numero de laminas, baixa raz3oc L-s/h e elevada
razao EX/E . Nestas aplicag8es, o efeito do cisalhamento trans-
versal mosgrou—se pronunciado, exigindo © emprego de modelos ca-
pazes de representar a distor¢io da normal

Contudo, s3ao limitadas e dispersas as informag¢des sobre o
comportamento de modelos numéricos aplicados a analise de lami-
nados criticos. E desta lacuna existente no conhecimento sobre
materiais compostos que surge a proposta e o desenvolvimento
deste trabalho, que detém-se, portanto, ao estudo de laminados
criticos.

Toma-se como tépico de trabalho a formulagio de elementos
finitos sdélidos visando a analise de placas laminadas espessas.
Por n3o conter simplificac8es da teoria da elasticidade, repre-
sentando t3o somente sua discretizacio, esta formulagio é capaz
de modelar a forte distorgio da normal, fornecendo, ainda, re-
sultados para todos o0s seis componentes do tensor tensio. Os
elementos sélidos podem ser, portanto, de grande utilidade no
estudo de delaminag¢io e fratura de materiais compostos.

Neste trabalho s3oc formulados seis elementos sélidos orto-
trépicos isoparamétricos. Os elementos diferem, basicamente,
quanto ao nuimero de nés, ou seja, quanto a ordem de suas func¢les
de interpolag¢3o: sao utilizados polinGmios de Lagrange
quadraticos ou cidbicos no plano e lineares, quadraticos ou
cuibicos na espessura do elemento. As tens8es cisalhantes trans-
versals s8o calculadas de duas formas distintas: diretamente da
relagdo constitutiva ou por integracdo das equagBes diferenciais
de equilibrio. Os resultados s3o0 entdo comparados com solugdes

exatas da teoria da elasticidade.
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3 FuNDAMENTOS DE ELASTICIDADE

3.1. Introducao

A Mecinica dos Sdélidos & uma Area do conhecimento que tem
por objetivo estudar o comportamento de sélidos deformaveis sob
acido de cargas externas. O comportamento mecinico é descrito,
fundamentalmente, através dos conceitos de deformagcio e tens3o.
As deformag8es nos informam acerca dos movimentos relativos en-
tre as particulas do corpo deformado, enquanto as tens8es deter-
minam como os esfor¢os se distribuem em seu interior.

A teoria que compde a Mecanica dos Sélidos aborda problemas
com pequenos ou grandes deslocamentos e materiais com diversas
relagBes constitutivas. Como este trabalho limita-se ao estudo
de materiais elasticos lineares submetidos a pequenos desloca-
mentos, a formulagido do problema serd descrita em termos da
Teoria da Elasticidade Linear, que constitui uma das A4reas .da
Mecanica dos Sdélidos.

Neste capitulo s3oc apresentados os conceitos fundamentais a
compreens3o fisica dos problemas a serem estudados e A
formulac80 analitica dos modelos de elementos finitos. E feita
uma compreensio fisica do problema elastico linear para em se-
guida ser discutida sua relagao constitutiva. Conclui-se o
capitulo apresentando os conceitos de transformacio de tensZo e

deformag3o.
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3.2. O Problema Elastico Linear

0Os modelos de elementos finitos propostos ser&o aplicados a
problemas situados no ambito da Teoria da Elasticidade Linear,
limitando-se, portanto, ao estudo de tensGes e deformaces em
corpos idealmente elasticos, com relagio constitutiva linear e
submetidos a pequenos deslocamentos.

Um material €& considerado idealmente elastico quando, remo-
vidas as cargas que lhe causaram deforma¢des, recupera totalmen-
te sua configura¢3o inicial. Este material deve ainda apresen-
tar, numa dada temperatura, uma relagio biunivoca entre tensdes
e deformacdes. Assim, para cada estado de tensdes existe um
Unico estado de deformagdes associado. Embora naoc existam, de
fato, materiais idealmente elasticos, muitos se aproximam deste
modelo quando as deformag8es sio suficientemente pequenas.

A relagido biunivoca entre tensSes e deformac8es permite ex-
cluir da teoria fenbmenos como fluéncia sob carregamento cons-
tante e relaxagio de tensio sob deformagio constante. Se, além
disso, as tensfes variarem linearmente com as deformag¢des, tere-
mos um material eldstico linear. Chega-se, assim, a .uma material
com relacio constitutiva simplificada, as tens8es sendo calcula-
das como uma combinagio linear das deformacgdes.

Os coeficientes da relagio constitutiva de um material
elastico linear sZo também denominados coeficientes eladsticos e
sfo determinados experimentalmente. Embora dependam da tempera-
tura, admite-se desprezavel esta dependéncia ou, entio, que as
variac8es de temperatura ser3oc suficientemente pequenas, de
forma que os coeficientes elasticos possam ser considerados
constantes durante a deforma¢io do corpo.

Embora se ja desprezada a variac3o dos coeficientes
elasticos com a temperatura, pode-se ser forg¢ado a considerar a
expansioc térmica do material, muitas vezes responsaivel por
deformag8es e/ou tens8es térmicas t3io grandes quanto as produzi-
das pelas cargas externas. Neste trabalho, entretanto, nZo s3o
considerados estes efeitos térmicos. Os problemas analisados no
envolvem, portanto, variagio de temperatura.

Convém explicitar, também, as hipdteses cinematicas que
simplificam a formulacio do problema elastico.

Admite-se que o0s gradientes dos deslocamentos ser3o peque-
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nos se comparados A unidade. Esta condigfio é mais rigida do que
simpiesmente requerer pequenas deforma¢des pois implica, também,
em pequenas rotagdes , excluindo, portanto, alguns casos de pe-
quenas deformagdes com grandes deslocamentos em estruturas es-
beltas. Com isso, os deslocamentos em um corpo finito ser3o
suficientemente pequenos <{se n3Ao considerarmos as parcelas de
translagio de corpo rigido, que podem ser removidas), e ent3o
nao havera distingdo entre as configuragdes deformada e indefor-
mada do corpo ao serem escritas as equagdes da elasticidade.

Feitas estas restricdes aos deslocamentos, pode-se descre-
ver o problema em termos do tensor de pequens deformagdes e do
tensor tensio de Cauchy.

As condi¢gBes acima apresentadas delimitam fisicamente o
problema eladstico linear. Sua completa formulagio mateméatica
inclui, além da relagdo constitutiva linear, equac8es diferen-
ciais de equilibrio, equa¢8es de compatibilidade para as defor-
mag8es e as condigdes de contorno do problema. Em seguida &

apresentada a relagio constitutiva para a elasticidade linear.

3.3. Relacdo Constitutiva na Elasticidade Linear

A relagdo constitutiva para a Elasticidade Linear, geral-
mente denominada lei de Hooke generalizada, é dada por nove
equagdes expressando cada componente do tensor tensi3o como uma

combinag¢3io linear dos componentes do tensor deformac3o,

o, = C £ , i,j,r,s = 1,3 . 3.1>

L) tirs rs

ij = tensor tensido de Cauchy

€., = tensor de deformagdes infinitesimais

As nove equagdes em (3.1 contém 81 constantes elasticas.
Entretanto, como o tensor tensio de Cauchy é simétrico, tem-se

que C ;.o Ciirs O tensor de pequenas deforma¢gd8es & também

simétrico nos i{indices mudos '"rs". N3o havera, portanto, perda de

generalidade ao se supor os coeficientes C simétricos também

= C

iirs
em "rs', quando entido C

Lirs ijer



Desta forma, as relagdes constitutivas s3o reduzidas a

apenas seis equa¢des independentes, cada qual contendo seis ter-

mos, num total de 36 constantes elasticas ao invés de 81. Estas

relagdes sao convenientemente representadas sob a forma
matricial,
[ o ] [ ¢ C C C C ¢ 1 [e 1
1 11 12 13 14 15 16 "1
o C C C C £
2 21 22 23 24 25 26 2
5 C:-u Csz 33 34 Css Cso €q
3.2>
o C C C C €
4 a1 42 43 44 45 40 4
o C C C C £
s 51 52 59 54 55 56 5
o C C C C €
s | o1 52 &3 G4 S5 66 | s |
Na expressdo acima utilizou-se uma nota¢So contraida para

0os componentes dos tensores tensio e deformagio , permitindo

obter relagSes mais compactas. A equivaléncia entre as duas no-

tacbes & apresentada na Tabela 3.1.

Tabela 3.1 Equivalé&ncia entre as nota¢des tensoriai e

contraida (Jones, 1975).

Tensdes Deformac¢cdes x
notacao notacio notag¢io notag¢io
tensorial contraida tensorial contraida

o (o4 [ £
11 1 11 1
o o € £
22 2 22 2
o o £ €
33 ) 33 3
o o Yy = 2€ £
12 4 12 12 4
o o Y = 2€ €
13 5 13 19 s
o o Yy = 2€ £
23 s 23 29 G

% Note que ¥ , com i1#j, representa a deformaco
LI

cisalhante de engenhartia.

As relag8es (3.2 mostram que se deve conhecer 36 constan-
tes elasticas para calcular as tens8es a partir das deformagdes.

O nuimero de coeficientes elasticos pode, contudo, ser reduzido

com base no conceito de energia de deformacg3o.
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Na teorla da elasticidade linear, a energia potencial
elistica armazenada por unidade de volume do corpo pode ser cal-
culada através de uma fungido denominada densidade de energia de

deformagio,

1
U= — 3.3>

C € €
af3 o 3

Esta funcdo & tal que as tensdes s3o calculadas a partir de

suas derivadas,

o = U . 3.4>

Das equagdes (3.3) e (3.4> obtém-se

au .
661 L oy = Lijej
3.5>

au
aez = O, = CZJ EJ'

Diferenciando parcialmente as equagdes (3.3), chega-se a

seguinte identidade:
°u d%u

» logo cC =¢C

[ — - A —
de 9I€ de ¢ 12 21
1 2 2 1

Calculos analogos mostrar3o que a matriz [Cl é simétrica.
Assim, um material anisotrépico linearmente el4stico possuira,
no maximo, 21 coeficientes elasticos, sua relag8oc constitutiva

sendo dada por
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f o ) [ C C C C C ¢ 1 [ e T
1 11 12 13 14 15 16 1
o C C C C C £
2 22 23 24 25 26 2
I = Css Cs4 Css 036 es
(3.6>
o C C C £
4 44 45 46 4
s simétrica c55 Csa €5
o C £
| o | i ss | | o ]

Os coeficientes elasticos C..

ij Trelacionam os componentes

cartesianos dos tensores tensio e deformacgio num dado sistema
de coordenadas e, em geral, dependem da orientacio deste siste-
ma. Ha contudo, materiais cujos coeficientes elasticos s3c os
mesmos segundo sistemas de coordenadas simétricos com relagio a
certos planos particulares, denominados planos de sime,t,ria
elastica.

A existéncia de planos de simetria elidstica num dado mate-
rial implica em redugdo no seu nimero de coeficientes elasticos.
Em materiais que possuem um plano de simetria elastica, o numero
de coeficientes é reduzido de 21 para 13. Se o material possui
dois planos de simetria, consequentemente haversa simetria com
relagcido ao terceiro plano, estes trés planos sendo mutuamente
ortogonais. Neste caso, o material é denominado ortotrépico,
possuindo apenas 9 coeficientes elasticos.

Ha, ainda, materiais que possuem infinitos planos de sime-
tria: s3o os materiais isotrépicos, com apenas dois coeficientes
elasticos.

Os modelos de elementos finitos a serem formulados serio
aplicados 4 andlise de materiais compostos, dque possuem trés
planos de semetria material. Suas relagdes constitutivas s3o,

portanto, ortotrépicas, sendo dadas por:
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(o ] [ C C c 0 0 o | [ e ]
1 11 12 19 1
o C C 0 0 0 €
2 22 23 2
o, _ Caa 0 0 0 ea
- 3.7>
o C 0 0 £
4 44 4
e simétrica (’55 0 e5
o C E
L | ! ss | | ]
ou [lo]l = [C] [&]

As deformag¢des s3io obtidas invertendo-se a expressio (3.7),

e ] s s s 0 0 o | [ o ]
1 11 12 19 1
£ S S 0 0 0 o
2 22 23 2
23 - Sas 0 0 0 o,
3.8>
£ S 0 0 o
4 44 4
£5 simétrica S55 0 T
£ S o
| o | i ss | | o ]
ou [e]l = [S] (o]

Os coeficientes de rigidez na matriz [C]l] e os de flexibili-
dade na matriz [S] possuem significados fisicos relativamente
abstratos. No estudo de materiais ortotrépicos, estes coeficien-
tes s3io descritos em termos de constantes de engenharia, que s3o
generalizacSes dos médulos de elasticidade longitudinal, trans-
versal e do coeficiente de Poisson. Estas novas constantes pos-
suem um claro significado fisico e podem ser obtidas em ensaios
de tragdo e de cisalhamento puros.

Para um material ortotréplco, a matriz de flexibilidade &

dada, em termos das constantes de engenharia, por:



- _ _ -
1 21 91
E E E 0 0 0
1 2 3
- - v
12 1 82
5 5 B 0 0 0
1 2 9
- v13 - 23 1
[S] = S EZ —E—; 0 0 0
t €3.9>
1
(4] 0 0 G2 0 0
1
0 0 0 0 Gia 0
0 0 0 0 0 1
L G223
|

E,E e E:3 = médulos de elasticidade longitudinais segundo

as dire¢des materiais principais ;

e G g = médulos de elasticidade transversais segundo

os planos 1-2, 1-3, e 2-3 ;
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Como as matrizes ([C]l e [S] s3c mutuamente inversas, s3o

obtidas as seguintes relag8es indiretas entre os coeficientes

C. .

ij € as constantes de engenharia:

S -8 s
13 23 12 93

. 22 33 23
('11 = S C12 S

99 11 Sia 12829_ S19322
('22 = S Cxa S

s . &2 s s _s s €3.10>

c _ 11 22 12 c = 1213 2311 :
33 S 23 S
.1 1 1
(“44 -8 c55 = S Ccscs = S

44 55 &6
S=85 s s -5s -5 s -s s +2s

S S
11 22 93 11 23 22 13 99 12 12 13 23
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3.4. Transformagdes de Tensio e Deformacgio

Na se¢io anterior, tensdes e deforma¢des foram definidas em
relacido a um sistema de coordenadas alinhado com as dire¢des
materiais principais de uma 1lamina. Neste caso, as matrizes I[C]
e [S] 330 calculadas diretamente a partir das constantes de

engenharia.

HA ocasiB8es, entretanto, em que é de interesse determinar o
campo de tensdes segundo um sistema de coordenadas ortogonais
arbitrariamente orientado. £ o que ocorre, por exemplo, em mode-
los de elementos finitos para a andlise de placas ou cascas
laminadas, quando se conhece a matriz dos coeficientes elasticos
segundo um sistema local e deseja-se transforma-la para um sis-
tema global de coordenadas.

Como tensio, deforma¢io e relagio constitutiva s3Zo grande-
zas tensoriais, seus componentes num dado sistema de coordenadas
podem ser transfomados para um sistema de coordenadas
arbitrario. As express8es para a transforma¢lo, apresentadas no
Apéndice A, s30 obtidas a partir da defini¢gioc de deformagio e do
conceito de relacio constitutiva <(Cook,1981).

Conhecidos o0s estados de tensioco e doforma¢ioco no sistema
global de coordenadas (x,y,Z), o0s componentes destes tensores

num sistema local (Q,;,E) serdo dados por:
<€) = [T_1 <€ 311>

©> = IT_1 <o> 312>

A matriz dos coeficientes elasticos no sistema global pode

ser calculada a partir de sua correspondente no sistema local,

(C1 = [T 1' IC) IT ] . (313>
£ £ .



21

4 FORMULACAO ANAL(TICA DOS MODELOS

4.1, Introducio

A solugido de um problema de analise de tens8es exige, além
de Qma teoria que represente matematicamente o modelo fisico, um
método de solugdo das equagdes que descrevem o problema. O pro-
cedimento de solugido tanto pode ser analitico quanto numérico.

Dentre os métodos numéricos disponiveis, o método de ele-
mentos finitos se constitui, hoje, numa das principais técnicas
de solugio de problemas da Mecanica dos Sélidos.

Este método consiste, basicamente, na discretizacio do
dominio global, o qual & dividido em subdominios menores que,
reunidos, representario o dominio do problema que se deseja ana-
lisar. Com a discretiza¢io, o problema, que inicialmente possula
infinitos graus de liberdade, passa a ser descrito em termos de
um ndmero finito de graus de liberdade. O desenvolvimento deste
método fundamenta-se no principio dos trabalhos virtuais.

O principio dos trabalhos virtuais sera apresentado e em
seguida sio deduzidas as equagBes genéricas de elementos fini-
tos. Posteriormente, as equagdes de um modelo particular s3o
obtidas a partir das equa¢l8es genéricas.

Conclui-se o capitulo apresentando o calculo da mgtriz de
rigidez e do vetor carregamento dos modelos de elementos finitos
sélidos propostos. Destas matrizes chega-se ao sistema global de
equagles, cujas incégnitas s3io o0s graus de liberdade do modelo
discretizado, a partir dos quais obtem-se uma solug¢3o aproximada

do problema.
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4.2. Principio dos Trabalhos Virtuais

HA, na matematica, uma Area denominada cdlculo variacional
que se ocupa com as propriedades estacionarias dos funcionais,
que s3o0 fungdes que tém outras fungdes como argumentos. Este
ramo da matematica tem por objetivo determinar, dentre todas as
fungdes possiveis, aquela que torna certo funcional
estacionario. ‘

O calculo variacional tem encontrado ampla aplicagdo na
fisica matematica. Isto se deve ao fato de que sio varios os
problemas cujas equagdes que os descrevem sio obtidas das
condigcBes de extremo de um funcional. Na Mecanica dos Sélidos,
por exemplo, as equagSes diferenciais da elasticidade podem ser
obtidas da extremlzagio de funcionais como o da energia poten-
cial total, o da energia complementar total e seus derivados.

O emprego dos métodos varlacionals requer, portanto, a
existéncia de um funcional cuja condi¢ido de extremo nos forneca
as equa¢8es diferenciais que regem o problema em estudo. Em mui-
tos problemas o funcional é de dificil obten¢gido , em outros é
inexistente.

Na mecanica dos Sélidos, foi o surgimento do principio dos
trabalhos virtuaits que possibilitou a obtengio de funcionais e,
portanto, o desenvolvimento dos principios varlacionals, hoje
extensivamente utilizados em conjunto com o método de elementos
finitos na solugdo aproximada de problemas do continuum.

As equagdes de elementos finitos para modelos de desloca-
mentos podem ser obtidas diretemente da extremlzagio do funcio-
nal da energia potencial total, que deriva do principio dos
trabalhos virtuais. Entretanto, a compreens3o fisica do método
variacional exige a compreensio dos conceitos envolvidos na for-
mulacio do principio dos trabathos virtuais (PTV).

O PTV pressupde a existéncia de um corpo deformavel em
equilibrio sob a ag¢ico de um carregamento externo e sob c_ondic&'es
de contorno conhecidas. Sua formulagcio envolve dois conceitos
bisicos: o de campo de tensdes estaticamente admissivel e o de
campo de deslocamentos virtuais cinematicamente admissivel.

Um campo de tens8es é estaticamente admissivel quando
satisfaz as equa¢gdes diferenciais de equilibrio no interior do

corpo e as condi¢cBes de contorno de tensio em sua superficie.
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Este campo de tensdes nio precisa ser o campo real de tensdes
existente no corpo deformado. Afinal, a distribuicio de tensdes
num corpo nioc é completamente determinada pelas condi¢des de
equilibrio e condi¢des de contorno de tensio, mas depende também
da relacio constitutiva do material. Assim, normalmente ha mais
de um campo de tensdes estaticamente admissivel, todoé satisfa-
zendo os requisitos de equilibrio.

Os deslocamentos virtuais, por sua vez, s3o deslocamentos
infinitesimais hipotéticos e cinematicamente admissiveis. Um
campo de deslocamentos - é cinematicamente admissivel quando
satisfaz as condi¢des de contorno de deslocamento e é de classe
C!' no interior do corpo. Portanto, os deslocamentos virtuais,
aplicados ao corpo a partir de sua configuragido de equilibrio,
devem ser nulos nas superficies onde o0s deslocamentos reais
forem prescritos.

Estes campos de tens8es e de deslocamentos fisicamente
virtuais s3o wutilizados no calculo de um trabalho virtual de
deformagio a partir da configuragio de equilibrio. Admitindo que
durante a aplicagio dos deslocamentos virtuais as cargas exter-
nas permanecem inalteradas, o trabalho virtual das forg¢as
externas (for¢as de corpo e de contato> é dado por (Malvern,

1969>
SWour = f t by dds + f b, (Su; >dV i 41>
s \%

Escrevendoc os componentes do vetor carregamento superficial
em termos dos componentes de tensio e do vetor normal a
superficie, pode-se, através do teorema de Green, transformar a
integral de superficie da equagdo (4.1> numa integral de volume.

Obtém-se, como resultado,

SWeyy = J [ o, Su,j + Coypj + £O8y; ]dV R 3
v

Como o campo de tensdes satisfaz as equagBes diferenciais
de equilibrio no interior do corpo, o termo entre parénteses se

anula, resultando



SW, o = J Coyj Su,p> dv . 4.3>
\
Considerando que o tensor tens8o & simétrico e que o3 des-

locamentos virtuais s3oc infinitesimals, da equacdo 4.3> chega-

sSe a

éwexF‘J Co; 6g;PdV, 4.4>
A%

onde &g, € um componente de deformagio associado ao campo de

deslocamentos virtual &Su. O lado direito da equagio representa o

trabalho interno.

Da equag¢io (4.4> podemos fazer a seguinte afirmacio:

Se o campo de tensdes é estaticamente admisstvel, entdo o
trabalho das forg¢as externas durante um deslocamento virtual
cinematicamente admissivel (a partir da configurag¢do de

equilibriod é dado por

SW,,, = J Coyj S&.> dV : 4.4>
v

Pode-se, ainda, demonstrar a afirmacio inversa (Malvern,
1969):

Se, para um certo campo de tenses o o trabalho das

jv

forcas externas é igual a f o.; 6g; dV  para qualquer campo de
. ' Vv

deslocamentos virtual cinematicamente admissivel, entdo o campo

de tensdes é estaticamente admissivel.

As duas afirmativas acima formam o principio dos trabalhos

virtuais, que pode ser enunciado na seguinte forma:

Durante um deslocamento virtual cinematicamente admissivel
tomado a partir Jda configura¢do de equilibrio, o trabalho

virtual das for¢as externas & igual a J o iy av se e

somente se o campo de tensdes for estaticamente admissivel.
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A importancia deste principio deve-se ao fato de continuar
valido em aplicagGes com relagdes constitutivas e deformagdes
quaisquer. De fato, os campos de tensdes e deslocamentos utili-
zados foram supostos independentes. Além disso, enquanto os des-
locamentos virtuais eram supostos infinitesimais, nenhuma res-
triciao foi feita quanto A grandeza dos deslocamentos ou
deforma¢8es reais.

Na Teoria da Elasticidade Linear, que limita-se a problemas
com pequenas deformacgdes e pequenas rotagdes s diversos
principios variacionais foram propostos tomando por base o PTV.
Nestes principios, as equag¢des diferenciais que governam um pro-
Blema elastico linear s3o obtidas da extremizac3o de um funcio-
nal descrito em termos de deslocamentos, tensdes, deformac¢des ou
uma combinacl3o destas variaveis.

Os modelos de elementos finitos propostos neste trabalho
sdo formulados a partir do método de deslocamentos. As equacSes
podem, ent3o, ser obtidas da extremizacio do funcional da ener-
gia potencial total. Entretanto, visando preservar o significado
fisico do método variacional, as equa¢des de elementos finitos

serio deduzidas diretamente do PTV.

4.3. Equagdes Genéricas de Elementos Finitos

O principio dos trabalhos wvirtuais pode ser utilizado com o
ob jetivo de calcular a resposta de um corpo a certo carregamen-
to. Partindo da ‘-expressdo matematica deste principio, pode-se
chegar a solugido de um problema de elasticidade linear.

Sera considerado o equilibrio de um corpo genérico, confor-
me representado na Figura 4.1, sob a a¢ido de forc¢as externas de
superficie S, de corpo fP e concentradas f©. Seus componentes,
segundo o sistema global de coordenadas (x,,x;,%X37, sSd0 repre-

sentados na forma matricial,

B s C.
fi f’. flL
oFy = 3 b S =5 b« o= {5 L owas
B s C;
3 f3 f3"



%
th

elemento

Figura 4.1 Corpo tridimensional genérico (Bathe, 1982, p.120>
Apdés a aplicagio das forgas de corpo, de superficie e con-
centradas, o corpo passa a configuragio de equilibrio. O campo
de deslocament.os é descrito pelo vetor
uy = u; u, uyd . <4.6>
As cargas externas deformam o corpo e induzem esforg¢os

internos. 0s campos de tensio e deformag¢3o no interior do sdélido

sido dados por

{oy = {o,, 0y, Tg3 Ty Ty Taa¥" 4.7>

&> = (e, €,, €35 Y43 Y43 Y237 4.8

A partir da configuraciao de equilibrio, pode-se impor ao

corpo um campo de deslocament,os virtual, descrito pelo vetor

Bur = {Su, Su, Suyd' , 4.9>

responsavel por deforma¢cd8es também virtuais dadas por

ey = (Se,, 6€,, 85€y5 Sy, Sy q S¥30" , 4.10>
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onde &g&;; = 1/72C Su;,j + Suji > e S8y, = 2 b¢;

Feitas estas defini¢c8es, pode-se agora recorrer A expressio

do PTV, segundo o qual

6W9xt = J (OL) 68")) adVv =) T é
v 411>

estaticamente admissivel

A partir das equagdes (45>, A7) e (410>, pode~-se rees-

crever (411> sob a forma matricial,

J A Su> ds + [ B (Suwy dv  +
s v
o 412>
T FY uy = o>t Ger av

L=

r

onde p €& o nuimero de pontos onde s3c aplicadas as forgas
concentradas.

A equagdo (4.12> expressa uma condi¢do de equilibrio dq
corpo deformado. Expressa, em sintese, a condi¢gido necessaria e
suficiente para que um campo de tensdes seja estaticamente
admissivel. Assim, o campo real de tensdes é apenas um dentre os
que a satisfazem.

Contudo, o PTV, sob a forma da equagdo (4.12>, é incapaz de
fornecer a solugdo para um problema de Mecanica dos Sélidos. De
fato, a completa formulagio de um problema exige consideragdes
acerca da relagdo constitutiva do material, condi¢des de contor-
no e compatibilidade dos deslocamentos. Devemos, portanto,
incluir estas condi¢gdes naquela equagio para que o PTV .passe - a
incorporar todos os requisitos envolvidos na analise de um pro-
blema de Mecanica dos Sélidos.

Como resultado, sera obtida uma equacio integral que repre-
senta as condi¢8es de equilibrio de um corpo. Descrita agora em
termos do campo de tensdes real, a equagio deve ser valida para

qualquer deslocamento virtual cinematicamente admissivel.
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Pode-se obter uma solugido aproximada para o problema, posto
socb a forma do PTV, recorrendo ao método de Rayleigh-Ritz. Em
sua forma convencional, este método consiste na aproximag3o da
solugao por fungdes, em geral polindmios, definidas no dominio
do corpo e descritas em termos de um nimero finito de coeficien-
tes ou graus de liberdade. Impondo ao corpo um  conjunto
especifico de deslocamentos virtuais, chega-se a um conjunto de
equagdes lineares cujas variaveis s3o o0s graus de liberdade uti-
lizados em sua modelagem.

Evidentemente, incorre-se em erros ao se aproximar uma
solugcio com infinitos graus de liberdade por uma solucio discre-
ta, com um numero finito de graus de liberdade. Contudo, a
solugdo obtida estaria tanto mais préxima da solugBo real quanto
maior for o nimero de graus de liberdade utilizados em sua mode-
lagem. O aumento no nimero de graus de liberdade do modelo dis-
cretizado pode dar-se com o emprego de fungdes de interpolagio
de diversas ordens dlineares, quadraticas, cubicas ou de ordens
mais elevadas), ficando o0s resultados vinculados ao grau da
funcio de interpolagfo utilizada. Isto se deve ao fato de que a
capacidade de um polinémio modelar determinado campo de desloca-

mentos es/ou tensdes aumenta com a elevagcd3o do grau deste

polindmio.
Entretanto, como normalmente se desconhece as
caracteristicas da solugdo de um problema genérico, fungdes

suficientemente complexas devem ser empregadas na aproximaciao da
solugio real. Em situag¢des praticas, contudo, esta técnica
torna-se inviavel

Convém, neste caso, utilizar o Método de Rayleigh-Ritz em
sua forma discretizada: o Método de Elementos Finitos. Solugdbes
mais simples s3oc aproximadas em sub-dominios t3o pequenos quanto
dese jados <(os elementos finitos) e posteriormente superpostas
para entio obtermos a solugdo em todo o dominio.

No método de elementos finitos, as variaveis envolyidas no
PTV s3o aproximadas por polinémios de baixa ordem, cujos coefi-
cientes s3Acu graus de liberdade definidos em pontos especificos
de seus contornos, os nds. Como resultado, o PTV se transforma
num somatdrio de integrais definidas em cada um dos elementos.
Assegurados os requisitos de compatibilidade de deslocamentos e

intruduzida a relacao constitutiva do material, a equacao
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(412>, agora em sua forma discretizada, fornece um sistema de
equagbes lineares em termos dos graus de liberdade nodais.
Introduzidas as c¢ondig8es de contorno do problema e resolvido o
sistema de equa¢c8es, o0s graus de liberdade sZo0o determinados,
podendo entio ser utilizados no calculo de deformagdes e
tensdes.

Seria abordado, agora, o procedimento para a obtencdo das
equacdoes de elementos finitos em um corpo tridimensional em
equilibrio, como representado na Figura 4.1. Inicialmente apre-
sentadas de forma genérica, as equag¢cles serio particularizadas
no item 4.4 conforme as caracteristicas dos elementos sélidos
propostos.

Para se chegar a expressio discretizada do PTV deve-se
admitir o corpo da Figura 4.1 como sendo formado pela montagem
de elementos finitos interconectados nos nés.

O campo de deslocamentos no dominio de cada elemento é
aproximado pela interpolagio dos graus de liberdade, que s3o
deslocamentos nodais. Descrito em termos de coordenadas naturais
definidas localmente no elemento, o campo de deslocamentos é

dado por

UeCE ML = [FCE,n, 0] (S , C4.13>

e o campo de deslocamentos virtual representado por

(BUCE L0 = [FE 021 5, , <4.14>

onde [F] é a matriz das fun¢gdes de interpolagio dos graus de
liberdade nodais.

Partindo do campo de deslocamentos elementar, dado pela
expressiao (413>, obtém-se, da relagdo deformagio-deslocamento,

o campo de deformagdes no interior do elemento,

E%CE L3> = [BCE,n,U>] (&5 ) T (4.15)

Analogamente, o campo de deformag¢des virtual é dado por

(BCE 0,0 2> = [BCE,M,[>1 <5, , 4.16>
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onde ([B®°] é a matriz que relaciona o campo elementar de desloca-
mentos ao vetor dos graus de liberdade de todo o dominio.
As tensdes estido associadas as deformagdes através da

relacio constitutiva,
{o®y = [C] (&) , _ 417>

que, juntamente com a relagcdo <4.15), fornece a distribuicio de

tensdes em termos dos graus de liberdade nodais:
{o®» = [C] (B(¥¢,9n,0>]1 (&> . 4.18>

Nas equa¢gdes (4.13) a <(4.18> os deslocamentos, deformacgdes
e tensdes elementares poderiam ter sido escritas em termos
-apenas dos graus de liberdade nodais do elemento. Contudo, o
emprego do vetor dos graus de liberdade do modelo permitira
escrever o PTV sob a forma de um sistema global de equa¢des . Do
contrario, ter-se-ia a equagio deste principio escrita como um
somat.ério de sistemas locais de equagSes que deveriam ser resol-
vidos simultaneamente.

As integrais da equagdo (412> podem, agora, ser desmembra-
das em integrais no volume e superficie dos elementos. Tem-se,

ent3o,

1= e
T [ ) <suey ase + [ < >t (Ssurdve +
(=] SQ VO

4.19>

p .
LoD Suy = § [ €o® 5e°rdv®
[~ ve

L=y

As integracfes em (419> sA&oco efetuadas no volume ou
superficie de cada elemento; por conveniéncia, pode-se utilizar
diferentes sistemas de coordenadas nos calculos. _

Substituindo as expressdes 4.14>, 416> e 4.18> na
equagao discretizada do PTV obtém-se como resultado a expressio

variacional



S, {;: [ tBI1' [C1 [B] dve } (&) =
(=] -2
v <4.20)

< e
S, { L[ F1t P> ave+p [ F 5 ) dse o+ <F°>}
(=4 ve e Se

onde {F%> é o vetor das forg¢as concentradas correspondentes aos
graus de liberdade nodais.
A equagcio (420> pode, ainda, ser escrita na seguinte

forma:

S5, { [K1 &> - «F> } = 0 » 4.21>

@

onde [K] = T f (B1'IC] [B]l dV°® = ¥ [K°] e
(=4 VB

{F> = (FB) + (FS)>*+ <F%» = ¥ >

e

A igualdade em <(4.21> deve ser verificada para qualquer
deslocamento virtual cinematicamente admissivel. Para isso,

deve-se ter
Kl (&> = (F) . C4.22>

Os deslocamentos nodais {6 n3o podem ser quaisquer, mas
devem satisfazer as condig¢bes de contorno de deslocamento.
Assim, o campo de deslocamentos do corpo é obtido da solugio do
sistema linear de equa¢Bes (4.22> respeitadas as condig8es
contorno do problema,

A matriz de rigidez [K] e o vetor carregamento {F). globais
incorporam as contribui¢cfes de todos os elementos. Na pratica,
contudo, calcula-se as parcelas associadas a cada elemento para
em seguida, respeitando suas conectividades, superpd-las. Como

resultado, sio obtidas as matrizes globais.
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4.4, Modelos Sdélidos Ortotrépicos

2.4.1. Os Elementos Finitos Desenvoluvidos

As equagdes de elementos finitos foram obtidas em sua forma
genérica. Conhecidas as caracteristicas de um elemento
especifico, as matrizes do sistema de equagdes podem ent3o ser
particularizadas.

A partir de caracteristicas como geometria do elemento,
niumero de nés, graus de liberdade nodais e func¢des de
interpolacido, pode-se desenvolver as express8es para o calculo
da matriz de rigidez e do vetor carregamento elementares.

Os modelos propostos neste trabalho constituem uma familia
de elementos sdélidos ortotropicos isoparamétricos que diferem,
basicamente, quanto ao nimero de nés e ordem das fun¢Ses de
interpolacido. Baseados no método de deslocamentos, os elementos
tém o campoe de deslocamentos aproximado pela interpolacio de
trés graus de liberdade <du,v e w> definidos em cada né. Na
interpolagcido dos graus de liberdade sio utilizadas fun¢gdes obti-
das a partir da combinagcio de polindmios de Lagrange de primei-
ro, segundo e terceiro graus.

A geometria quadrangular é descrita por interpolagio das
coordenadas nodais, sendo utilizadas as mesmas fun¢8es de inter-
polagcido empregadas na interpolacido dos graus de liberdade
nodais.

Os elementos da familia sic obtidos da combinagcio de nove
ou dezesseis néds no plano, com dois, trés ou quatro nés na
espessura do elemento. Tem-se, como resultado, seis modelos
cujas fungdes de interpolagcio seridao quadraticas ou cubicas nas
coordenadas locais ¢ e 7 e lineares, quadraticas ou ciudbicas na
coodenada local ¢ do elemento. As caracteristicas basicas de
cada um dos elementos da familia s&o apresentadas na Tabela 4.1.

Inicia-se a formulagido analitica dos modelos descrevendo a
geometria e o calculando o campo de deformagdes no dominio do
elemento. O campo de tensdes & obtido das deformagdes através da
relacao constitutiva do material, que é admitido ser
ortotrépico.

Descritos em termos de coordenadas naturals & ,n,(> e dos
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graus de liberdade nodais, os campos de tensSes e deformacgdes
s30 representados em forma matricial e posteriormente utilizados
na determinagcao da matriz de rigidez elementar.

A semelhan¢a entre os elementos da familia permite o desen-
volvimento de uma formulagio analitica genérica que pode facil-

mente particularizada para cada um dos seis modelos.

Tabela 4.1. Nimero de pontos de integracio dos elementos sélidos

Nimero de néds elemento pontos de integracao (§,0,0>
¢ e n 4 sélido matriz [K] vetor {(F>
2 SL-18 3x3x2 3x3
3 3 SL-27 3x3x3 3x3
4 SL-36 3x3x4 3x3
2 SL-32 4x4x2 4x4
4 3 SL-48 4x4x3 4x4
4 SL-64 4x4x4 4x4

4.4.2. Geometria dos Elementos

No método de elementos finitos, as derivadas e integrais,
embora avaliadas no sistema global de coordenadas (e ,%5,X%q2,
sdo calculadas, indiretamente, em termos das coordenadas natu-
rais &,n,0D.

A transformagio de derivadas e integrais, no sistema glo-
bal, em operagdes equivalentes no sistema natural de cordenadas
exige a determinag¢io da matriz jacobiana associada A
transformagio de coordenadas correspondeht,e: T 0> + (x,y,z).

A matriz jacobiana da transformaciio T contém as derivadas
naturais das coordenadas globais no dominio do elemento: Xi.’f R

X, com i=1,3. Conhecidas as coordenadas globais

» L2y »
tn g
nodais, pode-se interpola-las no dominio do elemento para, em

e X

seguida, serem calculadas suas derivadas naturais.

A partir das fungSes de interpolagdo apresentadas no



34

Apéndice B, as coordenadas globais interpoladas no dominio de um

elemento sio dadas por

X, = x; F; = {Fp'" (x>, com i=1,3 , 4.23>

1 1l

onde X;; = coordenada global do né j na direg¢o i.

As derivadas locais das coordenadas globais s3o0 obtidas

diferenciando-se as equag¢des (4.23),

x, = x F, = (F., > GO

M4 Ve vE

- L= (R, 0t .

X, . = xLj F; 0 L,n} (x> C4.24>
X, = x F. = (F., » OO

b4 gt VL

Através das equagdes (4.24)>, pode-se avaliar a matriz jaco-

biana num ponto genérico do elemento,

S ¢
J = X“-q Xz"fl 3y, 4.25>
Xi)c XZ,C Xa,z,,

2.4.3. Deslocamentos e Deformagdes Elementares

Nos modelos de deslocamentos, os graus de liberdade s3o
deslocament.os nodais que, interpolados, fornecem uma aproximaco
para os campos de deslocamentos e deformagdes no dominio de um
elemento. Como nossos elementos s3o isoparamétricos, utilizare-
mos as mesmas fungdes empregadas na interpolagio de suas geome-
trias. Obtém-se entdo, por interpolagio dos graus de liberdade

nodais, o campo de deslocamentos elementar,

u = u,; F; = {F ' &% » 4.26>
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onde u;; = deslocamento do né j na direg¢do i.
O campo de deslocamentos elementar pode ainda ser escrito

sob a forma matricial,

{u®> = [F®°] 69> <4.27>
(0] campo global de deformacgdes é obtido, conforme a
definicdo matematica de deformagcio, diferenciando-se o campo
global de deslocamentos,
£, = 172 (uL,_j +oup, g, uk,j), com 1i,j,k = 1,3, 4.28>

Como a formulacdo esta restrita a problemas com pequenos
deslocamentos, o0s termos n3o lineares da equagio ((4.28>, por
serem de ordem superior, podem ser desprezados. A relagcido defor-

magao-deslocamento linearizada é dada por

_ A ~ A
(-4
€l Uy ry
e
€., Uz,z
-4
. 33 Ya»3
{e®> = = 4.29>
e
Yo Ug,p + Uy,
-]
Yis Ug,53 + Uy,
(-4
L Uz,3 + Uy,;
L . L B
As derivadas globais dos deslocamentos s3o0 obtidas
aplicando-se a regra da cadeia As expressdes (4.26>. A
principio, tem-se que
uug uzrf “3-’8 "vt xz:{: xa’g Ugsg Uzsg Ugsy
u“”) uz,n ua,n = x"") xz,n x3’~q Uy, Uy,, Uy, | (4.305
ui’c Uzrc u3’( xu( xz?c Xa’f Ugsg Uzrg Ugsg

Multiplicando ambos o0s membros da equagido <(4.30> por o1t

obtém-se a express3io para as derivadas globais das componentes



de deslocamento,

Wysy  Uzsy
Uy, Uz,

Uy,3  Uz,g

Os componentes do tensor deformacgio podem

a partir das equag¢des (4.29> e (4.31):

22

33

12

Ug,y
Ug,2

Ug,3

Uz,

!
11

-1
21

~1
31

-1
21

-1

= (g1t

g §
12

-1
JZZ

-1
Jaz

-1
J22

~1

J12

ui’l’

u
12
n

1’(

u

-1
J13

-1

e §

-1

~4
13

36

uz,g Ua,g

Ua,, | 43D

UZ’C Ug,,

agora ser obtidos

K 4.32>
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B u”f ]
° = u,, +u = [ JF JL J2a
Yia 1°3 321 31 32 99 uu.,’
“u( ]
_ us, -
-1 -1 -1 £
L Jyy Jiz Jad “:—vn
| et
(4.32>
r UZ’E ]
-1 -1 -1
Yza = Upg + Uy, = [ Jgy Jy, Jg5 1 uz’77 +
uz’f_f
- ua, =
-1 -1 -1 £
[ Joy Jzz Jz3 1l ua»n
ua,t

onde J,, é o elemento ij da matriz 3
Nas equagdes <(4.32), as derivadas naturais dos deslocamen-
tos sAo calculadas a partir das express8es (4.26> ou (4.27).

Obtém-—se ent3o, destas trés equagdes, a relacao

deformacio-deslocament.o:

{e®y = [B®1 {(5°> R <4.33>
que descreve o campo elementar de deformagbes em termos dos
graus de liberdade do elemento. A equagdo (433> é fundamental

para o calculo da matriz de rigidez dos elementos, assunto este

a ser abordado no item seguinte.

4-4-4. Matriz de Rigidez Elementar

A partir do Principio dos Trabalhos Virtuais foram deduzi-

das, no item 4.3, as equa¢bes genéricas de elementos finitos,

K1 &> = (F> , 4.22>



38

onde a matriz de rigidez global [Kl e o vetor carregamento
global «F)> s3o obtidos somando-se as contribui¢cdes de cada um
dos elementos do dominio. Na pratica, entretanto, as matrizes de
rigidez elementares e o0s vetores carregamentos elementares sio
calculados e posteriormente superpostos.

Na dedug¢ido da equagido (4.22), tensdes e deformacdes no
dominio de um elemento foram descritas em termos dos graus de
liberdade do dominio {&). Chegou-se, contudo, a uma soma de for-

mas quadraticas, cada uma relativa a certo elemento, cujos valo~

res dependiam apenas dos graus de liberdade do respectivo
element.o. Assim, cada  uma  destas formas quadraticas globais
possuia uma equivalente de ordem inferior, escrita apenas em

termos dos graus de liberdade do elemento 8% e de uma matriz
de rigidez elementar [K°®)

Vé-se, portanto, que a equagldo global 4.22> pode ser
escrita em termos de equacSes elementares. E isto é o que, na
pratica, é feito. Calcula-se matrizes de rigidez e vetores
carregamentos elementares que, adequadamente superpostos, forne-
cem , respectivamente , a matriz [Kl e o vetor {F>

A parcela da matriz de rigidez global [Kl associada a certo
elemento pode ser obtida diretamente da matriz de rigidez
elementar [K®l. Para tanto, deve-se respeitar a conectividade ou
correspondéncia entre nds globais (do dominiod e locais d{do
elemento) para cada elemento. Analogamente a equagdo <(4.21), a

matriz de rigidez elementar é dada por

(K€} = J [B®}* [C] [B®} dV (4.34>
v

Embora o integrando da equag¢3o (4.34) seja escrito em ter-
mos das coordenadas naturais do elemento, a integral deve ser
calculada no sistema global de coordenadas. Deve-se, portanto,
proceder a uma transformac3o de coordenadas. Como resultado, a

integral acima sera dada por

(ke = [ [ [ [B°1 [C] [B°] |[det J| d{ d»n d¢ . €4.35)
I n{
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A integral da equagio (435 €& avaliada através do método
de integracido de  Gauss-Legendre. O nimero de pontos de
integracio necessarios A integragio numérica é fornecido na

Tabela 4.1 para cada um dos modelos de elementos finitos.

2.4.5. Vetor Carregamento Elementar

Nas equac8es genéricas de elementos finitos 4.22), o vetor
carregamento global «(F)> incorpora a contribuigio dos esforgos
externos aplicados em cada um dos elementos do dominio. Como a
matriz de rigidez global, ele sera determinado através da super-
posi¢do dos vetores elementares, calculados separadamente para
cada elemento.

Da discretizagcio do PTV chegou-se a seguinte expressio para

o vetor carregamento global,
F> = (FB + (F5) + F% . 4.21>

Neste trabalho desprezaremos o efeito das forg¢as de corpo.

Como resultado,
F> = {F5) + (F% 4.36>

0O vetor carregamentoc concentradeo, {F%, & obtidoe direta-
mente dos dados do problema, enquanto a parcela do carregamento

associada Aas cargas distribuidas, {F5), é dada por

FS) = | [ J IFe1 5% ase° ] : €4.37>
(-] Se
Na pratica, os vetores carregamento elementares serio
calculados,
Fs% = [ [ rer 5% dse] , <4.38>
Se

para entio, por superposi¢io , determinar-se o vetor global (F5).
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Na equacdo <(4.38> as forg¢as de superficie em um elemento

genérico podem ser interpoladas a partir dos valores nodais,

5 = §; F, (com i=1,3 e j=1,nned, (4.39>
ou ainda
5> = [S]1 F» . 4.40>
onde S.. = componente da for¢ga no né j segundo a direg¢fo i.

L)

A integral em 438> deve ser avaliada no sistema global de
coordenadas. Convém, entretanto, realizar uma transformag¢io de
coordenadas para entio serem efetuados os calculos em termos das

coordenadas naturais. Como resultado, tem-se que

F=% = [ [F°) 5% |det J| ds° : €4.41>
Se

O integrando da equacio <(4.41> contém fungdes em €&, e . A
integral ¢é <calculada através do método numérico de Gauss-—
Legendre de integragio. O nimero de pontos de integracio utili-

zados na integrac¢io ¢ apresentado na Tabela 4.1.
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5 CALcuLo pE TENSOES

5.1. Introdug¢ao

Como os modelos de elementos finitos apresentados foram
formulados a partir do método de deslocamentos, todas as
variaveis foram descritas em termos de graus de liberdade de
deslocamento definidos nos nés do elemento. Chegou-se, assim, a
um sistema linear de equagdes cuja solugdo nos fornece o0s graus
de liberdade nodais e, portanto, o campo de deslocamentos no
dominio do corpo.

Conhecido o campo de deslocamentos no dominio de cada ele-
mento, tensdes e deformag8es podem entio ser calculadas. Os com-
ponentes do tensor deformagio estﬁd associados ao campo de des-
locamentos através da relagdo deformagio-deslocamento, enquanto
os componentes do tensor tensio podem ser calculados através da
relacido constitutiva do material.

O método de deslocamentos, entretanto, assegura continui-
dade interelementar apenas para a distribui¢gio de deslocamentos.
A continuidade interelementar para os campos de tensdo e defor-
ma¢3do deve ser obtida através de algum método de suavizagHo.

Inicia-se este capitulo apresentando o procedimento de
calculo de tensdes a partir do campo de deslocamentos. Duas
técnicas seri3o apresentadas: o calculo de tensdes através da
relacio constitutiva e o calculo através da integracﬁo das
equagdes diferenciais de equilibrio.

Ao final do capitulo apresenta-se o método de suavizagio do

campo de tensdes no dominio do corpo.
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5.2. Calculo de Tensdes Através da Relacio Constitutiva

Resolvendo-se o sistema global de equagdes de elementos
finitos obtém-se os deslocamentos nodais do modelo. A partir
destes e da relacio deformacao-deslocamento, o campo de
doformag¢bSes pode ser calculado. As tensbBes s3o entido obtidas em
cada elemento através da relacio tensio-deformagio. E este o
procedimento de calculo de tensdes através da relagioc constitu-
tiva, em que o campo de tensdes é calculado indiretamente a par-
tir do campo de deslocamentos.

O campo de tensSes num elemento finito esta associado ao
campo de deformagdes através da relagio constitutiva do

material,

{o®> = [C] (&%) . 3.1

O campo de deformag¢des é descrito em termos dos graus de

liberdade nodais a partir da relacio deformacio-deslocamento,

{e®y = [B®) (5% . (4.33>

Das equacdes (51> e <(4.33) obtém-se o campo elementar de
tensdes relativamente ao sistema global de coordenadas

Ny X5 ,X5),

{o®> = [C] [B®] (&% . G.2>

Na expressado (2> o campo de tens8es & uma funcio das
coordenadas locais & ,0n,(>, o que permite calcular o0s componen-
tes de tensido em qualquer ponto no dominio do elemento. HA&, con-
tudo, conforme demonstrou Barlow d{1976>, pontos &6timos em que as
tensBes sAo calculadas com malor precisfo. Sua metodologia foi
aplicada a alguns modelos classicos e constatou-se que os pontos
Stimos s3o o0s pontos de Gauss em uma ordem inferior aos utiliza-
dos na integragio numérica da matriz de rigidez. Na 7Tabela 5.1
encontra-se o numero de pontos utilizados na recuperagio de ten-
s8es em cada um dos modelos desenvolvidos.

As tensdes calculadas nos pontos &timos s30 extrapoladas

para o restante do dominio do elemento. Niao se pode assegurar,
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contudo, a continuidade do campo de tens8es nas interfaces dos
elementos. No entanto, hia procedimentos para suavizagio das ten-
s8es que consistem, basicamente, em aproximar os campos elemen-
tares descontinuos por um campo continuo em todo o dominio do
corpo.

O procedimento de suavizagio seri estudado no 1item 5.4
Antes, porém, sera apresentada uma metodologia alternativa de
calculo das tens8es cisalhantes transversais, que consiste na
integraciio das equa¢Bes diferenciais de equilibrio ao longo da

espessura do elemento.

Tabela 5.1 Nimero de pontos de recupera¢io de tens3o

Interpolagio Modelo Sélido Nimero de Pontos
na espessura Isoparamétrico nas Dire¢des ¥,n e (
SL-18 2x2x2
*
Linear
SL-32 3x3x2
SL-27 2x2x%2
Quadratica
SL-48 3x3x2
SL-36 2x2x3
Cibica
SL-64 3x3x3
L 3 O nimero de pontos de recuperaclio de tensdo na es-
pessura destes elementos nilo foli reduzido, sob a

pena de inviabilizar a integraclio das equac8es di-

ferenciais de equitlf{brio na espessura dos elementos.

5.3. Integracio das Equac¢des Diferenciais de Equilibrio

No item anterior mostrou-se como calcular o campo de
tensdes através da relacdo constitutiva. HA, ainda, um procedi-

mento alternativo de c&alculo dos componentes transversais de
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tensio: T, T,, € O,y A técnica, que consiste na integrac¢io
das equag¢gdes diferenciais de equilibrio, foi introduzida no
método de elementos finitos por Pryor & Barker <1971). Esta
técnica consiste, em outras palavras, na imposicic das condicSes
de equilibrio ao longo da espessura da estrutura.

Sabe-se, da Mecanica dos Sdlidos, que num corpo em
equilibrio estatico as equa¢Ses abaixo s3o satisfeitas em todo o

dominio,

Og454 ¥ Ty * Tygq + by =0

Tz409 ¥ O350 + Tp3:9 + by = 0 5.3

Tagrg + Tapsp + O353,5 + by = 0

onde as tensSes e as derivadas parciais sio relativas a um sis-
tema de coordenadas cartesianas ortogonais (x;,X,,%X3> arbitrari-
amente orientado.

Considerando desprezavel o efeito da for¢ga de corpo e admi-
tindo conhecidas as distribuicdes das tensdes de membrana d(oy,,
T

12 € 05,2, da integra¢io das duas primeiras equagdes em (5.3

obtém-se as tensdes T,5 € T,; em termos da coordenada local xg,

b
Tya = ~ [ Ty100 VY Tz ] dxy + C,
Ta
.4>
b
Teg = ~ [ T4 ¥ F22:2 ] dxy + C,
a

onde as constantes de integracio C;, e C, representam, respecti-
vamente, as tens8es T;5 € T,3 no ponto com coordenada xz=a.

Na aplica¢io destas equa¢gdes aos modelos de elementos fini-
tos, o sistema de coordenadas (X,,X;;X37 serd definido localmen-—
te em cada ponto de recuperacio de tensio, sendo o eixo x5 nor-
mal 2 superficie inferior do elemento, que é tomada como
superficie de referéncia.

Embora conceitualmente simples, a integracio numérica das

COUACHes diferenciais e equilibrio envolve muitos calaulos.
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Derivadas locais de componentes locais de tens3c devem ser cal-
culadas a partir de componentes globais de tensdo; posteriormen-
te, uma integragio numérica deve ser efetuada. A quantidade de
calculos é, portanto, em muito superior a exigida no calculo de
tensdes a partir da relagdo constitutiva.

Quanto a precisio da técnica de integragfo numérica, nada
se pode afirmar, podendo ser vantajosa em elementos lineares na
espessura. Em elementos quadraticos ou cdbicos na espessura
podera ser mais vantajoso o emprego direto da relagio constitu-
tiva no calculo das tensdes.

Além disso, este método envolve derivadas das tensdes de
membrana que, por sua vez, sio calculadas a partir de derivadas
do campo de deslocamentos. Assim, o calculo das tensdes trans-
versais através do método de integracio envolve derivadas de
segunda ordem do campo de deslocamentos. E como os modelos
desenvolvidos s3ao de deslocamentos, pode-se apenas afirmar que a
solugio para os deslocamentos deve convergir com o refino da
malha. Nada se pode afirmar, contudo, quanto 2 convergéncia das
derivadas dos deslocamentos.

Vé-se, portanto, que o calculo de tensdes transversais
através da integracdo das equacdes diferenciais de equilibrio,
além de dispendioso é, em grande parte, imprevisivel. Aplicando
esta metodologia a problemas com solugdes conhecidas pode-se
comparar seus resultados com os obtidos diretamente da relagio

constitutiva.

5.4. Suavizacio do Campo de Tensdes

5.4.r. Descontinuidade no Campo de Tensdes

As formulacSes dos modelos de elementos finitos sélidos nZo
asseguram continuidade no campo de tensSes nas interfaces dos
elementos. Valores distintos s3oc obtidos quando calculamos as
tens8es em um né a partir de cada um dos elementos que o compar-
tilham. O calcule das tensfBes nodais exige a suavizag8oc do campo

de tensdes, quando ent3o o campo descontinuo é aproximado por um
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campo de tensdes continuo no dominio do corpo.

Os elementos finitos propostos foram formulados, indireta-
mente, a partir do Principio da Energia Potencial Total, cujo
funcional é escrito em termos dos deslocamentos nodais. Como em
elementos sdélidos os graus de liberdade s3%o independentes, a
expressio do funcional contém, no maximo, derivadas de primeira
ordem, o que permite o emprego de fun¢des de interpolagio de
classe C°. Embora mais eficientes, estas fun¢Ses asseguram con-
tinuidade interelementar somente para o campo de deslocamentos.

As tensdes calculadas em pontos internos do elemento e
extrapoladas para os nés s3o descontinuas nas interfaces de ele-
mentos adjacentes. Como normalmente deseja-se determinar as
tens8es nodais, deve-se utilizar um procedimento para = a
suavizagio do campo de tensdes descontinuo.

Diversas técnicas de suavizagfo de tensSes té&m sido propos-
tas, como as apresentadas por Hinton & Campbell (1974> e Hinton
et alli 1975>. Um procedimento bastante simples consiste na
aproximagio da tensic em cada né pela média aritmética das
tensdes nodais de todos os elementos que compartilham aquele né.
Ha aplicagSes , entretanto, conforme resultados apresentadas por
estes autores, em que esta técnica leva a erros intoleraveis. Um
outro procedimento de suaviza¢3oc consiste no emprego do método
de minimos quadrados: o campo de tensdes continuo é obtido mini-
mizando-se o somatdério dos quadrados dos erros no dominio.

A suavizacio por minimos quadrados pode ser aplicada a cada
elemento isocladamente <(suaviza¢io locald ou extendida a todo o
dominio da estrutura (suaviza¢io globald.

Na suavizacio local, o quadrado do erro é minimizado no
dominio de cada elementc tomado isoladamente e as tensSes em
cada né s80 calculadas por média aritmética dos diferentes valo-
res nodais. Na suavizac3o global, o erro é minimizado em todo o
dominio da estrutura. Apesar de seu maior custo computacional, a
suavizag3o global tem a vantagem de levar em consideragdo as
dimensdes relativas de elementos ad jacentes, favorecendo o
calculo de valores nodais mais representativos.

Considerando prioritaria a precisfo dos resultados & econo-
mia de calculos, optou-se pelo emprego da técnica de suavizacdo
global das tensdes.

Os fundamentos do método de minimos quadrados serdo apre-
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sentados e em seguida aplicados a suavizagSo de um campo de

tensdes descontinuo.

5.4.2. Suavizacdo de Fun¢Bes por Minimos Quadrados

A avaliagio das tens8es nodais nos modelos de deslocamentos
exige o emprego de algum método de suavizagiio . Embora continuo
no interior de cada elemento, o campo de tensdes & descontinuo
em suas interfaces.

A técnica de suavizagio consiste em, partindo-se de uma
fungcio seccionalmente continua em certo dominio, aproximsi-la por
uma fungido continua neste dominio. Dentre as técnicas de suavi-
zagdo, o método convencional de minimos quadrados prop8e uma
fungio suavizante, em geral um polinémio, cujos coeficientes

devem ser determinados,

8lX,¥> = ag + a;ox + agy + a;xy +
5.5

2 2 .
AzoX® * Ag Yyt * ... B ag

(xDVCyd
com i=1,q e Jj=0,q . A ordem do polinbmio suavizante é dada
pelos valores de p e q.

Sendo o(x,y> a fun¢io seccionalmente continua, o polinSmio

suavizante deve minimizar o funcional

- 2
y = J j [ olx,yd) - gdlx,y> ] dx dy 5.6>
A

Os coeficientes a;; sio, portanto, aqueles que minimizam o
quadrado do erro entre as fungdes ;(x,y) e gx,v> no dominio.
Seus valores s3o calculados a partir do sistema linear de
equagdes obtido das condigdes de minimo de uma fungio de

muiltiplas variaveis,

= 0 » com i=0,p e j=0,q . B.7>
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5.4.3. Formulagdo de Minimos Quadrados para Elementos Finitos

Em problemas de elasticidade, o procedimento convencional
de suavizagio de tensdes por minimos quadrados n3o é considerado
adequado. A imprevisibilidade das fun¢gdes a serem suavizadas
exigiria o emprego de polindmios suavizantes de grau elevado,'
tornando dispendioso o procedimento de suavizag¢Ho.

Um  procedimento alternativo consiste na associagio do
método de minimos quadrados a principal caracteristica do método
de elementos finitos: a técnica de discretizac¢io.

No método de minimos quadrados discretizado, a fun¢io sua-
vizante gdx,y> é representada por uma fungio seccionalmente con-
tinua no dominio global. Utiliza-se, para t,ént,o, fungdes de
interpolagc3o definidas no dominio de cada elemento.

No caso em que a fungido a ser suavizada € um campo de

tensdes, a fungio suavizante elementar é dada por

g, ML = o, F, = ) F> , 5.8

onde ‘;t e F, s3o, respectivamente, a tensio suavizada e a fungdo
de interpolacio associadas ao né i, com i=1,NNE

O campo de tensdes a ser suavizado, que é descontinuo nas
interfaces dos elementos, é obtido por extrapolacido dos valores

calculados nos pontos de recuperagio de tens3o,

olE, > = o, F{ = &> <F>y , 5.9>

~
onde o, e F; s3o, respectivamente, a tensio e a fungio de inter-
polac8o associadas ao ponto de recuperagio de tensio i.
O erro entre os campos de tensdes continuo e descontfnuo é

dado por

e,n{> = o> - g&mL> 5.10>

e a suavizagido do campo de tens8es reduz-se a minimizagdo do

funcional y, agora em sua forma discretizada:
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=1 J e?lx,y,z> dx dy dz =
-]

VO
5.11>

ZJ eZCZ,m,{> |det J| df dn d{
e
ve

Das equacBes (510> e (5.11) obtém-se, apds algumas simpli-

ficagSes , a parcela do funcional relativa a apenas um elemento,

o = ngqﬂ?»C) |det J| d¥ d» d{ -

ve
B.12>
ZJ g ,n,(> o,m{> |detJ| d¥ dn d{ + C ,
VB
onde C & uma constante.
O funcional acima pode ser escrito sob a forma matricial,
y® = o>t J {F> {F>' |det J| d¥ d» df <a®y -
Ve
5.13>

2 (o®>t J- <F> (F>' <o) |detJ| d¥ dn df | +¢C
ve

Efetuando as integragdes em (513>, chega-se A seguinte

expressio matricial para y°:
w® = {o®' [S°) (o) - 2™ (T®> + C ) 5.14>

Na equagio (514> a matriz [5°] & denominada matriz de sua-

vizac3o e {T®> & o vetor de coeficientes, com



(S°] = J F> (F>' |det J| d¥ dn d¢ <5.15>
VO

{T®> = J <F> <{F>' <o°>|detJ| d¥ dyn dr (5.16>
ve

As tensdes nodais s3J%o0 calculadas a partir da extremizac3o

da expressio (5.14)>, obtidas das condi¢gBes de extremo de uma

funcio de miltiplas variaveis,

dw/dc, = O : 5.17>

Das equagdes 5.14> a 5.16> chega-se ao sistema de

equagdes lineares,
[S°]1 (o®> = (T%> . (5.18>

Tomada isoladamente, a equagido (518> nAHo possui qualquer
significado fisico. Como a suavizagio deve ser feita em todo o
dominio da estrutura, o funcional global ¥ é que deveria ser
extremizado. De fato, é o funcional global que deve ser determi-
nado. Contudo, pode-se calcula-lo, a exemplo do que foi feito
com o principio dos trabalhos virtuais, através da soma dos fun-
cionais definidos no dominio de cada elemento. As matrizes glo-
bais resultantes de sua extremizagcio poderidao ser obtidas super-
pondo-se as matrizes elementares [5°]1 e (T® da equagcido <5.18),
desde que se ja respeitada a conectividade dos elementos.

Da superposicBo das equacles elementares resulta o sistema

global}de equagdes lineares
(591 <o) = «T» , ‘ (5.19>

cuja solugdo fornece as tensdes nodais suavizadés.

As matrizes do sistema de equagles (519> sio calculadas
por integracio numérica.

Cada termo da matriz de suavizagio [S] é o produto de duas

funcSes de interpolagio do elemento. Sua integragcio exata é
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obtida com o mesmo nimero de pontos de Gauss utilizados no
calculo da matriz de rigidez.

A matriz de coeficientes {(T), cujos termos s3io produtos de
uma fun¢ao de interpolagdo com um polinbmio um grau inferior, é
integrada de forma exata com quadratura gaussiana em uma ordem
inferior a utilizada no calculo da matriz de suavizacao [Sl

Na avaliagcdo da quadratura gaussiana, admitiu-se que os
elementos nio seriam distorcidos. Neste caso, a matriz jacobiana
seri constante em cada elemento. Em malhas distorcidas, convém
rever o esquema de integragio utilizado na calculo do vetor <(T»,

de forma a se obter precisio na integragcio numérica.
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6 ResuLTADOS. COMPARACOES E ANAL ISES

6.1. Introducio

Neste capitulo, apresenta-se e discute-se o desempenho dos
elementos sdélidos quando aplicados a analise estatica de placas
isotrdpicas, ortotrépicas e laminadas. Como os modelos de ele-
mentos finitos sAoc tridimensionais, os resultados numéricos po-
dem ser comparados com os da teoria da elasticidade.

Os casos analisados consistem em placas espessas ou semi-
espessas. Esta restriciio é justificada pelo elevado custo compu-
tacional destes elementos quando comparados a outros, mais sim-
ples e eficientes, desenvolvidos especificamente para a analise
de placas finas.

Como quaisquer outros, estes elementos possuem
caracteristicas préprias que, dependendo das condigées de |uso,
podem traduzir-se em vantagens ou desvantagens comparativamente
a outros elementos. Algumas de suas caracteristicas ja podem ser
identificadas durante a formulag3o; outras, entretanto, sé serio
conhecidas apés uma avaliagdo criteriosa do desempenho de cada
um destes elementos em diferentes aplicagdes.

Dada a inexisténcia de informa¢des disponiveis sobre os
elementos finitos propostos, escolheu-se, na fase de
qualificag30, um conjunto de casos julgados necessarios A deter-
minagci3o de suas caracteristicas basicas.

Inicia-se a andilise com aplicagSes em placas isotrépicas
engastadas e simplesmente apoiadas, apresentando-se curvas de
convergéncia para tensdes e deslocamentos. Em seguida, faz-se

uma abordagem semelhante em placas ortotrépicas simplesmente su-
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portadas, sendo analisados modelos com diversos valores para ash
e E/E,. Conclui-se o capitulo com a analise de placas simetri-
camente laminadas e simplesmente suportadas.

Na apresentacio dos resultados recorre-se com frequéncia a
expressio refino de malha, que deve ser entendido como aumento
no numero de nés do dominio discretizado. Cabe ressaltar que em
todos os casos analisados utilizou-se um refino uniforme da
malha.

Algumas das caracteristicas de cada elemento e a legenda
utilizada na apresentacloco dos resultados encontram-se na tabela

6.1,

Tabela 6.1 Legenda e caracteristicas basicas dos elementos

Elemento Legenda Fun¢gdes de Interpolag¢io NZ de Nés

SL-18 3O llneax:e? na e?pessura 18
quadraticas no plano

SL-32 ° linea’m?s na espessura 32

cubicas no plano

SL-27 Pt quadraticas na espessura 27

A quadraticas no plano
N quadraticas na espessura

SL-48 a4 ctibicas no plano 48
cibicas na espessura

SL-36 Epad quadraticas no plano 36
_ cibicas na espessura

SL-64 clibicas no plano 64

6.2. Placa Isotrépica

Inicialmente, sera avaliado o comportamento dos elementos
quando aplicados A analise de placas isotrépicas quadradas sob
carregamento uniformemente distribuido. Os resultados numéricos
s8c ent3o comparados com a solugdo analitica da elasticidade

apresentada por Srinivas & Rao (1973>. A geometria e o carrega-

mento dos casos analisados s3o apresentados na figura 6.1.
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Como a estrutura apresenta dois planos verticais de sime-
tria para a geometria, carregamento e condi¢g8es de contorno,
apenas um quarto da placa é analisado.

Na figwra 6.2 s3io apresentadas as condigbes de contorno e a
geometria do dominio discretizado. As malhas utilizadas s3o re-
gulares: nAio ha distor¢io nos elementos, que s3oco iguais entre
si.

Na anAlise de placas isotroépicas, parte-se de placas sim-
plesmente apoiados para, em seguida, abordar alguns casos de

placas engastadas.

t1t 1ttt ) o, =qm

€ Y
T
!
|
|
|
!
!
I

Figura 61 Placa isotrépica quadrada: geometria e carregamento;

v = 0,30

4

b4 i y ¥
-2/ 2 -—ra/z —oi a1/ 2 ——Ita/z—-
P2 2
va0 al va alz
s 1 !
w = 0 |; u=0 a2 u=v=w=0 u=0 a”s2
X ' X
placa simplesmente apoiada placa engastada

Figw-a 6.2. Placa isotréplica:dominio discretizado e condl¢les de
contorno.



G.2.1. Placa Isotrépica Simplesmente Apoiada

Nos casos analisados, o0s resultados para o deslocamento

transversal w e para a tens3o o, s3o apresentados sob a forma de

x
curvas de convergéncia.

Em cada uma das figuras que seguem, o numero de nés no
plano x-y é constante, variando apenas o ndimero de nés na espes-
sura do dominio. Obtem-se, com isso, curvas para o erro percen-
tual da solugido numérica relativamente A solugio analitica.

A figura 6.3 mostra que, para uma malha grosseira no plano
Xx-y, O erro no calculo do deslocamento transversal w decresce a
medida que crescem os graus dos polin(jmios de interpolagio uti-
lizados.

Com o aumento do numero de ndés no plano, esta observacgio
somente continua valida quando se aumenta a ordem das func¢io de
interpolagcio na espessura do elemento. Portanto, para um dado
nimero de nés na espessura do elemento, o0s resultados obtidos
cam polindmios quadraricos ou cﬁb‘icos no plano tendem a igualar-
se em malhas suficientemente refinadas no plano.

A figura 6.4 nos mostra que, com o aumento da relagio ash,
cresce o erro percentual em w. O fendmeno de travamento por
cisalhamento pode estar ocorrendo neste caso: com a
superestimacio das tensdes cisalhantes transversais, a estrutura
apresenta deslocamentos transversais inferiores aos valores
esperados. Este fendmeno podera ser avaliado com profundidade em
trabalhos que se proponham a analisar especificidades dos ele-
.ment,os sélidos propostos.

As curvas de convergéncia para a tensido o, s3o apresentadas
na figura 6.5 Neste caso, o refino na espessura do modelo é uma
condi¢&o necessaria para a convergéncia dos resultados. Pode-se
observar, ainda, gque os elementos com fun¢gdes de interpolacao
cubicas no plano s3o pouco sensiveis ao refino da modelo no
plano x-y, apresentando bons resultados com malhas razoavelmente
grosseiras naquele plano. 0s elementos com fungdes quadraticas
no plano x-y exigem, entretanto, um maior refino da malha neste
plano.

Com o aumento da relagcdo ash, o refino na espessura da
placa ja nio é uma condi¢do imprescindivel a obten¢g3o de bons

resultados para a tensioc o, Pode-se constatar, da figura 6.6,
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que o0s resultados permanecem praticamente inalterados com o
refino na espessura, exce¢io feita aos elementos lineares na es-
pessura, para o0s quais este refino implica numa diminuig¢do sig-
nificativa do erro.

Todos estes resultados mostram que sao inimeras as
variaveis envolvidas nos casos analisados. Isto sugere a
importiancia de se reunuir, numa sintese, as informa¢des anterio-

res.

Sintese dos Resultados

Em placas isotrdépicas espessas simplesmente apoiadas, os
resultados para w e o, convergem para a solugio exata a medida
que o dominio é refinado tanto no plano quanto na espessura. As
curvas de convergéncia, contudo, apresentam caracteristicas que
dependem da ordem das fun¢g8es de interpolacido do elemento bem
como da variavel analisada.

Das curvas de convergéncia para o deslocamento transversal
w (figuras 63 e 6.4), observa-se que quanto maior a ordem das
funcdes de interpolacio, menor o refinq necessario A
convergéncia dos resultados, ou seja, menor a sensibilidade do
elemento ao refino. Assim, os elementos cidbicos na espessura s3o
praticamente insensiveis ao refino na espessura da placa. Analo-
gamente, os elementos com polinédmios cibicos no plano apresentam
pequena sensibilidade ao refino do dominio no plano x-y.

Com o aumento da relacdo ah ha uma reducio na intensidade
das tensdes cisalhantes transversais. Entretanto, os modelos de
deslocamentos geralmente superavaliam estes valores. Este
fenémeno, denominado ‘'locking' ou travamento por cisalhamento,
pode ser a explicagido para a excessiva rigidez transversal
demonstrada pelos resultados da figura 6.4 quando comparados aos

da figwra 63.
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Os resultados para a tens3o o, apresentados nas figuras 65

X
e 6.6 mostram que o0s elementos com fung8es de interpolagio
clibicas no plano s3o praticamente insensiveis ao refino no pla-
no, fornecendo erros pequenos mesmo para malhas grosseiras no
plano. da placa. Os elementos quadraticos no plano, por outro
lado, sio0 extremamente sensiveis ao refino no plano da placa,
que ¢é uma condi¢gdo necessaria de convergéncia para para a
solugio exata.

Na tabela 6.2 sio apresentados o0s erros percentuais para a

-

placa com a-h=5 . O erro percentual & definido como:

solucio numérica -
Erro percentual = 100 [ - 1 J

solugdo da elasticidade

Tabela 6.2. Placa isotrédpica simplesmente apoiada: erros percen-
tuais em wlar 2,a72,0> e o, ,Cas2,a72,h/2>. Modelos com
13x13x7 noés nas direg¢des x-y-z; ash=5.

Legenda GO0 o0 OHBA AAk4 GH3-8 [ o g
Erro

percentual
em
\'Y -0,919 |-0,883 ' -0,092 |-0,055 |-0,051 |~-0,015
o, 2,729 2,079 |-0,152 |-0,792 0,154 [-0,478

6.2.2. Placa Isotrépica Engastada

As curvas de convergéncia para o deslocamento transversal w
em placas engastadas ((figura 6.7> sio semelhantes as obtidas
para placas simplesmente apoiadas (figura 6.3D. Observa-se,
entretanto, um aumento dos erros. Isto mostra a necessidade de
maior refino do modelo no plano x-y ao se aumentar as restrigbes
a deslocamentos no contorno da placa.

As curvas de convergéncia para a tens3o o

« S8c apresentadas

na figura 68, mostrando a influéncia do refino no plano x-y.

-

Embora nioc se tenha a solugio analitica para comparagao , é

grande a variagio dos erros com o refino da malha no plano x-y.
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Mesmo os elementos com fun¢gdes de interpolaglo cibicas no plano
exigem, como condicdo de convergéncia, o refino da malha no
plano da placa.

Estes resultades confirmam um fato conhecido: o aumento na
complexidade de uma solugio ao se aumentar as restri¢cdes i de-
formagdo da estrutura. Foi o que ocorreu, neste caso, ao se
‘empregar condi¢gdes de contorno mais rigorosas. Em consequéncia,
tornou-se necessario um maior refino da malha.

Na tabela 6.3 sio apresentados os erros percentuais para a

placa com ah = 5

Tabela 6.3. Placa isotrépica engastada: erros percentuais em
wlas2,as2,0> e o (a/2,a72,0>. Modelos com 13x13x7
nds nas dire¢des x-y-z; ash=5.

Legenda 06O o9 AHAA AAA G844 | a8
Erro
percentual
em

w -1,854 |-1,715 |-0,864 |-0,711 |-0,724 |-0,563

o 3,991 3,994 3,865 3,818 3,890 3,846

6.3. Placa Ortotrépica

Sera avaliado, agora, o desempenho dos modelos de elementos
finitos quando aplicados A analise de placas ortotrépicas qua-
dradas simplesmente suportadas e sob carregamento uniformemente
distribuido. Placas com diversos valores para ah e Ex/E, sao
analisadas e o0s resultados comparados com diversas solugdes ana-
liticas fornecidas por Ivengar & Pandya {1983)>. A geometria e o

carregamento das placas sao apresentados na figura 6.9.
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Figura 6.9 Placa ortotrdépica quadrada: geometria e carregamento

Eys=E,; G,,=0,5 E ; G,,=G,,=0,6 E,; v,,=v, ,=0,,=0,25

A existéncia de dois planos verticais de simetria para a
geometria, carregamento, propriedades elasticas e condi¢cfes e
contorno permite a modelagem de apenas um quarto da placa. O
dominio discretizado é apresentado na figura 610 juntamente com
as condigdes de contorno.

Os resultados, apresentados sob a forma de curvas de con-
vergéncia, fornecem o erro percentual da solugdo numérica rela-

tivamente 4 solugido da elasticidade.
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Figura 610 Dominio discretizado e condigdes de contorno.

Nas figuras 611 a 613 o nimero de nés na espessura da

placa €& mantido constante, variando apenas o nimero de nés em

nas figuras 6.11Cad>, 6.12da> e 613(ad as placas modeladas

com elementos cibicos na espessura possuem 4 e niao 5 nés na es-

pessura.



63

seu plano.

As curvas de todos os elementos apresentam uma
caracteristica marcante: o0s erros para o deslocamento transver-
sal w permanecem inalterados aco refinarmos a malha no plano x-y.
Melhores resultados s3o obtidos, contudo, com o refino da Malha
na espessura da placa, o que indica a necessidade de uma melhor
descrigdo das deformacdes ao longo da espessura de uma placa
ortotrépica.

As curvas para elementos equivalentes na espessura 330 pra-
ticamente coincidentes. Os graficos mostram, ainda, que para um
dado nimero de nés na espessura da placa, os resultados serio
tant.o melhores quanto mais elevada for a ordem dos polindmios de
interpolacao utilizados na espessura do elemento. Por outro
lado, quanto menor for a ordem das fungdes de interpolagcioc na
espessura do elemento, maior é a sensibilidade deste elemento ao
retfino na espessura da placa. Verifica-se, ainda, que os erros
crescem com o aumento da relagao E./E,.

Em sintese, o0s resultados mostram dque a andlise de placas
ortotrépicas espessas depende, fundamentalmente, de um boa
representacido dos deslocamentos ao longo da espessura, ou seja,
de uma boa descricidao da distor¢3o de um filamento 1inicialmente
normal a superficie média da placa.

Constatada a necessidade de modelagem da normal distorcida,
curvas de convergéncia foram construidas visando identificar a
influéncia do refino na espessura.. Placas com diversos valores
para ah e E /E, foram modeladas com dois dos elementos que se
mostraram mais promissores. 0s resultados s3o apresentados nas
figuras 614 a 6.16, sendo comparados com os de outras teorias.

As curvas de convergéncia mostram que o elemento cibico na
espessura € insensivel ao refino da placa na espessura, ao passo
que o elemento quadratico na espessura converge rapidamente para
a solugdo do elemento cubico. Para valores baixos de h-sa e
E./E,, a solug¢do numérico é superior as obtidas pelas teorias de
Reissner e Ambartsumyan. Com o aumento daquelas relagSes , os
erros crescem, tornando-se superiores aos fornecidos pelas
solugdes analiticas.

A degradacido dos resultados numéricos com o aumento das
relagdes hrsa e E /E, é uma consequéncia da crescente complexi-

dade da solugdo exata associada ao aumento da esgpessura e da
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anisotropia da placa.

Modelos com refino localizado na espessura foram também
analisados para diferentes valores de a/h e E./E,,. Em todos os
casos, os erros percentuais foram inferiores aos obtidos com
refino uniforme na espessura, aos fornecidos pela Teoria de
Reissner e em muitos casos aos da teoria de Ambartsumyan. Estes
resultados mostram a necessidade de refino da malha em certas
regides na espessura do modelo.

Os casos analisados revelam, contudo, que as regifes que
exigem maior refino sic bastante pequenas e suas posi¢g8es depen-
dem dos valores de ash e E.7E,. O refino manual mostrou-se
extremamente laborioso, sugerindo a necessidade do emprego de

métodos adaptativos.
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gura 6.11 Convergéncia para wda/s2,a~2,0> numa placa ortotrd-
pica quadrada simplesmente suportada sob carrega-
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6.4. Placa Laminada

Conclui-se a avaliacio dos elementos sdélidos com a analise
de uma placa simetricamente laminada sob carregamento
distribuido senoidal. Os resultados para tensSes e deslocamentos
sdo comparados com a solugBo analitica da elasticidade fornecida
por Pagano & Hatfield 1972).

A geometria e o carregamento sio apresentados na figura
617, enquanto o dominio discretizado e as respectivas condi¢des
de contorno siao apresentados na figura 6.18. Como o problema
possui  dois- planos verticais de simetria para a geometria, car-
regamento e condicdes e contorno, apenas um guarto da placa foi

modelado.

y’

O, = q.sentfix/a). sen{ My a)

|

N
——

W
[ T
w

Figura 6.17 Placa laminada quadrada (0°/90°-/90°/0°)>: geometria
e carregamento. E =25 MPa; E, =1 MPa; G = 0,5 MPa;

Gyz = 0,2 MPa; Oy =V, T 0,25

Xy
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v = 0 l
periarien T
v=Ew=0 ; = ua = 0 a’/2
R ! ,

u=w=0 X

placa simplesmente suportada

Figwra 6.18 Dominio discretizado e condig8es de contorno.

Na figura 619 sio apresentadas as curvas de convergéncia
para o des;ocamento transversal w numa placa semi-espessa (ah =
10>,

0s resultados mostram que os elementos cibicos no plano sao
praticamente insensiveis ao refino da malha no plano x-y. Para
este tipo de refino, os elementos quadriaticos no plano apresen-
tam uma pequena queda nos erros, suas curvas de convergéncia
tornando-se praticamente idénticas as de seus elementos
eguivalentes na espessurd.

0s resultados mostram, ainda, que quanto menor for a ordem
das fung¢des de interpolagdic na espessura do elemento, malor & a
sensibilidade deste elemento ao refino na espessura da placa: os
elementos lineares na espessura apresentam as maiores taxas de
convergéncia, enquantc os elementos clibicos na espessura sao
praticamente insensiveis ao refino da malha na espessura da

placa.
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Os resultados para o deslocamento transversal w em uma
placa espessa (ash = 4> s3ao apresentados na figura 6.19.

Os erros crescem com o aumento da espessura da placa. As
curvas de convergéncia de elementos equivalentes na espessura
tornam-se coincidentes, mostrando-se, ainda, insensiveis ao
retfino da malha no plano x-y.

Estas curvas mostram que a convergéncia para a solugio
exata praticamente independe da ordem das fungdes de
interpolagdo no plano do elemento e do refino da malha no plano
X-y.

Por outro lado, pode-se constatar uma grande influéncia da
ordem  das fungdes de interpolacio na espessura e do refino da
malha na espessura da placa. Assim, o resultado depende, funda-
mentalmente, de uma boa descri¢io dos deslocamentos ao longo da
espessura da placa, ou seja, da distor¢io da normal.

Nas figuras 621 a 6.26 s3o apresentadas as curvas de c¢on-

T

vergéncia para os componentes de tensio o Xy

x? € sz'

A convergéncia nao monotdnica para as tensdes deve-se ao
tipo de formulagdo empregada. Como os elementos sio desenvolvi-
dos a partir do método de deslocamentos (principio da energia
potencial totald, nada se pode garantir quanto ao padrio de con-
vergéncia das tensdes, que sio obtidas por derivagio do campo de
deslocamentos.

A despeito da imprevisibilidade do padrac de convergéncia
para as tens8es, as figuras 6.21 a 6.26 apresentam vAarias carac-
teristicas em comum.

Com o refino da malha na espessura da placa, os elementos
cequivalentes no planc convergem para valores préximos. Como os
elementos c<ubicos na espessura mostram-se insensiveis ao refino
da malha na espessura da placa, o3 correspondentes elementos
equivalentes no plano convergem para sua solugio.

Com o refino da malha no plano x-y pode-se verificar que os
resultados dos elementos cubicos no plano permanecem praticamen-
te inalterados, mostrando-se, portanto, insensiveis a este tipo
de refino na malha Os elemento quadraticos no plano, entretan-
to., apresentam resultados significativamente melhores com o re-
fino no plano x-y; com o aumento do refino espera-se que as cur-
vas de convergéncia dos elementos equivalentes na espessura se

superponham.
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Os erros crescem com o aumento da espessura da placa,

excecio feita Aas curvas de convergéncia para a tensao T que

xz?
permanecem praticamente inalteradas. As demais caracteristicas
qualitativas de convergéncia s80 mantidas. As taxas de
convergéncia mais elevadas indicam a necessidade de maior refino
na espessura de placa espessas, ocasifo em que é consideravel o
efeito do cisalhamento transversal.

Em sintese, os resultados para as tensdes indicam a neces-

sidade de wuma boa modelagem dos deslocamentos tanto no plano

quanto na espessura da placa simetricamente laminada. Os
elementos cdibicos no plano mostram-se o©s mais eficientes, sendo
capazes de fornecer bons: resultados vom malhas grosseiras no

plano, desde que suficientemente refinadas na espessura. Dentre
todos os elementos, o modelo SL-64 distingue-se por apresentar
resultados praticamente insensiveis a refinos no plano ou na
espessura da placa.

Na tabela 64 s3o0 apresentados os erros percentuais para

deslocamento e tensdes na placa laminada 0909070

Tabela 6.4. Placa laminada 0/90-90/0: erros percentuais em
wlas2,a72,0>, o, Cas2,a72,h/2> e T1,,00,a72,0>.
Modelos comi13x13x7 ndés nas direg¢fes x-y-z; a h=5.

[— Legenda G660 e e Vo v wral &AhA 3-8 a8
i Erro
percentual
em
w —0,754 | -0,752 {-0,226 |-0,224 |-0,003 |-0,001
oy -0,269 | -1,311 |[-5,677 |-6,684 [|-0,807 |-1,858
Ty y -0,321 |-1,419 [-2,892 [-3,959 0,297 |-0,806
Ty, 0,481 |[-0,619 0,870 |-0,234 1,232 0,135
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Uma outra abordagem para o calculo das tensdes cisalhantes
transversais foi apresentada na seg3o 53 e consistia na inte-
gracio das equagdes diferenclals de equilibrio. O0Os resultados
obtidos com esta abordagem sio apresentados nas figuras 6.27 e
6.28.

Todos os elementos mostram-se paraticamente indiferentes ao
refino na espessura da placa.

Com o refino da malha no plano Xy, os element.os
quadraticos no plano tém seus resultados melhorados, ao passo
que o0s elementos cubicos no plano tém seus resultados degrada-
dos.

Com o aumento da espessura da placa (ah = 4>, o padrao de
convergéncia ¢ mantido mas o0os erros tornam-se maiores.

0s resultados mostram uma certa imprevisibilidade do método
de calculo de tensdes através das integraglo das equagdes dife-
renciais de equilibrio . Afinal, como explicar a degradag¢io de
alguns resultados ao refinarmos a malha?

Uma das possiveis explica¢c8es esta no fato do procedimento
de integrag3o das equacSes diferenciais de equilfbrio envolver
derivadas do campo de tensdes e, em consequéncia, derivadas de
segunda ordem do campo de deslocamentos.

Como os elementos finitos foram formulados a partir do
modelo de deslocamentos, pode-se garantir que se as condi¢gdes de
convergéncia forem satisfeitas, os deslocamentos convergem para
a solugido exata ao refinarmos a malha. Nada se pode afirmar,
contudo, acerca do padr3io de convergéncia de fungbes que depen-
dem de derivadas de segunda ordem destes deslocamentos.

E provavel que, com um refino de malha suficientemente
grande, estes resultados convirjam para a solugio exata. No
entanto, para malhas apenas razoavelmente refinadas, os resul-
tados obtidos através das relagdes constitutivas s3o superiores,
com a vantagem adicional de requerer menor tempo de processamen-

to no calculo das tensdes.
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Figuwra 628 C onvergéncia para T1,,(0,a-2,0>. Resultado da inte-
¢ racdoc da equag¢io diferencial de equilibrio; ash=4.
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6.5. Comparacao entre o elemento SL.-64 e um elemento misto

Como se pode depreender dos problemas analisados, os ele-
mentos sdélidos fornecem excelente concordiancia com o0s resultados
da teoria da elasticidade. Em aplicacdes c¢riticas, contudo, bem
como em laminados com um grande nimero de laminas, sera
necessario o refino da malha ao longo da espessura da placa.
Consequentemente, a quantidade de graus de liberdade de um mode-
lo podera ser t3aoc grande que inviabilizard a solugl3o. Convém,
portanto, delimitar o campo de aplicacio destes elementos. Para
tanto, é apresentada na tabela 65 uma comparagcio entre o ele-
mento  sadlido S-64. o qual apresentou o melhor desempenho, e o
elemento misto de 9 nds proposto por NOEL 1991>, o qual é indi-

cado para a analise de placas e cascas semi-espessas.

Tabela 6.5. Placa laminada 090900 simplesmente apoiada sob
carregamento senoidal : comparacao entre o elemento
sdlido SL-64 e um elemento semi-espesso.

Erro percentual <)

Ls/h Elemento Malhadl(x-y-z) w o, Tyy Ty, T,
4 SL-64 4 x4x3 0,030 -1,588 -0,673 0,341 0,991
Misto 6x6 -12,495 -43,333 -33,405 -1,852 -4,794

SL-64 4X4X3 0,017 0,179 0,076 0,314 0,372

10 Misto 6x6 -10,855 -10,197 -11,594 4,319 -8,673
20 Misto 6x6 -5,046 -2,394 ~-3,043 0,305 -4,487
50 Misto 6x6 ~-1,694 0,185 0,000 -0,890 -1,418
100 Misto 6x6 -1,095 0,371 0,467 -1,180 -1,439

0Os resultados para uma placa laminada 090900 mostram que
para placas espessas ( L/h = 4 e L/h = 10 >, o elemento .sc',lido é
extremamante superior ao elemento misto.

Com o aumento da relagaoc L/h o elemento misto passa a for-
necer solugdes cada vez mais prdéximas as da teoria da elastici-
dade. Nestas aplicagBes, torna-se vantajoso o© emprego da formu-
lagio mista em detrimento da sdélida se considerarmos a relagio

entre esfor¢o computacional despendido e precisio obtida.



7 CoONCLUSGOES E SUGESTOES

Os modelos de elementos finitos sdélidos propostos foram
aplicados na analise de placas isotrdépicas, ortotrépicas e lami-
nadas, todas elas espessas ou semi-espessas. 0s casos analisados
consistiram em problemas com solug8es analiticas conhecidas, o
que  possibilitou a comparagio dos resultados numéricos com os da
teoria da elasticidade.

Na analise de placas isotrdpicas verificou-se que com o re-
fino da malha no plano e espessura da placa, tanto os resultados
para tensio quanto para o deslocamento transversal convergem pa-
ra a solugio da elasticidade. Nestas aplica¢8es , os elementos
de ordem superior apresentam os melhores resultados.

Na andilise de placas ortotrépicas verificou-se que a con-
vergéncia dos resultados depende exclusivamente do refino da
malha na espessura, sendo portanto indiferente ao refino no pla-
no x-y da placa. Os resultados mostram que os erros variam com
as relagBes ash e E /E,. Foi constatada, ainda, a importancia do
refino localizado na espessura da malha, implicando numa queda
consideravel dos erros.

Na analise de placas laminadas os resultados para tensdes e
deslocamentos transversais convergem para a solugdo exata ao se
refinar a malha no plano e na espessura da placa. No calculo das
tensdes cisalhantes os elementos cubicos no plano mostraram-se
em muito superiores aos quadraticos no plano.

As tensdes cisalhantes transversais nas placas laminadas
foram calculadas de duas formas: diretamente da relagidao consti-

tutiva e através da integragio das equagles diferenciais de
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equilibrio. Os resultados obtidos diretamente da relagcdo consti-
tutiva, além de exigirem menor tempo de processamento, mostra-
ram-se superiores aos obtidos por integracio das equagbes dife-
renciais de equilibrio.

Dos resultados apresentados no capitulo anterior, verifica-
se que as solugbes de todos os elementos convergem para a
solugcdo analitica desde que se refine suficientemente a malha no
plano e na espessura da placa.

A grande limitagido dos modelos sdlidos, entretanto, consis-
te na necessidade de emprego de elevada quantidade de elementos
na analise de laminados espessos ou com muitas laminas. Assim,

conselha-se¢e o  emprego desta formulagio apenas em regides

o

criticas do laminado, onde se deseja grande precisio nos resul-
tados. Formulagdes computacionalmente mais baratas devem ser
ut.iilizadas nas demais regides do laminado.

Alguns trabalhos podem ser desenvolvidos a partir desta
dissertaczo. Como todos os resultados apresentados no capitulo 6
foram obtidos com malhas nao distorcidas, pode-se, por exemplo,
avaliar o efeito da distor¢io dos elementos na convergéncia dos
resultados, podendo ser analisadas placas n3ao retangulares. Uma
outra sugestio de trabalho seria a extens3o da analise a cascas
espessas e Ssemi-espessas.

FPode-se, ainda:

a> avaliar o efeito da subintegracio no "locking" de
cisalhamento;

b> fazer um estudo mais detalhado das tensdes cisalhantes
transversais em laminados;

¢Y> formular elementos mistos e hibridos;

d> reunir elementos sé6lidos e degenerados, através de
elementos de transicio , na analise de placas e/ou cascas

laminadas.



APENDICE A

ReLACOES PARA TRANSFORMACAO DE TENSAO £ DEFORMACAO

Os campos de tensio e deformagio em um corpo sio calculados
relativamente a um  sistema de coordenadas que pode ser
curvilineo ou retilineo, ortogonal ou obliquo. Neste trabalho,
todos os sistemas de coordenadas empregados sio cartesianos
ortogonais.

HA ocasifes em que, conhecido o campo de tensdes num dado
sistema, dese ja-se determinar o seu equivalente relativamente a
um outro sistema de coordenadas. Este calculo torna-se possivel
através do conceito de transformag¢i3o tensorial. Como tensio e
deforma¢io sio tensores, seus componentes podem ser transforma-
dos de um sistema de coordenadas para outro e mesmo assim conti-
nuam descrevendo o mesmo fendmeno fisico.

Se jam (x,,X,;,X3)> e (;1,;42,):3) dois sistemas de coorde-
nadas cartesianas ortogonais com origem comum, conforme a
figura A.1. Conhecidos o0s cossenos diretores entre seus respec-
tivos eixos, podemos determinar as matrizes que relacionam os
campos de tensio e deformacio segundo os dois sistemas. Cook

(19812 e Boresi (1974> trazem as dedu¢gdes destas expressdes.

I IR
Xy X2 Xg X2
X, 1, m, n, X
;(2 1, m, n, -
X
)—\'3 1, my ng ¢
Lt

Figwra A1 Sistemas de coordenadas (x, ,x,,Xg32 € (X;,X,,Xy3>, com
tabela de cossenos diretores entre semi-eixos
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Sejam (o) e (&) o0s vetores que representam, respecti-
vamente, os componentes de tens3o e deformacdo relativamente ao

sistema (x;,x,,%3),

| P,
(o) = Loy, 0,; Og3 Tyz T3 Ty’

&Y = {£,, €,5 €33 Y12 Y13 Y237 »

com notagio semelhante para o sistema (x;,x,,x ).
0Os componentes de tensi3oco e deformacio segundo os sis-
t.emas (X, Xp,Xg) e Xy 3Xp,Kg0 estiao relacionados da segulnte

forma:

@) = [T 1 <o)
o

A
€y = [T 1 <e>
>4

onde:



(T J1 =
(o4

(T 1 =
€

Pode-se,

2

m, nj

2

m, n,

2 2

my ng
m,m, n;n,
m,my; n,ng
m,m, nyng
m, n,
m, n,
my Ny

Z2mym, 2n,n,
Z2m,ymy 2n,ny4

Zm,my 2n,ng4

ainda,

2m 1,

2m,l,

2mgylg,
m,l,+m,l,
m,l,+ mgl,

myl g+ myl,

2m, 1,

2m,l,

2mgylg4
myla+myly
m,1,+ myl,

m, 1+ myl,

mostrar que as

2l n,

2l,n,

2lgng
n,l,+ n,l,
nl‘la+ ngl,

ny,la+ ngl,

segulntes

84

Zn,mg

2n,m,

2ngamg
n,m,+ n,m,
n,mg+ nymg

n,my + ngm,

n,m,

n,m,

n,m, + n,m,

r11n13+ naymy

n,mg + ham,

o

relacdes 340

validas para sistemas de coordenadas ortogonais (Cook, 1981):

(T1 ' =
£

T e
a

[T 1 =

(T 1 CAZ>
£
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ArPENDICE B

FUNCOES DE INTERPOLACAO

B.1) Consti-ucao das Func¢des de Interpolacao

As fun¢gdes de interpolacao para elementos sélidos
isoparamétricos podem ser facilmente obtidas a partir das
fungdes de interpolagidoc de elementos de casca equivalentes.
Assim, as fungdes para os elementos sdélidos de 18, 27 e 36 nds
sao obtidas a partir das fungodes do elemento de casca
isoparamétrico de 9 ndés. Analogamente, as funcgbes dos elementos
sélidos de 32, 48 e 64 ndés sio obtidas a partir das fungbes de
interpolacio do elemento de casca isoparamétrico de 16 nés.

Apresentamos, na figura B1, a geometria e numeragio local
dos nés para o elemento de casca de 9 nés e o0s sélidos dele
derivados: SL-18, SL-27 e SL-36.

Na figura B.2 sio apresentadas a geometria e a numeracio
local dos ndés para o elemento de casca de 16 nds e os sdélidos

dele derivados: SL-32, SL-48 e SL-64.



Figura B.1

Figura B.2

86

Geometria e enumerag¢ido nodal local para o elemento

de casca de 9 nés. A enumera¢io nodal dos elementos

isoparamétricos SL-18, SL-27 e SL-36 &€ obtida adi-

cionando-se o valor 9 para cada camada de nés que é
incluida na construc3do do elemento. Assim, o né 10

estaria acima do né 1 no elemento de 18 nés e o né

19 acima do né 10 no elemento de 27 nés.

Geometria e enumeracio nodal local para o elemento
de casca de 16 nés.A enumeragio nodal dos elementos
isoparamétricos SL-32, SL-48 e SL-64 &€ obtida adi-
cionando-se o valor 16 para cada camada de nés que é
incluida na constru¢ldco do elemento. Assim, o né 17
estara acima do néd 1 no elemento de 32 nés e o nd
33 acima do né 17 no elemento de 48 nés.
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B.2> Polinémios de Lagrange
As fun¢Bes de interpolagido dos elementos desenvolvidos sao
construidas a partir da combinagio dos polinbmios de Lagrange

apresentados na tabela B.1.

Tabela B.1 Polinédmios de Lagrange 1lineares,quadraticos e cubicos

Grau raizes
do Polinémios de Lagrange . X,
polindmio -1 “1,3 0 1,3 1

q, (x> = (1-xd>/2 L] 0—>

ILINEAR
g, (x> = (1+x15/72 0 -

L

py{x) = x(x~1>2 ] ) 0>
QUADRATICO po<(x> = (1-x%> o ] 0-—>
pa{x)> = x(x+1>/2 o O -
h, (x>= (-9x3+9x%+x-1>/16 = 'l o o—
h, (x>=9C 3x3-x%2-3x+1>./16 o —a | o—s

CUBICO
h (D=9 (-3x3-x%2+3x+1)>/16 © - - —s
h,x>= ( 9xI+9x%2-x-1>/16 O 0 a) 85—

B.3> Elementos SL-18, SL-27 e SL-36

As fun¢8es de interpolagdo dos elementos sélidos de 18, 27
e 36 nés podem ser obtidas a partir das fungdes de interpolacio
do elemento de casca de 9 nds.

Sendo G, as fungdes de interpolagio do elemento de ¢ nés,
as ftun¢gdes de interpolacdo para os elementos sélidos SL-18, SL-

27 e SL-36 s30 as apresentadas nas tabelas B2, B3 e B4, res-

pectivamente.



Tabela B.2 Fungdes de Interpolag¢io para o Elemento SL-18

88

Elemento de 9 nés Elemento de 18 Nés

G,= p,C&>.p, (M F,m G, .q,> ; Fio = G,.q,>
G,= paEd.p, (M F,= G,.q,<> ; Fii = 6.9,
Gy= pgEd . py(yd Fa= G5.q, > ; Fop, = Gy .q,<>
Gy= p,<&E2.py F,= G,.q, <> ; Fig = G, .q,¢C>
Gg= p,&>.p, (> Fom= Gg.q, (D Fis = Gg.q,¢C02
Gya= palEd . p,nd Fo= Ggo.q, <> 3 F,n = G,.q,0
Go= p,E>. py G Fo= G, .q,¢ > ; Fi,o = G5 .4,<0>
Gg= p,&> . p, (> Fg= Gg.q, ({2 ; F,, = Gg.q,>
Go= pLC¥Ed . py (N> Fgo= Gg,.q, D Fia = Gg.q¢>

Tabela B.3 Fun¢des de Interpolacio

para o Elemento SL-27

Elemento de 27 nds

Fio = G, .p<>
F,, = G, .p,>

Fy2 = Ga.p2¢{

|

n

o}
[y

PO

-

Fioq = Ggs.po<D

F,o = Gg.pp<lD
Fis = G .p2¢0D

F,, = Gg.p,<>

-
[N
-4
i
9
°©

NS

G,.pa<{>
G,.pa<d>
Gga.pa<{D
G, pall>
Gg.pgy<L>
Gy pa<D
G,.paCl>
Gg-PaCl>

GoPa <)
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Tabela B.4 Fun¢gfes de interpola¢io para o Elemnto SL-36

Elemento de 36 nés

F,=G, .h, > | F, =6, h,> | F, =6, .hy<{> | Fg=6, . h
F,=G,.h, > | F =6, h,> | FumG, . hy> | FomG,. h D
Fa=6, . h, (> | F ,=6G4.h, > | Fp,=G4 . hy> | Fy,=6,.hD
F,=6, . h, > | F 426G, h, > | F,=26,.h<> | Fy,=6,.h D
Fa=G, . h, > | F =6, h,D> | Fa=G, hy> | Fgy,=6,.h,D
Fa=G, . h, (> | FiamGy hyD | FumGy hald | Faya=Gg.h 0D

Fo=G, h,<> | F,;=6,.h,<> | Fyu=6,.h<(> | Fy,=6,.h,>
Fg=Gg -h, (0> | F =64 .h,<(> | Fys2Gq . ha{> | Fu5264.h, >

Fo=Go > | Fi2G0-hy (6> | Fu02G0 -ha({d | Fa4=Gg. h, >

B.4)> Elementos SL-32, SL-48 e SL-64

Partindo das fungdes de interpolagdo do elemento de casca
de 16 nds, podemos determinar as fungbes de interpolagido dos
elementos sdélidos de 32, 48 e 64 nés.

Sendo G; as fun¢gdes de interpolacio do elemento de casca de
16 nds, as fungdes de interpolagioc dos elementos sélidos SL-32,
SL-48 e SL-64 sao apresentadas nas tabelas BS5 a B.7, respecti-

vamente.



Tabela B.5 Fun¢fes de Interpolag¢io para

o elemento SL-32

Elemento de 16 nés Elemento de 32 nés

G, = h, > h, F, =6, .q,> ; F = 6, .q,<>
G, = h,¢> . h,(n F, =G, .q,> ; F,g= G, .q,<>
G, = hyd> . h, Fy =6, .q,U> ; F,o= G653 .q,
G, = h, (> h, (n> F, = G, .q,¢" v Fon= Gy g
Go, = h K> . h,(nd Fo = Gy ., > 3 Fuo,= Gy g,
Gy = hyED . h Fg = G5 .q,> ; Fu,= Gy .qu<>
G, = hyagD . h, F, = G, .q,> ; Fua= 6, .q,
Gg = h, &> . h (n Fg = Gg -.q,> ; Fy= Gg .q,>
Gy = h,&ED h, G Fo = Gy .q,{> ; Fug= Gy .q,D
G, o= h,<ED> h, Fio= Gu0-9,<> ; Fugm G n.qpC0D
G, = hy> . h,(n Foy= G,,.q,U> ; Fuo= Gy, .q<
G, 2= h &> h, F,oo= G,,.q,> ; Fug= G ,.q,<D
G, 3= h, &> h, Fis= G,5.94,> ; Fug= G,,5.4,D
G, .= hyCE>. h, Fia= G,,-d.> ; Fae= G .q,D
G,s= haC&D> . h, (m Fin= G,5.d,> ; Fy,= G pg.q,D
Gy 6= hy &> . h, (i Fo6= 6,5-94¢> ; Fu,= G,45.9,¢D

Q0




Tabela B.6 Fungdes de Interpolagio para o elemento SL-48

Elemento de 48 nés
F, = G,.p, <> F,p = 6,.p, > Faa = G, .pa<td
F, = G,.p, <> F,g = G, .p,<¢> Faq = Gp.pay<lD
Fu = G,.p, <> F,o = Gy.pp<{> Fas = Ggy.ps<l)
F, = G,.p,<{> F,o = Gg.pp<{> Fag = G,.paClD
Fo = Gg.p, D F,, = Gg p,<> Fus = Gg.pyCl)
Fy = Gg.p,<i> F,, = Gg.p, <> Fog = Gg. pg<l>
Fo = G,.p,<{> F,a = G, .p, (> Fao = Go.pa<lD
Fg = Gg.p, <> Fo, = Gg.pp<C> Foo = Gg.pa<l>
Fo = Gy p, <L) F,e = Gg.ppCL) Fo, = Gg.paClD)
Fio = G40-P1¢C0? Foo = Gyo0-P2¢0D Fo,2 = G40-P3<C
Fyio =6y -Py<0D Foz = Gy -0 Fag = G44.P3<C
Fiz = Gy2-p,<0D Foa = Gi2-p2¢<02 Feaa = Gy2-P3¢
Fia = Gia-P 0D Fao = Gya.-p2¢0> Fys = Gya.-P3l
Fia = Gi4-Ps¢02 Fao = Gy,-p gc) Fas = Gy4-Pa3¢
Fis = Gys5-P,02 Fg, = G5 pP2¢0D Fe? = Gy5-Pa¢
Fio = Gis-P¢0 Faz = Gy6-P2¢0D F,e8 = G 6P




Tabela B.7 Fun¢gbes de Interpolacio para o elemento SL-64

Elemento de 64 nds

F =G, h, > F,.=G, . h, >
F,=G, .h, (> F,g=G, . h, >
F,=G5; . h (> F,06=G5 . h, D
F,=G, .h, > F,o=G, . h, >
Fo=G, h, F, =G, h, >
Fa=G, h, D Fo,,=G . h, >
F.=G, . h (D F,43=G, h,{>
Fg=Gg . h D F,4=Gg .h,d>
F,=G, h, (> F,5=Gg.h, >

F,0=G,0 -, | Fpa=6,q hp <>
F,,=G,, . h,>| Fp=6,, . hy«>
F,,=6,, . h,C>| Fq26,, . h,<>
F,a=G,5.h,(>| Fyo=G, 4 h,<Cd
Fia2G,4 - B0 FaomG,,-hp <>
=G, 5 h, L] Fy,=6,5 . h,<&d

F,6=G,6-h (D] Fgy,26,4.h,C(>

16

~hy 0>
‘hy 0>
hy 0O
Chga 0D
Thy 0D
G- hg €O
Thy <O
chg <0

Shgy 0D

hy O
Thy 0>
hg €0>
Thg 0>
Thg <0
hg <D

.hg 0D

Fga=

Fg2=

Fga=

Fga=

L h <O

G, . h <[>

Gy.h >

G.5 . h

GGY h

Gyg.
G,y
G

15

16

o -h 0>

L 0D

S CUD

=G, .h, >

h, (0>
h, >
h, D

h, €2

Th <O
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