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RESUMO

Nesta dissertagio estuda-se o Método de Elementos Finitos p adaptativo com en-
fase na solugdo de problemas potenciais e da elasticidade bidimensional. Uma atencgio
especial é dada aos problemas cuja solugdo apresenta um comportamento singular. O
algoritmo empregado baseia-se no uso de estimativas a posteriori do erro de discre-
tizagdo e no aumento seletivo da ordem polinomial dos elementos de modo a
eqiiidistribuir o erro na malha. Trés métodos de estimativa de erro a posteriori sdo
analisados e implementados. O Método de Gradientes Conjugados precondicionado € usa-
do na solugdo dos sistemas de equagdes. Problemas representativos sdo analisados e

os resultados obtidos comparados com solugdes analiticas.
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ABSTRACT

The p adaptive Finite Element Method is used to solve two dimensional Elaticity
and Potential Problems. Special attention is given to axially symmetric problems and
to problems with singular solutions. The algorithm employed is based on the use of a
posteriori discretization error estimates. The elements polynomial degree are
selectively increased in order to equidistribute the error on the finite element
grid. Three a posteriori error estimation tecniques are analysed and implemented.
The Preconditioned Conjugate Gradient Method is used to solve the linear system of
equations. Representative problems are solved and the results compared with

avaliable analytical and numerical solutions.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 Porque Utilizar Métodos Adaptativos.

O Método de Elementos Finitos (MEF) é atualmente a ferramenta numérica mais
‘amplamente empregada na Mecéanica Computacional. O método vem sendo empregado para se
resolver uma grande classe de problemas estruturais, da mecanica dos fluidos, do
eletromagnetismo, etc.. Apesar de significativos avangos feitos no desenvolvimento
- da teoria e de algoritmos para o método, a concepgdo de um modelo de elementos fini-
-tos, para a analise de um determinado problema, baseia-se, ger‘alrﬁente, no bom senso
do analista e em experiéncias adquiridas com a solugdo de problemas similares. Se os
resultados nio sdo considerados coerentes a discretizagio deve ser refeita. E, no
entanto, razoavel supor que se a intuigdo do analista falhou na idealizagdo do mode-
lo, o mesmo pode acontecer no julgamento da validade dos resultados. Devido a estas
incertezas nos Gltimos anos tem havido um crescente interesse em métodos adaptati-
vos. Nestes métodos, modifica-se automaticamente o modelo nas regifes do dominio

onde a precisdo ndo € satisfatéria. Para isto utiliza-se, de uma maneira d¢tima, as

informagdGes fornecidas por etapas anteriores do procedimento.

Idealmente, o uso de métodos adaptativos torna possivel que o usudrio necessite
apenas fornecer uma malha representativa da geometria do problema e um limite supe-
rior para o erro. O computador, entdo, cria uma seqiéncia 6tima de discretizagdes e
modelos matematicos até que o nivel de precisdo pré-estabelecido seja alcangado.
Porém, no estagio atual da Mecanica Computacional, apesar do controle automatico do
erro de discretizagdo ja ser uma realidade, a adaptatividade de modelos matematicos

ainda se encontra em uma fase embrionaria (Babuska, 1989).
1.2 Porque utilizar a Vers3do p Adaptativa do MEF.
O erro de discretizagdo de uma solugdo aproximada, ug,., obtida através do MEF,

.pode ser reduzido, por exemplo, através da mudanca da localizagdo dos nés, do refi-

namento da malha (extensdo h), do aumento do grau polinomial dos elementos (extensdo



p) ou através de combinagdes (extensdo h-p, por exemplo). O termo versdo é geralmen-
te utilizado em referéncia a implementagdo de algum tipo de extensio em um método

numérico particular. Neste trabalho o termo vers3o sempre estara relacionado ao MEF.

A decisdo de se usar a versdo h, a versdo p ou a versdo h-p, para se resolver
um determinado problema, depende do comportamento da solugdo exata. A solugdo, u, de
um problema de valor no contorno é a seguir classificada levando-se em consideragédo

a malha de elementos finitos utilizada na discretizacdo do dominio (Szabé, 1990a,b):

. < PP | . s . .
Categoria A. u é analitica em todos os elementos finitos, incluindo os respec-

tivos contornos.

Para os problemas pertencentes a esta categoria, o método de controle mais efi-
caz do erro de discretizagdo é através do aumento da ordem polinomial dos elementos,
pois, neste caso, a energia de deformagdo da fungdo erro decresce exponencialmente
quando a versdo p é usada.

Categoria B. u é analitica em cada elemento finito, incluindo os contornos de
cada elemento, com a excessdo de. alguns dos vértices. Os pontos onde u ndo €

analitica sdo chamados de pontos singulares.

Para os problemas nesta categoria a solugdo exata, na vizinhanga dos pontos
singulares, pode ser escrita como a soma de uma fungdo suave e uma fungdo na seguin-

te forma
o, A
u = Z Ar't 9(6) , r<rg (1.1)
1=1

onde:+ r,0 sdo coordenadas polares centradas no ponto singular.
+ A; sdo coeficientes que dependem do carregamento.
+ A; € um numero racional maior que zero.
« §,(8) é uma fungdo suave ou suave por partes.
+ rp € o raio de convergéncia, ou seja, define a regido de validade da

expressio (1.1)

1
Uma fungdo € analftica em um ponto se ela pode ser expandida em Sérle de Taylor em

torno daquele ponto (Szabé, 1990a).



Diz-se que um problema estd fortemente na categoria B se A = min A; (i=1,2,..)
for menor que 1, caso contrario, diz-se que o problema esta fracamente na categoria
B. Para os problemas fortemente na categoria B a tensdo méaxima € infinita no ponto
singular, enquanto que para os problemas fracamente na categoria B a tensdo € finita
em todo o dominio (no entanto/grandezas relacionadas com derivadas de ordens superi-

ores a 1 podem ser infinitas no ponto singular).

0 uso da vers3o h-p é o método de controle mais eficiente dos erros de discre-
tizacdo para os problemas pertencentes a categoria B. A energia de deformagido da
funcio erro, também neste caso, diminuird exponencialmente. Esta mesma taxa de con-.
vergéncia da solugdo pode ser obtida se a versdo p for utilizada, desde que se uti-
lize malhas que consigam' isolar os pontos singulares (para detalhes veja o

Capitulo 7).

Categoria C. Neste caso a malha ndo pode ser construida de modo que os pontos
singulares coincidam com os vértices dos elementos ou que as regides onde ocorrem
mudancgas abruptas nas derivadas de u, tais como interfaces entre materiais diferen-
tes, coincidam com contornos inter-elementos. Neste caso a versdo h, com o refina-

mento construido adaptativamente, € a melhor escolha.

Segundo Szabé, (1990a) todos os problemas da elastoestatica linear e da elasto-
dindmica linear e varios problemas nfo lineares pertencem a categoria A ou B. Por-

tanto as versdes p e h-p s3o de substancial importancia para a engenharia.

Apesar da versdo h-p apresentar teoricamente uma taxa de convergéncia exponen-
cial, para os problemas das categorias A e B, existem grandes dificuldades para a
sua implementagio de uma forma eficiente devido, principalmente, a necessidade de
uma complexa estrutura de dados e a dificuldade em se decidir entre o refinamento h
ou o enriquecimento p de um determinado elemento da malha. O fato de ainda hoje ndo
existir nenhum programa comercial, e apenas alguns poucos de pesquisa, que utilize a

versdo h-p do MEF € um reflexo destas dificuldades praticas.

Devido a tudo isto neste trabalho utiliza-se a versdo p adaptativa do Método de

Elementos Finitos.
1.3 Motivagdo para este Trabalho e Conteido dos Capitulos.

A principal motivagio para o estudo da versdo p adaptativa do MEF é o fato de



que praticamente tudo o que for desenvolvido e implementado durante este trabalho,
tal como, estrutura de dados, métodos de solugdo, estimadores de erro, etc., nio tem
a sua aplicabilidade limitada aos problemas estudados aqui, mas, sdo aplicaveis a

uma ampla classe de problemas da Mecénica Computacional.

Nos capitulos subseqiientes, procurou-se ndo apenas descrever formalmente o tra-
balho desenvolvido, mas, também passar, sempre que possivel, experiéncias adquiridas

durante o seu desenvolvimento.

Os estudos desenvolvidos e os resultados obtidos estdo organizados da seguinte

forma:

No Capitulo 2 s3o apresentadas algumas definicBes que sd3o necessarias nos
capitulos seguintes. Neste capitulo também sdo revistos varios métodos encontrados
na literatura para a estimativa a posteriori do erro de discretizagdo no MEF. Uma
revisdo da formulagdo variacional do problema de Poisson e de problemas da elastici-
dade linear estatica, faz parte do conteiido do Capitulo 3. As equagdes de elementos

finitos sdo deduzidas no Capitulo 3.

No Capitulo 4 s3do discutidos varios aspectos do uso de bases hierarquicas .no
MEF. A implementagdo de um elemento hierarquico de ordem polinomial p também é tra-

tada.

Dois métodos para a estimativa a posteriori do erro de discretizagio no MEF, o
Método dos Residuos em Elementos e o método baseado em pés-procesamento da solugio ,

sdo tratados no Capitulo 5.

Algumas das técnicas computacionais, utilizadas no programa p adaptativo desen-
volvido, s3o os assuntos do Capitulo 6 e do Apéndice A. Finalmente, no Capitulo 7,
apresenta-se os resultados obtidos com este programa, e, no Capitulo 8, as princi-

pais conclusGes deste estudo e sugestdes para continuidade do mesmo.



CAP[TULO 2

DeFINICOES, TiPos DE ERROS, ESTIMADORES DE ERROS E ESTRATEGIAS ADAPTATIVAS

2.1 Introdugio.

O objetivo deste capitulo é fornecer ao leitor uma idéia geral das véarias defi-
nicdes e conceitos envolvidos quando se utilizam técnicas adaptativas no Método de

Elementos Finitos (MEF).

Além de algumas definigdes que s3o necessarias nos capitulos seguintes, na
Secdo 2.3 sdo revistos os principais tipos de erros existentes em uma solugdo apro-
ximada- obtida pelo MEF. A seguir sdo revistos sete métodos encontrados na literatura
para a estimativa a posteriori do erro de discretizagdo. Trés destas técnicas sé&o
utilizadas neste trabalho e duas delas, o Método dos Residuos em Elementos e a
técnica baseada em pés-processamento da solugdo, sdo discutidas em detalhes no

Capitulo 5.
2.2 Algumas Definigdes Necessarias.

Sio definidos a seguir alguns termos que sdo utilizados nas segSes e capitulos
subseqiientes e que fazem parte do jargdo da Mecédnica Computacional. As definigdes se
restringem, geralmente, ao caso de dominios bidimensionais dicretizados por elemen-
tos finitos triangulares, quadrangulares ou por ambos.

PARAMETROS DE MALHA (Oden & Reddy, 1976).

Parametro de malha h e h. Define~-se h como sendo

h = max{ h;,h,,..,he,....hg } (2.1

onde E é o numero de elementos finitos da malha e h, € o diametro do elemento Q,

definido por
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h, = max IIx - ylign = max [ rix - yllz] (2.2)
X,y X,y ‘i=1
e Q, € Q,

Note que h, é igual ao diametro do menor circulo que contém o elemento (vide

Figura 2.1). O parametro de malha h fornece uma medida do grau de refino da malha.
Analogamente define-se
h = min{ hyhy...hg } ‘ (2.3)
Parametro de Malha p.
p = min{ p,ps,.-,Pes--»Pg } (2.4)

onde p, = sup{ didmetro de todos os circulos contidos em Q, }, vide Figura 2.1.

Fig. 2.1. Parametros h, e p, (Oden & Reddy, 1976).
Parametro de Malha y. O ndmero real 7 é aef inido por
¥y=h/h ' | (2.5)
Quando y =1 a malha é dita ser h-uniforme (vide Figura 2.2).
| SEQUENCIA DE MALHAS QUASE-UNIFORMES (Babuska & Szabé, 1982).

Uma seqiiéncia de malhas M é dita ser quase-uniforme se existe um ndmero fixo

k < o, tal que, para qualquer malha u € M, tem-se



yQ) = 2—‘“—) k (2.6)

ko)

1A

Grosseiramente, isto significa que a forma e o tamanho dos elementos ndo variam

muito a medida que se refina a malha (Zienkiewicz & Craig, 1986).
SEQUENCIA DE DISTRIBUICOES p QUASE-UNIFORMES (Babuska & Szabd, 1982).

Os parametros de malha p.,x € Pmi, S80 definidos respectivamente por

max{ p;,DPz--»Pg } (2.7)

pmax
Pmin = min{ p;,p,,..,Pg } (2.8)

onde E é o namero de elementos finitos da malha e p; é a ordem polinomial do i-ésimo

elemento. Se p .« = Pmin @ distribuigdo é dita ser p-uniforme.

Uma seqiiéncia de distribuigSes P é dita ser quase-uniforme se existe um nimero.

fixo k < o, tal que, para qualquer distribuigdo p pertencente a seqiiéncia, tem-se

Pmax < g (2.9)
pmln .

(a) b) (c)

Fig. 2.2. (a) Malha h-uniforme. (b) Malha quase-uniforme.
(c) Malha h-uniforme (refinamento h-uniforme da malha (a) ) (Oden & Reddy, 1976).

ANINHAMENTO DE MALHAS (Demkowicz & Oden, 1988).

Uma nova malha resultante de um refinamento local ou global é dita estar

aninhada ("nested") na malha antiga, se ela contém todos os nés pertencentes 2 malha
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antiga. Matematicamente isto significa que os refinamentos consecutivos produzem uma
seqliéncia crescente de espagos de elementos finitos

XL ex2c..cXfcXle. | (2.10)

No caso de problemas elipticos autoadjuntos este aninhamento ird garantir {(com
a integragio exata da rigidez e das cargas) um comportamento monoténico do funcional

da energia potencial.

Esta propriedade é especialmente importante, pois permite o uso de Métodos Mul-
tinivel para a solugdo dos sistemas de equagles resultantes. Estes métodos iterati-

vos utilizam uma seqiiéncia aninhada de discretizag8es de uma regido (Rivara, 1984).
REFINAMENTO h, LOCAL E GLOBAL.

Uma malha pode ser refinada globalmente subdividindo-se simultaneamente cada um
dos elementos da malha, em elementos menores. Se apenas alguns elementos s3o subdi-
vididos o refinamento é dito ser local. Neste caso, geralmente, surgem nés irregula-
res. Em Demkowicz & Oden, (1988) podem ser encontrados alguns algoritmos para refi-

namento h local e suas correspondentes estruturas de dados.
MALHAS REGULARES E IRREGULARES.

Como resultado de um refinamento h local, podem surgir nés irregulares. Um né é
dito ser regular (Denkowicz et al., 1989) se ele é um vértice de cada um dos elemen-
tos vizinhos, de outro modo, ele é dito ser irregular. Se todos os nés em uma malha
sdo regulares, entdo a malha é dita ser regular. Em malhas bidimensionais o ndmero
maximo de nds irregulares em um lado de um elemento é chamado de indice de
irregularidade. Malhas com um indice de irregularidade igual a um sio chamadas de

1-irregular. Na Figura 2.3 s3o mostrados exemplos de malhas regulares e irregulares.
REFINAMENTO h LOCAL REGULAR E IRREGULAR.

Se ap6és completados os passos de um dado algoritmo de refinamento local nfo
existirem nés irregulares, o método de refinamento é dito ser regular (Demkowicz &
Oden, 1988). Neste caso, quando um elemento € subdividido, para eliminar-se os nés
irregulares porventura criados, os seus vizinhos também devem ser refinados. A ques-

2

tdo crucial no algoritmo é que os novos elementos n3o sejam distorcidos e que o re-
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finamento permanega local, ou seja, ndo se propague por todo o dominio. Se apés o
refinamento existirem nés irregulares, o método de refinamento é dito ser irregular,

sendo que o indice de irregularidade permitido varia de método para método.

|
[ ]

(2) (b)

\_\
S
L]

|

fe) (d)

Fig. 2.3. Exemplos de malhas regulares e irregulares: (a) e (b) malhas

regulares; (c) malha l-irregular; (d) malha 2—irregular.
MALHA OTIMA.

Define-se malha 6tima como sendo aquela que fornece o menor erro (erro 6timo),
medido em uma determinada norma, para um dado nimero de graus de liberdade (Gago et
al., 1983). Note que a malha 6tima €é dependente do tipo de elemento usado na discre-

tizagdo.

Pode-se provar, no caso de problemas unidimensionais, que o valor do erro étimo
é estavel em relagdo a pertubagdes na malha (Babuska & Rheinboldt, 1979a). Portanto
ndo €é necessario se construir a malha 6tima para se obter aproximadamente o erro

6timo.

Babuska & Rheinboldt, (1979a) demonstraram também que o erro, medido na norma
da energia, é constante em todos os elementos da malha 6tima (veja também Gago et

al., 1983). Apesar desta demonstragdo ter sido feita no contexto de problemas unidi-
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mensionais, a eqiiidistribuigdo de erro entre os elementos da malha também é usada
como idéia basica nos algoritmos adaptativos para problemas em duas e em trés dimen-

sdes (Babuska & Rheinboldt, 1979b). O algoritmo apresentado no Capitulo 6 baseia-se

nesta idéia.
"REMESHING" ADAPTATIVO DE ZIENKIEWICZ.

Segundo Zienkiewicz et al., (1989a) o processo de sucessivos refinamentos h
locais, até que uma prescrita precisfio seja obtida, ndo é eficiente. Como uma alter-
nativa para este processo, Zienkiewicz & Zhu, (1987) propoem uma maneira de se obter
uma malha quase 6tima, na qual os erros nos elementos sejam quase iguais e o erro

total seja menor que o limite permitido.

Isto pode ser feito (Zienkiewicz & Zhu, 1987; Zienkiewicz et al., 1989a;
Zienkiewicz et al., 1989b) através da estimativa do tamanho dos elementos - de modo
a eqiiidistribuir o erro na malha - utilizando indicadores de erro llell; (veja a Seg&do

2.4):
Suponha-sé que o erro relativo global permitido seja

el

= ol (2.11)

onde ll.Il é uma norma apropriada.

Considerando-se que o erro nos elementos sejam iguais, o erro admissivel em

cada elemento é obtido da seguinte maneira:

Definindo-se

E
ez = ¥ tlen? , (2.12)
i=1

onde llell; é a norma da energia do erro no i-ésimo elemento e E é o nimero de elemen-

tos da malha, tem-se
lleliz = E e:, = 72 llull? (2.13)

logo, o erro admissivel em cada elemento é dado por:
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n Null n 1l
€m = —Fg17Zz- T TEI7Z ~ (2.14)

onde G & uma solugdo aproximada.
Sabendo-se que, sob certas condi¢Bes (Zienkiewicz et al., 1989a)
el = ¢ A™PPA (2.15)

onde C ndo depende de h, p é o grau polinomial das fungSes base utilizadas e A é uma

constante que depende da suavidade da solugdo, tem-se, aproximadamente, que

czlel e /mx ooB =0 ‘ (2.16)
hk 1 (&) .
onde &, = I-':—Ei e k = A para elementos préximos a singularidades e k = p caso
m

contrario.

-

A malha quase 6tima pode ser construida utilizando-se os parametros Hl, calcu-

lados em (2.16), para construir fungdes densidade de malha usadas por geradores au-

z

toméaticos. Um gerador que utiliza este tipo de fungdo €é apresentado em Peraire et
al., (1987) e em Lo, (1985). Geradores deste tipo ‘geralmente utilizam elementos tri-

2

angulares. Um exemplo deste procedimento é apresentado na Figura 2.4.

O O Y

1.0

1.0

(a) (b) (c)

Fig. 2.4. Remeshing adaptativo de Zienkiewicz. (a) Malha inicial e
carregamento imposto. (b) Remeshing adaptativo da malha (a).

(c) Remeshing adaptativo da malha (b).

Note-se que como as malhas obtidas por este processo n3do estio aninhadas, nio é
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possivel empregar Métodos Multinivel para a solugdo dos sistemas de equagdes. Uma
grande vantagem desta estratégia é que ela pode ser facilmente introduzida nos pro-
gramas comerciais de elementos finitos ja existentes.

2.3 Principais Tipos de Erros na Solugdo Obtida pelo Método de Elementos Finitos.

2.3.1 Introdug3do.

A aplicagdo do Método de Elementos Finitos (MEF) para a solugdo de um dado pro-

blema pode ser subdividida em quatro etapas (Gago, 1985)

+ Etapa 1 - Escolha do modelo matematico.

+ Etapa 2 - Escolha da discretizagdo do dominio.

- Etapa 3 - Solugdo numérica do sistema de equagdes resultante.

+ Etapa 4 - Anélise e interpretagdo dos resultados.

Deve-se notar que cada uma destas etapas implica em aproximagdes cujos efeitos
podem ser adicionados ou cancelados. Em geral o usuario do método desconhece a mag-

nitude dos diferentes erros.

Além do possivel erro na escolha do modelo matemético apropriado, outras fontes
de erro.sio o uso de um numero finito de graus de liberdade, uso de um conjunto fi-
nito de ndmeros reais representdveis por um computador e, em alguns problemas (pro-
pagacdo de ondas por exemplo), a aplicagdo do MEF ndo ao modelo mateméatico, mas a
uma aproximagdo deste. Nas proéximas segBes sdo discutidos brevemente estas diversas
fontes de erros com o intuito de identificar exatamente o tipo de erro que se estara

estudando neste trabalho.
2.3.2 Erros na Modelagem Matematica.

O modelo mateméatico no qual uma dada andlise se baseia é uma abstragdo do sis-
tema fisico real. Durante esta abstragdo, por conveniéncia, s3o realizadas varias
simplificagBes com relagdo a geometria do dominio, parametros do sistema e a estru-

tura funcional da solugio (Utku & Melosh, 1984).

O erro na modelagem matematica é definido como sendo a diferenga entre a

solugdo exata u(x) (resposta do modelo matemdético) e os valores medidos no sistema

+» fisico nos pontos correspondentes (Utku & Melosh, 1984).
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A mecinica Newtoniana, a teoria de vigas e a teoria de placas finas sfo exem-
plos de modelos matematicos de sistemas fisicos reais. Os erros na modelagem
matemdatica serdo pequenos se as hipéteses contidas no modelo forem razodveis para o
sistema real representado pelo mesmo. Por exemplo, para se usar a teoria de vigas de
Euler-Bernoulli a relagdo entre a altura e o corhprimento da viga deve ser suficien-

temente pequena.

Segundo Babuska, (1989) num dos artigos precurssores sobre modelagem matematica
adaptativa, com a tecnologia atual dos computadores e estado da arte da Mecéanica
Computacional, o erro na formulagdo matemética torna-se cada vez mais a fonte

primaria de incertezas dos resultados numeéricos.
2.3.3 Erros de Arredondamento.

Estes erros sio causados pela limitagdo dos computadores digitais na represen-
tacdo de nameros reais. Devido a limitagdo do comprimento das palavras utilizadas
pelos computadores, apenas um subconjunto finito dos nimeros reais podem ser repre-
sentados nestas mdaquinas. Nenhum nimero irracional e apenas alguns nimeros racionais

podem ser represendados.

Segundo Utku & Melosh, (1984) a magnitude do erro de arredondamento ao se exe-
cutar o produto aTb de dois vetores a e b, de ordem n, em uma maquina com uma man-

tissa de | bits, é dada por
lel =n lall bl 21 (2.17)
onde lI.ll é uma norma apropriada.

Portanto, para se minimizar os erros de arredondamento, deve-se usar palavras
com mantissas de grande comprimento, varidveis de pequena magnitude (norma pequena)
e dimensdes dos arranjos menores (n). Porém isto nem sempre é possivel.

Uma outra conseqiiéncia de se utilizar méquinas com precisdo finita é que sempre
existe um limite para o refinamento da malha, além do qual os valores calculados

estardo totalmente errados, sem relagdo alguma com o modelo.
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2.3.4 Erros de Discretizagio e Erros da Solugfo.

O erro de discretizagdo, e, representa a diferenga entre a solugdo exata, u(x),
do modelo mateméatico e a solugdo aproximada, upy(x), obtida utilizando-se, por exem-
plo, o Método de Elementos Finitos (Babuska & Noor, 1986). Este erro é uma
decorréncia do particionam‘ento do dominio e da escolha das fung¢des de interpolagio.

Note que u,(x) é diferente dos valores fornecidos pelo computador.
(2.18)

Estes erros sdo causados pelo uso de um nimero finito de graus de liberdade, no
sistema discretizado, para representar os infinitos graus de liberdade do modelo
matematico (Utku & Melosh, 1984).

Mesmo quando a solugdo exata ndo é conhecida € possivel estimar quantitativa-
mente o erro de discretizagdo e determinar a taxa de mudanga do erro a medida que o
nimero- de graus de liberdade do modelo discretizado é aumentado (Babuska & Noor,

1986).

Existem dois tipos de estimativas do erro de discretizagdo: estimativa a priori

e estimativa a posteriori.

A estimativa a priori é baseada (Babuska & Noor, 1986) no conhecimento de ca-
racteristicas da solugdo, como o seu grau de suavidade, e fornece uma informacéio

qualitativa sobre a taxa de convergéncia assintética.

Na estimativa a posteriori (Babuska & Noor, 1986) utiliza-se informagdes obti-
das durante o processo de solugdo, além de algumas hipéteses feitas a priori sobre a
solugdo. Diferentemente da andalise a priori, as estimativas feitas a posteriori po-
dem fornecer medidas precisas do erro de discretizagdo. Na Segdo 2.4 s3o apresenta-

das as principais técnicas utilizadas para este tipo de anélise.

Um tipo de erro que muitas vezes é confundido com o erro de discretizagio é o

erro da solugdo, definido por (Utku & Melosh, 1984)
€, = U - u, (2.19)

onde u, sdo os valores fornecidos pelo computador.
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Na realidade este erro inclui, além do erro de discretizagdo, erros de arredon-
damento, erros devido a subintegragdo das matrizes, erros causados pela
representagdo polinomial do carregamento, erros na representagdo da geometria do
dominio, etc. Porém é comum comparar-se o erro de discretizagdo, estimado por aigum

método, com o erro da solugdo.
2.4 Classificag3o das Técnicas de Estimativa a posteriori do Erro de Discretizagio.
2.4.1 Introdugdo.

Atualmente uma questdo crucial em Mecanica Computacional é a capacidade de se
melhorar automaticamente a qualidade de uma solugdo numérica. Uma solugdo aproxima-
da, obtida pelo Método de Elementos Finitos, pode ser melhorada, por exemplo; realo-
cando-se os nés, aumentando-se localmente a ordem da aproximagdo, refinando-se a
malha, etc. Implicito em cada um desses métodos, ditos adaptativos, esta a capacida-
de de se avaliar localmente, de alguma maneira, a qualidade da aproximagdo. Esta
qualidade é medida pelo erro de discretizagdo em uma norma apropriada. Portanto, uma
parte fundamental de um método adaptativo € a estimativa a posteriori do erro, local
e global, da aproximagdo. Nas préximas segdes sdo apresentadas sucintamente as ‘pr'in—
cipais técnicas utilizadas para a estimativa a posteriori do erro de discretizagio
em problema elipticos lineares. Estes métodos, geralmente, estimam a norma da ener-

gia do erro de discretizagdo, definida por (Babuska & Suri, 1990)
lelly = Ble,e)l’2 (2.20)

onde B(.,.) é a forma bilinear associada ao problema em questdo (vide Capitulo 3) e
e = u - u, Esta medida estd relacionada com a raiz média quadrética (RMS) do erro
nas tensdes em todo o dominio (Szabé, 1990a,b) e é equivalente & norma de H(Q) (Ba-

buska & Szabé, 1982)

O termo indicador de erro é usado para denotar uma estimativa, geralmente
grosseira, do erro em um determinado elemento da malha. Os indicadores de erro for-
necem informagdes para o controle adaptativo do erro. O termo estimador de erro é

usado para denotar estimativas do erro global.
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2.4.2 Técnicas Baseadas na Esfimativa do Resfduo.
2.4.2.1 Método dos Residuos em Elementos.

Neste método (Oden et al., 1989) o residuo da solugdo numérica (uma fungio que
mede o quanto a solugdo aproximada, u, falha na satisfagdo das equagdes diferenci-
ais que governam o problema e o quanto u, falha na satisfacdo das condi¢Ses de con-
torno) é calculado em cada elemento e usado como dado para um problema de Neumann
definido localmente em cada elemento. Tal abordagem fornece uma aproximagio local,

1, da fungdo erro, e, em cada elemento e ndo uma estimativa de lleli; diretamente.

Apesar desta abordagem ser aparentemente simples, deve-se (Bank & Weiser, 1985)
tomar alguns cuidados a fim de se garantir que os problemas de Neumann estejam bem
postos, isto é (Oden & Reddy, 1976), que exista uma solugdo univoca que dependa con-

tinuamente dos dados.

O -Método dos Residuos em Elementos (MRE) tem sido utilizado para a estimativa
de erro nido sé no contexto de problemas elipticos lineares, mas também em problemas
nio lineares, parabdlicos, etc. (veja por exemplo Oden et al., 1986). No Capitulo 5

este método é tratado datalhadamente.
2.4.2.2 Indicador de Erro de Babuska-Rheinboldt.

O estagio em que atualmente se encontra a analise de erro em Mecanica Computa-
cional é devido em boa parte aos trabalhos de Babuska e seus colaboradores. Dentre
estes trabalhos estd a formulagdo de um indicador de erro para problemas elipticos
lineares baseado no calculo da norma do residuo local da equagdo diferencial e do
salto do fluxo normal no contorno inter-elementos (veja por exemplo Babuska &

Rheinboldt, 1979b).

O indicador pode ser expresso da seguinte forma para um elemento genérico K

(Zienkiewicz & Zhu, 1987)

el = C,(K)h: ‘[rde + Cy(Kdhy | [, 15 ds (2.21)
Q% 8KA3Q

onde: ¢ llelly é a norma da energia do erro.

« r é o residuo da equagdo diferencial que rege o problema.
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« [¢, 1; é o salto do fluxo normal no contorno inter-elementos.
n

« 8K\3Q2 é o contorno inter-elementos.

As principais virtudes deste indicador de erro (Bank, 1986) sio o seu ﬁaixo
custo, a sua impiementaqéo € mais simples do. que, por exemplo, o da segdo anterior,
e de funcionar bem como um guia para refinamentos locais de malha. A sua principal
desvantagem segundo Bank, (1986) é a dependéncla das constantes C, e C, que sdo

dificeis de serem calculadas, na préatica, com preciséo.
2.4.3 Método Dual.

Este método segundo Oden et al., (1989) é valido para problemas elipticos auto-
adjuntos. Calculam-se duas solugdes para o problema utilizando a formulagio direta e
a complementar, baseadas, no caso da elasticidade, no Principio da Energia Potencial
Minima e Energia Complementar Minima, respectivamente. Obtém-se, entdo, um limite
superior para o erro global, medido na norma da energia. O procedimento é custoso

mas (Babuska & Noor, 1986) garante-se um limite superior para o erro global.
Definindo-se:

» J(v) o funcional da energia potencial total;
. J'(s) o funcional da energia complementar;
s ue u' as solugbes exatas do problema primal e dual respectivamente;
c u, e u; as solugdes aproximadas por elementos finitos do problema

primai e dual respectivamente;

fl.lg e ll.llg* as normas da energia para o problema primal e dual

respectivamente;
pode-se provar facilmente (veja Oden et al., 1989:137) que:

hu = wllZ = 23(y,) - 20(u) = 2J(y,) - 23" (u") = 2J(y,) - 21" (u))
(2.22)
ia”= uinZe = 25%(0") - 257wy = 25w - 237 (u)) = 200y, - 20°(u))

Portanto os erros, tanto no problema primal como no dual, s3o limitados, nas
suas respectivas normas da energia, pela diferenga das energias das solugBes aproxi-

madas primai e dual.
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2.4.4 Técnica Baseada na Estimativa do Erro de Interpolagdo.

Este método de estimativa de erro foi apresentado por Diaz et al., (1983) e usa
a teoria de interpolagdo de elementos finitos em espagos de Sobolev para conseguir
estimativas (muitas vezes grosseiras) do erro local em cada elemento. O método, re-

sumidamente, baseia-se nas seguintes premissas:

Supondo que a solugdo exata u seja suficientemente suave, ela pode ser interpo-
lada usando-se fungdes do espago de elementos finitos, X, associado ao problema.

Seja u; tal fungdo, entdo, para cada né by, u; satisfaz
ur(by) = u(by) j = 1,..,nimero de nés - (2.23)

A fungdo uy; é introduzida porque, para problemas bem postos, o erro associado a
interpolagdo de u por u; limita o erro da aproximagdo de u por u, (Diaz et al,

1983), ou seja,

lu - uple = llu - ulig - (2.24)
onde:

» {l.lly é a norma da energia.

* u, é uma solugdo aproximada obtida pelo MEF.

O préximo teorema fornece uma estimativa do erro de interpolagio (Diaz et al.,

1983 ou Ciarlet, 1978)
Teorema 2.1 : Teorema da Interpolagdo para Elementos Finitos.

Seja X, um espago de elementos finitos de ordem k =1, e seja
u € H¥*!(Q), o espago de Sobolev de ordem k+l. Defina h, como sendo o diametro do
elemento Q.. Entdo, existe uma constante positiva C, independente de Q. tal que,

para todos os elementos finitos

O0sm=k (2.25)

fflu = ugll S Chk+l-m|y|
(]

Hm(Qe) Hkol(Qe)

onde l'IHr(Q y T = k+l, é a seminorma do espago de Sobolev de ordem k+l dada por
L

(em duas dimensdes)
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lulyrq,) ={J ) L dxldXz}» (2.26)

o o
ay+op=r| 9X 16x2 2
e

Q
Il.lIHm(Q ) é a norma do espaco de Sobolev de ordem m definida por
(3
3“1*“2u 2 172
all ={ ——| dxdx, (2.27)
H (Qe) ‘[Q alz:otzﬁm 3x:tlaxg2
e

O problema béasico do método (Oden et al., 1986) é a necessidade de se calcular
(estimar) derivadas de ordem elevada, da solugdo exata, através da unica informagdo
acessivel, ou seja, a solugdo aproximada por elementos finitos. Existem muitas
técnicas para a estimativa das derivadas necessarias, porém, geralmente baseadas em
argumentos heuristicos. Uma excessdo € a técnica que utiliza as chamadas férmulas de
extragdo de Babuska & Miller, (1984a,b) que no entanto s6 existem para determinadas
classes de problemas.

2.4.5 Técnica Baseada no Pés-Processamento da solugdo.

Qualquer medida particular do erro de discretizagdo e = u - u, é uma fungdo da
solugdo de elementos finitos conhecida, u,, da solugdo exata, u, e possivelmente de
suas derivadas. Provavelmente a abordagem mais direta para a estimativa de erro a
posteriori é substituir 'a solugdo exata u e suas derivadas por valores
p6és-processados. Estes valores podem ser obtidos através de férmulas de extragio,

métodos de projegdo, médias nodais, etc.

Um indicador de erro para o elemento K, baseado na norma da energia,

apresentado por Zienkiewicz & Zhu, (1987) é, no caso da elasticidade, dado por

172
lelly = {J‘(ew)TD(eo_) dQe} (2.28)
. |

onde D é a matriz das constantes eldsticas e e. = {o} - {0y} é aproximado por
. *
e = (o} - {o,) (2.29)

*
onde {¢ } é um campo de tensdes continuo, calculado, por exemplo, pelo processo de

projecdo (vide Shephard et al., 1989 ou Capitulo 5).



20

A principal desvantagem deste método segundo Oden et al., (1989) é o custo.
Porém, outros autores argumentam que a maioria dos programas comerciais de elementos

finitos ja calculam os valores de tensdo suavizados.
2.4.6 Estimativa de Erro a posteriori Utilizando uma Anéilise Assintética.

Uma abordagem classica para a estimativa do erro de discretizagdo baseia-se na
utilizacdo de véarias solugdes obtidas através de uma seqliéncia de malhas com refina-
mento h uniforme crescente (extensio h) ou com aumernto uniforme do grau polinomial

de todos os elementos (extensdo p).

Esta abordagem é mais conveniente para a extensdo p na qual se utilizam fungdes
de interpolagdo hierarquicas. Neste caso as solugdes correspondentes a

P = L,2,..,Pn.x Podem ser obtidas de uma maneira econémica (Szabé, 1986a).

O procedimento baseia-se na utilizagio de uma estimativa a priori para o erro,

em uma seqiiéncia de malhas com enriquecimento p uniforme (Dunavant & Szabé, 1983).

Da teoria matemAtica para a versio p do Método de Elementos Finitos (Babuska et

al., 1981) tem-se

2 -28
hu - u lig = Cp ””"ka(g) (2.30)
onde: - ll.; é a norma da energia (vide Equagdo 2.20) dada por
tutZ = B(u,u) = 2 U(u) (2.31)

onde U(u) é a energia de deformag3o.
+ u é a solugdo exata do problema.
* u, € a solugdo obtida pelo MEF utilizando-se uma distribui¢do p uniforme.
+ C é uma constante que depende do dominio, do carregamento, da malha e de B.
+ B é uma constante positiva chamada taxa de convergéncia assintdtica (Szabé,

1986a) dada por B = k ~ 1, onde k é a ordem do espago de Sobolev ao qual u pertence.

Note que na Equagd3o (2.30) se utilizou a propriedade de equivaléncia entre a

norma da energia e a norma Il (Babuska & Szabd, 1982).

HY(Q)

Utilizando-se a defini¢gdo da norma da energia tem-se



21

U(u) - Uly,) = Cp @
(2.32)
Uu) - Ulu, ) s Cylp-D™2# ¢

Para p suficientemente grande, tal que o sinal de menor ou igual nas Equagses
(2.32) possa ser trocado por uma igualdade, diz-se que a solugdo aproximada ‘estd na
faixa assintética. Para p = 4 a extensdo p estd na faixa assintética para a maioria
dos problemas praticos (Dunavant & Szab6, 1983). Supondo-se B conhecida e que C,=C,,

U(u) pode ser determinada por

0) = Ulu,_)p R - Ulu,)(p-1)"%#

U(u (2.33)
-2B _ (p—l)—ZB

p

Um polinémio de grau p possui N graus de liberdade, onde N = p? (Babuska at al.,

1981), portanto, a equagdo anterior pode ser reescrita na forma

_ Ul NP - UGu NGB

-B -B
Np - Np-l

U(u) (2.34)

Caso ndo se conhega B sdo necessarias 3 solugdes aproximadas para se poder es-

timar U(u). A partir das Equagdes (2.32) tem-se

logl (Uw - Uty_p)/(Uw ~ Utap) ] = 28logl p/(p-1) ] (2.35a)
Similarmente

logl (Uw - U, )/ (U - U, ) 1 = 2Blogl (p-1)/(p-2) ] (2.35b)
Portanto

logl &U(u) - Uwu,_p)/(Uwy - Uwyy) 1 logl p/(p-1) =Q (2.36)

Togl (Ut - Utu,_»)/(Uw - Uu,_n) T 7 Togl (p-1)/(p-2) |

Finalmente tem-se

(2.37)

Uw) - Ucu,p _ (U ~ U(p_z)\o
Uw - Ucuy) U - U,y

Sabendo-se que p = N2, Q também pode ser escrita como
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log( N,/N,_, )
log( Np-—l/Np-z )

Q = (2.38)

Para se obter uma estimativa da energia de deformagdo U(u) a Equagdo (2.37)
deve ser resolvida. No Capitulo 7 sio feitas algumas estimativas de erro utilizando
este procedimento. As raizes da Equagdo (2.37) foram calculadas utilizando-se a sub-

rotina NBO1A/AD da biblioteca matematica Harwell.

Este procedimento é preciso, porém sé fornece uma estimativa do erro global.
Nio se pode, por exemplo, usd-lo para guiar o enriquecimento p adaptativo de uma

malha, ja que o método ndo fornece estimativas do erro local.
2.4.7 Técnica Baseada no Uso de Indicadores de Corregdo.

Um programa auto-adaptativo procura criar uma seqiiéncia de malhas que produza
uma elevada taxa de convergéncia, até que um nivel aceitdvel de erro seja alcangado.
Porém este procedimento, quando baseado exclusivamente em indicadores de erro, pode
nio ser o mais eficiente. O problema principal segundo Zienkiewicz & Craig, (1986) é
que mesmo que O erro seja grande, ele pode ser ortogonal ou aproximadamente ortogo-
nal & mudanga na malha proposta. Ou seja, o refino h (ou enriquecimento p) de uma

malha podera ndo proporcionar nenhuma melhora significativa nos resultados.

Pode-se tentar contornar este problema com o uso de indicadores de corregdo,
que medem o decréscimo do erro na solugdo ao se adicionar um novo grau de liberdade

especifico (Zienkiewicz & Craig, 1986).

Um indicador de corregdo proposto por Kelly et al., (1983) é da forma

2
7':,1 =1 r'Yng dQ (2.39)
Kn+1.n+l Q

onde: * r é o residuo da equagdo diferencial.
* Yo, € a fungdo de interpolagdo hierarquica associada ao novo grau de liber-
dade n+l.

* K, i1.ns1 € O termo da diagonal da matriz de rigidez associado a fungdo y,,;.

O indicador m,,, diz aproximadamente quanto da energia do erro vai ser absorvi-
da pela adigdo da correspondente fungdo hierarquica & base do espago de elementos

finitos.
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Em principio somando-se os indicadores de corregdo, relativos a todos os novos
graus de liberdade possiveis de serem adicionados ao atual nivel de refinamento,
obtem-se uma estimativa da energia total do erro (Ribeiro, 1986:41). No entanto isto
é viavel, segundo Zienkiewicz & Craig, (1986), apenas para os primeiros préximos

niveis de refinamento, além dos quais os custos crescem fora de proporgdo.
2.5 Procedimentos Adaptativos para o Método de Elementos Finitos.

Diz-se que uma solugdo obtida pelo Método de Elementos Finitos estd sendo enri-
quecida adaptativamente se a solugdo aproximada for melhorada de tal forma a se ob-
ter a melhor solugdio para um dado esforgo computacional.

Os procedimentos adaptativos possuem em comum com os "retro-alimentados" o fato
de que a informagdo processada € usada para guiar o préximo passo do procedimento.
Porém um procedimento retro-alimentado sé é dito ser adaptativo se ele utiliza, de
alguma forma 6tima, a informagdo fornecida pelo passo anterior (Babuska & Noor,

1986). -

Nas segles seguintes sdo apresentados resumidamente as principais estratégias
adaptativas utilizadas para melhorar uma solugdo aproximada obtida pelo Método de

Elementos Finitos.
2.5.1 Versio h.

Nesta estratégia a ordem das fungbes de interpolagdo em todos os elementos é
mantida constante. As informagdes da solugio obtida sfo usadas para aumentar o
nimero de elementos de modo que o parametro de malha h tenda a zero nas regides onde
o erro da solucio neste passo for elevado. Em problemas transientes um desrefinamen-

to em algumas regiGes da malha também é utilizado.
2.5.2 Vers3o p.

Este procedimento baseia-se num aumento sucessivo da ordem polinomial das

fungdes de interpolagdo em cada elemento.

A versdo p é particularmente atraente quando sdo utilizadas fung¢les de interpo-
lagdo hierarquicas, pois, neste caso, a matriz de rigidez e os vetores carregamento

correpondentes a um grau polinomial p estardo embutidos nas matrizes e vetores cor-
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respondentes aos graus polinomiais maiores ou igual a p + 1 (vide Capitulo 4).

Uma outra vantagem da versdo p é que o nimero de pontos de integragdo, por grau
de liberdade, nos elementos de ordem elevada é menor do que nos elementos de Saixa
ordem. A principal desvantagem da vers3o p € que, em problemas cuja solugdo ndo é
suave, a aproximagdo obtida pelo MEF pode oscilar nas regifes onde a solugdo é sin-

gular.

2.5.3 Versdo r.

-

Na versio r a qualidade da solugdo de elementos finitos é melhorada através de
uma otimizagdo da localizagdo dos nés. Mantém-se constante o numero de graus de li-

berdade e a ordem das fungdes de interpolagdo em cada elemento.

Os resultados possiveis de serem obtidos utilizando-se esta estratégia dependem
diretamente do nimero de graus de liberdade utilizados na discretizagdo inicial.
Além disto, problemas com a distor¢do excessiva dos elementos e instabilidade da
malha 6tima, também existem (Babuska & Rheinboldt, 1979). Babuska, (1986) demonstrou
que se a posigdo 6tima dos pontos nodais ndo forem obtidas em no maximo duas
iteractes, é mais eficiente aumentar-se o nimero de graus de liberdade do que conti-

nuar buscando as posigles 6timas.

Este procedimento € bastante utilizado em conjungdo com a técnica de estimativa

de erro baseada no erro de interpolagdo (Segdo 2.4.4).
. 2.5.4 Versdes Combinadas - Versdo h-p.

Neste caso tem-se uma combinagdo das estratégias anteriores, sendo a mais comum
a baseada na selegdo simultidnea da malha e da ordem local da aproximagdo, ou seja, a
versio h-p. Para uma grande classe de problemas da engenharia, a versio h-p possui
uma taxa de convergéncia exponencial com relagdo ao nuimero de graus de liberdade,
enquanto que as versGes h ou p possuem apenas uma taxa de convergéncia polinomial

(Babuska & Noor, 1986).

A principal dificuldade na versdo h-p é decidir quando se deve refinar a malha
e quando se deve aumentar a ordem das fungdes. Além disto as estruturas de dados

necessarias para suportar versdes combinadas sdo bastante complexas.



CAP[TULO 3

DISCRETIZAGAO DOS PROBLEMAS

3.1 Formulac3o Variacional dos Problemas.

Neste trabalho serdo abordados dois problemas: O problema de Poisson no plano e
o problema da elasticidade linear estatica com enfase a problemas singulares e pro-

blemas com axissimetria. No primeiro a solugdo é uma fun¢do escalar e no outro veto-

rial.
Sera suposto que os problemas podem ser formulados na seguinte forma abstrata:
Encontre u € X, tal que
B(u,v) = L(v) V veX ‘ (3.1)
sendo
X=XxXx....x X (m vezes) ’ (3.2)
onde:

(i) X é um subespago de HYQ), o espago de Sobolev de primeira ordem.  denota
um dominio aberto, limitado, no espago R", com contorno suficientemente regular 9Q,
ou seja, admite a existéncia do vetor normal em quase todos os pontos (exceto possi-

velmente em um conjunto de medida nula).

(ii) B(.,.) é uma forma bilinear sobre X x X da seguinte forma

m
B(u,V) = Z BU(UI.V]) ' (3.3)
1, J=1

onde By(.,.) s8o formas bilineares de argumentos escalares do tipo
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B;(u,v) =J [allll ou_dv + b8 u v+ cqu]dn + Id“uv ds Kk, =1,n
Q

1) 9%y, Ox, 1)0xy
aa |
(3.4)
(iii) L(.) é uma forma linear sobre X da seguinte forma
m
L(V) = Z L_](v_]) (3.5)
1=t
Com as formas lineares L(.) atuando em fungSes escalares
Lylv) = ijv daQ + thv ds x = 1,n (3.6)
Q an
Nas expressGes acima a':;, b, ¢ , T e le' hJ sdo fungdes suficientemente

1y oy g
regulares definidas em Q e em 8Q respectivamente.

Uma ampla gama de problemas podem ser descritos pela formulagdo abstrata (3.1)
segundo Demkowicz et al., (1989). Nas segles seguintes ser3o deduzidas as -
formulagdes na forma (3.1) para o problema de Poisson e para problemas da elastici-
dade linear estatica.

3.1.1 Formulagdo Variacional do Problema de Poisson.

A Equagdo de Poisson em duas dimensGes é dada por

azu azu
75z * 3%2 +f,=0 em Q (3.7a)
1 2

Esta equagdo governa, por exemplo, a condugdo de calor em regime permanente de
uma regido bidimensional constituida de material homogéneo e isotrépico. Diversas

aplicagGes podem ser encontradas em Lyra, (1988).

A solugdo torna-se univoca quando um dos dois tipos de condi¢io de contorno sdo

aplicados em cada ponto do contorno 822 (Dhatt & Touzot, 1984). Vide Figura 3.1.

(i) Condigdo em u (Dirichlet ou essencial)
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u=1 em Ty | (3.7b)
(ii) Condic3o em 9u _ du n; ou condi¢gdo de fluxo
an ~ ax; !
du +oau-="f em T (3.7¢c)
én 8 N . .

Se a # 0 tem-se condicdo de contorno de Cauchy. Se a = 0O tem-se condigdo de

contorno de Neumann ou natural e, neste caso, um valor de u deve ser imposto em al-

gum ponto do contorno para que haja garantia da unicidade da solugdo.

X, A

=12

Ty

Onde: Ty v Ty = aQ
pnIy=o

3 = Vetor unitério normal a 4Q

> X,

Fig. 3.1. Representacdo do dominio e do contorno para o Problema de Poisson.

O primeiro passo para se encontrar uma solugio aproximada para o problema (3.7)

utilizando o Método de Elementos Finitos €é coloca-lo na sua forma variacional

(Kikuchi, 1986).

Aplicando-se o método dos residuos ponderados

(82 2
W(u)=J (g—xg+g—xg+fv]vd9=0
2
Q

(3.8)

Note-se que nesta forma as funcdes de interpolagdo u devem ser duas vezes dife-

rencidveis e satisfazerem as condigdes de contorno em Iy e TI'y. Enquanto que as

fungdes teste (fungdes peso), v, precisam apenas ser suficientemente regulares para

que a integral em (3.8) tenha sentido (Dhatt & Touzot, 1984:143).

A forma integral (3.8) pode ser tranformada na conhecida forma fraca através de

integragdes por partes
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du du dv 8u v 8u
W(u) = J V[ﬁ; ﬂl + 'aTz nz] dr - I [a—xT 5}-(—1' + m 5)—:-; - va] dQ (3.9)
a

Impondo-se que as fungles teste v sejam nulas em ' e que as fungdes de inter—

polagdo u satisfagam as condigSes de contorno (3.7b), ou seja

veH;(Q)=(veH1(Q)Iv 0 em Iy )

(3.10)

ueH;(Q)=(ueHl(Q) lu=0emry)

Note-se que H,;(Q) nio é um espago vetorial, devido a imposi¢cio de que u = 4 em
[p. Por simplicidade serda suposto que tanto a solugdo u como as fungdes teste v sdo
membros do espago H;(Q). ou seja, G = 0. As condigdes de Dirichlet nio homogéneas
poderdo ser tratadas através do método da penalidade (Demkowicz et al., 1989). Por-

tanto na sua formulagido variacional o problema (3.7) é dado por:

Encontre u € H;(Q) tal que

B(u,v) =L(V) V v e H;(Q) (3.11)
onde
_ dv du dv Ju _ .
B(u,v)—J(KE+EE]m—[Vu Vv dQ (3.12)
Q Q
L(v) = vav da + J(fs - au)v dr (3.13)

Q Ty

E importante notar que o problema variacional (3.11) contém as condicdes de
contorno (3.7c) explicitamente, e que as condi¢8es de contorno essenciais estio em-

butidas na imposi¢3o que u € H;(Q) e na definigdo de H;(Q).

A questdo da equivaléncia entre as formulagdes diferenciais (cléssicas) e vari-
acionais é tratada, por exemplo, por Oden & Carey, (1983:30) no Teorema 1.4.2 ou por
Oden & Reddy, (1976:292) no Teorema 7.1. O problema da existéncia e unicidade da
solugdo dos problemas variacionais € tra{ado pelo Teorema Generalizado de Lax-

Milgram também apresentado nas citadas referéncias.
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"3.1.2 Formulacgio Variacional para Problemas da Elasticidade Linear Estéitica.

Seja Q um dominio limitado aberto no espago R3, com um contorno 4Q = FD,U fN,

anI'D=¢.

O problema da elasticidade com uma formulagdo de deslocamentos pode ser posto

na seguinte forma (Demkowicz et al., 1989 ou Kikuchi, 1986:191):
Encontre um campo de deslocamento u = u(x), tal que
v:rl_,(u),J +f; =0 em Q ,
sujeita as condigdes de contorno,
u = Gl em [p
ti(u) = g; em I'y
onde a seguinte notagdo foi utilizada
(i) f; € uma forga de corpo, por unidade de volume, na diregdo i.
(ii) O tensor tensdo correspondente a u
oy(u) = Epg £,(u)
onde o tensor deformacgdo é definido por
€y (u) = —;—(uk.l +u,)

e Ej, € o tensor das constantes elasticas satisfazendo as seguintes

simetria
Ega = Eygie = Ejig = Ejg
(iii) O vetor tragio no contorno 3N

ty(u) = oy5(u) n,

(3.14a)

(3.14b)

(3.14c)

(3.15)

(3.16)

condigBes de

(3.17)

(3.18)
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Novamente, buscar-se-4& a formulagdo variacional do problema. Aplicando-se o

método dos resfduos ponderados

W(u) =J [o-lj(u),J +filvyda=0
Q

(3.19)
onde v; sdo fungles teste (deslocamentos virtuais) suficientemente diferenciaveis.
Para obter-se a forma integral fraca faz-se
W(u) = J@lj(u)njvl dar - J’o‘u(u)vl,J da + J‘flvl da (3.20)
aQ Q Q

Utilizando-se a simetria das tensdes e as' relagdes deformagio-deslocamento
(3.16) tem-se

. cru(u)vl,J = %{vu(u) + oy (u)] Vir,

= oyy(uley(v) (3.21)

Impondo-se que as fungSes de interpolagdo u satisfagam as condi¢des de contorno
(3.14b) e que as fungSes teste v sejam nulas em I , ou seja

u € HU(Q) = {u = (u,upuy) | u € HUQ), u = & em Iy ) (3.22)

v € H(Q) = {v = (v;,v;,v3) | v, € H(Q), v; = 0 em T} } (3.23)

Por simplicidade, serd suposto que Gl = 0, ou seja, a solugdo u também pertence

ao espago HYQ), visto que, um problema com condi¢des de contorno nio homogéneas

pode sempre ser transformado em outro com condigdes de contorno homogéneas.

Na sua forma fraca o problema (3.14) é dado por:
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Encontre u € HY(Q) tal que
J'cu(u)cu(v) dQ = Jflvl dQ + ngvl dr V v e H(Q) (3.24)
Q Q Ty

Note-se que a forma fraca (3.24) nada mais é que o Principio dos Trabalhos Vir-

tuais (Kikuchi, 1986 ou Becker et al., 1981:244).
Utilizando-se as rela¢des constitutivas (3.15), as relagbes deformagdo-deslo-
camento (3.16) e as propriedades de simetria (3.17) do tensor E;y, o problema

(3.24) pode ser escrito na seguinte forma:

Encontre u € H(Q) tal que

B(u,v) = L(v) ‘ V v € H(Q) (3.25)
onde -
B(u,v) = JEW Uy, W, A2 (3.26)
Q
L(v) = J‘f‘lvl daQ + j‘glvl dr (3.27)
Q Iy

3.2 Aproximacgio por Elementos Finitos de Problemas de Valor no Contorno coni

Formulag¢fo Variacional.

Na segdo anterior os problemas foram transformados a partir de uma forma dife-

rencial para uma forma variacional equivalente, ou seja:
Encontre u € X(R2) tal que
B(u,v) = L(v) Y v e X(Q) (3.28)
onde L(.) € (X(Q)) e B(.,.) é uma forma bilinear sobre X(Q)xX(Q) que satisfaz as

devidas condigSes de continuidade e coercividade de modo que o problema tenha

solugio Gnica. A definicio do espago X(Q) depende do problema em questio.
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Todos os métodos de busca de solugbes aproximadas para problemas de valor no
contorno baseiam-se na seguinte idéia (Oden & Carey, 1983): Reconstrua o problema de
modo a que a solugdo aproximada pertenga a uma classe restrita de fungdes. O método
de Galerkin consiste simplesmente em resolver o problema (3.28) em subespagos

X,(Q) ¢ X(Q) ao invés de em X(Q).

A aproximagdo de Galerkin do problema (3.28) € obtida resolvendo-se o seguinte

problema:

Encontre u,, € X, (Q) tal que

B(u,,v,,) = L(v,) V v, € X,(Q) (3.29)
Como v, € X,(Q) < X(Q), de (3.28)

B(u,vy) = L(vy) V v, € X,(Q) (3.30)
De (3.29) tem-se

B(u,v,)) = Blu,,v)) = Blu = u,v;)) =0 Vv, € X,(Q) (3.31)
qutanto O erro

e=1u-u, (3.32)

da aproximagdo de Galerkin u, da solugdo de (3.28) é ortogonal ao subespago X,(Q)

no sentido de que
B(e,vy,) = 0 V v, € X,(Q) (3.33)

Por esta razdo se diz que a aproximagdo de Galerkin u, é a melhor aproximagio

de u em X;,(Q) (Oden & Carey, 1983).

A qualidade da aproximagdo dependera de quio bem X, (f) aproxima X(Q). Uma ques-
tdo de grande interesse é a estimativa a priorl do erro e. O Teorema da Aproximagio

fornece uma estimativa deste erro (Oden & Reddy, 1976:328 ou Oden & Carey, 1983:36). -
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Teorema 3.1: Teorema da Aproximacido

Seja X(R) um espago de Hilbert real e seja B(.,.) uma forma bilinear so-

bre X(Q)xX(Q) satisfazendo as seguintes condigdes:
(i) B(.,.) é continua, ou seja, existe uma constante M > O tal que
[B(u,v)| = M llully livily V u,v € X(Q) (5.34)
onde Il.lly denota a norma em X(Q).
(ii) B(.,.) é fracamente coerciva, ou seja

+ inf sup IB(u,v)| 2 &« >0 (3.35)
u€x vE€X
lully=t vl =1

+ Para todo v # 0 em X(Q)

sup |B(u,v)| > O (3.36)
ueX

(iii) Além disto,

e inf sup IB(uy,vp)| =z &, > O (3.37)

_+Para todo v, # 0 em X,(Q)

sup |B(uy,vy)l > 0 (3.38)

Seja o erro de discretizagdo, e, definido por
e=u -u, (3.39)

onde u’ e uh. sdo as solugdes de (3.28) e de (3.29) respectivamente.
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Tem-se entdo a seguinte estimativa-a-priori
M L
llelly = [1 * flu - uy,lly V u, € X,(Q) (3.40)

Para prova deste teorema veja as citadas referéncias.

A desigualdade (3.40) indica que o erro da aproximag@o é limitado superiormente
por um termo - u,lly cuja magnitude depende de qudo bem os elementos de X, (Q) po-

dem aproximar os elementos de X(Q).

O Método de Elementos Finitos fornece uma maneira sistematica e geral de se

- construir familias de subespagos X, (Q) (Oden & Reddy, 1976:330). Considera-se que o

dominio 2 possa ser representado por uma unifo de elementos finitos K,, e = 1,..,N,
ou seja
. Q= K, (3.41)
e=1,N
e
' int K, n int K; = @ para e # f (3.42)

A cada elemento K estd associado um espago de dimensdo finita denotado por
X,(K); por exemplo o espago dos polindmios de ordem menor ou igual a p. O espago de
elementos finitos global, X,(Q), consiste de fungdes que, quando restritas ao ele-
mento K, pertengem ao espago local de fungdes de interpolagdo X(K). Portanto, a
aproximagdo global é construida a partir das aprokimac;ﬁes locais colocando-se estas

fungdes "lado a lado". Com isto tem-se que
Xp(K) = { wy, = v, I 2 v, € X,(Q) } : ~ (3.43)

No Capitulo 4 é discutida a construgdo dos espagos locais X, (K), utilizando-se

polinémios, de uma maneira hierarquica.

3.3 Equagdes de Elementos Finitos para o Problema de Poisson.

I3

Na Segdo 3.1, verificou-se que o problema de Poisson na sua formulagio variaci-

onal é dado por (fazendo a = O em 3.13):
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Encontre u € H;(Q). tal ciue Vve H;(Q)

dv Jdu dv Jdu _
J' (H; 3x, ' 3%, o%;) X2 = va" dx,dx, + If'v ds (3.44)
Q I'x

O dominio Q serad representado por ), que consiste de uma coleglio de E elementos
finitos e N pontos nodais. Define-se um subespago H;(Qh) de H;(Qh), de dimensfo M,
construindo-se um conjunto apropriado de func¢des base globais ¢,, i = 1,..,M, utili-

zando-se elementos adequados. Uma tipica fungdo teste em H; é da forma

M
in(X,x5) = ¥ vid(x,%5) (3.45)
J=1
Nos elementos convencionais vy = vh(xi,x%). O caso dos elementos hierarquicos €

discutido no Capitulo 4.

A aproximacdo por elementos finitos do problema (3.44) consiste em procurar uma

fungdo u, em H;(Qh)

M
u(xy,%5) = T uyg(xy,x,) (3.46)
j=1

tal que
av, 8u 8vy 8u ‘
—h > "h ~——-h - -h = h
J [6x1 %, + %y ax,J dx,dx, vavh dxdx, + J‘fﬁvh ds Vv, e HW(Qh)
2y & Iy

(3.47)

onde I";,' é uma aproximagdo de I'y.

Substituindo-se (3.45) e (3.46) em (3.47) e simplificando-se os termos, chega-

se as equagles de elementos finitos globais

M
ZKIJUJ = F‘ i= 1,..,M ' (3.48)
)=1

onde K,, sdo os termos da matriz de rigidez do problema

KL’ [axl axl 34X, 93 dxldxz (3. )
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e F, sdo as componentes do vetor de carregamento

F, = vagbl dx,dx, "st¢1 ds (3.50)
2, Iy
Similarmente, a aproximacdo a nfvel local pode ser construida utilizando-se u:

e v: que sdo as restrigdes das aproximagSes u, e v, a Q. onde Q, denota um elemento

finito da malha.

Me

unlx,%x,) = T ujyi(x;,x,) (3.51)
1=1
Me

vn(X,%p) = T vipj(x,,x,) (3.52)
1=1

onde W§ sdo as fungdes de interpolagdo locais para o elemento Q, e M, é o nimero de

graus de liberdade do elemento.

-

Chega-se entdo as componentes da matriz de rigidez e do vetor carregamento do

elemento, dadas respectivamente por

e _ | (ay] oy} . ay] 8y} |

KS, = [ (ax, 1. S0 ) axax, (3.53)
e

F‘; = Jwa: dx,dx, + stw: ds . (3.54)

Q

"Iy

onde °I'ﬁ denota a porgdo de dQ, interseccionando l": .

Na Secdo 4.4 € discutido o uso de fungdes de interpolagdo hierarquicas para o
célculo de Kf_, e F}.

3.4 Equagdes de Elementos Finitos para Problemas da Elasticidade Linear Estitica.

O problema da elasticidade linear estdtica na sua forma fraca é dado por (vide
Secgdo 3.1):
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Encontre u € H(Q) tal que

JEIUIUJ, IV‘.k dQ = [flvl dQ + Iglvl dar YVve Hl(n) (3.55)
Q Q Ny

A‘aproximaqéo por elementos finitos deste problema é obtida seguindo-se o mesmo
procedimento utilizado na segdo anterior para o problema de Poisson, exceto que ago-

ra deve-se construir aproximagdes para cada componente de u e v.

Mais uma vez discretiza-se o dominio Q em uma colegdo de E elementos finitos e

N pontos nodais. O espago de elementos finitos HMQ,) € definido por
HhE) = { u=(ulubud) | uf e HM (@) ) (3.56)
onde H:(Qh) foi definido na segdo anterior (note-se que agora @, < R3).

As componentes das fungdes teste v, e das fungdes de interpolagdo u,, em

H:(Qh), sio dadas respectivamente por

M
v:'(x) =) vla¢a(x) i=13 (3.57)

a=1

M
ujx) = L u_g_(x) i
a=1 . oL

1,3 (3.58)

onde x = (x;,X;,X3).
A aproximagio de (3.55) é entdo dada por:

Encontre u, € H™Q,) tal que

J Eppit)s V1, 4@ = [flvf aa + ngv,h dar Vv, € H(Q,) (3.59)
£y Q I

Substituindo-se (3.57) e (3.58) em (3.59) tem-se

vla[¢a,kElle¢ﬁ,lm U= Vie [f|¢adﬂ + [glcp ofll' (3.60)
Qh Qh IhN
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Simplificando-se os termos, chega-se as equagles de elementos finitos globais

K‘m’pulp = F‘a i,j=1,3 aBf=1M (;3.61)

onde as componentes da matriz de rigidez e do vetor carregamento sdo dadas respecti-

vamente por

Klajp = [¢a,kslul¢ﬂ.lm ’ (3.62)
Qh
[Fla = [fl¢a@ + [g,¢adr (3.63)

Q, T

A aproximagio a nivel local é construida utilizando-se as restrigdes u, e v, de
u, e v, respectivamente, a Q.. Chega-se entdo as componentes da matriz de rigidez

do elemento e do vetor carregamento, dadas respectivamente por

e e e
K,a,p = Jwa,kE1“le.lm (3.64)
. Qe
i,j =13 B = 1M,
Ffa = Jflw: da + ngwz dr (3.65)
Q, °ry

onde w:(x) sdo as fungSes de interpolagdo locais para o elemento Q, € M, é o ndimero

de graus de liberdade do elemento em cada diregio.

3.4.1 Equagdes de Elementos Finitos para Problemas da Elasticidade Linear Estitica
Utilizando Notagdo Contraida.

Na secdo anterior foi utilizada a notagdo indicial para a dedugdo da matriz de
rigidez e do vetor carregamento de um elemento finito para problemas da elasticidade
linear estdtica. Uma maneira de melhor se visualizar as expressdes é através do uso

~da notagdo dita contraida (Kikuchi, 1986) . Define-se entdo

() ( A ( 3

7 711 € €11

T2 T2 €2 €22

0'3 0‘3 [ >¢ £

(0‘) = 4 y = < (c) = 3» = { 33 S (3.66)

Ta T2 € 2€23= 723

Tg 731 €s 2€31= Y3y

L"éu \ 71 €¢) | 2€12= 713
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O equivalente contraido do- tensor- E para o caso de--materiais-—isotrépicos, ¢
dado por (Kikuchi, 1986):

[ Exin Enzz Enze 0 0 0 T
Ejns Enze 0 0 0
C = Eu‘: 0 ° ° (3.67)
—{Eui— Eqize) Y Y
1
—Enn— Eypz2) 0
1
_Z(Eun— Ey2,)
onde
= _ E(1 -~ v)
Fun = A+ 28 = m =0T + )
(3.68)
_ _ Ev
Buzz =2 = T2y + »)
A e u sdo as constantes de Lamé, E é o médulo de Young e v € o coeficiente de
Poisson.

Correspondendo a equacdo constitutiva (3.15) tem-se
oy = Cy g . (3.69)

Utilizando-se a forma fraca (3.24) chega-se entdo a

J(e(v))TC(e(u)} dQ = Jv"'f dQ + Jv"g dr V v € HY(Q) (3.70)
Q Q Ty

3.4.1.1 Elementos para Problemas Axissimétricos.

Um soélido de revolugdo é axialmente simétrico se sua geometria e propriedades
materiais sdo independentes da eoordenada circunferencial e. Fisicamente tem-se um
problema tridimensional porém, existindo axissimetria, ele pode ser tratado como um
problema bidimensional, sendo a abordagem similar a utilizada em problemas de estado
plano de tensdo ou de deformagdo. Se o sélido é axialmente simétrico, em forma e
propriedades mecanicas, mas o carregamento ndo é, s3o feitas expansdes em série de
Fourier do carregamento e do campo de deslocamentos, e a andlise é feita para cada

componente da série.
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X2

X

Fig. 3.2. Axissimetria em relagdo ao eixo X,.

Antes de se deduzir as equagdes de elementos finitos para um problema
axissimétrico necessita-se das relagbes deformacdo-deslocamento para este tipo de
comportamento. Supondo-se entdo axissimetria em relagdo ao eixo X, (vide Fig. 3.2)
tal que todas as fungdes sejam independentes da coordenada 6, obtém-se, a partir das

relagdes deformagio-deslocamento em coordenadas cilindricas (Kikuchi, 1986), que

a
ox, 0
€11 g u,
= 822 = x2 -
ted =142 a3 uf =Y (3.71a)
€33 dx, 0dx,
LI
b r -l
1 X o Y.
1-v 1-v
_ E(1 - v) v
C =TT -2» 1 0 = (3.71b)
: 1-2v
2w ©
! 1]
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o
{0} = C, {g,) ={ 22 (3.71c)
Note-se que no caso de problemas axissimétricos o 3 = 053 = ¥;3 = ¥23 = 0. Para
calcular €33 em r = O utiliza-se de que
€nn = € =9y emr =20 (3.72)
33 11 F) .

Devido a axissimetria geométrica, material e de carga, necessita-se analisar
apenas um radiano da estrutura. Utilizando-se as definigdes (3.71) a forma fraca

(3.70) fica

1 1 1
[. J (Lv)TC,(Lu) dordrdx, = J vIf dordrdx, + J vTg dords (3.73)
‘Ao 0 \O
(Lv)TC,(Lu) rdrdx, = Jva rdrdx, + Jng rds vV v e H(Q) (3.74)
JA A Sy

onde A estd indicado na Figura 3.2 e Sy é a porgdo do contorno de A em que foram

aplicadas condigSes de contorno de Neumann.

A aproximagdo por elementos finitos deste problema é obtida da mesma maneira

descrita na Segdo 3.4. Para um elemento genérico Q, tem-se

J (Lvy)TC,(Luy) rdrdx, = Jv:.f rdrdx, + Jv:.(Nac‘) rds (3.75)
Q Q ) aq,

] L]

onde N, é uma matriz contendo as componentes do vetor unitario normal ao contorno do

elemento

n, O n, O
N = (3.76)
O n, n O

e N,{c,} = g na porcdo do contorno do elemento que secciona Sy.



Definindo-se

up(x,,x,) = ¥(x,,x,)u’

¥°(x,,%,)

(ue)T

onde M, é o numero de graus de liberdade do elemento em cada diregio.

[wf 0 y;...0 ]
0 Y7 O ... Yo

- ( e (] ] L] [} e )
= WUy Uz Upp Upp ..o Upye Uzpe
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(3.77)

(3.78)

(3.79)

As equagdes de elementos finitos para um problema axialmente simétrico em for-

ma, propriedades mecanicas e carregamento, sdo dadas por

K®u® = Fe
onde -
.
K® = |BlC,B, rdrdx,
L Qe
Fe = | (¥°)Tf rdrdx, + J(we)wa«a rds
‘Q, aQ,
onde
¥, 0 Y2 O
-4 €
B, =L V¥ = 0 VY, O Va:,

3.4.1.2 Elementos para Estado Plano de Tens3o e Estado Plano de Deformagio.

e
wMe'l

¢

0

e
wMe'z

e e
wMe’z wMe' 1
e

Yue
r

0

(3.80)

(3.81)

(3.82)

(3.83)

As matrizes de rigidez e os vetores de carregamento para os elementos finitos

~ de estado plano de deformagdo ou de tensdo podem ser obtidos a partir das expressdes

_deduzidas anteriormente simplesmente fazendo-se
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(i) Elimina-se a quarta linha da matriz deformagio-deslocamento L

a8
€11 ax, 0
(e} 0 9 o L (3.84)
£} =4¢ = - = u .
22 x5 | lu,
£} a4
| 9%, ax, |

(ii) Para estado plano de tensdo a matriz das constantes elasticas passa a ser

1 v 0
E
CPT = .(i°_V27 v 1 (3.85)
0 0 1 -V
2
e, para estado plano de deformagdo, tem-se
[ 1 v 0 7
-
_ E(1 - v) v
Co= Gvoi-2» | G-w» ! ° (3.86)
1 - 2
| 0 0 21 - v) ]
(iii) As integrais de volume sdo transformadas em
N .
f(x,,x,) dQ = f(x),x;) dxzdx;dx, = |f(xy,x,)h dx,dx, (3.87)
Qe - JAjo A,

onde h é a espessura do elemento (tomada igual a 1 para o caso de estado plano de

deformacio).

Portanto elementos para andlise axissimétrica e de estado plano de tensdo ou

deformagdo, podem ser implementados eficientemente em uma ftnica rotina.
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CAP[TULO 4

BAses HIERARQUICAS NO METODO DE ELEMENTOS FINITOS

4.1 Introdugdao.

Quando a aproximagdo por elementos finitos é construida na sua forma padrio,

uma varidvel de interesse é expressa na seguinte forma,
uy(x) = uy ¢(x) j=1..M (4.1)

onde M é o namero de fungdes base globais e os parametros u; sdo identificados com
os valores (ou derivadas) nodais da aproximagdo u,. Este procedimento possui a van-
tagem de atribuir um significado fisico, facilmente interpretavel, aos parametros
u;. Um incoveniente nesta definigdo € que as fungSes relativas a cada ordem de apro-
ximacgdo diferem completamente entre si e, como conseqiiéncia, as matrizes e os veto-
res resultantes. Portanto, em um processo- p-adaptativo, se a ordem p das fungdes de

interpolagdao é aumentada, todo processamento anterior é perdido.

Este incoveniente pode ser resolvido se as fungdes de interpolagido forem defi-
nidas de uma forma hierarquica, ou seja, cada conjunto de fungdes, relativo a uma
ordem de aproximagdo, estd contido nos conjuntos subseqlientes. Este aninhamento das
funcdes de interpolagdo € similar ao dos termos de uma série de Fourier, e é geral-

mente utilizado em conjungdo com a versdo p do Método de Elementos Finitos (MEF).

4.1.1 Conseqiiéncias do Uso de Funcgdes de Interpolagdo Hierarquicas na Versio p do

MEF.

Existem varias conseqiiéncias importantes do uso de fungSes de interpolagio hie-

rarquicas, dentre elas se destacam:

(i) O aninhamento dos conjuntos de fungdes de interpolagio resulta em um anin-

hamento da matriz de rigidez e do vetor carregamento .
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Suponha que foram utilizadas inicialmente n fungSes base para gerar o espago de

elementos finitos, chegando-se ao seguinte sistema de equacgdes

Kp, U, = Ty (4.2)

Se a base do espaco é aumentada hierarquicamente, adicionando-se as n fungdes

pré-existentes outras m fungdes, o sistema de equagdes resultante serd dado por

Knn Knm “n fn (4 3)

K K

mn mm

Note-se que a matriz e os vetores de (4.2) estdo contidos em (4.3).

(ii) A propriedade anterior pode ser utilizada vantajosamente, quando um pro-
blema deve ser analisado varias vezes, a fim de que se tenha certeza que a solugdo
convergiu. Resolve-se o problema utilizando a maior ordem polinomial que se julgar
a priori necessaria, e, a partir desta solugdo pode-se facilmente obter as corres-

pondentes a p = 1,..,Pnax-1 -

(iii) As duis propriedades anteriores podem ser utilizadas para se obter uma
estimativa a posteriori do erro de discretizagdo utilizando a técnica da Segdo

2.4.6.

(iv) O uso de fungBes hierarquicas resulta em sistemas de equagBes bem condici-
onados. Isto se deve a maior ortogonalidade das fungdes, resultando em matrizes pre-
dominantemente diagonais (Ribeiro, 1986). Em Zienkiewicz & Craig (1986), encontram-
se exemplos onde sio comparados os nimeros de condi¢do de matrizes construidas uti-
lizando-se fun¢des hierdrquicas ou ndo (veja também a Sec3io 4.5). Em Mandel (1990),

e em Babuska et al., (1989) esta questdo € discutida exaustivamente.

(v) Uma vantagem fundamental das funges de interpolagdo hierarquicas é a faci-
lidade com que elas permitem que se construa uma aproximagdo continua (conforme), na
qual a ordem das f uﬁqﬁes de interpolagdo varia localmente. Uma situagdo tipica é
ilustrada na Figura 4.1. Se os elementos K, e K, sdo, por exemplo, linear e
quadratico respectivamente, entdo existem pelo menos duas maneiras de forgar a con-

tinuidade no contorno inter-elementos.

Uma maneira é se adicionar uma fun¢do de interpolagdo quadratica correspondente
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ao lado L do elemento K; . Alternativamente, poder-se-ia eliminar a fungdo
quadratica correspondente ao lado L do elemento K, . Em ambos os casos se obtém uma
ordem de aproximag3io comum ao longo do contorno inter-elementos. A primeii‘a

estratégia, também chamada Regra do Méaximo, € utilizada por Demkowicz et al. (1989).

Fig.4.1 Imposic3o de continuidade entre elementos (Denkowicz et al., 1989).

A segunda abordagem ("Regra do Minimo"), devido a sua maior facilidade de implemen-
tagdo, é mais utilizada. Veja por exemplo Rossow & Katz (1978); Devloo, (1987a) ou o

Capitulo 6.

(vi) A qualidade de uma aproximacdo por elementos finitos depende da malha uti-
lizada e da ordem das fungbes de interpolagdo. Como as fungdes base, hierarquicas ou
nio, de mesma ordem, podem gerar o mesmo espago (Zienkiewicz & Craig, 1986), o uso
de qualquer um dos dois conjuntos resulta na mesma aproximagdo (Babuska & Noor,

1986).

(vii) O principal incoveniente do uso da versdo p hierarquica é que os coefici-
entes das funcdes base ndo representam deslocamentos nodais e, geralmente, nio pos-

suem um significado fisico claro, dificultando a imposicdo das condigdes de contor-

no.



47

4.2 Fungdes de Interpolagdo Hierarquicas para Elementos Quadrangulares.
As funcgdes de interpolagdao hierarquicas, utilizadas neste trabalho, s3o cons-
truidas a partir da integral de polinémios de Legendre. Antes de apresenta-las sdo

necessarias algumas definigoes.

Considere o elemento de referéncia 1 mostrado na Figura 4.2, com vértices A; e

lados L; . Existem trés tipos de fungSes de interpolagdo hierarquicas:

1- Fungdes nodais associadas aos vértices A; do elemento Q. Elas sdo nulas nos

lados opostos ao vértice que estdo associadas.

2- Fungdes associadas aos lados L do elemento Q. S3o nulas em todos os outros

trés lados do elemento.

3- Fungdes "bolhas". S3o nulas em todos os quatro lados do elemento.

A
L,
A, A,
(3. L‘ . Lz .
o =1
{
A; . Lt Az ’
2.0

Fig.4.2. Elemento de referéncia Q.

O conjunto Hierdrquico Q; para a versio p, é definido por (Szabé & Sahrmann,
1988)

FUNCOES NODAIS. S3o as fungdes bilineares usuais.

G(Em = —— (1 - £ -

i
&lv—-

(4.4)
1

W () (1 + €)1 - )

.
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1

\Zs(i.n) = 1+ &)1+ 1)

(4.4)

«Pl — A‘

J’,;(E.n) = (1-8)1+m)

FUNGOES ASSOCIADAS AOS LADOS. Existem (p -'1) fungdes de interpolagdo

associadas com cada lado L, j = 1,..,4. S&0 definidas por

1

Jl[{l(ﬁ.n) = > (1 -7 ¢1(€) )
Wi2Em) = o (1 + ©) )
(4.5)
PREM = o (1 + ) ()
$H(Em) = - (1 - &) g(n)

onde

. £
$(&) =l 2 I P(t)dt  i=1..0p -1 (4.6)
L1

e P,(t) é um polinémio de Legendre de grau i. As integrais que aparecem em (4.6)

podem ser encontradas em Bardell, (1989).

FUNGOES BOLHA. Para p < 4 ndo existem fungdes bolha. Para p = 4 existem
(p - 2)(p - 3)72 fungdes de interpolagdo internas definidas por

V:,,J(&n') = (1 - §2)(1 - 92) P&)Py(n) O0si+j=<p-4 (4.7)

Por exemplo, se p = 8, existem 47 fungdes de interpolagdo, sendo 4 nodais, 28

associadas aos lados e 15 fungdes bolha.

O conjunto Q, é utilizado segundo Babuska & Noor, (1986) no programa PROBE, e

goza das seguintes propriedades:
(i) O conjunto é obviamente hierarquico em relagdo ao pardmetro p.

(ii) O conjunto Q, é o menor conjunto que inclui todos os pol'inémios até o grau

p (Babuska et al., 1989) e é gerado pelos mondmios
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£y, i,j=0,,.,p, itjsp (4.8)

mais os termos £nP e £Pn (Szabé et al., 1989). Sendo portanto equivalente ao conjun-

to utilizado na formulagio dos elementos Serendipity (Babuska et al., 1989).

(iii) As fungSes do conjunto Q, sdo, segundo Babuska et al. (1989), suficiente-
mente ortogonais para aplicagGes praticas, de modo que, a utilizagdo de métodos di-
retos para a solugdo do sistema de equagdes resultante, ndo trara problemas de erros

de truncamento.

(iv) Segundo Szabé (1986b), experiéncias computacionais demonstram .que, mesmo
quando os elementos estdo bastante distorcidos, o nimero de condigdo da matriz de
rigidez cresce lentamente com relagdo ao grau p dos elementos.

4.3 Significado Ffsico dos Coeficientes das Fungdes Base Hierarquicas.

€omo mencionado na Segdo 4.1 os coeficientes das fungdes base hierarquicas nao

representam deslocamentos nodais, o que dificulta a imposigdo de condiges de

contorno. Nesta segdo este assunto sera abordado.

A questdo pode ser tratada mais facilmente examinando-se o caso de um elemento

quadratico unidimensional. Para este tipo de elemento pode-se escrever
u,(€) = uN(§) + uN,(§) + uzN;(&) (4.9)

onde N, e N, sdo as fungdes lagrangeanas usuais

Ny(£) = 51 - €) (4.10)

N(E) = ——(1 + £) (4.11)

e N ¢é igual a ¢,(€) definida pela Equacdo (4.6) (a menos da constante

multiplicativa -V 3/2 /2 ), isto €,

Ny(€) = (1 - £2) (4.12)
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Note-se que N; = O em § =t 1, e N; =1 em § = 0, portanto

u; = up(-1) (4.13)
u, = up(+l) (4.14)
uz = uy(0) - (u; + uy)/2 (4.15)

logo, u; € o desvio da linearidade da pardbola uy(€) em € = 0. Isto pode ser visua-

lizado na figura seguinte.

u(§)

-

}
- !
,,*"'/_f desvio da linearidade u,
1
|
| |
u
u | Ng(&) L2
| |
| l
PN No(E) |
X \
1 1
3
1 s 2
g =-1 £= -1
—

3

Fig. 4.3. Significado fisico de uj,.

Uma outra interpretagdo para u; pode ser obtida diferenciando-se (4.9) duas

vezes

.Z_lelﬂ = "2l.l3 (4.16)

de modo que o grau de liberdade no né hierdrquico pode também ser interpretado

em termos da curvatura em § = 0. Se N; for definida por
N\

Ny(€) = = ——(1 - §2) (4.17)
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entdo u, = u,,....(0).
3= Yy £€
No caso bidimensional a situagdo € analoga. Define-se os graus de liberdade do
elemento de referéncia Q = { x = (€,m) : x €eR% -1 = €9 =1}, para um problema
escalar, como sendo (Demkowicz et al., 1989):
- Valores da fung3o nos quatro vértices

u(-1,-1); wu(1,-1); wu(1,1); wu(-1,1) (4.18)

- Derivadas tangenciais (a menos de constantes multiplicativas, a,), até a

p—ésima ordem, associada aos pontos médios dos quatro lados

. gk
Ay -g-é‘; (0,-1) k =23,..p
4 Ak
AL g—n‘é (1,0) k = 2,3,...,p
(4.19)
- k
A -g-g-}‘l (0,1) kK =23,...,p
4 Ak
Ay g—n}é (-1,0) k =23,...,p
- Derivadas associadas ao né central
- k+1
1,187 u Lk = 2,3,..,p-2 ; I+k = p (4.20)

MY ZErg(0:0)

Pelas definigcbGes anteriores um elemento com ordem p = 5, por exemplo, terda 23

graus de liberdade, sendo

« O valor da fungdo nos quatro vértices.
. .. (2) (3) (4) (5) .
¢« Derivadas tangenciais u , u , u e u associadas com os nés de
cada um dos lados.

2, 3,2 2,3 .
2) u( ), u( ) associadas ao né central.

» Derivadas cruzadas u .
4.4 Implementag3io de um Elemento Hierarquico de Ordem p.
Nesta segdo serdo enfocados os principais aspectos da implementagdo de um ele-

mento quadrangular, de ordem p arbitréria, utilizando o conjunto Q, definido na

Segdo 4.2. As fungdes de interpolagdo s3o construidas a partir do produto de
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polinémios unidimensionais. O algoritmo utilizado é uma modificagdo do apresentado
por Devloo (1987a), e € aplicavel tanto para o problema de Poisson como para proble-

mas da elasticidade bidimensional.

A subrotina que se tem em mente deve, além de calcular a matriz de rigidez de
um elemento de or‘dem‘ p, ser capaz de calcular apenas os termos da matriz referentes
a um determinado grau, IGRAU. Isto €é necessario durante um processamento
p-adaptativo, quando se deseja aumentar a ordem das fungSes de interpolagdo de um

elemento especifico.

4.4.1 Esquema de Numeragdo das Fungdes de Interpdlacﬁo.
! ' ' ' v . ‘ :
Como a ordem polinomial de um elemento pode ser arbitraria, é necessdrio se
estabelecer uma convengdo para a ngmeraqéo das fungdes de i}xterpolaqéo utilizadas, e

conseqiientemente dos graus de liberdade do elemento. A seguinte convengdo é adotada:

. I As fungSes de 1 a 4 sdo as fungBes bilineares (4.4) associadas aos

vértices do elemento.
II Para elementos de grau maior ou igual a 2 tem-se:

- As primeiras quatro fungbes estdo associadas aos lados do elemento,

ordenadas no sentido anti-horario (fungdes .de 'ihteri)olaqib 4.5).

- As demais fungbes relativas a este grau, se existirem, estdo asso-

ciadas ao né central (fungdes de interpolagdo 4.7).

Por exemplo, um elemento do 42 grau tem a seguinte numeragdo para as fungdes de

interpolagdo

- Fungbes 1-4 associadas aos vértices 1-4.,

Fungdes 5,9 e 13 associadas ao lado 1.

- Fungdes 6,10 e -14 associadas ao lado 2.

Fungdes 7,11 e 1S associadas ao lado 3.

Funcdes 8,12 e 16 associadas ao lado 4.

Funcdo 17 associada ao né central.

Como comentado anteriormente, as fungdes bidimensionais sdo construidas a par-
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tir do produto de fungSes unidimensionais. A conexdo entre os dois conjuntos (de
modo a se ter a seqiiéncia de numeragio definida anteriormente) é estabelecida

através de dois arranjos bidimensionais, INDES e INDEB, definidos por

INDES(1,J) = Namero da func3o de interpolagdo (associada a um vértice ou
a um lado) correspondente ao produto da I-ésima fungdo de interpolagdo (1-D) na di-

recdo KSI, pela J-ésima fungdo de interpolagdo (1-D) na diregdo ETA.

INDEB(I,J) = Analogo de INDES, s6 que é usado para construir fungdes bo-
lhas.

Estes arranjos s3o construidos através dos seguintes cédigos:
Cédigo para construcdo de INDES:

INDES(1,1) = 1

INDES(2,1) = 2

INDES(2,2) = 3'

INDES(1,2) = 4

NBANT = O -

PARA LC =@,(m<h1§1_ + 1) FACA
SE (LC = 6) NBANT = (LC - 4)*(LC - 5)/2
NFANT = 4*(LC - 2) + NBANT "-’V
INDES(LC,1) = NFANT + 1
INDES(2,LC) = NFANT + 2 ¢
INDES(LC,2) = NFANT + 3 7
INDES(1,LC) = NFANT + 4 J

- FIM DO FAGA

onde MXPL é igual a maior ordem polinomial usada.
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Cédigb para constru¢do de INDEB:

NUMB = 1
II =0
PARA IGR = 4,MXPL FACA
I=1I+1
I=1 +1
PARA J = L,1I FACA
I=1-1

INDEB(1,]) = 4*IGR + NUMB
NUMB = NUMB + 1

FIM DO FAGCA
FIM DO FAGA
> >
T2y 2 3 as M3, 2 3 &4 s
€ 1| 1] a] 8]|12]16 € 1{17{23 |30 ]38 |47
¢ 2[ 2] 3] 61014 4 2(22[29 (37|46
3| s| 7 3(28 (36 |45
4l 9|11 4 {35 |44
5/13[15 5 |43

Fig.4.4. Arranjo INDES para elementos com p = 4,

e INDEB para elementos com 4 < p = 8,
4.4.2 Construcgio das Fungdes de Interpolagio Bidimensionais.

O calculo das fungBes de interpolacdo e de suas derivadas em um ponto de inte-
gragio (KSI,LETA), é feito utilizando-se os arranjos INDES e INDEB. Para efeito de
ilustracdo é mostrado o calculo dos valores das fun¢des de interpolagdo. O célculo

das derivadas é feito simultaneamente e de maneira andloga.

FILK(I) = I-ésima fung3o de interpolagdo 1-D, na direg3o KSI, associada
a vértices ou lados.

FILET(J) = Idéntico a FILK, s6 que na direcdo ETA.

.BKP(L) = L-ésima fungdo de interpolagdo 1-D, na diregdo KSI, associada
a fungdes bolha.

BETP(K) = Idéntico a BKP, sé que na diregio ETA.

FUNCID = Subrotina que calcula os valores das fungSes unidimensionais



auxiliares no ponto de integragdo unidimensional EK.
IGRAU
DPSIR(I)

Grau p das fungdes de interpolagdo.

Valor da i-ésima fungio de interpolac¢do bidimensional.

CALL FUNCID(KSI,IGRAU,FILK;BKP)
CALL FUNCID(ETA,IGRAU,FILET,BETP)

C Valores das fungfes associadas aos vértices

PARA I = 1,2 FACA
PARA J = 1,2 FAGA
DPSIR(INDES(I,J)) = FILK(I) * FILET(J)
FIM DO FACA
FIM DO FACA

C Valores das f ungdes associadas aos lados

PARA N = 3,(IGRAU+1) FACA
DPSIR(INDES(N,1)) = FILK(N) * FILET(1)
DPSIR(INDES(2,N)) = FILK(2) * FILET(N)
DPSIR(INDES(N,2)) = FILK(N) * FILET(2)
DPSIR(INDES(1,N)) = FILK(1) * FILET(N)

FIM DO FAGA

C Valores das fungdes bolhas

PARA L = 1,(IGRAU - 3) FAGA
PARA K = 1,(IGRAU - 3) FAGA
SE (L + K s IGRAU - 2) ENTAO
DPSIR(INDEB(L,K)) = BKP(L) * BETP(K)
FIM DO SE
FIM DO FAGA
FIM DO FAGA

Portanto, para se construir a matriz de rigidez de um elemento de ordem IGRAU,
basta fazer os produtos das fungdes 1-D mostrados acima, percorrendo os arranjos

INDES e INDEB até a linha/coluna (IGRAU+1) e (IGRAU-3) respectivamente.
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OBSERV ACOES:

(I) Ao se utilizar o esquema de numeragio das fungBes de interpolagdo, definido
na Segdo 4.4.1, as colunas, relativas aos graus de liberdade de um determinado né,
ndo ocupardo posi¢des contiguas dentro da matriz de um elemento. Os graus de liber-
dade estardo agrupados segundo a ordem das fungdes de interpolagdo as quais estdo
associados. Ou seja, os primeiros graus de liberdade sdo os associados as fungGes
lineares, depois virdo os associados as funqﬁes quadraticas, e assim sucessivamente,

como esquematizado na Figura 4.5.

" N6 >  {1,2,3,4(5,6,7,8|5,6,7,8|5,6,7,8,9 -

19
grau

29
grau

3¢
grau

grau

Fig. 4.5 Ordem das fungdes de interpolagdo utilizadas para a construgdo

de algumas parcelas da matriz de um elemento p-hierarquico.

Note-se que esta ordenagdo dos graus de liberdade € diferente da normalmente
utilizada, porém, € a mais adequada para um processamento p-adaptativo. No Capitulo

6 é apresentada uma estrutura de dados capaz de lidar com esta situagdo.

(II) Pela Figura 4.5 nota-se que ndo é necessario se utilizar a mesma ordem de
integracdo numérica para as diversas parcelas da matriz de um elemento. Neste traba-

lho adotou-se a seguinte regra para uma dada parcela (elementos com 1< p = 8):
ORDEM = MIN(10,  IGRAU + K) (4.21)
onde IGRAU é a ordem das fungdes relativas a esta parcela da matriz e K depende

principalmente do grau de distor¢do do elemento. Usou-se K = 2 para malhas n3o dis-

torcidas.
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4.5 Patch-test e Andlise Espectral dos Elementos Hierdrquicos para Elasticidade 2D.

Uma fase de suma importancia na implementagido de um novo elemento é a
realizagdo de patch-tests e a determinagdo de seu espectro. Através do primeiro é
verificado se a solugdo exata € obtida quando se utiliza elementos de ordem p sendo
a solucdo exata é um polinémio de ordem menor ou igual a p (Zienkiewicz & Morgan,
1983). Através da analise espectral é verificado se os modos de corpo rigido sio bem

representados pelo elemento e se o elemento € invariante em relagdo a rotagbes dos

sistemas de coordenadas (naturais por exemplo).

Y 100.
75, —m4m8Mm >
uy =0 65. T
0.6 ff
. T_\ 1 u = 1
) /r‘ ‘j: ufk)= 0

pe— 20 .

z\
) O
(an)]
‘L J/ l/uz":o
<35, —>

<— 40, —>

45,
<60, ——>

o

Fig. 4.6. Malha e condigdes de contorno para o primeiro patch-test
(unidades em mm). u,(lk) sdo os graus de liberdade das funcgdes

hierarquicas associdas aos nés dos lados dos elementos.

Na Figura 4.6 é mostrado o primeiro patch de elementos utilizado assim como as
condigdes de contorno impostas. Adotou-se, para este problema, estado plano de
tensdo, médulo de elasticidade E = 2,1x105 N/mm?, coeficiente de Poisson v = 0,3 e a

espessura da membrana igual a 1,0 mm. A solugdo exata é

0.01
-0.003 : (4.22)

™
"

XX

™
]

yy
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Iy = 0
U(u) = 6,3x10* N.mm

onde U(u) é a energia de deformagéo.

0O segundo patch de elementos utilizado é mostrado na Figura 4.7. Desta vez fo-
ram impostas condi¢Ses de contorno correspondentes a um estado de cisalhamento puro,

ou seja

Yxy = 0.04 €,y = O

(4.23)

]
o

Exx

Considerou-se existir um estado plano de deformagio, E = 2,6x10° N/mm?2, v = 0,3 e

espessura unitaria.

Y 4 u, = 1x1072
. <——0.75 —>
<—— (0 .60 —>
<— 0 35—9‘
(@}
©
(@)
u, = -1x10°2 \\/ u, = I1x10-2
/F— 3
8
~ A S
fap) (@] ¥
.M L
° S| 3
Ly T
005 u, = -1x1072
<—0.40—>
0.65 ———=
RS 1.00

Fig. 4.7. Malha e condigdes de contorno para o patch-test de cisa-

lhamento puro (unidades em mm). Além das condigdes de contorno

mostradas acima foi imposto que u,(‘k)= 0 em 48Q.
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Ao se utilizar o conjunto de fungdes hierdrquicas, Q,, da Segdo 4.2 obteve-se
para o primeiro patch-test, em todos os pontos calculados, deformagSes concordantes
com os valores exatos até pelo menos os 13 primeiros algarismos significativos. Como
para este patch (elementos com p = 8) o logaritmo do nimero de condigdo da matriz de

rigidez vale 2,711, conclui-se que o elemento passa no patch-test.

Para o patch-test da Figura 4.7 o conjunto Q, também forneceu os resultados
esperados. Neste caso houve concordancia, entre as solugBes exata e aproximada, até
pelo menos os 15 primeiros algarismos significativos. O logaritmo do nimero de con-

dicio da matriz de rigidez para este patch (elementos com p = 8) vale 1,3059.

A anélise espectral dos elementos hierarquicos, construidos a partir do conjun-
to Q;, mostrou como esperado trés autovalores nulos. Para testar a invariancia deste
conjunto em relagdio a rotagdo dos sistemas naturais dos elementos, utilizou-se o
patch da Figura 4.6 e varias configuragfes de sistemas naturais, ora deixando-se
todos os sistemas paralelos, ora ndo. Obteve-se diferentes autovalores para as dife-
rentes configuragdes de sistemas naturais, o que demonstra que o conjunto Qp ndo é
invariante em relagdo a rotagdo dos sistemas naturais. Isto pode ser visualizado na
Figura 4.8, a qual mostra a distribuicdo de sinais das funges JJIZ;" ,n = 1-4, ao lon-

go dos lados de um elemento para rotagdes de k*90°, k=0-3, dos sistemas naturais.

A~ 7N ME
+ - - + - + + -
- - - - + + + +
7 ( ( _ _ _ ‘r;
+ o, _+ £ /] + _ ++ '3 _ + N _ -
\Vn \fg
k=0 k=1 k =2 k=3

Fig. 4.8. Distribuicdo de sinais das fungdes wli“ ,n = 1-4,

do conjunto Q; ao longo dos lados de um elemento.

A Figura 4.8 mostra que, dependendo da posigdo relativa dos sistemas naturais
de dois elementos vizinhos, haverd uma incompatibilidade de sinais das fungdes
fmpares ao longo do lado comum. Na Figura 4.9 foi representada uma destas
configuragdes incompativeis. Nesta configuragdo o lado 2 do elemento K; coincide com
o lado 2 do elemento K,. Nota-se que ao longo do lado em comum a fungdo lzlz'z do ele-

mento K, terd um sinal conflitante com o da fungio ,,,12-2 do elemento K,.
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yai 7
[ 1
1[ 1’ 1’
K U 1
1 L, 3 \vi ]
I / \\
[ — £
| 7 L
,' — S L
[ 7\ 4
L

Fig. 4.9. Configuragdo de sistemas naturais incompativel

para as funcdes impares do conjunto Q.

Existem pelo menos trés solugSes para este problema de incompatibilidade de

sinais:

(I) A solugdo mais 6bvia e simples é sempre utilizar configuragdes, de sistemas
naturais, compativeis. Neste caso o programa deve ser capaz de detectar uma configu-

‘racdo incompativel. Neste trabalho adotou-se esta solugdo .

(II) Um aperfeicoamento da solugdo I &, sempre que se detectar dois elementos
com sistemas naturais em posi¢gdes incompativeis, multiplicar por -1 as devidas

linhas e colunas da matriz de rigidez de um dos elementos.

(III) Uma forma de evitar os testes de compatibilidade é fazer com que inicial-
mente haja incompatibilidade de sinais das fungbes impares ao longo de todo o con-
torno inter-elementos. Isto pode ser conseguido multiplicando~se as fungoes JJIP e
J;ll“‘, do conjunto Qp, por (-1)*1. Ou seja, multiplicar por -1 as fungSes impares
associadas aos lados 3 e 4 dos elementos. Feito isto, antes de sobrepor a matriz de
um elemento, verifique, para cada lado L do elemento, se a matriz do elemento vi-
zinho ao lado L ja foi sobreposta. Caso ndo tenha sido multiplique por -1 as devidas

linhas e colunas, da matriz deste elemento, relativas as fungdes impares associadas

ao lado L.

Como comentado na Sec¢do 4.1.1 o uso de fungdes hierdrquicas resulta em sistemas
de equagdes bem condicionados. Na Figura 4.10 foi tragado o logaritmo do nimero de

condi¢do das matrizes referentes ao patch de Figura 4.6 versus o nimero de graus de
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liberdade. O nimero de condigio é definido por (Babuska et al., 1989).
NCOND = A, 7 Amin (4.22)

onde A .. € Ay, S8 o maior e o menor autovalores respectivamente.

Os numeros de condigdo foram calculados apés um pre—condicionamento trivial, ou
seja, os termos da matriz de rigidez sfo reescalonados de modo a se ter K; =1
(Babuska et al., 1989). Nota-se um crescimento bastante lento do logaritmo do ndamero

de condigio apesar dos elementos do patch estarem bastante distorcidos.

6.00
. ]
o ] COMPORTAMENTO DO No DE CONDICAO
S 400 4 NA VERSAO p DO M.E.F.
=) ] '
=z i
O ]
: O ]
o ]
= 4
5'2.00 -
S ]
- ]
0.00 H—r———— T T
0 125 250 375 500

No de Graus de Liberdade

Fig. 4.10. Comportamento do nimero de condigdo utilizando o conjunto Q.
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CAPITULO 5

ESTIMATIVA A POSTERIORI DO ERRO DE DISCRETIZACAO

S.1 Introducdo.

Como visto no Capitulo 2 uma estimativa a priori do erro de discretizagdo for-
nece informagles como a taxa de convergéncia assintética da solugdo aproximada quan-
do h»>0 ou p>w. Porém, apenas através de uma analise a posteriori, ou seja, apés uma
da solugdo ter sido obtida, é possivel se estimar quantitativamente o

aproximagédo u,

erro e = u - u,, para uma particular discretizagdo utilizada.

Existem varios critérios que um particular estimador de erro a posteriori deve

satisfazer. Os principais sdo:

(1) Fornecer uma boa estimativa do erro independentemente do uso de extensdo h,
p ou h-p para aumentar a dimensdo do espago solugdo. Ou seja, o indice de efetivida-

de
¥ =0/ lel, (5.1)

onde © é a estimativa do erro global, deve se aproximar de 1 quando h»>0 ou p-wm.

(2) O estimador de erro deve preferencialmente requerer apenas informagbes lo-

cais ao invés de globais.

(3) O custo computacional do estimador deve representar apenas uma pequena par-

cela do custo total da analise.

(4) O estimador deve estar matematicamente bem fundamentado a fim de se garan-

tir que a estimativa do erro global se comporte como o erro global.

(5) O estimador deve ser aplicavel a uma vasta classe de elementos finitos e de

problemas.
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{6) O estimador deve ser simples de implementar em programas ja existentes.

Varios sdo os estimadores de erro existentes na literatura para o Método de
Elementos Finitos (MEF). Por‘ém poucos satisfazem os critérios listados acima. Em
Oden et al., (1989) é apresentado um amplo estudo de varias técnicas de estimativa a
posteriori do erro de discretizagdo para a versdo h-p do MEF no contexto de proble-
mas elipticos escalares. O Método dos Residuos em Elementos (MRE) e o método baseado
em pés—processamento da solugio aproximada (MPP), mostraram-se bastante precisos.
Neste capitulo s3o apresentados os formalismos mateméatico dos métodos MRE e MPP
assim como algumas modificages introduzidas a fim de torné-los mais precisos e de

menor custo. No Capitulo 7 a performance dos estimadores é testada numericamente.

5.2 O Método dos Resfiduos em Elementos para Problemas da Elasticidade e de Potencial
Como visto na Segdo 2.4.2.1, no Método dos Residuos em Elementos resolve-se,

para cada elemento finito K, um problema local a fim de estimar o erro de uma dada

solugde aproximada. Antes de apresentar o problema a ser resolvido sdo necessérias

as defini¢cBes dadas a seguir no contexto do Problema de Poisson.

5.2.1 O Método dos Residuos em Elementos para Problemas de Potencial.

Na Seg3do 3.3 mostrou-se que a aproximagdo de elementos finitos para o Problema

de Poisson (3.7) pode ser obtida resolvendo-se o seguinte problema:
Encontre u, € X (), tal que

B(u,,v,) = L(vp) Vv, € X () (5.2)

onde
av, 8u dv, du ‘
= 9% 9% , %% Y
B(u,,v,) J’ (axl % + %, axz] dx,dx, (5.3)
Q,
L(vy) = vavp dx,dx, + stvp ds (5.4)
2, Oy

e o espago de elementos finitos X, € definido usando-se o conjunto de fungdes de

interpolagdo p-hierarquicas Qu(K) definido na Segdo 4.2
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X, ={v, e H(Q,) 3 vl € Qi(K), K € Ly, v, = 0 em Iy } (5.5)

onde vply indica a restrigdo da fungdo v, ao elemento K e Ly é uma partigdo do

dominio Q (vide Segdo 3.2).
O erro de discretizagdo, da aproximacgao u,
e, =u-u (5.6)
satisfaz a seguinte condi¢io de ortogonalidade (vide Segdo 3.2)
Blep,vp) = O Vv, eX, (5.7)
Define-se também o espaco enriquecido X,,; que satisfaz a
X, c X5 € H;(Q) | (5.8)

onde H;(Q) foi definido em (3.10).

A solugdo enriquecida up,; € X, satisfaz a
B(up, 1, V) = Lvg,) V vy € Xpu (5.9)
e o erro relativo
E, =y, -y, =¢ - €, (5.10)

onde e,,; = u - up,,, satisfaz a condigdo de ortogonalidade

p+i

B(E,,v,) = Ble,,v,) - Bleg,;,v,) =0 Vv, €X, (5.11)
Lema 5.1 (Oden et al., 1989)

Seja u a solugdo exata do Problema (3.11) e ug,; a solugdo aproximada corres-
pondente ao espago enriquecido X .. Entdo, para um elemento arbitrario u, € X,

tem-se

2
leghZ = Nley, 2 + HE,IIZ (5.12)
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Se o espago X,,; for substancialmente maior que o espago X, entdo, lle,,lig
deve ser bem menor que IIE ll;. Neste caso, serd justificavel estimar HE Il em vez de
llepllg. Esta ser4 uma hip6tese severa, ou ndo, dependendo do valor de ltep, lg. No
MRE, como serd visto mais adiante, estima-se a projecdo de E,, num espago apropria-

do, em vez de e,.

Mais Algumas Def ini¢6es:

Seja a restrigdo, ao espago X;,;, do operador interpolacdo-p global, definida

por

Ip:

(Ipvpe) g = TVl ) VKelyeV v, Xy, (5.13)

Xpﬂ > Xp

onde T, : X,,(K) » X,(K) é a restricdo do operador interpolagdo-p local (Oden &
Carey, 1983).

Seja, por exemplo, o espago X, gerado pelas fungdes bilineares usuais e o
espago X,,; por funcSes bilineares e por fungBes hierarquicas do 22 grau. Se o ope-
rador T, for o operador projegio de Lagrange (I vy, )lx serd, V K € Ly e V v,,; €

X uma fungdo bilinear.

p+ls

Considere agora o espago X,,{(K) de restri¢des de fungdes pertencentes a X

p+l p+l»

ao elemento K € Ly
Xpoi(K) = { Wy = Vol @ vy € X0y ) (5.14)

Do fato que o espago X, (K) é de dimensdo finita e de I, ser um operador pro-

jecdo tem-se (Oden et al., 1989)
Ve, = npvpﬂ": = Cg vy ylig V Vo € Xpa(K) (5.15)

onde Cy depende dos parametros hy e py do elemento e ll.IIé é calculada sobre o

dominio do elemento K.

Pode-se agora definir o subespago Xgﬂ de X,,;, ou seja

0

Xp+l = ( vpd € Xpol 3 Ipvpﬂ =0 } i (5.16)
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Pela definicdo de I, Xgﬂ pode também ser definido por

X% = { Vou € Xpu 3 Voulg € X0u(K), K € Ly ) (5.17)
onde
Xpu(K) = { Vo € Xp(K) 3 M(vp,) =0 ) (5.18)

Xg,,l(K) nada mais é que o nucleo do operador interpolagdo M, (Oden et al.,

1990).

Se forem usados X,, X;,; € I, do exemplo anterior, o espaco Xg,,l(K) é simples-
mente o gerado pelas fungBes de interpolagdo hierarquicas do 22 grau (vide Figura

5.1). No final desta segdo sAo discutidos mais alguns detalhes da construgio do

espacgo XgH(K).

’ Voe1 € Xp+l

%

0
(VP+l - Ipvp+l) € Xp+l

/"—*\/

Fig. 5.1. Exemplos de fungdes no espago Xg,,l para malhas

uni- e bi-dimensionais (Oden et al., 1989).
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Introduz-se agora o operador projegdo global P, definido por

0
P, : H 5 X5, , |
(5.19)
0
B(Vpy = PpVpiWpy) = 0V Wy, € Xy
Pode-se mostrar que (Oden et al., 1989)
WP E g = NE g = C IPE g (5.20)
onde C = max Cy e Cy foi definida em (5.15).
K € Ly
Sabe-se que Ble,;,vp,;) = 0V v, € Xp,,, logo
Blep,pVpa) =0V Vo € Xpyy - (5.21)
Portanto Poey.. = 0. Sendo E, = e, - e, , tem-se
P,E, = Pye, (5.22)

ou seja, a projegdo do erro relativo, Pptp, no espago Xgn é igual a projecdo do
erro, Ppe,, no mesmo espago. Isto, juntamente com (5.20), justifica que se use a
projegdo P E, no espago Xg+l como uma estimativa do erro e, desde que a constante C
mantenha-se dentro de valores aceitdveis. Em Oden et al., (1989) o valor de Cy (no
caso do operador de Laplace, elemento ndo distorcido, etc.) foi estimado em 1.25, o

que indica uma possivel subestimagdo do erro ao se usar HIPJE Il em vez de IE, I .
Estimativa da Projegédo Pe,.

Oden et al.,, (1989) sugeriram que uma estimativa de lleepllé pode ser obtida
somando-se as parcelas (llqullg)z, K € Ly, onde ¢y sdo denominadas fungdes indicadoras
de erro. As fungdes ¢y podem ser obtidas resolvendo-se, para cada elemento finito K,
um problema local cujo vetor do lado direito leva em consideragdo além do residuo da
equagio diferencial que rege o problema, a violagdo das condi¢bes de contorno natu-
rais e a descontinuidade do fluxo normal nos contornos inter-elementos. No caso do
Problema de Poisson (3.7) este problema local é definido por (Oden et al., 1986 ou

Oden et al., 1989):
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Encontre ¢y € Xgﬂ(l(), tal que

L 2
1 {8u du
By (g, Vpey) = erv‘(,ﬂdn e (ani - an:] Vpuds +

K dKA\aN
+ [fs - g—ﬁi—]vwlds YV Vo, € X?,H(K) (5.23)
N

onde:

s r, = f, + V2u, é o residuo da Equagdo de Poisson no elemento K.

*
* u, € a solugdo aproximada nos elementos vizinhos ao elemento K. Portanto

» * '
du du du du
[ By 7n l [ B + a—ﬂn em 3K\3Q2 (5.24)

*
representa o salto do fluxo normal no contorno inter-elementos. ng sdo as componen-

tes do- vetor normal a um elemento vizinho.

« A parcela
du
fs = 35° em 8Knly . (5.25)

representa a violagdo das condigGes de contorno naturais na parcela do contorno do

elemento K que coincide com Ty.

A estimativa de lIPye,llg, ou se ja, a estimativa da norma da energia do erro glo-

bal e,, no MRE, € entdo dada por

- 172
llepllg = NE g = IPLE, llg = IPpeplig =60re = |L BK(WK-¢K)]
K€Ly

R F 5 172
=L 'W’K"z] (5.26)
K€Ly

onde 6,z denota a estimativa do erro global utilizando-se o método MRE.
Pode-se mostrar que (Oden et al., 1989)

IP,epllg S Bype (5.27)
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Note-se que em vista de (5.20) B,y pode ser vista também como a estimativa de
E g , e, apesar desta estimativa ter um carater global, as parcelas IlgoKll'é (indica-
dores de erro locais) podem ser usadas como base de um algoritmo adaptativo de enri-

quecimento dos elementos (vide Capitulo 6).
Modificacdo do Problema Local (5.23).

A implementagdo do estimador MRE pode ser simplificada se o problema local
(5.23) for modificado através da integracdo por partes da parcela que leva em consi-

deragido o residuo da equacgédo diferencial, ou seja

du
BK(¢K’VP+1) = { E{E VpﬂdS - I[VUP'VVP+1 - Vpﬂfv]dﬂ +
dK K

+

*
1 |{8u, _ 3du, _ du
2 {anK an,(] Vpuds * (fs any) "p+1ds

8KA8Q 8Ky

va"pn dQ + |f vp,ds - J‘Vup-va+l dQ +

K KNIy K
1 [(aul | au)
u} up
) [6nx + anK] Vp.ds (5.28)
OKA\aQ
onde usou-se o fato de que
Vour € Xpi(K) € Xp,i(K) € X,y > Vpyy = O em I (5.29)

Note-se também que ¢y € X:H(K) 0 que implica que gy = O em T,
Portanto o problema local (5.23) fica:

Encontre ¢y € 'Xg,,l(K), tal que V v, € Xg,l(K)

a
By (g, Vpa1) = Lg(vp,y) = Bglup,vy,,) + [a—z-i] Vp.ids (5.30)
kdan M
onde
LK(VPH) = ’[fvvp4_l dQ + fsz,ldS ’ (5.31)

K OKNIy,
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By(up, v,y = JVUP.VVPH daQ (5.32)
K

au] _ 1 (8u, . du

—P| = —p_

[an,L N P anﬁl (5.33)

é o fluxo normal médio ao longo do contorno inter-elementos.

Note-se que, desta forma, a construgdo do problema local (5.30) torna-se bas-

tante semelhante a construgdo da matriz de rigidez e do vetor carregamento para um

elemento qualquer.

Escrevendo-se ¢, V,,; € U, em termos das fungdes base tem-se:

ox(x) = ¢k ¢ (x) B = 1,..,dim(Xp,;(K)) (5.34)
Vpu(X) = VPl (x) « = 1,..,dim(x5,,(K)) (5.35)
uy(x) = uP § (x) ¥ = 1,..,dim(X,(K)) (5.36)

onde (wa) forma a base de Xgﬂ(K) e (1717) forma a base de X,(K). A solugdo do Proble-
ma (5.30) pode ser encontrada resolvendo-se, apés a imposigdo das condigbes de con-

torno em 3Knlp, o seguinte sistema de equacBes (ndo ha soma em K):

- ad
BeY b)) oK = L) - By 9 Jup + [%5] v, b (5.37)
KA

Mais Alguns Detalhes Sobre o Espac¢o Xg,,,(K).

O espago enriquecido X,,; € geralmente construido aumentando-se uniformemente,
em cada elemento finito K € Ly, a ordem da aproximagdo de p para p + 1 (i = 1) (Oden

et al., 1989). Neste caso X,; € denotado por X,,.

Como visto anteriormente, no MRE estima-se a projegdo P,E, em vez de e, e esta
aproximagdo serd tdo menos severa quanto melhor u,,,, € X, representar a solugdo
u (Lema 5.1). Devido a esta constatagdo, neste trabalho sio analisados os casos em

que { =1 e i =2, ou seja, sdo feitos experimentos numéricos utilizando-se os
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espagos Xp,; € Xp,. Conseqilentemente se estara estimando a projecdo P E, ora no
espago Xg,,l(l(), ora no espago Xg+2(K). Os indices "1" e "2" indicardo, no Capitulo
7, o uso da primeira e da segunda abordagem, respectivamente. Por exemplo, a estima-

tiva da norma da energia do erro global, dada pela Equagdo (5.26), & denotada por

©MRre1 OU POT Oygea:

No caso da versdo p do Método de Elementos Finitos, se forem utilizadas funges
de interpolagdo p hieré.rquicaé, a base do espago Xg+,(K) é constituida apenas das
fungdes que s3do adicionadas hierérquicameﬁte a base do espagco X,(K), quando a ordem
da aproximagdo passa de p para p + i. Portanto a dimensdo de Xg,,l(K) é de apenas

(Bank & Weiser, 1985)
dim(Xp,,(K)) = dim(X,,,(K)) - dim(X,(K)) (5.38)
o que torna .a solugdo dos problemas locais (5.30) bastante econdmica.

As dimensGes dos conjuntos de fungdes de interpolagdo hierarquicos, utilizados

neste trabalho, sdo dadas por
dim(Q,(K)) = pg / 2 +3pg / 2 + 3 (5.39)

Conseqiientemente a dimensido dos problemas locais (para o caso de a solugio ser

uma fungdo escalar) sera igual a

p+2,
4

[ Y
P b

2p+5,p=#1
p=1 (5.40)

p
P 8,

dim

i=1{d§m i=2{d‘m
dim

Uma conseqiiéncia, de importancia 6bvia, do uso dos conjuntos Xg,,l(K) na formu-
lagdo dos problemas locais associados ao MRE, é a de garantir que o sistema de
equagdes (5.37) seja positivo-definido. Isto ocorre mesmo quando 3KnI', = @, ou seja,

quando o problema local for um problema de Neumann (Bank & Weiser, 1985).
5.2.2 O Método dos Resfiduos em Elementos para Problemas da Elasticidade.
O MRE para problemas da elasticidade é conceitualmente idéntico ao desenvolvido

na segido anterior para o Problema de Poisson. Portanto, nesta secdo o método sera

apresentado de uma maneira mais suscinta.
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Estimativa da Projegcdo P E,.

A estimativa da projegdo P E;, no caso da elasticidade, é obtida resolvendo-se,

para cada elemento finito K € Ly, o seguinte problema local (Oden et al., 1986):

Encontre {gy} € Xgﬂ(K), tal que

]
By(og, Vo) = I‘rp.vp‘\l dQ + % tlyu,) - t(up)] Vp,y ds +
K dKA\3Q

[g - t(up)] ¥y, ds Vv, € X%H(K) (5.41)
KLy

onde (vide Segdo 3.1.2):

* BK(qJK.Vp,l) = [GIJ(wK)CIJ(vp+l) dQ (542)
K
.« r, = {r}} = {oy)(uy), AR (5.43)

é o residuo da equagdo de equilibrio no elemento K.

. u; é a solugdo aproximada nos elementos vizinhos ao elemento K.

» tluy) = {t)(uy)} = {oy;(uyiny), (5.44)
portanto, t(u;) - t(u,) representa o salto das tr"a(;?ies no contorno inter—elementos.

+ (g - t{uy)) representa a violagdo das condigGes de contorno naturais em

BKNTy.
+ O espaco X:,,‘(K) é definido por
x,‘i,,(x) = { vy = (v,vp,v3) 2 v € Xﬁ,,l(K) ) (5.45)

onde Xg,l(K) foi definido em (5.18).
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Pelos mesmos motivos discutidos na segdo anterior, a parcela do residuo em
(5.41) sera modificada. Fica-se entdo com
By(pg,Vput) = § o-kj(up)njvf:“ds - [@u(up)vﬁf ;dn + [fkv; *d4a +
3K K K
| |oustup) (up)ny| 57 &
+ | |Twlup)ny = oylugdng| v ds + g - oy(uy)ny| v ds
dK\aQ KNIy
= Jfkvg*im + gkvlfﬂds = |ows(upley (v, )da +
K KNIy . K
1 *) \vp+l s
—— op(updny + oyl )ngl vy ds Jjk =13 (5.46)
dKA\3Q
onde usou-se o fato que
Vou € X0, (K) e Xp,(K) € Xy, > Vo, = O em I (5.47)
e n; sdo as componentes de ng (vetor unitario normal ao contorno do elemento K).
O problema local (5.41) fica:
Encontre {gy} € Xgﬂ(K), tal que V v, € XSH(K)
B9k Vpay) = Lg(vp,y) = Bylup,v,,,) + [t(up)] <Vpyy ds (5.48)
skdsa M
onde
Lylvp,y) = If‘ kvf:“dﬂ + gkvlf*lds (5.49)
K dKhI'y
By(uy,v,,,y) = |oy(uy)ey (v, )dQ (5.50)
'K
e
1,
t(up) = 2—lt(up) - t(up (5.51)
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é a tracdo média no contorno inter-elementos.

Escrevendo-se as funcSes {gg}, v,,; € u, em termos das componentes das bases de

Xg,,i(K) e X,(K), respectivamente,

_ . 0
go'j = {p'J‘a ¥_(x) a = 1,..,dim(Xp,;(K)) (5.52)
Vel = vpel g () B = 1,..,dim(Xp,,(K)) (5.53)
w = uP le(x) ¥ = 1,..,dim(X,(K)) (5.54)

J.k,1 =13

e utilizando-se as definigdes dadas na Segdo 3.4.1 tem-se:

* Bylpg, Vpu) = (V22T I(B3+1)TC(BS,,) a @) (5.55)
K

0 i Gpnd . . . -
onde B,,;, para elementos axissimétricos, é a matriz (3.83) construida utilizando as

fungbes da base de Xgﬂ(K) e C, também para elementos axissimétricos, é dada por

(3.71).

o Ly(vp,y) = [Jfkwﬁ daQ + gktﬁpds] vig‘ (5.56)
K 8Ky
0 +
« Bglup,v,,) = (uTV)T J‘(BP)TC(BP,,) dQ (viﬁ‘} (5.57)
K

onde B, é construida utilizando-se as funges da base de X,(K).

. [t(up)] “Vpy ds = [tk(up)]lflgds v:;‘ | ' (5.58)

gKdaa M aKA\3Q

A solugdo do problema local (5.48) pode ser encontrada resolvendo-se, apés a

imposigdo das condigdes de contorno em dKnlp, o seguinte sistema de equagdes:
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[+] (4] o]
J(Bp+1)TC(Bp+l) da g% ) = Jfg/: o9+ |awW ds - (&P V)T[(BP)TC(BP+,) aq +
K K 8KhTy K

+ [tk(up)] v, ds@ (5.59)

JKA\3Q

@8 = 1,..,dim(Xp,,(K))
7 = 1,..,dim(X,(K))

j,k,1 = 1,3 (elasticidade tri-dimensional)
5.3 Estimativa de Erro Baseada no P6s-Processamento da Solugdo.

Na Secdo 3.4.1 mostrou-se que a forma bilinear associada aos problemas da elas-

ticidade linear estatica pode ser escrita na forma abaixo (vide Equagdo 3.70)

B(u,v) = J(e(v)}TC{e(u)) dQ = J(LV)TC(LU) dQ (5.60)
Q Q

onde {e} é dado por (3.66), C por (3.67) e L, para o caso de problemas

axissimétricos, é dado por (3.71).
Definindo o erro nas deformagdes, €. € nas tensoes, e por
e ={)-{g}t=Llu-u)=Le (5.61)

{¢} - {o,} = CL(u - uy)) = C e, (5.62)

o
It

tem-se

B(e,e) = J(Le)TC(Le) dQ = J(e )TC(e ) dQ = J(e )TC-X(eo_) dQ =
> € ¢

Q Q Q
= [ ({o} - {o,NTC o} - (o)) dR (5.63)
Q

onde e = u - u,.
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O céalculo da norma da energia do erro utilizando a expressdao anterior € obvia-
mente ainda impossivel, desde que ndo se conhece {¢}. Porém, uma estimativa do erro
pode ser obtida se em (5.63) {o} for substituido por (o"), obtido a partir do
pés-processamento de {o,} (Zienkeiwicz & Zhu, 1987). A estimativa da norma da ener-

gia do erro é entdo dada por
. e 172
fflellg = Gypp = J((o* } = {op,NTC o) - {o,}) da (5.64)
Q

A expressio correspondente a (5.63) para o Problema de Poisson €

B(e,e) = Jk e,.e, dQ = J'—}I(— e¢.e¢ dQ =
Q Q

k

= J—l (9} - {,)-Ug} - {p,)) da (5.65)
Q

Ly

onde o erro no gradiente e no fluxo sdo definidos respectivamente por
e, = Vu - Vu, = Ve (5.66)
e¢ = {¢} - {¢,} = kV(u - u) = ke, (5.67)
onde k é, por exemplo, a condutividade térmica do meio.
Dentre os métodos existentes na literatura para o calculo de (0'*} destacam-se:

(i) Técnicas de Extracio.

Esta técnica é baseada no uso de expressfes analiticas de fungdes que aproximam
o ndcleo do funcional de interesse (Babuska & Noor, 1986). Apesar de precisa, esta
técnica € bastante custosa. Outro incoveniente é que nem sempre se conhecem as ex-
pressdes analiticas das fungBes de extragdo. Um estudo extensivo deste método €

apresentado em Babuska & Miller, (1984a,b,c).
(ii) Métodos Iterativos.

Sdo métodos, como o de Loubignac, que constroem um campo de tensido que é
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- continuo no contorno inter-elementos (Cantin et al., 1978; Cook, 1982).
(iii) Técnicas de Projegdo.

Este método basia~se no fato de que apesar da solugdo de elementos finitos, u,,
possuir continuidade C9, o campo de tensdes (o‘p), obtido diretamente de u,, € des-

»
continuo no contorno inter-elementos. Um campo de tensdes continuo ({(suavizado) {o }

pode no entanto ser obtido através da projecdo de {crp} nas fungdes base globais.
Cada componente do fluxo (tensdo) suavizado € expresso da seguinte forma
» - .
o (x) = oy Y(x) i=1...,M (5.68)

»
onde y,(x) sfo as fungdes de interpolagdo globais com continuidade CO e o; sfo os

valores nodais do fluxo suavizado.

* *
As componentes ¢; sdo determinadas impondo que as projegSes de o (x) e o,(x)

coincidam, isto é

Jw‘[o'(x) - oy(x)] d2 = 0 j=1,.,M (5.69)
Q’

onde Q' é geralmente igual aoc dominio global .

Como a integral (5.69) é calculada numericamente, a ordem de integracio pode
ser escolhida de modo que os pontos de integragdo coincidam com os pontos onde ha
superconvergéncia dos valores de c¢,(x) (Hinton & Campbell, 1974). Porém, na versio
p-hierarquica, onde geralmente cada porgdo da matriz de rigidez é calculada usando-
se uma ordem de integracdo especifica (vide Capitulo 4), esta ordem de integragio

6tima n3o é bem definida.

*
Os valores de o, sdo obtidos resolvendo-se o seguinte sistema de equagSes

(substituindo-se 5.68 em 5.69)

(9] {o)} = {i;) i,j = 1,..,M (5.70)
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onde
Q’
Ky = J"I’i"'p dqQ (5.72)
Q’

Note-se que o, no caso da elasticidade, é uma das componentes de tensdo e no

caso do Problema de Poisson o, é uma das componentes do fluxo (¢p).

Se @ for igual ao dominio global Q, [¥;] e {(x;} sdo construidas a partir das
contribui¢gdes dos elementos [\IITJ] e (ncll() respectivamente. Deve-se neste caso resol-
ver, para cada componente de tensdo, um sistema de equagdes de dimensdo M (M é igual
ao nimero de fungbes globais). Uma alternativa para diminuir o custo deste processo

é desenvolver uma forma diagonal para a matriz [¥;;] (Shephard et al., 1989).

- *
. Outra alternativa para diminuir o custo do calculo de ¢; é nd3o usar todo
o dominio Q, mas realizar a suavizagdo a nivel de elemento. Deve-se neste caso re-

solver, para cada elemento finito K € L, um pequeno sistema de equagSes dado por

W51k} = ) i,j = 1,.,m (5.73)
onde
vy = [.p‘fwf,‘ do (5.74)
QK
Kt = Jw‘f oy dQ (579
QK

K . ~ ” . = .
ey, ,i=1,.,m sdo as fungbes de interpolagdo locais.

Apesar de seu baixo custo, o incoveniente desta alternativa € que cada elemento
que compartilha um determinado né fornece um valor de 0"(x) diferente neste né. Uma
.solhqéo para isto é calcular, em cada né, a média aritmétrica dos valores forneci-
dos. Embora isto possa parecer o mesmo que calcular a média de o, calculado direta-
mente nos nds, este processo geralmente fornece resultados bem melhores (Shephard et

al., 1989). Neste trabalho adotou-se esta alternativa ja& que se estava interessado
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no uso desta técnica para o calculo de indicadores de erro locais e ndo propriamente

para a estimativa do erro global. No Capitulo 7 esta abordagem é donimonada de MPPI.

As componentes da matriz [\Illfjl e do vetor (Klf), para o elemento K € Ly, sdo

calculadas, no elemento de referéncia Q, da seguinte forma

o, = Jﬁﬁ,ul d€dn (5.76)
Q

K = J$i¢p|1| dgdn (5.77)
Q

onde |J| € o jacobiano para o K-ésimo elemento e $1 sdo as fungdes de interpolagdo

definidas no elemento mestre Q.

Se os elementos ndo forem distorcidos |J| serd constante em cada elemento e o

sistema’ de Equagdes (5.73) serd dado por

J@@ d&dn %o, = Jé;‘p, d&dn i,j=1,.,m (5.78)
Q Q

Neste caso, a matriz [\IIII(J] sé precisa ser triangularizada uma vez e pode ser
usada em todos elementos que possuam a mesma ordem polinomial. Em cada elemento, é
preciso apenas calcular as integrais do lado direito do sistema (5.78). Este proce-
dimento foi experimentado mesmo em malhas que apresentavam elementos bastante dis-

torcidos. No Capitulo 7 esta abordagem é denominada de MPP2.

Observacdes Finais.

*
Um aspecto interessante do método MPP é que ao se calcular ¢, utilizando-se um
dos métodos de p6és-processamento listados anteriormente, o usuério obtém também uma
estimativa do erro no fluxo, o que para boa parte dos engenheiros é preferivel do

que uma estimativa da norma da energia do erro.

Zienkiewicz et al., (1989) e Zienkiewicz & Zhu, (1990) ressalvam que este tipo
de estimador de erro nfo funciona bem para elementos de ordem elevada, sendo neste
caso mais indicado o uso de métodos como o MRE desenvolvido no inicio deste

capitulo.
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CAPITULO 6

AsPECTOS COMPUTACIONAIS

6.1 Introducdo.

Neste capitulo sdo apresentados alguns detalhes relativos a implementagdo do
programa computacional utilizado para a resolugdo dos problemas formulados no
Capitulo 3. O médulo processador utiliza a versdo p do Método de Elementos Finitos
para obter solugSes aproximadas para os problemas. A estrutura de dados utilizada
neste médulo é apresentada na Segdo 6.2. Na Segdo 6.3 é discutida a técnica emprega-
da para o .ger‘enciamento da utilizagdo da meméria do computador. O algoritmo de enri-
quecimento adaptativo dos elementos da malha é apresentado na Segdo 6.4.. Na Secgido
6.5 é discutida a implementagio da "Regra do Minimo". No Apéndice A é apresentado o

método de solugdo de equagles lineares empregado.
6.2 Estrutura de Dados do Médulo Processador.

A eficiéncia de qualquer uma das versdes do MEF, em aplicagbes praticas, depen-
de grandemente de como foram implementadas computacionalmente. No caso da versdo p,
por exemplo, isto inclui a escolha de uma estrutura de dados capaz de gerenciar,
durante o processamento adaptativo, o aumento do nimero de graus de liberdade asso-
ciado com cada né e conseqliente aumento do tamanho das matrizes e vetores globais, a
compatibilizagdo das fungBes de interpolagdo entre elementos de diferentes ordens, a
imposigdo automatica de condigdes de contorno, etc. A implementagdo de uma estrutura
de dados, com os atributos necessarios para um processamento adaptativo, utilizando

linguagens tradicionais, como FORTRAN, € extremamente dificil (Devloo, 1991).

Segundo Babuska & Noor, (1986) a implementagdo computacional eficiente de
métodos adaptativos ainda ndo atingiu a maturidade. Provavelmente, o uso de lingua-
gens que permitam o uso da filosofia de programagdo orientada para objetos, venha a

mudar esta realidade.

Um processamento auto-adaptativo requer muito mais informag¢des do que normal-
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mente se necessita. Além dos dados tradicionalmente lidos e gerados, o médulo pro-

cessador implementado utiliza as seguintes variaveis:

Principais varidveis escalares:

NELEM = Namero de elementos do modelo.

NNOS = Numero de nés do modelo.

ISTEP = Ndmero do passo do processamento auto-adaptati‘}o.

NGRL = Numero de graus de liberdade em um determinado ISTEP. E igual a soma de
todos os graus de liberdade associados a cada né do problema.

NEQU = Namero de equagdes em um determinado ISTEP. E igual a NGRL menos o nimero

de graus de liberdade restringidos por condi¢gdes de contorno ou pela impo-

sicdo da Regra do Minimo (vide Seg&do 6.5).
MAXDOF= Maior valor que NGRL pode atingir.
NUTIL = Namero de termos nido nulos da matriz do sistema em um determinado ISTEP.
MAXNUT= Maior valor que NUTIL pode atingir. E dado, empiricamente, por
MAXNUT = MAXDOF * MAXDOF * 4 / 100 (6.1)
NNCCH = Namero de nés onde existem condigGes de contorno hierarquicas, ou seja, nés
cujos graus de liberdade hierarquicos devem ser restringidos para que as
condigGes de contorno de Dirichlet, impostas pelo usuario, sejam satisfei-
tas.
MAXPOL= Maior ordem polinomial que um elemento pode alcangar.
Principails arran jos:
KDLNC(1:NNOS):

Tabela que armazena, de forma acumulativa, os graus de liberdade de cada

né. KDLNC(I+1) representa a soma do nimero de graus de liberdade dos nés
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1,2,...,]J-1,I. O numero de graus de. liberdade do né 1 &, conseqllentemente,
KDLNC(I+1) - KDLNC(I). Se KDLNC(1) = 1, o nimero de graus de liberdade do problema

pode ser calculado por: -
NGRL = KDLNC(NNOS+1) - 1 6.2)

KNEQ(1:NGRL):
Apontadores para a equagdo associada com cada grau de liberdade. Sendo

J = KNEQ(I), tem-se:

a) J < 0. O grau de liberdade I é conhecido (imposto por condigio de contorno
ndo homogénea) e seu valor é dado por VDR(MAXDOF + 2 + J).

b) J = 0. O valor deste grau de liberdade é zero (grau de liberdade associado a
uma condi¢cdo de contorno homogénea ou a imposigdo da Regra do Minimo).

c) J > 0. O grau de liberdade I é uma incégnita e corresponde a equagdo J do

sistema de equacgdes .

Note-se que a partir do ISTEP 2, do processamento adaptativo, as colunas da
matriz global, relativas aos graus de liberdade de um determinado né, ndo ocupario
posigdes contiguas dentro da matriz. Porém, os apontadores para estas colunas

estardo armazenados seqllencialmente em KNEQ (veja a figura seguinte).

31[32[33[63][64]65[30[91]92| 0[27] 0]73 KNEQ(.)
apontadores relativos ao apont. rel.
né I né J

Fig. 6.1. Possivel configuragdo de KNEQ apés o ISTEP 2.

No inicio de cada ISTEP cria-se uma nova tabela de dimensio NGRL. As
informagdes contidas em KNEQ sdo transcritas para esta nova drea de meméria e a ta-
bela KNEQ do ISTEP anterior é eliminada (utiliza-se a subrotina VIDE descrita na

Segdo 6.3)

VDR(1:MAXDOF+2):
a) VDR(1:NEQU) = Vetor carregamento global.
b) As dltimas posicles do vetor VDR contém o valor das condig@es de con-
torno de Dirichlet nio homogéneas. Estes valores sd3o acessados através
de KNEQ.



SS(1:NUTIL):

Matriz gerada pelo MEF. Somente os termos ndo nulos da parcela triangular
inferior s3o armazenados, devido a simetria da matriz. Dois vetores, PONT e INDIC,

sfo utilizados para enderegar os seus elementos.

PONT(1:NEQU+1):

PONT(I) aponta para o inicio da linha I no vetor INDIC. PONT(I+1)-1 indi-
ca o Gltimo elemento da linha no vetor INDIC.

INDIC(1:NUTIL):

Indica o ndmero das colunas ndo nulas em cada linha da matriz SS.

[ ay, ]
Simétrica NUTIL = 11

NEQU =5

az1 322

SS
0 a5 agg

350 0 a

| 0 ag; agg as, assj

SS = [ )1 8 Qzz a3z a3z 34 344 352 353 Agy ass]

PONT

[1246812]'

INDIC

[11223142345]

Fig. 6.2. Exemplo de armazenamento para a estrutura de dados utilizada.

NVIZ(1:4,1:NELEM):

NVIZ(L,E) = Namero do elemento vizinho ao lado L do elemento E.

LISTA(1:NELEM):
sendo J = LISTA(I), tem-se:

a) J > 0. Indica a nova ordem para o I~ésimo elemento neste ISTEP.

b) J = 0. O I-ésimo elemento ndo vai ser enriquecido neste ISTEP,

ORDNO(1:NNOS):
ORDNO(I) é igual a ordem do I-ésimo né global. A ordem de um elemento
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qualquer é dada pela ordem do seu né nimero 9.

ICCH(1:3,1:NNCCH): .
a) ICCH(LI) = J. Nimero de um né onde hé& condigio de contorno
hierarquica.
b) ICCH(2,I) = Namero do primeiro grau de liberdade, do né J, na diregdo
U, a ser restringido.
c¢) ICCH(3,I) = Namero do primeiro grau de liberdade, do né J, na diregdo

V, a ser restringido.

EKEL(1:NELEM):

Estimativa do erro, na norma da energia, para os elementos.
Antes do infcio de um novo ISTEP (etapa 8 do algoritmo da Segio 6.4) as estru-
turas definidas anteriormente devem ser atualizadas para que os elementos indicados
por LISTA(.) possam ser enriquecidos e uma nova aproximagdo calculada.

Algoritmo para Atualizag¢do dos Dados:

Atualize KDLNC utilizando LISTA e ORDNO do ISTEP anterior

[
*

2+ Aloque mais espago para KNEQ, utilizando o novo valor de NGRL.

3+ Coloque as novas condigdes de contorno em KNEQ utilizando ICCH.
» Atualize ICCH para o préximo ISTEP.
» Atualize KNEQ e ORDNO para este ISTEP: Enderege as novas equagdes para este ISTEP

respeitando a Regra do Minimo.

4. Atualize PONT e INDIC utilizando KNEQ e KDLNC.

S5« Calcule as devidas parcelas das matrizes e vetores carregamento, para os elemen-
tos indicados em LISTA.
+ Sobreponha estas parcelas.

« Sobreponha as equagdes necessarias para manter a malha conforme (vide Segdo 6.5).



6.3 Gerenciamento Dindmico da Meméria.

A necessidade de dimensionamento dos arranjos de dados, em tempo de execugdo,
em um programa auto-adaptativo, é de importancia 6bvia. Pois, a cada passo do pro-
cessamento p-adaptativo, por exemplo, a dimensdo dos varios arranjos tem que ser
modificada devido as novas equagdes que surgem com o enriquecimento hierarquico dos

elementos.

A linguagem FORTRAN, porém, ndo permite isto. Como o dimensionamento antecipado
de todos os arranjos tornaria o programa extremamente ineficiente, neste trabalho
utilizou-se a alocagdo "pseudo~dinamica" da meméria (Dhatt & Touzot, 1984; Mesquita,

1990), apresentada a seguir:

le- Todos os arranjos volumosos, inteiros ou reais, s3o armazenados

seqilencialmente em uma tabela real*4 Unica: VA(1:KORE).

2« Cada tabela, ’ttttt’, €é referenciada pela posigdo Lttttt de seu primeiro
elemento em VA. Por exemplo, o primeiro elemento da Tabela KDLNC se encontra
na posigio VA(LKDLNC).

3+ O ponteiro IVA aponta para a UGltima posigio ocupada na Tabela VA.

4. A Criagio de uma nova tabela (cdlculo do ponteiro Lttttt e modificagdo do
ponteiro IVA) é efetuada por uma subrotina denominada ESPACE. Um dos
parametros desta subrotina é o tamanho (em bytes) de cada elemento da tabela
e outro é o namero de posicbes da tabela. A supressdo de uma tabela (mudanga
de posicio das tabelas que a seguem, modificagdo dos apontadores destas ta-

belas e do apontador IVA) é efetuada por uma subrotina denominada VIDE.
Este esquema de alocagdo permite, em alguns computadores, o aumento da dimensdo
do arranjo VA, em tempo de execugdo, desde que este tenha sido definido no BLANK
COMMON (Dhatt & Touzot, 1984:368).

6.4 Algoritmo p~Adaptativo para Eqiiidistribui¢fo do Erro.

Como comentado no Capitulo 2, a maioria dos algoritmos adaptativos baseia-se na

eqliidistribuigdo do erro, medido na norma da energia, entre os elementos da malha.
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O Algoritmo para a versdo p-adaptativa do MEF, utilizado neste trabalho, pode

ser expresso esquematicamente da seguinte forma:

1« ISTEP =1

2+ LEIA: |
- Discretizagdo inicial.
- Limite superior para o erro global na norma da energia (UPBD).

- Parametro « = Parametro controlador do enriquecimento dos elementos.
3+ Inicialize os arranjos KDLNC, KNEQ, ICCH, PONT, INDIC, SS, VDR, etc.

4. Resolva o sistema de equagdes, utilizando a solugdo do ISTEP anterior (se

ISTEP > 1) como aproximagdo inicial para o Método dos Gradientes Conjugados.

S+ Estime o erro em cada elemento, 8¢, e o erro global, 6, utilizando uma das
técnicas do Capitulo 5.

6+ SE ( 8 < UPBD ) ENTAO
VA pés—-processar a solugdo.
CASO CONTRARIO

6.1 Calcule 6,,,, = max 6y
K € Ly

6.2 Construa LISTA, com os elementos a serem enriquecidos:

ICOUNT = O
10 - - ICMAXP = 0
PARA K = |,NELEM FACA

SE (EKEL(K) = a.68,,,) ENTAO
SE (ORDEL(K) < MAXPOL) ENTAO
ICOUNT = ICOUNT + 1
LISTA(K) = ORDEL(K) + 1
CASO CONTRARIO
ICMAXP = ICMAXP + 1
FIM DO SE
FIM DO SE
FIM DO FAGA



SE (ICMAXP = NELEM) ENTAO
Nio é possivel alcangar UPBD com esta malha, PARE.
CASO CONTRARIO
SE (ICOUNT = 0) ENTAO
a=05*a«a
VA PARA 10
FIM DO SE
FIM DO SE
FIM DO SE

7+ ISTEP = ISTEP + 1
8+ Atualize os arranjos KDLNC, KNEQ, ICCH, PONT, INDIC, SS, VDR, etc.
9« Va para a etapa 4.
Observagdes:
ORDEL(K) = Ordem do K-ésimo elemento.

A solugdo do sistema de equagbes na etapa 4 € feita utilizando-se o Método de
Gradientes Conjugados com Pré-Condionamento por Decomposi¢do Incompleta de Cholesky

Desiocada (SICCG). No Apéndice A o método é revisto suscintamente.

Com o algoritmo acima, garante-se um limite superior para NGRL, jaA que a ordem
polinomial de um elemento nd3o pode aumentar indefinidamente. Além do mais, se
6 > 6 entdo ORDEL(K) = MAXPOL.

max

Possivels Modificagdes:

-Incremento da ordem polinomial dos elementos diferente de um. Desta forma po-
der-se-ia estimar a nova ordem de um elemento, de modo a eqiiidistribuir o erro, uti-
lizando-se a estimativa da taxa de convergéncia local e um procedimento andlogo ao

"remeshing" adaptativo de Zienkiewicz descrito no Capitulo 2.

-Experimentos numéricos com outros valores do pardmetro controlador do enrique-
cimento (parametro «). Se o nimero de elementos enriquecidos em cada ISTEP for pe-

queno (o grande), a discretizagdo obtida serd mais préxima da 6tima, porém serdo
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necessarios mais ISTEPs para se alcangar a tolerancia estabelecida. Lyra, (1988)
observou, para o caso de um problema de potencial, que a taxa de convergéncia se
estabilizava para valores de « maiores que 0.4. Zienkiewicz & Craig, (1986) também

apresentam resultados de experimentos numéricos com o parametro a.
6.5 Imposic3o de Continuidade no Contorno Inter-Elementos.

A "Regra do Minimo", definida no Capitulo 2, implica na seguinte restrigdo: A
ordem polinomial, da solugdo aproximada, ao longo do lado de qualquer elemento é

dada por
ORD(L) = MIN( ORDEL(K;),ORDEL(K;) ) . (6.2)

onde K; e K; sdo os elementos que compartilham o lado L e ORDEL(K;), ORDEL(K;) sdo

suas respectivas ordens polinomiais.

Portanto, se a ordem polinomial no lado L de um elemento for menor que a
prépria ordem do elemento, os graus de liberdade de maior ordem, neste lado, devem
ser restringidos. Devido a natureza hierdrquica das fungdes de interpolagio, a con-
tinuidade no contorno inter-elementos € obtida simplesmente fazendo-se com que estes
graus de liberdade sejam nulos (Devloo, 1987a). Isto pode ser conseguido, pelo me-

nos, de duas maneiras:

I- Faga os apontadores em KNEQ, associados aos graus de liberdade que devem ser res-
tringidos, iguais a zero. Durante a sobreposigdo, da matriz e vetor forga de um ele-
mento, ignore as linhas e colunas associadas a esses apontadores. Neste trabalho

adotou-se esta alternativa.

II- Uma outra maneira de se impor estas restri¢gdes é utilizar a técnica de projegdo
desenvolvida por Devloo, (19875). Neste caso as equagdes associadas aos graus de
liberdade, que devem ser restringidos, sdo sobrepostas normalmente na matriz global.
Desta forma estas equagfes nunca necessitardo ser recalculadas em ISTEPs posteriores
(como no caso da abordagem I). A desvantagem desta técnica é que ela s6 pode ser

usada em conjungdo com métodos de solugdo iterativos.
6.6 M6dulo P6s-Processador.

A importancia do pés-processamento grafico dos dados, em anélises auto-
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adaptativas, é O6bvia. Pois, durante a fase de processamento, a discretizagdo inici-
al, fornecida pelo usuario, é modificada a fim de se alcangar os limites de erro
pré-estabelecidos. Desenvolveu-se entdo um programa, em linguagem C, que permite a
representagio da ordem polinomial dos elementos e da distribuigdo de erros estimada,
ap6s cada ISTEP. No Capitulo 7 a andlise dos problemas é feita com o auxilio deste

programa.



90

CAPITULO 7

ResuLTADOS NUMERICOS

7.1 Introdugdo.

Neste capitulo alguns problemas representativos sdo analisados e os resultados
obtidos comparados com solugdes analiticas. Os problemas apresentados sdo da elasti-
cidade plana, elasticidade com axissimetria geométrica, material e de carregamento,

e problemas de potencial.

A eficiéncia dos indicadores de erro, apresentados no Capitulo 5, é testada no
contexto da versio p do MEF. Esta eficiéncia é avaliada em termos da taxa de conver-
géncia obtida com cada um dos métodos. E também analisada a qualidade das estimati-
vas do erro de discretizagdo global. Para isto, define-se o indice de efetividade

global
=0/ lelg , (7.1)

onde 8 é uma estimativa do erro de discretizagdo medido na norma da energia (vide
Equagdes 5.26 e 5.64). Note-se que I' deve se manter dentro de certos limites para
que o estimador seja aceitdvel, ou melhor ainda, deve convergir para 1,0. O desvio
do indice I' em relagdo a unidade, para um método particular de estimativa de erro, é

medido por

NIST 172
pr =[ ya,-n2ys NIST] (7.2)
1

onde I'y sdo os indices de efetividade globais para os NIST passos necessarios para a

solu¢do de um determinado problema.

Neste capitulo as seguintes abreviagdes serdo adotadas para denotar os métodos

de estimativa de erro usados:

\¥
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MAA = Método baseado em anélise assint6tica (Secio 2.4.6).

MREl1= Método dos Residuos em Elementos utilizando os espagos Xgﬂ(K) para a
solucdo dos problemas locais (Segdo 5.2). .

= Método dos Residuos em Elementos utilizando os espagos Xg,z(K) para a

solucdo dos problemas locais (Segéo 5.2).

MPP1 = Método baseado no pés-processamento da solucdo (Segio 5.3)

MPP2= Método baseado no pés-processamento da solugdo. Neste caso a suavizagdo
a nivel' de elemento € feita resolvendo-se o sistema de equagdes

simplificado (5.78).
O erro relativo na norma da energia, definido por
llellg = lellg / lullg (7.3)

foi estimado, no caso dos métodos MRE e MPP, por

172
n=06/ [ Blup,u,) + 82] (7.4)
e no caso do método baseado em anélise assintética Ilellgr foi estimado por

172
- U - Utup)
N = Nuaa =[ = - ] 7:9)

Utu)
onde a energia de deformagdo, U(u), foi estimada resolvendo-se a Equagio (2.37).
No Capitulo 1, a solugdo u de um problema foi classificada levando-se em consi-
deracdo a malha de elementos finitos usada e a suavidade de u. Para problemas per-

tencentes a categoria A, o erro na norma da energia decresce exponencialmente quando

a versdo p é utilizada. Ou seja,
hu - wlIf" = C exp(ayN°) (7.6)
onde C e ¥ sdo maiores que zero e ¢ = 1/3 (Szab6, 1986a).
Se a versdo p ou h forem usadas para se resolver problemas pertencentes a cate-

goria B, entdo, a taxa de convergéncia assintdtica, B, seré algébrica (Szabd, 1990a)

e é prevista pelo seguinte teorema:
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Teorema 7.1. (Babuska & Suri, 1990) Seja u € HX(Q), k > 1. Entdo, se os espagos
de elementos finitos X = X(h,p) sio construidos a partir de uma familia de malhas

uniformes (ou quase-uniformes)
lu - ullg = C K" ;’:B"uunHk (7.7)

onde:
* u, € a solugdo de elementos finitos.
* Bh = min(p,k-1) = min(p,A), A definido no Capitulo 1.
» Se os pontos singulares coincidem com os nés da malha Bp = 2(k-1) = 2A. Caso
contrario B8p = A. Note-se que no primeiro caso Bp € pelo menos o dobro de Bh.

+ C é independente de u, h e p.

Para problemas pertencentes a categoria B pode-se obter, com a versdo p, eleva-
das taxas de convergéncia, na faixa pré-assintética, se f ofem utilizadas malhas
nio-uniformes que consigam isolar os pontos singulares. Sdo utilizadas entdo as ma-
lhas -ditas "geométricas", nas quais os tamanhos dos elementos decrescem em
progressdo geométrica na diregdo da singularidade com um fator de geralmente
s = 0.15 (Szabé6, 1986a). Na Figura 7.15 tem-se uma malha geométrica com n = 5§ cama-

das e 18 elementos.

Em todos os problemas analisados os fluxos foram calculados utilizando-se a

técnica de suavizagdo, a nivel de elemento, apresentada na Segdo 5.3.

7.2 Problemas Regidos pela Equacgi3o de Poisson.

7.2.1 Problema 1: Torsdo de uma Barra Re}tangular de Material Isotrépico.
Este problema pode ser posto na seguinte forma:
Encontre u(x,x,) tal que

V2u + 2GB8 =0 em Q e u=0eman (7.8)

O dominio Q é o retangulo Q = { x = (x,x;) € R? : -1 s x,,x, S 1 } ilustrado
na Figura 7.1. O potencial u(x,,x,) é a fungdo torgdo de Prandtl, G é o médulo de
elasticidade transversal do material e 8 é o angulo de torsdo (Boresi & Lynn, 1974).

Foi adotado GB = 0,5 MPa.rad .
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A solugdo analitica para este problema é dada pela série (Boresi & Lynn, 1974)

[
_ _ .2y _ _32GB _n-1/72_cos(nmx,/2)cosh(nnx,/2)
u(x,,x,)= GB(1 xy) —?:lza( 1) n3 cosh(nn/2) (7.9)
Portanto u(0,0) = 0,294.685.413 e o fluxo normal u,,(1,0) = - 0,615.312.389 . A

energia de deformagao

Utu) = %J’ (Vu.Vu) dx,dx, ©(7.10)
. Q

foi estimada em Uw) = 0,281.154.023.289 utilizando-se integragdo numérica e os 500

primeiros termos da série.

. X,
Ls
‘ A‘ Aa
. ® e Q ¢
ol L. . L:r
' X,
1A - L Az
2.0 >

Fig. 7.1. Dominio e discretizagdo para o Problema 1.

Devido a simetria do problema apenas o quadrante Q = { x = (x.,X,) € R? :
0 = x,,x, =1} foi modelado utilizando-se apenas um elemento (vide Figura 7.1).
. h
A solugdo u(x;,x,) pertence a categoria B definida no Capitulo 1 e possui um
comportamento singular nos vértices A,. u(x;,X,) pertence ao espago de Sobolev
H3_C(Q) n'H(l,(Q), 0 ¢ € << 1 (Carey & Oden, 1983). Portanto ao se utilizar a versdo p
para se resolver este problema o Teorema 7.1 prevé uma taxa de convergéncia

assintética B, = 4-¢. No caso da versdo h tem-se B, = min(p,2-€).

Na Tabela 1 encontram-se os valores do erro na norma da energia, e de sua esti-
mativa, para elementos de ordem 1 s p s 8. A estimativa de llelly foi calculada utili-
zando-se o método baseado em analise assintética (MAA) tratado na Secdo 2.4.6. As

estimativas obtidas tornam-se mais precisas a medida que a solugdo aproximada entra
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na faixa assintética da versdo p. Este comportamento estd de acordo com o descrito
em Szab6, (1986a). Na Tabela 1, N indica o ntmero de equagdes do problema. Nota-se
que com 30 equagdes obteve-se um erro relativo, medido na norma da energia, de

apenas 0,3957%.

Tabela 1 Resultados para o Problema 1 utilizando-se a versdo p do MEF.

MAA
P| N. el By A Tyaa | Neng'x 7 x
1 1 2,16395E-1 - - 57,715 -
2 3 5,41901E-2 - - 14,453 -
3 ) 4,86123E-2 1,51632E-1 3,119 12,966 44,671
4 8 1,62961E-2 5,25308E-2 3,224 4,346 14,164
S 12 8,26236E-3 6,35550E-3 0,769 2,204 1,695
6 17 4,24514E-3 1,30292E-2 3,069 1,132 3,477
. 7 23 2,41011E-3 2,42570E-3 1,006 0,643 0,647
8 30 1,47995E-3 1,47003E-3 0,993 0,395 0,392
Dr = 1,515
0.00 1003
’8—0.50; ® ] Torsao de Barra Retangutar
o k) Convergencia da Solucao
(03] (@2}
C 1 P p=2 =
Ld —1.00 A QC) p=3 a p Uniforme
] L 107
£ o
9 150 €
O
— prd
(V]
x - —
o ‘2-00‘_ Torsao de Barra Retangular . &
Lb Taxa de Conv. Assint. = 3.66 ? o
5 =8 £
8 -2.50 - o p uniforme ) w : b7
|
_3-00 TTYITTTr Y IGAARS AN SR AN SENARS RN LLASRNLLS] T T T T T T T
0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00 1 10
Log(p) No de Equacoes

(a) (b)

Fig. 7.2. Taxa de convergéncia para o Problema 1.
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Tabela 2. Energia, potencial e fluxo para o Problema 1.

P U(u,) x 10 u(0,0) e, (u) x u,,(1,0) ep(u, ) x
1 0,468.750.000 0,37500 -27,254E+0 -0,37500 44,470E+0
2 0,688.202.247 0,26966 8,491E+0 -0,69101 -2,325E+0
3 0,691.069.259 0,27339 7,226E+0 -0,75638 -12,004E+0
4 0,701.557.238 0,29954 -1,648E+0 -0,70053 -3,733E+0
S 0,702.543.725 0,29243 7,664E-1 ~0.67465 9,751E-2
6 0,702.794.952 0,29568 -3,370E-1 -0,67183 S,156E-1
7 0,702.856.015 0,29420 1,659E~1 -0,67529 2,763E-3
8 0,702.874.107 0,29495 -9,032E-2 -0,67604 -1,073E-1
© 0,702.885.058 0,29469 0,0 -0,67531 0,0
-0.30
-p=1
—0.40
1 Torsao de Barra Retanguiar
Fluxo Normal em (1,0)
O
& —0.50 1 o P uniforme
L ——— exato
O
pzd
O -
x
5 —0.60 +
e
p=5 p=8
- - - e —-Lf—- -0 - - -
0704 ° o
< a
-0.80

N
[
-P_
o]
o
~
00—
Vo]

Fig. 7.3. Convergéncia do fluxo normal em (1,0).

O logaritmo de IIeIIEr versus o logaritmo de p foi tragado na Figura 7.2 (a) para

1 = p = 8 A inclinagdo da curva na faixa assintética (p > 4) é a taxa de
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convergéncia B,. O valor obtido, B, = 3,66, esta préximo do previsto pelo Teorema
7.1. Na Figura 7.2 (b) tem-se, em escala log-log, o nimeroc de equagdes, N, versus o

erro relativo na norma da energia.

Na Tabela 2, encontram-se os valores obtidos da energia, Ud,), do potencial em
(0,0) e do fluxo normal em (1,0). e.(u) e e.(u,) indicam o erro relativo no poten-
cial e no fluxo normal, respectivamente. Note-se que foram obtidos bons resultados
ndo s6 para o valor do potencial, mas também para os fluxos calculados. O grafico da

Figura 7.3 foi tragado a partir dos valores da Tabela 2.
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7.2.2 Problema 2: Distribui¢io de Temperatura em Regime Permanente em uma Placa de

Material Isotrépico.

Este problema servird para se avaliar a qualidade dos indicadores e das estima-
tivas de erro dos métodos MRE1, MRE2, MPP1 e MPP2 quando a solugdo, u(x), do proble-
ma pertencer a categoria A definida no Capitulo 1 e na Segdo 7.1. O problema anali-

sado é definido por:
Encontre u(x,,x,) tal que
VZu + f, =0 em Q e u=0emaQ (7.11)
Na Figura 7.4 tem-se a representagdo do dominio Q e das condigSes de contorno

. k) . . ~ . . .
impostas. u sdo os graus de liberdade das fungdes hierdrquicas associadas aos

lados dos elementos.

. A X,

Y

u =0
u(k)= o em 3Q

ﬁ—-1.0—>e—1.0—>
ke

<1 .0—><—1.0—>

Fig. 7.4. Dominio e condi¢gGes de contorno para o Problema 2.
Escolheu-se uma solucdo u(x) que permitisse o céalculo, sem maiores dificulda-
des, da energia U(w) e que ndo fosse facilmente representada por polinémios de baixa
ordem. Adotou-se

ulxy,x,) = (x; - xi’)(x2 - xg) cosh(mx,) (7.12)

Deve-se portanto aplicar uma fonte de calor distribuida dada por



98

f, = - cosh(mx,){(x, - )(:;)[-6x2 + w2(x, - xg)] - 6x4(x, - xg))

- 2n(x; - x?)(l - 3x§)senh(1rx2) (7.13)

A energia, U, foi calculada numericamente e serd adotado como exato o valor

Uu) = 4,703.598.203.12 .

O dominio Q foi discretizado utilizando-se uma malha uniforme de 27 elementos

(vide Figura 7.6).

A solugdo u(x) pertence a categoria A. Deve-se portanto obter uma taxa de con-
vergéncia exponencial ao se utilizar a versdao p do MEF para resolver este problema.
Esta expectativa é confirmada na Figura 7.5 (a). Nesta, foi tracado, em escala log-
log, o namero de equagdes, N, versus IIeIIEr* 100% para os casos de aumento uniforme e
adaptativo da ordem polinomial dos elementos. Nota-se que as inclinagdes das curvas
{(taxas de convergéncia) estdo aumentando a medida que N cresce. Isto caracteriza uma
convergéncia exponencial do tipo descrito pela Equagdo (7.6) (Szabé, 1986a). Na Fi-
gura 7.5 (b) foi tracado, em escala mono-log, N?/3 versus IIeIIEr* 100%, para o caso

de enriquecimento uniforme dos elementos.

100 3 100 3
o 103 ~ 107
X ] X ]
o ] o ]
9 13 9 14
()] 3 ] 3
C ] c 3
Ll 1 L ]
O @] i
o 0.1 3 0.1 3
= 3 =6 g ]
& ] o 0 3
=z ] Distribuicao de Tempe— = 1
7 ratura no Dominio em L 1
—  0.01 4 _— .
L E Convergencia da Solucao [0 0.01 3
o ] ) \ p=7 o 3 p=7
o 1 o P Uniforme Distribuicao de Tempe-—
o 1 o P Adaptativo MREY e ratura no Dominio em L
“ 0001 4 s P Adaptativo MRE2 o
Lt 3 % P Adaptativo MPP1 e MPP2 LJ 0.00% 3 Convergencia Exponencial
3 3 da Solucao
] 4 p=8
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Fig. 7.5. (a) Convergéncia da solugdo. Enriquecimento p-uniforme e

p-adaptativo (b) Curva N#3 versus llellg * 100% para o Problema 2.



Tabela 3. Resultados para o Problema 2 utilizando-se o método MREL.

MRE1
IST| N lellg OyREL Tyrel| Nelg” x n x
1 16| 2,21788E+0 | 2,23500E+0 1,048 { 72,312 | 73,916
2 19 1,49008E+0 1,18352E+0 0,794 | 48,582 40,387
3{ 26| 8,09891E-1 8,56572E-1 1,058 | 26,406 | 27,813
4] 43| 4,04034E-1 4,36567E-1 1,081 13,173 14,213
5] 59| 2,27363E-1 2,23060E-1 0,981 7,413 7,273
6] 80| 1,32944E-1 1,25120E-1 0,941 4,334 4,080
7| 109| S5,13713E-2 | 4,76754E-2 0,928 1,675 1,554
8| 131| 3,07448E-2 | 2,81475E-2 0,916 1,002 0,918
9|1 161 1,70774E-2 1,29325E-2 0,757 0,557 0,422
10| 189| 9,16864E-3 7,20792E-3 0,786 0,299 0,235
11| 229| 4,69894E-3 3,76297E-3 0,801 0,153 0,123
12} 259} 2,75173E-3 2,09522E-3 0,761 0,090 0,068
DI = 0,151
Tabela 4. Resultados para o Problema 2 utilizando-se o método MRE2.
MRE?2
IST| N lellg O\ RE 2 Tmrez| Nellg” % n %
1 16| 2,21788E+0 | 2,42285E+0 1,092 | 72,312 | 75,280
2 19| 1,49008E+0 1,38937E+0 0,932 | 48,582 | 46,014
3 29| 5,96207E-1 7,32862E-1 1,229 | 19,439 | 23,667
4 58| 2,01274E-1 2,51707E-1 1,251 6,562 8,197
5| 77| 1,33458E-1 1,44812E-1 1,077 4,384 4,721
6| 110| 4,78729E-2 | 5,12955E-2 1,072 1,561 1,672
7{ 131| 3,07448E-2 | 2,88330E-2 0,938 1,002 0, 940
8| 161| 1,70774E-2 1,38600E-2 0,812 0,557 0,452
9| 189| 9,16864E-3 | 7,45853E-3 0,814 0,299 0,243
10| 229| 4,69894E-3 | 3,98108E-3 0,847 0,153 0,130
11| 271| 2,45846E-3 | 2,00975E-3 0,818 0,080 0,066
DI = 0,157

Os indicadores de erro associados aos métodos MPPi e MREi, i = 1,2, foram uti-

99
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lizados para controlar o enriquecimento p adaptativo dos elementos. Em todos os ca-

sos foi imposto que 5 < 0,1 Z.

Nas Tabelas 3 e 4 tem-se as estimativas obtidas com os métodos MREl e MRE2,
respectivamente. Nas tabelas, "IST" indica o passo do processamento p-adaptativo. Os
indices de efetividade, Tygg; € Iyrpz» mantiveram-se consistentemente préximos a 1,0
para uma ampla faixa de valores do erro de discretizagdo. As taxas de convergéncia
obfidas, quando se utilizou os indicadores MREl ou MREZ2, sdo praticamente as mesmas

(vide Figura 7.5 (a)).

Os métodos MPP1 e MPP2 forneceram, para este problema, os mesmos resultados, ja
que a malha utilizada €é constituida apenas de elementos retangulares. Na Tabela S
encontram-se os resultados obtidos com estes métodos. Nota-se um aumento do indice
de efetividade, Typp, com a diminuigdo do erro de discretizagdo. A taxa de
convergéncia obtida com o uso dos indicadores MPP foi inferior as obtidas com os
indicadores MRE1 e MRE2 (vide Figura 7.5 (a)).

-~

Tabela 5. Resultados para o Problema 2 utilizando-se o método MPP1 ou o MPP2.

MPPI e MPP2
IST| N Nell g Bupp Fypp | NeliS™x n %

1 | 16| 2,21788E+0 | 1, 12230E+0 | 0,506 | 72,312 | 46,812
2 | 28| 1,36968E+0 | 7,74658E-1 | 0,566 | 44,657 | 27,166
3| s1| 4,86777E-1 | 3,80698E-1 | 0,782 | 15,871 | 12,473
4 | 86| 1,90515E-1 | 1,55681E~1 | 0,817 | 6,212 | 5,079
5 | 150| 7,25862E-2 | 6,20678E-2 | 0,855 | 2,367 | 2,024
6 | 181| 3,50540E-2 | 3,44183E-2 | 0,982 | 1,143 | 1,122
7 | 272| 1,86902E-2 | 1,80148E-2 | 0,964 | 0,609 | 0,587
8 | 346| 4,68466E-3 | 5,62529E-3 | 1,201 | 0,153 | 0,183
9 | 433| 1,31225E-3 | 1,62878E-3 | 1,241 | 0,043 | 0,053

Dr = 0,266

Na Figura 7.7 tem-se a malha utilizada e as linhas de isopotenciais obtidas.
Nota-se que mesmo em X; = 0, X, = O a solugdo (e suas derivadas) € bem comportada,

ndo sendo afetada pela mudanga brusca no contorno.
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Na Tabela 6 encontram-se os valores da energia, U(u), e da temperatura em
(1/3,1/3) obtidos com o enriquecimento p-uniforme dos elementos da malha. A precisdo

obtida mostra que podia-se ter utilizado uma malha ainda mais grosseira.

Tabela 6. Resultados obtidos utilizando-se enriquecimento

p-uniforme dos elementos.

P N U(u,) lelg™ % | w(1/3,1/3) e (u) x
1 16| 2,244.096.840 7,231E+1 0,152.645 | -8,650E+0
2 58| 4,444.611.731 2,347E+1 0,141.889 | -9,946E-1
3 100| 4,658.402.138 9,803E+0 0,143.157 | -1,187E+0
4 169 4,701.219.969 2,249E+0 0,140.755 | -1,873E-1
5 265| 4,703.539.527 3,532E-1 0,140.480 8,074E-3
6 [ 388 4,703.597.443 4,020E-2 0,140.492 { -6,148E-4
7 538} 4,703.598.197 3,511E-3 0,140.492 1,674E-5

. 8 715] 4,703.598.203 2,451E-4 0,140.492 | -4,934E-7
© © 4,703.598.203 0,0 0,140.492 0,0

ORDEM DOS ELEMENTOS

ISTEP = 11

Fig. 7.6 Ordens polinomiais dos elementos utilizando-se

os indicadores MREZ2.
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Nas Figuras 7.6 e 7.8 tem-se a ordem polinomial dos elementos no ultimo passo
do processamento p-adaptativo utilizando-se os indicadores MRE2 e  MPP, respectiva-

mente. Nota-se que as duas discretizagdes sdo bastante diferentes.

ORDEM DOS ELEMENTOS

ISTEP = 9

Fig. 7.8. Ordens polinomiais dos elementos utilizando-se

os indicadores MPP.
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7.2.3 Problema 3: Equag3o de Poisson
Encontre u(x,,x,) tal que
Viu + f, =0 em Q e u=0 em dN (7.14)
O dominio Q é o quadrado (0,1)x(0,1). Aplicou-se uma fonte distribuida dada por

f, = (x; - xg){Ztan'l(Fl) - —‘;?72 2(1 - 2x))F, + (x; - xf)Fs]} +
‘ L

(x; - xf){Ztan‘l(Fl) - %?72 F2(1 - 2x,)F, + (x, - xg)Fg]} (7.15)

onde:
Fy = zo[—xLz—Lél - 0,80] (7.16a)
F,=1/(+F) _ (7.16b)
F;=-40F, Fa/V 2. ‘ (7.16¢)

A solugdo, u(x), para este problema é dada por
_ 2 2 -1
u(x;,x,) = (x; ~ x;)(x, - x3) tan~!(F,) (7.17)

A energia, Uq), foi calculada numericamente e serd adotado como exato o valor
U = 4,670.867.438.044 x 1072.

Este problema foi proposto e analisado por Oden et al., (1989) para testar o
desempenho de estimadores de erro para o MEF. A solugdo, u(x), apresenta uma regifo
de forte gradiente como pode ser observado na Figura 7.10 porém, ndo apresenta
nenhum ponto singular (ux) pertence a categoria A). Na Figura 7.10 foram tracadas

as curvas de isopotenciais da solugdo obtida com elementos do 82 grau.

Na Figura 7.9 foi tragado, em escala log-log, as curvas IleIIEr' 100% versus o
nimero de equagdes N. As curvas referem-se ao enriquecimento p-uniforme e
p-adaptativo dos elementos. Utilizou-se os indicadores MREi e MPPi, i = 1,2, para

selecionar os elementos a serem enriquecidos. Como no Problema 2, .os indicadores
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MPP1l e MPP2 forneceram exatamente os mesmos resultados. Nota-se que o uso do indica-
dor MRE2 é a escolha mais econdémica em termos de nimero de equagdes. O desempenho
dos indicadores MRE1 foi afetado pelo fato da solugdo, u(x), ter predominantemente

um comportamento de uma fungdo impar.

Nas Tabelas 7 e 8 tem-se as estimativas obtidas com os métodos MREl e MRE2,
respectivamente. Foi imposto que 7 < 2 7. Nota-se que as estimativas obtidas pela
abordagem MREZ2, sdo, com a excessdo do primeiro passo, sempre melhores que as obti-
das com os estimadores MREIL. O desvio do indice Iygzp, em relacdo a unidade, DIlype,,
de foi de 0,205 contra DIyzg; = 0,350. Isto explica-se pelo fato da projegdo do erro
de discretizagdo, e,, no espago Xg,l(K), ser uma representagdo pobre de e, quando a

solucdo u(x) for uma fungdo impar e p+l for um ndimero par.

1 p=1
| Convergencia da Solucao.
: -~ o P Uniforme.
\6\/ o P Adaptativo MRE1
. » P Adaptativo MRE2
o % P Adaptative MPP1,2
o
[,
[
C
Lt 10
o
<
o
O =
Z
o
r A
p=6
O
-
j - .
Led
1 F LS T T TT T T T T T T

100 1000
No de Equacoes

Fig. 7.9. Convergéncia da solugdo para os casos de enriqueci-

mento p-uniforme e p-adaptativo dos elementos. Problema 3.

As melhores estimativas de lleliy foram obtidas, neste problema, com o método

MPP. O desvio de I'ypp em relagdo a unidade, DIypp, foi de apenas 0,089. No entanto
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os indicadores de erro MPP foram menos eficientes que os MRE2 (vide Figura 7.9). Os

resultados obtidos com o método MPP encontram-se na Tabela 9.

Tabela 7. Comportamento dos estimadores MREl para o Problema 3.

MRE1

IST| N Nelig OMRE 1L Turei| Nellg' x n %
1 49| 1,10655E-1 1,54407E-1 1,395 | 36,204 | 47,648
2| 49| 1,10655E~1 | 8,80386E-2 | 0,796 | 36,204 | 29,523
3 75| 1,05537E-1 5,76183E-2 0,546 | 34,530 19,648
4| 77| 9,86332E-2 | 5,64176E-2 | 0,572 | 32,271 19,142
5| 121 3,854v44E—2 3,66569E-2 | 0,951 ] 12,611 12,003
6| 141| 3,51767E-2 3,11314E-2 0,885 | 11,509 10,200
7| 188) 3,04888E-2 | 2,22279E-2 | 0,729 9,975 7,290
8| 202 1,58578E-2 1,00116E-2 0,631 5,188 3,278
9| 261| 1,41096E-2 8,66303E-3 0,614 4,616 2,836
10| 283| 1,10399E-2 6,69204E-3 0,606 3,612 2,190
11| 287 9,69632E-3 5,01802E-3 0,518 3,172 1,642

bpr = 0,350
Tabela 8. Comportamento dos estimadores MREZ2 para o Problema 3.
MRE2

IST| N lelg OMRE2 Tyrez| Nelg % n %
1 49| 1,10655E-1 1,61111E-1 1,456 | 36,204 | 49,223
2| 49] 1,10655E-1 1,08931E-1 0,984 | 36,204 | 35,712
3 83| S5,55210E-2 | 5,95652E-2 1,070 | 18,165 19,440
4| 133| 3,75703E-2 | 4,10712E-2 1,092 | 12,292 13,418
5| 142| 3,60046E-2 | 3,75509E-2 1,042 | 11,780 | 12,278
6| 164 2,13944E-2 | 2,66622E-2 1,245 7,000 8,712
7{ 207| 1,56048E-2 | 1,41037E-2 | 0,904 5,106 4,616
8| 243| 1,25843E-2 | 1,09999E-2 | 0,874 4,117 3,600
9} 271| 1,01876E-2 | 7,55237E-3 | 0,742 3,333 2,472
10| 356| 6,06306E-3 | 4,79167E-3 | 0,790 1,984 1,568

DI = 0,205
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Tabela 9. Comportamento dos estimadores MPP para o Problema 3.

MPP1 e MPP2
IST| N lellg Oypp Tupp | Nelig"x n x
1| 49| 1,10655E-1 | 9,77456E-2 | 0,883 | 36,204 | 32,451
2| 75| 5,54967E-2 | 5,94125E-2 | 1,071 | 18,157 | 19,392
3| 91| 5,40801E-2 | 5,92094E-2 | 1,095 | 17,694 | 19,312
4| 114| 5,20893E-2 | 5,70625E-2 | 1,095 | 17,043 | 18,616
5| 140| 4,42464E-2 | 4,19504E-2 | 0,948 | 14,477 | 13,740
6| 190| 2,72563E-2 | 2,60300E-2 | 0,955 | 8,918 | 8,519
7| 325| 1,46282E-2 | 1,38611E-2 | 0,948 | 4,786 | 4,536
8| 430| 9,59239E-3 | 9,39093E-3 | 0,979 | 3,138 | 3,073
9| 499| 8,04312E-3 | 6,86662E-3 | 0,854 | 2,632 | 2,247
10| 567| 4,94337E-3 | 5,52306E-3 | 1,117 | 1,617 | 1,807

DI = 0,089
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Fig. 7.10. Curvas de isopotenciais para o Problema 3.

Oden et al., (1989) também resolveu este problema utilizando a versio p do MEF

e a malha da Figura 7.10. Os indices de efetividade global obtidos com trés métodos
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de estimativa do erro de discretizagdo foram:

+ Método dos Resfduos em Elementos - I' = 0,723. .
« Método baseado na estimativa do erro de interpolagdo - I' = 60,749.

« Método dos Residuos em Subdominios - ' = 1,520.

Na Figura 7.11 tem-se a ordem polinomial dos elementos no Gltimo passo do pro-
cessamento p-adaptativo utilizando-se os indicadores MRE2. Nas Figuras 7.12 e 7.13
estd representada a distribuigdo dos indicadores de erro MRE2 no primeiro e no
Gltimo passo do processamento, respectivamente. Note-se que os limites nas escalas

das figuras variam e correspondem ao menor e ao maior valor dos indicadores de erro

para cada passo.

ORDEM DOS ELEMENTOS

ISTEP = 18

Fig. 7.11. Ordem polinomial dos elementos no Gltimo passo do processamento

p-adaptativo do Problema 3 (utilizando-se os indicadores MREZ2).
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ERRO DOS ELEMENTOS
NR NORMA DA ENERGIA
ISTEP = 1

8.541E-~81

8.474E-081

"

8.4087E-81

8.341E-81

8.274E-81

8.287E-01

8.141E-81

8.748E-82

8.736E-83

Fig. 7.12. Distribuigdo dos indicadores de erro MREZ no primeiro

passo do processamento p-adaptativo do Problema 3.

ERRO DOS ELEMENTOS

NA NORMA DR ENERGIR
ISTEP = 18

8. 158E-82

8.139E-82

8. 128E-82

8.188E-82

8.889E-83

8.616E-83

8.422E-083

8.228E-83

8.339E-84

Fig. 7.13. Distribuigdo dos indicadores de erro MREZ2 no (ltimo

passo do processamento p-adaptativo do Problema 3.
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7.2.4. Problema 4: Equacdo de Laplace.

Encontre u(x;,x,) tal que

Viu = 0 emQ e (7.18)
u=~0 em L,
b Xa u,=0 em L,
A As ; 3
=zl 9 cose + o L
]_“ u,, = >r172 \cos—z———cos senTsenel- em L,
=L @ L. 1 (.6 0 )
< U, = 5-172| COS—5—s€n@ - sen——cos| em L,
L e L A /
A. z i A' X
% ! ( ' \.
_ 1 6 (2]
.00 1.00 u,, = Z‘VZ\COS—Z—COSO + sen——z—senej em Lg
. Fig. 7.14. Dominio e condigdes de contorno para o Problema 4.

A solugdo para este problema,
= 112005 9 :
u(xy,xp) = r/2cos—-, (7.19)

possui uma singularidade da ordem de r!/2 na origem e pertence a categoria B. A
energia, U, foi calculada numericamente e serd adotado como exato o valor

Uw) = 0,440.686.768.

Utilizou-se duas discretizagées para o dominio Q. Na primeira usou-se uma malha

YTEQ), 0 < £ « 1, o Teorema 7.1 prevé,

uniforme de 8x4 elementos. Sendo u(x) € H
neste caso, para a versdo p, uma taxa de convergéncia assintética de apenas B, = l-¢
(vide Figura 7.16). Na segunda discretizagdo utilizou-se uma malha geométrica com 18
elementos e razdo s = 0,15 de modo a isolar a singularidade presente na origem (vide

Figura 7.15).

Os indicadores MREi e MPPi, i = 1,2, foram utilizados para controlar o enrique-
cimento p-adaptativo dos elementos da malha geométrica. Na Figura 7.16 tem-se, em
escala log-log, as curvas IIeIlEr* 1007 versus N para os quatro casos. Apesar dos ele-
mentos da malha estarem bastante distorcidos o uso dos indicadores MPPl1 ou MPP2 re-

sultou na mesma seqliéncia de distribuigdes p. As taxas de convergéncia, obtidas
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quando se utilizou os indicadores MRE1 ou MRE2, sdo praticamente idénticas. Pela

Figura 7.16 nota-se, também neste problema, a superioridade dos indicadores MREi em

relacio aos MPPi.

Xs

/ 5o 0.45 Xs

1 3 1 4

S

(2™

Fig. 7.15. Malha geométrica com 18 elementos e n = 5 camadas

em diregdo a singularidade (s = 0,15).

Norma Energia (%)

Erro Rel.

p Uniforme

Convergencia da Solucao

Malha Uniforme

X
|l o p Uniforme X 6
g P Adaptativo MRE1 p=7
1 Ao p Adaptativo MRE2 p=38
# P Adaptativo MPP1,2 ©
T T T LELER ll T T T T T 1 1 ']
100 1000

No de Equacoes

Fig. 7.16. Convergéncia da solugdo para os casos de enriquecimento

p-uniforme e p-adaptativo dos elementos. Problema 4.



Tabela 10. Estimativas de llelly obtidas com os métodos MREl e MRE2.

111

MRE1 e MRE2
IST| N ellg OurE1 FurEL OuRrE2 FumrE2
1 20| 2,00614E-1 4,29210E-1 2,139} 4,51120E~-1 2,249
2 29| 1,00143E-1 1,69566E-1 1,693 1,78174E~-1 1,779
3 37 6,87743E-2 9,15041E-2 1,330 | 9,87790E-2 1,436
4 S1} 3,82767E-2 4,20749E-2 1,099 | 4,72280E-2 1,234
S 72} 2,11616E-2 1,93084E-2 0,912 | 2,21068E-2 1,045
6 107| 1,20667E-2 8,30093E-3 0,688 | 9,85633E-3 0,817
7 125 9,20163E-3 5,99608E-3 0,652 | 7,22575E-3 0,785
8 165 6,39953E-3 3,04318E-3 0,476 | 3,90340E-3 0,610
9 195{ 5,44481E-3 2,79048E-3 0,513 | 3,37981E-3 0,621
10 202} 4,78686E-3 2,49935E-3 0,522 | 2,98440E-3 0,623
11 224 4,00674E-3 1,91631E-3 0,478 2,32721E-3 0,581
Dr = 0,534 Dr 0,531
Tabela 11. Estimativas de llelly obtidas com os métodos MPP1 e MPP2.
MPP1 e MPP2

IST| N Hellg Oupp1 Tupp1 Oupp2 Fupp2
1 20] 2,00614E-1 2,62333E-1 1,308 | 2,62333E~-1 1,308
2 29| 1,00143E-1 1,79690E-1 1,794 1,79520E-1 1,793
3 37 6,87743E-2 1,03025E-1 1,498 1,02965E-1 | 1,497
4 51} 3,82767E-2 6,23138E-2 1,628 | 6,23900E-2 1,630
S5 72 2,11616E-2 4,61421E-2 2,180 | 4,62740E-2 2,187
6 107 1,20667E-2 2,31097E-2 1,915 | 2,32323E-2 1,925
7 125 9,20163E-3 1,80292E-2 1,959 1,81744E-2 1,975
8 165| 6,39953E-3 | 1,35566E-2 2,118 | 1,36462E-2 2,132
9 195] 5,44481E-3 1,18550E-2 2,177 1,19206E-2 2,189
10 202| 4,78686E-3 1,20245E-2 2,512 | 1,20866E-2 2,525
11 224! 4,00674E-3 1,05001E-2 2,621 1,05864E-2 2,642
Dr = 1,047 Dr = 1,057

Durante o enriquecimento p-adaptativo dos elementos, controlado pelos indicado-

res MRE2, utilizou-se também os métodos MRE!, MPP1 e MPP2 para se calcdlar estimati-
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vas de llell; e lelly . Nas Tabelas 10 e 1l tem-se as estimativas de llelly obtidas com
os métodos MREi, i=1,2, e com os métodos MPPi, i=1,2, respectivamente. Foi imposto
que Mypez < 0,3 % Nota-se que IMpp, é sempre maior do que Iygpg. Na Tabela 11
observa-se uma surpreeendente semelhanga entre as estimativas obtidas com os métodos

MPP1 e MPP2, apesar da elevada distorg¢do dos elementos da malha geométrica.

A superestimagdo de llelly pelos métodos MPPi, i=1,2, observada neste problema,
foi uma constante em todos os problemas analisados nos quais a solugdo possuia al-
guma singularidade. Neste problema, por exemplo, By pp;, i=1,2, convergiu para um
valor préximo de 0,01 independentemente de quanto se enriquecesse os elementos da

malha.

Na Tabela 12 tem-se as estimativas de llellgr* 1007 obtidas com os métodos MRE] e

MPPi, i=1,2.

Tabela 12. Estimativas de ueu,‘;’.

IST| N | Wellg'%x | nyre1% | Mmrez* | Mwpp1% | Nwppz®
1 | 20| 21,369 | 42,387 | 44,138 | 27,501 | 27,501
2 | 29| 10,667 | 17,873 | 18,749 | 18,903 | 18,886
3| 371 7,326 | 9,727 | 10,492 | 10,928 | 10,931
4| si| 4,077 | 4,481 | 5,028 | 6,628 | 6,636
s | 72| 2,254 | 2,057 | 2,355 | 4,910 | 4,924
6 | 107] 1,285 | 0,884 | 1,050 | 2,461 | 2,474
7 | 125] 0,980 | 0,639 | 0,770 | 1,920 | 1,936
g | 165/ 0,682 | 0,324 | 0,416 | 1,444 | 1,453
9 | 195| 0,580 | 0,297 | 0,360 | 1,263 | 1,270
10 | 202| o,510| 0,266 | 0,318 1,281 | 1,287
11 | 224]| 0,427 | 0,204 | 0,248 | 1,118 | 1,128

Este: problema também foi analisado por Kelly et al.,, (1983) e por Bank &
Weiser, (1985) utilizando a versio h do MEF. Kelly et al.,, no entanto, impuseram
condigGes de contorno de Dirichlet em L;, L, e Lg. Numa malha com 89 elementos qua-
drangulares lineares obtiveram llellg * 100% = 7,919%. No caso de Bank & Weiser o

dominio Q analisado foi o semi-circulo = {(r,08) : 0 sr s1, 0 =8 = n}). Em uma
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malha com 1363 vértices de elementos triangulares lineares Bank & Weiser obtiveram

IIeIlf;r" 100% = 2,397%. Na Tabela 12 nota-se que jaA no passo S, com apenas 72
equagdes, obteve-se IlellEr‘ 1007 = 2,254% e no passo 11, com- 224 - equacgdes,
llelig * 100% = 0,427%.

Na Tabela 13 tem-se os valores do potencial e do fluxo norrhal, obtidos no passo
11, ao longo dos lados L; e L,, respectivamente. Nota-se que, apesar de calculados
ao longo da regido critica do contorno 8, os resultados obtidos sdo muito bons. As
Figuras 7.19 e 7.20 representam os valores da Tabela 13 e a Figura 7.18 mostra a
convergéncia do fluxo normal em r = O 8 = w ao longo da seqiiéncia de distribuigSes p

construida utilizando-se os indicadores MREZ2.

Tabela 13. Potencial e Fluxos obtidos no ultimo passo

do processamento p-adaptativo.

MRE2 IST = 11
r (6=0) u e.(u) x r (e=n) u,, e.(u, )%
0,0 0,0 0,0 0,0 85,55959 -
5,0625E-4 2,22480E-2 1,120E+0 5,0625E-4 22,01292 0,942
3,3750E-3 5,79725E-2 | 2,105E-1 3,3750E-3 8,41683 2,205
2,2500E-2 1,49934E-1 4,400E-2 | 2,2500E-2 3,29346 1,196
1,5000E-1 3,87282E-1 4,105E-3 1,5000E-1 1,28864 0,183
1,0000E+0 9,99980E-1 2,020E-3 1,0000E+0 0,49702 0,597

\\\

_\\ >

N

Fig. 7.17. Curvas de isopotenciais para o Problema 4.
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Na Figura 7.17 foram tragadas as curvas de isopotenciais da solu¢do obtida com

elementos do 82 grau.

1.40
! o
1'30—_—-——A—-A—————————;——Au——r—
4 A a Ist=
4 Ist=6
1.20
4
1 Convergencia do Fluxo Normal

em r = 0.15 teta = pi

| a P Adaptativo MRE2

Fluxo Normal
o

a
1.00 | Ist=2 ——-— Exato
0.90 1 a
Ist==1
0.80 LINLI 0 e S S S 0 B T O 20 B B IR
50 100 150 200 250

No de Equacoes

Fig. 7.18. Convergéncia do fluxo normal em r = 0,15 6 = =,

utilizando-se os indicadores MREZ2.

Potencial go Longo do Lado L,

no Ultimo Passo

1 a p Adaptativo MRE2

——— Exato

Potenctal
[}
o
o
1

0.00 Frrry T T T
0.001 0.01 0.1 1
r

Fig. 7.19. Potencial ao longo do lado L, no Gltimo passo,

utilizando-se os indicadores MRE2.
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25.00
1 r = 5.0625€-4
20.00 A
4 Fluxo Normal ao longo do
© b Lado L; no Uitimo Passo
§ 15.00
[} 1 a P Adoptativo MRE2
= J
) —-—~ Exato
2 10.00 A
3 ) r = 3.3756-3
L ] ’
5.00
0.00 T Ty T T
0.001 0.01 0.1 1
r

Fig. 7.20. Fluxo normal ao longo do lado L, no Gltimo passo,

utilizando-se os indicadores MREZ2.

ORDEM DO0S ELEMENTOS
ISTEP = 11

P=38

- -
P=8

P=5

P=é

P=3

P=2

P=1
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Fig. 7.21. Ordem dos elementos na regido da singularidade.

Enriquecimento controlado pelos indicadores MREZ2.

Na Figura 7.21 tem-se um "zoom" na regido préxima a origem mostrando a ordem

dos elementos no passo 11 do processamento p-adaptativo, quando se utilizou os indi-
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cadores MRE2. Note-se que a ordem dos elementos, na diregdo da singularidade, esta
diminuindo. Segundo Babuska & Suri, (1990) uma malha geométrica, na qual a ordem dos
elementos diminua linearmente em direcdo 3 singularidade, é a discretizacdo 6tima
para este tipo de problema. A Figura 7.22 é andloga a 7.21, s6 que util‘izando—se 0s
indicadores MPP1 ou MPP2. '

ORDEM DOS ELEMENTOS

ISTEP = 11

Fig. 7.22. Ordem dos elementos na regido da singularidade.

Enriquecimento controlado pelos indicadores MPP1 ou MPP2.
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7.3 Problemas da Elasticidade Plana. |
7.3.1 Problema 5: Cisalhamento de Um- Dominio Quadrado.
Encontre um campo de deslocamentos, u(x), tal que
o‘lJ,J(u) =0 em Q (7.20)

sujeito as seguintes condigdes de contorno

u, = 0 em 'y =L, vij
u, = -1 em L,
uy =1 em L,
. A X, X, U =1 U:l)___ o
Ls ) U, =
A‘ ABI -
Q o °
O LS u,=
. LG S : _
N X, vk o h =172
Q
A L. Al
2.0 " u=0 Ukto X,

(a) (b)

Fig. 7.23. (a) Dominio analisado. (b) Discretizagio do quadrante Q e condigdes

de contorno impostas (u,(,k) sdo graus de liberdade das fungbes hierarquicas)

O dominio Q é o quadrado { x = (x,x,) € R? : -1 s x;,x, s 1 }. Devido a X; e
X, serem eixos de anti-simetria foi modelado apenas o quadrante Q = (0,1)x(0,1) e

impostas condigBes de contorno adequadas (vide Figura 7.23 (b)).

Sera suposto que existe um estado plano de deformagdo, que o médulo de elasti-
cidade longitudinal E = 1 MPa, e que o coeficiente de Poisson v = 0,3 ou v = 0,4999.
Os valores da energia de deformagdo, para o quadrante Q, foram estimados em

Uw = 0,130680 NNmm, para v = 0,3, e Uw = 0,127035 N.mm, para v = 0,4999,
(Babuska & Szabé 1982).
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Este problema foi resolvido utilizando-se a versdo p de MEF, com enriquecimento
uniforme dos elementos, € a versio h, com refino uniforme da malha. A solugdo, u(x),
possui um comportamento singular nos vértices A; e pertence & categoria B definida
no Capitulo 1. Pode-se entdo verificar numericamente o comportamento assintético,
das versdes p e h, previsto pelo Teorema 7.1. Segundo Babuska & Szab6, (1982)
u;x) € H¥Q), k < 1.76 para v = 0,3 e k < 1.69 quando v = 0,4999. Tem-se, entdo, '

que

min(p ; 0,76) By, = min(p ; 0,69)
v = 0,3 v = 0,4999
1,52 | B, = 1,38

Bn
Bp

Os resultados obtidos com o uso da versio p e a malha da Figura 7.23 (b) estdo
representados na Figura 7.24 (a). Nesta, foi tragado o logaritmo de Ilellf:r versus o
logaritmo de p para os casos de v = 0,3 e v = 0,4999. Os valores obtidos para as
taxas de convergéncia assintética (8, = 1,31 e B, = 1,28) sdo um pouco menores do
que os previstos pelo Teorema 7.1. A Figura 7.24 (a) demonstra também que a versdo p
é insénsivel ao travamento ("locking") de Poisson e que o ponto de entrada na faixa

assintética ndo depende do valor do coeficiente de Poisson ( Szab6 et al. 1989).

-0.12 - — : —0.10
E Cisalhamento de Dominio Quadrado ]
{p=1
k Taxas de Canvergencia. 1 b=1/2 h=1/4  h=1/6 h=1/10
~~ _‘ ~~ p
o =0.40 p=3 Versao p R
g i ho=1/2 g—OAO- Cisalhamento de Dominio Quadrado
c 1 c Taoxas de Convergencia.
) _0.68 W 1 =12
o ] o 1 Verseo h (p = 1)
£ ] £
8 J o
= -0.96 -7 Zo -0.70
. ] p=8 . 1
) . N, » ]
o ] 04
o -1.24 7 )
= ] =7 bt )
\u__[/ h P -8 W —1.00 4
> ] p= \6, 4 h=1/10
8 —-1.52 N 3
1 « p Uniforme nu = 0,4999 Bp= 1,28 x h Uniforme nu = 0,4999 AN
1 o p Uniforme nu = 0,3 Bp= 1.31 ] o h Uniforme nu = 0.3 B, = 0.79
-1.80 —r—T —r— —— -1.30 T —r——r —— r—r
0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 0.30 0.45 0.50 0.95
Log(p) Abs( log(h) )

(a) - (b)

Fig. 7.24. (a) Taxas de convergéncia para a versdo p.

(b) Taxas de . convergéncia para a versdo h. Problema 5.
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Na Figura 7.24 (b) foi tragado o logaritmo de llellg’ correspondente a diversas
discretizagcdes do quadrante Q utilizando-se elementos lineares. No caso em que o
coeficiente de Poisson vale v = 0,3 obteve-se uma taxa de convergéncia, B, = 0,79,
um pouco superior a prevista pelo Teorema 7.1 A Figura 7.24 (b) demonstra também que
o refinamento da malha ndo reduz o erro ‘quando v = 0,4999 e p = 1. O efeito do tra-
vamento de Poisson na versdo h pode ser eliminado, por exemplo, com o uso de elemen-

tos de ordem maior ou igual a quatro (Babuska & Suri, 1990).

1 h=1/2
Cisalhamento de Dominio Quadrado
B 2 \ Versoes p e h. nu = 0,3
‘o
L .
()]
C
. o 1
&
L -
O
= ™
o
(8 S
O
—
- 24 o
Ll Versao p — — - p=8 h=1/4
Versao h
1 - T T T T 17T rT[ T T T L l[ L}
10 100 1000
N

Fig. 7.25. Comparagdo das versdes p e h do MEF para o Problema 5.

Para se poder comparar as versdes p € h em termos do nimero de graus de liber-
dade, foi tragado na Figura 7.25, em escala log-log, IIeIIEr‘ 100% versus N. Onde N é
o nimero de graus de liberdade apés a imposigdo das condigdes de contorno de Dirich-
let. Observa-se que, no caso de refino uniforme, a taxa de convergéncia da versio h
€ independente da ordem polinomial dos elementos. Nota-se ainda que a taxa de con-
vergéncia da vers3o p é nitidamente superior a da versfio h (B, = 1,7 By). Como con-

seqliéncia, para este problema, qualquer que seja o nivel de erro desejavel para a
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solugdo aproximada, a versdo p é sempre mais econémica em termos de nimero de graus
de liberdade. O desempenho da vers3o p poderia ser ainda melhor se o efeito da sin-

gularidade presente no vértice A; fosse-atenuado utilizando-se uma malha adequada.

Na Tabela 14 encontram-se os valores do erro na norma da energia; e de sua es-
timativa, relativos a malha da Figura 7.23 (b), v = 0,3 e 1 s p = 8. A estimativa de
llellg foi calculada utilizando-se o método baseado em anélise assint6tica (MAA). No-
ta-se que as estimativas obtidas foram bastante precisas, principalmente na faixa
assintética da versdo p- Na tabela, N indica o nimero de equagbSes ap6s a imposigdo

das condigdes de contorno de Dirichlet.

Tabela 14. Resultados para o Problema 5 utilizando-se a versdo p do MEF.

MAA h = 1/2 v =0,3
P| N el g Onaa Tyan | lelig" % n %
1 12| 1,44343E-1 - - 28,234 -

2 | 32| 6,54669E-2 - - 12,806 -

3| 52| 5,99593E-2 | 9,74609E-2 | 1,625 | 11,728 | 18,604
4 | 80| 4,36164E-2 | 5,08045E-2 | 1,165 8,532 | 9,853
s | 116| 3,27174E-2 | 4,14508E-2 | 1,267 6,400 | 8,118
6 | 160| 2,5775S4E-2 | 2,63865E-2 | 1,024 5,042 | 5,162
7 | 212| 2,10137E-2 | 2,14853E-2 | 1,022 | 4,110 | 4,203
8 | 272| 1,75707E-2 | 1,79507E-2 | 1,022 | 3,437 | 3,511

Dr = 0,286
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7.3.2 Problema 6: Painel Fraturado.

Analisa-se agora o comportamento da versdo p quando a solugdo exata € singular
em um ponto do dominio, devido a existéncia de uma trinca. SupSe-se que exista um
. estado plano de deformagdo, coeficiente de Poisson v = 0,3, médulo de Young E =1
MPa e espessura unitdria. Na Figura 7.26 tem-se o dominio analisado. Foram aplicadas
condicBes de contorno de Neumann de tal forma que as tragdes correspondem ao primei-
ro termo simétrico da expansdo assintética da solugdo. As componentes do tensor ten-
sfo, correspondentes a este termo da expansdo, sdo dadas pela Equagido (7.21)

(Babuska & Guo, 1988).

X
. ) y =0 em A,
A ] ' A u, =0 em L,
b4 3
I t, = ¢ t, = o em L
g L. L, 1 1 2 21 2
I < L t,= 0 tra = 0y em L5
hA' Lu e ! A‘ X t‘ = - 0‘u tz = - 0'21 em L4

t; s@o as componentes do vetor traglo e

0jj sfo dadas pela Equagdo (7.21).

Fig. 7.26. Dominio e condigBes de contorno para o Problema 6.

oy = _Kr £,,(0)
2nr
f = cosi 1 - se —e—senﬁ—
n = 2 ) Z
6 e 30 '
for = cos—é—-[l + sen——sen—; ] (7.21)
f = os—e-sen—e—c s—-—36
1z = COS—3 )

K; é o primeiro fator de intensidade de tensdo e o par (r,0) refere-se ao sistema

polar mostrado na Figura 7.26.

A solugdo €é simétrica em relagdo ao eixo X;, portanto foi modelado apenas a
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metade superior do dominio e impostas condi¢Ses de contorno adequadas no' lado L,. O
valor exato da energia de deformagdo, para o dominio modelado, € de

- U = 0,23706469 (K[)2/E N.mm (Szabd, 1986c).

Assim como no Problema 4, a solugdo possui uma singularidade da ordem de rl/2
—3/2-8(9)

na origem e pertence A categoria B, definida no Capitulo 1. Sendo u,(x) € H

0<e <Kl o Teorema 7.1 prevé, para a versdo p, uma taxa. de convergéncia
assintética de apenas B, = l-e. Na primeira dicretizagdo do dominio utilizou-se uma
malha uniforme de 8x4 elementos. Pela Figura 7.27 nota-se que € impraticavel
alcancar um erro relativo, na norma da energia, da ordem de 1 por cento, com uma ta-
xa de convergéncia tdo baixa. Utilizou-se, entdo, uma malha geométrica com 3 e uma
com 5 camadas de elementos (vide Figura 7.15). Em ambos os casos a razdo da progres-
sdo foi de s = 0,15. Pela Figura 7.27 observa-se que a entrada na faixa assintética
é retardada com o aumento do nimero de camadas da malha geométrica. Deve-se portanto
selecionar uma malha com um nimero de camadas tal que o nivel de precisdo desejado
seja alcangado antes que a taxa de convergéncia diminua (Szabé & Babuska, 1991).
Neste ‘problema desejava-se obter um erro relativo, medido na norma da energia, menor
que um por cento, portanto, uma malha geométrica com 5 camadas é suficiente, como

pode ser observado na Figura 7.27. Para p = 8 € n = 5 camadas obteve-se IIeII§r=O,4397.

fary
o
At

Norma Energia (%)

Problema 6
Estudo de Malhas

Geometricas

Erro Rel.
n

T T Ty

y -
100 1000
No de Equacoes

Fig. 7.27. Aumento da taxa de convergéncia pré-assintética quando

sdo utilizadas malhas geométricas.
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Os indicadores MREi e MPPi, i = 1,2, foram utilizados para controlar o enrique-
cimento p-adaptativo dos elementos da malha geométrica com 5 camadas de. elementos
- (Figura 7.15). Na Figura 7.28 tem-se, em escala log-log, as curvas IIeIIEr* 1007% ver-
sus o nimero de equacgdes, N, obtidas. As seqliéncias de distribuigGes p, construidas
utilizando-se os indicadores MREl e MRE2, s3o bastante semelhantes. Diferentemente
do Problema 4, neste, devido a distorgdo dos elementos da malha, o uso dos indicado-
res MPP1 e MPP2 resultou em diferentes seqiiéncias de distribuigGes p. Mais uma vez

nota-se uma maior taxa de convergéncia associada ao uso dos indicadores MREl e MRE2.

Norma Energia (%)

p Uniforme
p Uniforme

p Adaptativo MRE1
p Adaptativo MRE2
p Adaptativo MPP1
p Adaptativo MPP2

T I;I LA | T T T T T U 177 T
100 1OIOO
No de Equacoes

Erro Rel.

[ |

1
+ % Db DO X

Fig. 7.28. Convergéncia da solugdo para os casos de enriquecimento

p-uniforme e p-adaptativo dos elementos. Problema 6.

Assim como no Problema 4, durante o enriquecimento p-adaptativo dos elementos,
controlado pelos indicadores MREZ2, utilizou-se também os métodos MRE1, MPP1 e MPP2
para se calcular estimativas de llellg e Ilellf:r. Nas Tabelas 1S e 16 tem-se as estima-
tivas de llellg obtidas com os métodos MREi, i = 1,2, e com os métodos MPPi, i = [,2,
respectivamente. O método MREZ2 apresentou o menor desvio em rela¢do a unidade para o
indice de efetividade (DI = 0,381). Também neste problema, apesar da elevada

distorcdo dos elementos, as estimativas obtidas com os métodos MPP1 e MPP2 foram
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bastante semelhantes. Na Tabela 17 tem-se as estimativas de llellgr* 1007 obtidas com
os métodos MREi e MPPi, i = L,2.

Tabela 15. Estimativas de llellg obtidas com os métodos MREl1 e MRE2.

MRE1 e MREZ2

IST| N ellg BurE1L Ture: BurE2 Fure2
1 45| 2,29205E-1 3,85635E-1 1,682 | 4,18978E-1 1,828
2 58j 1,81119E-1 2,15589E-1 1,190 { 2,41937E-1 1,336
3 83| 8,66142E-2 | 8,99377E-2 1,038 | 1,03030E-1 1,190
4 121} 4,56232E-2 | 4,00307E-2 0,877 | 4,73567E-2 1,038
5 184| 2,19958E-2 1,76483E-2 0,802 | 2,11882E-2 | 0,963
6 269| 1,16207E-2 | 8,21510E-3 0,707 | 1,01114E-2 0,870
7 320| 9,36837E-3 | 5,00094E-3 0,534 | 6,51056E-3 0,695
8 428| 6,30928E-3 | 2,96546E-3 0,470 | 3,74185E-3 0,593
‘9 441| 5,52911E-3 | 2,55942E-3 0,463 | 3,30023E-3 0,597
10 474| 4,89603E-3 | 2,19856E-3 0,449 | 2,83374E-3 0,579
DI' = 0,416 DI = 0,381

Tabela 16. Estimativas

de llelig obtidas com os métodos MPP1 e MPP2.

MPP1 e MPP2
IST{ N Hellg Bmpp1 Tupr1 Oupp2 Fupp2
1 45} 2,29205E-1 2,89215E-1 1,262 | 2,89215E-1 1,262
2 58| 1,81119E-1 2,86438E-1 1,581 2,86120E-1 1,580
3 83| 8,66142E-2 1,23840E-1 1,430 1,23450E-1 1,425
4 121) 4,56232E-2 6,21899E-2 1,363 | 6,22066E-2 1,364
S 184} 2,19958E-2 4,23717E-2 1,926 | 4,44849E-2 2,022
6 269( 1,16207E-2 2,13181E-2 1,835 | 2,21757E-2 1,908
7 320| 9,36837E-3 1,74139E-2 1,859 1,79041E-2 1,911
8 428| 6,30928E-3 1,29209E-2 2,048 | 1,30772E-2 2,073
9 441]| 5,52911E-3 1,18610E-2 2,145 1,20368E-2 2,177
10 474 4,89603E-3 1,14114E-2 2,331 1,15914E-2 2,368
Dr = 0,848 Dr = 0,885
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Como era de se esperar o comportamento da versdo p neste problema foi semelhan-
te ao do Problema 4 jA que, sob varios aspectos, os dois problemas sdo matematica-
mente equivalentes. Compare-se, por exemplo, a Figura 7.16, relativa ao Problema 4,

com a Figura 7.28.

Tabela 17. Estimativas de IlellEr.

IST| N | Melg"x | Nyre1¥ | Ture2X | Twpp1X | Mwpp2¥
1 45| 33,287 51,065 54,219 40,689 40,689
2 58| 26,304 30,868 34,220 39,594 39,557
3 83| 12,579 13,053 14,914 17,838 17,784
4 121 6,625 5,813 6,876 9,015 9,017
S 184 3,194 2,563 3,077 6,145 6,450
6 269 1,688 1,193 1,469 3,095 3,219
7 320 1,361 0,726 0,946 2,528 2,600
8 428 0,916 0,431 0,543 1,876 1,899
9 441 0,803 0,372 0,479 1,722 1,748

10 474 0,711 0,319 .0,412 1,657 1,683

Na Tabela 18 tem-se os valores das cbmponentes do tensor tensdo, ao longo da
direcio 8 = m/2, obtidas no passo 10. A Figura 7.29 (a) representa os valores da
tabela.

Tabela 18. Tensdes ao longo da diregdo 8 = n/2 no passo 10 (indicadores MREZ2).

MREZ2 IST = 10 {valores em MPa)

r (e=n/2) o ’Ky e, % cyy/Ky e, % Txy/Ki e, %
0,0000 55,33994 - 87,13729 - -9,30934 -

5,0625E-4 6,03391 3,747 19,68667| -4,681 || -6,63778| -5,886
3,3750E-3 2,29421 5,506 6,92289( 4,953 | -2,51637| -3,645
2,2500E-2 0,93081 1,011 2,76632| 1,937 | -0,96079| -2,177
1,5000E-1 0,36589| -0,468 1,09178|] 0,071 § -0,36280}( 0,380
1,0000E+0 0,13991 0,809 0,42106f 0,492 || -0,14145] -0,283
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Tensao Syy/K1
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. Fig. 7.29. (a) Tensdes ao longo da direcdo @ = m/2 no passo 10.
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Fig. 7.30. (a) Convergéncia da componente oy, em r = 0,15 6 = n/2.

(b) Convergéncia da componente t,, em r = 0,15 8 = n/2.
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Nas Figuras 7.29(b), 7.30(a) e (b) tem-se a convergéncia de o,,, Oy, € Ty,

éncia de distribuigdes p cons-

n/2 ao longo da seqil

S 6=

1

respectivamente, em r = O,

convergéncia bastante

uma

MRE2. Nota-se

nos primeiros passos do processamento p adaptativo.

os indicadores

utilizando-se

truida

oscilatéria principalmente

a amplitude das oscilagdes diminui bastante e a con-

Porém, ja a partir do passo S

vergéncia para os valores exatos € evidente.

Fig. 7.31. Componente X, do vetor deslocamento para o Problema 6 (p = 8).

ORDEM DOS ELENMENTOS

ISTEP = 8

Fig. 7.32. Ordem dos elementos no passo 8 (utilizando-se os indicadores MRE2).
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Na Figura 7.31 foi tragada a componente X, do vetor deslocamento para o Proble-
ma 6. As Figuras 7.32 e 7.33 mostram a ordem dos elementos na regifo préxima a sin-

gularidade, quando se utilizou os indicadores MRE2 e MPPI, respectivamente.

ORDENM DOS ELEMENTOS

ISTEP = 8
P=28
P=7
P=6
P=5
P =4
P=3
P=2
P=1

Fig. 7.33. Ordem dos elementos no passo 8. Enriquecimento

controlado pelos indicadores MPPL.
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7.4 Problemas da Elasticidade com Axissimetria Geométrica e de Carregamento.
7.4.1 Problema 7: Teste de MacNeal-Harder.

O problema de um cilindro de parede espessa submetido a uma pressdo interna foi
proposto por MacNeal & Harder, (1985) como um problema padrdo para testar o efeito
de materiais quase incompressiveis. A malha utilizada e as condigdes de contorno
impostas estdo ilustradas na Figura 7.34. Nesta, tem-se o raio interno, R; = 3,0 mm,

o raio externo, R, = 9,0 mm, a cota da base, Z, = 0,0 e a cota do topo, Z;, = 1,0 mm,

L]
para o cilindro analisado. Adotou-se também moédulo de Young E = 1000 MPa, coeficien-
te de Poisson v = 0,4999 e pressdo interna P = 1,0 MPa. Note-se que as condigbes de
contorno de estado plano de deformagdo impostas em z = Z, e em z = Z;, juntamente
com a axissimetria do problema, confinam o material em todas as diregbes, com a ex-
cegdo da radial, o que provoca um aumento das dificuldades numéricas causadas pela

quase incompressibilidade do material (MacNeal & Harder, 1985).

L. . |

h 3 w .
3 35 42 5.2 6.75 9

Fig. 7.34. Cilindro de parede espessa, malha utilizada e

condigdes de contorno impostas.

A solucdo deste problema € analftica em todos os elementos finitos, incluindo
os respectivos contornos, e portanto pertence a categoria A definida no Capitulo 1.
A sua expressdo analftica é dada pela Equagdo (7.22) (Féodosiev, 1977). O valor exa-
to da energia de deformagdo, para um radiano do cilindro, foi estimado em
Um = 0,759.341.248.882 N.mm utilizando-se uma malha de 20 elementos na diregdo

radial e 2 na diregdo longitudinal.

2
0r=—§-2£1—%2—(1‘_r%] (722&)
i
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oy = L E _[ 1+ 75] (7.22b)

oy = -%zi_iﬁgi— (7.22¢)

- - I S
u = E—mf—_ll—ifj[(l vir + (1 + V)Re r 2!)2!‘] (7.224d)

Os deslocamentos no ponto A, para varias formulagdes analisadas por MacNeal &
Harder, (1985) e para a versdo p do MEF, estdo na Tabela 19. MacNeal & Harder, no
entanto, utilizaram elementos para estado plano de deformagdo ou elementos sélidos e
nio elementos axissimétricos. Os elementos utilizados foram os seguintes (para maio-

res detalhes veja MacNeal & Harder, 1985):

.

QUAD2 —- Composto de dois pares de triadngulos CST (Constant Strain Triangle)

sobrepostos.

» QUAD4 — Elemento bilinear isoparamétrico com integrag¢do reduzida seletiva.

» QUAD8 -- Elemento quadratico isoparamétrico de 8 nés com integragdo reduzida
seletiva.

» HEXA(8) —- Elemento sé6lido isoparamétrico de 8 nés com integragdo reduzida
seletiva.

*

HEX20 ~- Elemento sélido isoparamétrico de 20 nés.

.

HEX20(R) —— Elemento s6lido isoparamétrico de 20 nés com integragdo reduzida

seletiva.

Tabela 19. Deslocamentos adimensionalizados na superficie interna (r = R,).

MacNeal u, / u P u, / u
QUAD2 0,018 1| 0,052.960
QUAD4 0,053 2| o0,878.884
QUADS 0,967 3| 0,999.052
HEXA(8) | 0,986 4| 0,999.994
HEX20 0,879 s | 1,000.000
HEX20(R)| 1,000 6 | 1,000.000

7 | 1,000.000

8 | 1,000.000
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obtidos foram adimensionalizados em relagdo a solugdo

u = 5,062.274.993x10"3 mm. Os péssimos resultados obtidos com os elementos QUAD2,

Os valores exata,

~ QUAD4 e P = 1 indicam que houve travamento ("locking”) desses elementos.

Na Tabela 20 tem-se os valores das tensdes radial, ¢, circunferencial, oy, e
longitudinal, o,, no ponto A, obtidos com os elementos p-hierarquicos. Note-se que
apesar dos valores dos deslocamentos, obtidos com elementos do 32 e do 42 grau, ja
serem excelentes, as tensdes ainda apresentam elevado erro. MacNeal & Harder, (1985)
nio apresentam os valores de tensdes obtidos. A Tabela 20 revela também a
elevadissima taxa de convergéncia dos valores das tensGes obtidos com a versdo p,
neste problema. As Figuras 7.35 (a)-(b) e 7.36 (a)-(b) representam os resultados das

Tabelas 19 e 20.

Durante o enriquecimento p-uniforme dos elementos utilizou-se o método MRE2
para se calcular estimativas de lielly e de Ilellf:r. Os resultados obtidos estdo na Ta-
bela 21. Nota-se que as estimativas obtidas foram muito precisas, com um desvio em
relagdo a unidade do indice de efetividade de apenas DI' = 0,0895. Os valores de llellg
e de IIeII::r s6 estdo tabelados para 1 = p = 6 pois como U(uw foi estimado com apenas
12 algarismos significativos ndo tem sentido calcular-se valores de. llelly menores do

que 107,

Tabela 20. Tensdes (MPa) obtidas com a versdo p do MEF no ponto A do cilindro.

TENSOES NA SUPERFICIE INTERNA
P o, e. (o )% oy e (og)x o, e (o, )%
1 19,80438| 2,080E+3 19,91473| -1,493E+3| 19,85558| -1,579E+4
2 || 25,33357| 2,633E+3 27,29957| -2,084E+3f 26,31131( -2,095E+4
3 0,84002| 1,840E+2 3,08709| -1,470E+2 1,96316| -1,471E+3
4 | -0,89880| 1,012E+1 1,35115| -8,092E+0 0,22613| -8,094E+1
S || -0,99481| 5,193E-1 1,25519] -4,153E-1 0,13017| -4,154E+0
6 || -0,99975| 2,544E-2 1,25025} -2,035E-2 0,12523| -2,035E-1
7 -0,99999| 1,206E-3 1,25001| -9,641E-4 0, 12499| -9,643E-3
8 | -1,00000| 5,570E-5 1,25000| -4,456E-5 0, 12498} -4,457E-4
© -1,0 0 1,25 0 0,12498 0
Na Figura 7.37 foi tragado, em escala log-log, o nimero de equagbes versus
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Nyrez *100 7%. A curva obtida demonstra, mais uma vez, a insensibilidade da versdo p

do MEF em relagio ao travamento de Poisson e a sua elevada taxa de convergéncia para

problemas pertencentes a categoria A.

Tabela 21. Estimativas obtidas com o método MRE2.

MRE2
P| N el g BMRE 2 TyrE2 lelg " x n %
1 12 1,19927E-1 9,47315E-2 0, 7899 97,316 95,799
2 32{ 4,28879E-2 4,02027E-2 0,9374 | 34,802 32,865
3 521 3,79419E-3 3,79188E-3 00,9994 3,079 3,077
4 82| 3,09210E-4 3,09102E-4 0,9997 2,509E-1 2,508E-1
5 122} 2,49037E-5 2,48900E-5 00,9995 2,021E-2 2,020E-2
6 172 1,99858E-6 1,98434E-6 0,9929 1,622E-3 1,6 10E-3
7 238 < 1,0E-6 1,56777E-7 - < 1,0E-3 1,272E-4
8 302 < 1,0E-6 1,22895E-8 - < 1,0E-3 9,972E-6
br = 00,0895
6.0 -
] 24.0
o
85_0_ ————— - — Q= ~B — D— — B — O — — ]
A 19.0
* o ]
o407 DESLOCAMENTO RADIAL G
O =3 a
‘—9 Superficie Interna i e TENSAD RADIAL
© o ) ) Superficie interna
2 S rficie Ext perfic
cg:so ] A Ezgteo cie kxterna o _;_ E)L:ggflme Externa
8 9.0 1
2 b
jon c
()] (O]
£ 2.0 1 = 4o ]
O @ 1Tao-_-- b A — A = A — A — —A— — -
O
o) 2 1
™ 1_o___ S A e s A —
81.0- _1.0.: _____ A——-u—-e-—»-e-——a——-a——
0‘0 ] t T T L [ 1 1 -6'0 T T T 1 T 1 T
2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9
p p

(a)

(b)

Fig. 7.35. (a) Convergéncia dos deslocamentos. (b) Convergéncia

da tensdo radial. Enriquecimento p-uniforme dos elementos.
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Fig. 7.36. (a) Convergéncia da tensdo circunferencial. (b) Convergéncia

da tensio longitudinal. Enriquecimento p-uniforme dos elementos.
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Fig. 7.37. Convergéncia da solugdo com o enriquecimento p-uniforme dos elementos.
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7.4.2 Problema 8: Anel Sob Press3o Interna e Rotagdo Constante.

Analisa-se agora o caso de um anel submetido a uma pressdo, P, na sua
superficie interna e a uma rotagdo constante, w, em torno de seu eixo. Assim como no
problema anterior, a solugdo deste problema pertence a categoria A. Devido a rotagdo

do anel existirA uma forga de corpo por unidade de volume, na diregdo radial, dada

por
f, = W ow2r ' (7.23)

g

onde W é o peso por unidade de volume, g € a aceleragdo da gravidade e w a velocida-
de angular. Serd suposto que a espessura do anel se mantém constante e que as defor-
magdes ndo variam ao longo da diregdo z, ou seja, que existe um estado plano de de-
formagdo. A Figura 7.38 ilustra a geometria do problema, as condigdes de contorno
impostas e a malha utilizada (apenas um elemento). Nesta, tem-se o raio
interno, R, = 4,0 mm, o raio externo, R, = 6,0 mm, a cota da base, Z, = 0,0 e a cota

do topo, Z; = 0,5 mm, para o anel analisado. Adotou-se também:

* Pressdo interna, P = 500 MPa.

» Velocidade angular, w = 200 rad/s.

« Massa por unidade de volume, W/g = 7,9x1075 N.s2/mm?*. -
» Médulo de Young, E = 2,1x10° MPa.

+ Coeficiente de Poisson, v = 0,3.

Fig. 7.38. Problema 8. Malha utilizada e condigdes de contorno impostas.

Com este problema pretende-se verificar o comportamento da versdo p e do método

MRE quando existem, simultaneamente, solicitagdes devido a forgas de corpo e a con-
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di¢des de contorno de Neumann ndo homogéneas.

Devido a linearidade do problema, a sua solugdo analftica é dada pela soma dos
respectivos valores obtidos com a Equagdo (7.22) (resposta devido & pressido interna)
com os dados pela equagdo seguinte (resposta devido a rotagdo do anel) (Branco,

1985).

o, = E’%Q —1;'— wz[Rf + R - 512?‘}2 - r2] (7.24a)
_(3+C) W Lf.2. 2 RIR (1+3C)
at-‘—g——g‘_“’[Rl"’Re+‘J}‘2‘"Wr] (7.24b)
o, = vio, +. ) (7.24c¢)
u = %[crt(l -v2) - o v + vz)] (7.244)
(v + v?)

Ondec=zl—-—vzj.

O valor exato da energia de deformagdo, :para um radiano do anel, foi estimado
em U = 1,500.529.111.09 N.mm utilizando-se uma malha com 20 elementos na diregéo

radial e 2 na diregdo z.
Na Tabela 22 tem-se os deslocamentos no ponto A obtidos aumentando-se a ordem
do elemento de p =1 até p = 8. Os valores foram adimensionalizados em relagdo a

solucdo exata, u = 2,806.296.381x10~3 mm.

Tabela 22. Deslocamentos adimensionalizados na superficie interna (r = R,).

v

u, 7 u

P

0,962.798
0,999.037
0,999.982
1,000.000
1,000.000
1,000.000
1,000.000
1,000.000

0 {2 || W N e




Tabela 23. Tenstes (MPa) na superficie interna do anel (ponto A).

(a)

(b)

P o, e. (o, )x oy e ()% o, e.(o,)x
1 29,0447 1,058E+2 1512,372| -7,663 462,4250| -7,037E+1
2 -389,7518{ 2,205E+1 1439,533| -2,477 314,9344| -1,603E+1
'3 -482,5097| 3,498E+0 1410,517| -4,119E-1} 278,4023| -2,573E+0
4 -497,4913| 5,017E-1 1405,570| -5,972E-2| 272,4237} -3,700E-1
5 -499,6634] 6,732E-2 1404,845} -8,051E-3) 271,5543] -4,971E-2
6 -499,9568| 8,633E-3 1404,746}| -1,035E-3| 271,4367] -6,379E-3
7 -499,9946( 1,071E-3 1404,733| -1,288E-4| 271,4216| -7,920E-4
8 -499,9994| 1,297E-4 1404,732| -1,561E-5| 271,4197| -9,590E-5
© -500,0 0 1404,731 0 271,4194 0
3.00 ] 125.0 ]
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Fig. 7.39. (a) Convergéncia dos deslocamentos. (b) Convergéncia

da tensdo radial. Malha com apenas um elemento.
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Na Tabela 23 encontram-se os valores das tensfes radial, o, circunferencial,

o, € longitudinal, o,, na superficie interna do anel.

Note-se que para p = 4 os

resultados jA sdo muito bons. As Figuras 7.39 (a)-(b) e 7.40 (a)-(b) representam os

resultados das Tabelas 22 e 23. Pelas figuras, nota-se que para este problema, devi-



do a suavidade da solugdo, a convergéncia

com pequenas ou com nenhuma oscilagdo.

Tensao Circunferencial

das componentes do tensor tensio

1600+ 490
i 5
1 e
1mﬁ ————— L~ 9 —p — = =0 — -8 — —
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g o ] ——~ Exato
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Fig. 7.40. (a) Convergéncia da tens3o circunferencial. (b) Convergéncia
da tensdo longitudinal. Malha com apenas um elemento. )
Tabela 24. Estimativas obtidas com o método MRE2.
MRE2
P| N el g BuRE 2 TMREZ ellg " x n %
1 4 3,27367E~1 3,20136E~1 00,9779 18,837 18,494
2 8 5,35996E-2 5,33223E-2 00,9948 3,094 3,078
3 12 7,25014E-3 7,22631E~3 0,9967 4,185E-1 4,171E-1
4 18 9,22095E-4 9,19147E-4 0,9968 5,323E-2 5,306E-2
S 26 1,12302E-4 1,11983E-4 00,9972 6,483E-3 6,464E-3
6 36 1,33266E-5 1,32430E-5 0,9937 7,693E-4 7,644E-4
7 48 <1,0E-5 1,53274E-6 - < 1,0E-4 8,848E-5
8 62 » <1,0E-5 1,74521E-7 - < 1,0E-4 1,007E-5
DI = 0,009.867
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Na Tabela 24 tem-se as estimativas de llelly e de llely obtidas com o método
MRE2. Nota-se que o findice de efetividade, I'ygg,» mantém-se consistentemente préximo
a 1,0 atestando, mais uma vez, o 6timo desempenho do método MRE quando a solugdo é
suave. Também neste problema, devido a limitagdo do nimero de algarismos significa-

tivos de U, liellg e lIeIIEr s6 foram tabelados para 1l = p = 6.
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7.4.3 Problema 9: Placa Circular Simplesmente Apoiada.

O desempenho dos elementos p-hierdrquicos na solugdo de problemas de flexdo é
testado a seguir. Analisa-se uma placa circular simplesmente apoiada nos bordos
sujeita a um carregamento transversal uniformemente distribuido. Os parametros do

problema sdo:

* Raio da placa, R = 20,0 mm,

» Espessura da placa, h = 1,0 mm.

+ Carga distribuida, q = - 5,0 MPa.
+ Médulo de Young, E = 2,1x10° MPa.

+ Coeficiente de Poisson, v = 0,3.

Na Figura 7.41 tem-se uma representagio da discretizagdo adotada e das
condi¢gdes de contorno impostas. Na regido hachurada foi utilizada a malha em

progressdo geométrica ilustrada na Figura 7.15.

Z
R =20,0

T, . J[h:l.o
by
A%; 16.5 , 3.2 |
4L

Fig. 7.41. Malha utilizada e condigdes de contorno impostas.

Os valores fornecidos pela Equagdo (7.25) (Timoshenko & Goodier, 1982), para as
componentes do tensor tensdo, serdo adotados como referéncia. Note-se que a Equagio
(7.25a) s6 €& valida longe dos apoios, pois, esta fornece um valor diferente de zero
para ¢, em r = R. Para o deslocamento transversal, w, € para a energia de deformag&o
U, serdo usados como referéncia os valores fornecidos pela teoria de placas semi-
espessas dados, respectivamente, pelas Equagdes (7.26) e (7.27) (Weissman & Taylor,
1990).
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(7.25a)

(7.25b)

(7.25c)

(7.26)

(7.27

» ¢ €é o setor de circulo analisado. Na formulagdo do elemento usou-se

1

1 rad (vide Capitulo 3).

+ k é o fator de corregao do cisalhamento. Adotou-se k = 5/6.

D

¢.8

D=ma—wm

Tabela 25. Convergéncia dos deslocamentos (mm) e da tens3o radial (MPa)

no centro da placa. Enriquecimento p-adaptativo.

Eh3

a constante de rigidez da placa.

(7.28)

MRE2 r=20

IST wp (z=o0) e (wy) x o, (z=-hrs2)}| e .(c.)

1 -0,013.596 94, 884 91,724 96,295
2 -0.232.633 12,459 1660,246 32,935
3 -0,266. 687 -3, SS3E-1 2781,269 - 12,348
4 -0,265.342 1, 508E-1 2456,753 0,760
) -0,265.494 9, 363E-2 2479,748 - 0,169
6 -0,265.667 2, 853E-2 2475,209 0,015
7 -0,265.691 1, 950E-2 2475,100 0,019
© ~-0,265.743 0,0 2475,575 0,0
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Neste problema se utilizou os indicadores MREZ para controlar o enriquecimento
p-adaptativo dos elementos. Na Tabela 25 tem-se os valores do deslocamento transver-

sal, w,, emr = 0 z = O, e da tensdo radial, ¢, em r = 0 z = -h/2, obtidos ao longo

p’

do processamento p-adaptativo. Observa-se que ji no passo 4 o erro, tanto em w, como

P
em o, estd abaixo de um por cento. As Figuras 7.42 (a)-(b) e 7.43 (a)-(b) represen-

tam o comportamento de w,, ¢,, ¢, € T.,, respectivamente, ao longo do processamento.
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Fig. 7.42. (a) Convergéncia do deslocamento transversal w, emr = 0 z = 0.

)
(b) Convergéncia da tensdo radial o, em r = 0 z = -h/2.

Este problema foi também resolvido utilizando-se uma malha uniforme com quatro
elementos na diregdo radial e enriquecimento p-uniforme. Os resultados foram simila-
res ao do caso p-adaptativo e com praticamente o mesmo esforgo computacional (vide
Tabela 26). Porém, o enriquecimento p-adaptativo foi enfocado com o intuito de ilus-
trar uma conseqiiéncia de um "erro de idealizagdo". Ou seja, ao se impor a restrigdo
dos deslocamentos na diregdio z em r = R, quando na realidade nenhum apoio € infini-
tamente rigido, faz-se com que o enriquecimento dos elementos se concentre em torno
deste ponto. O uso de uma malha em progressdo geométrica fez com que os elementos em
torno de z = O r = R permanecessem lineares até o passo 5, porém, a partir deste, o
eni"iquecimento se concentrou apenas em torno deste ponto. A Figura 44 mostra um

"zoom" desta regido no passo 7. Na Tabela 27 tem-se as estimativas de llelly e de

Ilellr_‘;r obtidas com o método MRE2. Foi imposto que Nypp, < 1 %.



Tabela 26. Resultados obtidos com uma malha uniforme e com enrique-

cimento p-uniforme (deslocamentos em mm e tensdes em MPa).
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r=0 Malha 4x1
P N w, e (wy) x o, (z=-hr2)| e, (c.)
1 17 -0,114.342 56,97271 1972,010 20,241
2 42| -0.264.049 0,63746 2491,019 - 0,624
3 67 -0,265.541 0,07601 2483, 529 - 0,321
4 100| -0,265.549 0,07300 2476, 257 - 0,028
5 141 -0,265.562 0,06811 2476, 327 - 0,030
6 190 -0,265.575 0,06322 2476, 320 - 0,030
7 247 -0,265.585 0,05946 2476,310 - 0,030
8 312 -0,265.595 0,05569 2476, 310 - 0,030
© © -0,265.743 0,0 2475, 575 0,0
100 500
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Fig. 7.43. (a) Convergéncia da tensédo transversal ¢, emr = 0 z = -h/2.

(b) Convergéncia da tensdo cisalhante 7, em r =

0 z = -h/2.



Tabela 27. Estimativas de llell e de Ilellzr, método MRE2.

Enriquecimento p-adaptativo.

MRE2
IST| N Ulu,) 8yRE2 NurE2 X
1 60 2,705.011 6,86477E+0 | 94,711
2 | 68| 55,895.238 2,71097E+0 | 24,837
3| 86| 60,683.967 6,24202E-1 | 5,657
4 | 108 | 60,871.221 4,27426E-1 | 3,871
s | 130 | 60,920.439 3,06388E-1 | 2,775
6 | 186 | 60,968.087 1,80519E-1 | 1,635
7 | 254 | 60,979.986 9,87127E-2 | 0,894
o | w 61,019.048 (placa seml-espessa)

ORDEM DOS ELEMENTOS

ISTEP = 7

Fig. 7.44. Zoom mostrando a ordem dos elementos préximos ao apoio.
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CAPITULO 8

CoNcLUSOES E SUGESTOES PARA Novos EsTubosS

8.1 Introdugao.

Nesta dissertagfo vérios aspectos relacionados com o uso de técnicas adaptati-
vas para o MEF foram investigados. A versdo p do método foi utilizada para controlar
o erro de discretizagdo de solugbes aproximadas para problemas da elasticidade e de
potencial. A dimensdo do espago solugdo foi aumentada utilizando-se fungdes de in-
terpolagio p-hierarquicas. Utilizou-se um algoritmo que permite a construgdo de ma-

trizes de rigidez para elementos de qualquer ordem polinomial.

Outro importante aspecto enfocado foi a estimativa a posteriori do erro de dis-
cretizagio. VAarias técnicas foram estudadas. Foram propostas e implementadas algumas

modificagGes nos métodos de estimativa encontrados na literatura.

Uma estrutura de dados foi desenvolvida para a implementagao do algoritmo
p-adaptativo. O algoritmo baseia-se na eqiiidistribuigdo do erro de discretizagao

para a construgdo de uma malha quase 6tima.

O Método de Gradientes Conjugados Precondicionado foi utilizado na solugdo do
sistema de equagdes. Varios problemas representativos foram analisados permitindo-se
comparar criteriosamente os diversos métodos de estimativa de erro implementados.
Pode-se também comprovar numericamente o comportamento previsto pela teoria do MEF

para as versdes p e h.

8.2 Conclusées.

Com relagdo a versdo p do MEF e a outros aspectos de carater geral as princi-

pais conclusbes deste trabalho foram:

z

* Quando a solugdo exata é suave podem ser usadas malhas extremamente grossei-

ras. A escolha da malha é controlada basicamente pela geometria do dominio e dos
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elementos. A energia de deformagdo do erro decresce exponencialmente, para problemas

pertencentes a esta categoria, quando a versdo p € utilizada.

+ Mesmo quando a solug8o exata ndo é suave, € possivel, sem o uso de fungGes
especiais ou outro artificio qualquer, atingir elevada precisdo com a versdo p do
MEF. Neste caso os pontos singulares devem ser isolados com um numero adequado de
camadas de pequenos elementos. S3do usadas, entdo, as malhas ditas “"geométricas” nas
quais os tamanhos dos elementos decrescem, a uma razdo de geralmente 0,15, em
direcdo a singularidade. Obtém-se desta forma elevadas taxas de convergéncia na fai-
Xa pré-assintética e retarda-se a entrada na faixa assintética. O uso destas malhas
também atenua bastante as oscilagbes dos campos de tenstes, obtidos com a versdo p,

préximos aos pontos singulares.

+ O uso do enriquecimento p-adaptativo evita que haja aumento desnecessario da

ordem polinomial! dos elementos em regides do dominio onde o erro é pequeno.

» A utilizagdo dos resultados obtidos em um passo do processamento para acele-
rar a convergéncia do Método de Gradientes Conjugados forneceu bons resultados. O
numero de iteragbGes aumentou muito lentamente ao longo dos passos (ISTEPs) do pro-

cessamento.

» A eficiéncia do método ICCG foi bastante sofrivel nos problemas com materiais
quase incompressiveis. Nestes, o numero de condi¢do da matriz de rigidez global foi,

geralmente, da ordem de 10°.

Em relagio as varias técnicas de estimativa a posteriori do erro de

discretizagio estudadas, as principais conclus®es foram:

+ Os melhores resultados (maior taxa de convergéncia e menor desvio em relag&o
3 unidade do indice de efetividade) foram obtidos com o Método dos Residuos em Ele-
mentos. O indice.de efetividade global, TIygp, nem sempre convergiu para 1,0, mas
manteve-se consistentemente limitado, mesmo em problemas com solugdo singular. A
pequena subestimagdo do erro poderia ser eliminada, ou pelo menos atenuada, se a
constante Cy (definida na equagdo 5.15), que depende do parametro pg, tivesse sido

considerada.

+ Os resultados obtidos com os métodos MREl e MREZ2 foram semelhantes, com pe-

quena vantagem para o segundo. Porém, o método MREZ mostrou-se mais robusto. Ou se-
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"ja, menos suscetivel de falhar nas situagdes em que a solugdo exata for uma fungdo

par ou impar.

» O método baseado no pés-processamento da solugdo aproximada (MPP), mesmo com
a suavizagdo feita a nivel local, forneceu estimativas razoaveis para o erro de dis-
cretizag3o, em problemas cuja solugdo exata era suave. Seu desempenho foi, no entan-
to, muito afetado pela presenga de pontos singulares. Os indicadores de erro associ-
ados ao método MPP tiveram um desempenho bastante inferior aos associados ao método
MRE, atestando a baixa qualidade das estimativas de erro locais feitas por este

método.

+ As abordagens MPP1 e MPP2 forneceram, mesmo em discretizagdes com elementos

bastante distorcidos, resultados praticamente idénticos.
8.3 Sugestdes para Novos Estudos e Complementagdo deste Trabalho.

O método p adaptativo tratado nesta dissertagdo possui um campo de aplicagdo
que se estende muito além dos problemas abordados. As ferramentas foram desenvolvi-
das e estdo prontas para serem usadas na solugdo de uma ampla gama de problemas.
Como forma de complementar este trabalho, aumentando-se a sua abrangéncia e possi-
velmente melhorando-se a eficiéncia do cédigo computacional desenvolv}do, sugere-se

o estudo ou a implementagdo do seguinte:

+ O algoritmo p-adaptativo, apresentado no Capitulo 6, permite o aumento da
ordem polinomial de um elemento apenas de um em um. Com incrementos diferentes de

um, provavelmente, se conseguird maiores taxas de convergéncia.

+ Uso da técnica de projegdo (Devloo, 1987b) para impor continuidade entre ele-
mentos de diferentes ordens polinomiais. O uso desta técnica facilitaria a implemen-
tagdo da suavizagdo global dos fluxos, aumentando, provavelmente, a eficiéncia dos

métodos de estimativa MPP.

« Uma melhor representagdo de dominios complexos, com contornos curvos por
exemplo, pode ser obtida através do mapeamento, entre o elemento real e o de
referéncia, com fun¢Ses ajustadas ("blending functions") (Szabé & Babuska, 1991). Na
versio p o uso desta técnica € muito importante, pois, permite que se utilize poucos

elementos para representar o dominio.
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+ Variacdo do valor requerido para a norma do residuo, Hirll, na solu¢do do sis-
tema de equagdes pelo Método de Gradientes Conjugados (equagio A.32f). E raéoével
impor um limite méaximo para llrll- em funcdo do valor da norma do erro de
discretizagdo, llelly, em um dado passo do processamento. N&o interessa uma
elevadissima precisdo da solugdo do sistema de equagdes enquanto o erro de discreti-

zagdo for inaceitavel.

« O uso de outras técnicas de precondicionamento para o Método de Gradientes
Conjugados. O método de Jacobi, por exemplo, tem sido bastante empregado (Demkowicz
et al., 1985). Outra alternativa para melhorar a eficiéncia do método em problemas
mal condicionados é o uso de um método direto para a solugdo do sistema de equag¢des
no primeiro passo do processamento. Nos passos seguintes o Método de Gradientes Con-

jugados seria usado para corrigir a solugdo obtida em passos anteriores.

» Neste trabalho utilizou-se a norma da energia para medir o erro de discreti-
zac8o0. Apesar de esta ser a escolha natural, devido a sua equivaléncia com a norma

de H!(Q), o uso de outras normas também seria interessante.

- Implementacdo das estratégias adaptativas desenvolvidas em um sistema de com-
putagdo interativo. Desta forma se permitird uma maior participa¢gdo do usuario nas

.

tomadas de decisio durante o processamento adaptativo de um problema.

- Finalmente propoe-se a abordagem, utilizando-se técnicas adaptativas, de ou-
tros problemas da mecanica. No campo da mecanica dos sélidos, por exemplo, sugere-se
a implementacio de elementos que permitam o uso de modelos hieradrquicos para proble-

mas de placas e cascas (Szabé & Sahrmann, 1988, Surana & Sorem, 1990).



148

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

BABUSKA, Ivo & RHEINBOLDT, W. C.
1979a " Analysis of Optimal Finite-Element Meshes in R! ". Math. comput., vol. 33,
n 146, 1979,pp. 435-463.

BABUSKA, Ivo & RHEINBOLDT, W. C,
1979b " Adaptive Approaches and Reliability Estimations in Finite FElement
Comput. Meth. Appl. Mech. Engrg., vol. 17/18, 1979, pp. 519-

Analysis
540.

BABUSKA, 1., SZABO, B. A. & KATZ, N. L
1981 " The p-Version of the Finite Element Method ". SIAM J. Numer. Anal., vol. 18
n3, 1981, pp. 515-545.

BABUSKA, 1. & SZABO, B. A.
1982 " On the Rates of Convergence of the Finite Element Method ". Int. J. Num.
Meth. Engrg., vol. 18, pp. 323-341. )

BABUSKA, Ivo & MILLER, A.
1984a " The Post-Processing Approach in the Finite Element Method - Part 1:
Calculation of Displacements, Stresses and Other Higher Derivatives of the

Displacements ". Int. J. Num. Meth. Engrg., vol. 20, 1984, pp. 1085-1109.

BABUSKA, Ivo & MILLER, A.

1984b " The Post-Processing Approach in the Finite Element Method - Part 2: The
Calculation of Stress Intesity Factors ". Int. J. Num. Meth. Engrg., vol.
20, 1984, pp. 1111-1129.

BABUSKA, Ivo & MILLER, A.
1984c " The Post-Processing Approach in the Finite Element Method - Part 3: A
Posteriori Error Estimates and Adaptive Mesh Selection ". Int J. Num. Meth.

Engrg., vol. 20, 1984, pp. 2311-2324.



149

BABUSKA, Ivo
1986 " Feedback Adaptivity, and a posteriori Estimates in Finite Elements: Aims,

Theory and Experience In : VVAA, Accuracy Estimates and Adaptive
Refinements in Finite Element Computations, eds. lvo Babuska et alli, New

York, John Wiley & Sons, 1986, pp. 3-23.

BABUSKA, Ivo & NOOR, A. K.

1986 " Quality Assessment and Control of Finite Element Solutions ". Technical
note BN-104, Institute for Physical Science and Technology, University of
Maryland, College Park, Maryland 20742. pp. 47.

BABUSKA, Ivo

1989 " Adaptive Mathematical Modeling ". In : VVAA, Adaptive Methods for Partial
Differential Equations. Proceedings of the workshop on Adaptive
Computational Methods for Partial Differential Equations, Rensselaer
Polytechnic Institute, Troy, New York, octuber 13-15, 1988, eds. Joseph E.
Flaherty et alli, SIAM publications, Philadelphia, 1989, pp. 1-14.

BABUSKA, 1., GRIEBEL, M, & PITKARANTA, J.
1989 " The Problem of Selecting the Shape Functions for a p-type Finite Element ".
Int. J. Numer. Meth. Engrg., vol. 28, 1989, pp. 1891-1908.

BABUSKA, I. & SURI, M.
1990 " The p- and h-p Versions of the Finite Element Method, an Overview ". Comp.
Meth. Appl. Mech. Engrg., vol. 80, pp. 5-26.

BANK, Randolph E. & WEISER, A.
1985 " Some a posteriori Error Estimates for Elliptic Partial Differential

Equations ". Math. Comput., vol. 44 n 170, 1985, pp. 283-301.

BANK, Randolph E.

1986 " Analysis of Local a posteriori Error Estimates for Elliptic Equations ".In:
VVAA, Accuracy Estimates and Adaptive Refinements in Finite Element
Computations, eds. Ivo Babuska et alli, New York, John Wiley & Sons, 1986,
pp. 119-128.

BARDEL, N. S,
1989 " The Application of Symbolic Computing to the Hierarchical Finite Element
Method ". Int. J. Numer. Meth. Engrg., vol. 28, 1989, pp. 1181-1204.



150

BECKER, E. B., CAREY, G. F. & ODEN, J. T.
1981 " Finite Elements: An Introdution ", vol. 1 in the Texas Finite Element

Series. Englewood Cliffis, New Jersey, Prentice-Hall, 1981, pp. 258.

BORESI, A. P. & LYNN, P. P.
1974 " Elasticity in Engineering Mechanics ". New Jersey, Englewood Cliffs, 1974,
pp. 475.

BRANCO, C. A. G. M.
1985 " Mecanica dos Materiais

1098.

"

Lisboa, Fundagdo Caloustre Gulbenkian, 1985, pp.

CANTIN, G., LOUBIGNAC, G. & TOUZOT, G.
1978 " An iterative Algorithm to Build Continuous Stress and Displacement

Solutions ". Int. J. Numer. Meth. Engrg., vol. 12, 1978, pp. 1493-1506.

CIARLET, Ph. G.
1978 " The Finite Element Method for Elliptic Problems ". North-Holland Publishing
Company, Amsterdam, 1978, pp. 530.

COOK, R. D.
1982 " Loubignac’s Iterative Method in Finite Element Elastostati¢cs ". Int. J.
Numer. Meth. Engrg., vol. 18, 1982, pp. 67-75.

DEMKOWICZ, L., DEVLOO, Ph. & ODEN, J. T.
1985 " On an h-Type Mesh-Refinement Strategy Based on Minimization of
Comput. Meth. Appl. Mech. Engrg., vol. 53, 1985,

"

Interpolation Errors

pp. 67-89.

DEMKOWICZ, L. & ODEN. J. T.

1988 " A Review of Local Mesh Refinement Techniques and Corresponding Data
Structures in h-Type Adaptive Finite Element Methods ". TICOM Report 88-02,
The Texas Institute for Computational Mechanics, The University of Texas at

Austin, Texas 78712.

DEMKOWICZ, L., ODEN, J. T., RACHOWICZ, W. & HARDY, O.

1989 " Toward a Universal h-p Adaptive Finite Element Strategy, Part 1.
Constrained Approximation and Data Structure ". Comput. Meth. Appl. Mech.
Engrg., vol. 77, 1989, pp. 79-112.



151

DEVLOO, Philippe .
1987a " An h~p Adaptive Finite Element Method for Steady Compressible Flow ". Ph.
D. Thesis, University of Texas at Austin, Austin, 1987.

DEVLOO, Philippe
1987b " The Implementation of Directional Boundary Conditions for Finite Element

Computations with Iterative Solvers ". Commun. Appl. Numer. Meth., vol. 3,

1987, pp. 259-264.

DEVLOO, Philippe

1991 Comunicagdo Pessoal.

DHATT, Gouri & TOUZOT, Gilbert
1984 " The Finite Element Method Displayed ". New York, John Wiley & Sons, 1984,
pp- 509.

DIAZ, A. R., KIKUCHI, N. & TAYLOR, J. E.
1983 " A Method of Grid Optimization for Finite Element Methods ". Comput. Meth.
Appl. Mech. Engrg., vol. 41, 1983, pp. 29-45.

DUARTE, C. A. M. & BARCELLOS, C. S. de

1991 " Comportamento Assintético do Método dos Elementos Finitos ", Proceedings of
the 11th Brazilian Congress of Mechanical Engineering, S3o Paulo, Brasil,

1991, pp. 141-144.

DUARTE, C. A. M. & BARCELLOS, C. S. de
1991 " O Método dos Residuos em Elementos para Problemas da Elasticidade e de
Potencial ", Anais do Simpésio»Mineiro de Mecanica Computacional, Belo

Horizonte, Brasil, 1991, pp. 328-335.

DUNAVANT, D. A. & SZABO, B. A.
1983 " A posteriori Error Indicators for the p-version of the Finite Element

Method ". Int. j. Numer. Meth. Engrg., vol. 19, 1983, pp. 1851-1870.

FEODOSIEV, V.
1977 " Resisténcia dos Materiais ". Porto, Lopes da Silva Editora, 1977, pp.59l.

GAGO, J. P. de S. R., KELLY, D. W., ZIENKIEWICZ, O. C. & BABUSKA, 1.

1983 " A posteriori Error Analysis and Adaptive Processes in the Finite Element
Method: Part II - Adaptive Mesh Refinement ". Int. J. Numer. Meth. Engrg.,
vol. 19, 1983, pp. 1621-1656.



152

GAGO, J. P. de S. R. '

1985 " Importance of Self Adaptive Finite Elements and a posteriori Error
Analysis ". Proceedings of the International Conference on Fini‘te Elements
in Computational Mechanics, Bombay, India, 2-6 December 1985, Pergamon

Press, pp. 15-21.

HESTENES, M. R. & STIEFEL, E.
1952 " Methods of Conjugate Gradients for Solving Linear Systems ". J. Res. Nat.
Bur. Standards, 49, 1952, pp. 404-436.

HINTON, E. & CAMPBELL, J. S.

1974 " Local and Global Smoothing of Discontinuous Finite Element Functions Using
a Least Squares Method ". Int. J. Numer. Meth. Engrg., vol. 8, 1974, pp.
461-480. |

JACOBS, D.A.H.
1980 " Generalizations of the Conjugate Gradient Method for Solving Non-Symetric

and Complex Systems of Algebric Equations ". Central Electricity Generating

Board, RD/L/N/70/80, 1980.

KELLY, D. W., GAGO, J. P. de S. R., ZIENKIEWICZ, O. C. & BABUSKA, 1.
1983 " A posteriori Error Analysis and Adaptive Processes in the Finite Element

Method: Part I - Error Analysis Int. J. Numer. Meth. Engrg., vol. 19,

1983, pp. 1593-1619.

KIKUCHI, N.
1986 " Finite Element Methods in Mechanics ". Cambridge, Cambridge University
Press, 1986, pp. 418.

LO, S. H.
1985 " A New Mesh Generation Scheme for Arbitrary Planar Domains ". Int. J. Numer.

Meth. Engrg., vol. 21, 1985, pp. 1403-1426.

LUENBERGER, D. G.
1966 " Optimization by Vector Space Methods ". New York, John Wiley & Sons, 1969,
pp- 325.

LYRA, Paulo R. M.
1988 " Uma Estratégia de Refinamento Auto-Adaptativo Versdo h do Método dos

Elementos Finitos Aplicada a Problemas Bi-dimensionais Regidos pela Equacdo



153
de Campo ". M. sc. Thesis, COPPE/UFRIJ, Rio de Janeiro, 1988, pp. 104.

MACNEAL, R. H. & HARDER, R. L.
1985 " A Proposed Standard Set of Problems to Test Finite Element Accuracy ". Fin.
Elem. Anal. Design., vol. 1, 1985, pp. 3-20.

MANDEL, J.
1990 " Iterative Solvers by Substructuring for the p-Version Finite Element

Method ". Comp. Meth. Appl. Mech. Engrg., vol. 80, 1990, pp. 117-128.

MEIJERINK, J. A. & Van der VORST, H. A.
1977 " An Iterative Solution Method for Linear Systems of Which the Coefficient
. Math. Comput., vol. 31, n 137, 1977, pp.

1"

Matrix is a Symmetric M-Matrix
148-162.

MESQUITA, Renato C.
1990 " Calculo de Campos Eletromagnéticos Tridimensionais Utilizando Elementos
Finitos: Magnetostatica, Quase-Estatica e Aquecimento Indutivo ". D. Sc.

Thesis, UFSC, Florianépolis, 1990, pp. 236.

ODEN, J. T. & REDDY, J. N.
1976 " An Introduction to the Mathematical Theory of Finite Elements ". New York,
John Wiley & Sons, 1976, pp. 429.

ODEN, J. T. & CAREY, G. F.

1983 " Finite Elements: Mathematical Aspects ". Vol. 4 in the Texas Finite Element

Series. Englewood Cliffis, New Jersey, Prentice-Hall, Inc., 1983, pp. 195.

ODEN, J. T., DEMKOWICZ, L., STROUBOULIS, T. & DEVLOO, P.
1986 " Adaptive Methods for Problems in Solid and Fluid Mechanics ". In: VVAA,
Accuracy Estimates and Adaptive Refinements in Finite Element Computations,

eds. Ivo Babuska et alli, New York, John Wiley & Sons, 1986, pp. 249-280.

ODEN, J. T., DEMKOWICZ, L., RACHOWICZ, W. & WESTERMANN, T. A.
1989 " Toward a Universal h-p Adaptive Finite Element Strategy, Part 2. A

posteriori Error Estimation

1989, pp. 113-180.

Comput. Meth. Appl. Mech. Engrg., vol. 77,

ODEN, J. T., DEMKOWICZ, L., RACHOWICZ, W. & WESTERMANN, T. A.
1990 " A Posteriori Error Analysis in Finite Elements: The Element Residual Method

for Symmetrizable Problems with Applications to Compressible Euler and



154

Navier~Stokes Equations ". Comp. Meth. Appl. Mech. Engrg., vol. 82, 1990,
pp. 183-203.

PERAIRE, J., VAHDATI, M., MORGAN, K. & ZIENKIEWICZ, 0. C.
1987 " Adaptive Remeshing for Compressible Flow Computations

vol. 72, 1987, pp. 449-466.

J. Comp. Phys.,,

RIBEIRO, F. L. B.

1986 " Formulacio Hierarquica do Método dos Elementos Finitos: Refinamento Auto-
Adaptativo Versdo p Aplicado a Problemas da Elasticidade ". M. Sc.
Thesis, COPPE/UFRJ, Rio de Janeiro, 1986. pp. 86.

RIVARA Maria-C.

1984 " Algorithms for Refining Triangular Grids Suitable for Adaptive and
Muitigrid Techniques ". Int. J. Numer. Meth. Engrg., vol. 20, 1984, pp.
745-7756. '

ROSSOW, M. P. & KATZ, I. N.

1978 " Hierarchal Finite Elements and Precomputed Arrays Int. J. Numer. Meth.

Engrg., vol. 12, 1978, pp. 977-999.

SHEPHARD, M. S., NIU, Q. & BAEHMANN, P. L. .

1989 " Some Results Using Stress Projectors for Error Indication and Estimation ".
In : VVAA, Adaptive Methods for Partial Differential Equations. Proceedings
of the workshop on Adaptive Computational Methods for Partial Differential
Equations, Rensselaer Polytechnic Institute, Troy, New York, octuber 13-15,
1988, eds. Joseph E. Flaherty et alli, SIAM publications, Philadelphia,

1989, pp. 83-99.

SURANA, K. S. & SOREM, R. M.
1990 " Curved Shell Elements Based on Hierarchical p-Approximation in the
Thickness Direction for Linear Analysis of Laminated Composites ". Int. J.

Numer. Meth. Engrg., vol. 29, 1990, pp. 1393-1420.

SZABO, B. A.
1986a " Mesh Design for the p-Version of the Finite Element Method ". Comp. Meth.
Appl. Mech. Engrg., vol. 55, 1986, pp. 181-197.



155

SZABO, B. A. .
1986b " Implementation of a Finite Element Software System with h and p Extension

Capabilities ". Finite Elem. Anal. Design, vol. 12, 1986, pp. 177-194.

SZABO, B. A.
1986¢c " Estimation and Control of Error Based on p Convergence ". In: VVAA, Accura-
cy Estimates and Adaptive Refinements in Finite Element Computations, eds.

Ivo Babuska et alli, New York, John Wiley & Sons, 1986, pp. 61-78.

SZABO, B. A. & SAHRMANN, G. J
1988 " Hierarquic Plate and Shell Models Based on p-Extension ". Int. J. Numer.
Meth. Engrg., vol. 26, pp. 1855-188l.

SZABO, B. A., BABUSKA, 1. & BIDAR, K. C.

1989 " Stress Computations for Nearly Incompressible Materials by the p-Version of
the Finite Element Method ". Int. J. Numer. Meth. Engrg., vol. 18, 1989,
pp. 2175-2190.

SZABO, B. A.
1990a " The p- and h-p Versions of the Finite Element Method in Solid Mechanics ".
Comp. Meth. Appl. Mech. Engrg., vol. 80, 1990, pp. 185-195.

SZABO, B. A.
1990b " The Use of a priori Estimates in Engineering Computations ". Comp. Meth.
Appl. Mech. Engrg., vol. 82, 1990, 139-154.

SZABO, B. A. & BABUSKA, L
1991 " Finite Element Analysis ". New York, John Wiley and Sons, 1991, pp. 368.

TIMOSHENKO, S. P. & GOODIER, J. N.
1970 " Theory of Elasticity ". 3. ed., Singapore, Mcgraw-Hill Book Co., 1970, pp-
567.

UTKU, S. & MELOSH, R. J.
1984 " Solution Errors in Finite Element Analysis

1984, pp. 379-393.

"

Comp. Struct., vol. 18 n 3,

WEISSMAN, S. L. & TAYLOR, R. L.
1990 " Resultant Fields for Mixed Plate Bending Experiments ". Comp. Meth. Appl.
Mech. Engrg., vol. 79, 1990, pp. 321-35S.



156

ZIENKEIWICZ, . 0. C. & MORGAN, K. .
1983 " Finite Elements and Approximation ". New York, John Wiley & Sons, 1983, pp.
329.

ZIENKIEWICZ, O. C. & CRAIG, A. W.
1986 " Adaptive Refinement, Error Estimates, Multigrid Solution, and Hierarquic

"

Finite Element Method Concepts In: VVAA, Accuracy Estimates and
Adaptive Refinements in Finite Element Computations, eds. Ivo Babuska et

alli, New York, John Wiley & Sons, 1986, pp. 25-59.

ZIENKIEWICZ, 0. C. & ZHU, J. Z.
1987 " A Simple Error Estimator and Adaptive Procedure for Practical Engineering

Analysis ". Int. J. Numer. Meth. Engrg., vol. 24, 1987, pp. 337-357.

ZIENKIEWICZ, 0. C., ZHU, J. Z., CRAIG, A. W. & AINSWORTH, M.

1989a " Simple and Practical Error Estimation and Adaptivity: h and h-p Version
Procedures ".In : VVAA, Adaptive Methods for Partial Differential
Equations. Proceedings of . the workshop on Adaptive Computational Methods
for Partial Differential Equations, Rensselaer Polytechnic Institute, Troy,
New York, octuber 13-15, 1988, eds. Joseph E. Flaherty et alli, SIAM
publications, Philadelphia, 1989, pp. 100-114.

ZIENKIEWICZ, 0. C., ZHU, J. Z. & GONG, N. G.

1989b " Effective and Practical h-p Version Adaptive Analysis Procedures for the
Finite Element Method ". Int. J. Numer. Meth. Engrg., vol. 28, 1989, pp.
879-891. ¢

ZIENKIEWICZ, 0. C. & ZHU, J. Z.
1990 " The Three R's of Engineering Analysis and Error Estimation and

Adaptivity ". Comp. Meth. Appl. Mech. Engrg., vol. 82, 1990, pp. 95-113.



157

APENDICE A

RESOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES

Introduqﬁo.
Existem pelo menos trés razdes para se resolver o sistema de equagdes
Ax=Db ' (A.1)
utilizando~se métodos iterativos, no caso de versdes adaptativas:

(a) A solugdo do passo (ISTEP) anterior é uma aproximagdo, X, muito boa para
*
x . Portanto x,; pode ser utilizada como uma aproximagdo inicial num procedimento

iterativo, acelerando a velocidade de convergéncia do método.

(b) Devido a perda da caracteristica de banda da matriz global, ao longo do
processamento adaptativo, o uso de métodos diretos, como a eliminagdo de Gauss, tor-

na-se ineficiente (Demkowicz et al., 1985).

(c) O uso de fungbes hierarquicas, nas versbes p ou h-p, resulta em sistemas de

equagdes bem condicionados, favorecendo portanto o uso de métodos iterativos.

Neste trabalho utiliza~se o  Método dos Gradientes Conjugados com
pré-condicionamento por decomposigdo incompleta de Cholesky deslocada (SICCG-~
Shifted Incomplet Cholesky Conjugated Gradients) para resolver o sistema (A.1). As

rotinas utilizadas foram gentilmente cedidas pelo Dr. Renato C. Mesquita.

0 método dos gradientes conjugados tem sido largamente empregado em conjungdo
com métodos adaptativos. Este método foi apresentado por Hestenes & Stieffel,
(1952). Na teoria, ele € um método direto que resolve (A.l1) em, no méaximo, N etapas
(iteragdes), onde N é a ordem do sistema. Na préatica os erros de truncamento compu-
tacional destroem esta propriedade, e, de qualquer maneira, N etapas ¢ um nimero

excessivamente alto. Portanto, ele é um método iterativo.
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Este método nfo era muito usado até meados da década de 70, quando o desc_envol-
vimento de estratégias de pré-condicionamento (Meijerink & Van Vorst, 1977) tornaram
possivel a modificacdo do sistema (A.1) para um sistema onde o método de gradientes
conjugados funciona melhor. O pré-condicionamento é efetuado por uma matriz que se
aproxima de Al e assim, a matriz do sistema se aproxima da identidade, para a qual

o método converge em uma Unica iteragdo.

A seguir ¢é apresentado, resumidamente, o método SICCG para matrizes reais
simétricas positivas definidas. Para maiores detalhes deve-se procurar, por exemplo,

Jacobs, (1980) ou Mesquita, (1990).

O Método de Gradientes Conjugados para Matrizes Reais, Simétricas, Positivas Defini-

das.

Seja x; uma aproximag&o para a solugdo do sistema de equagdes (A.l). Define-se

o residuo do sistema para o vetor X; por
l"l = b - AXi (A.Z)

Deseja-se obter um novo valor x;,, para o qual ry,, = 0. Para isto, no método

dos gradientes conjugados, minimiza-se a forma quadrética
hz =rT Al p (A.3)
onder =b - Ax, x € R", que é equivalente a
h? = xTAx - 2xTb + bTA1b (A.4)
Para que o minimo de h? ocorra em r = 0, é necessario que A7l seja positiva

definida, isto é, que A seja positiva definida. Seja p;, uma direcdo no espago R",

entao
X, + op; (A.5)

define uma reta que passa por X; € tem a diregdo p;. Procura-se um ponto sobre esta

linha para o qual h? atinge um minimo. Isto ocorre para

a(h?) _

g = ° (A.6)
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Sendo
r =b - Alx, + ap;) = r; - cAp, (A.7)
tem-se
a(h?) _ a(h2) or _ , 1, Or
e - ar 3 - A &
= -2rT A-1A P;
4
T
= 2p; (xAp; - ry)
[ o -
A
2 . 2
onde 8(h?) simboliza 8(h?) , k=1,...,n
ér ary
Portanto, o minimo ocorre em
ocpT Ap - p}r r,=0 (A.8)
isto é
PT1 r; ) |
I P, A P,
Portanto, o ponto
Xjep = X3 + 4Py (A.10)

com «; escolhido por (A.9), minimiza o erro h2? ao longo da diregdo p;.

Resta o problema de escolher p;. No método gradiente (Steepst Descent), p; €

tomado na direcdo negativa do gradiente da medida de erro h? (dada por A.4), no pon-

to x;, isto é
p; = - V(h?)| = - (2Ax - 2b) = 2r (A.11)
X=Xl
logo, p; € paralelo a r;. Portanto, pode-se adotar

p; =y (A.12)
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No método de gradientes conjugados p; € feito t&8o préximo quanto possivel da
direcdo ry, porém, sujeito a restricdo adicional de ser A-conjugado (A-ortogonal) a

todas as diregdes de busca precedentes, isto é (Luenberger, 1969)

T

Py Ap.; =0 (A.13)
Dai decorre a propriedade teérica de término do processo de busca em N iteragses:
procura-se o minimo-de h? em um espago N-dimensional. h? é uma fungdo quadrética das
coordenadas do espago e, portanto, se diregSes mutuamente ortogonais sdo escolhidas,
ao longo das quais h? é minimizado, N destas diregbes (ou destes vetores) formam uma

base do espago e, portanto, apés no maximo N passos, h? = 0, o que implica em r = O.

Suponha que se calculou x;,, a partir de x; utilizando a Equagdo (A.10). A di-

regdo p;,; ¢ selecionada de modo que
Pia = T + BiPy (A.14)
onde B; € escolhido de maneira que p;,; seja A-conjugado a p;, isto €
T
Pia AP =0 (A.15)

Substituindo-se a expressio (A.14) em (A.15), obtém-se

T
B = Tin AP (A.16)

P, 4 P,

Pode-se mostrar (Jacobs, 1980) que esta escolha de B; forga, ndo somente a con-

digdo (A.15), mas também
T . .
p; Ap;=0 Vi#j (A.17)
A prova de (A.17) exige que A seja simétrica. Se a matriz ndo for simétrica, os
vetores de diregcdo de busca ndo serdo necessariamente mutuamente A-conjugados e o
método pode ndo convergir em N iteragdes.

Pode-se mostrar também (Jacobs, 1980) que:

ry p; =0 para i>j (A.18)
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r.,r r;=0 para i # j (A.19)

Para se obter o algoritmo final do método, utilizam-se formas alternativas para

(A.2), (A.9) e (A.16). Substituindos-se (A.10) em (A.2), tem-se
rig =T~ GA py (A.20)
De (A.9), (A.14) e (A.18) obtém-se

T .
= (I‘l + B,_lpl_l)T ry ry 'y (A.21)

1 T Yy
plApl plApl

De (A.16), (A.20), (A.14), (A.19) e (A.I8) obtém-se

T T ‘
= o l‘1+1 (Pl- P1+1) /al = r1+—}' l"“l (A-ZZ)
1 (rl + Bl_lpl_,)T(l‘l - P1+1) / oy l"1 I‘l

B

O algoritmo do método de gradientes conjugados € entdo dado por:

(b) pg = rp i=0 : (A.23b)
rir
2 o = —r-‘—l— (A23C)
l P, AP
3 X,y = Xt oyp (A.23d)
4+ ry,, =T - A P (A.23e)
5« SE (l"}.ﬂ ry) <e Houve convergéncia, PARE.
r,, r ‘
6 B, = —Lﬁﬂ— (A.23f)
1
T+ P = Tia + Bipy ' (A.23g)
8 i=i+1 VA PARA O PASSO 2.

A velocidade de convergéncia do método de gradientes conjugados depende forte-
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mente do condicionamento da matriz, e, portanto € natural aplicar-se um
pré-condicionamento ao sistema de equagles original, isto €, em vez de se resolver

(A.1), resolve-se
Cc1A x = cCb (A.24)

onde o nimero de condigdo de C!A é melhor do que o de A. Se C! = A"l entdo o con-
dicionamento do sistema € 1. Na pratica, acﬁa—se C! 0 mais préximo possivel de A},
sem que o célculo de C! seja muito custoso. Note-se que ndo se pode aplicar o algo-
ritmo de gradientes conjugados diretamente sobre o sistema (A.24) pois, mesmo que
C! seja simétrica, C!A nfo o é necessariamente. Supondo-se que C! seja positiva

definida, pode-se definir C-1/2 simétrica e positiva definida tal que

c-1/2c-1/2 = -1 ' (A.25)
Entéo

CY2 (C1A) CV2 = CV2 A C 12 (A.26)

é uma matriz simétrica e positiva definida. Portanto, ao invés de considerar o sis-

-

tema (A.24), considera-se o sistema

C1Zp x = (CVZ A CTV3)(CV2x) = (C/2Db) - (A.27)
ou

Ax=bD (A.28)

o método de gradientes conjugados €, entdo, aplicado ao sistema (A.28). A Equagdo

(A.2) torna-se

r = CV2p - (C1/2 A C"”z)(Csz,) = CV2(p - Axy) = C‘Vzrl (A.29)
Define-se
P = Cl’zpl (A.30)

Em paralelo, pode~se escrever as equagles para as diversas variaveis utilizadas



pelo algoritmo (A.23), levando-se em consideragdo as igualdades anteriores:

pré-condicionamento por C! é efetuado:

1.

Ty ry
& = ST a5

P, 2B
Xije1 = X + &Py
FPip =y - ajAp;

T
Fi+1 P4
=—T—_
By =

r

-1 -1

Piv1 = .y + Bipy

Portanto, o algoritmo (A.23) transforma-se

(a) rg = b - Ax,
(b) Czy =1y
(b) Po = zo

Xijeg = X + 4Py
Ty =T - QA py

SE (r-f+1 rg) <€

(a) C zl+1 = I‘“l

Pi+1 = %14 + Blpl

i=1i+1

. - -1
. 2o = C'ry

i

_ (rTl C-!ry)

o, =
= P, Ap

Xie1 = X + 4Py

Fyyp =Ty - 9A py
T _
B_(f'in Clri,,)

(2l | ri cTr

i i

Pi.1 = Clrpyy + Bipy

no seguinte algoritmo,

Houve convergéncia, PARE.

. = -1
- 2y = Clryy

VA PARA O PASSO 2.
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(A.31a)

(A.31b)

(A.3lc)

(A.31d)

(A.31le)

quando o

(A.32a)
(A.32b)
(A.32c)

(A.32d)

(A.32¢)

(A.32f)

(A.32g)

(A.32h)

(A.32i)
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Note-se que, a cada iteragdo, além das operagdes habituais, é necessario resol-

ver um sistema de equagdes da forma

Cz=r (A.33)
Portanto, é essencial que esta resolugdo seja a mais simples possivel. Quando

se utiliza a fatorizagio incompleta de Cholesky, C é decomposta no produto de uma

matriz triangular inferior por sua transposta, ou seja
C=TTT (A.34)
Com isto, a resolugdo do sistema (A.33) é feita em duas etapas:

Tw=r ' | (A.35)
TTz=w (A.36)

A fatorizagdo incompleta de Cholesky é semelhante a fatorizagdo completa, exce-
to pelo fato de que os Unicos elementos que serdo calculados na matriz T sdo os que
ocupam posi¢gdes em que existem elementos ndo nulos na matriz A original, isto é

ty =0 se a;=0 (A.37)

Supondo-se calculados todos os elementos da matriz T até a linha i-1, os ele-

mentos da linha i s8o obtidos por

j-1

tU = [aU - z tlk t]k] / tJJ N j = i -1 (A-38a)
k=1

2 et

th = (au - z tlk] (A.38b)
k=1

Uma modificagdo do procedimento acima consiste em utilizar um fator de desloca-
mento, o, para escalonar os elementos fora da diagonal por 1/(l+a;). A fatorizagédo
incompleta padrio é efetuada, entdo, sobre a matriz modificada. Este procedimento,
denominado Fatorizagdo Incompleta Deslocada ("Shifted Incomplete Fatorization") mos-
tra-se bastante efetivo, mesmo para pequenos valores de «,, em problemas que apre-

sentam convergéncia ruim com a fatorizagdo incompleta padrdo (Mesquita, 1990).
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