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RESUMO

0 presente trabalho apresenta uma metodologia para a 
solução de escoamentos bi-dimensionais sobre corpos de geometrias 
arbitrárias, em coordenadas generalizadas usando variáveis co- 
localizadas.

0 uso de variáveis co-localizadas não tem recebido a 
adequada atenção dos analistas numéricos que usam volumes finitos 
devido as dificuldades inerentes ao acoplamento pressão-velocida- 
des presente nas equações de Navier-Stokes. Se por um lado o uso 
de variáveis desencontradas introduz o adequado acoplamento entre 
a pressão e a velocidade para escoamentos incompressíveis, 
introduz também a necessidade de diferentes volumes de controle 
para as variáveis dependentes. Para situações tridimensionais, 
empregando-se coordenadas generalizadas, isto acarreta o 
armazenamento de um grande número de informações geométricas para 
cada volume de controle, o que torna inviável o uso de variáveis 
desencontradas. Associada ao maior armazenamento está a 
necessidade de um número maior de operações algébricas, como por 
exemplo, no cálculo dos fluxos mássicos nas interfaces do volume 
de controle, ocasionando um maior tempo de computação.

Neste trabalho é desenvolvido um modelo numérico 
empregando variáveis co-localizadas que apresenta excelente 
desempenho quando comparado com o modelo que emprega variáveis 
desencontradas. 0 modelo emprega uma linearização do tipo 
Newton-Raphson para o fluxo de massa, o que permite resolver 
problemas para escoamentos de alta e baixa velocidades. Para a 
validação do modelo são analisados problemas bi-dimensionais em 
coordenadas cartesianas e generalizadas. Em coordenadas 
cartesianas são analisados os problemas do escoamento a baixa 
velocidade na região de entrada de um duto constituído de placas 
paralelas e o problema do escoamento supersônico sobre um 
anteparo plano, enquanto que em coordenadas generalizadas são 
analisados os problemas de escoamento sobre o perfil NACA 0012, 
sobre a parte frontal do VLS, sobre um cone, sobre uma cunha e 
sobre a região do VLS onde se encontram os boosters, admitindo 
uma situação bi-dimensional.
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ABSTRACT

This work presents a numerical methodology for the 
solution of two-dimensional flows using co-located variables.

The use of co-located variables has received little 
attention from the numerical analysts involved with finite volume 
methods due to the strong coupling between velocity and pressure, 
especially in incompressible flows. If, as claimed, the 
staggered grid introduces the adequate coupling between pressure 
and velocity, it also introduces the need of different control 
volumes for the dependent variables. For 3D situations, using 
generalized coordinates, this means the need of storaging a large 
number of geometric informations for each control volume, making 
the use of staggered grids unfeasible.

In this work it is developed a numerical methodology 
using co-located variables which demonstrated excellent 
performance when compared with the staggered grid methodology. 
The model employs a Newton-Raphson-like linearization which 
allows for the solution of all speed flows.

To validate the model problems defined in cartesian 
grids as well as in nonorthogonal grids are solved. Using 
cartesian grids the entrance flow in a parallel plate duct and 
the supersonic flow against a plate are solved. With boundary- 
fitted grids the supersonic flow problems over the NACA 0012 
airfoil, over a.cone, in an inlet and over the forebody of the 
VLS (Brazilian Launch Vehicle) are solved. The supersonic flow 
over the booster of the VLS, considering a two-dimensional 
situation, is also solved.



CAPÍTULO 1

INTRODUÇÃO

1.1 - INTRODUÇÃO

A solução de escoamentos compressíveis de alta 
velocidade, envolvendo ondas de choque, são, na totalidade, 
obtidos utilizando-se o método de diferenças finitas onde 
esquemas de alta ordem são empregados. Ao contrário do que é 
predominantemente feito na solução de escoamentos a baixa 
velocidade, o arranjo das variáveis é co-localizado, isto é, 
todas as variáveis são armazenadas no mesmo ponto e a equação de 
conservação da massa é empregada para determinar a massa 
específica enquanto que a equação de estado é utilizada para 
determinar a pressão. Estes métodos [1] são de grande eficiência 
e resolvem, atualmente, uma gama bastante grande de problemas bi 
e tridimensionais compressíveis supersônicos. Em razão dos mesmos 
terem sido concebidos para a solução de escoamentos de alta 
velocidade os mesmos falham para a solução de escoamentos a baixa 
velocidade, quando então a equação de estado não pode mais ser 
empregada para calcular a pressão.

Seguindo os trabalhos de [2] página 136 e [3], 
aparentemente esquecidos, recentemente foi apresentado em [4] uma 
extensão dos métodos segregados, empregados na solução de 
problemas incompressíveis, para resolver problemas de alta 
velocidade com ondas de choque. A metodologia foi testada para 
problemas bi-dimensionais em coordenadas cartesianas. Mais 
recentemente ainda, em trabalhos independentes, [5] e [6] 
estenderam a metodologia para coordenadas generalizadas para a 
solução de problemas sobre corpos arbitrários. Extensos estudos 
foram realizados com a metodologia desencontrada em [5], cujos 
resultados podem ser vistos em [7], [8], [9], [10] e [11].
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Tanto em [4], como em [5] e [6], a metodologia 
desenvolvida emprega o arranjo de variáveis desencontrada para 
promover o adequado acoplamento entre pressão e velocidade. 0 
uso de variáveis desencontradas, entretanto, requer diferentes 
volumes de controle para as variáveis, necessitando-se do cálculo 
de fluxos convectivos e difusivos em diferentes faces dos 
diferentes volumes de controle. Para problemas bi-dimensionais 
este fato não acarreta maiores dificuldades, entretanto, torna-se 
crucial na solução de problemas tridimensionais utilizando-se 
coordenadas generalizadas. Nestes casos o uso de variáveis 
desencontradas dá origem a extensivos e complexos códigos 
computacionais [12].

Para eliminar a necessidade do uso de variáveis 
desencontradas, um assunto que ficou um longo tempo adormecido, 
provavelmente devido a forte influência exercida por [2], estudos 
foram conduzidos em [13], [14] e [15] para se fazer uso do 
arranjo de variáveis co-localizado e ao mesmo tempo promover um 
adequado acoplamento entre a pressão e a velocidade. Estes 
estudos foram desenvolvidos considerando-se a solução de 
problemas de escoamentos incompressíveis.

A presente dissertação apresenta uma metodologia 
numérica desenvolvida usando-se variáveis co-localizadas para a 
solução de problemas de escoamentos compressíveis e 
incompressíveis com onda de choque sobre geometrias arbitrárias.

São analisados escoamentos no interior de um duto e 
escoamento sobre um anteparo, em coordenadas cartesianas [16]. Em 
coordenadas generalizadas são apresentadas soluções do escoamento 
sobre o perfil NACA 0012, sobre a parte frontal do VLS, sobre um 
cone, sobre um perfil cunha e sobre a região de VLS onde se 
encontram os boosters, admitindo-se uma situação bi-dimensional.
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1.2 - DELINEAMENTO DA DISSERTAÇÃO

Objetivando uma visão global do que será apresentado 
neste trabalho, aqui são apresentados os capítulos de forma 
suscinta com os objetivos correspondentes.

CAPITULO 1
introdução deste trabalho, 
metodologias empregadas e 
introdução é acompanhada de 
relacionando problemas similares 
desenvolvimento deste trabalho, 
dissertação.

apresentada a 
foi estudado, as 

Esta
revisão bibliográfica 

como referências no 
assim como um delineamento da

- INTRODUÇÃO - Neste capítulo é
relacionando o que 
os problemas analisados, 

uma 
tomados

CAPÍTULO 2 - EQUAÇÕES GOVERNANTES E TRANSFORMAÇÃO DE COORDENADAS 
EMPREGADA- Neste capítulo são apresentadas as equações 
governantes para problemas bi-dimensionais em coordenadas 
generalizadas. As equações em coordenadas cartesianas são um caso 
particular destas e são apresentadas em [16]. Estas são as 
equações de Navier-Stokes onde não é considerada a dissipação 
viscosa. Além disso, para maior parte dos problemas, foram 
empregadas as equações de Euler.

CAPITULO 3 - DISPOSIÇÃO DAS VARIÁVEIS NA MALHA - Existem várias 
alternativas para a disposição das variáveis na malha, como a 
disposição desencontrada, a colocalizada e outras. Neste 
capítulo são apresentadas as disposições desencontradas e co- 
localizadas com o objetivo de comparação entre as mesmas, onde 
são apresentadas as vantagens e desvantagens de cada disposição.

CAPITULO 4 - PROCEDIMENTO DE SOLUÇÃO - Neste capítulo são 
comentadas as formulações compressível e incompressível, assim 
como a formulação para escoamentos a qualquer velocidade. É
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apresentada a obtenção da equação para a pressão utilizando o 
método de acoplamento SIMPLEC. São apresentadas as condições de 
contorno para a velocidade, temperatura e pressão e detalhes 
numéricos relativos a critérios de convergência e disposição das 
características geométricas na malha.

CAPÍTULO 5 - RESULTADOS NUMÉRICOS PARA ESCOAMENTO BI—DIMENSIONAL 
EM COORDENADAS CARTESIANAS - São duas as soluções apresentadas 
para problemas bi-dimensionais em coordenadas cartesianas. A 
primeira solução trata do escoamento no interior de um duto a 
Re = 5.0 enquanto que a segunda trata do escoamento sobre um 
anteparo a Mach 2.0.

CAPlTULO 6 - RESULTADOS NUMÉRICOS PARA ESCOAMENTO BI—DIMENSIONAL 
EM COORDENADAS GENERALIZADAS - Neste capítulo são apresentadas 
soluções para cinco problemas. O primeiro problema trata-se do 
escoamento sobre o perfil NACA 0012 para Mach 2.0. O segundo 
problema trata do escoamento sobre a parte frontal do VLS. Os 
resultados para este caso são comparados através do uso de 
variáveis desencontradas e do uso de variáveis co-localizadas 
assim como com resultados experimentais. O terceiro problema 
trata do escoamento sobre um cone bi-dimensional axissimétrico 
submetido a Mach 1.401 para comparação com resultados teóricos.
O quarto problema analisado é o de uma cunha nas proximidades de 
uma superfície submetida a Mach 2.0 e o último problema analisado 
apresenta o escoamento bi-dimensional axissimétrico para a região 
do VLS onde se encontram os boosters, admitindo-se uma situação 
bi-dimensional.

CAPÍTULO 7 - CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES - Este capítulo visa 
apresentar conclusões gerais sobre o trabalho desenvolvido, assim 
como algumas sugestões para futuros trabalhos nesta linha de 
pesquisa.



CAPlTÜLO 2

EQUAÇÕES GOVERNANTES E TRANSFORMAÇÃO DE COORDENADAS EMPREGADA

2.1 - EQUAÇÕES GOVERNANTES

As equações governantes que modelam os fenômenos 
físicos em estudo neste trabalho são as equações de conservação 
da massa, conservação da quantidade de movimento e energia. Em 
forma diferencial cartesiana estas equações podem ser expressas 
por

Equação de conservação da massa,

Equação da quantidade de movimento em x,

§ t (pu) + (Puu) + m  = nV2u -  + j£ |_ (V .\b ( 2 . 2 )
1 X 2  1 1  

2

Equação da quantidade de movimento em y,
«r

§t(pv) * S5 <PUV> * i (px^vv) = - | E + (,.í) - JEI (2.3)
1 X 2 2 2 X

2 2

Equação da energia

ô t (pT)
d _

ÔX < p u T )  +  f c  l p x 2 v T )  =  r
X 2 P2

2 
V T

1_
C

Dp
Dt

(2.4)

onde
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r* ÔU 1 O , j  ■.v = õ- + - 5-ÔX j  ÔX 21 X 2  
2

1 3

Estas equações e a equação de estado para um gás ideal 
formam um conjunto de cinco equações a cinco incógnitas - u, v, 
p, T e p , que quando submetidas as condições de contorno e 
condições iniciais, completam a formulação do problema. Elas são 
adequadas para resolver problemas definidos em geometrias do tipo 
mostrado na Fig. 2.1

x

Fig. 2.1 - Geometria adequada ao sistema cartesiano



2.2 - TRANSFORMAÇÃO DE COORDENADAS

Devido a necessidade de resolver problemas sobre 
geometrias mais complexas do que a apresentada na Fig. 2.1, surge 
a necessidade de transformar as equações de forma a serem 
adequadas para resolver problemas com geometrias semelhantes a 
mostrada na Fig. 2.2

Fig. 2.2 - Geometria típica de forma não cartesiana

A transformação das equações do sistema cartesiano para 
o sistema generalizado é feita utilizando-se a regra da cadeia. 
Para uma função <(> qualquer, temos

d<p _  ô<t> 9Ç d<p d t]
d x  ô£ d x  + Ô7) d xi i i

Empregando esta transformação nas Eqs. (2.1) a (2.4) e 
executando as simplificações e agrupamentos necessários são 
obtidas as equações bi-dimensionais em coordenadas generalizadas, 
que, de forma genérica, podem ser expressas por, conforme [10].



onde as velocidades contravariantes U e V são representadas, em 
função das velocidades cartesianas, por

U = uy^ - vx^ (2.6)

V = vxç -  uy^

e as métricas de transformação são representadas por

2 2 a = x + y
V v

2 2 
*  =  +

(2.7)

0 divergente do vetor velocidade expresso no sistema 
generalizado de coordenados é dado por

(V ( 2 . 8 )

Interpretações físicas para as componentes
contravariantes das velocidades e métricas da transformação podem 
ser vistas em [17] . As quantidades <í> , e p̂  são
apresentadas na Tab. 2.1.

As equações governantes em coordenadas generalizadas 
mantém a mesma estrutura que as equações em coordenadas 
cartesianas, conforme [8] e [16] . Aparecem termos adicionais 
como derivadas cruzadas que poderão fazer com que a equação ,
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após discretizada, passe a ser uma equação de nove pontos. Deve- 
se notar também que os termos de pressão em uma mesma equação 
envolvem derivadas nas duas direções coordenadas.

Na Tab. 2.1 S = S $

J

Tab. 2.1 - Valores de <f> , , e p̂  para as equações
de conservação em coordenadas generalizadas.

Equação de 
conservação <f> r* § * ~<PP

Conservação 
da massa

1 0 0 0

Quantidade 
de movimento 
em x

u
3 [ - Ví|íi(v í)]

y 3p - yfaP
v d£, * ôT)

Quantidade 
de movimento 
em y

V

2

x ap - x ap
d̂v

Conservação 
da energia T k

Cp i  [ §  + 7-(p'í> - pp L J
0
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CAPÍTULO 3 

DISPOSIÇÃO DAS VARIÁVEIS NA MALHA 

3.1 - INTRODUÇÃO

A preferência dos analistas numéricos pelo uso de 
variáveis desencontradas é devido ao forte acoplamento que o 
mesmo proporciona, uma vez que as velocidades são geradas por 
gradientes de pressões fisicamente consistentes quando da 
discretização das equações governantes. Devido às dificuldades 
de solucionar problemas tridimensionais usando-se variáveis 
desencontradas, dado a necessidade do cálculo de métricas e 
coeficientes distintos para todas as velocidades, o que implica 
em utilização de mais espaço para memória, assim como gasto de 
tempo adicional de computação, os analistas numéricos voltaram-se 
ao estudo da disposição co-localizada das variáveis na malha. A 
disposição co-localizada calcula coeficientes e métricas que são 
as mesmas para todas as velocidades, o que permite economia de 
espaço de memória e tempo computacional, embora haja a 
necessidade de cálculo das velocidades cartesianas médias nas 
faces do volume de controle para o cálculo das velocidades 
contravariantes e execução do balanço de massa.

A crescente complexidade dos problemas a serem 
estudados e das geometrias correspondentes recomendam fortemente 
que novos métodos, de mais fácil implementação computacional, 
sejam desenvolvidos.
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3.2 - DISPOSIÇÃO DESENCONTRADA DAS VARIÁVEIS NA MALHA

A disposição desencontrada das variáveis na malha 
proposta por Harlow e Welch [18] encontra justificativa no forte 
acoplamento entre pressão e velocidades para a solução numérica 
das equações governantes. Esta disposição de variáveis pode ser 
vista na Fig. 3.1, [9]

Fig. 3.1 - Disposição desencontrada das variáveis na malha para 
problemas bi-dimensionais em coordenadas generalizadas

Para esta disposição certas precauções são tomadas 
relativas ao acoplamento pressão-velocidade para evitar que se 
tenha o aparecimento de velocidades cartesianas irreais, mas que 
satisfaçam a equação de conservação da massa, conforme [26].
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3.3 - DISPOSIÇÃO CO-LOCALIZADA DAS VARIÁVEIS NA MALHA

Usando variáveis co-localizadas, as velocidades nas 
faces do volume de controle devem ser de alguma forma calculadas 
para realizar o balanço de massa, criando-se esquemas numéricos 
que promovam a convergência do processo. Para problemas em 
coordenadas generalizadas as velocidades necessárias no balanço 
de massa são as contravariantes, por serem as componentes 
ortogonais as faces do volume de controle [17]. Para problemas em 
coordenadas cartesianas as velocidades contravariantes se 
confundem com as velocidades cartesianas.

Fig. 3.2 - Disposição co-localizada de variáveis na malha para 
problemas bi-dimensionais em coordenadas generalizadas

Para o cálculo das velocidades contravariantes U e V 
são necessárias as velocidades cartesianas u e v . Como as 
velocidades cartesianas são armazenadas nos centros dos volumes 
de controle, deve-se utilizar médias afim de obter velocidades 
cartesianas coerentes nas faces, que satisfaçam a equação de 
conservação da massa. Então procura-se uma forma de estabelecer
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velocidades cartesianas coerentes nas faces, dependentes das 
velocidades cartesianas vizinhas e de gradientes de pressão 
fisicamente consistentes. A idéia central é o uso da própria 
equação da quantidade de movimento, empregando o gradiente de 
pressões mais próximo. Este procedimento será demonstrado no 
Cap. 4.

3.4 - RESUMO E CONCLUSÕES

A escolha da disposição das variáveis na malha pode 
facilitar grandemente a obtenção da solução do problema físico. 
Dentre as hipóteses da disposição das variáveis na malha, existem 
algumas mais adequadas e dentre elas encontra-se o arranjo co- 
localizado que permite simplicidade na implementação 
computacional.
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CAPITULO 4 

PROCEDIMENTO DE SOLUÇÃO 

4.1 - INTRODUÇÃO

Para se obter a aproximação numérica das equações 
governantes há a necessidade da integração destas equações para 
os diversos volumes elementares, obtendo-se, assim, uma equação 
para cada elemento. A integração das equações para problemas em 
coordenadas generalizadas torna-se simples pois o plano 
transformado assume a forma retangular. Apenas aparecem, 
originadas da transformação, mais termos que são devidos a não 
ortogonalidade do sistema generalizado de coordenadas e devem 
ser, a exemplo de qualquer outro termo, também aproximados. A 
integração também pode ser feita no plano físico, se desejado, 
logicamente trabalhando-se com um volume de integração irregular. 
A integração .no plano transformado é apresentada a seguir.

4.2 - OBTENÇÃO DAS EQUAÇÕES APROXIMADAS

Integrando a Eq. (2.5) no volume e no tempo para o 
volume de controle genérico mostrado na Fig. 4.1, com as 
seguintes hipóteses de integração:

- <j> e p<j> são constantes no volume de controle
- todos os termos, exceto p<j> são constantes ao longo de At 

e são avaliados em t+ At , o que implica em uma formulação 
totalmente implícita

- os fluxos de massa nas faces e, w, n e s são uniformes ao 
longo de cada face
<t> e sua derivada normal a face variam linearmente 

naquela face
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Fig. 4.1 - Volume de controle genérico para integração

obtém-se,

-j ft'^)dVdt + v, t
(pxjU</>)dVdt +

v, t V, t

^-(pxjV0)dVdt = 
ST) 2 (4.1)

rr*
r *> *

a _

V.t  0T)
dVdt -

xj <p 2 prdVdt
v, t

X2 S*dVdt
v, t

que resulta em
M </> -  M <f> . r

pp p p +M</> - M f + M J > _  -  M J>^ = Dig|-At + Ü2
e e  w w n n  s s

PA
d V

-  ( - Ü n - ( D 3« + D .| iJ-=— t
d v

(4.2)

- xJ L[p^]AV + xJ LtS^lAV 
2 J 2 J

Usando aproximações do tipo WUDS [19] e [9] , que
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representa uma ponderação da propriedade na face do volume de 
controle segundo a importância da difusão e convecção no 
problema, temos, para os valores de <|> e M.

an
<f> = (1/2 +  a  )<p + (1/2 - a )<f>

w w W w P

<t> = (1/2 + a )<j> + (1/2 - a )<b 
n n P n N

<t> = (1/2 + a )4> + (1/2 - a )0 
s s S s P

<p = (1/2 + a )4> + (1/2 - a )<f> 
e e P e E

r* «í <t>_ <t> -  4>

-  F  $ " Ag e e AÇ

0p ■ K

-  F  13 AP w * w úq

(4.3:

ô<£
d l)

é  ó  -  ó
^ — n p

-  r 0 --n n At)

« 8 4

d t)

</>_ - 4> 

-  r I3 -ã̂ —s s Za77

90 (j> + 
~  NE

</>E - <t> - NW </>w
aç n 4 AÇ

d<f>
<p +

~  SE
</>E - <t> - sw <t>

dÇ s 4 AÇ

d<t>
(f> +

~  ne
0N - 4>SE 0s

d i) e 4 A 7)

d<p
<p + 

~  NW 0N
-  0

SW 0s
d t) w 4 At?

os termos a e 6 s

ã =
Pe/2 1 e - 1

2 Pe e 1

são dados, conforme [19],

(4.4)



17

Pe/2
e

Observa-se que as derivadas cruzadas não estão 
recebendo nenhum tipo de ponderação e são tratadas com diferenças 
centrais puras. Outras maneiras de aproximar as derivadas 
cruzadas podem ser empregadas [27].

Substituindo-se a Eq. (4.3) na Eq. (4.2) e usando a 
equação de conservação da massa discretizada, obtém-se,

a ?  <j> = a^<p + â</> + a ?  <j> + a ?  <f> + a^  <p + a^ </> + a0 <p +
p P  e E  w W  n N  s S  ne  NE s e  SE nwNW (4.5)

+ a è + B
sw SW

onde
o

<p M ó  é  ó
i =  P + aJ + aJ +  3J

At
+ a

e w n s

a = (1/2 + a )M + Di^ + ^iW W AÇ 4AÇ
-  Ei

n 4AÇ

a0  = -  (1/2  -  a  )M + D i^ J  + ^  
e e e AÇ 4ÁÇ

’ I3- (1/2 - a )M + D3t^ + —
n n A í} 4A t}

-  Ei
n 4AÇ

El
4Ar)

(4.6)

13
a = (1/2 + a )M + D3-7-— D2

s Ar) 4At)
Ü2+ ---

e 4Ar)

- Ei
4At)

Ei4AÇ

Ei4At)
Ei4AÇ

Ei4At)
Ei4AÇ

Ei
4At)

Ei4AÇ

o o

B = —x AV , r <Pi J — Y L [ p r ] + X
P J  2

AW J. M uÍX L[s*] + _L_i
P J At
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4.3 - APROXIMAÇÕES PARA OS TERMOS FONTES

4.3.1 - APROXIMAÇÃO PARA O TERMO FONTE EM U

-uA equaçao para o termo L[S ] e dada por

L[S ] AV = p § [ y, dç du
(4.7)

Executando a integração no volume, obtém-se

L[Su]pAV = § [ yT) _ yç At) :4.8)

onde

VJ
2x (4.9)

que quando aproximado, para a face leste, resulta em

(V .^) = J [
e e I

u - u  v + v - v - v
E P ne n s se+ -- 2At) 1 + V J - 2x  J ;

uA expressão para L[p ] e dada por

r~u, r Sp ôp 1
P P= aProx- [ ã|yT, ' ôfyÇ Jp (4.10)

obtém-se

T r: “ i _ P e
L[p ]p_ 2AÇ %

P n -  ps
(4.11)



4.3.2 - APROXIMAÇÃO PARA O TERMO FONTE EM V

Da mesma forma que para o termo L[SU] a equação obtida
para L[SV ] é

L[Sv]pAV = I'd f X ÍT (^-V)n- J/JV

VDe forma semelhante a equaçao obtida para o termo L[p ]
e

2AÇ  X T) p (4.13)

Os divergentes que aparecem na Eq. (4.12) são os mesmos
que aparecem na Eq. (4.8). Para a metodologia desencontrada 
teríamos que calcular divergentes para as direções Ç e n que 
seriam diferentes entre si pois os volumes para u e v não seriam 
coincidentes. Da mesma forma, os coeficientes seriam diferentes 
provocando maior necessidade de memória e maior tempo de 
computação nos cálculos.

4.3.3 - APROXIMAÇÃO PARA O TERMO FONTE EM T

-TA partir da equaçao para L[S ],

x^L[ST] AV =
p (4.14)

obtém-se,
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4.4 - A FORMULAÇÃO INCOMPRESSÍVEL, A FORMULAÇÃO COMPRESSÍVEL E A 
FORMULAÇÃO PARA ESCOAMENTOS A QUALQUER VELOCIDADE

Os métodos de solução das equações governantes são 
voltadas para dois tipos básicos de escoamentos: O escoamento 
chamado compressível e o escoamento incompressível. No 
escoamento incompressível não há variação de massa específica, o 
que quer dizer que o volume de fluido apenas sofre variação de 
forma durante o escoamento, enquanto que no escoamento 
compressível ocorrem variações tanto de forma quanto de volume.

Quando a massa específica não varia significativamente 
com a pressão o desafio ê determinar um campo de pressões que, 
quando inserido nas equações do movimento, originam um campo de 
velocidades que satisfaça a equação de conservação da massa. 
Torna-se então necessário tratar o acoplamento pressão- 
velocidades uma vez que não existe uma equação para a pressão, e 
o sistema é resolvido segregadamente. A solução do sistema de 
equações, por sua vez, não é obtido diretamente devido ao 
tamanho do sistema linear de equações que se originam quando as 
equações diferenciais são aproximadas numericamente. Se a massa 
específica tem variação considerável no domínio, então a equação 
de estado, relacionando a massa específica com a temperatura e a 
pressão é a relação empregada para o fechamento do problema onde 
as equações da quantidade de movimento são empregadas para o 
cálculo das velocidades, a equação da energia para o cálculo da 
temperatura, a equação de conservação da massa para o cálculo da 
massa específica e a equação de estado para o cálculo da pressão. 
Esta formulação onde todas as variáveis dependentes possuem uma 
equação de evolução é chamada de formulação compressível.

Para se obter uma formulação que seja adequada tanto 
para escoamentos a alta velocidade como para escoamentos a baixa 
velocidade ou escoamentos com regiões mistas, faz-se necessário 
que tanto as velocidades como a massa específica sejam mantidas 
ativas na linearização da equação de conservação da massa 
conforme [2], [4], [7] e [10]. A estratégia empregada nestes 
trabalhos é continuar usando a equação da conservação da massa
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para determinar a pressão, introduzindo também a variação de P 
com p nesta equação. Este detalhamento é apresentado na obtenção 
da equação para a pressão.

4.5 - OBTENÇÃO DA EQUAÇÃO PARA A PRESSÃO USANDO O MÉTODO DE 
ACOPLAMENTO SIMPLEC

[20] é .aqui empregado considerando o problema bi-dimensional em 
coordenadas generalizadas. Os métodos de acoplamento visam a 
obtenção de uma equação para a pressão. A dedução da equação da 
pressão será realizada imaginando-se que o arranjo de variáveis é 
desencontrado, pois sabe-se que este arranjo confere estabilidade 
ao processo iterativo. Assim fazendo, a determinação das 
velocidades que serão necessárias nas faces do volume de 
controle de conservação da massa, constitui-se num detalhe 
importante do uso variáveis co-localizadas.

Executando a integração no volume e no tempo obtem-se a 
forma discretizada desta equação

O método de acoplamento pressão-velocidades SIMPLEC

Partindo da equação da conservação da massa

(4.16)

+ M -  M + M -  M =  0
At e w n s (4.17)

onde

M =  pUA x^e 7) 2 e

(4.18)
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M =  ^ x J 
P J 2

A linearização do fluxo de massa que aparece na equação 
de conservação da massa é feita de tal forma a manter p , u e v 
ativos, obtendo-se, [4]

M =  ( p * U  + Pu* -  p V l A  x j
e *? ^

(4.19)

Expressões semelhantes podem ser escritas para as 
outras faces do volume de controle. Aproximando as densidades 
nas faces do volume de controle por expressões, como por exemplo, 
para a face leste,

p = (1/2 + y )p + (1/2 -  y )p
e e P e L

(4.20)

onde y vale +0.5 ou -0.5, conforme a velocidade seja positiva ou 
negativa, respectivamente.

Substituindo-se as Eqs. (4.20) e (4.19) na Eq. (4.17),
obtém-se:

onde

n P  p  + m^p + m^p +  x sP  p  + m^p + +  mvU +
P P  e E  w W n N  s S  e e  w w  n n

+ mvU =  b c
s s

x  AV
P  2

m =  "Tlp  J  A t
+ (1/2 + y ) x̂ UAtj - (1/2 Tf ) x̂ UAt)

(4.21)

+ (1/2 + y ) x j v AÇ - (1/2 - y)x̂ VAÇ

m P = + (1/2 - 2')xJUAr)
mP =  + ( 1 / 2  -  * ) x j VAÇ

n 2

i t f = - (1/2 + y)xJUA7) w 2 mP =  -  ( 1 / 2  + y ) x JVAÇ
s 2

(4.22)
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m = - | (1/2 + y)pw + (1/2 - 3f)pp 1at)x^

mu = + ( ( 1/2 + * )p *  + (1/2 -  j ) p*6 I P E ]AT,X2

mn = + ( 1/2 + y ) p p + ( 1/2 -  y)p.

x p AV
K C  -  2

JAt

+ + ( 1 / 2  -  y ) p p j A Ç x ^
s

+ + m^J*
v *+ m V

V *
+ m V

P e W n

Para avançar as variáveis escreve-se as mesmas em 
função de uma correção sobre o valor estimado da propriedade como 
abaixo

u = u + u’

v = v + v’

p = p + p ’ 

P = P* + p ’
(4.23)

Para obter uma equação para p; u, v e p devem ser 
escritos como função de p .

Apartir da equação da quantidade de movimento pode-se
escrever

Z , r u , AV  j ua u -  L [p ]-=- x + b nb NB * J 2
nb

que para o valor estimado pode ser escrita por

(4.24)

a u = V a u -  L [pu xj + bu P P  L nb nb ^ J 2
nb (4.25)
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Subtraindo-se a Eq. (4.25) da Eq. (4.24) obtém-se

U p = - < U p ’u]AÇ (4.26)

Na Eq. (4.26) o produto da variação das propriedades 
foi desconsiderado conforme o método de acoplamento SIMPLEC [20].

De mesma forma pode ser escrita expressão para v como

v = v - duL[p’v]AÇ 
p p p (4.27)

onde dp será o mesmo que para a velocidade u pois está-se 
trabalhando sobre o mesmo volume de controle. De forma semelhante 
pode-se encontrar a relação de p e p . Usando a equação de estado

p - Cpp + bP (4.28)

ou

p = p + Cpp’
(4.29)

Da definição de velocidades contravariantes tem-se

U = uy^ - vx^ (4. 30)
V = vxç -  uy^

Podem ser escritas as velocidades contravariantes 
corrigidas para o ponto P do volume de controle, que para a 
direção Ç , resulta em
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UP = up - dp[ L[p’U]yT, - L[p’VlxJ p < 4-31>

Nesta equação, por exemplo para a face leste, são 
necessários os termos fontes para as pressões em u e v que são 
dadas pelas equações (4.32) e (4.33)

_  » _  » _  » , _  * _  ♦ _  »
, r - , u ,  E P p NE N P S SE ( 4  3 2 )
U p  1 = Ãç %  " -----455-------- yç

tr.,v, pÊ - p; „ . p;E + p; - p; - p;E .. .....
L[p 1 AÇ X7) + 4At) XÇ (4.33)

As Eqs. (4.32) e (4.33) quando inseridas na Eq. (4.31) 
produzem, para a face leste do volume de controle

*U = Ue e
,u f  p ’

-  d  - { a  E e l e -
- p’ p’ + P’ “ P’ “ P

E P _  o
AÇ e 4Atj

SE j- (4.34)

De forma semelhante são obtidas as velocidades 
contravariantes V, conforme abaixo, para a face norte

V = V* -  d v  {  y  P N
n n n I n ----

- p  p  + p - p - p  
S _  0 NE E W

Aí) 4ÃÇ
NW} Atj

(4.35)

Expressões para as outras faces são similares as Eqs. 
(4.34) e (4.35). Substituindo-se as Eqs. (4.34), (4.35) e 
aquelas para as velocidades e Vs na Eq. (4.2 1) , obtém-se a 
equação para a pressão .

a  p ’ =  a  p ’ + a  p ’ + a  p ’ 
P P  e E w W n N

a  p ’ + a  p ’ + a  p ’ + a  p ’  ̂
s S ne NE s e  SE nvT NW

+ a  p ’ + b s» SB (4.36)

onde

P„P u ,u 
a  =  m C  + m d  a  P P P

u ,u 
-  m d  a + m d  z v j v-  m d  y

e w n



As componentes contravariantes estimadas do vetor^
velocidade nas faces V , V , U , U , devem ser determinadasn s e w
a partir de u* , v* nos centros do volume de controle. Isto é 
mostrado na seção a seguir.

4.6 - CÁLCULO DAS VELOCIDADES NAS FACES DO VOLUME DE CONTROLE

Usando variáveis co-localizadas há a necessidade do 
cálculo das velocidades nas faces do volume de controle para 
realizar os balanços de conservação, já que as velocidades 
resultantes das equações do movimento estarão armazenadas nos 
centros dos volumes. As velocidades que aparecem na equação da 
conservação da massa devem ser substituídas por expressões onde 
as velocidades estimadas e os gradientes da correção da pressão 
tomam parte. É exatamente o estabelecimento deste gradiente de 
correção que confere ao método de acoplamento pressão/velocidade 
as características de estabilidade. Desta forma procura-se uma 
maneira de aproximar as velocidades nas faces do volume de
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controle para que as velocidades e gradientes de pressões 
resultantes sejam fisicamente consistentes. Com este objetivo, 
Peric et ali [15], na solução de escoamentos incompresslveis no 
sistema cartesiano, criou expressões para as velocidades nas 
faces, que envolvem os coeficientes das velocidades armazenadas 
em P e E, Fig. 4.2, e emprega o gradiente de pressões entre P e 
E. Para coordenadas generalizadas, segue-se o mesmo raciocínio 
adotado em [15]. Diferentes alternativas foram analisadas e são 
apresentadas em [16]. Abaixo é descrita a maneira que se 
apresenta mais eficiente.

As equações do movimento para a direção x escritas para 
os volumes P e E são

p a u 
p p -l

nb
a , u nb nb

T r u , A V j 
-  U  p ]r  x2 + b (4.38)

E a u 
p E [

nb
a , u nb nb

. r u ,A V  j L [p  ] -  x2 + b (4.39)

N

" f

NE

i vne ne f

W w

1

*"*W l Vp
P l u p  e

A Vc s ♦ s

I

£  JZ -
E iuE ee 

se t Vse

uee

1

S

1

SE

Fig 4.2 - Disposição das velocidades cartesianas e contra- 
variantes nas faces do volume de controle para volumes 
vizinhos
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Para determinar a velocidade u na face leste do volume 
de controle, faz-se

Ue 2
2 \ V , r> . U) a u + ) a u + b_ P . E \ L  nb NB L  nb NBa +a L nb P nb E

_ p p

(4.40)

] - ^ Ma +a L p p

P - p E P
AÇ T)

PnE+ PN PS PSE 1 j 
y- ' ---- 44Í----- yí\

Da mesma forma pode ser obtida a velocidade v média na
face leste

v e 2

• ««

2 \ V V , V) a v + ) a v + bP E Là nb NB L  nb NBa +a L nb P nb E
_ p p

(4.41)

] - H .ej a +a L p p

p - p E *P
AÇ 7}

X
p + p - p - p  1
— E N 5 SEX 1 AVx5 4At) XÇ\ 2

Na Eq. (4.40) verifica-se que são adicionadas as Eqs. 
(4.38) e (4.39) com excessão dos termos para a pressão onde o 
gradiente entre P e E, Eq. (4.32), ê aplicado.

Os coeficientes para u e v são os mesmos, o que implica 
em cálculo somente uma vez dos coeficientes para cada intervalo 
de tempo adimensional utilizado.

Com u e v pode ser calculada a velocidade 
contravariante na face do volume de controle, que é a velocidade 
necessária para o balanço de massa.

U = uy -  vx  
e TJ T)

‘ e 1 e

V = v x J  -  u y J  
n ^ ^1 n 1 n (4.42)

De forma semelhante são determinadas as componentes 
contravariantes da velocidade nas outras faces.
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As velocidades estimadas que aparecem no termo fonte da 
equação para p são calculadas utilizando-se a Eq. (4.40)

4.7 - CONDIÇÕES DE CONTORNO

A aplicação das condições de contorno é, talvez, a 
tarefa mais importante a ser realizada com vistas ao 
estabelecimento da solução, uma vez que são as condições de 
contorno que avançam a solução em um processo iterativo. 0 
processo de aplicação das condições de contorno está intimamente 
ligado a localização das variáveis na malha. Neste item é 
apresentada a aplicação das condições de contorno, usando-se 
variáveis co-localizadas, para as velocidades e temperaturas, 
através do uso de volumes fictícios, e a extrapolação linear para 
os volumes da fronteira, no caso da pressão. Será apresentada 
também a mudança na condições de contorno quando da aplicação das 
equações de Euler.

4.7.1 - USO DE PONTOS FICTlCIOS PARA AS VELOCIDADES E PARA AS 
TEMPERATURAS

Objetivando-se o uso da mesma forma para todas as 
equações no domínio de análise, embora ocorra um adicional de 
armazenamento de variáveis, são utilizados volumes fictícios para 
as condições de contorno das velocidades e temperaturas. Estas 
condições de contorno, que podem ser vistas na Fig. 4.3, 
produzem, para o caso da propriedade prescrita no contorno,

que assume a forma

0p = - <t>E (4.44)
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Fig. 4.3 - Volume fictício para aplicação das condições de 
contorno para as velocidades e temperaturas na face 
oeste

Se o gradiente de velocidades é prescrito na fronteira, 
que se constitui em condicões de contorno do tipo Neumann, tem-se

«t = o
a* (4-45)

onde n representa a normal a face do volume de controle. 

Utilizando diferenças centrais, obtém-se

(4.46)
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4.7.2 - EXTRAPOLAÇÃO LINEAR PARA A PRESSÃO PARA VOLUMES DA 
FRONTEIRA

A extrapolação linear é uma forma simples de 
aproximar-se um termo, pois consiste em obter-se termos sobre uma 
reta cuja equação é conhecida através dos pontos vizinhos. A 
precisão desta extrapolação é tanto melhor quanto mais refinada 
for a malha. A Eq. (4.47) apresenta um exemplo desta 
extrapolação para a face e da Fig. 4.4,

Outras formas para avaliação do gradiente de pressão 
para volumes da fronteira não foram testados embora haja outras 
possibilidades, como o uso da equação da quantidade de movimento, 
o uso da equação para fluido inviscido, o uso de pontos fictícios 
e o extrapolação quadrática, dentre outras.

\/
w p

■ ■ ■

V

Fig. 4.4 - Extrapolação linear da pressão para a fronteira leste 
do volume de controle
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4.7.3 - APLICAÇÃO DAS CONDIÇÕES DE CONTORNO PARA AS EQUAÇÕES DE 
EULER

Quando da aplicação das condições de contorno para as 
equações de Euler, para problemas onde não há fluxo de massa 
através da superfície, a velocidade contravariante normal ã 
superfície é forçada nula, impedindo que haja fluxo de massa 
através da superfície do corpo, e deixando livre o valor da 
componente tangencial na parede.

4.8 - DETALHES NUMÉRICOS

A solução do sistema de equações diferenciais 
governantes foi obtida através do método denominado MSI conforme
[21] e [5], que se constitui num método fortemente implícito.

A solução numérica de um problema físico, quando 
obtida, possui um grau de precisão estabelecido pelo critério de 
convergência. Pode-se obter solução cujos resíduos sejam 
extremamente pequenos, o que causa gastos elevados de tempo de 
computação. É prática, então, estabelecer-se critérios de 
convergência pequenos o suficiente para ter-se variações 
desprezíveis dos resultados obtidos para os problemas de 
interesse.

Os critérios de convergência utilizados foram de 1 E-05 
ou 1E-04 dependendo do problema. Este critério de convergência 
utilizado [17] é expresso por

1 4>max- 0minJ
n+1

^ T - l (4.49)

onde e é a tolerância determinada. Para os casos em estudo a 
tolerância foi aplicada sobre a pressão.

Outro detalhe importante é a escolha da posição do 
armazenamento das velocidades cartesianas ou contravariantes nas
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faces do volume de controle. Observando-se as Egs. (4.5), (4.8), 
(4.9), (4.12), (4.15), (4.17), ( 4.21) e (4.36) verifica-se que o 
uso das velocidades cartesianas nas faces do volume de controle 
somente é necessário para os divergentes, que se constituem em 
termos de ordem de grandeza muito menor quando comparados com os 
termos convectivos para os problemas em estudo. Por este motivo 
os termos relativos aos divergentes foram aproximados, como por 
exemplo, para a velocidade v na face leste do volume de controle, 
por

v + v e p
ve " 2

de maneira que somente as velocidades contravariantes foram 
armazenadas nas faces do volume de , controle. Isto possibilita 
grande economia de memória, pois em termos de velocidades tem-se 
a mesma quantidade de variáveis armazenadas que para problemas 
bi-dimensionais em coordenadas cartesianas, como pode ser 
comparado com [16].

X€ X-52
J
a
0
Tf

• <* v y„

€

Fig. 4.5 - Armazenamento das métricas e do raio para problemas 
bi-dimensionais em coordenadas generalizadas
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Com relação a escolha da posição do armazenamento das 
métricas e do raio x , a forma considerada mais adequada neste 
trabalho é a disposição conforme Fig. 4.5.

Esta disposição permite economia de memória pois as 
velocidades contravariantes são utilizadas nas faces do volume de 
controle e, além disso, não ocorre superposição de informações 
conforme pode ser facilmente visualizado na Fig. 4.5.

4.9 - RESUMO E CONCLUSÕES

Neste trabalho utilizou-se extrapolação linear para a 
pressão nas fronteiras no volume de controle que demonstrou ser 
boa aproximação para os problemas analisados que serão vistos nos 
capítulos 5 e 6. A obtenção das equações demonstrou 
simplificações referentes aos cálculos dos divergentes, no 
cálculo dos coeficientes das velocidades e no cálculo das 
métricas que serão as mesmas para todas as velocidades devido ao 
uso da disposição co-localizada das variáveis na malha.

As equações obtidas para variáveis co-localizadas 
guardam grande semelhança as equações obtidas para a disposição 
das variáveis na malha desencontrada [9] e. [10], onde apenas 
algumas aproximações variam em função das células vizinhas a 
célula de interesse.

Nos próximos capítulos são apresentados os resultados 
obtidos para escoamentos bi-dimensionais sobre geometrias em 
coordenadas cartesianas e generalizadas.
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CAPÍTULO 5

RESULTADOS NUMÉRICOS PARA ESCOAMENTOS BI-DIMENSIONAIS EM
COORDENADAS CARTESIANAS

5.1 - INTRODUÇÃO

Neste capítulo são apresentadas as soluções dos 
problemas do escoamento incompressível de ar em um duto formado 
por placas paralelas e do escoamento supersônico com Mach 2.0 
sobre um anteparo plano. As duas geometrias em estudo permitem o 
uso de malhas cartesianas e se constituem nos primeiros testes 
[16] para comparação das metodologias que empregam variáveis co- 
localizadas e desencontradas. Para o caso do escoamento de ar 
entre placas paralelas o número de Mach é feito igual a 5 E-05, 
reproduzindo a situação do escoamento incompressível, o que 
permite verificar o limite incompressível da metodologia 
empregando variáveis co-localizadas.

5.2 - GEOMETRIA, MALHAS UTILIZADAS, CONDIÇÕES DE CONTORNO E
INICIAIS

A geometria, malhas, condições de contorno e iniciais 
são bastante similares para ambos os problemas em estudo. No 
caso do duto, a malha utilizada é de 18x22, enquanto que para o 
problema do anteparo, é de 36x44 volumes. As Fig. 5.1 e 5.2 
apresentam a geometria e as condições de contorno para o problema 
do duto constituído de placas paralelas e o problema do anteparo, 
respectivamente.

As condições iniciais são de velocidades, pressões e 
temperaturas iguais as da corrente livre. A solução de interesse 
é a de regime permanente, mas a mesma ê obtida através de um
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transiente distorcido. As dimensões físicas do problema também 
são indicadas nas Fig. 5.1 e 5.2.

Mach = 5 , 0  E-05 

ReD = 5 , 0

Fig. 5.1 - Geometria e condições de contorno para o problema do 
duto constituído de placas paralelas

Fig. 5.2 - Geometria e condições de contorno para o problema do 
anteparo
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Fig. 5.3 - Malha 36x44 utilizada para a solução do problema do 
anteparo

Apenas a malha 3 6x44 do problema do anteparo é 
apresentada na Fig. 5.3 pois a outra malha é também cartesiana e, 
portanto, similar.

5.3 - RESULTADOS OBTIDOS PARA ESCOAMENTO NO INTERIOR DE UM DUTO

Os resultados obtidos para o escoamento no interior do 
duto são para Mach 5 E-05 que se constitui num escoamento 
incompressível. A solução para este tipo de escoamento é 
bastante conhecida e apresenta comprimento característico de 
entrada igual a 1,5 vezes a altura do duto [22].

Os resultados obtidos através do uso de variáveis co- 
localizadas demonstram perfeita concordância com os resultados 
obtidos através do uso de variáveis desencontradas. Estes 
resultados, mostrados na Fig. 5.4, indicam que a solução pode ser
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obtida através do emprego de ambas as metodologiais. Nos 
próximos casos também serão apresentadas curvas de comparação de 
desempenho entre metodologiás.

0
U/U. 10

Fig. 5.4 - Perfis de velocidades para o problema do duto de 
placas paralelas para malha 22x18 e Mach 5 E-05 
usando variáveis desencontradas e co-localizadas

5.4 - RESULTADOS OBTIDOS PARA O ESCOAMENTO SOBRE UM ANTEPARO

Neste problema tem-se uma diferença básica em termos de 
escoamento quando comparado com o problema do duto. Agora 
estuda-se um escoamento externo compressível enquanto que o 
problema do duto era de escoamento interno incompressível. Os 
resultados obtidos para a malha 22x18 demonstram a existência de
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0 >99

Fig. 5.5 - Linhas de pressão constante para o problema do 
anteparo para malha 22x18, Mach 2.0, usando variáveis 
co-localizadas e desencontradas

0, 99 
0, 9

Fig. 5.6 - Linhas de pressão constante para o problema do 
anteparo para malha 44x36, Mach 2.0, usando variáveis 
co-localizadas e desencontradas
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diferenças entre o uso de variáveis desencontradas e co-
«

localizadas conforme apresentado na Fig. 5.5. As diferenças 
existentes entre as curvas de pressão mostradas na Fig. 5.5 
tendem a desaparecer quando do refinamento da malha para 4 4x36 
volumes, conforme Fig. 5.6

Fig. 5.7 - Curvas de CPUxDTAD para o problema do anteparo para 
malha 22x18 e Mach 2.0 no IBM 4381 modelo Q13

Curvas de desempenho são apresentadas nas Figs. 5.7 e 
5.8. A Fig. 5.8 mostra que o uso de variáveis desencontradas é 
levemente superior ao uso de variáveis co-localizadas tanto pela 
economia de tempo computacional assim como pela faixa de tempo 
adimensional utilizada, para resultados equivalentes.

Nos gráficos apresentados, DTAD é um passo de tempo
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adimensional definido por

t U»DTAD = -----
L

onde L representa a dimensão característica do corpo e Uoo a 
velocidade da corrente livre.

Fig. 5.8 - Curvas de CPUxDTAD para o problema do anteparo para 
malha 44x36 e Mach 2.0 no IBM 4381 modelo Q 13

Resultados da massa específica, temperatura e número de 
Mach são apresentados nas Fig. 5.9 a 5.11 respectivamente, usando 
variáveis co-localizadas.



42

Fig. 5.9 - Linhas de massa específica constante para o problema 
do anteparo para malha 44x36 e Mach 2.0 usando 
variáveis co-localizadas

Fig. 5.10 - Linhas de temperatura constante para o problema do 
anteparo para malha 44x36 e Mach 2.0, usando 
variáveis co-localizadas
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Fig. 5.11 - Linhas de Mach constante para o problema do anteparo 
para malha 44x36 e Mach da corrente livre 2.0 usando 
variáveis co-localizadas

5.5 - RESUMO E CONCLUSÕES

Os resultados obtidos através do uso de variáveis co- 
localizadas, ha solução de problemas usando coordenadas 
cartesianas, mostraram boa concordância com os resultados obtidos 
pelo uso de variáveis desencontradas. Pequenas diferenças 
aparecem entre os resultados das metodologias e são provenientes 
do não refinamento da malha. Verifica-se que a característica de 
rendimento similar entre o uso variáveis co-localizadas e 
desencontradas, observada por Peric [15] nos escoamentos 
incompressíveis, tem sido observada para escoamentos 
compressíveis em coordenadas cartesianas, reforçando a 
expectativa de obter-se também bons resultados para escoamentos 
bi e tridimensionais em coordenadas generalizadas. Nos casos 
estudados é verificada pequena superioridade através do uso de 
variáveis desencontradas.



44

RESULTADOS NUMÉRICOS PARA ESCOAMENTO BI—DIMENSIONAL EM
COORDENADAS GENERALIZADAS

CAPÍTULO 6

6.1 - INTRODUÇÃO

Neste capítulo são apresentadas soluções para 
escoamentos compressíveis de ar sobre um perfil NACA 0012, sobre 
a parte frontal do VLS, sobre um perfil cone, sobre um perfil 
cunha e sobre a região do VLS onde encontram-se os boosters, 
admitindo-se escoamento bi-dimensional. Este estudo serve para 
comparação dos resultados obtidos através do uso de variáveis co- 
localizadas com os obtidos através de variáveis desencontradas em 
volumes finitos, ou com os resultados em diferenças finitas, ou 
através de dados experimentais, para problemas bi-dimensionais em 
coordenadas generalizadas.

6.2 - RESULTADOS DO ESCOAMENTO SOBRE O PERFIL NACA 0012

O perfil NACA 0012 constitui-se num perfil de aerofólio 
que será analisado através das equações de Navier-Stokes. A 
geometria e as condições de contorno, para este problema, são 
apresentadas na Fig. 6.1.

Para estudar este problema são utilizadas duas malhas. 
A primeira com 19x41 volumes e a segunda com 38x82 volumes. 
Apenas a malha mais refinada é apresentada na Fig. 6.2.
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Fig. 6.1 - Geometria e condições de contorno para o problema do 
NACA 0012

Fig. 6.2 - Malha 38x82 utilizada na obtenção da solução do 
escoamento sobre o NACA 0012
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Os resultados obtidos são comparados com os da 
referência [23], que apresenta resultados experimentais e 
numéricos. Observa-se, na Fig. 6.3, que os resultados obtidos no 
presente trabalho concordam com os experimentais e numéricos 
mostrados em [23], conforme Fig. 6.4. Os resultados não estão 
superpostos em uma única figura devido ao aumento de linhas que 
isto. causaria. Observando cuidadosamente, o leitor poderá 
verificar o comportamento da solução obtida neste trabalho em 
relação aos resultados de [23].

Fig. 6.3 - Curvas de massa específica constante para Mach 2.0 
sobre o perfil NACA 0012 para malha 38x82 usando 
variáveis co-localizadas

As Figs. 6.5 e 6.6 apresentam curvas de pressão e tem
peratura constantes para a malha 38x82 respectivamente. Os 
resultados para malha 19x41 são concordantes com os apresentados 
para malha 38x82, não sendo apresentados.
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Fig. 6.4 - Curvas de massa específica constante para Mach 2.0 
sobre o perfil NACA 0012 da referência [23]
(a.numérico, b. experimental)

Fig. 6.5 - Curvas de pressão constante para Mach 2.0 sobre o 
perfil NACA 0012 para malha 38x82 usando variáveis co- 
localizadas
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Fig. 6.6 - Curvas de temperatura constante para Mach 2.0 sobre o 
perfil NACA 0012 para malha 38x82 usando variáveis co- 
localizadas

6.3 - RESULTADOS PARA O ESCOAMENTO SOBRE A PARTE FRONTAL DO VLS

O escoamento sobre a parte frontal do VLS já encontra- 
se resolvido, usando-se de variáveis desencontradas [103 , e 
comparado com resultados experimentais. A geometria, as malhas 
utilizadas e as condições de contorno são as mesmas que foram 
utilizadas em [ 1.0] e são apresentadas na Fig. 6.7. A malha 
utilizada para resolver este problema é de 26x62 volumes conforme 
Fig. 6.8.

A Fig. 6.9 apresenta curvas de massa especifica 
constante para ambas as metodologias usando variáveis 
desencontradas e co-localizadas para Mach da corrente livre igual 
a 3.75 onde verifica-se boa concordância entre os resultados.
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Fig. 6.7 - Geometria e condições de contorno para o problema do 
VLS parte frontal ( axissimétrico)

Fig. 6.8 - Malha 26x62 utilizada na solução do escoamento sobre o 
perfil do VLS parte frontal



50

Fig. 6.9 - Linhas de massa específica constante usando-se va
riáveis co-localizadas e desencontradas para Mach 3.75 
e malha 26x62 volumes para a parte frontal do VLS.

Curvas do coeficiente de pressão sobre a superfície da 
parte frontal do VLS demonstram perfeita concordância entre o uso 
de variáveis desencontradas e co-localizadas conforme apresentado 
na Fig. 6.10

Curvas do número de Euler, temperatura e Mach 
constantes são apresentados nas Fig. 6.11 a 6.13, respectiva
mente, mostrando que o uso de variáveis desencontradas e co- 
localizadas fornecem resultados semelhantes.

A distribuição do coeficiente de pressão, também 
conhecido como número de Euler, é definido conforme Eq. (6.1)
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Fig. 6.10 - Curvas do coeficiente de pressão usando-se variáveis 
co-localizadas e desencontradas para malha 26x62 
volumes e dados experimentais [10] para Mach 3.75 para 
a parte frontal do VLS.

E u  =  A P . =  P P ~  P”
"  i ^

2 2 (6.1)

que é frequentemente usado em testes de aerodinâmica e em outros 
testes de modelos.
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Fig. 6.11 - Linhas de Euler usando-se variáveis co-localizadas e 
desencontradas para Mach 3.75 e malha 26x62 volumes 
para a parte frontal do VLS.

Fig. 6.12 - Linhas de temperatura constante usando-se variáveis 
co-localizadas e desencontradas para Mach 3.75 e 
malha 26x62 volumes para a parte frontal do VLS.
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Fig. 6.13 - Linhas de Mach constante usando-se variáveis co- 
localizadas e desencontradas para Mach 3.75 e malha 
26x62 volumes para a parte frontal do VLS.

Na Fig. 6.14 é apresentada curva de desempenho usando- 
se variáveis co-localizadas e desencontradas. Verifica-se que o 
uso de variáveis co-localizadas apresenta melhor desempenho, 
economizando aproximadamente 40% do tempo computacional 
necessário.

Estes resultados mostram que o uso de variáveis co- 
localizadas, para problemas bi-dimensionais compressíveis em 
coordenadas generalizadas, apresenta melhor desempenho que o uso 
de variáveis desencontradas. Estas conclusões foram mencionadas 
em [15] na solução de problemas incompressíveis usando-se 
variáveis co-localizadas.

Verifica-se que a extensão da metodologia que usa 
variáveis co-localizadas para problemas compressíveis apresenta 
as mesmas características que as apresentadas na solução de
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escoamentos incompressíveis, enfatizando a expectativa de grande 
economia de tempo e memória computacional necessário para 
resolver problemas em geometrias tridimensionais.

Fig. 6.14 - Curvas de desempenho para malha 26x62 volumes para 
Mach 3.75 usando variáveis co-localizadas e 
desencontradas no IBM 4381 modelo Q 13 para a parte 
frontal do VLS
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6-4 - RESULTADOS PARA O ESCOAMENTO SOBRE UM CONE

O problema do cone foi escolhido por constituir-se numa 
geometria simples, de fácil aplicação da metodologia e por 
possuir resultados para comparação [24]. A geometria e as 
condições de contorno deste problema podem ser vistos na Fig. 
6.15

Fig. 6.15 - Geometria e condições de contorno para o problema do 
cone (axissimétrico)

Para verificar o comportamento da solução com o refino 
da malha, foram utilizadas as malhas 50x30 e 97x58 volumes, sendo 
que a última é apresentada na Fig. 6.16.

X
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Neste trabalho também foi testada a influência do uso 
da viscosidade para o ar. Os resultados demonstram que não existe 
variação significativa entre o comportamento das isocurvas 
resolvendo-se o problema utilizando as equações de Navier-Stokes

Fig. 6.16 - Malha 97x58 volumes utilizada na solução do escoamen
to sobre o cone

ou Euler, devido as dimensões dos volumes das malhas utilizadas 
serem grandes quando comparadas com a espessura da camada limite.

A Fig. 6.17 apresenta curvas de Mach constante para 
malhas 50x30, 97x58 .
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Fig. 6.17 - Linhas de Mach constante para o cone usando variáveis 
co-localizadas para Mach 1.401 para malhas 50x30, 
97x58 volumes.

Fig. 6.18 - Linhas de Mach constante para o cone para Mach 1.401 
da referência [24]

A Fig. 6.18 apresenta as curvas de Mach constante para
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a referência [24]. Nestas curvas verifica-se que a metodologia 
utilizando variáveis co-localizadas, através do refino de malha, 
tende ao comportamento das isocurvas apresentadas em [24].

A seguir são apresentadas as isocurvas de temperatura, 
e massa específica para a malha 97x58 volumes conforme Fig. 6.19 
a 6.20 respectivamente.

Fig. 6.19 - Linhas de temperatura constante para o cone usando 
variáveis co-localizadas para Mach 1.401 e malha 
97x58 volumes

Outros refinos de malha não foram executados devido ao 
consumo de tempo • para obtenção da solução elevar-se 
significativamente e o objetivo de verificação do comportamento 
da metodologia ter sido alcançado com a malha 97x58 volumes.

Estranha-se entretanto, o fato de não ser captada , 
como esperada, a onda de choque que é mostrada em [24]. 
Provavelmente o emprego de aproximações "upwind" presentes no
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método utilizado neste trabalho atenuem o choque, dificultando 
sua captação. A solução, obviamente, melhora com o refino da 
malha.

Fig. 6.20 - Linhas de massa especifica constante para o cone 
usando variáveis co-localizadas para Mach 1.401 e 
malha 97x58 volumes

6.4 - RESULTADOS DO ESCOAMENTO SOBRE UM PERFIL CUNHA (INLET)

O "inlet", como é conhecido na literatura 
internacional, constitui-se em uma cunha imersa no escoamento, 
que pode ser identificado, por exemplo, em uma turbina de jato ou 
mesmo em um tubo de pitot usado em aviação. A Fig. 6.21, mostra a 
geometria analisada e as condições de contorno.

As dimensões da Fig. 6.21 foram obtidas diretamente por 
leitura utilizando uma mesa digitalizadora através das figuras da 
referência [25], pois as mesmas não foram cotadas naquela 
referência. Para resolver este problema foram utilizadas malhas 
123x51 e 123x71, sendo que a malha 123x71 ê apresentada na Fig. 
6 .22.
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Fig. 6.21 - Geometria e condições de contorno para o problema da 
cunha

Fig. 6.22 - Malha 123x71 utilizada na solução do escoamento sobre 
a cunha
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Os resultados obtidos quando comparados com a 
referência [25] mostram novamente que há dificuldade em captar a 
onda de choque mesmo para malha de 123x71 volumes, o que não 
ocorre com o uso da metodologia apresentada em [25] para malha 
66x36 volumes.

Também neste caso acredita-se tratar-se de excessiva 
difusão numérica introduzida. Estudos que quantificam a difusão 
numérica introduzida pela aproximação WUDS podem ser vistos em 
[28] .

Fig. 6.23 - Linhas de massa específica constante para o problema 
da cunha usando variáveis co-localizadas para Mach
2.0 e malha 123x71 volumes

Devido a quantidade de isocurvas apresentadas em [25], 
as figuras não serão superpostas, além do que os seus valores não 
foram indicados nesta referência. Na Fig. 6.23 são apresentadas
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curvas de massa específica constante para Mach da corrente livre 
2.0 .

Linhas de massa específica constante da referência [25] 
são apresentadas na Fig. 6.24

Fig. 6.24 - Linhas de massa específica constante para o problema 
da cunha para Mach 2.0 da referência [25]

Fig. 6.25 - Linhas de massa específica constante para o problema 
da cunha usando variáveis co-localizadas para Mach
2.0 para malhas 123x51 e 123x71 volumes
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Na Fig. 6.25 são apresentadas as curvas de massa 
específica constante para malhas 123x51 e 123x71 volumes com a 
finalidade de mostrar o comportamento da solução com o 
refinamento da malha.

A Fig. 6.2 6 apresenta curvas de Mach constante para 
malha 123x71 volumes submetido a Mach da corrente livre 2.0

Fig. 6.26 - Linhas de Mach constante do problema da cunha usando 
variáveis co-localizadas para Mach 2.0 para malha 
123x71 volumes

Curva de pressão sobre a superfície interna da cunha é 
apresentada na Fig. 6.27, onde verifica-se dificuldade em captar 
a onda de choque.

Apesar da dificuldade de captar a onda de choque, 
verifica-se bom comportamento da solução.
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presente trabalho

COMP [iri] lu

Fig. 6.27 - Curvas de pressão constante para a parte inferior da 
cunha para malha 123x71 e da referência [25] para 
Mach igual a 2.0

Curvas de Mach constante também são apresentadas para o 
caso do deslocamento da cunha de 0.75 m na vertical em relação a 
posição original, na qual pode ser verificado similaridade de 
escoamento em relação a posição inicial, conforme Fig. 6.28.

Resultados obtidos mostram que a solução converge 
apresentando perfis conforme os apresentados que, quando 
comparados com os de referência [25], demonstram boa 
concordância. Como não existem resultados experimentais para este 
problema, a solução foi corroborada apenas com os resultados 
numéricos. Curvas de pressão demonstram dificuldade de captação 
da onda de choque o que exigiria refinamento da malha com esta 
finalidade. Como o choque é rebatido torna-se difícil o 
refinamento parcial da malha sendo exigido uma malha geral bem 
mais fina, elevando o tempo de computação. Neste caso é que se
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faz sentir a importância do uso de malhas adaptativas, pois o 
programa por si só tenderia a concentrar a malha nas regiões mais 
críticas, embora um programa com toda esta versatilidade exige 
grandes quantidades de memória e elevados tempos de computação.

Fig. 6.28 - Linhas de Mach constante usando variáveis co- 
localizadas para Mach 2.0 para malha 123x71 volumes 
do problema da cunha deslocada 0.7 5m

A Fig. 6.29 apresenta foto para campo de Mach constante 
obtida da tela de uma estação de trabalho, InterPro 240. Para 
obtenção desta foto foram utilizadas 17 cores do espectro. Ela
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mostra os campos para escoamento invíscido, onde a cunha 
encontra-se deslocada conforme Fig. 6.28.

Fig. 6.29 - Foto dos campos de Mach constante obtida da tela de 
uma InterPro 240 para o problema da cunha.
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6.5 - RESULTADOS OBTIDOS DO ESCOAMENTO SOBRE UM BOOSTER

O VLS (Veículo Lançador de Satélites) brasileiro é 
formado por um corpo central e quatro "boosters" laterais 
responsáveis pelo primeiro estágio do foguete, conforme Fig. 
6.30. O conhecimento das características do escoamento junto aos 
"boosters" é essencial para o projeto, uma vez que nesta região 
existe a formação de um choque destacado, que sofrerá reflexões 
contra a parte central do VLS, e o escoamento entre o espaço 
formado pelos boosters e o corpo central que poderá, inclusive, 
se tornar subsônico. Logicamente, este escoamento é 
tridimensional. .;

Neste trabalho, com o objetivo de verificar o 
comportamento da metodologia perante uma onda de choque 
refletida, esta situação tridimensional é aproximada para uma 
situação bi-dimensional. Para este fim, o "booster" é considerado 
um anel ao redor do corpo central. A geometria e as condições de 
contorno são mostradas na Fig. 6.31.

Fig. 6.30. - Geometria para o problema real do VLS
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Fig. 6.31 - Geometria e condições de contorno para o problema do 
booster (axissimétrico)

As condições iniciais são de velocidades iguais as da 
corrente livre, embora só se esteja interessado na solução de 
regime permanente. Estas condições iniciais não devem 
influenciar na solução final do problema.

Existe grande dificuldade na escolha da malha para o 
problema do booster, pois deve-se ter várias malhas num espaço 
muito pequeno que é a região entre o corpo central e o booster. 
Esta região possui dimensão equivalente a dez por cento do 
diâmetro do corpo central. A colocação de muitas linhas na 
direção do eixo implica na colocação de muitas linhas na direção 
oposta, isto porque é recomendado não ter volumes com relação de 
dimensão entre os seus lados muito grandes. Se as relações forem 
grandes, podem ocorrer problemas de anisotropia dos coeficientes.
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Fig. 6.32 - Malha* 139x38 volumes utilizada para resolver o 
problema do booster

Diante destas considerações, as malhas utilizadas são 
de 139x26,139x32 e 139x38, conforme Fig. 6.32,

Fig. 6.33 - Linhas de Mach constante para malhas 139x32 e 139x38 
para Mach 3.75 usando variáveis co-localizadas para o 
booster
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A Fig. 6.3 3 apresenta curvas de Mach constante para 
malhas 139x32 e 139x38 respectivamente, para Mach da corrente 
livre 3.75.

Fig. 6.34 - Linhas de temperatura constante para malhas 139x32 e 
139x38 para Mach 3.75 para o problema do booster

Os resultados obtidos foram comparados apenas através 
do refinamento da malha pois, logicamente, não existe este 
problema resolvido na literatura e por não existirem resultados 
experimentais envolvendo a geometria em estudo.

Nas Fig. 6.34, e 6.35 são apresentadas curvas de 
temperatura e massa específica constantes para malhas 139x32 e 
139x38 para Mach 3.75.

•fç ^O comportamento de Cp sobre a superfície do booster é 
apresentada na Fig. 6.36.
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Fig. 6.35 - Linhas de massa específica constante para malhas 
139x32 e 139x38 para Mach 3.75

“f fFig. 6.36 - Curva de Cp sobre a superficie do booster para Mach
3.75
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Fig. 6.37 - Linhas de Mach constante para malhas 139x32 para Mach
3.75 e deslocamento 0.75 m usando variáveis co- 
localizadas para o problema do booster

Para verificar o comportamento da solução com o 
afastamento do booster em relação ao corpo central, curvas de 
Mach constante são apresentadas na Fig. 6.37 para o caso de 
deslocamento do booster de 0.75 m em relação ã posição inicial. 
Como pode ser observado, a onda de choque é melhor visualizada 
neste caso.

Para tornar abrangente o comportamento da solução, 
curvas de Mach constante são apresentadas para Mach da corrente 
livre 2.0, 2.5 e 3.0 nas Fig. 6.38 a 6.40 respectivamente. Pode 
ser observado que o comportamento da solução é o mesmo para os 
diversos valores de Mach.



Fig. 6.3 8 - Linhas de Mach constante para Mach da corrente livre
2.0 e malha 139x32 volumes para o booster

Fig. 6.3 9 - Linhas de Mach constante para Mach da corrente livre
2.5 e malha 139x32 volumes para o booster



Fig. 6.4 0 - Linhas de Mach constante para Mach da corrente livre
3.0 e malha 139x32 volumes para o booster

Os resultados obtidos mostram que a influência do 
booster se manifesta mais a montante quando comparado com a 
situação onde não existe a presença do corpo central, pois 
aparece uma região de altas pressões, forçando o escoamento ser 
subsônico entre o booster e o corpo central. Conforme aumenta o 
Mach, maior torna-se a pressão entre o booster e o corpo central 
de forma que a densidade e a temperatura também subam, mostrando 
que o escoamento ainda permanece subsônico para Mach da corrente 
livre até 3.75. Afastando-se o booster do corpo central, 
verifica-se que para distâncias menores ou iguais a 50 cm o 
comportamento do escoamento permanece o mesmo, enquanto que para 
distância de 75 cm em relação a posição inicial praticamente 
desaparece o efeito do corpo central e as características do 
escoamento são semelhantes àquelas da parte frontal do VLS, como 
era esperado.
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A Fig. 6.41 apresenta foto obtida da tela de uma estação 
de trabalho, InterPro 240. Ela mostra os campos de Mach para o 
problema do booster deslocado 75 cm em relação ã posição inicial.

Fica definida uma região onde o escoamento não sofre a 
influência do booster, representado pela cor vermelha, e uma 
região de baixas velocidades na vizinhança do ponto de 
estagnação, dado pela cor azul, na parte frontal do booster.

Fig. 6.41 - Foto dos campos de Mach obtidos da tela de uma 
InterPro 240 para o problema do booster.

6.6 - RESUMO E CONCLUSÕES

Resultados obtidos em coordenadas generalizadas 
demonstram que o uso da disposição co-localizada das variáveis 
proporciona economia de tempo computacional e de armazenamento de 
variáveis quando comparado com a disposição desencontrada, para 
os casos estudados.

Curvas de desempenho, conforme Fig. 6.14, demonstram
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que a faixa de tempo adimensional utilizada é bem mais ampla que 
a faixa para o uso de variáveis desencontradas, para os problemas 
testados, proporcionando economia de tempo computacional.

Os resultados da massa específica, conforme Fig. 6.24 
da referência [25], demonstram certa inconsitência, uma vez que 
na região onde obteve-se corrente livre aparecem duas isocurvas, 
mostrando que ou a escolha do domínio de cálculo utilizado é 
inadequado ou os resultados não estão bem convergidos, embora 
seja melhor captada a onda de choque. 0 comportamento obtido 
através da metodologia empregada neste trabalho parece ser mais 
coerente.

De forma geral, os resultados obtidos mostram que a 
solução obtida através do uso de variáveis co-localizadas 
apresenta bom comportamento quando comparado com resultados 
experimentais e numéricos.
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CAPÍTULO 7 

CONCLUSÕES E RECOMENDAÇÕES

7.1 - CONCLUSÕES

O objetivo principal deste trabalho foi o 
desenvolvimento e aplicação de uma metodologia numérica usando 
variáveis co-localizadas para a solução de escoamentos 
incompressxveis e/ou compressíveis.

• v

Os problemas testes resolvidos mostraram que o uso de 
variáveis co-localizadas, além de tornarem mais simples os 
programas computacionais, significam grande economia de tempo de 
processamento, especialmente para coordenadas generalizadas, onde 
o armazenamento e cálculo das métricas da transformação são 
necessários em muitos pontos, quando se usa variáveis 
desencontradas. No caso do VLS aproximadamente 40% de economia no 
tempo de processamento foi conseguido, o que representa uma 
economia extraordinária. Do ponto de vista de precisão da 
solução, comparações com as soluções usando variáveis 
desencontradas foram realizadas.

Algumas dificuldades foram encontradas para a captação 
da onda de choque no problema do inlet. Acredita-se, entretanto, 
que esta dificuldade não está associada ao uso de variáveis co- 
localizadas, mas sim ao tipo de aproximação utilizada para os 
termos convectivos, que pode introduzir excessiva dissipação 
numérica, prejudicando a captura do choque. Seria aconselhável 
utilizar termos dissipativos de intensidade suficiente para 
estabilizar a solução e que não a prejudiquem.

Os resultados obtidos com o presente trabalho mostram 
que o uso de variáveis co-localizadas é compensador e seu emprego



78

pode ser estendido para problemas tridimensionais onde seu uso se 
mostrará ainda mais compensador.

0 trabalho desenvolvido nesta dissertação, juntamente 
com os trabalhos desenvolvidos por outros pesquisadores desta 
instituição na área de aerodinâmica supersônica computacional, se 
constituem, no conhecimento do autor, primeiros na área onde o 
método dos volumes finitos é empregado na solução de escoamentos 
subsônicos e/ou supersônicos.

7.2 - RECOMENDAÇÕES PARA FUTUROS TRABALHOS

A sequência natural, após ter obtido bons resultados 
para escoamentos bi-dimensionais em coordenadas cartesianas e 
generalizadas, é a extensão desta metodologia para problemas 
tridimensionais. Este trabalho já está sendo realizado.

Para tornar o método aplicável para problemas onde 
existam interações com onda de choque e camada limite, deve-se 
introduzir um modelo de turbulência, sendo que para obtenção de 
bons resultados as malhas utilizadas deverão ser refinadas.
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