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RESUMO

Neste trabalho, inicialmente, desenvolve-se uma meto-
dologia, em contexto matematico abstrato, para estabelecer re-
lacoes de reciprocidade generalizadas. A partir dessas rela--
¢oes, empregando fungéo de Green que satisfaz condigdoes de con-
torno do tipo de Cauchy, definida em subregides, obtém-se uma
formulacao integral denominada Método Modificado da Funcao de
Green LocalA(MMFGL). A.seguir, propoe-se uma técnica geral pa-
ra obtencao direta (sem usar funcao de Green ou solucao funda-
mental do problema) dos elementos das matrizes do problema dis-
creto. Essa técnica amplia o campo de aplicacdo dos métodos de
elementos de contorno. Aplica~se o MMFGL para solucionar pro-
blemas de hastes, vigas e membranas elasticas. Os resultados
obtidos sao precisos, mesmo quando se emprega malha esparsa pa-
ra discretizacao do problema.

Prosseguindo; determina-se uma soluc¢ao fundamental pa-
ra o operador diferencial presénte na teoria de placas de ‘Min-
dlin. Estabelece-se, através da metodologia acima referida, uma
relacao de reciprocidade que origina uma formulacao integral di-
reta para placas modeladas pela teoria de Mindlin. A discreti-
zagao do problemé € realizada por colocacao e a aproximag¢ao por
elementos finitos. Os resultados obtidos; empregando-se essa
formulacdo, si3o precisos e comprovam que nao ocorre  "locking"

quando aplicada pafa analisar placas finas.



ABSTRACT

‘In ﬁhe”’ﬁfééént';work ,aj methodology' 'is developed
to establish generalized reciprocal relations. After; a Green;s
function defined locally is used to obtain a new integral formu-
lation called Modified Local Green's Function Method. The Galer-
kin method together with finite element interpolation functions
is applied to discretize the system of integral equations. A ge-
neral technique is proposed to directly evaluate (without using
the Green's function explicitly) the matrices which result ‘from
the discretization. Pratical problems of rods, beams and membra-
nes are solved by the proposed method. The results show good
agreement with analytical solutions and other results obtain-
ed byfinitéelement method and conventional boundary element te-
chniqueé.

A boundary integral direct formulation for plates mo-
delled by the M.indlin's Theory is also developed. For laying -down thé
procedure, a fundamental solution of Mindlin's piate equationé is
obtained using H8rmander's method. Then this solution is used
as usual for defining the boundary integral equations. The un-
know variables and the geometry are approximated by isoparametric
interpolation functions and the collocation method is used as a
discretization procedure. Several numerical examples are present-
ed. The results are accurate and show that, when the integral for-
mulation is applied to solve thin plates problems, doesn't occur

locking.



CAPITULO 1

P

INTRODUCAO E REVISAO BIBLIOGRAFICA

1.1 Principais Formulacdes e Metodologias Empregadas em Elemen-

tos de Contorno

Em geral, os problemas da engenharia e da fisica sao
formulados matematicamente através de um sistema de equacoes di-
ferenciais ou integrais.

Para solucionar problemas, as técnicas de contorno usam
formulagdes integrais ou representacdes integrais de alguma de
suas variaveis. Essas representacoes satisfazem a priori os
sistemas de equacoes diferenciais que descrevem os problemas e
contémAdistribuigées incognitas, que sao determinadas para que
as variaveis presentes nas representacoes satisfacam as condi-
coes de contorno. As referidas distribuigoes podem Ser identi-
ficadas tanto com quantidades relacionadas aos problemas, quanto
com gquantidades auxiliares. |

Quando as representacdes integrais contém distribui-
cOes auxiliares, a formulagéé é denominada indireta; se as dis-
tribuicoes sao relacionadas com variéveis.do problema, a formu-
lacdo é chamada direta (BREBBIA [1]).

A formulacao indireta apareceu antes que a direta e
foi muito empregada para solucao de problemas potenciais (KELLOG -

[2]) e de mecanica dos fluidos (HESS [3]).



A formulacao direta foi apresentada pela primeira vez
por CRUZE & RIZZO [4]; para problemas de elastostatica.

As representagées integrais usadas nas formulagéesjn-
diretas séo obtidas através dos potenciais de camadas simples e
duplas (KELLOG [2]). As expressoes desses potenciais envolven,
respectivamente, uma solucdo fundamental do operador diferen-
cial do problema e a derivada dessa solugao segundo ‘'a direcao .
do vetor normal.

AS’fOrmulagées diretas sgo obtidas por meib de uma re-
lacao de reciprocidade entre o estado real; incéénito, € um es-
tado auxiliar, escolhido para conduzir a uma representagéo in;
tegral que envolva quantidades diretamente relacionadas com as
dos problemas que se deseja solucionar.(CRUZE [41).

As referidas representagées; por serem definidas no
dominio, héo sdao apropriadas para as técnicas de contorno. Atuan-
do nelas através de um procedimento de limite (BREBBIA [5] e
[6])., obtém-se uma representacao definida no contorno do proble-
ma. E nessas representacoes que se fundamenta o método de ele-
mentos de contorno.

Portanto, o estabelecimento das formulacdes integrais
requer o conhecimento prévio de uma solucao fﬁndamental do ope-
rador diferencial do problema, no caso das indiretas, e, além
disso, de uma relacao de recipfocidade, no caso das diretas..

O método de elementos de contorno vem sendo aplicado
com sucesso em muitos campos da engenharia e da fisica, confor-
me observa BREBBIA [7]. Mas é preCiso reconhecer que os cita-
dos requisitos, por serem essenciais as formulacoes integrais,
restringem suas aplicacOes. Alguns problemas da mecanica dos

s6lidos, tais como os que envolvem ndo-linearidade geométrica,



somente agora'comegam.a ser abordados por elementos de contorno
(ZHANG [8]).

A medida que as aplicagées se tornam mais - complexas,
fica mais dificil o conhecimento de uma apropriada solucio vfun—
damental. Nesses casos} as formulacdes usam solucao fundamental
de partes do operador; que sao conhecidas. Essa técnica leva ao
apérecimento, na formulagéo) de integrais de dominio que envol-
vem incognitas. O esquema torna-se iterativo e o dominio ne-
cessita ser discretizado. Essa metodologia & usada para resol-
ver varios problemas néo—lineares; conforme se observa, por exem-
plo, em ZHANG [8] e MUKHERJEE ([9].

Até meados da década de 70, éara transformar o prdble—
ma continuo de equacdes integrais em um sistema de equacoes al-
gébricas, o contorno era discretizado por elementos retos (nos
problemas bidimensionais) ou planos (nos tridimensionais). As va-
riaveis eram aproximadas, supondo-se que fossem constantes em
cada elemento. A colocagéo(FINLAYSON;[10]) das equagoes discre-
tizadas em pontos situadbs nos elementos completava a transfor-
macao.

A partif de 1973, com os trabalhos de HESS [11], CRUZE
[12] e LACHAT [13], que empregam técnicas de elementos finitos,
a implementacao computacional dos métodos integrais se tornou
mais adequada aos problemas praticos. O emprego de elementos cur-
vos para discretizacao dos contornos, de funcbes de interpolacao
de ordem elevada para aproximacao das variaveis e de integracoes
numéficas eficientes tornou os métodos integrais competitivos com
outros métodos numéricos,.como o de diferencas finitas e o de v
eieméntos finitos.

A transformacdo pode, também, ser realizada através do-



método de Galerkin (BAKER [14]). A desvantagem da integracido a-
dicional gque esse método requer é compensada pelo uso de formu-
las especiaié de integracao numérica; bem como por ele propiciar
solucdoes que nao dependem da localizagao dos pontos nodais e por
ser aplicavel a problemas cuja solucao apresenta baixa ordem de
regularidade (ARNOLD [15]). |

Geralmente, as matrizes que resultam do processo de
transformacdao sao nao-simétricas e cheias (BREBBIA [6]). Essas
caracteristicas conflitam com as das matrizes provenientesdo mé-
todo de elementos finitos, que sao simétricas e esparsas. Uma
das conseqliéncias disso & que a combinacdao desses métodos nido é
direta (ZIENKIEWICZ {[16]). Primeiro} adota-se um  .procedimento
para tornar simétrica a matriz de elementos de contorno (TULLBERG
[17]); em seguida faz-sé a sobreposicao, de modo convencional.

Nos problemas praticos, em que ocorrem matrizes de mé-
dio e grande porte, o emprego da técnica de subestruturacao, que
em elementos de contorno & denominada de técnica de sub-regiona-
lizacao, propicia reducao no tempo de computacdo, tanto na etapa
de construcdo como na de solucdo do sistema de equacdes. Além dis-
so, a sub-regionalizacao melhora o condicionamento do sistema de
equacoes, conforme observam CRUZE & WILSON [18].

A construcao do sistema de equacdes, no método de ele-
mentos de contorno, envolve o calculo de integrais singulares e
ndo-singulares. A integracdo analitica somente & possivel para
os elementos e soiugées fundamentais mais simples. Em geral, as
integracdes sao realizadas numericamente.

As integfais nao-singulares sao geralmente calculadas
através de regras de integracdo convencionais. O nimero de pon-

tos de integracao pode ser determinado conforme LACHAT [19], pa-



ra haver boa precisdao e reduzido esforgo computacional.

As integrais de contorno com singularidade logaritmica
foram ihicialmente calculadas por meio de regras de . integracao
ponderadas pela funcao iogaritmica; como as apresentadas em
STROUD [20]. Mais recentemente; em elementos curvos; essas in-
tegrais puderam ser calculadas pelo procedimento desenvolvido por
KATSTKADELIS [21]. |

Um procedimento mais geral; gue pode ser aplicado para
o calculo de integrais com singularidade fraca (POGORZELSKI [22])
é o apresentado por TELLES [23].

As intégrais‘com singularidade do tipo de Cauchy, (1/r),
sao entendidas no sentido de valor principal. Com freqliéncia,
elas sao calculadas indiretamente; mediante imposic¢ao, na equa-
cao integral, do estado proveniente de movimentos de corpo rigi-
do, como mostra BREBBIA [1]. |

Essas integrais e outras com singularidades mais for-
tes‘podem ser, também, entendidas no sentido de parte finita, co-
mo mostra KUTT [24], que apresenta regras gaussianas para calcu-
la-las.

Pelo expostb, verifica-se que o método de elementos de
contorno dispOe, atualmente, de procedimentos e metodologias que
0 tornam uma boa alternativa paraba solucao de problemas de va-
lores de contorno.

Entretanto, o numero de solucodes fundamentaiS'éxisten-
tes necessita ser ampliado, a fim de que novos problemas possam
ser, apropriadamente, abordados por técnicas de contorno. Como
essa ampliagéo é complexa, uma metodologia de aproximacdo € util
a essas técnicas.

Para aumentar a eficiéncia do método de elementos de



contorno, no que diz respeito a construgdo do sistema de equa-
¢oes algébricas, € necessario o desenvolvimento de formulacdes
gue envolvam apenas integrais com singularidades fracas e que

possuam reduzido contorno de integracao.

1.2 Investigacdes Anteriores

Nesta secdo, mencionam-se apenas oOs trabalhos mais
diretamente relacionados.com os procedimentos e metodologias
citados que contribuiram para a presente pesquisa.

As primeiras aplicag¢des de métodos integrais foram
feitas na anilise de problemas de escoamentos potenciais. Sob:
o nome de "surface source method"; as formulacoes foram indi-
retas, sendo apresentadas por SMITH [25] e HESS {[26]. Nesses
trabalhos, o contorno do corpo foi discretizadé'por um grande
numero de elementos planos. A intensidade da distribuicdo de
fontes foli suposta constante em cada elemento.

Na terminologia atual de elementos de contorno, Hess
e Smith empregaram elementos constantes para discretizar e a-
proximar o problema.

A capacidade desses métodos para propiciarem resul-
tados precisos verificou-se desde as primeiras aplicacoes.

A fundamentacao potencial apresentada por KELLOG [2]
fornece uma representacao integral para uma funcd3o harfmdnica,
baseada na terceira identidade de Green, analoga as represen-—
tacbes usadas pelas formulacdoes diretas.

JASWON [27] estudou teoricamente as equacoes inte-~
grais relacionadas com a teoria potencial. Duas questbes im-

portantes foram por ele abordadas: a) o estabelecimento de con-



dicSes de existéncia e unicidade de solugdo das equagdes de pri-
meira espécie; b) o emprego da formula de Green para problemas mis-
tos da teoria potencial.

Os estudos tedricos apresentados por Jaswon foram im-
plementados numericamente por SYMM [28]. Os procedimentos ado-
tados foram analogos aos de Smith e Hess; mas a utilizacao de uma
representacao integral préveniente da férmula de Green originou
a formulacdo direta de elementos de contorno.

Essas‘formulagées'integrais foram aplicadas para' di-
versos problemas relativos a escoamento potencial} eletrostatica,
transferéncia de calor, propagacéd de ondas, etc.

Na implementacdo numérica, a tendéncia era trabalhar
com as caracteristicas dos problemas e da discretizacdao, a fim
de calcular analiticamente as integrais dos nucleos presentes nas
formulacoes.

RIZZO [29], com base nessas formulagées, prbpési uma
para problemas da elasticidade. Para isso, emprégou a relacgao
de reciprocidade de Betti. Como estado auxiliar, escolheu uma
solucao fundamentai do operador dé Navier-Cauchy para elastici-

dade. As variaveis que entraram na formulacdo foram os desloca-

mentos e as tensdes resultantes no contorno. = . . o .

Para a implementacdo numérica usou apenas ' elementos
planos, mas as integrais com singularidade do tipo de Cauchy pas-
saram a ser calculadas indiretamente, através da imposicaode mo-
vimentos de corpo rigido.

As formulacOes diretas e indiretas a que se fez refe-
réncia até agora constituiram a base para o desenvolvimento do
método de elementos de contorno.

.As técnicas de elementos finitos; a época dessas for-

mulacoes integrais, ja haviam alcancado elevado estagio de de-



senvolvimento. Nao tardou que elas influenciassem os métodos in-
tegrais.

HESS [11]; em sua'formulagéo; introduziu elementos cur- ..
vos e aproximou as intensidades das fontes por meio de séries de
poténcias da medida de arco ao longo do contorno. Essa metodolo-
gia tornou a formulacao mais eficiente do que a que usava elemen-
tos constantes. |

CRUZE [12], analisando probiémas da elasticidade tridi-
mehsional através de formulacao direta; discretizou o contorno a-
través de elementos planos; mas, para as variaveis do problema,
admitiu aproximacao linear. Ao final, indicou o direcionamento a
ser seguido para melhorar a eficiéncia dos métodos integrais: a)
utilizac3o de aproximacdes de ordem elevada; b) emprego de ele-
mentos curvos; c) desenvolvimento de algoritmos eficientes péra
realizar numericamente as integragées.

Todos esses’procedimentos‘foram introduzidos por LACHAT
[13] na analise de problemas da elastostatica. Nesse trabalho,
diversas metodologias foram sistematizadas e passaram a ser apli-
cadas a outros problemas. Apds o trabalho de Lachat, tornou-se
comum o emprego de elementos curvos isoparamétricos, a utilizacao
de integracdo numérica com escolha adaptativa do nimero de pontos
de integracdo e o calculo de integrais no sentido de valor prin-
cipal, mediante imposigao de movimentos de corpo rigido. O empre-
go da técnica de subestruturacao melhora o condicionamento das ma-
trizes e aumenta a eficiéncia da etapa de solucdao do sistema. Nos
contornos cam vértices, o uso de no duplo forneceu, de modo  sim-
ples, as equacoes adicionais necessarias para tornar determinado
O problema.

Com referéncia aos aspectos de formulacao, Lachat em-



pregou o método de HBrmander [3oj para determinar uma solugdo
fundamental do operador de Navier-Cauchy para  elasticidade.
Convém dizer que esse método pode ser aplicado a todos os ope-
radores elipticos com coeficientes constantes.

Embora os ﬁétodos integrais estivessem sendo aplicé-
dos com sucesso aos problemas potenciais e; em especial; aos
de dominio infinito desdé os trabalhos de Smith, Hess; Jaswon
e Symm, foi a partif do trabalho de Lachat que passaram a com-~
petir com outros métodos para a solucdo de problemas de ‘valo-
res de cohtorno.

Assim, na analise tridimensional de tensdes, o méto-~
do de elementos de contorno encontrou um proficuo : campo de
aplicacdo, devido a reducao da dimensdo do problema e & preci-
sdao dos resultados.

Os problemas com dominios:infinitos e semi-infinitos
(por exemplo, os de interacao solo-estrutura e fluido-estrutu-
ra); bem como aqueles com singularidades (como os de mecanica
da fratura e os de concentracdo de tensdes), sdo resolvidos de
modo mais eficiente por elementos de contorno.

Muitos problemas de placas finas, por estas serem, na
teoria classica, modeladas por uma equacdo bi-harmdonica, tam-
bem foram investigados através do método de elementos de con-
torno. O enfoque bi~harmonico originou as primeiras formula-
¢Oes integrais, que eram indiretas e resolviam apenas alguns
-problemas de placas. Somente por volta de 1978 & que surgiu a
formulacao direta, que pode ser aplicada a problemas gefais de
placas finas. Uma revisao dessas formulagbes encontra-se em
‘BARCELLOS & SILVA ([32].

Poucas aplicagbes foram realizadas para problemas de
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{placas modeladas por teoria que envolve forg¢a cortante. A pri-
meira formulagio, apresentada por WREEN [33]; referia-se a pla-
cas modeladas pela teoria de Reissner (REISSNER; [341) .

No Capitulo 7 do presente trabalho; o autor atualiza
a revisao qitada e comenta pormenorizadaménte 0 trabalho de
Weeen.

Hé-poucas aplicacdes do método de elementos de con-
torno para problemas de cascas. As existentes sdo restritas as
cascas abatidas, comoasapreseﬁtadaé por TOTTENHAM (35], TOSAKA
& MIYAKE [36] e RONG [37]. Um dos problemas para o estabeleci-
mento de formulagées integrais para cascas € a inexisténcia de
solugoes fundamentais apropriadas.

Os aspectos matematicos das formulacdes integrais re-
ceberam pouca atencdo dos pesquisadores. Apesar disso, o méto-
do de elementos de contorno ja esta inserido na estrutura de
analise matematica disponivel para os métodos de elementos fi-
nitos e de diferencas finitas.

O emprego da técnica de residuos ponderados ou da ex-
pressao do trabalho virtual de um sistema, como mostra BREBBIA
[1] e [42], difundiu a formulacdo integral nos meios técnicos.
‘Mas as férmulag‘de Green também sdo adequadas para o desenvol-
vimento de formulagdes integrais. Para serem empregadas, € de-
sejavel que, ao lado da fundémentagéo matematica que possuen,
tenham também apelo técnico.

| FUSCO JR. [43] apresenta uma abordagem unificada paré
os métodos de elementos finitos e de contorno. Mostra que o
método de elementos de contorno pode ser estabelecido através do
método de Petrov-Galerkin, para problemas da elastostética li-

near com condigdes de contorno usuais.
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HERRERA [ 44], [45] e [46] descreve uma estrutura mate-
matica que unifica os métodos de elementos finitos e de contor-
no. Entretanto; a sua abordagem nao se aplica as formulacoes a-
‘traves de equagées-integrais singulares.

E preciso continuar estudando os aspectos relacionados

as metodologias destinadas ao estabelecimento de formulacdes in-

tegrais, poié nelas residem as caracteristicas matematicas e com-
putacionais dos métodos integrais.

Do exposto até (o} momenfo, verifica-se que as formula-
géeé diretas foram mais aplicadas. A obtengéo direta dos deslo-
camentos e tensoes com a mesma ordem de precisdo é uma proprie-
dade importante dessas formulagoes, porém SYMM [28].observa_ que
a ermulagéo indireta & mais compacta que a di;eta. Em conse-
qliéncia, os algoritmos computécionais resultéﬁtes sdo mais sim—
ples. Outra vantagem das formulacoes indiretas é que podem apre-
sentar somente singularidades fracas, o que facilita a sua im-
plementacdo numérica.

Entdo, € desejavel a investigacado de formulacbes inte-
grais que sejam compactas e que apresentem apenas singularidades
fracas.

Nessa linha, BURNS [38], empregando uma funcdao de Green
apropriada e usando procedimento de reciprocidade, obteve uma for-
mulacdo integral para o problema multidimensional de difusd3o de
néutrons. A representacdo integral da solucdo € analoga & das
formulacdes indiretas; portanto, é compacta. As singularidades
nelas presentes sao todas fraqas. No Capitulo 2 desta tese, co-
menta-se mais pormenorizadamente o trabalho de Burns.

Com base em Burns, HORAK [39] estabeleceu o método da

funcao de Green local para problemas de conducdo de calor e es-—
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coamentos incompressiveis. A formulagdo de Horak possui as mes-
mas caracteristicas que a de Burns. Mais pormenores sobre esse
trabalho s3o também fornecidos no Capitulo 2.

Formulacdo analoga & de Burns e a de Horak é a de LAW-
RENCE [40], para problemas de difusao de néutrons. A eficiéncia’
computacional é a caracteristica marcante dessa formulacio. Quan-
to aos métodos, os trabalhos de Burns)‘Horak e Lawrence apresen-
tam apenas os formalismos. Esses métodos sao especificos para
os problemas que esses autores pretendiam solucionar. Além dis-
so, as formulacgoes foram restritas a dominios que possuem con-
tornos que coincidem com linhas de coordenadas ortogonais. £ de-
sejavel que elas possam ser aplicadas a contornos mais gerais. A
dificuldade esta na determinacdo da funcido de Green requerida por
essas formulacoes.

A obtencao de funcao de Green aproximada cénstitui al-
ternativa que deve ser investigada.

Alguns trabalhos realizados com essa  finalidade sao
comentados no Capitulo 3 desta tese.

O procedimento de determinacdo direta (sem conhecimen-
to prévio da fungdo de Green) das matrizes provenientes dos mé-
todos integrais também é .desejavel, conforme observa BURNS [38].

Esté mesma idéia € aplicada por NISHIMURA & KOBAYASHI
[41], para problemas da elastostatica tridimensional anisotropi-
ca. Esses autores desenvolveram uma formulacdo indireta que nhao
usa explicitamente uma solucao fundamental, pois calcularam di-
retamente o valor do potencial, em vez de trabalhar com a solu-
cao fundamental.

O calculo direto das matrizes dos métodos integrais subs-

titui, de modo eficiente e pratico, o emprego de solucdo funda-
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mental numérica, na tentativa de ampliar o campo de aplicabili-
dade do método de elementos de contorno convencional; como ob-
servaram esses autores.

Ent3o, & desejavel o desenvolvimento de metodologias
gerais destinadas ao céiculo direto das matrizes de elementos G

contorno.

1.3 Objetivos do Trabalho

- O presente trabalho tem por objetivos gerais: a) pro-
por novas formulacdes integrais que sejam compactés, apresentem
apenas singularidades fracas, propiciem resultados precisos e
sejam aplicaveis a uma ampla classe de problemas; b) ampliar a
aplicabilidade do método de elementos de contorno. A classe es-
colhida é a de problemas modelados por operadores :diferenciais
elipticos.

Seguindo essas diretrizes, primeiro se estabelece uma
relacao de reciprocidade generalizada matematicamente fundamen-
tada, que identifica os espacos funcionais em que as quantida-
des e operadores dessa relagio estdo definidos.

Continuando, desenvolve~se uma representacdo integral
abstrata que origina uma formulagéo integral denominada de Mé-
todo Modificado da Funcgao de Green Local, que possui as proprie-
dades referidas inicialmente, ou seja, é éompacta como uma for-
mulacdo indireta e apresenta somente singularidades fracas. Além
disso, propicia o calculo das incognitas de méneira direta (sem
integracao adicional).

A técnica de subestruturacao também € inserida no for-

malismo'abstrato, que fornece uma metodologia para a. obtencao
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das condig¢des de transmissdo nas interfaces das . sub-regides.
Esses toOpicos sao expéstos no Capitulo 2.

No Capitulo 3; apresentam-se as aproximagdOes para as
formulacdes abstratas e propde-se uma metodologia geral para o
calculo direto das matrizes que resultam dos problemas discre-
tos. Essa métodologia visa principalmente ampliar a aplicabi-
lidade da formulacao proposta.

Nos Capitulos 4 e 5, aplica-se o método modificado da
funcdo de Green local para problemas de hastes delgadas e vi-
gas de Bernoulli. A simplicidade desses problemas nao testa a
potencialidade das metodologias desenvolvidas.

No Capitulo 6, o método proposto & aplicado para mem-
branas elasticas nao-homogéneas, sob carregamento e condigéés
de contorno arbitrarios. Os problemas resolvidos testam a for-
mulagao quanto a sua vefsatilidade para tratar = de contornos
curvos; vértices e descontinuidade nas condig¢bes de contorno.
Além disso, comprovam a capacidade do método para propiciar re-
sultados precisos.

Uma nova aplicacdo do método de elementos de contor-
no é apresentada no Capitulo 7. Para tanto, determina-se uma
solugao fundaméntal para placas modeladas pela teoria de Min-
dlin. Através dela, estabelece-se uma formulacao integral di-
reta, gue usa como variaveis os valores nodais dos deslocamen-
tos e das tensoOes resultantes, definidos em relacao as coorde-
nadas locais no contorno.

A implementacdo numérica proposta emprega técnicas
recentes de integracdo numérica para calculo das integrais com
singularidades fracas.

No Gltimo capitulo; resume-se o trabalho e apresen-

tam-se as conclusdes e sugestOes para investigacdes futuras.



CAPITULO 2

"7 7 "METODO MODIFICADO DA FUNCAO DE GREEN

LOCAL: FORMULACAO ABSTRATA

2.1 Introducio

As relacOes que servem de base para as formulacdes de
elementos de contorno usualmente sao obtidas por meio de um pro-
cedimento de residuo ponderado ou a partir de uma relacao de re-
ciprocidade [6], que envolve dois estados: o reai, que & incog-
nito, e um auxiliar, que pode ser convenientemente escolhido.
Freqlientemente, ém elementos de contorno, escolhe-se como estado
auxiliar o proveﬁiente da solucéo'fundémenfal [47] do operador
adjunto associado ao problema em analise, conforme se verifica
ém [48 - 52]. Substituindo essa solucao na relacao inicial ob-
tém-se uma representac¢do integral da solugdo em pontos do do-
minio de definic3o do problema. Em segquida essa representacio é
levada ao contorno através de um prqcédimento de limite, resul-
tando uma representacdo da solucdao em pontos sitﬁados no con-
torno do dominio de interesse. Isso & essencial as metodologias
de elementos de contorno. Entretanto, esse procedimento nem sem-
pre aproveita eficientemente as estruturas matematica e computa-
‘cional e as propriedades geométricas e de materiais contidas nos
problemas.

BURNS, em [38], apresentou uma formulacdo integral pa-
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ra o problema multidimensional de difusdo de néutrons. Para ob-
té-la, usou reciprocidade entre o estado real e o estado asso-
ciado a uma funcao de Green, definida localmente, escolhida para

tornar mais compactas as representacdes das solucdes, incorporar

condicbes de transmissdao nas interfaces dos volumes locais e fa-.

vorecer esquemas numericos de aproximagcao e discretizacdo. As-
sim, representa-se inicialmente o fluxo de néutrons no dominio
do volume local. Atuando convenientemente nessa representacao e
avaliando o resultado na superficie do volume local, obtém-se
uma representacdo no contorno para o fluxo parcial de néutrons.
As duas representagoes integrais descritas formulam completamen-
te problemas gerais de difusdo de néutrons. Para a discretizacao
do problema, foi usado o método de residuo ponderado [10]. Os
problemas unidimensionais foram extensamente estudados para se
reduzir o tratamento numérico e, em consequéncia, aumentar a
eficiencia do método. Os testes realizados indicaram, basicamen-
te, que o método desenvolvido por Burns tem elevada capacidade
para alcancar resultados precisos, sendo nesses casos significa-
tivamente (4 a 5 vezes) mais eficiente que os métodos de dife-

rengas finitas e elementos finitos, conforme & possivel observar

em [38], paginas 68 e 72. A eficiéncia se mantém, mesmo gque a

complexidade do problema aumente. Todos os problemas testados
envolveram sempre geometrias simples, para as quais se dispunha
da funcao de Green apropriada. Para geometrias complexas, Burns
introduz, apenas simbolicamente, uma maneira de aproximar de for-
ma direta (sem necessidade de determinacdo prévia da funcdo de
Green) as matrizes resultantes da transfofmagéo dos operadores
integrais ém operadores discretos, as quais daqui por diante se-

rao denominadas de matrizes de Green. Ao final, Burns recomenda
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que sejam realizados estudos para o desenvolvimento de metodolo-
gias que visem a determinacdo direta, aproximada, das matrizes
de Green, o que viria aumentar a aplicabilidade dos métodos da
‘fungdo de Green local.

HORAK, em [39], desenvolveu o método da funcido de
Green local (MFGL)‘para.solugéo de problemas de conducdo de ca-
lor e de escoamentos incompressiveis. Nos problemas de conducao
de calor, a abordagem adotada por Horak seguiu a de Burns, co-
mentada anteriormente. Assim, atuando na relagao de reciprocida-
de, definida loqalmente, Horak incorporou condigbes de contorno
do tipo de Cauchy, por meio da insergdo de um parametro arbitra-
rio (porém pré—especificado) e obteve uma representacdo integral
da temperatura para pontos do dominio local. Dessa representacdo
obteve, em pontos do contorno, uma outra para uma quantidade
que combina a temperatura e o fluxo de calor. As condigses de
transmissdo nas interfaces dos dominios locais foram estabeleci-
das em funcdo dessa nova variavel definida apenas nos contornos
dos dominios locais. A'discretizacdo do problema foi realizada em-
pregando-se o método de residuo ponderado. Mas entdo, como oOs
operadores integrais eram dependentes de um parametro, as matri-
- zes de Green locais e global também ficaram dele dependentes.

Horak estudou o comportamento do MFGL em comparacao
com oOs métodos_de diferencas finitas e de elementos finitos para
diversos Qalores do parametro. Basicamente mostrou que o MFGL
para problemas de conducgao de calor tem capacidade para propi-
ciar resultados precisos. Entretanto, a eficiéncia computacional
do método depende de uma escolha apfopriada do parametro, que
varia de problema para problema. A forte dependéncia paramétrica

contida no formalismo de Horak €& inconveniente, pois ndo se dis-
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poe de pelo menos uma'estratégia automatica pafa fazer a escolha
mais apropriada em cada problema. Com uma escolha adequada para
os parametros, a eficiéncia do MFGL foi significativamente (1000
vezes) maior, em relacdo aos métodos de elementos finitos e de
diferencas finitas, mesmo nos problemas bidimensionais, como se
"observa em HORAK [39], paginas 34 e 36. Todos esses testes foram
realizados domvproblemas para as quais existiam as funcgdoes de
Green apropriadas.

Nos problemas de escoamentos incompressiveis, Horak u-
sou inicialmente a técnica de integracao transversa, que trans-
forma o operador diferencial parcial do problema em um operador
diferencial ordiniario. Isso, por -um  lado, simplifica a deter-
minacdo do tensor de Green associado ao operador adjﬁnto, mas,
por outro, particulariza a aplicagéo do método a dominios que
possuam contornos coincidentes com linhas de coordenadas. A. e-
ficiéncia do método foi avaliada comparativamente com a dd méto-
do de diferengas finitas inserido novcontexto dé um programa com-
putacional (SOLA), [39], pagina 65, verificando-se que aquele mé-
todo é significativamente (10000 vezes) mais eficiente do que
este, conforme se observa em HORAK [39], pagina 72.

LAWRENCE, em [40], apresenta o método da funcao de
Green local para o problema de difus3o de néutrons. Inicialmen-
te emprega, em dominios locais, a técnica de integracido trans-
versa para transformar o operadof diferencial parcial em um or-
dinario. Isso facilita a obtencdao da funcdo de Green local para
as equagses transveréalmente integradas. Entretanto, esse método
s6 pode ser aplicado a dominios que permitam uma particdo em sub-
dominios retangulares.

Os trabalhos de BURNS [38], HORAK [39] e LAWRENCE [40]
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apresentam os aspectos formais de métodos que wusam funcdes de
Green definidas localmente. Nenhuma éstfutura matematica foi co-
locada nessas formulacgdes.

Neste capitulo, apds se apresentarem alguns conceitos
relacionados a espacos de Hilbert, mostra-se como proceder para
conhecer o operador e o operador adjunto formal associados a de-
terminada forma bilinear. Esta base matematica é importante para
a formulagao integral, visto que a insere no mésmo contexto das
outras formulacdoes. Além disso, fisicamente, a forma bilinear
citada € justamente a expressdao do trabalho virtual do sistema.
Em seguida, obtém-se relacdes generalizadas entre uma forma bi-
linear, por um lado, e, por outro, o operador a ela associado e
os operadores de contorno, que incorporam as condigcoes de con-
torno do problema. As mesmas relacdes sdo obtidas também para os
operadores adjuntos. Com uma escolha adequada de espacos, ob-
tém-se uma relacdo de reciprocidade generalizada, ponto referen-
cial para a formulacao de técnicas de contorno. Em seguida, a-
presenta~se a formulagao abstrata do método modificado da funcao
de Green local, doravante citado como MMFGL. As modificégées
propostas dizem respeito ao sistema de equacOes integrais empre-
gadas na solucao do problema, ou seja, elege-ée um conjunto de
incognitas distintas das usadas por BURNS [38] ou HORAK [39].
Essas modificacdes facilitam o trataménto das condicdoes de con-
torno Que aparecem em problemas de mecanica dos sdlidos: deslo-
camentos e forcas generalizadas. Adeﬁais, O novo sistema de
equacdes torna a formulagao independente dos parametros arBitré-
rios nela inseridos. Na parte final do capitulo, apresenta-se a
formulacdo efetuando uma particao de dominio, que permite a de-

finicdo regionalizada do problema. As condicdes de transmissao
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nas interfaces das regiGes sd8o estabelecidas sistematicamente

por meio de procedimento variacional compativel com o MMFGL.

2.2 Notagbes e Preliminares

Nos desenvolvimentos gque seguem, £ denotarid um dominio
aberto, limitado, no espago R, com contorno 3R suficientemente
regular, ou seja, que admite existéncia de vetor normal em quase
todos os pontos (exceto possivelmente em COnjuntos de medida nu-
la).

AS'formulacéesvde elementos de contorno, [6], utilizam
funcdes definidas em espacos de Hilbert com valores no contorno.
Em seguida, estes valores sao usados para determinar os do domi-
nio. Logo, os espacos de fungOes apropriados devem permiti: ex-
tensoes ao contorno, isto €, devem possuir a propriedade do trago.

Diz-se que um espaco de Hilbert, H, tem a propriedade
do traco se as seguintes condig¢des, conforme [54], forem satis-
feitas:

a) H estiver contido em um espaco de Hilbert,.U, sendo a topolo-
gia de U mais fraca que a de H;‘ o

b) H for denso em U, e U for um espaco pivotal, ou seija,

HCU=U'CH (2.1)

onde U' e H' sdo os espacos duais topoldgicos de U e H, isto
€, respectivamente os espacdes dos funcionais lineares conti-
nuas sobre U e H;

c) existir um operador linear Y que mapeie H sobre outro espaco de

Hilbert, 9H, tal queonicleo de Y, H,, seja denso em U, isto &,

Rery = HCH; HCU-=U"'CH! (2.2)
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sendo as inclusOes densas e continuas.
O espag¢o 9dH corresponde a um espaco de valores de con-
torno, e o operador Y estende os elementos de H, definidos no in-

terior de R, sobre 3H. O operador Y é denominado operador - trago.

Em um espaco H", esse operador € definido por

334 .
., = e— Q0 = £ m-1 2.3
’YJ anj 50 ’ ’ . ( )
Y E(Yo, Yoo oeee Y poq) ' (2.4)

e esses componentes sao as derivadas normais em 32 de ordem menor

que m. |
Moétra-se a seguir como obter o operador associado a uma

forma bilinear. Para tanto, sejam H e F dois espagos de Hilbert

reais que possuem a propriedade do traco, isto e:

EHCU=U'CH' ; FCV=V'CF', (2.5)
y: H-+ 3H : Y¥: F > OF ’ (2.6)
Kery = H, ; Kery* = F ’ (2.7)
H,CU=U'CH) ; FFCV=V'CF;. (2.8)

Considere-se uma forma bilinear continua, B, definida em

B:HxF->R. (2.9)
Os valores de B em R sao denotados por B(u,v), u € H, v € F.

Observa-se de 2.6 gque as fungoes de interesse nao sao
toda e gualgquer funcdo pertencente a 3H e 3F mas apenas acuelas
qgue pertencam as imagens de H e F sob os operadores y e Y¥*, reé-
pectivamente. Assim, pode-se considerar também uma forma bilinear
continua de contorno, b, definida em H x F, no sentido do trago:

b: HxF>*>R o (2.10)
sendo seus valores em IR denotados por b{(yu, Y*v).

Partihdo da forma bilinear B, fixe-se um elemento u € H,
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e seja v € F;. Logo, B(u, .) descreve um funcional linear conti-
nuo em F, , que depende de u € H, ou seja, B(u, .) = lu(.). Essa
dependéncia & linear, continua, e pode ser descrita em termos.de
um operador linear: Ausz lu.

Portanto, existe uma transformacdo A: H »-Fx tal que

Au = Au, resultando

B(u,v) = <Bu,v>g , ver , | (2.11)
6nde Aéo operador associado a B, e <esedp denota o par dual em
F' X F. Das definigoes acima, tem-se qﬁe

A € L[H,Fy] ’ 0 (2.12)
sendo L[H,F;] o espaco dos operadores lineares continuos de H em
F;.

Analbgamente, fixando-se v € F e percorrendo u € Hy,
tem-se que B{(.,v) define um operador linear continuo A*, atraveées
de

B(u,v) = <A*v,u g u € H (2.13)

onde A* & o operador adjunto formal associado a B, e

A* € L[F, H!] (2.14)

2.3 Relacao Generalizada de Reciprocidade

As equacdes (2.11) e (2.13) sdo validas para v € F, e
u € H;, nao aparecendp nelas valores no contorno. Para incor-
porar, naquelas associacdes, valores no contorno, toma-se, en-
t3o, u € He v € F. O procedimento se torna mais geral com a
introducao de formas bilineares de contorno,como as definidas em
(2.10), que estendem os tipos de condigdes de contornd que po-
dem ser analisadas.

Considerem-se os subespagos
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Hy = {u € H; Aue Vv, | ~ (2.15)
Fav= {v € F ; A*v € U} | | (2.16)
Nessas condicéesAé possivel mostrar, usando as técnicas desen-
volvidas em [53] e os resultados alcancados em [54], que existem

operadores § € L[HA, 0F']l e 6* € L[FA*, 9H']}, univocos, tais que

sejam validas as sequintes formulas:

B(u,v) + blyu,y*v) (v,Au)V + <6u,Y*v>BF ’

u € HA ) v € F ’ (2.17)

B(u,v) + b(yu,yv*v) (A*v,u)U + <6*V,Yﬁ>éH ’

u€H, v €‘FA* ’ (2.18)

Em (2.17) e (2.18), (.,.)U e (.,.)V denotam produto
interno em U e V, respectivamente. Os operadores Y € L[H, 9H] e
Yy* € L[F,dF] sd3o os operadores de Dirichlet associados a A e A*%*,
respectivamente. Por sua vez, os 6peradores § €L[H,,3F'] e §*
GL[FA*,BH'] sao, agora, operadores generalizados de Neumann as-
sociados a A e A*, respectivamente.

Escolhendo u € H, e v € F em (2.17) e (2.18), ob-

A A%

tém-se a formula de Green abstrata para o operador:

A€ plH, Fpl—N LlHg VIr o o o
(A*v.u)u = (v,Au)v *o<lu,vrvea -
- <8*v,yus, » W E Hy v € Fpax »  (2.19)
que expressa uma relacao de reciprocidade entre os estados

{u,yu,8u}l € Hy, x 3H x 3F' e {v,Y*v,8*v} € Fpx X 8F x 3H'

associados aos operadores A e A*, respectivamente.
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2.4 Formulacdo Abstrata do MMFGL

As formulacOes diretas de elementos de contorno, como
pode ser visto em [6], [12], [52] e [55], empregam relacoes de
reciprocidade, como (2.19), a fim de fornecer representacdes da
solucdo da equacado diferencial correqundente ao operador A e as
condi¢bes de contorno definidas pelos operadores Y e §. Para is-
so, escolhe-se fregientemente v como sendo uma solucdo fundamen-
tal do operador A* [6]. Entretanto, outras escolhas do estado
auxiliar v podem ser feitas, visando compactar as representacoes
de solug¢Oes obtidas a partir de (2.19) e melhorar as caracteris-
ticas de regularidade das quantidades qﬁe envolvem o estado au-
xiliar na equacao de reciprocidade. A compactacdo das represen-
tacoes conduz a esquemas numéricos mais eficientes e simples de
serem implementados. Aumentando a regularidade das quantidades
gue envolvem v em (2.19), os pares duais que la aparecem podem
ser computados sem tratamento especial. Logo, a eficiénqia com-
putacional da metodologia estaria sendo melhorada.

A escolha de v como uma funcdo de Green apropriada d&
origem a uma formulacdao do tipo das usadas nos métodosbda funcao
de Green local (MFGL), que, com as modificacdes introduzidas,
dao origem ao MMFGL.

Seja CZRn, com contorno 9§, conforme descrito na Se-
cdo 2.2. Na equacao (2.19), considere-se<5es£ado {V,Y*v;a*v}vob—

tido da solucao do seguinte problema:

A¥*v = ¢&(P,Q) , P, EQ |, (2.20)

$*v =0 , em 230 , (2.21)

onde
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A* indica o operador adjunto formal associado a forma
| bilinear B(u,v), definida em (2.9);
6* indica o operador de Neumann generalizado; asso-
ciado a A¥*;

§(P,Q) indica a distribuicdo de Dirac no ponto Q.

A solucao do problema apresentado em (2.20) e (2.21)
depende do ponto Q, e 1isso & denotado fazendo-se v=v (P, Q).

Substituindo-se (2.20) e (2.21) em (2.19), resulta
u(@) = (v(P,Q), Au)V + <6u,Y*v(p,Q)>aF ’
P,Q€EN, u € HA y vV E FA* e p € 3. (2.22)

A equacao (2.22), & usada para se calcular os valores de wu no
interior do dominio Q.
Agora, escolhendo-se o estado {v,Y*v,8*v}, como solu-

cdo do problema
A*v =0, PEQ (2.23)

S*y

I

8{p,g) , p, g € 3Q ' (2.24)

e substituindo-se o referido estado na relacao de reciprocidade

(2.19), obtém-se

yu(g) = (v(P,q), Au)y + <8u,v*v(p,q)>5p
g€ ueH , VEF« , Pen  (2.25)

onde Y € o operador;trago associado ao operador A do problema,
como foi exemplificado em (2.3) e (2.4); A equacao (2.25) forne-
ce vaiores de yu no contorno, 32, do dominio Q.

As representacdes (2.22) e (2.25) formam um éistema de
equacOes integrais que podem ser usadas na solugéé de equacdes
diferenéiais parciais que envolvam o operador A e os operadores

de contorno Yy e 6.
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2.5 Particdo de Dominio e Condigoes de Transmissio

Aspectos matematicos, fisicos e computaci&nais relati-
vos & regularidade da solucdo e dos dados e & estrutura das ma-
trizes resultantes da-discretizacao do continuo podem determinar
a necessidade de uma particdo do dominio £ em subdominios, Qk,

que doravante serao chamados de elementos. Assim, considere-se §

subdividido em E elementos, tais que

n Q™ = § , para kzm.

Sejam, ainda, Ak e uk restrigOes do operador A e de u ao elemen-

to Qk, respectivamente. Os espagos H, F, U, V,'BH,e 0F, . defini-

dos'conforme‘12.5 - 2.8), ficam sendo
Ho= H(g') x H(R2) x ..... x HQE) (2.26)
F=rF(e) x F(22) x ..vvv x F(2F) (2.27)
U= u(e") x U(R2) x ,+.... x UGRE) (2.28)
Vo= viel) x v(e2) x v, x V(RE) (2.29)
3H=3H(r?) x aH(I2) x ,.... x aH(TE) , (2.30)
3F=3F(T) x aF(r2) x ,,..,. x af(rf) , (2.31)

k - . .
onde I'" representa o contorno do k-ésimo elemento. A interface

k,m) € um subconjunto aberto de rK o 0,

dos elementos k e m (3Q
Com essas escolhas, € possivel definir em H X F a se-

guinte forma bilinear continua:

c .
B(u,v) + b(yu,y*v) = I {Bk(uk,vk) +
k=1

+ bR(yu®, yrv®) (2.32)
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sendo BX(.,.) e bk(.,.) restri¢des de B(.,.) e b(.,.) a 95,  res-
pectivamente. Fazendo-se no momento, b(yu, Y*v)=0 em (2.32) e
empregando-se o mesmo desenvolvimento usado para obter as expres-
sdes (2.11) e (2.13), chega-se aos operadores A e A* associados a

B, definidos por
E E

Au = (Alu!, A?u? A3ud, ..... , A7 u) , (2.33)
“‘em HA'
*y = * 14,1 *2¢,2 «E B
A V - (A V ? A V r * "o 0 r A u ) ¥ 2 (2.34)
em FA' onde
= 1 2 E
e

Com as particOes descritas anteriormente, as represen-
tacgoes (2.22) e (2.25) passam a ter carater local. A sobreposi-
cd3o dos elementos € realizada com o auxilio das condigdes de
transmissdo nas interfaces dds elementos. O estabelecimento  des-
sas condig¢Ges de modo consistente com a formulagdo do problema'
‘nem sempre € uma questao facil.

A formulacdo variacional equivalente ao problemav dife-
rencial (Au = f), propicia uma forma de obter tais condig¢des. Pa-
ra tanto, sem perda de generalidade, considere-se  subdividido
em apenas duas sub-regides: 2=9'U S U 922 conforme a fiqura 2.1.

A particdo de R, deve ser realizada para propiciar sub-
-regides que possuam prépfiedédes suficientemente regulares e au-

xiliem na solugdo aproximada do problema.
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aqn!

a2

FIGURA 2.1 Exemplo de dominio subdividido em duas sub-regiodes Q!

e Q2 por uma variedade S.

Introduzem-se, ainda, os operaddres

y = (y', - y2) , _‘ (2.37)
5= (st, 1), (2.38)
yR= (y*1, —y*2), (2.39)
s¥= (8*1 , 8*2) , _ (2.40)

O problema de interface & associado aos espacos We T,
definidos por

W= {u

(ul, u?) € H; ylu! = ~v2u?, em S} , (2.41)
T = {v= (vl, v?) € F; Y*lv} = y*z,v2 em S}. (2.42)

Entao, o problema na forma variacional passa a ser: encontrar u

€ W‘que satisfaca

£k k

. 2
B(u,v) + blya, v*v) = I [ £v¥ao"

k=1
¥Yv= (v, v emT. (2.43)

k é a restricdo de f ao elemento Qk. Como a equacao

Em (2.43), £
(2.43) é validaV v € T, é valida também para v € T, tal que

v1|891=0 e v?’=0. Logo, em vista de (2.11), a equacdo (2.43) for-
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nece

Alu' = £2 € v (Q') . - R (2.44)
Analogamente, se for escolhidov'=0 e Qz BQ2=0, obtém-se

A*u® = £2 € v (2%) . | (2.45)

Das equagdes (2.44) e (2.45), conclui-se Qﬁe u! e H e

Al
u? € Hp2 .- Assim, a equagdo (2.17) é valida, tornando-se possi-

vel escrever

B(u,v) + b(yu,y*v) = g I x fkvkdﬂk =
k=1 &
2
= kil (vk,Auk)V(Qk) +
+ % <6kuk Y*kvk>
kel ’ 9F (30k)
v veET,. . , (2.46)

Mas, em vista de (2.44) e (2.45), a (2.46) fornece

<6kuk

1

*k_k. _ 2.47
y Y U >3F(89k) =0, VVveT. ( )

A N)

k
Substituindo-se (2.38) e (2.39) em (2.47), resulta

<§lul,y*ly! - <§%u?,y¥*2y? 0o,

> 3F(201) 7aF(302)

VveET. (2.48)
A equacgao (2;48)}pode ser assim reescrita
<61u1,Y*1V'1

2..2 2_.2 .
OTuT Y*IVIap(ag?os) t

TaF(30'-5)"
1..1 1,.1 2..2 2,.,2 —

T <STu, YRV (g) T <6t YIVI e (g) = 0,

vVVET. (2.49)

Escolhendo-se v € F, e substituindo na equacdo (2.49), obtém-se
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vVver, (2.50)
lu! = §%u? , (2.51)

que completa as condig¢Oes de transmissdo na interface entre ele-
mentos.

O emprego das relacoes e formulacdes apresentadas nes-
te capitulo, requer apenas a identificacao adequada dos espacos
funcionais e da definicao apropriada das formas bilineares, refe-
ridas no desenvolvimento. Estas, sao relacionadas com o trabalho
virtual dos sistemas fisicos que estao sendo modelados matemati-

camente.



CAPITULO 3

APROXIMACAO DA FORMULACAO

ABSTRATA DO MMFGL

3.1 Introducao

As técnicas de elementos de contorno empregam, com
frequéncia, o método de colocacao para realizar a discretizacao
dos operadores presentes nas formulacdes integrais. O método de
Galerkin é& pouco usado nessas formulagoes, devido a >integragéo
adicional necessaria. Iséo, evenﬁualmente, reduz a eficiéncia
computacional dessas técnicas. Entretanto, JENG & WEXLER, [56],
concluem, através de aplicacles, que o método de colocacdao é me-
nos preciso que o obtido por uma técnica variacional. Além dis-
so, argumentam que o método de colocacao ocasionalmente pode le-
var a resultados errdneos por ndo haver garantias gerais de sua
convergéncia.

WENDLAND & ARNOLD, em [57], mostram teoricamente que o
método de Galerkin €& superior ao de colocacdo, se a mesma espé-
cie de funcoes de expanééo,for usada. Mais especificamente, para
ée obter a mesma ordem de aproximacdo & necessario usar splines

de ordens diferentes, m, para Galerkin e m., para colocacado, cuja

C
relacao é

me= 2mG+1 | ) (3.1)

Por outro lado, esses autores concluiram que, usando integracdo
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gaussiana convencional, o calculo das matrizes de influéncias
para o método de Galérkin requer mais tempo que o calculo para o
método de colocacao, quando os erros forem - de mesma ordem de
precisdo. Mas, empregando formulas especiais de integracdo, con-
cluiram que, para uma mesma ordem de precisdo, os dois métodos
possuem esforcos computacionais semelhantes. £ oportuno dizer,
ainda, que o método de colocacao, por émpregar funcoes de expan-
sdo de ordens superiores as usadas no de Galerkin (ver equacio
(3.1)), requer maior regularidade dos dados e do contorno. Do
ponto de vista computacional, a integracao dupla que aparece no
método de Galerkin regulariza os operadores integrais envolvi-
dos, tornando mais facil integrar os niicleos singulares, [56] e
[58]. Além disso, para uma dada precisao, o sistema de equagéés
lineares resultante da discretizacao pelo método ‘de Galerkin
possui menor numero de equaclOes que O sistema que resulta do mé-
todo de colocacao. Por ultimo, a garantia de convergéncia da
formulagdao variacional & fato que ndo pode ser desprezado quando
da escolha do método para a solucdao de um problema relevante.

A formulacao do MMFGL emprega uma funcdao de Green a-
propriada, que em geral nao €& disponivel analiticamente. Nesse
caso, na abordagem convencional de elementos de.contorno, ha a
necessidade de primeiramente se obter uma aproximacao para a fun-
cdo de Green, para depois se calcular as matrizes de Green.
Neste trabalho, com excecdo das matrizes dos problemas unidimen-
sionais, os elementos das matrizes de Green do MMFGL serao cal-
culados diretamente. Tal procedimento fornece os elementos das
matrizes sem ser preciso o0 prévio conhecimento da funcao de
Green. Isso apresenta a vantagem de contornar o problema de a-

proximacdo da funcdo de Green, cujas abordagens nd3o sdo gerais,
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conforme se verifica na bibliografia.

KANTOROVICH & KRYLOV, em [59], apresentam para o opera-
dor laplaciano uma aproximagao da funcdo de Green que satisfaz
as condigdoes de Dirichlet. Escrevem a funcdo de Green .como soma
da sblugéq fundamental do operador laplaciano com uma funcao har-
monica no dominio. Essa funcdo é determinada através de ihterpo-
lacdo harmonica, cujos coeficientes s3o dete;minados para que " a
funcao de Green satisfaca as condigcdes de contorno. Observa-se
que esse procedimento requer solucdo fundamental do operador e &
facilitado neste caso, pela existéncia de uma base completa para
funcoes harmonicas.

CIARLET, em [60], desenvolve abordagem variacional para
aproximar funcdes de Green relativas a operadores diferenciais de
segunda ordem, elipticos, simétricos e positivo definidos em §
"CR™ a funcao de Green aproximada € escrita em termos de uma ex-
pansao bilinear, finita, que usa autovalores e autovetores apro-
ximados a partir do quociente de Rayleigh para o operador do pro-
blema. Nesse procedimento, surge um outro problema, que & o de
aprbximagéo de autovalores e autovetbres. A dificuldade da abor-
dagem esta na construcdao dos espacos de funcOes-bases (isto &,
que satisfacam as condicdes de contorno do problema).

CIARLET & VARGA, em [61], desenvolvem a mesma metodo-
logia para operadores unidimensionais a coeficientes constantes,
e FORSTER, em [62], para coeficientes variaveis.

COLLE, em [63], apresenta um método para construcdo da
funcdo de Green de operadores elipticos de segundé ordem, simé-
tricos é positivo definidos, unidimensionais. Para tanto, elege
um funcional cujas condig¢des de estacionaridade fornecem os re;

quisitos de continuidade e regularidade da funcdo de Green. Em
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sequida, usa o método de Ritz, obtendo os coeficientes da apro-
ximacao. A mesma_metodologia é estendida para operadores elipti-
cos de segunda ordem, agora definidos no nf’, em [64]. Merece
destaque o fato de o funcional incorporar as condigdes de con-
torno do problema, facilitando a construcao dos espacos de fun-
cOes-bases.

Na secdo seguinte, apresenta-se uma formulacdo varia-
cional para o MMFGL. A escolha foi feita com base nas caracte-
risticas da aproximacdo que o método variacional fornece, con-
forme foi exposto anteriormente. Além disso, o método variacio-
nal aproveita a estrutura do MMFGL e propiéia um procedimento
para a obtencao das matrizes de Green.

Nos problemas unidimensionais, em que se conhece ana-
liticamente a funcao de Green e o contorno se reduz a pontos, a
aproximacao foi realizada através do método de colocacdao. Conti-
nuando, introduz-se o problema discreto e sua aproximagao por
elementos finitos. Finalmente, apresenta-se um procedimento para
obtencdao das matrizes de Green de modo direto, isto &, sem ne-
cessidade da determinacdo prévia da funcio de Green do problema
adjunto. Usando-se elementos finitos para a construcao dos espa-
¢os de funcoes-bases, a metodologia se torna mais geral e efi-

ciente que as que usam aproximacao para a funcdo de Green.

3.2 Formulacdo Variacional do MMFGL

As mesmas nomenclaturas e definicoes dadas no Capitulo
2 sdo adotadas no desenvolvimento que segue.
As representacdes (2.22) e (2.25) ndo sdo apropriadas

a abordagem numérica, devido 3d presenca do operador de Neumann
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generalizado, que, para ser calculado, envolve derivadas de u no
sentido do traco. Para modifica-las, introduz-se uma nova quan-

tidade F, definida por
F = 8u € oF' . (3.2)

~Com (3.2), as representacdOes (2.22) e (2.25) sdo reescritas da

seguinte forma:

u(Q) = (G(PIQ)IAu)V + <F, Y*G(p:Q)>3F )

P,Q € &, p €3 ue Hy, G.€ Fp, , (3.3)
yu(q) = (G(P,q),Au)y + <F, Y*G(p,q)>yp
P te P’rq € 90, u € HA y G E FA* ’ (3-4)

onde foi trocado v(P,Q) por G(P,Q), que denotaba fungéo de Green
determinada a partir do problema apresentado em (2.20) e (2.21).

Os diversos tipos de condicGes de contorno sao inseri-
dos na formulacao através das quantidades Yyu e F, dadés em par-
tes disjuntas do contorno. Com efeito, o0 traco de wm ao contorno,
Yu, absorve diretamente condicOes do tipo Dirichlet. A quantida-
de F incbrpora condicbes do tipo Neumann ou Cauchy. Dessa forma,
~ em cada ponto do contorno as incognitas sao yu ou £, ou parti-
cOes dessas quantidades.

A seguir, & enunciado o problema de equagéés integrais

a ser resolvido. Para tanto, sejam

H = {u€H ;>Au € Vi ' (3.5)

A
3H, = {U€ 3H ; u=0 em 3QM3Q-3Q7)} (3.6)
aFé = {F € aF' ; F=B em aszn(asz-aszu)} , (3.7)

onde: -aau = indica a uniao das partes de 30 onde se especi-
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cou Yu ou alguma de suas particoes;

BQF indica a unido das partes de 9{ onde se especifi-

cou £ ou alguma de suas partigoes;

H, 0H indicam os espacos definidos nas equacgOes (2.5) e

(2.6), respectivamente;
dF' indica o espaco dual de 3F (2.6).
Com essas definicdes, o problema, na forma integral,

fica sendo o seguinte:

14

" Dado feV, encontrar ue H, Yue 'c)Ha e F e‘aFé

tais que
(@ = (6(P,Q), £y + <F, Y*6(p,Q)>gp
P,Q €9, 6€Fue , pE€ on | (3.8)
Yu(@)= (6(P,q), £y + <F, Y*G(p,@)>5r -
PEQ, P/ €D GEFe " (3.9)

Distribucionalmente, verifica-se que Au = f quase em
todo lugar, e, como f € V, entao u € HA'
Para desenvolver a formulacao variacional do sistema de

equacOes integrais formado pelas equacgoes (3.8) e (3.9), definem-

se as seguintes formas bilineares limitadas:

‘afu,v) = (u,v)H , w€H, ve€H , (3.10)
b(n,v) = (<n, Y*6(P,Q)>5 , V), ,NnEIF', VE H, (3.11)
C(tlw) = '(tlw)aH , £, w e 9H , (3112)
d(t,w) = <<t, Y*G>8F ) W>8H r £ € aFI; w € O9H, (3.13)

e também as formas lineares limitadas:

1v) = ((6,£),, , V)

H'VE H ’ (3.14)
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m(w) = <(6,£), , Wy, , W € BH. (3.15)

Apbés (3.10 - 3.13), (3.14) e (3.15), o equacionamento
variacional do problema descrito pelas equagdes (3.8) e (3.9) se
apresenta da‘seguinte forma:

"Dado f € V, encontrar u € H, yu € BHQ e F € 3F), tais

Bl
que
i) a(u,v) - b(F,v) = 1(v) , Vv EH, (3.16)
ii) c(Yu,w) - A(F,w) =m(w) , Vw€ 3H ". (3.17)
Os problemas enunciados em (3.8 - 3.9) e (3.16 - 3.17)
sao equivalentes. Ora, (3.8 - 3.9) implicam (3.16 - 3.17) pois

HA é subespago de H, e os demais espagos sao iguais nas duas
formulacoes. Em seguida, mulﬁiplicando (3.8) por v € H e (3.9)
por w € 0H, e integrando em Q@ e 39, resﬁectivamente, obtém-se
(3.16) e (3.17).

Reciprocamente, sejam u, Yu e F a solucao de (3.16 -
3.17) . As equagoOes variacionais (3.16) e (3.17) valem para toda
Vv EHeweg dH. Logo, (3.8) e (3.9) sdo satisfeitas. Nos pro-
blemas analisados pélo MMFGL com abordagem variacional, mostra-
se que a variavel / & encontrada num espaco mais regular que o
de sua definigao. Mais especificamente, nos problemas auto-ad-

juntos, # tem a mesma regularidade de yu.

3.3 O problema discreto

Considere-se que o dominio do problema é {i, modelado
pela regiio Qh’ tomada como a unido de um namero finito, E, de
sub-regioces fechadas, limitadas, ﬁk, sendo cada uma o fecho de

uma regiao aberta Qk, denominada elemento [65], isto e,
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_ E % o
Qh = y °, _ (3.18)
k=1
ok = oku ee® , x=1, 2, ..., € (3.19)
tal que
¥ n o™ = p , para k=zm. (3.20)
Analogamente, considere-se o contorno 9§, modelado por
th, sendo
— e —-—-m‘
BQh = y 0 , (3.21)
m=1
30t =" u ™, m=1, 2, ..., e, 1 (3.22)
m n
T N9k = ¢ , para mzn , (3.23)

onde ' & a fronteira do elemento de contorno 3Q™.

Para desenvolver uma aproximacao por elementos finitos,

constroem-se subespacos de dimensodes fihitas: Vh de V, Hh de H,

h

0H" de 9H, gerados por bases constituidas pelas funcdes polino-

N
s=1

miais {wr}g=1 para os espacos definidos em Oy e {fg} para os

definidos em 30y, respectivamente, denominadas funcdes de inter-
polacao globais [66]. A construcdo dessas “fungées é feita jus-
tapondo-se funcbes interpoladoras locais, isto &, definidas em
cada elemento.

Denotam-se por ah(.,.), bh(.,.), ch(.,.), dh(.,.), lh
(.) enm}.)‘as aproximacdes em ﬁh e Sﬁh para as formas bilineares
e lineares definidas em (3.10 - 3.13), (3.14) e (3.15), respec-
tivamente. |

Entao, uma aproximacdo de (3.16 - 3.17) por elementos
finitos fornece o problema discreto:

"Dados fh € Vh, a € aHh, B € aF'h, encontrar Uy € Hh,
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h

' Yuy € 3H2 ,.Fh.e BF'B , - -tals que

i) ah(ﬁh‘l Vh) - bh(Fh ’ Vh)==1h(Vh) ’

Vv, € e | (3.24)

Vow, € OH . (3.25)

A computacao é realizada, admitindo-se as expansdes

J
u = X vY. u; , (3.26)
h i=1 i i :
N ﬂ c! ’
Yu, = 2 1 ' o (3.27)
h m=1 m “m .
E g
F = . F ’ . (3.28)
h j=1 J 3]
J
fh = _E wi fi ’ (3.29)
i=1 .

que substituidas em (3.24) e (3.25), resulta:

para cada uma das funcdes das bases {y,}

ras de H

h

N N
i) iil [ui ah(wi ’ Vh)] - jil [Fj bh(gj ’ Vh)] =
=1, (v,) V v, € Hh (3.30)
h'Vh’ h .
N N o N -
ii) mil [um Ch(ﬂm ' wh)] - jil,[fj dh(ﬂj , wh)] =
=mp(wy) o+ V w, € oH" (3.31)

Em particular, as equacoes (3.30) e (3.31) sd3o validas
J N
=1 © {ﬂs}s=1 , gerado |

e aHh, respectivamente. Fazendo-se em (3.30) Vh=wr,
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r=1, 2, «c., J eem (3.31) w, =0., s=1, 2, ..}, N, obtém-se as
h s

seguintes relacgdes globais:

Au - BF = Lf , (3.32)
. ) . B
gg - Qf = Mg ’ N (3.33)
onde
é = [Ari]; Ari = ah (wil Wr), 1§i,r§J ’ | (3.34)
B = [B. 15 Byg = by (B, v.), 1sssN; 1srsy ,  (3.35)
€ = lepgli Cpg = o (B B5), 1sm,ssN (3.36)
D = [Dygls Dpg = @y (B, Bg), 1sm,sEN , (3.37)

unrr

It
—

—
—

—e

—

It

rils Leg = (G¥yn » ¥ )yn, 183,180, (3.38)

nx
1
=

Sj* MSj = <(G: wj)vh ’ ¢S>3Hh ’

15§59 , 1SssN , (3.39)

As matrizes A e C sao facilmente calculadas por envol-

~ -~

verem apenas funcGes de interpolacdo. As matrizes B, D, L e M

-~
-~ -

envolvem produtos da funcdo (ou do tensor) de Green por funcgdes
de expansado. Nos procedimentos convencionais, é‘necessério<>pré—
vio conhecimento da fungao de Green para calcular essas matri-
zes. Se ela for disponivel, a computacdo continua sem dificulda-
des, até porque no MMFGL as singularidades que aparecem ééo fra-
cas e a intégracéo adicional da abordagem variacional as regula-
riza. Agora, se a funcdo de Green ndo for disponivel, primeira-
mente ter-se-a que aproxima-la, para depois prosseguir os calcu-
los. Mas a estrutura do MMFGL e da formulagao variacional propi-

cia o emprego de um procedimento nao-convencional, que calcula
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diretamente os elementos das matrizes. Com isso, evita-se o pro-
blema de aproximagao da funcao de Green, que, em certos casos,
nem possui solugao através de procedimento variacional, conforme

AXELSSON & BARKER mostram em [66].

3.4 Aproximacao Direta das Matrizes de Green

Os elementos das matrizes B, D, L e M podem ser rees-

critos explicitamente, lembrando as equacgoes (3.10 - 3.15) como

sendo
Brs= bh (ﬁs ' wr) = (<¢S r Y*G>3Fhl Wr)Hh r (3.40)
Dms= dh (gm rvﬂs) = <<¢m ’ Y*G>3Fh’ ¢S>3Hh ’ (3.41)
Lrj= ((G) Wj)vh ) wr)Hh ’ (3.42)
MSj= <(G ’ Wj)vh ) ﬂS>BHh r ‘3-43)
A segquir, definem-se no dominio 8 do problema as fun?
gcoes
G? (Q) = (G(P,Q),‘wj(P))Vh , P,Q € 9 (3.44)
e
T

GS (Q) <¢S(P) ) Y*G(P:Q)>3Fh , P € ~19) H
Q e Q. (3.45)

As fungoes G?(Q) e Gg(Q) sao suficientemente regula-

res [67] para admitirem as seguintes expansdes:

J
G? (@) =

Q
. Ye(@) g5 » @ €O, (3.46).

1
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e
' (@) = g v, (Q) 9y | Q (3.47
6 @) = & k\Q) 9yg o+ QE ’ -47)
k=1 :
onde gg e gr sdo os coeficientes de expansao de GQ(Q) e GP
kJj ks ] 5
(Q), réspectivamente.
Fazendo o produto interno de G?(Q) -em (3.46) com
'wr e>Hh , resulta, usando (3.44),
J .
Q Q
L (Y, ,v)) . = .,
oy Wk Vehyh gy (65 + ¥y )yn
= (6P, s ¥5(P)yn » ¥ )pyn | (3.48)

O terceiro termo em (3.48) pode ser identificado como o elemento

L_. da matriz L.
rj o -

Repetindo o procedimento anterior, agora para GZ(Q),

de (3.47) obtém-se

\i} (wk' Y] ) h 9}1; = (Gr , ¥ ) h =
k=1 r'H S S r'H
= (<Bg(®) , Y6 5 s V)n o (3.49)

que & identificado com o elementO'Brs da matriz B. Em .  (3.48) e
(3.49), para cada j=1,2,..., J e s=1,2,..., N, fazendo r = 1,2,

.+«., J, identificam-se as j-ésima e s-ésima colunas de L e B,

respectivamente. Assim sendo, verifica-se de (3.48)e (3.49) que
as matrizes % e g estariam determinadas se os coeficientes gij e
'gis das expansOes (3.46) e (3.47) fossem conhecidos. Portanto,
o problema, agora, resume-serem obtef os citados coéeficientes de

expansoes, pois, sendo eles conhecidos, L e B sao facilmente ob-

tidas, multiplicando-se a matriz gramiana (wk ' wr)Hh' 1£k , rsJd
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pela matriz formada pelos coeficientes gﬁj , 15k , j<g e gis,

1£k<J ; 1<s<N, respectivamente.

Antes de se fornecer um procedimento para a determina-
cao de gij e gis ’ mostra-se como obter as matrizes g e D, que
completam o problema discretizado (3.32 - 3.33), a partir das ma-

trizes L e B. Com efeito, a matriz M évobtida.da matriz B como

segue.

h h h

Inicialmente, supde-se que 3H C 8F e H C Vh. Entao,

a equagao (3.43) fornece

Mgy = <(G6 , wj)vh v Ps>aun =
= (<Bg + Y*&>5un » ¥5)yn = Byg - (3.50)
ou seja,’
w=s", - (3.51)
. .

onde B® e a matriz transposta de B.

Os elementos da matriz

jHw)

sao obtidos a partir da e-
quacao (3.45). Para isso, calcula-se o traco da funcdo Gg (Q) ao

contorno 9Q:

wn T = 1im ol =
Y¥6(a) = éi2 G5(Q) = <B.(P) + Y*6(P,)>ypy

Q €8 ; p,g e 3 , (3.52)

pois Y*G(p,q) envolve apenas singularidade fraca, nao resultan-
do, portanto, "saltos" quando Gg(Q) € levado ao contorno. Com as

equagoes (3.41) e (3.52) é& possivel escrever

Dps = <<Pu(@ + ¥v*6(p,@)>5rn + B5(P) >3 n

<p (@ , <B_(p) , Y*G(PIQ)>th>3Hh =



Yy

= <g_(q) ., Y*o, (@>yh - (3.53)

Logo, conhecido Gg(Q), a matriz D pode ser calculada a partir de
(3.53).

Determinacdo de Gg (Q) e Gg (Q)

Para encontrar G%, definido na equacao (3.44), consi-
dere-se o problema definidor da funcao de Green, conforme as e-

quacbes (2.20) e (2.21), ou seja,

H

Ag 6(P,Q@) = 8(P,Q) , P, E 2, ' (3.54)

0 , g¢e€e 3, (3.55)

s*Gc(p,q)

onde o indice Q em AX indica que a variavel é o vetor de coorde-

Q
nadas do ponto Q. Multiplicando-se (3.54) por wj(P), integrando-
se em § e tendo-se em vista (3.44), obtém-se

Q

# = |
AQ GJ(Q) wj(e) , QE 8 : (3.56)

Atuando-se da mesma forma na condigao de contorno (3.

55), resulta

PR - |

8 Gj(q) =0, g € 3% . (3.57)
As equacoOes (3.56) e (3.57) definem G%(Q).

A fungao Gg(Q) definida em (3.45) é encontrada a par-

tir do problema apresentado em (2.23) e (2.24), isto &,

A% 6(p,@) =0 , p €3, Qe€Q (3.58)

§*G (p,q) 6(p,g) , p,9 € 3Q . (3.59)

A equagao (3.58), multiplicada por fg e integrada em

0 na variavel p, fornece

=
* - .
Ag 6g(@) =0 , Qe % (3.60)
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Analogaménte, de (3.59) resulta
6* GL(q) = B_(q@) , g€ e . (3.61)

As equagdes (3.60) e (3.61) definem GL(Q).

Os problemas (3.56 - 3.57) e (3.60 - 3.61) admitem o

seguinte equacionamento variacional: "Encontrar G € H, tal que-

B(u,é)+b(Yu,Y*5)=(u,PQ)U - <p Yo,

Yu€eH ," (3.62)
onde as formas bilineares b(.,.) e B(.,.) sao as definidas em
(2.9) e (2.10), respectivamente, e os termos que envolvem PQ e
PF sdo excludentes.

Na equacao (3.62), deve-se fazer

a) P = V. e pl = o , para obter G = G? :

b)'PQ =0 e Pr = ﬂs , para encontrar G = Gg .

O problema descrito em (3.62) & aproximado por elemen-
tos finitos, empregando-se a mesma discretizacdo e os mesmos es-
pacos definidos na Secao 3.3. Sejam Bh(.,.) e bh(.,.) as apro-

ximacdes de B(.,.) e b(.,.), em &, e 30}, respectivamente. Ad-

mitindo-se as expansdes (3.46) e (3.47) para G, obtém-se

y—

Kge = Re (3.63)
onde:
Kij = Bnl¥ys ¥3) + by vy /v*o5),
i,3 =1, 2, ..., J (3.64)
Rit= (Wl ’ wt)uh ) ilt = ll 2! ceey J | (3°65)
ou

emer
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t=1, 2, ..., N; i=1, 2, ...,J, (3.66)
e
= g% i=1, 2 J i t=1, 2, J (3.67)
git git, ’ r e ey H 1 Er s dr .
ou
_ T, i=1, 2, ..., Ji t=1, 2, «.., N, (3.68)
9it~ 9it | |
dependendo da funcgdo que estd sendo determinada: G? ou Gg.

E conveniente observar que a matriz de rigidez K & a
mesma para os dois problemas,_e isso possibilita a determinacao
de todos os coeficientes simultaneamente.

Dependendo da aplicacao, o procedimento ~variacional
proposto para solucionar os problemas auxiliares, que conduzem as
matrizes de Green, pode ser simplificado. Além disso, outros pro-
cedimentos também podem ser usados, incluindo os proprios de ele-
mentos de contorno. Entreténto, o método de elementos finitos foi
apresentado devido sua generalidade e sua eficiéncia para solu-
gao de problemas regularés. Nb presente desenvolvimento, & opor-
tuno observar que a régularidade dos problemas auxiliares, de~
pende basicamente da regularidade do contorno. Pois, o carrega-
mento é no minimo de classe C°(Q) e independe do problema a ser

resolvido.



CAPITULO 4

APLICACAO DO METODO MODIFICADO DA FUNCKO DE GREEN

LOCAL EM HASTES DELGADAS

4.1 Introducao

As equacdes diferenciais ordinarias de segunda ordem a
valores de contorno -tém sido.estudadas sob os enfogques analitico
e computacional. Para solucao dessas equacoes, varios métodos tém
sido desenvolvidos, principalmente tendo-se em.consideragéo a es-
trutura do operador diferencial. Um dos métodos empregados € o
da funcao de GREEN [68].

Matematicamente, a importancia dessa metodologia se tra-
duz por.ela conduzir ao operador inverso do operador do problema.
Entretanto, a construcao da fun¢5o de Green para um operador di-
ferencial &, em geral, uma gquestao da mesma complexidade que re-
solver o proprio problema; como se observa em [68] e [69]. Isso
redﬁz a aplicébilidade do‘método. Convéﬁ dizer que essa metodo-
logia nd3o € a empregada em elementos de contorno.

BANERJEE & BUTTERFIELD, em [50], tratam do problema po-
tencial no contextp de elementos de contorno. Apresentam as for-
mulacdes direta‘e indireta; que usam, em vez da funcao de Green,
uma éolugéo fundamental de dominio infinito do operador do pro-
blema. As matrizes resultantes da colocacao sado nao-simétricas.

HORAK, em [39], desenvolveu o método da funcio de Green
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local (doravante MFGL) para solucao de problemas de conducgdo de
calor e de escoamentos incompressiveis, conforme foi comentado
no capitulo 2. Essas formulacdes sdo alcancadas introduzindo-se
um pardmetro arbitrario por meio de condigdes de contorno da fun-
cao de Green local. Entéq, os operadores integrais locais sao
dependentes desse parametro, e apds a discretizacdo as matrizes
locais e global também dependem dessa quantidadé.

Horak estudou a eficiéncia do MFGL em comparacao com
os métodos de diferengés finitas e de elementos finitos, para di-
versos valores do parametro. Quando esse foi escolhido conve-
nientemente, a eficiéncia do MFGL foi significativamente maior
que a dos outros métodos citados. Ademais, a medida gque aumen-
tou a precisép relativa requerida para os resultados, maior foi
a eficiéncia do MFGL em relacdo aqueles métodos. Assim, embora
seja possivel alcancar elevada eficiéncia com o MFGL desenvolvi;
do por HORAK, em [39], a forte dependéncia paramétrica presente
no formalismo de seu método & inconveniente, pois ndo se dispoe
de uma estratégia automatica para fazer a escolha mais apropria-
da do parametro para cada problema. As matrizes resultantes da

discretizacao dos operadores integrais do MFGL para problemas uni-

dimensionais foram tridiagonais, o que simplificou considerayel-y»
mentéVO'égduema de solucao numérica.doé_gggbiemés.

Neste capitulo, inicialmente formula-se matematicamen-
te o problema de hastes delgadas, apresenta-se a estrutura mate-
matica em que o problema & abordado e mostra-se como obter de
maneira sistematica aé condicbes de transmissao nas interfaces
de elementos. Em seguida, desenvolve-se formalmente o MMFGL pa-

ra hastes delgadas. Posteriormente, trata-se da aproximacao nu-

mérica do problema. Finalmente, sado realizadas varias aplica-
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coes, com a finalidade de avaliar a precisdo e o. comportamento

numérico do método proposto.

4.2 'Notagées e Preliminares

Considere-se uma haste delgada, isotrodpica, que ocupa a
regido [0,L) x I, em R (x, y, z), onde (x, g; z) sao coordenadas
cartesianas, @ é um dominio aberto limitado no plano (g; z), com
~ contorno suficientemehte regular, 9Q, sendo‘a = Qud. e (O,L) um
intervalo aberto no eixo x, com extremos eﬁ 0»(zero) e L. O des-
locamento segundo o eixo x, u(x), de uma haste sujeita a um car-

regamento longitudinal, g(x), satisfaz a equacido diferencial, [70]:

- L Em a2 D g0, 0 < x < 1; (4.1)
~dx ' dx

juntamente com as condigdoes de contorno

21 (u) = 0.1, X =0 (4.2)
onde , E (x) indica o modulo de elasticidade longitudinal;

A(x) indica a area da secdo transversal;

q(x) indica a forca distribuida por unidade de com-
primento, no sentido.longitudinél da haste;

21(.), 22(.) indicam combinacbes lineares dos seguin-
tes operadores:

Tri.]. | S (4.4)

Tr [EA -1, . (4.5)

dx
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O simbolo Tr[.] é definido, camo em [92], por

Tr [£(x)] = lim £(x); | | (4.6)
X'*Xo

e significa o trago da funcao f(x) ao ponto X
O operador em (4.4) é apropriado para condigdes cinema- nemé
ticas, enquanto que em (4.5) ele serve as condigoes naturaié,con—

forme & mostrado na figura 4.1.

Y| tr{ul=0 q(x)
tr[EA§3]=O
dx
p——-B
/] | _ _
2’ | /
7
/] » x
1 —
/ * .
/ ’
4: B’ . B - B
7 -
L
FIGURA 4.1 Haste sujeita a carga
' distribuida, com um
extremo fixo e outro
livre.
Considere-se uma particdo de.I = [0,L] em n subinterva-
. n .
k —k_'::_ 1 J _ . .
los I = (xk-1, xk), tal que ]g1I = Ie INI” =@, para i # 3,

sendo xo =0 e Xn = L, que doravante serao denominados elementos,
como mostra a figura 4.2.

Agora, seja

v = H (0,L), (4.7)
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y
1! 12 ! "
3 3 e 4 $ t -4 ——— X
v L] L y R L4
X X3 Xy xn_z Xn_l Xn
L .
~Z \

FIGURA 4.2 Particao do intervalo
I= (O,L) emn subin-

tervalos.

onde H1(O,L) € o espaco de Hilbert de primeira ordem, definido
em [54] como

H1(0,L) = {v|veL2(0,L), v € LQ(O,L)}, | (4.8)
dx

onde L,(0,L) indica o espago das fungdes ao quadrado integra-

veis no sentido de Lebesgue em i(O,L) .

Sejam uk, Ek, Ak e qk as restrigOes de u, E, Ae g enm

Ik, respectivamente. Em V x V, define-se a sequinte forma bili-

near continua:

n
a(u,v) = I £<(uk,vk)=
- |
n k k
k k du av
T _/[ E"(x) A7 (x) =— dx . _ (4.9)
k=1 Ik v dx & v

Pela.relacéo (4.9), a formulacdo variacional associada ao pro-

blema definido em (4.1 - 4.2) é dada por



52

n n
T .ak(uk, vk) = Z/k qk(x) ,vk(x) ax,
k=1 k=1 I ’

V v eE V. | | (4.10)
Se, em (4.10), for selecionado vjse D(IJ) e vk=0, com j, k=1,2...

n e k # j, encontra-se

17wl = g7 em 17, | (4.11)

onde D(IJ) € o espaco das funcboes-testes infinitamente diferen-

ciaveis com suporte compacto em 1) e

13- - & gl Al 4L, (4.12)
dx dx

Considere-se entao a identidade obtida por meio de in-

tegragéesvpor parte em Ik:

_ k x=x o
/k(Lkuk) v ax = = [E¥(x) a¥(x) vE %;—1— 1 ko,
I ) X:)(k_1
+ a2t Wk, vk, (4.13)

A vista das relacboes (4.11) e (4.13), a (4.10) fornece

.n . k X=X _
t [Eft0 a¥) vE 1k o,vv g V. (4.14)
k=1 dx X=Xy

Em (4.14}, escolhendo-se vk = vk+1 em x, e vI=0 em xj, j=1,2...n,

" com j # k, resultam as condigdes de contorno nas interfaces dos

elementos,
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u = u ., ' (4.15)

k | ' k+1;.
B A 2|, 4.6

dx- x=xk_ dx x=xk

b
S
P
b

w .
P
il

comk =1, 2, ... n=-1.

4.3 Formulacdo do MMFGL para Hastes

Inicialmente, considere-se o espagco V e a forma bili-
near af(u, v), definidos em (4.7) e (4,9), respectivamente. De

(4.9), tem-se que

a (u, v) = a(v, u), | (4.17)

isto é, a forma bilinear, além de continua, é simétrica. Seja

Ik um elemento genérico. A condicdo de simetria (4.17), wusada

em conjunto com a equacao (4.13), fornece

_ k X=X
./[ (w¥u¥) vKax + [Ek(x) 2K (x) vk & ok
Ik ' dx

k 1%
= _/[k (Lkvk) uk ax +. [Ek(x) Ak(x)uk dv_ } , (4.18)
I ' o

com uk, vk eV.

k
O estado fisico {uk, du_ }, que se deseja determinar, é decor-
ax
rente do carregamento e das condigles de fixac3o a que a haste
k
k dv

esta sujeita. O estado auxiliar {v , -Tm } é escolhido de modo
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a fornecer uma formulagao integral do problema. Para tanto, vk

‘deve satisfazer

k
vk - - L [ER AR 1 - six, B,
dx dx

x, £ € IX, (4.19)

sendo &(x, &) a distribuicao de Dirac, que, no caso, pode ser
fisicamente interpretada como uma carga pontual segundo o eixo
X no ponto £E. Assim, a_fungéo vk(x) representa um deslocamento
longitﬁdinal no ponto x, devido a uma carga pontual em §. Por-
tantd, vk passa a depender de duas varféVeis: x e £. Para de-

notar essa caracteristica em vk; faz-se
kK, .
VE (x) = G (x, &). (4.20)

A vista de (4.20), substituindo-se (4.19) em (4.18) e tendo-se em
consideracao a propriedade de filtro [69] da distribuicéo de
Dirac, chega-se a

u® () = /k @¥u¥) ®x,8) dx +
I

k X = X
+ [E0) 2% &Fix,e) &2 | -
dx X

]
P

. k X=
- [Ek(x) A (x) () $ELE) ] *

dx _
*= %1

Ee I, (4.21)
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que embora seja uma representacao integral de uk, nao € adequada
a abordagem de elementos de contorno.
Nos termos de contorno que aparecem no lado direito de

(4.21), introduz-se a quantidade

kon(x,E) uk(x), X € BIk, 3 €Ik, (4.22)

e reagrupam-se os termos para encontrar

u¥ (&) =J[ksk(x,£) qk(x)dx + {Gk(x,ﬁ)[kouk(x) +

I
k ko adk 1% K K
E-(x) A" (x) — ]} = qu (X)IkOG (x,&) +
dx
X=Xk
k X=X
250 2k (x) SE (.8 ]} ko
dx =x
ey
k

£ eI, (4.23)

O parametro ko introduzido em (4.23) através de (4.22)
é arbitrario, porém pré-especificado, e tem dimensdo tal que o
proddto kouk pode ser interpretado como uma forca elastica que
atua no contorno do elemento IX.

Completando a definicao da fungSo de Green, Gk(x, £),
escolhem-se as condicoes de contorno de modo a anular o ultimo
termo do lado direito da (4.23). Procedendo-se assim, Gk(x,g)'

fica definida por:

' k
- L [BR AR B Tl s, 1, £ el
dx . dx

(4.24)
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ok, ~
[ kOGk(x,E) + EX(x) a¥(x) Qg—iﬁLé%J - o, ge1X,
dx
' X=Xy - (4.25)

| k
(kon(x,E) + EX(x) aF(x) gg—ingl} - 0, EeI¥,
. dx “
X=Xy 1 (4.26)

Com as condicOes estabelecidas em (4.25) e (4.26), a equacao (4.23)

pode ser assim reescrita:

k k k .
u® () =J[ G (x,£) qF (x)dx +
_ K )
I K _ K K k x=xk
+ 465 (x,8) [k o (x) + E¥ () a¥ (0 2]
dx _
X—Xk_1
eIt (4.27)
k - ok k duk
O termo kou (x) + E"(x) A (x) — se encontra definido apenas no
dx

contorno. Isso permite definir uma nova guantidade, apropriada a
formulacao de contorno. Com efeito, seja
m,k a k

Fo(x) = kouk(x) + EXN) af() T, year™k (4.28)
) dx

onde;aIm’k denota a interface dos elementos Ik e "

Com a definicdo apresentada em (4.28), a equacdo (4.27)

fica sendo

. . k+1,k
u¥ (g) 5/fk Fix,0) fax + [FLoF )] -
‘ I

= X
* %

, k-1,
_[Gk_(x,g)F’ (xl)j[ e X
| X1

(4.29)
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Para tornar a equacao (4.29) adequada a abordagem de e-
lementos de contorno, toma-se o tracgo de uk(g) ao contorno, Ob-

tendo-se

Tr [u¥ (£€))

Tr [/ ®x,£% Foaxy 4
Ik

_ k+1,k
+or [ 6% 89 F () 1 -

k-1,k

(x,_1) 1,

- Tr | Gk(Xk_1r gc) F

C

£% e ark, -  (4.30)

As equacoOes (4.29) e (4.30) constituem a formulacdao do
MMFGL para problemas de hastes delgadas. As condigOes de contor-
no sao inseridas diretamente na equacao (4.30) através doTT[ﬁk(gc)L '
se forem do tipo Dirichlet; ou com o auxilio da_quantidadéFm'%x),
se forem  do tipo Neumann. Se aS~condi96es de contorno ‘forem as
de Cauchy, podem ser tratadas diretamente através de szt).

O sistema global € obtido por meio da sobreposicdo dos
elementos. .Esta é realizada impondo—se as condicdes de transmis-

sao (4.15) e (4.16) nas interfaces dos elementos. No presente e-

xemplo, essas condicOes assumem a forma

r [W¥(a)] = Tr WM(a)l, (4.31)

m’k k,m

F (a) = F (a), _ (4.32)
sendo a o ponto de interface dos elementos. Se houver uma ‘forga
'concentrada P na interface dos elementos, a condicao (4.32) fica

sendo
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m,k k
a

k,
FMa) = Fqa) + P , ae 21", (4.33)

onde a forca P sera positiva ou negativa conforme seja de tracido

ou de compressao, respectivamente, em relagcdo ao elemento m.

4.4 Aproximacdo Numérica

Inicialmente,bconsidere-se o particionamento da dimen-
sao longitudinal da haste, I = (0,L), em n elementos, como mostra
a figura 4.2. ©Nos problemas unidimensidnais, o contorno se reduz
a pontos. bEntéo, o método.de colocacado [10], aplicado ads ele-
mentos & apropriado para transformar os operadores integrais am,
matrizes locais que, sobrepostas, formam um sistema de equacdes
algébricas lineares.

Colocando-se a equacao (4.30) nbs pontos nodais x e

k-1
X1 de um elemento genérico Ik, a contribuicdo do mesmo para o
sistema global pode ser representada matricialmente na forma

P
Gt-1, k-1 ‘Gi, k-1 0 JF£41'kr= 1 ,
;G§—1,k S, x 0 =] fuy_, -5
k
LA (4.34)
onde foi adotada a seguinte notacao:
gk (x,) = u; , (4.35)

K X <
- 4.36
G (xgrxg) = G 4 ( )
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ml v ,k L ’
F ’ixp) - o (4.37)

Sk(x ) = JGk(x, x_) qk(x) dx = Sk. - (4.38)
p N p " p
I

A matriz global, doravante denominada de :matriz de
Green, € obtida sobrepondo-se as matrizes dos elementos. As con-~
digées de transmissao (compatibilidade de deslocamentos e equi-
librio de forcas) nas interfaces dos elementos possibilitam i a
compactacao dos deslocamentos nodais. Uma ordenacdao adequada do
vetor das incognitas Fm'%x), X € aIm’k, conduz a um sistema si-
métrico e tridiagonal de equacdOes algébricas lineares.

A ordenacdo do vetor das incognitas, que propicia um
sistema linear simétrico e tridiagonal, encontra—sé no Apéndice
A, para varias condigOes de contorno. Apdos a -compactacdo dos

graus de liberdade de deslocamentos [71], o sistema pode ser sim-

bolicamente representado por
G X = P ‘ (4.39)

onde indica a matriz de Green para a haste;

RW

indica o vetor das incognitas ordenado na forma

16

indica o vetor carregamento obtido por superposicao dos

(8]

vetores de carregamento locais.

Resolvido o sistema (4.39), todas as demais vvariaveis

do prbblema podem ser determinadas. Assim, os deslocamentos nos
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pontos nodais sdo obtidos de (4.34), e as forcas de (4.28). Caso
haja necessidade de deslocamentos em outros pontos, pode ser em-

pregada a equacgao (4.29).

4.5 Aplicacdo do MMFGL para Solugao Numérica de Problemas de Has-

tes Delgadas -

O MMFGL, descrito na secéo‘4.3 deste capitulo, foi apli-
cado para solucionar diversos problemas de hastes delgadas. Todos
0s problemas resolvidos possuem solubéo analitica.. Isso possibi-
lita avaliar a precisdo do MMFGL. A dependéncia paramétrica das
matrizes de Green em relacao a k, foi muito testada. A funcao de
Green usada para formacéo das matrizes dos elementos foi obtida’

analiticamente e se encontra no Apéndice A.

4.5.1 Haste com rigidez constante

Considere~se uma haste delgada com rigidez constante,
submetida a carregamento uniforme na direcao axial, fixa em seus

extremos, como mostra a Figura 4.3.

y — — _— - — ——
Z [ EN

7 I BN

1 * N

Z S

2 f‘ \

/] '§§

/ L a AN

L

FIGURA 4.3 Haste bi-engastada com rigidez cons-
tante e carregamento uniforme.
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Os dados numéricos usados neste problema sdo os seguin-
Comprimento (L) ‘ 30 cm

Médulomde elasticidade longitudinal (E) 2 x.107‘N%af.-

Secdo: retangular

Altura da secao (H) - 10 cm
Largura da segao (B) : . 2 cm
Taxa de carga (q) 2 N/cm

Os testes computacionais foram realizados sem particao

Os resultados numéricos obtidos sd3o comparados aos ana-

1iticos na tabela 4.1, com k, = 1420 N/cm.

TABELA 4.1 Resultados analiticos e numé-
ricos de deslocamentos u e de
fbrcas axiais»N; em haste bi-
-engastada; com carga axial

uniforme. Coeficiente ko=1420

N/cm.
. 5
u x 107 (cm) N (N)
| Resultados analiticos .(exatos)
. Ponto x(cm) )
Resultados numéricos (MMFGL)
1 0. 0. 30.
0. (*) 30.
2 15. 0.5625 . 0.
0.56237 0.2710 x 10-16
3 30. 0. . -30.
0. (*) -30.

Os valores assinalados cam: (*) na tabela 4.1 foram ob-

tidos apds a obtencgao dos valores no contorno e servem para tes-
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tar a precisao com os valores especificados.

O parametro arbitrario ko inserido na formulacéb do
MMFGL poderia influir no comportamento numérico do método, alte-
rando o raio espectral das matrizes de Green. Tal dependéncia
foi testada processando-se o presente problema para os seguintes
valores de de/cm:1450]—1050,;1000,—300/*100,3410,_1, 10, 100,
500, 1000, 1420, 1430 e 1450. Os resultados obtidos mostram com-
pleta independéncia das matrizes em relacdo ao pardmetro ko. Na
tabela 4.2 estao os.resultados para1&51450N/cm.Como~seobserva,
ndo ha alteracbOes significativas na precisdo dos resultados mos-

~trados nessas tabelas.

TABELA 4.2 Resultados analiticos e numé-
ricos de deslocamentos u e
forcas axiais N, em haste bi-
-engastada. | o
Coeficiente: k_ = 1450 N/cm.

u x 105 (cm) N (N)
Resultados analiticos (exatos)
Ponto | x(cm) -
‘Resultados numéricos (MMFGL)
1 0. 0. 30.
0. (*) 30.
2 15. 0.5625 0. —
0.56237 -0.563785 x 10”.
3 30. 0. -30.
0. (*) -30.

Ao lado da caracteristica de independéncia do MMFGL em

relacao ao parametro ko, os resultados numéricos obtidos, compa-
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rados com os analiticos, sdo muito precisos e mostram a capaci-

dade do método para atingir resultados precisos.
4.5.2 Haste com rigidez variavel

Para examinar o comportamento do método quando ha va-
riacées na rigidez, na carga e no tipo de condigdes de contorno,
considerou-se o problema de uﬁa haste delgada de rigidez ;arié-
vel, com um'éxtremo fixo e o outro livre, sob agdo da carga mos-
'tradé na figura 4.4. Os dados numéricos desse problema si3o os

seguintes:

Comprimento total (L) 700 mm
Comprimento dos elementos (L1) 400 mm
(Ly) 300 mm

Secdoes: retangulares -
Altura das secOes o 100 mm
(HZ) 50 mm
Largura das secOes (B1) 100 mm
(B2) : 50 mm
Cargas (q1) -~ 200 N -
Q) » 100 N

Para a solucao desse problema, procedeu-se a particao
‘da haste em doié elementos. .Embora, neste caso, a escolha dos
subdominios fosse natural, em problemas mais complexos a parti-
cao deve ser efetuada de modo que, no modelo discreto, as pro-
priedades do continuo estejam representadas. Onde houver alguma

descontinuidade ou singularidade, deve-se inserir um ponto nodal
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FIGURA 4.4 Haste engastada - livre

com rigidez variavel.

gue defina um novo elemento. Dessa forma, assegura-se a regula-
ridade esperada para a solucgao.

Na tabela 4.3, os resultados numéricos obtidos sao com-
parados com oOs analiticos.. Os erros relativos, tanto dos deslo-
camentos como‘das fofééé'éxiais calculadas, foram no maximo-daor-
dem de 5%. Nos pontos nodais do contorno das subregides, as va-
riaveis sdo mais precisas. Varios testes foram realizados para
verificar a dependéncia dos operadores integrais em relagéoéo pé—-
rametro ko’ Os resultados obtidos evidenciam, ncovamente, que o
MMFGL ndo depende da escolha de ko' pois em nenhum dos casos pro-
cessados houve alteracdo significativa na precisao deles, confor-
me se observa na tabela 4.4.

Nas tabelas 4.3 e 4.4, (*) tem o mesmo significado que

na tabela 4.2.



TABELA 4.3 Resultados analiticos e numéri-
cos de deslocamento u e forga-
axial ‘N, em haste engastada -
livre, com rigidez carrega-
mento variaveis.

Coeficiente: kO = 1450 N/cm.
u x 10 (mm) N x 1073 (N)
Resultados analiticos (exatos)
Ponto x(mm) Resultados numéricos (MMFGL)
1 0. 0. -1
12 (%)
-0.568434x10 -0.999999
2 100. ~0.027976 ~-2.875
-0.028144 . ~-2.343115
3 200. -0.080952 ~-4.5
' -0.082775 " -4,521267
s 300. -0.155357 -5.875
~-0.155296 -5.925986
5 100. | —0-247619 -7
-0.247619 -6.999999
6 500. -0.325915 -8
-0.32399 -7.84719
7 600 . -0.434536 =2 .
-0.432838 -9.152814
7 650. -0.505159 ~-9.5
-0.505997 ~-9.596100
~0.591100 -10.
9 700.
-0.592074 -10. (*)

65
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TABELA 4.4 Resultados analiticos e numéricos
de deslocamento u e forga axial
N, em haste engastada-livre, com
rigidez e carregamento variéveis.
Coeficiente:‘kO = 1 N/cm.

3

u x 10 (mm) N x 10° ~ (N)
" Resultados . analiticos (exatos)
- Ponto x (cm) - . - .
Resultados numéricos (MMFGL)
1 0. 0. -1 .
0. (*) 0.999998
, -0.027976 -2.875
2 100. M0 0281442 —2.8433114
-0.0827753 -4.521267
4 300. -0.155357 -5.875
-0.155296 -5.92254
5 400. -0.247619 =7
=0.247619 _ -6.999999
-0.324001 -7.84721
7 600. -0.434536 ' -9
-0.432840 -9.152813
8 650 . | =0-505159 -9.5
-0.506001 - -9.596098
9 700. -0.591100 -10.
-0.592001 -10. (*)
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A formulagSo do MMFGL em hastes delgadas, conduz a
matrizes de Gréen que possuem as mesmas caracteristicas das que
resultam do método de eleméntos,finitos. Além disso, a inde-
pendéncia paramétrica da formulacdo proposta e a possibilidade
de particao esparsa, tornam o MMFGL uma alternativa, = wvalida,

para solugdo de problemas de hastes delgadas;



cAPITUIO 5

APLICACAO DO NETODO MODIFICADO DA FUNCAO

DE GREEN LOCAL EM VIGAS

5.1 Introducao

O operador diferencial bi-harmdnico unidimensional tem
sido estudado sob os enfogues analitico. e computacional. Neste
ultimo, uma das abordagens mais fregfientes na analise de vigas faz
uso de elementos finitos baseados em deslocamentos [72]. Nessa
formulacao, o requisito de que as funcdes de interpolagéo devem
ser de classe C1 caracteriza o operador diferencial de quarta or-
dem. Esse requisito, mais dificil de ser atendido nos éroblemas
multidimensionais, motivou estudos para o estabelecimento de ou-
trés formulacoes, que, mesmo empregando funcdes menos regulares,
fornecessem uma apropriada aproximacdo para o problema bi-harmo-
nico.

As formulacdes mistas e hibridas de elementos finitos [54],
sdo abordagens que atenuam os requisitos de regularidade exigi-
dos pelo operador bi-harménico. Neste sentido, as formulacdes de
elementos de contorno constituem alternativa valida, por transfe-
rirem todas as exigéncias de regularidade para o estado auxiliar,
na felagéo de reciprocidade generalizada. Apesar disso, o trata-
mento do problema bi-harmdnico unidimensional através de técnicas

de contorno nao tem sido freqgfiente.
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BANERJEE & BUTTERFIELD, em [49], deSenydlveram fofmu-_
lacbes diretas e indiretas para vigas de Bernoulli homogéneas e
ndo-homogéneas e para vigas sob apoio elastico, usando sempre a
solucdo fundamental de dominio infinito do operador bi-harmdnico
unidimensional. Nos doié Gltimos problemas a solucdao foi obtida
iterativamente.

No método direto, ha necessidade de formacdao de duas
matrizes 4x4, e no ihdireto de uma matriz 4x4. Apds a introdu-
cao das condigOes de contorno, o sistema é rearranjado, resul-
tando uma matriz 4x4.

Em geral, as matrizes resultantes das .discretizacées
s30 ndo-simétricas, tendo sido obtidas através do calculo de va-
lores funcionais de solucao fundamental e de suas derivadas.

Uma formulacdao alternativa para o operador bi-harmdoni-
co foi apresentada por KESAVAN, em [73]. Ela se fundamenta no
desmembramento do problema em dois problemas potenciais. Um de-
les & sobredeterminado (pois ha duas condigées»de contorno e o
operador € de segunda ordem), e o outro é subdeterminado (ndo ha
condicoes de contorno para o operador). Empregando-se a solucao
fundamental de dominio infinito para o operador de Laplace, Ke-

savan encontrou uma condicdo de contorno ndo-local [74] para a

equacéo, que era subdeterminada. Na aproximagéo, ds espagos de
dimensoes finitas foram conSfruidos através do método de elemen-
tos finitos. Os problemas.analisados ficaram restritos aé ope-
rador bi—harménico com condicgoes de contorno de Dirichlet (en-
gastamento). O problema unidimensional, depois de discretizado,
conduziu a matrizes tridiagonais positivas definidas. As funcoes
de interpolagao foramvde classe c°.

ANeSte trabalho; a abordagem dada ao problema bi-harmo-
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nico ﬁnidimensional é a do MMFGL. Para tanto, inicialmente o pro-
blema € colocado numa estrutura matemética adequada as técnicas de
contorno. Em seguida, encontra-se uma relacao de reciprocidade
generalizada para o problema de 'vigas de Bernoulli,»usando—se os
resultados previamente obtidos no Capitulo 2. A escolha apro-
priada do estado auxiliar, na relacdo de reciprocidade, conduz a
formulacao do MMFGL‘para vigas. Continuando, apresenta-se o tra-
tamento numérico; que usa o método de colocacao para transformar
os operadores integrais em matrizes. O processo de calculo das
matrizes envolve, com excecao do vetor de carga distribuida, ape~
nas calculo de valores funcionais. As matrizes que resultam da
discretizacao sdo simétricas e de banda, cuja largura é igual as
das que resultam do método de elementos finitos, independentemen-
te do tipo de condicbes de contorno. Por Gltimo, descrevem-se as
apliéagées realizadas para avaliar a técnica desenvolvida, em par-
ticular, quanto a precisao dos resultados. Testa-se também a de-

pendéncia paramétrica da formulacao MMFGL.

5.2 Preliminares

Considere-se uma viga de Bernoulli [89], isotrodpica, que

ocupa a regiao [O;L] X 5; em:R’(x; y}z)} onde (x, y,z) sao coor-
denadas cartesianas; Q é um.dominio'aberto limitado no plano (y,
z), com contorno 39} sendo Q = Quan e (0,L) um intervalo aberto
no eixo x; com extremos em 0 (zero) e L. Considere-se ainda, que
a viga esta sujeita a um carregamento transversal f(x), conforme
a figura 5.1; e que a sua rigidez seja E(x)J(x) € L&(O,L).

Entéo; 0 deslocamento segundo o0 eixo z, denotado por

w = w(x) e denominado de deslocamento transversal da viga, satis-

' faz a equacao diferencial (WASHIZU, [751).
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f(x)
B
| =
X y ]
)
L z
i
z
FIGURA 5.1 Viga de Bernoulli
2 2 ) ’
Aw = g—;z[E(x) J(x) %;%’—(5—)—] = f(x), 0< x <L, (5.1)

completada pelo seguinte conjunto de condic¢Oes de contorno:

a1 a

£1‘(W) e 22(W)

gr €M X = 0, (5.2)

.23(w) ay e £4(w) o em x L, (5.3)

4[
onde E(x) € o modulo de elasticidade longitudinal, J(x) € o mo-
mento de inércia da secao transversal em relaciao ao eixo neutro,
f(x) é forca transversal por unidade de comprimento . e 21 (.),
22(.), £3(.) e £4(.) sao combinag¢bes lineares de operadores de

contorno, convenientemente escolhidos dentre os seguintes:

Trl(.)], , (5.4)

d(.)

Tr g1 (5.5)
az(.)

Tr(E (0 3054, (5.6)

el @0 g Sy, (5.7)

sendo o simbolo Tr[(.)] definido como na equagao (4.6).
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O operador Tr[(.)] € apropriado para a especificagdo de

deslocamentos lineares, Tr[éi;l] serve para deslocamentos angu-

dx
lares, Tr(E(x) J(x)%;éél] € adequado para a especificacao de mo-
2 .
mento fletor no contorno e Tr[gz(E(x) J(x)%;éél)] incorpora forga

cortante como condicao de contorno.

5.3 Formulagéo Qg’MMFGL'para‘Vigas gg‘Bernoulli

Considere-se o intervalo I = [0,L], subdividido em N
elementos Ik,= (xk-1; xk), k=1, 2,.... N, definidos comono pro-
blema de haste delgada, conforme a figura 4.2. A subdivisao deve
ser tal que, em cada elemento Ik, a rigidez E(x) J(x) seja sufi-
cientemente regular. |

Para estabelecer a relacao de reciprocidade que da ori-
gem.é_formulagéo MMFGL para‘o problema de viga colocado em (5.1 -
5.3), identificam-se és espac¢os, de. acordo com (2.26 - 2.31), co-

mo

H=TF = H2(I1) X H2(Iz) X vees X HZ(IN)' (5.8)
' _

H' = F' = B 21" x B72(17%) x .... x H? (1) (5.9)

U=ve" ) x5 % x .... x BT (5.10)

k

. ' k k k .~ _
Considerem-se w , v , E e J como restricoes de w, v,

E e J ao elemento genérico Ik.

Prosseguindo, definem-se as formas bilineares B : HxF ~

R e b : HXF » R, sendo seus valores dados por

N k

| k, . & 2
B(w, v) = I [ Ek(x) J (x) ? d Y
I dx dx
k=1,

k

dx]

I
w, v € H, (5.11)
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N : awk k X=X ,
blyw, yov) = £ {[k, L ¥ gk
k=1 dx dx X=x
~ k-1

Dok, ko9

[k3w (x)v (x)] | } o
X=Xk
w, V € H, ) : - (5.12)

respectivamente. Em (5;12), as variaveis e suas derivadas devem
ser entendidas no sentido do ﬁrago. As constantes k2 e k3 sao
arbitrarias no momento, porém pré-especificadas, e foram intro-
duzidas para generalizar a formulacdao e, eventualmente, melhorar
o comportamento computacional do problema discreto, o que é abor-

dado na proxima secgao.

Agora, fazendo-se

H, =F = H

2 A* (Il) X H 2

a2 (T7) x oo x H(TY),  (5.13)

Al

onde

H k(Ik) ={ven(X; a2k e ntaky , (5.14)

trabalhando-se com as restrigoes ~Bk(wki~vk) e bk(ywk)'y*ﬁk) em Ik
das formas bilineares B(.,.) e b{(., .), respectivamente, e empre-

gando-se as equacoes (2.17) e (2.18), obtém-se

’/ﬂEk(x) Jk{X) d2w dzv dx + [kz dw (x) & aﬁ .
Ik dx? dx? | Qx dx x=x_,
N X=Xq |
+ [k3wk(x)v (x)] /v (%) 7 [E (X)Jk(x) az sz()C)]
I

X=Xy _q



74

+ {[k3wk(x) -4 (Ek(x) Jk(x) aw (x)
dx dx?

y] v+

k

ko . k- ‘ X =x
k 2
[k2 aw_(X) + Ek(x)J (x) a’w (x)] dv } k ’
dx dx? dx _
,vx"xk_‘].
we H, (I, v*er® 15, (5.15)
k
A
e também
2.5 g2k ek ko ko=«
k .
/ Ek(x)J (x) d w2 d V2 dx +[k2 dw " (x) Qv (x)J ko,
k dx®  dx dx dx
I ' X =Xy

. X =X 2 2 k_ o
_+ [k3wk(x)vk(x)] k, =‘/k Wk'g'ﬁ' [E}%(X)Vk(x)md ;Z(X)]dx +

_ I dx
* = Xx
4 k 2k k _
+ {[kz dv + Ek(x)Jk(x) d v }x)] aw (x) N
dx _ dx dx
_ | : 2 k X = Xp
+ kv - = B e0ak 0 T, ] Gy
dx dx X =% 4
weoe w2 (%), e FA*k(Ik). (5.16)
Identificando-se (5.15) com (2.17), tem-se que
2 2
2% = L5 Bk &4 ] (5.17)
dx dx
§%(.) = [6?(.)] , ag(.)l ag(.)| |
X=Xk_1 X:Xk_1 X=Xk

K, '
63(')|X=Xk] : , : (5.18)
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vk = 0] ) vE< ()
X=X
k-1 X=Xk_1 , X=Xk
vk (5.19)
Y1 (.)lx—x ]
=Xy
onde
' . 42
X=Xg dx X=Xp X X=Xy
(5.20)
k a4 .k, ..k az(.)
63(-) = k3( ) = —[E7(x) I (x) -——-é—-]
X=X, X=Xy dx dx X=xp,
| (5.21)
e
o) = () , o (5.22)
X=Xp X=Xp '
Y’;k(.) - 4C) ) | (5.23)
X=Xy ﬁx X=Xy
Analogamente, da equacao (5.16) resulta
a*k () = 2% (5.24)
s*% () = 650 (5.25)
Y= v, (5.26)

Escolhendo-se wk e H " e v g FA*k’ as equagées (5.15 -



-5.16) fornecem

2

a2 | C32°k |
J/iwk(x) < EX 030 S50 ax -

Ik dx dx

2

P _
j[ka(X) d > [Ek(x)Jk(x) §~ELéﬁl] dx +

I dx | dx

{dvk(x) s

k : k k
[w (x)] + v (x) &,[w (
ax 2 ' , 3

auk - '
) s R o1 e R s R0 1)
= |

wk, Vk € H k(Ik)l

A

x)]}l

X= Xk

X=X

k-1

X=X

k
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(5.27)

que é a relacao de reciprocidade generalizada entre o estado real,
k

Wk aw® k. k k
I dxl

62(w ), Gg(wk)},_e o auxiliar, {v

para os problemas de vigas de Bernoulli.

‘dv

)

k( k
5 (v

Escolhendo-se vk, como em (2.20) e (2.21), e

tuindo-se na equacao (5.27), obtém-se

WS (€) =/[kck(x;£) X (x) ax +
I

_ k _
+ LM S8 LB
dx

+ R0 Fix,e) ]

X=X

onde foram definidas, no contorno, as quantidades

), 65591,

substi-~

(5.28)
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uk _ o Awi(x) o Kk k ad"w (x)
M (x) = k2 —— + E " (x) J (X)_-——~77- ’
dx dx
x e 31%, (5.29)
e
' o .32.k
F 0 = kw0 - 2 gk g,
dx dx?
x € 31X, (5.30)
A equacao (5.28) € a representacao integral da solucédo
do problema apresentado em (5.1 - 5.3), para pontos do dominio
k

I™. O trago ao contorno dessa representacao fornece

Tr[vﬂ<€°ﬂ =J/kTr[Gk(x,Ec)] fk(x) ax +
‘ I

. 2~k C ,
o K TrdE By

dx -
. ' X=X 3
+ B0 mrickoL,eS 1| ko,
X=Xk
£ e 315, W, K en k(Ik). (5.31)
A

Para continuar a formulacao, sao introduzidas nas equa-
coes (5.29) ev(5.30), algumas Quantidades da teoria de vigas. Com
efeitd, sabe-se que o momento fletor e a forca cortante em Ik sao
determinados em funcao do deslocamento transversal, através de

M (x) = - EX ()3 (0)

a%w® (x) (5.32)
Tw () .

dx
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22 .k :
™ (0 = - & B (05" &) é-gzgill, (5.33)

respectivamente. Assim, (5.29) e (5.30) podem ser reescritas co-

mo
FX(x) = k3wk(x) + ™),  x e a1k, | (5.34)
e
k aw® (x) K %
M™(x) = kz-—-———— - M (x), x e 3I, (5.35)
dx

obtendo-se as associacgdes de Fk e Mk, respectivamente, com a for-
ca cortante e o momento fletor no contorno do'elemento Ik.

o) bperador diferencial do problema € de quarta ordem.
Entdao, em cada ponto do contorno sao especificadas duas condi-
¢coes de contorno. Mas as equacoes (5.31), (5.34) e (5.35) . en-
volvem seis quantidades. Légo; ha necessidade de mais uma equa-
¢ao, para tornar o problema determinado. De acordo com (2.25),
a equacdo que completa a formulacdo provém do traco do desloca-

mento angular ao contorno. Para tanto, deriva-se a equacao (5.28)

em relacao a variavel g, para obter

quk. acK (v _ g2k s X=
dw (a).zjfk 6T (x,8) gk(y) ax 4 (M (x) ECGLE)[FTR
I

dg dg J dgdx X=X o
: ackK (g X=X
+oFS e BB, K
ag X=Xy 4

£ e 15, we, X em e (5.36)
v A
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Em seguida, toma-se o0 trago ao contorno de Ik dessa representa-

cao, do que resulta

k,,.c P ¢ (o} _
Tr[éﬁmlé_L] f/[k Tr[gg_iiLE_l] fk(x) dx +
I _

ac at

_ 2_k £=C X=X ,

s ) @G By TR
dg dx x=xk_1

Lk ack (x, £)..|**

+ {F " (x) Tr [— L 1} ’
ag X=Xy

€ e o1, W, *en 1k, (5.37)
| A

As equacdes (5.28), (5.36), (5.31) e (5.37) servem pa-
ra resolver os problemas de vigas de Bernoulli através do MMFGL,
tanto para os pontos do dominio Ik como para oOs situados no con-
torno aIk.

As condicoes de contorno sao incorporadas diretamente
nas equacoes (5.31) e (5.37), através de Tr[wk(gc)le Trfhm(gc)

—Tﬁf—_l’
k

se forem do tipo Dirichlet ou através das quantidades Fk e M7,

se forem do tipo Neumann. Se forem do tipo de Cauchy, podem ser
inseridas diretamente na formulacao, através de Fk e Mk.

O sistema global é obtido sobrepondo-se os elementos.
Isso é.realizado através das condig¢des de transmissao nas inter-
faces dos elementos, obtidas a seguir. Se nao hbuver forca ou
momento concentrado no ponto de interface de dois elementos (Ik
e Im, por exemplo), entao, em vista de que w# € HAk e das condi-
coes (2.51), tem-se |

1tos.
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Triwt(a)] = Triw"(a)l; (5.38)
k P
Tr[éﬁ_lil] = Tr[gﬂ_lil]; (5.39)
ag - ag
k m ' .
F. (a) = F (a); (5.40)
K@ = M™a); . (5.41)
com'a € alk’m.

No caso mais geral de haver forca e momento concentra-
do no ponto de interface, as condigcoes (5.40) e (5.41) ficam sen-

do

F¥a) - ™(a) - B, = 0, (5.42)

L}
o
-

W) - M™(a) + My (5.43)

' onde P, e M, sd3o, respectivamente, valores especificados da for-
ca cortante e do momento fletor no ponto a ¢ BIk’m. Os sentidos
positivos adotados para estas grandezas estdo indicados na figura

5.2.

5.4 Aproximagao Numérica

Sendo o mOdeio de viga Bernoulli unidimensional, os con~
tornos ficam reduzidos a pontos. Entao, é apropriado o emprego
do método de colocacao para transformar os operadores integrais
locais em matrizes locais, que, sobrepostas, formam o sistema glo-
bal.

Para tanto, considere-se um elemento genérico Ifzixk 17

xk]. Colocando-se as equacoes (5.31) e (5.37) primeiramente no



f(x)

M+dM

T | Tt

dx

FIGURA 5.2 Elemento de viga. Senti-
dos positivos de momento
fletor M, forga cortante
T e carga distribuida f.
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ponto Xx= xk_1, e depois em x = xk, resulta a sequinte = relacao
matricial: |

Y y

[ X ack | o _adk ( ok
k=1,k=1 gy lk-1,k-1 kR gy Ik k]| KT

' dckl | raca i _ag® &k u
ar &-1,k=1  dedx'k-1,%=1 dr lkk-1 arax kk=1|| X

| ’ <

& _at & ack &

_ack _a%ck ack a?ck .
ag |k-1,k dgdx|k-1,k  dg |k,k dgdx k,kjf‘k J
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. ‘[ k 4 R k )
1 wk_11 G (x, xk_1)
k .
k ac (x, x )
1 ek_1 k-1
ag
+ J P = I :
K X, '£F () ax,
-1 W : - G (x, x)
k r Tk
K .
-1 ek (38 X
L ,L k P L dg
(5.44)
onde se adotou a seguinte notacao:
X k |
A = W_ 5.4
(xp) b ( 5)
k k
G ‘ = G ; 5.4
K ’ k
ac'Cpr ) _ adt| (5.47)
dx dx {p.,q
k —
ac®(x_,& ) k
R - 8¢ ; (5.48)
ag’ dt [p,qg .
2.k ’ :
a G .(X I i ) 2.k
.9 . 4€ ; - (5.49)
dg dx. dgdx Prq
dwk(x ) k
e

= 6° . (5.50)
ag P ' _ .
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As condigdes de transmiss3ao nas interfaces dos elemen-
tos, que fisicamente indicam compatibilidade de deslocamentos e
equilibrio de forcas generalizadas; possibilitam a compactaqéo
dos graus de liberdade associados aos deslocamentos generaliza-
dos nodais. Portanto, ficam como incognitas somente as quanti-
dades Fe M. No Apéndice B, apresenta-se a organizacao dos ele-
mentos I1 e iN’para os tipos de condigoes de éontorno mais fre-
glientes nos problemas de Vigas.

O sistema global resultante pode ser escrito simboli-

camente como

e

X = P, (5.51)

onde G € uma matriz simétrica e de banda com semilargura quatro,
que contém apenas valores da func¢do de Green e de suas deriva-
das, X . € o vetor das incdgnitas, com a ordenacédo

: 2 ‘
X = [Fg, M, Fqop My, Fy My, ....., Fy, M1T;  (5.52)

e P é.o vetor de carregamento obtido por superposicao dos -‘weto-
res.de éargas locais;

Obtida a solucao do sistema (5.51), todas as outras
variaveis do problema podem ser determinadas. Os deslocamentos e
as forcas generalizadas nodais sao determinados através das e-
éuacées (5.44); (5.34) e (5.35), respectivamente. O calculo de
deslocamentos ou forgas gengralizédas em pontos nao-nodais é fei-
to empregando-se as equagées (5.28) e (5.36), e derivadas dessas

k

equacdoes em relacgdo a variavel £ € I°. Uma alternativa para cal-

cular deslocamentos e forcas generalizadas sem empregar as equa-
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- gdes (5.28), (5.36) é adotar uma partigdo da viga tal que os pon-

tos onde se desejam as variaveis coincidam com pontos nodais.

5.5 gplicagéo‘gg‘MMFGL'para'Solﬁééd‘Numérica'gg'Vigas

A formulacao MMFGL para vigas, proposta na Secdo 5.3
deste Capitulo, foi aplicada'para difeféntes problemas a fim de
mostrar a versatilidade do método para tratar de situacdes ;réti-
cas, tais como cargas concentradas, descontinuidade de rigidez e
condicOes de fixacao de vigas. Todos oskproblemas'resdhﬁdos pos-
suem solucdes analiticas. Assim, foi possivel avaliar a pfeciséo
do MMFGL. A fungdo de Green se encontra no Apéndice B.

Nas aplicacdes, sempre foi usada a funcdao de Green lo-
cal, obtida analiticamente. E conveniente observar que,' para o
operadof em questdo, & possivel obter a funcdo de Green exata ou,
no maximo, com o envolvimento de algumas integrais, faceis de se-
rem calculadas numericamente. A dependéncia paramétrica das  ma-
trizes de Green em relacdo aos parametros k2 e k3 da ' formulacio
foi bastante testada. A primeira aplicacao trata apenas de re-
solver uma equacao diferenciai ordinaria bi-harmdénica e serve pa-

ra mostrar a aplicabilidade. do método, mesmo quando os seus dados

ndo condizem com os de um modelo fisico.

5.5.1 Solucao de equacao diferencial bi-harmdnica

A

Considere-se o problema

a’u

a Y - f£(x) enm (0,L),
dx
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Tr(w(o)] = TriSHel) < o
Tr[ag"x%él] = Tr[ag—ﬂékl] =0
dx dx

Os dados numéricos sdo os seguintes:

L=2300, f=9e o«=1953, 125« 10°.

Nesta aplicacao, os testes compﬁtacionais foram reali-
zados sem particdo de dominio, pois os dados sao suficientemente
regulares para possibilitar este tratamento.

Na tabela 5.1, os resultados numéricds obtidos sao com-

parados com os'analiticos, em que foi feito k2 = k3 = 1.

TABELA 5.1 Solucdo de equacao diferen—‘
cial bi-harmdnica.
k., = k, = 1.

2 3
2 3
w o pS107 [aSx107?
X dx dx
. (Resultados exatos)
Ponto X
(Resultados numéricos - MMFGL)
0. 0. - 40.5 27.
1 0. :
0.(*) 0._(*) - 40.5 27.
1.65 0.018144]| - 10.125 13.5
2 150. : :
1.65 0.018143 |~ 10.125 13.5
46.656 | 0.20736 0. 0.
3 300. ,
46 .656 | 0.20736 0. (*) 0. (*)
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Os valores assinalados com (*) na tabela 5.1 foram ob-
tidos a partir dos valores determinadbs numericamente no contor-
no e, através dos valores especificados, testam a precisao dos
resultados. E facil observar que os resultados numéricos coin-
cidem com os analiticos exatos. Essa aplica¢§o foi repetida pa-
ra varios yalores de k2 e k3. Entretanto, os resultados numéri-

cos obtidos nao apresentaram alteracdes em relacdao aos mostrados

~na tabela 5.1.
5.5.2 Viga com rigidez variavel

Considere-se uma viga em balanco, com secao retangu-

lar, sujeita a carga concentrada, conforme a figura 5.3.

El,Jl

%_
AAAARRRARRRRSY

FIGURA 5.3 Viga em balanco, com ri-
gidez variavel, sujeita

a carga concentrada.

Os dados numéricos para este problema sido os seguin-



tes:

tral):

L1 = 150 mm
Comprimentos L2 = 150 mm
L, = 100 mm

Modulos de elasticidade longitudinals:

E1 = E2 = 7X 104*N/,7mm2

Momentos de inércia em relacao ao eixo y (eixo

T 2 1953, 125 x 103mm?
2 _ 390. 625 x 10° mm®

[}
1}

(o]
1}

Cérga concentrada em x = 300 mm:

P=5gx 103Ns

87

cen- '

Para a solucao numérica deste problema, subdivide-se a

viga em trés elementos, conforme a fiqura 5.4, de modo

em

cada elemento se tenha Ek(X)Jk(X) € CZ(Ik) e fk(x)8 L2(Ik),‘ po-

dendo haver forcas e momentos conCentradbé,somente nos extremos
dos elementos.
2 3 3
—C= O -0 X
X X1 X2 X3
150 ‘4 150 100
™ _ | '

l

z
FIGURA 5.4 Particiao. da viga ‘con-

siderando~se .a rigi-

dez e a carga.
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Na tabela 5.2, os resultados numéricos obtidos através
do MMFGL sao comparados com os analiticos exatos, quando foi pré-

-especificado k2 ='k3 = 1.

TABELA 5.2 Viga engastada-livre. Re-
sultados numéricos de des-

locamentos lineares e an-

gulares: w, 6; momento .
fletor, " M, e forgca cor-
tante, T. Coeficientes:
k2 =1 N.mm,~k3= 1 N/mm.
W 6 x 102 Mx 1072 | T
(mm ) (rad) “(N,mm) ﬁN)-t
(Resultados exatos)
Ponto X
. (ram) . .
(Resultados numericos - MMFGL)
0 0. 0. 0. ~1.5 500.
0. (%) 0.(*) -1.500 500.0
1 75 0.0283 0.0720 -1.125 500.
0.02829 0.07200 -1.125 500.0
2 150. 0.1029 0.1233 -0.750 500.
0.1029 0.1234 -0.7500 500.0
3 225, 0.2597 0.2778 -0.375 500.
0.2597 0.2777 -0.3751 500.0
4 300. 0.4937 0.3291" . .
0.4937 0.3291 . .
5 350. 0.6582 0.3291 . .
0.6583 0.3291 . .
6 . 400. 0.8229 0.3291 0. 0.
0.8229 0.3291 0.(*) 0.(*)

Observa-se nesta tabela que os resultados numéricos
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ticamente coincidem com os analiticos, tanto nos pontos nodais
como nos pontos nao-nodais (internos aos elementos).

e k., "en-
2 3
tre 0.01 e 1000. Os resultados nao apresentam alteracbes em re-

Essa aplicacdo é repetida para valores de k

lacao aos apresentados na tabela 5.2. Somente para evidenciar
esse comportamento; nas tabelas 5.3 e 5.4 sao mostrados os re-

sultados obtidos fazendo-se k., =500 N.mm, k,= 500 N/mm e ky =

2 3

0.1'N.mmj kg

E oportuno observar que o MMFGL pode representar a con-

= 0.1 N/mm.

figuracdo de corpo rigido, que o Gltimo trecho da viga assume, e
isso pode ser verificado a partir dos resultados obtidos para as

variaveis em pontos deste trecho.
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TABELA 5.3 Viga engastada-livre. Re-
- sultados numéricos de des-—
locamentos lineares e an-
gulares: w, ©0O; momento
fletor, M, e forca. ocor-
tante, T. Coeficientes;
' k2 = 500 N.mm, k3=500 N/mm
W o x 10° Mx10~0 T
(mm) (rad) N.mm (N) .
X (Resultados exatos)
Ponto (mm)
m (Resultados numéricos - MMFGL
0 0. 0. 0. - =1.5 500.
0.(*) 0.(*) -1.500 500.0
] 25 0.0283 | 0.0720 | -1.125 500.0
0.02829 0.07200 -1.125 500.0
2 150. 0.1029 0.1233 -0.750 500.
0.1029 0.1234 -0.750 500.
3 225, 0.2597 0.2778 -0.375 500.
0.2598 0.2778 -0.3751 500.
4 300. 0.4937 0.3291 . .
0.4937 0.3291 . ; .
5 350. 0.6582 0.3291 . .
0.6583 0.3291 . .
6 400. 0.8229 0.3291 0. 0.
' 0.8229 0.3291 0. (*) 0. (*)
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TABELA 5.4 Viga engastada-livre. Resul-
tados numéricos de deslocamen
tos linear e angular: w e
8; momento fletor, M, e
forca cortante, T. Coefici-
entes: =0.1 N.mm, k3=0.1 N/
mIn.
W 6 x 102 Mx1076 [ o
(mm) (rad) (N.mm) - “(N)
. (Resultados exatos)
Ponto R(SR) _ —
' (Resultados numéricos - MMFGL)
0 0. 0. 0. -1.5 500.
0.(*) 0. (%) -1.500 500.0
1 75 0.283 0.0720 -1.125 500.
0.02824 | 0.07200 -1.125 500.0
2 150. 0.1029 0.1233 -0.750 500.
0.1028 0.1234 -0.7500 500.0
3 225 . 0.2597 0.2778 -0.375 500.
0.2597 0.2777 -0.3751 500.0
4 300. Q.4937, 0.3291 . .
0.4937 0.3291 . .
5 350. 0.6582 0.3291 0. 0.
0.6582 0.3291 . 0.
6 400. 0.8229 0.3291 0. 0.
‘ 0.8229 0.3291 0.(*) 0. (%)




CAPITULD 6

APLICACAO DO METODO DA FUNCAO DE GREEN LOCAL

: EM MEMBRANAS ELASTICAS

6.1 Introducao

Os desenvolvimentos tedricos a respeito de existénéia,
unicidade e regularidade da solucao de probiemas de valores de
contorno elipticos, estdo bem estabelecidos para diversas clas-
ses de problemas, conforme se observa, por exemplo, em [53], [74]
e [76]. Entretanto, a determinacao da solucdo analitica somente
€ possivel para os operadores mais simples, em dominios cujos
contornos coinéidam com linhas de coordenadas e condig¢does de con-
torno convencionais. Em geral a solucdao € aproximada. Com esse
objetivo, varios métodos foram desenvolvidos. Dentre eles, des-
tacam-se o de diferencas finitas, os variacionais, o de elemen-~
tos finitos e o de elementoé de contorno.

E dificil realizar uma comparacao de eficiéncia compu-
tacional entre esses métodos, em vista das dificuldades para de-
linear os fatores que nela entrariam. Se, eventualmente, ela
fosse realizada, a conclusdo seria que ha para cada método con-
textos em que ele poderié ser aplicado eficientemente. Por is-
so, justifica-se plenamente o desenvolvimento de novas formula-
cdes, que ampliem o campo de ap;icagéo dos métodos, aumentem a

capacidade destes para propiciar resultados precisos e reduzam



93

deficiénciés delformulagées estabelecidas.

Os trabalhos que mais diretamente contribuiram para o
desenvolvimento do MMFGL ja foram comentados no Capitulo 2. E
oportuno lembrar que;.nos problemas analisados por HORAK en{[39],
- por BURNS em [38] e por LAWRENCE em [40], sempre foi empregada
funcdo de Green determinada analiticamente. Por isso, os domi-
nios dos problemas ficaram restritos_aos que possuem éontornos
coincidentes com linhas de coordenadas cartesianas ou polares. A
necessidade de um estado auxiliar para atuar na relacao de reci-
' procidade € caracteristica das técnicas de contorno, e, camo ODEN
& CAREY afirmam em [54], pagina 215, as principais limitacdes dos
‘métodos de elementos de contornb estao na necessidade de se ter
uma formula de Green e uma solucao fundamental apropriada.

Nesta parte do trabalho, desenvolve-se o MMFGL, pro-
posto no Capitulo 2, para membranas elasticas ndo-homogéneas. No
caso geral, nao se disple de ﬁma solucdo fundamental para esses
problemas., Assim,_aé matrizes de Green serao calculadas direta-
mente, pela técnica apreéentada no Capitulo 3.

Para a abordagem pretendida; inicialmente se estabele-
ce o problema numa estrutura matematica condizente com as técni-
cas de contorno. Em Seguida; escolhem~se os espacos funcionais
onde o problema estad inserido, e obtém-se uma relacdo de reci-
procidade generalizada para o problema em estudo. Depois, ob-
tém-se as representacOes integrais da solucdao em pontos do domi-
nio e do contorno. Continuando; a aproximacdao numérica do pro-
blema é feita variacionalmente, e a discretizacidao é baseada em
elementos finitos. Mostra-se todo o procedimento de aproximagéo
direta das matrizes de Green. Ao final, descrevem~se ~ varias

aplicacdes do MMFGL, que servem para testa-lo quanto a flexibi~
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lidade na abordagem desses tipos de problemas e para compara-lo

com outros métodos.

6.2 Preliminares

Considere-se uma membrana Que ocupa um dominio aberto
2 CR?, situada em um plano, escolhido para ser o plano xy de um
sistema de coordenadas cartesianas xyz, e que possui'como con-
torno uma curva plana 92, fechada, gue localmente seja lipshit-
ziana [53]. Admita-se que a membrana esteja sob acado de uma
tensao T(x,y) € C(Q), sendo § = QN3Q. Externamente, suponha-se
que atuem sobre a membrana pressdes normais a @, f(x, yle L,(Q),

conforme mostra a figura 6.1.

f(x,y)

N -

FIGURA 6.1 Membrana elastica.
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Admitindo-se pequenas deformac¢bes, o deslocamento trans-
versal w = w(x, ¢¥), segundo o eixo z, satisfaz a seguinte equacao

diferencial, [77]:

V.[T(P)Vw(P)] =~-£f(P), P e Q, (6.1)

juntamente com a condicao de contorno

Liw(p)] = @, p € 39, (6.2)

onde f é press3do normal externa, T € tensdo vor unidade de com-
primento e £(.) é combinacdo linear de operadores de contorno de-
finidos por

Tr{(.)]; | (6.3)

9(.)

an

Tr [T (p) 1; - (6.4)

sendo 3/9n o operador de derivada normal e

Tr{g(p)] = £im g(P), Pe Q, pe Q. (6.5)
P-+>p

O operador (6.3) serve para condicoes de contorno de

Dirichlet, e o (6.4) para condicOes de Neumann.

6.3 Formulacdo do MMFGL para Membranas Elasticas

Considere-se a regido  C R?, subdividida em N subregides

Qk, tal que

N .
U %% ofne™ -9, k £m, (6.6)
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. ‘ s .k .k k

doravante denominadas de elementos. Considere-se w , T e f
vrestrigées; respectivamente, de w; T e £ ao elemento Qk. A par-

ticao deve ser realizada de forma que em cada Qk, k=1,2,...,N

se tenha Tk e.C1(Qk) e fk

k
€ L2(Q ) .
Para estabelecer a relacao de reciprocidade que da
origem a formulacdo MMFGL para o problema de membrana elastica

apresentado em (6.1) e (6.2), de acordo com (2.26-2.31), iden-

tificam-se os seguintes espagos:

H=H(a) x5 (%) % .... x 51 (2, (6.7)
F=u() x B (%) x .... x B (@Y, (6.8)
v=mt@Y) x5 @Hx ... x5 @Y, (6.9)
V=1L, x5, x ... x LY, (6.10)
1 1 1
5H = HZ (30N xH2 30%) x ...x HZ( 3aY), (6.11)
> 1 +o . 2 1 N
oF = H'Z(30') x H'230°) x .... x B Z( aq"). (6.12)

As formas bilineares definidas em (2.32) ficam sendo

B: HxF-+R e b: Hx F~» ]R,; no sentido do trago; com - suas

expressoes dadas 'por

N

z

B(w,v) = 1

D/~Tk(P)V[wk(P)] . vIvR((P)] aa(®)  (6.13)

Qk

N ' o
bly M, yv) = kgi/f ) kowk(p)vk(p)ds(p), (6.14)
30
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onde V[.] & o operador gradiente e dQ(P) e ds(p) representanm,
respectivamente, as medidas de integragéo de area e linha, em
relagéo as coordenadas dos pontos P € Qk e pe€ ank. Definem-
-se, ainda, os seguintes espagos:

) 1 2 N |

1 2
Far = Hpen (21) x Hyyn (0%) x ool x Hoan (), (6.16)

onde:

k

H . ={veua@; akver 25}, (6.17)
ak 2 : |

k

Hpag ={V € (2% ax® v e vl @Ky (6.18)

Trabalhando com as restrigdes de B(.,.) e b(.,.) ao
elemento Qk, denominadas de Bk(.,.) e bk(.,.), respectivamente,

e empregando as equacgdoes (2.17) e (2.18), obtém-se
_/[ka(P)V[wk(P)] . v vE(®)] () +
Q
f/CQk k W (p) v*(p)as(p) =

- /[ vF@erv .otk e) whee)) ane) +
k
o |

| K -
*j[ kv (0) + T (p)2RL1v" (p) as (p),
3% "

W e H L vk e Lz(Qk), (6.19)

A



onde

J

K@) v wE(E)]. vIvE(P)] do () +
k

(@]

y k wS(p) v*(p) ds(p)
BQk

7/[ wE@)v . X @) vwhe)] an @) +
k
Q

_ k :
+/ K [kovk(p) + Tk(p)M-] wk(p)ds‘ P).,
30

an

e ' ek, vFer  ©@5. (6
A*k

Identificando as equacbes (6.19) e (2.17), tem-se

v . the) v, | (6

A (.) = ~
k k '
() = 50, | (6
R = v, (.
k T < 9 (.)
5g() = Kol) + T0p) 2hL, (6
) |
v = ) : | (6
o] BQk

Analogamente, identificando (6.20) e (2.18) tem-se

=K

A

(.) AT (.), _ (6

k

s+ () = %(.), | (6

98
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.25)

.26)

.27)
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k K,y
Y() = vs ). | | (6.28)

Escolhendo wk € H k(Qk) e vk € H *k(Qk), as equacgdes
A A
(6.19) e (6.20) fornecem a seguinte relacdao de reciprocidade:

/fkwk(P){ - V. TN E)v YR @)Y ane) =
- |

=/[ vk(P){ - V. [Tk(P)V wk(P)]}dQ(P) -
- J k ,

.
K ok, avE(p). _k -
T/f kv () + T (p) LRl K (p) as(p) +
k an
ok
| x k., awS(p). _k
+/f k() + TF(p) 2Ry K (p) as(p),
an ‘anp
v e n , @9, v en, @9, (6.29)
A » A
k ka
Se o estado auxiliar, {v , §HK}' satisfizer (2.20) e

(2.21) e for substituido na equacao (6.29), obtém-se

W (Q) =j/ c*@,0) () an(p) +
Qk

+/[ kYo[Gk(p,Q)]Fk(p) ds(p), Q ¢ Qk, (6.30)

af

k

apos haver definido, no contorno 3", a guantidade Fk através de

_ k
Fk(p) = kO wk(p) + Tk(p) EEE, P € agk, (6.31)

an

e trocado vk(P) por Gk(P, Q), para indicar a dependéncia do esta-
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do auxiliar em relacéo ao ponto de aplicacao da distribuicdao de
Dirac. |

A equagao (6.30) é a representacao integral da solucao
do problema apresentado em (6.1) e (6.2) para pontos do dominio
Qk.

Se o0 estado auxiliar satisfizer as equacoes (2.23) e

(2.24) e for substituido na equacdo (6.29), obtém-se

¥, 5 ()] =/ Yo I6¥(B,a)1 £5(p) an(e) +
Qk
of Yot Fe) ase), q e 208, (6.32)
2ok |

onde Yo indica o operador - tra¢o de ordem zero, ou seja, uma ex-
tensdo continua de valores funcionais restritos ao contorno. E
importante notar que, na representacio (6.32), nao aparecem deri-
vadas da funcao de Greenin. Portanto, as singularidades envol-
vidas no MMFGL sao do tipo fraca, [22].

£ conveniente introduzir na formulacdo alguns elementos
da teoria de membranas elasticas. Sabe-se, por [78], que a forca

normal de membrana, Sk,é'dada por

k
sk (p) = ™ (p) EﬂEiEl, p eok. (6.33)

an:

p

' Entd3o, a equacdo (6.31) pode ser reescrita da seguinte forma:

F () = kW () +s5@p), pe ok, (6.34)

. k
estabelecendo~se uma associacao de F~ com forga normal ao contor-

no da membrana.

As equacOes (6.30) e (6.32) constituem a formulacdao do
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MMFGL. para problemas de membranas elésticas; para pontos tanto
do dominio Qk como do contorno an. O sistema global &€ obtido
por sobreposigdao dos elementos; realizada através das condicdes
de transmiss3o nas interfaces dos elementos, Qk e Qm, pPoOr exem-
plo. Neste problema; como wk € HAkC:H, k=1, 2, ...N, e con-

siderando a equacao (2.51), as condigdes de transmissao ficam

sendq
wiia) = wa), (6.35)

k,.\ _ m

onde a ¢ BQk'm

(interface dos elementos k e m).

A condigao descrita na equacado (6.36) pode ser subs-
tituida por outra, em funcdo das tensdes normais aos contornos
dos elementos k e m. De fato, "
sw’ (a)

k wh(a) + T™F(a) ¥ _(a) (6.37)
o k
8na

Fk(a)

awm(a)

m
F(a)
anm

a

kowm(a) + T (a) . (6.38)

Portanto, em vista das equacdes (6.35) e (6.36), tem-se

/ k A
T (a) W fa) o gy 2w {a) (6.39)
m
on on
a a
a e 320%™,

Em cada ponto p € 3, a condicao de contorno & inse-

rida na equacgao (6.32ﬁiatravés de vy wk(p) = Tr[wk(p), se for do

(
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tipo Dirichlet, ou através da relacao encontrada em (6.34), se

for do tipo Neumann ou Cauchy.

6.4 Aproximacdo Numérica

Para aproximacao dos problemas de membranas elasticas,
adota-se a abordagem variacional, desenvolvida na Secao 2 do Ca-

pitulo 3.
6.4.1 Formulacdo variacional das representacdes integrais

Considerem~se, para efeito dos desenvolvimentos que se-
guem, oOs espagos H, F, U, V, 3H e 3F, definidos conforme (6.7 -

6.12), enquanto que os definidos em (3.5 - 3.7) agora sao

1 2. N |
Hy = Hpya (2) X Hpp (97) x ovnn x HAN(Q ), (6 . 40)

5H = 3H  (39') x 3H  (30°)x ... x aH__ (32Y),  (6.41)
a o a2 OLN' .

. 1 2 , N
! = 3F! o o a.' ’ .
aFB 3F g (30") x BFBZ(BQ ) x x FBN(BQ ), (6.42)
sendo
H, @) = (we ' @) 2% e 1,0 (6.43)
A
1
9H (BQk) ={V ¢ HZ(BQk); vV = a,, em
ak k
_k
TN}, (6.44)
: d
k -3k
3F' (30") = {F e H?(3Q"); F= 8,, em
Bk . k
.
3T n BQF} . (6.45)
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Adiante, restringe-se o desenvolvimento para um elemento Qk. Em

conseqgliéncia, todas as variaveis serdo restritas a esse elemen-

to.

ApOs essas definigées; e considerando as equacgdes (3.10-

3.13) e (3.8 ~ 3.9) formula-se o problema: "Dado fk

k

€ L, (Qk) , €n—

£ BHa(SQk) e Fk € OF! (aﬂk).tais gue

contrar wk € H1(Qk), Y. W
° k T By

i) J[ W () v a®() -
Qk

-jf /f & p,0) ) v askp) ank(o) =
ok/30k

=)/~ // k0 £5¢) v a® @) ark),
ok gk

v vk £ H1(Qk) (6.46)

k

ii)J[ YoWk(P) uk(p) dsk(p) -
XY

: k k k
—/k'/~ c*(p,q) F(p) uS(q) as*(p) as¥(q) =
3f BQk
Lk k k k
=J/ j[ 6 (p,q) £5(P) u®(q) a® @) as®p),
3qS /¥
, ..k "
YV u" € 3H. (6.47)
k -~ k
E oportuno observar que, se f nao depender de w , o

sistema formado pelas equacOes (6.46) e (6.47) & desacoplado.
A equacao (6.47) tem.acao regqularizadora sobre a va-
. ,
riavel Fk.< De fato, se Fk € HT(BQk), o potencial wk(Q) criado

por FX através de .

w* (0) =)f G(p,0) Frip) asp), (6.48)
snk |
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pertence a Hl(Qk), conforme, por exemplo, NEXAS em [53], pagina
237. Logo, yowk € H%(agk). Por outro lado, se (6.47) for sa-
tisfeita, entao yowk € H% (agk), e das propriedades dos espagcos
de Sobolev, conforme ODEN [54], tem-se que wkvg Hl(Qk). Dos re-
sultados sobre fegularidades de problemas elipticos, conforme,

k

1
ainda, Ne¥as, resulta que F" ¢ H 2(aszk).

6.4.2 O problema discreto

No desenvolvimento que segue, o sobre-indice k, ih-
dicativo‘de variavel restrita ao subdominio Qk, sempre que nao
houver divida, ndo sera empregado. Assim, considere-se Q e 3Q
subdivididos, em Ed elementos de dominio e EC elementos de con-
torno, respectivamente. Sejam os espagos de dimensoes finitas

VP ¢ L, (9), gl h

C Hl(Q) e 3H CﬁH%(ag), conforme descrito na Se-
cdo 3 do Capitulo 3. A discretizagdao do problema apresentado
nas equacoes (6.46) e (6.47) é& obtida, a partir das equacdes
(3.24) e (3.25) e fica sendo a seguinte: "Dados fh € ~L2(Q),
o € H%(ag) e B ¢ H'%(BQ). encontrar W € Hh, Yo¥h € Hé(aa) e

_1
Fy € HB7(39), tais que

i) Jh wy (@) vy (Q) as(q) -
Q

- ] v Fye) vy@ ase) ance) =
o 30

- [ ] emor g0 vy anie) anio,
Qh Qh

Vv, £ H (Q), (6.49)

h



ii)j[ YW, (@) tyla) ds(q) -
BQh

-[Qh /thoc(p,q) Fl(P) t, (@) ds(p) ds(q)

| =/ / G(P,q) £,(P) t, (9) da(P) ds(q),
ag® “oP |

_ by
Vit e H? (3Q) .

(6.50)
Substituindo em (6.49) e (6.50) as expansdes
J
w. (P) = ¢ y.(P) w,, (6.51)
h ioi 1‘ i’
N c
Yo, (P) = I g (p) w_, (6.52)
m=i W
Fyp () = jfi ¢j(p) Fj, (6.53)
J
£.(P) = vy.(P) £f., (6.54)
h i=i 1
e fazendo vy = wr’ r=1, 2, ., J e th = QS, s=1,2, ... N,
resultam as seguintes relacOes globais:
Aw-BF=1Lf (6.55)
e
cw' -DF=Mt,

(6.56)
sendo os elementos das matrizes dados por

A, = /-h ¥, (0 v_(0) dn(@), 1

<i, r g (6.57)
Q

105
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Q
1<s $N; 1<rc¢<J, (6.58)

C_ o =jf g (p) B () ds(p), 1 % m,s SN,  (6.59)
ok

Dms_=J/ h-/f Y8 @) B (P) G (@)ds (p)ds ()
o0 o

1<m, s <N . (6.60)

Ly = Jgh /;hG(P,Q).wj(P) ¥, (@) da(P) da(Q),

1<3, r<yJ, (6.61)

Mgy = JCQh-/;h G(R,q) ¥5(P) B (a) an(P) ds(q)

-
IA
0
IA
2
—
A
[
N
N
*

(6.62)
6.4.3 Aproximacao direta das matrizes de Green

As matrizes B, L, e M sao obtidas diretamente atra-

ng

vés do procedimento desenvolvido na Secdo 4 do Capitulo 3. Para

tanto, de (3.44) e (3.45) agora se tem

c2(9) =J/ G(P,0) V. (P) dQ(P), | (6.63)
] . .
Q
e
cf (@) =J/ ToG(Q) B, (p) ds(p) - (6.64)
of

Admitem-se as seguintes expansodes para G?'e ng
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T, J r
GS(Q) = k§1 wk(Q) ks’ Qe @, (6.66)
onde gij e gis sao coeficientes a serem determinados.
Mas, uma vez conhecidas as funcoes Gg(Q) e GZ(Q), os

elementos das matrizes LeB podem ser calculados. De fato, em
vista das equacbes (3.48) e (3.49), bem como (6.63 -~ 6.66) as e-

quacdes (6.58) e (6.61) podem ser reescritas da seguinte forma:

. - Q _
L _/h G (@ v (@) da(Q) =
Q

Q2
1 /[hwr(Q) b, (@ a2 g,

§

r, j£3J, (6.67)

IN

"
oo

k

| r
Brs = J[ Gg(Q) y_(Q) da(Q) =
Qh

0
N~y

/f ¥, Q) % (@) del@) g,
k=1 Qh '

—
A
i
A
o

—
A
0
A
2
L]

(6.68)

Das equagoes (6.67) e (6.68), deduz-se que o problema de obter
o0s elementos das matrizes L, e B, reduz-se ao de determinar os
coeficientes ggj e gis. Além disso, as outras duas matrizes tam-

bém podem ser facilmente obtidas, pois de (3.51), tem-se que

M=B, a (6.69)

e a partir de (3.53) a matriz D pode ser calculada através de
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‘ r
Pus = | ToGe(@ 9y (@) asa, (6.70)
sl

desde que os coeficientes da expansao (6.66) sejam determinados.

A seguir, determina-se G? e Gg,

As equacgoes (3.56) e (3.57) ficam, agora, sendo

Q -
VQ . [T(Q)VGj(Q)] = wj(Q), Qe Q, | (6.71)
Q- _ aGg.Z(q) '
k Gi(g) + T(gq) —I— =0, g €20, (6.72)
o] Sn .
Q

que definem Gj‘

Analogamente, de (3.60) e (3.61) tém-se as equacgoes

v, - [T@ve @1 =0, 0¢c @, (6.73)

r | ach (q) - |

kGgla) + T(q) —L— =g _(a), qe 3@, (6.74)
on -

que definem Gg.

A formulacao variacional unificada proposta para esses
dois problemas em (3.62), agora com as formas bilineares dadas
conforme (6.13) e (6.14), torna-se a seguinte:'Enaxmrm:EE:H1ﬂD,

tal que

j[ T(Q)VIG(Q)] . VIV(Q)] dR(Q) +
o .

PlQ)v(Qan(Q) -

*

+Jf kOYOG(q)Yov(q) ds (q)

af - &

_J/ Pr(q)yov(q) ds(q), VveH (",  (6.75)
a8 '
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r . ‘ _
onde os termos que envolvem PQ e P s3o excludentes. Com efei-

to, para determinar G? faz~se em (6.75) PQ(Q) ='wj(Q) eFJ(q)=o,

Se em (6.75) for feito PQ(Q) =0 e Pr(q) = ¢S(q),

= T
G = Gg-

determina-se

A aproximacdo do problema descrito em (6.75), feita por

elementos finitos, como proposto na Secdao 4 do Capitulo 3, for-

nece

uw
Al
-

sendo

K,y =/h T(Q) VI, (V1. ¥ (Q)] aa(o)
Q

1 i, k 57,
Y
G' = Loyl 1<k, 33,
GT = [ r 1 <€ < < <
G = gks]' £k £J; 1 £s £N,
Q ‘
Qh
1<k, j<J,

T
RE= [Rygly Ryg ‘j[
3

Entao, todos os coeficientes podem ser determinados

mente.

(6.76)

(6.77)

(6.78)

(6.79)

(6.80)

(6.81)

simultanea-

O desenvolvimento exposto pode ser entendido tanto co-
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mo restrito a um elemento como globalmente. No primeiro caso, o
sistema globél seria formado através da sobreposiééo das matri-
zes locais, com o auxilio das condicdes de transmisséo apresen-
tadas em (6.35) e (6.36), ou em (6.39).

Se o carregamento nao depender do deslocamento trans-
versal, a maneira de determinar as incégnitas de um problema é a
exposta a segqguir.

Primeiramente, resolve-se a equacao (6.56), obtendo-se
Yc e F, nos pontos do contorno. A forca normal ao contorno é
obtida a partir da equacao (6}34). Calculado -f, 0 deslocamento
transversal em pontos do dominio pode ser determinado sem ser ne-

cessario inverter a matriz A, pois da equacdo (6.55) tem-se, lo-

calmente,
wo=AT LT £ o+ A° B FC . (6.82)

Mas as equagdes (6.67) e (6.68) fornecem, respectivamente,

2 = e [S 17, : (6.83)
e
?k - ﬁklgrlk : | (6.84)
Portanto,
A 10 A -l | (6.85)

Entdo, a determinacao dos deslocamentos em pontos internos envol-

ve apenas multiplicacao de matrizes por vetores.
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6.5 Aplicacdo. do MMFGL para ‘Solug¢ic ‘Numérica de Problemas de Mem-

branas

A formulacdo MMFGL para membranas elasticas, apresenta-
da na Secdo 3 deste capitulo, foi aplicada para diferentes pPro-
blemas, a fim de avaliar a precisao do método; comparar a sua efi-
ciéncia com a de outros métodos e testar a sua convergéncia. As
aplicacdes também tiveram o objetivo de testar a versatilidade do
MMFGL para tratar contornos curvos, contornos com vértices e des-
_continuidades nas condicdes de contorno. Todas as aplicacdes rea-
lizadas foram testadas relativamente a dependéncia paramétrica da
formulacao. As matrizes de Green sempre foram calculadas direta-
mente, e as integracoes realizadas numericamente. A regra de qua-
dratura gaussiana de quatro pdntos mostrou-se satisfatoria em to-

das as aplicacodes.
6.5.1 Membranas retangulares fixas
6.5.1.1 Problema 1

Considere-se o problema

']

Encontrar w, tal que

V2w(P) = 50(-x2-y2+ X + ) ,
P1 <
P = (x,y) € Q =:(0,1) x (0,1),

{ w(p) = 0, p e 9@ .

Nesta aplicacdo, verifica-se a precisdo do MMFGL compa-

rando-se os resultados numéricos obtidos com os resultados anali-



112

ticos disponiveis. Quéndo a comparacdo é feita entre resultados
numéricos obtidos por métodos distintos e os resultados analiti-
cos, avalia-se a capacidade dos métodos para atingirem certa or-
dem de precisao.

Os resultados numéricos encontrados por meio do MMFGL
foram 6btidos empregando-se a seguinte discretizagéo; denominada
M1: dezesseis elementos finitos quadraticos isoparamétricos de
oito nds, no dominio Q e dezesseis elementos finitoquuadréticos
isoparamétricos unidimensionais, no contorno, 3Q, que nada mais
s3o do que tracos de elementos de dominio, conforme mostram as

figuras 6.2 e 6.3.

FIGURA 6.2 Particao do dominio: dezes-
seis elementos quadraticos
isoparamétricos. Total de

nds: sessenta e cinco.
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FIGURA 6.3 Particao do contorno: dezes-
seis elementos quadraticos
isoparamétricos. Total . de

nos: trinta e dois.

Os elementos de dominio foram usados também como célu-
las de cargas. Nao houve necessidade de tratamento especial nos
vértices, pois eles nao coincidem com pontos de descontinuidade
das condicdoes de contorno.

Para comparacdo com resultados numéricos obtidos por ou-
tro método, toma-se o de elementos finitos, de acordo com SPERAN-
5 37 cada

uma contendo, respectivamente, trinta e dois, cento e vinte oito,

DIO [79]. Sao disponiveis quatro malhas, To' T1, T, e T T

guinhentos e doze e dois mil e quarenta e oito elementos triangu--
lares lineares.

Na tabela 6.1 estao a solucao exata e os resultados nu-
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méricos do deslocamento transversal w(P), obtidos através do
MMFGL e do método de elementos finitos (doravante MEF), com as

discretizacdes descritas anteriormente, fazendo-se kb = 1.

TABELA 6.1 Valores do deslocamen-
to transversal w(P),
obtidos pelo MMFGL e

pelo MEF. k_ = 1.

e}
Solucédo MMFGL MEF - w(P)

P = (x,4) Exata w(P) '
T, = 32 T,=128 T.=512 T .,=2048
0 1 2 3 S
(0.5,0.5) 1.5625 1.5644 1.4160 1.5245 1.5529 1.5601
(0.375,0.5) 1.4648 1.4745 , 1.4289 1.4557 1.4625
(0.25,0.5) 1.1718 1.1763 1.0579 1.1423 1.1644 1.1700
(0.125,0.5) 0.6835 0.6892 0.6656 0.6790 0.6824

Nesta tabela, verifica-se que o0s resultados do MMFGL
sdo precisos até a seqgunda casa decimal, enguanto que os do MEF

alcancaram essa ordem de precisao somente com a malha T gue tem

3l
dois mil e quarenta e oito elementos. O MMFGL envolve sessenta e
cinco graus de liberdade no problema auxiliar para -<calcilo das
matrizes de Green, e trinta e dois na determinacdo da solucdo do
problema. O MEF, para precisdao da mesma ordem, envolveu novecen-
tos e sessenta e um graus de liberdade. Para uma mesma ordem de

esforco computacional, a malha do MEF seria a T com guinhentos

2!
e doze elementos, e um total de duzentos e vinté e cinco graus de
iiberdade. Mas, com essa malha, o MEF forneceu resultados preci-
SOs apenas na primeira casa decimal.

A dependéncia da formulacdo em relacao ao parametro ko

foi analisada, resolvendo-se o problema para valores de kO

~—
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que variavam entre 1073 e 105. Nao houve alteracgao nos resulta-

dos, conforme pode ser observado na tabela 6.2.

TABELA 6.2 Deslocamentos transversais
em membrana retangular fi-
xa, obtidos pelo MMFGL, pa-
ra diferentes ~valores de

k .
e}
P (x ,' Solucgao 3 MMEGL, T W(P)_4 5
»Y Exata k =107° k. = 1 k =10 k =10
o _ 0 e} o
(0.5,0.5) 1.5625 1.5644 | 1.5644 1.5644 1.5644
(0.375,0.5) | 1.4648 1.4744 ©1.4744 1.4744 1.4744
(0.25,0.5) | 1.1718 1.1763 1.1763 1.1763 1.1763
(0.125,0.5) | 0.6835 0.6892 0.6892 0.6892 0.6892

6.5.1.2 Problema 2

Como segunda aplicacao, considere-se o problema

Encontrar w(P), tal que

- VZW(P) =1,
P2
P

(-1, 1) x (-1,1),

(x,y)ve Q

. wip) =0, Pt éﬂh

Nésta aplicacao, avaliando a convergéncia do MMFGL, fo--
ram determinadas as matrizes de Green e a solucao do problema,
primeiro usando-se uma malha, denominada M2, formada por quatro
elementos quadraticos isopéramétricos no dominio Q@ e oito ele-

mentos quadraticos isoparamétricos unidimensionais no contorno.
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Embseguida, o problema foi resolvido empregando-se a malha M1,
descrita no Problema 1. |

Para compatagéo dos resultados obtidos pelo MMFGL, com
ko = 1, tomaram-se os determinados por JASWON & SYMM [48], atra-
vés do método indireto de elementos de contorno. Mas, para au-
mentar a precisao e a eficiéncia do método; esses autores usa-
ram solucao particular exata e fizéram todas as integracdes ana-
liticamente. Na discretizacdo e aproximacdo, foram empregadas
duas malhas, denominadas“T64 e T128' formadas, respectivamente,

por sessenta e gquatro e cento e vinte e oito elementos constan-

tes. Os resultados sao mostrados na tabela 6.3.

TABELA 6.3 Valores de deslocamento
transversal obtidos pe-
lo MMFGL e pelo método

de elementos de contor-

no (MEC).
_ MMFGL -~ w(P) MEC - w(P)
P:(x,y)
M2 M1 T64 T128
(0.,0.) 0.2697 0.2941 0.2947 ©0.2947
{0.,0.5) 0.2402 _ 0.2291 0.2293 0.2293
(0.5,0.5) 0.1793 0.1811 0.1811

Segundo esses resultados, apesar de a malha M2 &ﬁ:gros—
seira tanto para o dominio como para o contorno, houve precisao
em uma casa decimal. Contudo, com a malha M1, que contém trinta
e dois pontos no contorno (metade dos pontos da malha T64)' os
resultados evidenciam precisdo de até duas casas deéimais no ge-
ral, e as vezes tréé casas, quando comparados com os determina-

dos pelo método de elementoé de contorno com as malhasﬁ%4e T128’
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" A dependéncia da formulagdo MMFGL em relacdo ao para-
metro ko foi testada; como no Problema 1; e novamente nao houve

alteracao dos resultados.
6.5.2 Membrana circular fixa

Considere-se problema P3: A R

( Encontrar w(P), tal que

- V?wp) = 4
P3 <

P {x* + y* < 4}

(x,y) € Q

(w(p) =0, pe 30 ={x*+y’>=41}:

Esta aplicacao, que se diferencia das anteriores pela
geometria do contorno, gque neste caso precisa ser aproximada, es-
tuda a precisao do MMFGL e a compara com a do MEF.

Os resultados numéricos encontrados pelo MMFGL foram

obtidos usando-se a malha M1. Os resultados de elementos fini-
tos foram obtidos por SPERANDIO [79], que empregou quatro ma-
lhas, formadas por T = 18, T, = 84, T, = 360 e T, = 1488 ele-

mentos triangulares lineares.

Os resultados exatos e numéricos para o deslocamento
transversal da membrana estdo na tabela 6.4.

Os resultados do MMFGL tém precisao de uma casa deci-
mal, as vezes duas; O que méstra que a aproximagdo da geometria
tem efeito consideravel na precisdo dos resultados. Os resulta-
dos do MEF apresentam precisao de mesma ordem que os do MMFGL
somente quando foi usada a malha mais fina, T3, com um mil qua-
trocentoé e oitenta e oito elementos ﬁriangulares lineares. Para

-

essa ordem de preciséo; o0 porte do problema oriundo do MMFGL e
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TABELA 6.4 Valores do‘deslocamento trans-

versal de membrana circular

fixa.
P = (x,y) sgiggio Midf;L T =18 TMEE 84=»W(TP)5360 T.= 1488
0 1 27 3
(0.,0.) 4. 4.0070| 3.3333 | 3.8623 | 3.9732 | 3.9951
(0.5,0.) 3.75 | 3.7450 | 3.5513 | 3.7002 | 3.7375
(1.,0.) 3. 2.9896| 2.2222 | 2.8256 | 2.9559 | 2.9889
(1.5,0.) | 1.75 1.7660 1.6438 | 1.7231 | 1.7432

significativamente menor do que o do MEF, pois no MMFGL se tra-
balhou com um sistema de sessenta e cinco graus de liberdade e
noventa e sete vetores de carga, tratados siﬁultaneamente, a fim
de calcular as matrizes de Green. Ainda, o problema no contorno
envolveu apenas trinta e dois graus de liberdade e um vetor de
carga associado. Por sua vez, o MEF trabalhou com um sistema de
setecentos e vinte e um graus de liberdade e um vetor de carga

associado.
6.5.3 Membrana retangular com lados opostos fixos e livres

Considere-se o problema P4:

/

Encontrar w(P), tal que
- vV2w(@) = 2,

ps J p 0,1) x (0,1),

1
i

(x,y) € &
wi(0,y) = w(l,y) =0,
Bw(x,Q) W (x,1)

= = 0.
oy oY
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Nesta aplicacdo, a dificuldade interposta diz respei-
to a coincidéncia de irregularidade da geometria com desconti-
nuidade das condic8es de contorno. A técnica empregada para tra-
tar dessa dificuldade foi a de nd duplo; como esta descrita em
[6]. NO MMFGL; a influéncia do nd duplo é levada as matrizes

de Green através das fungbOes de interpolacao @y, definidas _no

contorno, que se modificam localmente, conforme exemplifica a

Y

- figura 6.4.

a) NO simples

b) N6 duplo

FIGURA 6.4 Funcao de interpolacao

global em um vértice.

As matrizes de Green foram obtidas e o problema resol-
vido empregando-se a malha M1. Os resultados constam na tabela
6.5 e, como se esperava,_cdincidem com os exatos, uma vez que a

solucdo é uma funcdo guadratica, e todo o procedimento de apro-
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- xima¢dao do MMFGL usou'interpoiagéo quadratica. Entretanto; quan-
do ndo foi usada a técnica de nd duplo; nos pontos de irregulari-
dade da geometria'qué coincidem com descontinuidade das condicdes
de contorno os resultados foram erféneos; conforme se observa na

tabela 6.6.

TABELA 6.5 Valores de deslocamentos trans-
versais em membranas com bordas
opostas fixas e livres, usando-
-se no duplo no vertice.

o Solucgao MMFGL
P = (x,9) Exata-w(P) M1-w(P)

(0.5,0.5) 0.2500 0.2500

(0.375,0.5) 0.23437 0.23437

(0.25,0.25) 0.18750 0.18750

TABELA 6.6 Valores de deslocamentos trans-
versais e tensdes de "membranas
com bordas opostas fixas e 1li-
vres, usando nd simples no vér-
tice.
P = (x,y) Solucao Exata . MMFGL (M1)
= 'Y w 9w/3dn w daw/3n
(0.5,0.5) 0.2500 - 0.2498 -
(0.375,0.5)| 0.23437| - 0.2346 -
(0.25,0.25) | 0.18750 - 0.1870 -
(0.,1.) -1 - 0.4264
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‘O problema P4 foi resolvido novamente, mas agora com
condicoes de contorno ndo-homogéneas:

1

w(0,y)
wil,y) =0
ew (x0) -0

3y

dw(x, 1)
5y

=0

Os resultados constam na tabela 6.7.

TABELA 6.7 Valores de deslocamentos
transversais e tensoes de
membranas, com -condicoes
de contorno nao homogéneas.

P = (x,y) Solucado Exata MMFGL (M1)
- ! w dw/dn W dw/3n
(0.5,0.5) 0.75 - 0.75 -
(0.375,0.5) 0.60937 - 0.60937 -
(0.25,0.25) 0.85937 - 0.85937 -
(0.%,1) 1.00000 0. 1.00000 | 0.
(0.,17) 1.00000 0. 1.00000 | 0.
(1.,1) 0. 0. 0. 0.
(1.,17) 0. - 2. 0. - 2.

E conveniente observar que, embora se tenha empregado a

técnica de né duplo, foi preservada a continuidade dos

desloca-~’

mentos nos vértices, como mostra os valores da tabela 6.7.



capiTuLo 7

FORMULACAO DE ELEMENTOS DE CONTORNO PARA PLACAS

- MODELADAS PELA TEORIA DE MINDLIN

7.1 Introducao

Placas sao componentes estruturais de larga aplicacao
nas engenharias mecanica, aeronautica, nuclear e civil.

Nos problemas de placas tem-se que considerar, funda-
mentalmenfe, a sua geometria, o carregamento a que ela esta sub-
metida, a sua vinculacdo e o material de que € construida. Dis-
so decorrem as dificuldades para a solucdao desses problemas. So-
mente os mais simples possuem solucdo analitica.

E freqliente o emprego de métodos para a obtencdo de
solﬁgéo aproximada. Dentre eles, o de diferencas finitas foi
‘muito empregado, mas cedeu lugar ao de elementos finitos, que
tém nas placas uma de suas principais apliéacées.

Mais recentemente, as formulacdes integrais também tém
sido aplicadas para esses problemas. As modeladas pela teoria
classica foram as primeiras a serem formuladas.

JASWON et alii [90], desenvolveram uma formulacao in-
tegral para o problema bi-harménico, transformando-o em ‘dois
problemas harmdnicos, resolvidos por formulagao indireta. Em
seguida, JASWON & MAITI [91] usaram-na para resolver problemas

de flexado de placas. As derivadas de ordens superiores, neces-
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sirias para calculo dos esforcos, puderam ser calculadas através
de relagdes que usam derivadas apenas de primeira ordem. Anali-
saram placas retangulares sob diversas condicdes de contorno. Os
‘resultados obtidos foram precisos.

VIVOLI [92] e VIVOLI & FILIPPI [93] apresentam formu-
lacoes indiretas para o problema de vibracoes de placas. Ao con-
trario de JASWON & MAITI [9}], trabalham diretamente com o pro-
blema bi-harmbnico. Definem potenciais até terceira ordem e
fornecem suas propriedades, que auxiliam essas formulagdes, no
tratamento das condig¢Oes de contorno. O problema de autovalor
resultante ndo se apresenta na forma algébrica convencional, pois
a solucao fundamental adotadé depende do autovalor. Entretanto,
os resultados obtidos foram muito precisos. Atitulo de exemplo, os
primeiros nove autovalores de umé placa circular engastada apre-
sentaram erros relativos inferiores a 0.37%.

As primeiras formulagdes diretas para placas finas fo-
ram desenvolvidas por STERN [94] e por BEZINE [95]. Inicialmen-
te, estabeleceram uma relacao de reciprocidade que envolvia di-
retamente deslocamento transversal, rotacoes, momentds fletores,
momento torsor e forcas cortantes. Stern usou duas solucdes fun-
damentais independentes para obter as equacOes integrais que for-
mulam o problema. Bezine empregou apenas uma solucao fundamen-
tal‘e completou a formulacdao calculando a derivada normal da re-
presentacao do deslocamento trahsvefsal. Ambas as formulacoes
incluem as reacOes de vértices, que aparecem na teoria cléssica
de placas.

Na implementacdo numérica, Stern usou aproximacao 1li-
near para as variaveis. O contorno foi subdividido por pontos

nodais, porém ndo foi aproximado. Bezine discretizou o contorno
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através de elementos retos. As variaveis foram supostas camo cons—
tantes em cada elemento.

Nas aplicacbes realizadas por Stern e por Bezine; os
resultados encontrados possuem elevada precisdo. Mostram que os
métodos integrais sao éltefnatiVas eficientes para'a solugdao de
problemas de placas finas. |

Apéskos trabalhos desses autores; uma ampla classe de
problemas de placas foram analisados por métodos integrais,‘con—
forme pode ser verificado na revisao apresentada por BARCELLOS &
SILVA [32].

Trabalhos mais recentes sao mencionados a seguir, com
a descrigao de seus principais objetivos e algumas dé suas ca-
racteristicas.

STERN [96] reapresenta a formulacao desenvolvida em [94],
estendendo-a para problemas de fratura.

TANAKA & MIYAZAKI [97], através de formulacdo direta,
fazem analise de tensbGes em estruturas compostas por placas sub-
metidas a carregamentos arbitrarios. Usaram apenas elementos.
constantes.

COSTA JR. & BREBBIA [98] apresentam o método direto de
elementos de contorno para problemas de estabilidade de placas
finas. Empregam o elemento reto para discretizar o contorno e o
elemento constante na aproximacao das variaveis. Os resultados
obtidos mostram que a técnica de contorno é eficiente para solu-
cao desses problemas.

ZHU [99) apresenta formulacdao indireta para placas fi-
nitas e infinitas. A sua abordagem se diferencia das anteriores,
por, partindo de uma relagdo de reciprocidade obter uma for-

mulacdo indireta. Além disso, o tratamento numérico das equa-
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c¢Bes integrais foi realizado através de formulagdo variacional,
sendo as aproximacoes funcionais feitas por elementos ffinitos.
As aplicacles numéricas realizadas mostram qgue o erro relativo
do deslocamento transversal decresce com o nimero de elementos
na razdo O(1/N?), que coincide com a prevista teoricamente.

Outros trabalhos trataram do problema de estabilidade
de placas (MANOLIS [100]), da analise de tensdes em placas tipo
"sahdwich", com lados obliquos (RAO [101]) e do uso de formula-
cao de contorno, que incorpora as influéncias das vigas e colu-
nas de suporte, para analise de estruturas de edificios (PAIVA
& VENTURINI [102]).

Pelo éxposto, a formulacao integral de problemas de
placas modeladas pela teoria classica recebeu extensa investi-
gagéo.‘ Entretanto, as placas moderadamente espessas, modela-
das por teorias que incluem a forg¢a cortante, foram pouco in-
vestigadas pelo método de elementos de contorno.

E oportuno mencionar que o desenvdlvimento de mate~
riais compostos .conduziu a um grande interesse pelas‘teorias de
placas que possuam ordem de erros mais elevada que a da teoria
classica (WITTRICH [103]).

A priﬁeira formulacao integral para uma dessas teorias
foi apresentada por WEEEN [33], para placas modeladas pela teo-
ria de REISSNER [34]. A formulacdo &€ do tipo direta. Como es-
tado auxiliar na relaééo de reciprocidade, usou uma solucao ﬁrb
damental obtida pelo método de H8rmander. Na implementacao nu-
mérica, a discretizacao do contorno e a aproximacgao das varia-
veis foram realizadas através de elementos finitos quadraticos
isoparamétricos. A transformacdo do sistema de equagdes inte-

grais para o de equacdes lineares algébricas é feita pelo méto-



126

do ‘de colqcacéo. ‘Os pontos de colocag¢ao coincidem com os pontos
nodais dos elementos de contorno.

No cdlculo numérico das integrais de contorno nio-sin-
gulares, empregdu—se regra de integracao gaussiana. NQ calculo
das singulares, Wéeen,»em vez de separar a singularidade _loga-
ritmica, que esta implicitavnos nﬁcleos; preferiu desenvolver um
procedimento esbecial para'regularizar esses nucleos. Para tan-
to, usou uma tfansformagéo nao-linear, que mapeia 0s pontos de
integracdo para uma vizinhanca do nd em que ocorre a singulari-
dade. |

As integrais de dominio, que na formulagdao incorporam
o carregaménto, foram transformadas em integrais de contofno,nas
o procedimento adotado &€ restrito para carga uniforme. Consiste
em determinar funcdes cujos laplacianos sdo iguais aos integran-
dos, e em seguida aplicar o teorema da divergéncia.

Os vélbres principais foram obtidos simultaneamente cam
os fatores geométricos; mediante imposigao de movimentos de cor-
po rigidos.

Na formulacdo de Wééen, as variaveis definidas no con-
torno referem-se ao sistema de coordenadas global. Por isso, o
tratamento das condicoes de contorno, em geral, nao é direto, e
ao final algumas variaveis de interesse também n3do sdo obtidas
diretamente.

Com referéncia aos resultados, os obtidos da analise
de placa retangular sob torgdo apresentaram elevada precisao,
tanto para os déslocamentos como para os esforgos. Quandoa for-
mulacdo foi aplicada para placa circular submetida a carga uni-
forme, propiciou resultados precisos para o deslocamento trans-

versal, a rotacdo e o momento circunferencial. Entretanto, omo-



127

"mento radiai apresentou precisao apenas aceitavel, e a forga cor-
tante foi imprecisa.

No presente trabalho, a teoria de Mindlin para ‘placas
€ sucintamente descrita na Secao 2 deste capitulo. Na Seccao 3,
estabelece-se uma relacao de reciprocidade; fundamentada nos de-~
senvolvimentos apresentados no Capitulo 2. Em seguida, na Se-
g50'4, determina-se, através do método de H8rmander, uma solucio
fundamental para o operador do problema.

Escolhendo-se como estado auxiliar presente na relacao
de reciprocidade estabelecida a solucao fundamental determinada,
obtém-se, na Secdo 5, a formulacdo integral do problema, para
pontos do dominio. Através do traco, ela € descrita para pontos
do contorno. Na Secao 6, propbe-se uma implementacao numérica
para a formulacao integrél do problema. Empregam-se técnicas de
elementos finitos para discretizd-la e aproxima-la. O método de
colocacao é usado na transformacdo do sistema de equacoes inte-
grais em'um‘sistema de equacées algébricas lineares.

Na formulacao proposta, os nucleos dos operadores in-
tegrais sao descritos em relacao as coordenadas globais, mas os
valores nodais das variaveis de placa sao relacionados as coor-
denadas locais em cada ponto do contorno.

Os resultados obtidos nas aplicacgOes realizadas apre-
sentam preciséo aceitavel. Os maiores erros relativos, da ordem
de 1.2%, ocorreram nos valores da_forga cortante, quando se ana-

lisaram placas muito finas através da formulacdo proposta.

7.2 'Notagdes e Preliminares

Considere-se uma placa isotrdpica homogénea que ocupa



128

uma regido cilindrica § x [-h/2, h/2] C R? (x, y;z); onde x, y e
z sao coordenadas cartesianas; Q2 € um dominio aberto limitado no
plano de referéncia (x;g); com.contorno aﬂflipshitziano; e hé a
sua espessura. Suponha-se que a placa esta sujeita a uma carga
distribuida por unidade de area da superficie de referéncia, de
intensidade f; que atua segundo o eixo z; conforme mostra a fi-

gura 7.1.

FIGURA 7.1 Sistema de coordenadas

para uma placa.

A cinematica admitida na teoria de placas de Mindlin

descreve o campo de deslocamentos de um filamento que passa por
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um ponto P € @, através de trés variaveis, sendo duas associadas

as rotacoes:

wx(P), gue indica rotacao de um filamento material ori-
ginariamente perpendicular a superficie de re-
feréncia, em torno do eixo y, em uma secao cujo

vetor normal coincide com o eixo x,

¢y(P), que indica rotacao de um filamento material ori-
ginariamente perpendicular a superficie de re-
feréncia, em torno do eixo x, em uma secao cujo

vetor normal coincide com o eixo y.

A terceira varidvel é associada ao deslocamento transversal,

w(P), gque indica o deslocamento de um ponto materialP,
originariamente situado na superficie de referén-

cia, segundo o eixo z.

Com isso, a teoria de Mindlin inclui no estado de tensOes da

placa nao sO os momentos

M, que indica distribuigao de momento fletor em re-
lacdo ao eixo y em uma secao que tem vetor nor-
mal segundo o eixo x, por unidade de comprimen-
to na direcao y,

M, que indica distribuicao de momento fletor emre-
lacdo ao eixo x; em uma secdo que tem vetor nor-
mal segundo o eixo y; por unidade de comprimen-

to na direcao x,
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Xy,l

- -que indica distribuigao de momento torsor em
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re-

lacdo ao eixo x em uma secao cujo vetor normal

coincide com o eixo x, por unidade de comprimen-

to na direcao y;

mas também as forgas cortantes

Qx' que indica distribuicdo de forca cortante em
s€¢ao que tem vetor normal segundo o eixo x,

unidade de comprimento na direcao y;

que indica distribuicdo de forga cortante em
secao. que tem vetor normal segundo o eixo y,
unidade de comprimento na direcao x.

As relagOes entre os esforcos e os deslocamentos,

gundo MINDLIN [80], sao

onde

. Y
MX = D(ax + \)ay )r . . (7
3y, . 9y
M, = DI 4+ vy, | - U
3y ax -
- oy 3y
M= 2 2, (7
7 2 ax 3y
o, = k’eh(y, + &), | (7
2 0w '
o, = B Gh (yy + 53), (7

D indica é rigidez da placa (D = Eh3/[12(1-v2)]),

v indica o mdédulo de Poisson damaterial;

E indica o m6duio de elasticidade longitudinal do
material;

k® indica o pardmetro presente na teoria de Min-

uma

por
uma
por

se-

.1)
.2)
.3)

.4)

.5)
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dlin para compensar as tensdes cisalhantes que, em
conseqliéncia das hipbteses cineméticas; sao cons-
tantes ao longo da espessura da placa.

Com essas definicdes, o campo de desloéamentos satis-

faz as seguintes equac¢des de equilibrio ([807]:

> @rj(ag) u(P) =£(P), P e Q, (7.6)

as quais estdo associadas as condigoes de contorno

gl[E(P)] = ai' p E_BQI i=1,2, 3, (7.7)
onde
L(op) € um operador diferencial em relagdo as coorde-
‘nadas do ponto.P € @, definido por
(- 2y J2 2 % d
T-v 3X 1-v  3xdy X
2 2
2 - 2
L(sp) = 2(1-v) | (¥ 2y =32+ B2 (2 8y
1-v 3x3y 1-v 9y dy
2
(2% &) (A 2o (28
L 9X 3y ]
(7.8)
sendo
A o operador laplaciano,
A parametro da placa dado por
2 2 2
A° = 12 k2/h?. A (7.9)

Nas equacOes (7.6) e (7.7); tém-se ainda que

(®) = [0, (), ¥ (@), we)l', (7.10)
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£() = (0, O, £(P)]", (7.11)

KiD(¢)], i ='1; 2; 3 sao combinagdes lineares de ope-
radores no contorno; apropria-
damente escolhidos dentre os

seguintes:

T_r[g(p)], : (7.12)
Tr[Mn(p)], ' (7.13)
Tr[M_(P)], | . (7.145
Tr[Q (p)], . | (7.15)

onde o simbolo Tr[(.)] tem o mesmo significado anterior. As quan-

tidades Mn(p),ans(p) e Qn(p) sao definidas, conforme WASHIZU [75],

por
Mn_= Mxn ‘nx + Mgn ny, (7.16)
Mns = Mgn nx - Mxn ny, ' (7.17)
Qn = Qx nx + Qy ny, ' (7.18)
sendo
Mxn = Mx nx + xy Ny (7.19)
M =M n_ +M 1 (7.20)
yn Xy X y Y
e
nx’ ny indicam os cossenos diretores do vetor normal
ao contorno, respectivamente em relacao aos ei-
X0s x e Y.
Posteriormente, as tensdes resultantes Mxn e Myn sao

denotadas, respectivamente; por tx e ty'

A orientacao dos momentos e das forcas cortantes, de-

finidos por unidade de comprimento das linhas x, y na superficie
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de referéncia, € mostrada na figura 7.2, e as referentes ao con-

torno estao ilustradas na figura 7.3.

] Qx
‘ ‘ | )
3 My ‘
Mxy o
\/

FIGURA 7.2 Momentos e forcas

cortantes em um

elemento & placa.

FIGURA 7.3 Momentos e forca
cortante no con-
torno de uma pla-

ca.



7.3 Relacdo de Reciprocidade para Placas de ‘Mindlin

Considere-se a regiéo N CIR? subdividida em N

 gides Qk, 1 ¢ k £ N, tal que

N : '
uUg =0; o oot =9, k # m.
k=1 '
Sejam uk = [w?, wz, wk]T, fk, Dk e k(ap) (.) restricoes,

L
&
pectivamente, de u, f, De L (BP) (.) a subregido Qk.

Para estabelecer a relagéo de reciprocidade para

134

subre-~

res—~

pro-

blemas de placas modeladas pela teoria de Mindlin, de acordo com

(2.26 - 2.31), sao identificados os segquintes espacos:

H = 1-11(91) X seee X 81(QN),

F-md) x .... x B@Y,

v=8"@" x . ... x '1(QN),

V=1L, (Q ) X v... xLz(Q),

oH = szﬂh X voe. X szﬂN)

3F = H 2(asz) X «... X H 2(aQN)
onde

B (%) = @3

L, (@) =[5,

55 = wm T e?

1
H2 (505) = [HZ (32%)1°
1 1
B Z(305) = 7 (30513

A forma bilinear B(.,.); como esta definida em (

fica sendo

(7.21)
(7.22)
(7.23)
(7.24)
(7.25)

(7.26)

(7.27)

(7.28)
(7.29)
(7.30)

(7.31)

2.32),
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B:HxF~R, (7.32)

com a seguinte expressao:

k k k k
‘ N o Oy o8 3y 3f
B(u, v) = Lk _jf {Dk[ y_x + y Y .
- k=1 7 ok dx  Ax 3y  dy
k k k k
oy, of . oV 30
+ vk —x Y + Vk —4 X'] +
ax ody dy 9x

k k k | k
k3 JY 3y o g
Xy o g T Ty
12 . 9Jy ax oy ax

+

| | K k |
N Ik A LA R AR LS
90X 99X
_ k -k
FTCLANN wz) AL %1y aek e,
3y dy y
u€eH, veeF. (7.33)

Para prosseguir, definem-se os espacgos '

1 N
vHL = Hﬂ(Q ) X ... X HLN(Q ) (7
e
1 N
Fie = Ha (@) x cee X nL*N(Q ), (7
sendo
H, @5 = (we m@9)1% o e 1,017 (7.
L -

B 25 = (ve @)% 1™ e @17 0.
L* i =

Operando com a restricao de B(.,.) ao elemento Rk,

.34)

.35)

36)

37)

de -
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notada.por_Bk(.,.), realizando integragbes dos termos da equagao

(7.33) gque envolvem o estado gk = [¢t, ¢z; vk]T e  reagrupando
convenientemente os resultados; obtém-~-se
, , T _ ~
B W, v - -_/f et Koy ke adk @) .
- k & ~
Q
a .
Minfu]
: k T ’ k
t/“ v* )17 § S ) pas (p)
k k. k '
30 | o, [u ]_
W em @, v*e @7, (7.38)
L _

onde a notacao Mtn[uk] indica que Mtn provém do estado uk.

Analogamente, integrando as parcelas da (7.33) que en-

volvem o estédo uk = [ wt, w;, wk]T, obtém-se

BX (¥, v) = - jf * )7 Lk(bp)[vk(P)] 3a¥ (@) +
u, v - L™ (3,) [V
Q

-k ko
MVl
T ) ok .k k

< M V] > ds” (p),

wem (@912, voe n @9, (7.39)
-~ o~ L*

Escolhendo ukg; H k(Qk) e vk

) X _
. € HL*k(Q ), as equacoes (7.38) e

(7.39) fornecem
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‘J L@ TR ) vt @ ek ) =
Q -~ - p -~
-j 1wk ey 17X (o) X Py 140K () +
-Qk -~ - p -~ _

[ K oKy T
Moale)

4Jf )1t 3 ME [y L as® (p)
agk -

kK. k
Qn[g ]

-J[ W* (1T 4 M, 1v¥1 b as®(p),

Q_[v] : (7.40)

que expressa uma relacdo de reciprocidade entre os estados{gk} e
{Yk} para placas de Mindlin.

Para obter uma representacao integral do campo de des-
locamentos Ek em pontos do dominio Qk, utiliza - se uma solucdo
fundamental de dominio infinito para o operador diferencial L(3p),
obtida conforme BARCELLOS & SIIVA [81].

O procedimento para determinar essa solu¢éo esta ex-

posto a seguir.

7.4 Dete;minacéo_gg Solugéb'Fundamental'para © Operador de Pla-

Existem varios métodos para a obtengéo de 'solucao fun-
damental de operadores diferenciais parciais. Entre os mais em-
pregados estao os seguintes:

- método de superposicdo [82],

- método da transformada de Fourier [83],
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- método de expansao da distribuigéo; " em ondas pla-
nas [84], e

- método de HBrmander [30].
O método de H8rmander & apropriado para o operador de placas de
Mindlin, pois E( como esta definido em (7.8); envolve apenas
coeficientes constantes e satisfaz a condicao de elipticidade

(NECAS [53]),

det [L(E)] 0, £ e R?, qua'se em todo lugar

em oF, | | (7.41)

conforme se deduz da equacao (7.47).

‘Uma solugéo fundamental para L(3P) [.] € uma matriz

uc

= [Uij]' 1 £i, j £ 3, com elementos em D' [R?] (espaco das

distribuicdoes em R?), tal que

L(3p) U(P,Q) = 6(P,Q) I, (7.42)

onde I & a matriz-identidade 3 x 3. Denotando por (°°L).a ma-

triz formada pelos cofatores em’(LT), tem-se

L) (L) = (L) (°°L) = det (L)I. (7.43)

Seja G uma solugao fundamentalvpara o operador det [%(SP (.))1.,
ou seja,

det(%(BP))G(P,Q) = §6(P,Q). ’ (7.44)
Entéo,'g, dada por

u(P,0) = [“°L(3p)] [G(P,Q)I], (7.45)
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é uma solucdao fundamental para o operador L(ap). De fato, subs-

tituindo (7.45) no lado esquerdo da equac¢dao (7.42) e tendoemvis-

ta as equagoes (7.43) e (7.44), obtém-se

L) (PLGp) 1 [G(P,QI] =

det (L) I [G(P,Q)I]
(7.46)

§ (P,Q) I.

Portanto, o problema de encontrar uma solucao. fundamental para o

operador L (aP) ficou reduzido ao de encontrar uma solucao funda-

mental escalar para o operador det(L (aP)] (.).
Calculando-se o determinante de L(E?), P = (x,y) € IR?,
obtém-se
| 3
det (L () = 2 (1 -wiatata -a?, (7.47)

onde A e A° sado, respectivamente, os operadores laplaciano e bi-

-harménico. Entao, neste problema G deve ser tal que

D* (1-0)2 2% 8% 0 - 2% G(r,Q) = - 6(p,0Q). (7.48)

4

admitindo simetria radial para G e

Usando coordenadas polares,

||P -Q [I, pode ser determinada a se-

definindo z = Af, sendo r

guinte solucdo particular da equacao (7.48):

G(r) = 21aD* (1 - v 28177 {k_(2) + lg(z) +
(7.49)

v (1/8) 2% [1g(z) - 11},
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onde Ko(z) é a funcao modificada de Bessel de ordem zero [85].
No Apéndice C, mostra-se como a solugdao particular
apresentada em (7.49) & obtida e que ela & uma soluééo fundamen-
tal para o operador det[%(ap)](.).
Com a funcdo G da equacao (7.49), o tensor de Green,
Uij’ apresentado no Apéndice D, é obtido através da relacéq
(7.45). Cada coluna desse tensor & um campo de deslocamento fun-

damental, ou seja,

UaB(P;Q) indica, para a,B = 1(2), rotacao, em torno do eixo
2(1), de um filamento material que passa pelo ponto P,
em uma secao cujo vetor normal coincide o eixo 1(2),
devido a um momento concentrado no ponto Q em torno do

eixo 2(1), na mesma secao,

U3B(P'Q) indica, para B = 1(2), deslocamento transversal do pon-
N to material que coincide com P, devido a um momento
concentrado no ponto Q em torno do eixo 2(1) na secdo

cujo vetor normal & o eixo 1(2),

Ua3(P,Q) indica, para a = 1(2), rotagdo, em torno do eixo 2(1),
de um filameﬁto material que passa pelo pontb P, em
uma secao cujo vetor normal coincide com o eixo 1(2),
devido a uma carga concentrada no ponto Q segundo o ei-

x0 3.

U33(P,Q) indica deslocamento transversal do ponto material que
| coincide com P, devido a uma carga concentrada no pon-

to Q segundo o eixo 3.

As tensdes de placa, definidas no contorno, associa-

das ao tensor de Green de deslocamentos fundamentais e presen-
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tes na felagéo de reciprocidade.(7.40), podem ser obtidas das
equacoes (7.1-7.5) e (7.16-7.18). Disso resulta o tensor de

tensdes fundamentais de placa, T = [ ]; 1 < i; j < 3, cu-

T, .
ij

jas colunas sao tensOes resultantes de placas, dadas por

Men () T M) Px f May(i) Py T Ta3, (7.50)
Mn) T My Mt M) Py T Tage (7.51)
%9050 = %) B @ (7.52)

X y(i) My = T3y¢

onde o indice (j) indica que a quantidade provém do campo de

deslocamentos associado a coluna j do tensor U.

7.5 <Formulag§o Integral do Problema de Piacas_gg Mindlin

Escolhendo-se o estado auxiliar vKcomo sendo o pPro-
veniente da solucao fundamental do operador L(aP) presente em

(7.8), restrito ao elemento ok, ou seja,

k _ uk Lo s o
Vi(j) Uij ' i< i, j £ 3 (7.53)
e substituindo-se as equacoes (7.42), (7.50), (7.51) e (7.52)
em (7.40), obtém-se uma representacdo integral para a solucdo
da (7.6) em pontos do dominio Qk, na forma indicial,

X k X Kooy
¥ (@ =J[k of, (p,0) £5(p) an®(e)

Q

4J[ v (p,0) % W*E)1as®e) -
ji i~
a0k
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| - k k
-J[ . T?i (p,Q) uj(p) ds"(p),

P,oe %, 15i, 3 £ 3. (7.54)

Determinando-se o trago da equacao (7.54), obtém-se uma

representacao dos deslocamentos em ponto do contorno,

calculado.
através de
ok
Tr[u?(q)] = lin ug(0),
0+q
0¢e 0%, qe ank. (7.55)

Para efetuar o limite indicado em (7.55),

procede-se
como em {6] e [13].

Considere-se uma regido de inclusdo com con-
torno circular, centrada no ponto g € M%, de raio ‘g,

conforme
mostra a figura 7.4.

BQk(q,e)

90

FIGURA 7.4

Contorno de inclusao.



143

Na regiao nk U Qt, a equégao (7.54) escrita para o ponto g, que

agora € um ponto interno, fica sendo

uk(q) = Uk.(P,q) fk(P) ko(P) +
. k. .k It J
QU Q
€
+ Uk.(p,Q) tk[uk(p)] dsk(p) +
k x Jt J -~
QT - 3

4/ k. (p,a) tX1d¥ )1 askip) -
w3 3 -

i
1Y
€
k k.
- T..(p,q) u. ‘(p) dSk(P) -
1 Ji J
k k
o - 398

_j[ T3;(p,q) uk(p) dsk(p),
k Ji 7 ]
R

k k

g € Q Ugﬂe, 1 £41i, 3 £ 3. (7.56)

A seguir, analisa-se o comportamento dos termos do lado direito

da equacao (7.56), quando € tende a zero. Com efeito,

lim/ & @,q £ acke) -
>0 k k J1 J

Q7 U Qe
- Jf vk, e, £5@) ak@), (7.57)
x It J .
Q
pois a integral é regular. Quando o ponto p coincide com q, o

nacleo Ugi(p,q) apresenta singularidade implicita, do tipo loga-

ritmico, nos termos que envolvem funcOes de Bessel modificadas,

Ko e K1. Como t? < M, sendo M uma constante, tem-se que

lim Jf | . (p,q) t5uEp)] as®p) -
e+0 k kIt 3~

3T = B
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Jl(p,q) t [u (p)]ds (p) (7.58)
aok
e
lim J[ (p,q) t [u (p) 1] ds (p) = 0. (7.59)
e>0 kjl
ofle
0 nucleo T?i(p;q)ﬁapreSepta:singularidade do tipo

(1/r). Entdo, a quarta integral em (7.56) é entendida no sen-
tido de valor prinéipal, e adiante; indica-se como calcula-la.
A ultima integral presente na equacdo (7.56) fica sen-

do

B .. k
lim Jf ™ (p,q) W) as¥p) = T, .(@ui(q), (7.60)
e>0/ x It ] 137073

BQE :
pois

K () =1 cem k k k .k -
clj(q) us (q). %_1;161 J Tji(p,q) [uj (p) - uj(q)].ds (p) +

50k
+ lim ]r l(p,q) u (q) ds (p) . (7.61)
e+ 0 k J
BQ
K oM k |
Sendo lTji(p,q)I,é |u.(p) -us(g)| £ Me, e a medida de

mr—— e
€ 3 J 2
comprimento de arco menor que 2 7 €, a primeira integral em (7.61)

tende para zero. Portanto, obtém-se

C..(q) = 1lim ™ (p,q) dsF(p). (7.62)
1] ji
e~>0 k
N
€
ApOs o calculo desses limites, a equacao (7.56) pode

ser reescrita na forma

k - k k k
Cij;(q) uy (q) +/anTji(p,q) U (p) ds™ (p) =

i, ]f vk, (e,q) £ Xy aok@e) +
k
Q .

tip
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+ J[ Uki(p,q) 2 ()1 as®ip,
Jk 3 |

p, qe 30K, (7.63)

“onde Iindices repetidos indicam somatodria e,

Cij(q) =1 + Cij(q). (7.64)

Quando o contorno € suave no ponto ge BQk,'tem—se que

iy = 0.5 6ij. (7.65)
Na representagéo (7.63) , com exceééo do termo de carga,
que nao envolve incognitas, os demais'estéo definidos apenas em
pontosvde contorno. Logo, a equacao (7.63) é apropriada para a
abordagem de problemas de placas de Mindlin pelo método de ele-
mentos de contorno.
| As eguacOes integrais (7.54) e (7.63)‘formu1am 0oS pro-
blemas de placas modeladas pela teoria de Mindlin, para pontos do
dominio Qk e do contorno BQk. As condigoes de contorno em ankﬂag
sio diretamente incorporadas a formulacao, através do traco do ve-
tor de deslocamentos generalizados, u?, ou do vetor d tensoes re-
sultantes, t?, 5 =1, 2, 3.

A formulacdo integral para a placa inteira é obtida so-
brepondo-se as formulagées locais através das condigcoes de trans-
missao nas interfaces das subregiéés. Essas condicOes sao encon-
tradas a ?artir das equagodoes (2.41) e (2.51), e para placas de

Mindlin ficam sendo

Triul(a)] = Trivia)l, (7.66)

n

Tr[t?(a)] 'Tr[t?(a)]. ' (7.67)
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. NP k k s e
onde 1 £ j £ 3, e as variaveis uj e tj possuem o significado an-

teriormente descrito.

7.6 Aproximacao Numérica

0] désenvolvimento apresentado a seguir aplica-se a uma
Subregiéo genérica'Qk. O sobreindice k, indicativo de variavel
restrita a Qk, fiéa subentendido sempre que nao houver davida so-
bre a restricao. |

Considere-se [l e 935! subdivididos, respectivamente, a-
través de Ed elementos de dominio e Eclelementos de contorno. As
particoes devem ser realizadas de modo_a evitar que nas subre-
gides haja descontinuidades nos parametros e nos dados do . pro-
blema. Realizadas as particoes, a equagéo (7.63) é reescrita na

forma

c .
. E
Cij(q) uj(q) +ei1 Jf eTji(p,q) uj(p) ds (p) =
gd
= I u.. (P £.(P) AN (p) +
I /E ;1) £5(®) a2 (B
Q
B b |
) U..(p,q) t. d
+ I j . ]l(p q) J(p) s (p),
AN '
q e 3qQ, 1<1i, 3 < 3, (7.68)

) Sejam os espasos de dimensSes finitas Vh C[LZ(Q)]3 ’

BHhC[HZ(aQ)]3 e thC[H-f(BQ)]B, gerados, respectivamente, pelas

S
2=1"

terpolacao globais de'elemenfos finitos. Suponha-se que as apro-

J S . < -~ .
bases {Ni}i=1’ {Bm}m=1 e {Bl} constituidas por funcoes de in-
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ximacdes sejam isoparamétricas. Entdo, J e.S sdo, respectiva-

mente, os nimeros de pontos nodais em Q e 30 .

Admitindo para o carregamento e incdognitas as expan-

'sbes locais

E mE = ) L
£2(P) = £ NE(P) £ (p), Pe Q, (7.69)
e m® : e,
_ - , ,
uj(p) = nz=1 Bn(p) uj(pn), P e 3Q, (7.70)
e, . m® e e
: = t- , ' .
tj(p) n}; en(p) J(pn), p £ 9%, (7.71)
1 <3 < 3, onde
Ng e Bi sao funcoes de interpolacdo locais, = res-

tritas, respectivamente, aos elementos E e

e,

J J
restritas aos elementos E e e, nos pontos

E e e - ,
fj Gk),15(pn)e tj@h) ‘'sao valores de fj' u. - e t,.,

nodais P, € Q, P, € 30,

m , m indicam, respectivamente, o numero de nos

nos elementos B e e,

e substituindo-as na equa¢do™(7.68),.obtém-se

c _e
E m

Cy5 (@ uyl@ + T n§1/ T30 800 s @) ey
30
d E |
_F U..(P,q) NE(P) AQ(P) £5(P,) i
= - jp 31 W Ny Sl A
- oF
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m ' .
‘ e, e,
51/ Ujs (P BL0R) dstp) €50y,
A0
1<i, 3 €3, qe of. (7.72)
7.6.1 Formacao do sistema linear

Na equacao (7.72); verifica-se que a cada ponto nodal

no contorno estao associadas seis quantidades: uj e tj, 1

A

j<£3.
Destas, trés sao conhecidas (atravésvdas ¢ondi96es de contorno)
e as restantes sdo incoégnitas.

A equacao (7.72), colocada em cada um dos S pontos‘no-
dais do contorno, fornece um sistema linear de 3 x S equacoes a

3 x S incdgnitas, no caso de contorno sem vértice. Escrevendo-a

para os nés ¢ = 1, 2, ... S, resultam
’ o Eg m® e e
Ci3lag) uylag) + T §-1f T P.q) B5p) dstp) uSp) =
=1 =S¢ -
g% n° | E E ~
= I X Uu..(P,g.) N, (P) dq(pP) £.(P,) +.
E=1 52;1an31 el A iR
e »° .
+ I3 f ., (p,q.) gelp)ds(p) tS(p ),
_ _ J1 C n | n
e=1 n=1 ade
1 <i, j£3, 1<cs8, g e 9. (7.73)

Quando ha vértices, necessita-se, dependehdo do tipo das
condicoes de contorno, de um conjunto adicional de equacOes. Isso
pode ser obtido, por exemplo, admitindo-se a continuidade do ten-
sor tensao de placas nas coordenadas globais; como & mostrado por

WEEEN [33], ou ainda através da técnica de nd duplo; que € ado-
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tada neste trabalho.

Para tornar a equacgdo (7.73) apropriada a incorporacao
das condicdes de contorno na abordagem numérica, € necessario que
ela se refira as coordenadas locais de contorno nes, conforme
a figura 7.1. 1Isso pode ser feito transformando-se a equacao
(7.63) como esta descrito, por exemplo; em [13]. No presente
vfrabalho, transformam-se apenas os vetores de valores nodais de
deslocamentos e esfor¢os generalizados. Sejam 5 (qz) e 5 (pm) a
matriz de transformagéo da base global em base local, nos pontos
qz e P reépectivamehte. .Entao, a equagao (7.73) pode sér as-

sim reescrita:

Ria(qz) C (qk) R (qz) u (qz) +

c _e

. E m
* Ryolqp) I 2 j Ty; (Pray) B (p)ds(p).
e=1 m=1 BQe'
. (p ) uy (p ) =
Ed mE v E fE ‘

=R, _( I I u.. (P, N_(P) GR(P) £, (P

alay) X m=1/[ L Ugi (Prdg) Ny (B) GR(P) £y
' - E®n®
+ R, (g,) I =% (p,9,) g ®) ds(p) R. (p )ty e(p)

a =k e=1 m=1 jage Ji 27 Fm 3b

1 <a, b, i, j ¢ 3, 1 £8 25 s, qQ, € 9%, (7.74)

onde

Sp ) = [ (o), ¥elpy), wip )" o (7.75)
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£ ) = M _(p ), M (), 0 (b )], (7.76)

que 'sdo as variaveis dos problemas de placas, como estdo defini-
das em (7.16 - 7.18).

O sistema (7.74); na forma matricial, pode ser escri-

to como

AU=BF+DT (7.77)
~onde

U é o vetor que reune os deslocamentos generalizados

nos pontbs nodais do contorno, segundo coordenadas
locais,

F €& o vetor que reune o ¢carregamento nodal no domi-
nio, segundo o sistema global de coordenadas,

€ o vetor dos esforcos generalizados nos pontos no-

=

dais do contorno, segundo as coordenadas locais.

7.6.2 Calculo dos elementos das matrizes

Os elementos provenientes de integrais néo-—siﬁgulares
séo'calculados numericamente através de regras gaussianas. A re-
gra que usa oito pontos de integracao mostrou-se satisfatéria em
todas as aplicagées realizadas.

Quando o ponto de colocacido coincide com um dos pontos
do elemento que esta sendo integrado, os nucleos das integrais
de contorno em (7.74) apresentam singularidades. Nesses casos,
as integrais que envolvem o produto Uji(p,qc) B;(p) ééq calcula-

das empregando-se a técnica desenvolvida por TELLES [23]. Nesta
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técnica, o'integrando e regularizado através de uma transforma-
cao polinomial Que‘possui determinante jacobiano nulo no ponto
singular e que concentra os pontos de integracao na vizinhanca
da singularidade. Nas aplicacées; usa-se a regra gaussiana de
oito pontos para implementar a citada técnica.

Com referéncia as integrais de Tji(p,qc) B;(P)r con-
sidera-se primeiro o caso em que a_funcao de interpolacéo Bf (p)
nao € a associada ao nd singular. Entdo, quando o ponto p ten-
de para P Bﬁ(p) = O(r),.como Tji(p,qc) = 0(1/r), o produto
tende a um limite, e a integracdo numérica poderia ser realiza-
da normalmente. Entretanto; seria necessario um grande numero
de pontos de integracéo para calcular precisamente essas inte-
grais. Por isso, e visando a um esquema computacional simples,
emprega-se novamente a metodologia descrita por Telles.

Quando a funcdo de interpolacao Bz(p) € a associaaaao
no singuiar e o ponto p tende para q.’ tem-se que'Bi(p): 1. Co-
mo Tji(p,qc) = 0(1/r), as integrais de Tﬁi(p,qc)B; p) existem so-
‘mente no sentido de valor principal. Portanto, em (7.74) resta
calcular os valores principais e os elementos Cij(qz)' Mas, em
vez de caiculé-los isoladamente, emprega-se o procedimento, des-
crito em [ﬂ3], de imposicdo de movimentos rigidos referentes ao
sistema global de coordenadas no ponto nodal q2 € 9, para ob-

ter as somas

c; la,) + f (...) ds(p), (7.78)
K9]

em funcao somente de integrais nao-singulares.
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7.6.3 Solucao do sistema linear

O sistema obtido &€ nao-simétrico e denso. Para sua
solucao, desenvolveu-se um programa gue usa um esguema compac-
to de eliminacao de Gauss (DAHLQUIST [86]), com pivotac¢do par-
cial. Nas aplicac¢Oes realizadas, a precisao da solucdo ndo se

alterou quando o sistema foi previamente escalonado.

7.6.4 Calculo de vatiéveis em pontos infernos .

Conhecidas as varidveis de placas nos pontos nodais
do contorno 9Q, a equacao (7.54), com as particaes de 2 e 9Q
descritas no inicio da Secdo 7.3, propicia os deslocamentos ge-
neralizados segundo os eixos coordenados, em pontos de dominio
Q.

r My, Q, e 0Q sdao ob-

Y y y'
tidos a partir da representacao (7.54), calculando-se as deri-

Os'esforcos de placas, Mx’ Mx

vadas que aparecem nas equag¢des (7.1 - 7.5) em relacdo as co-
ordenadas do ponto Q € Q. |

Verifica-se na.equagéo (7.54) e em suas aerivadas<que
as integrais de contorno presentes nao apresentam singularida-
des. Assim, elas sao integradas normalmente por regra gaus-
siana. |

Os nucleos Uji(P,Q),que aparecem nas integrais de do-
minio em(7.54),apresentam'singularidadeslogaritmicasimplici-
tas, ouseja,Uji(P,Q) = 0 (1gr). As derivadas de (7.54)emreia—
cao as coordenadas do ponto Q apresentam singularidades de Cau-

chy, istoé, 0(1/r). Mas, se o dom_inio ? for descrito em coorde-

nadas polares, o jacobiano da transformacao é O(r). Logo, ndao ha
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"dificuldade para calcular pelo procedimento de Telles essas in-

tegrais.

7.7 Aplicagdes Numéricas

A formulacao intégral desenvolvida na Secdo 7.5 é& a-
plicada para diversos problemas de placas; a fim de avaliar a
precisdo do método, comparar sua eficiéncia computacional com a
de outros métodos, testar sua convergéncia e verificar seu com~ -
portamento sobre contornos que possuem vértices.

Como a teoria de Mindlin inclui forca cortante, ana-
1isé—se o comportamento da formulacao quando as placas se tor;
nam finas ou muito finas. O objetivo € investigar o "locking",
que fregfientemente aparece na analise de placas finas isotrépi-
cas reaiizada através de elementos finitos de placas baseados

na teoria de Mindlin [87] e‘[88].
7.7.1 _Placas circulares

Nesta . sub—segéo; -analisa --se " apenas.. :placas cir-
culares éngastadas sob carga distribuida uniforme.

Considerem-se os seguintes dados:

raio da placa, a = 0.5 cm;

espessura da placa, h = 0.2 cm;

modulo de elasticidade longitudinal, E = 2x107 N/cm?2

médulo de Poisson, v = 0.3; |

parametro da teoria.de'Mindlin; k? = 3/4;

intensidade da carga, f = 10 N/cm?

As particdes do dominio e do contorno consistem, res-
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pectivamente, de doze elementos quadraticos isoparamétriéos bi-
dimensionais de oito nos e dezesseis elementos quadraticos iso-
paramétricos unidimensionais. Refere-se a estas partig¢oes como
M1.

As simetrias do problema nao foram usadas na solucao
numérica. As integracdes sdo realizadas como esta descrito nas
Secdes 7.6.2 e 7.6.4. |

Em cada ponto do éontorno, calculam-se as seguintes
incégnitas:.momento fletor normal, Mn, momento torsor, Mns e
forca cortante, Qn'

No centro da placa, determinam-se, segundo o sistema
global de coordenadas, todos os parametros da placa: desloca-
mento transversal, w, rotacoes, Yy © wy, momentos fletores, M,
e My' momento torsor, Mxy' e forcas cortantes, Qx e Q .

Os resultados numéricos obtidos e os analiticos dis-
poniveis para este problema sao mostrados na tabela 7.1, em. que
os asteriscos indicam que o valor da quantidade € menor que 10‘?

Comparando os resultados numéricos com os tedricos,

verifica-se que nos pontos do contorno os esforcos foram deter-
minados com erros inferiores a 1%. No ponto central, os erros
nos deslocamentos e nos esforcos sao inferiores a 0.1%.

Sendo o carregamento uniforme; ndo. ha necessidade de
particdo fina no dominio. O mesmo problema foi resolvido con-
siderando-se partigcdo do dominio através de gquatro, e depois um
elementd. Os resultados obtidos foram da mesma precisao que os
mostrados na tabela 7.1.

Essa mesma aplicagao foi repetida para placas cada vez
mais finas. Assim, na tabela 7.2 estao os resultados para uma

placa circulér-de espessura h ='10-20m; e na tabela 7.3 o0s re-
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sultados para h = 10 3cn.

TABELA 7.1 Placa circular engastada sob
carga distribuida uniforme.

Unidades: N,’ém.

Varisvel Solucao Solucao numérica
ariave teorica [89] Formulacao integral °

o M - 0.03125 - 0.03153

s] 8 n

(/3] 8] : *

3 3 M 0. 0..(*)

g g

e 3 Q, ~ 0.25 - 0.2473
Vx 0. 0. (*)

3]

3 Yy 0. 1 0. *)

a 5

A wx10~ .| 0.1208 0.1209

«

© My 0.02031 0.02033

— .

2 My 0.02031 0.02033

£

S Myy 0. 0. (*)

3 0y 0. S 0. (%)

[e] - -

o Qy 0. 0. (*¥)

Na tabela 7.2, verifica-se que nos pontos do contorno
os esforgcos apresentam erros relativos inferiores a 1.5%. No

ponto central todas as variaveis tém erros relativos inferiores

a 0.1%.

Observa-se na tabela 7.3 que nos pontos do contorno a
forca cortante envolve erro relativo da ordem de 6%, enguanto
que o momnento flétor radial possui erro relativo de 0.5%. No

ponto central, o deslocamento apresenta erro relativo da ordem
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TABELA 7.2 Placa circular engas-
Varisvel Solucao Solucao numerica
ariav teorica [89]| Formulacao integral’
9 9 Mn - 0.03125 - 0.03078
S
§.§ Mos - 0. - 0.
§ 8
5 o - 0.25 - 0.2461
YUy 0. 0.
S 0 0
:3 wy 3 .
o 2
wx10 0.5343 0.5351
o ,
o
My 0.02031 0.02033
-l
‘o
& My 0.02031 0.02033
§
o My y 0. 0.
3 0 0
8 . Qx_ - -
&
Qy 0. 0.

de O .004%, e nos esforcos os erros relativos sao inferiores a 0.1%.

E conveniente dizer que os dados desta aplicacdo nao
sdo compativeis com os de placas com pequenos deslocamentos. En-
tretanto, o exemplo &€ valido a fim de testar o comportamento da
formulacdo integral proposta na solucao do sistema de equacgdes
diferenciais do modelo descrito na Segéo 7.2, quando a relacgao
h/d << 0.1. |

Os resultados apresentados nas tabelas 7.1, 7.2 e 7.3
evidenciam que ndo ha distorc¢des nos resultados. Logo, a for-
mulacdo integral ndo apresenta "locking".

o) mesmd.problema foi resolvido empregando-se  quatro
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TABELA 7.3 Placa circular engas-
tada h = 10 cn.

Varigvel | - Solucao Solucao numerica
teorica [89]| Formulacdo integral
3 9 Mn - 0.03125° - 0.03107
ws 0 0
8‘&’ ns . *
§ 3 25
5 Q. - o. - 0.2651
B 0. 0.
o
0. 0.
= Yy
o ] 5.3321 5.334
) .
g Mx 0.02031 0.02032
-
" M, 0.02031 0.02032
[}
° Im 0 0
o x'y - .
&
5 |9 0. 0.
~
l2, 0. 0.

elementos qﬁadréticos isoparamétricos bidimensionais no dominio
e oito elementos quadraticos unidimensionais no contorno. Refe-
re-se a estas particoes como M2. Os resultados estao mostfados
na tabela 7.4, em comparacdo. com os obtidos através da particao

mais fina, M1, e os exatos.

7.7.2 Placas retangulares

Trabalhou-se apenas com placas retangulares engastadas
sob carga distribuida uniforme.

Nesta aplicacao, testa-se o comportamento da formula-
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TABELA 7.4 Comparacdo dos resultados tedricos
‘ com os obtidos através das parti-~
coes M1 e M2.
s Solucao Solucao Solucao
Variavel tedrica [89] numérica-M1 | numérica-M2
O .
o 2 M - 0.03125 - 0.03078 | -0.03039
-
9“0
O .
"é“é ns 0. 0. 0. .
0
Lo o - 0.25 - 0.2461 -0.2427
¥, 0. 0. 0.
o " 0 0 0
2‘ y * - *
a w x 10° 0.5343 0.5351 0.5365
(i8]
2 M, 0.02031 0.02033 0.02036
3 .
H M, 0.02031 0.02033 0.02036
o
(]
0 Myy 0. 0. 0.
e} )
P Qy 0. 0. 0.
o 0 0 0
Qy . . .
cao proposta no tratamento de contornos com pontos angulosos. A

técnica de nd duplo é a empregada para obter as equacOes adicio-
nais necessarias para tornar o problema determinado.

Sendo engastada, a placa apresenta em cada vértice cin-
co incognitas. As equacdoes necessdrias sao obtidas escrevendo-se
as equacgoes (7.74) nos sistemas de coordenadas locais (nl, s') e

2, s?), associados aos elementos consecutivos ao vértice,

(n como
mostra a figura 7.5.
Considerem-se oOs seguintes dados:

comprimento do lado, & = 1 cm;
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espessura da placa; h=20,1 cm;

modulo de elasticidade longitudinal; E'='2x167 N/cm?
modulo de Poisson; v ='0;3;

pardmetro da teoria de Mindlin, k? = 3/4;

intensidade da carga, f = 10 N/cm?

FIGURA 7.5 Sistema de coordenadas

locais em ponto angu-

loso.

Particiona-se o dominio através de dezesseis elementos
quadraticos isoparaﬁétricos bidimensionais de oito nds, e o con-
torno através de dezesseis elementos quadraticos isoparamétricos.
unidimensionais. Refere—se a estas particdes por M3.

Na tabela 7.5) mostram-se os resultados numéricos ob-
: tidos pela forﬁulagéo desenvolvida na Secao 7.5 e os obtidos por

PUGH '[104] através do método de elementos finitos para placas
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moderadamentevespessas (h/1 = 0.1).

TABELA 7.5 Placa quadrada engas-
tada,

forme; h =0.1 cm. '

com carga uni-

P951gao do e . Resultados Resultados‘ da
ponto na Variaveis de Pugh formulacio int 1
Placa e Pug cao egra
‘w x 10°(cm)| 0.8190 0.8371
wx 0. 0.
No
Centro wU 0. 0.
Mx_(kgf an)| 0.0231 0.02325
My (kgf cm) | 0.0231 0.02325
No meio M, (kgf cm)| - 0.0513 - 0.04980
de um
lado My {kgf cm)| - 0.0513 - 0.04980

Observa-se que, no ponto central da placa, comparando
os resultados da formulacao integral com os obtidos por Pugh, o
deslocamento transversal apresenta erro relativo de 2.2%, enquan-
to que esse erro nos momentos fletores € de 0.6%. Nos pontos si-
tuados no meio dos lados da placa, os momentos fletores apresen-
tam erro relatiyo da ordem de 3%; Portanto, é aceitavel a pre-
cisao nao so dés deslocamentos mas também dos esforcos.

Para verificar o éomportamento da formulagao integral
na solucao de placas cada vez ﬁais finas, repete-se essa aplica-
cao para h/1 = 0.01 e h/1 = 0.001.

Os resultados numéricos ob-

tidos sdo comparados com os analiticos encontrados para placas
finas por TIMOSHENKO :[105], e estdo mostrados nas tabelas 7.6 ‘e

7.7.
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TABELA 7.6 Placa quadrada engastada
com carga uniforme, f =
10 N/cm? e h/1 = 0.01.

Posigao do Varisvei Resultados :de| - Resultados da
ponto na ariaveis Timoshenko formulacao integral
placa
wx10% (am) | 0.68796 0.6942
X q} 0. 0.
No X
Centro wg 0. 0.
M, (kgf cm) 0.0231 0.02294
My (kgf cm)| 0.0231 0.02294
No meio Mx (kgf cm) - 0.0513 - 0.05313
de um
lado My (kgf cm) - 0.0513 - 0.0513

TABELA 7.7 Placa quadrada engastada
com carga uniforme, £ =
10 N/cm? e h/1 = 0.001.

Posicao do L. . Resultados de Resultados da
ponto na Variavels . - .
Timoshenko formulagao integral
placa :
w (cm) .- 6.8796 6.911
v, 0. 0.
No
Centro wy 0. 0.
MX (kgf cm) 0.0231 0.02291
My (kgf am) 0.0231 0.02291
No meio Mx (kgf cm) - 0.0513 - 0.0516
de um
lado My (kgf cm) | - 0.0513 - 0.0516
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Verifica-se que €& aceitavel a precisido dos resultados,
em comparacao com a obtiaa por Timoshenko. Para placa com h/l =
0.01} no ponto central, o deslqcamento transversal e os esforgos
apresentam, respectivamente; erroé relativos de 0.9% e 0.7%. No
ponto situado no meio do lado da placa, os esforcgos apresentam
erro relativo da ordem de 3%. No caso da placa com h/1 = 0.001,
os erros.relativos dos deslocamentos e dos esforgos sao inferio-
res a 0.7%. |

Portanto, a formulacao integral para placas modeladas
pela.teoria de Mindlin, quando aplicada para placas finas e mui-
to finas, comporta-se do modo previsto pela teoria classica de

placas.



- capiTULO 8
CONCLUSOES E SUGESTOES

8.1 Resumo e Conclusoes

No Capitulo 1, mencionam-se as principais metodologias
e formulacgoes aplicaveis a elementos de contorno. Mostra-se que
dois requisitos sao essenciais para o estabelecimento de métodos
integrais: a) solucao fundamental associada ao operador do pro-
blema; b) formula de Green para validar as integracgdes.

No contexto de espacos de Hilbert, estabelece-se, no Ca-
pitulo 2, uma relaééo de reciprocidade generalizada e abstrata.
Verifica-se que a escolha adequada do estado auxiliar presente
naquela relacao pode conduzir a formulacdes integrais que apre-
seﬁtem singularidade fraca e que sejam compacfasve gerais.

Entdo, formula-se o MMFGL, que possui as referidas ca-
racteristicas.

No Capitulo 3, a formulacao variacional do MMFGL con-
duz ao procedimento de calculo direto das matrizes resultantes
dos problemas discretos, que sao todas'simétricas. Esse proce-
dimento amplia a aplicabilidade do referido método.

Uma importante observacdo que pode sef feita € que as
regulariaades dos problemas auxiliares; formulados para determi-
nacdao dos elementos das matrizes de Green; sao limitadas apenas

pela regularidade do contorno, pois os outros dados sao, no mi-
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nimo, de classe c®. 1sso possibilita a obtengéo das matrizes com
preciséé aceitével; me smo uSando-se; para tal; malhas esparsas
("coarse meshes").

Para ilustrar a aplicabilidade e versatilidade do MMFGL,
alguns problemas sdao formulados nos Capitulos 4; 5e 6. Os re-
'sultados obtidos em hastes delgadas e vigas de Bernoulli s3o mui-
to precisos. Os problémas de membranas elasticas testam a poten-
cialidade do método e comprovam a eficiéncia do procedimento de
calculo direto das matrizes de Green.

Relacionando a quaiidade dos resultados obtidos com a
"esparsidade" das malhas usadas no contorno e no dominio, con-
clui-se que o MMFGL propicia resultados muito precisos.

Além dessas caracteristicas do MMFGL; verifica-se que:
a) as variaveis de interesse, em cada problema; sao determinadas
seh haver necessidade de integracoes adicionais; apesar de a for-
mulagéo ser‘indiréta; b) os valores nodais internos sao determi-
nados com reduiido esforco, mediante apenas multiplicacao de ma-
trizes e vetores ja formados; c¢) o método propostb independe do
parametro arbitrario que entra em sua formulagéo;

No Capitulo 7, determina—sé, pelo método de H8rmander,
uma solucao fundamental para placas modeladas pela teéria de Min-
dlin.

Em seguida, apresenta-se uma formulacao integral direta
para esses problemas. As variaveis nela presentes, sdo os valo-
res nodais de deslocamentos e as tensdes resultantes, definidosno
contorno.

E importante notar que esse procedimento caracteriza-se
por: a) facilitar o tratamento das condigOes de contorno; b) re-

duzir o tempo de computacdo destinado a formacao do sistema de
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equagOes; c) propiciar diretamente as variaveis de interesse do
problema. |

Verifica-se que tanto os resultados de deslocamentos
como os de esforcos apresentam precisao aceitavel. O maior erro
relativo éncontrado foi da ordem-de 1;5%.

Através da formulacdo proposta, resolvendo-se proble-
mas de placas cada vez mais finas, comprova-se que a formulacao
~integral nao apresenta "locking". Portanto, & apiicével a pla-

cas finas e espessas.

8.2. Sugest6es para outras Investigacgoes

Nesta tese, a formulacdo proposta, por ser abstrata,
possui generalidade e grande aplicabilidade, mas € restrita a
classe dos operadores diferenciais elipticos e foi aplicada para
a solucdo de poucos problemas.

No contexto de formulacao, a extensao do MMFGL a ope-
‘radores parabdlicos e hiperbdlicos &, praticamente, a continua-
gao das investigacodes. 4 |

A andlise de erros & outro assunto importante, que pre-
cisa ser investigado para se completar a formulacao. A estrutu-
ra matematica em que esta foi inserida favorece o desenvolvimen-
to dessa analise. |

O procedimento variacional empregado para transformar
equacdes integrais em equacdes algébricas precisa ser melhor es-
" tudado, para tornar;se mais eficiente. 'Isso requer o desenvol-
vimento de formulas especiais de integracd@o e a pesquisa de equi-
valéncia desse procedimento com o de colocacao.

A metodologia de obtencao direta dos elementos das ma-

rmatzr
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trizes de Green necessita ser testado em relagdo ao emprego de
elementos mais regulares e de ordens mais elevadas. O uso das
funcdes ae interpolacao de elementos finitos da base‘ conjugada
é outro procedimento que precisa ser testado. O objetivo é au-
mentar a precisao, mesmo com o emprego de malhas esparsas.

No contexto das aplicacbes, os problemas da elastici-
dade anisotropica, os de placas construidas cam materiais com-
postos e os de cascas genéricas constituem um amplo campo de es-
tudos para as formulagSes propostas. O procedimento de calculo
direto das matrizes pode ser essencial para éssas aplicacoes.

Com relacdo a formulacado integral de'placas de Mine
dlin, sua extensao para problemas de vibracao e estabilidade de
placas é o prosseguimento natural das investigacoes.

A implementacdo numérica precisa ser investigada, pa-
ra tornar-se eficiente. Os estudos podem comecar pelas técni-
cas de discretizacao e aproximacao. Inclui-se: a) escolha do
elemento; b) desenvolvimento de f6rmﬁ1as adaptativas de inte-
gracdao numérica; c¢) conversao de integrais de dominio em inte-
grais de contorno; d) tratamento de vértices; e) uso de proce--
dimento variacional para transformar o sistema de equacoes in-
tegrais em sistema de equagdes algébricas.

Finalmente, convém observar que a estrutura matemati-
ca abstrata das formulagoes e procedimentos propostos pode ser
identificada com a de diversos problemas de mecanica dos flui-
dos e de transferéncia de calor, bem'cdmo de mecanica dos soO-

lidos.
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APENDICE A
ELEMENTOS DE CONTORNO PARA HASTES
1. INTRODUCAO

Uma ordenacao adequada do vetor das incognitas em um
sistema linear influencia a estrutura computacional do sistema.
Com efeito, a seguir sdao dadas as contribuicoes dos elementos
que pdssuem extremos coincidentes com os extremos da haste, pa-
ra os tipos mais comuns de fixacao de hastes, a fim de se obter

um sistema linear, simétrico e tridiagonal.
2. ELEMENTOS DE CONTORNO DO TIPO DIRICHLET

Faz-se uso das equacoes (4.31 = 4.34) para escrever as

contribuicoes elementares.

2.1 Elemento I1

U I L T VET)

onde ol

0 € um valor especificado.
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2.2 Elemento In

[ AN n- ! ) n-1,n ) [ &N b

i n#ﬁ n
F ' =
IR R |
I —————
!
n n ! n n _  -n
. Gn,n—1 Gn,n 0 ' unf1 J L -sn M n J

(A.2)
onde Gg & um valor especificado
3. ELEMENTOS DE CONTORNO DO TIPO NEUMANN
3.1 Elemento I1
(<1 A 1- (0,1 [ <1 q_ )
6y 0+ 5 =Gy ol0] Rt Sy + T
o. o
| EAA N [, (A.3)
1 1 1
L =%, Gy ,q 1LY, bl .
sendo q forca especificada.
n
3.2 Elemento I
‘' n n 3 Fn—1,n N ¢ gh N
n-1,n-1 n,n-1 K ( n-1 n-1
l n+1,n N
‘ Fn = 4 L.
n n 1 n n ji
- - —— u - S -
\ Gn-1,n (Gn-n ‘ ko) [0J~ n-1 J \ ko'
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4. FUNCAO DE GREEN

Considere-se um elemento de haste como mostra a Figura

l

FIGURA A.l1 Elemento de haste.

A funcao de Green associada ao operador (4.12) e que
satisfaz as condicdes de contorno (4.25 - 4.26) pode ser obtida,

como descrito em (LANCZOS [68]), na forma,

1 1 1 £ an
G(x, £) ={’]—(—+7 X ['f-"‘ J-——-———-E(n) A(n)]}’
° x, 2 gn ° Xy
L E(n) A(n)
1
- X an
C - kg J Sl M S xS (A.5)
G(X ) = { L [ f dn 1}-
sz an ko xE(n) A(n)
E(N) A(N) 1
X1

_ X2 ,
dan .
e [1 + kof EF])__A—(_T]T]’ £ £ x £ x.2 (A.6)

X



APENDICE B
ELEMENTOS DE CONTORNO PARA VIGAS
1. INTRODUGCAO

.A ordenacao do vetor das incognitas que aparece na re-
lacao matricial (5.44) favorece a estrutura computacional do sis-
tema, por dar origem, primeiro a nivel elementar, e depois a ni-
vel global, a matrizes simétricas. A sequir, apresenta-se a for-
ma de: incorporar as condigoes de contorno usuais, no formalismo,
a fim de manter a estrutura éimétrica das matrizes e propiciar a
compactagéo dos graus de liberdade de deslocamentos generalizados

nodais.
2. ELEMENTOS DE CONTORNO DO TIPO DIRICHLET.
2.1 Elemento I1

Da equacao '(5.44) resulta

1
Fo I 1 .
! [y - ¥
r l 9 Mo .
| O 0 : :
P 1 ps! - @
[ Fi 0. 0
'o 0 L
1 1 : p 1 L = 9 ; (B.1)
G I M 1
= =1 -0 1 -S
| e 1
o =1]| w;
L J {—Ds1
1 v1
@1 J
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onde Q; e 53 sdo valores especificados para o deslocamento trans-

versal e para a rotagao, respectivamente.

2.2 Elemento IV

-
o
2
I
-

(B.2)

HE o]

o
22 IZZ
2

o
o

o
o
2z

— i — T ——— — — — ———r ——

3. ELEMENTOS DE CONTORNO DO TIPO NEUMANN

3.1 Elemento I1

(19| | , (.1
' I :; Ml s+ Ty
:dzcs1 Ll tioo|f® 0 * s
! ) | ot |
Idgdxo,o k2' :l F:{ DS‘| 5/
: : ;o 9 [, _ JDSy - Bk, <
;] 10 O 1
; ! | My !
I l : ! - 1
| 1110 0 1
\ ‘ w1 DS}
91 \ J
L 71 ) (B.3)
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sendo T e M valores especificados para forga cortante e para mo-

mento fletor, respectivamente.

3.2 Elem.entO'IN

N ~

/ iy FN—'l

| ! I L 0’

| | ] | N

| ] | | -1

|

1
] : :0 FN
| | 1 | I < N y =
| - —
: | Ggﬂi k, | : 1 00 : MS
3 2 | \

D e cl _1.1 4 XN

o | dXiyn K | J | e
o1 |
[ &N
Sy-1 W
N

PSy-1

= 4 r
N -
SN - T/,k3
| Ds + ﬁ/k2 ) (B.4)

Nas eqﬁacéeé (B.3) e"(B.4),'séo‘mostradOS'apenas_OS‘ele-
meritos que sao modificados por ocasido do tratamento das condigdes
de coﬁtorno. |

Os elementos mistos podem ser facilmenté obtidos a par-

tir das equacdes (B.1 - B.4).
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4. FUNCAO DE GREEN

Considere-se um elemento de viga como mostra a Figura

CE(), J(x)

| ' Xl . Xz X

4

FIGURA B.1 Elemento de viga.

A funcdo de Green associada ao operador (5.24), que sa-
tisfaz as condic¢Oes de contorno (2.21), descritas nesse problema
pelos operadores (5.20 - 5.21), pode ser obtida como descrito em

{LANCZ0OS [68]), resultando

. {x3‘ |
G(x, &) = [a; a, ay a,] Ix2| %y S x5 E, (B.5)
X
.11
x3]
.2
G(x, &) = [b; b, by b4]' x| £ 2 x $x; (B.6)
.1J
~onde:
a; = b, =~ 1/16 E(x) J(x)1, (B.7)
a, = by + £/12 E(x) J(0)1, (B.8)
a; = by = £2/12 Et) J(0)],  (B.9)
a, = b, + £2/16 E(x) J(x]1, (B.10)
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R C :
b = , | (B.11)
s C |
é -B
1 1
R = 1 | (B.12)
= 0,.0 B, Y ro : *
1% M1 Y1y o _
3 2
0 ~1/k,| [k, x5 + 6E(NT(x) - k, x5
S = - 2“ . R
= -1/‘];1 x2/k2 -3k3x2 - 6E(Xx)J(x) - 2[k3x2 + E(x)J(x) =
(B.13)
. (1/6) [k, E3-ky x5 + 6E(QIGO] + (1/2)(ky EX - Ky X1 E2)
¢ = T -(1/6) 3k, X2 + 6EGOIO0 X;1 + (1/2) [2k5EX +2EE(OIX) - £2 ky)
onde:
= k(O - 3)+3'f2—-[k x2 + 2 E(x)J(0) x](x;-x,), (B.14)
31 2\ % _ n X3 X7 NI =X50 <148
3
= k. (& - 2)+2-]—(2——[k FEGT(0] (% - x) (B.15)
B, 2V % 7 X Ky 3 % Xy 2) 1 . |
_ 2 2
vy = 3 kg( x5 = x3) + 6E(x)T (%) (% = 1), (B.16)



APENDICE C
‘SOLUCAO FUNDAMENTAL AUXILIAR

Considere-se a equacao (7.48) reescrita na forma

3
Dl(h - w2 Az a2 (A - 2%) G6(P,Q) = - 8(P,Q). (C.1)
4
Devido a invarianca dos operadores A e A? em relacdo a
rotacao e devido ao fato de a equacdo (C.1) descrever fendmenos em
meios isotrdpicos, & natural que seja escolhida uma solucao fun-
damental gue possua simetria radial.

Entao, procura-se uma solugao para a equagao

A% (A - A?) v(r) = O, | ' (C.2)

vonde v(r) é uma fungao que depende somente de r = IIP - Ql,. Uma
combinac¢ao linear deAfunQSes gue pertencem aos nucleos dos opera-.
dores (A - A?) e A? satisfaz a equacao (C.2).

Aplicando o operador (A - A?) a uma funcao que depende

s6 de r, v1(r), tem-se a equacao

241——-x2v=o. (C.3)
r .

Multiplicando a equacao (C.3) por r2 e transformando a variavel r

em z através de z = Ar, obtém-se



177

d?v, dv,
z? + 2 — - 2%v, = 0. ' (C.4)
dz? dz

As funcoes modificadas de Bessel de ordem zero) Io(z)'e‘Ké(z),séo
solucdoes da equacao (C.4).

Convém observar que Io ndo apresenta singularidade na
origem, engquanto que Ko(z)'apresenta sipgularidade implicita, do
tipo logaritmico.

Para determinar uma solugéo para o operador A?, consi-

dera-se a seguinte equacao:

A% v, (r) = 0. , (C.5)
As funcoes »

-1, 1lgr, r? e r?lgr ' | (C.6)
sdao solucgoes de (C.5).

A fim de constfﬁir uma solucao fundamental simpleé para
a equacao (C.2), seja a combinacdao linear

2

2
v = C Ko(z) + Czlgz + C3z + C4z lgz. (C.?)

1
As constantes presentes em (C.7) sao determinadas para satisfazer
a equacao (C.1).
A seguir, mostra-se que a funcao definida em (C.7) € uma

solugao fundamental da (C.1). Com efeito; é preciso provar que

<v, 2o vz Az a2 -2 8> = - g0),
4 .

Vge D). (C.8)

Retirando uma esfera de raio € com centro na origem,
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-fazendo integracdoes por partes no dominio remanescente dessa re-

tirada e aplicando as propriedades das fungbes testes, §, tem-se

J vAz(A X)pda= -
Q- 9

[A(A A2)@8) ds +

+ [A(A- xz)m

o+ [(A=-22)8] (Av) ds -

sz ds +

N
f
J om0 o as »
I
J .

+J g é%_[Az vl ds. | (C.9)
T

Quando € » 0, a primeira, a terceira e a quinta inte-

gral do lado direito da equacdo (C.9) se anulam. A segunda inte-

gral se torna convergente se as constantes C1 e C2 forem escolhi-

das comovsendo
2 . {C.10)

A quarta integral é convergente se a constante C4 “for

‘escolhida como

c, = C,/4

4 1 (C.11)
Para incluir a funcéo z2 na solucao fundamental, faz-se

4 (C.12)
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Finalmente, para que seja satisfeita a equacao (C.8),

da ultima integral do lado direito da equacao (C.9), obtém-se

C, = 2[m D3(1 - v)zxe]'l. | (C.13)

Isso completa a prova de que

v(r) = 2[7 D*(1-v)2 A*1 1K _(2) +1g(z) 522 (1g(z)-1) ]

(C.14)

é uma solucao fundamental para o operador da equacdo (C.1).



APENDICE D

TENSORES FUNDAMENTAIS'PARA O OPERADOR DA

TEORIA DE PLACAS DE MINDLIN
1. TENSOR DESLOCAMENTO FUNDAMENTAL - U

Os elementos do tensor U”(Uij, 1 <1i, 3j

o significado descrito no Capitulo 7. As expressdes que foram. .

A

3) possuem

implementadas computacionalmente sa3o as seguintes:

0,,= —— (—2—(B@AE 1, 1,0 - Lo - Y -k, 5,
27D (1-v) 2 2 2

Uz1= 2;D[ (1Ev) Alz)r, T,y - %r'1 il

Ugq= 5%5 [% r r,{(lgz - %)],

U2 = Yz

2 1 -1 1
U22= 2TTD{ (T=v) [B(z)-A(z)r,2 r12] - 2‘(192 - 'i") - '2-1',2 rlz} ’

R 1 1
Usp =575 L3 ¥ replloz =301,
Uz = = Usq,
Upz = = Usye
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1 2

= e [ oz 4 i 2 :
Uss = 3o - ooy 192 + 72° (1gz - 1.

Nas equacoes anteriores, tem-se

Loy = xg)* + () - ARSI

T 0
z = Ar,
Alz) = K (2) + 2 [K (2) = 1],
B(z) = K_(2) + - [k, (z) - % 1,
e - X, - Xg '

r

r

Ko(z), K1(z) indicam, respectivamente, funcoes modifi-
cadas de Bessel de ordem zero e um,
v indica modulo de Poisson.

Usando o desenvolvimento de K, € K, para pequenos ar-

1
gumentos (ABROWITZ [85]), conclui-se gque A(z) é uma func¢do con-

tinua e B(z) possui singularidade implicita do tipo logaritmico,

1
—-i-lgz.

2. TENSOR TENSAO FUNDAMENTAL - T
. i1
Das equacOes (7.50 - 7.52), tem-se

+

T15 = M) P * Mxy(9)

hy’
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25 = My Px Y My Py

n + 0

T3j Qx(j) X n

y(3) 'y’

As expressoes dos esforcos que provém da primeira colu-

'na do tensor U podem ser escritas como

1

Me(1) = 7T

+

r,,{~[2K, (z) + 4A(z) + %(1—v)] Ty, T,

1

+ A(z) - 7 (1+V) 1,

1 - . . 1 N
My(1) = = r,1{[zK1(z) + 4A(z) + 5(1—v)] Tyy Lyy =

- A(z) - %(1+v)} ,

1 ‘
M = 577 Tiy {- zK1(z) T,y I,

xy (1) 2Tr

2_+ [zK1(z) + 8A(z) +

+ (1=-v)] r,, r,, - 2A(z) -

3 (1-v)} ,

N =

)\2
Q1) = 77 [Blz) = Alz) r, T, 1,

)\2
— A(z) Iy r,

Qy T T 27 2°

Os esforcos provenientes da segunda coluna do tensor U

-~
-~

podem ser escritos como

1

M) = 7F

r,, (12K, (z) + 4A(z) + %(1-v)] T,y Tiy

- A(z) - (1 + W},
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1 : 1 ‘
My(z) = = r,z{[— zK1(z) + 4A(2) + 5(1-vn Xyq Epq
+A(z) -7 (14w},

{[zK, (2) + 8A(z) + (1-v)] Xy, Ty, -

1
MXy(Z) = 2w T 2

- z.Kilz) g Tog = 2A (z) - %(1—9)},

1

. A2
Qx(z) = --Z_TT.A(Z)r'1 rlz
>\2 . : .
Q(2) = 57 [Blz) - Alz) 1, T,,].

Os esforgos que provém da terceira coluna do tensor U

P~

podem ser escritos como

1 1, 1 1 v
MX.(3) = -2—';1'— [- 7(14-\)) (lgz - 5) - 5(1—\)) r,1 r,1 5-] ’
1 1 ’ 1 1 \Y
My(3) = '2?[" '2_(1+\)) (lgz - 5’) - 5(1—\)) r,2 r,2 - 5],
M =L (1-wr, r
xy (3) 4n rq T127
1
Q = = r,
x (3) 2mr 1’
Q S B
y(3) 21y T '2°

Convém observar que os esforcos apresentam singulari-

dade forte do tipo (1/r).
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