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RESUMO

0 sistema analisado no presente trabalho € um longo tu
bo flexivel e delgado, sujeito a um escoamento externo perpendicu
lar a sua diregao axial e outro interno, com extremidades suporta
das por apoios elasticos.

Um tubo quando submetido ao escoamento externo fica su
jeito as forcas de sustentacao e arraste, além do efeito da massa
adicional, responsavel por uma parcela da forca de inércia.

0 efeito do escoamento interno é traduzido p}incipaimeg
té pelos fatores pressao do fluxo, velocidade e massa do fluxo. A
pressao € responsavel por uma parcela do carregamento axial do tu
bo, a velocidade € responsavel pela forga de Coriolis e a massa
contribui com uﬁa parcela na forgca inercial.

| 0 compdrtamento oscilatorio da estrutura é obtido supon
do apenas pequenos deslocamentos laterais. Sao deduzidas equa-
¢oes gerais para previsao das oscilacoes do tubo,com condicoes de
contorno quaisquer. Posteriormente, essas equagoes sao lineariza-
das e analisadas na sua forma completa para o caso de .articula-
coes siﬁp}es nos dois extremos.

Mostra-se que quando a velocidade do fluxo interno ex-
cede a certos vélores, a tubulacao flamba. Uma série extensa das
freqqéncias naturais de vibracao da estrutura, que variam com a
velocidade do flﬁxo interno; sao calculadas na tentativa de deter
minar o comportamento dinamico do sistema. Nota-se claramente que
a forca de Coriolis proveniente do fluxo interno em determinadas

faixas desestabiliza o sistema e, em outra, estabiliza.’



ABSTRACT

- The analised system in present work is a long flexible

and thin pipe, loaded by crossed external and internal flow,with

elastic constrains in both ends.

In the case of constant internal flow velocity, the di

i
namics of the system is examined in a general way by energeétic
aproach and assumed only small transversal structural displace-

ments.

An especial enphasis is givem for the giroscopiﬁ for-
ces generated by the internal flow, which are responsable for
the complexity of the pipe dinamic behavior, sometimes stabili-

ging and othertimes destabilizing the system.



CAPITULO I

1. TIDENTIFICACAO DO PROBLEMA

1.1 Origens do Problema

DeVidd a crescente necessidade de otimizacgdo de projetos
estruturais, a sua complexidade e ao alto grau de .confiabilidade
exigidos na indistria nuclear, petrolifera, de telecomunicagoes,
etc., o estudo da interagao fluido-estrutura passou a ser de gran
de interesse nas Ultimas décadas e tem sido extensamente investi-

gado.

0 ‘sistema analisado no presente trabalho é um longo tu
bo flexivel e delgado, sujeito a um escoamento interno e outro ex

terno, com extremidades suportadas por apoios elasticos.

Um tubo, ou um prisma obtuso,‘quando submetido -ao escoa
mento externo de um fluido viscoso, fica sujeito as foréas de sus
‘tentagao e arraste. A forga de éustentaééo aparece na diregao per
pendicular ao fluxo e esta estreitamente ligada a formagdo da es
teira de vortices, apresentando um cardater peridodico com freqlién-
cia aproximadamente igual a de geragdo dos vortices. Ja a forga
de arraste, surge devido a diferenca de pressdo no cilindro (pris
ma). Além dessas duas forgas, aparece também na estrutura o efei-
to da “ﬁassa adicional”, responsavel por uma parcela da forca de
inércia,

0 efeito do escoamento interno € traduzido principalmen
te pelos fatores,presséo do fluxo interno, velocidade e massa do

fluido, A pressdo € responsavel por uma parcela do carregamento do



2
tubo, a velocidade € responsavel pela forga de Coriolis e a mas

sa contribui para uma parcela da forca inercial.

vi.Z Objetivos

O objetivo deste trabalho € analisar o comportamento di
namico do sistema descrito-e desenvolver uma metodologia eficien-
te para determinagao da velocidade critica do escoamento interno,

tomada em relagdo ao primeiro modo de flambagem da estrutura.

1.3 Organizagdo ‘do Trabalho

O capitulo inicial é destinado unicamente a identifica-

gao do problema;

No Capitulo II é analisado o escoamento externo. Espe-
cial énfase € dada na determinacdo das forgas de sustentacao e

arraste.

O Capitulo III ainda trata do escoamento externo. Sdo
detalhados o "amortecimento viscoso' e a 'massa adicional', assim
como suas Tespectivas forgas e ‘influeéncias no comportamento da tu

bulagao,

0 modelamento matemdtico do problema & efetuado minuncio
samente nQ,Cépitulo IV. Sdo levantadas equacdes gerais e suas con
digdes ue contorno, que permitem a obtencao do comportamento diné
'mico da estrutura, mesmo para escoamentos variaveis no tempo.
Posteriqimente, essas equagOes sao linerizadas e aplicadas para

o caso da velocidade do fluxo interno constante,



0 Capitulo V & destinado para a solugdo numérica do sis
tema de equacOes linerizado que descreve o comportamento oscilatd
Tio.

Finalmente, no ultimo Capitulo sdo analisados, discuti-
dos e comparados resultados obtidos e levantadas algumas sugesties

para futuros trabalhos.



CAPITULO 1I
‘2. FORCAS DE ARRASTE E SUSTENTACAO

2.1 Ceneralidades:‘

Informagaes sobre fprgas de arraste (drag) e de sustenta
cdo Clift)vatuantes em cilindros tem consideravel interesse prati-
co em aeroelasticidade, assim como no entendimento basico da dind
mica dos fluidos., Tal interesse pode .ser inteiramente justificado
pelo grande nimero de aplicag6esvimediatas em projetos estruturais,
tais como chaminés, misseis, aerofdlios, estacas submarinas, tubos

de trocadores de calor, antenas, etc. [5].

A obtengdo do conjunto de forgas hidrodinamicas atuantes
na tubulagdo provenientes do escoamento externo ¢ feita, unicamente,
a partir das equagbes de Navier-Stokes, caso a estrutura em estudo
fosse considerada rigida. Entretanto, a presente analise é>voltada
para a situagdo de tubulagoes oscilantes e, segundo Bishop e. Has
san |7|, o conjunto de forgas hidrodinamicas depende também das
caracterf?ticasvdinémicas da estrutura, tais como: freqlléncia e

amplitude de vibragdes.

Sgndo assim, a analise estrutural e as equagdes de Navier-
Stokes devem ser utilizadas simultaneamente para determinagao das
forgas hidrqdinamicas. Caracteriza-se plenamente um problema de in’
teragﬁb fluido—éstrutura e devido a grau de dificuldade existente
no modelamento matemitico, a analise experimental € a mais utiliza

da.,



De'manéira'geral, quando um longo corpo obtuso é imerso
em um escoamento transversal de fluido viscoso, havera a formacao
de vBrtices peri6dicos uma vez excedido um certo numero de Reynolds
(este valor para cilindros circulares € da ordem de 50). A forma
¢do desses v3rtices dara origem a forgas oscilantes periddicas (sus
tentagao e arraste), superpostas a forca de arraste média, que é

aproximadamente constante para cada nimero de Reynolds.

No entanto, para nimero de Reynolds muito altos, a forma-
¢do dos vdrtices j& nio obedecerd um cariter periodico, tornando-
se aleagéria; Nesta faixa, as forgas que eram antes alternantes e
periédica;,'peidcm a periodicidade e passam a nao ter mais uma am
plitude e periodo bem definidos, sendo necessaria uma analise esta

tistica mais detalhada para suas previsdes.

Muito embora exista um grande nimero de publicacdes a

respeito do assunto, sdao detetados pontos ainda nao muito claros

que nao permitem a perfeita compreensdo dessas forgas |4

0 coeficiente de sustentacao C;» por exemplo, tem sido
obtido experimentalmente por um grande niimero de pesquisadores,sen
do que os resultados apresentam uma grande dispersdo, o que ndo da

subsidios suficientes para que se trace um correlacionamento entre

as diferentes andlises |3

| E interessante, neste ponto, enumerar algumas das caracte
risticas experimentais observadas por Bishop e Hassan |7]| para o
sistema em referéncia nas condigoes de excitagao induzida pelo es

coamento externo de fluidos, a saber:
a- Quando a freqléncia de excitagdo induzida do <cilindro

€ apreciavelmente diferente de f_, atuardo no cilindro

forcas com frequéncias ZfS,e fs, Tespectivamente, € as



forgas de inércia e outros efeitos com a freqtiéncia in-
duzida f;

Quando a freqﬂéncia f do cilindro se aproxima da freqtién
cia de Strouhal, as forgas com freqiiéncia f_ se '"sincro
nizam" e passam a oscilar com a mesma freqliéncia f do
sistema. Esta 'sincronizagao' persiste dentro de . uma

faixa (Af), denominada de 'faixa de sincronizacgao';

Dentro‘da ""faixa de sincronizacgao'" as forcas de arraste
e sustentacao sofrem mudangas na fase e amplitude assim
que a freqliéncia imposta € variada. A amplitude aumenta
ou decresce de maneira comparavel com a resposta de um
simples oscilador sob a influéncia de uma forga harmoni
camente imposta. O angulo de fase entre a forga exerci
da pelo-fluidb e o0 movimento imposto muda de maneira
correspondenté.

Além‘disso, a mudanca de fase e amplitude perto de cer
tas regiodes criticas € repentina, o dngulo de fase evam
plitﬁde "saltam' de um lado para outro. Ainda, dentro
dessé*”zona de sincroniéagéd” a forca de sustentagao e

a de arraste atingem suas amplitudes maximas;

O sistema apresenta uma forma de histeresé;:Entao a fre
qUéncia critica induzida, na qual o "salto" na amplitu-
de'e_ﬁngulo de fase ocorrem, variara de acordo com a ma
neiya.como for incrementada a freqlléncia f (decrescente

ou crescente);

Outra caracteristica importante € a "freqlléncia demulti

plicadora' na qual as forcas de arraste e sustentacdo’

"s@o sincronizadas quando a freqlléncia induzida estd pro

¢



xima de um miltiplo inteiro da freqii€ncia natural.

As relag8es analiticas mostradas, a seguir, sdo resulta-
dos obtiaos por Chen |3| e Sallet |10], que utilizaram os crite
rios de estabilidade de Von Karman e da minima resisténcia de Kro
nauer para estabelecer o comportamento dos coeficientes CL e CD
em fungdo dos pardmetros do escoamento. A andlise estabelecida por
Chen |3| & baseada em cilindros estacionérios,vo que nao correspon
de propriamente ao caso em estudo. Uma tentativa de contornar o}
problema é féita por Sallet 410|, sendo que a analise de ambos os

casos € necessaria para a perfeita compreensdo das forgas que

atuam na estrutura.

2.2 Derivagao da forga de sustentacdo:

A expressdao, em notacao complexa, da velocidade para a
esteira ideal de vortices ndo viscosos de Von Karman, compostos de
colunas retilineas de vortices com sinais de circulagdo opostos ,
e:

r L

= 9% 2 IT__ _ — -
v tivy = Ut o cotg 5 (z-z,) + cotg 3 (z-z )} (1)

onde u* é a velocidade de translacdo da esteira de vortices = com

relagdo a velocidade do fluxo livre.

De acordo com Von Karman |30|, tem-se também:

s = 1T mh
u* = o tanh (2 (2)



onde h € o espago lateral das duas colunas de vdrtices.

Esteira de

' U B A - .
Mﬂ@% h , : Vortices

-——

- Ponto de
. Separagao

Fig. 1 - Formacdo da esteira de vortices

ol

Figura 2 - Fileira de vortices com sistema de referéncia

As componentes da velocidade (v, Vy) podem ser computa
das utilizando-se o seguinte sistema de coordenadas:

2= x + iy

) h (3)
2o = iy
Utilizandd-se as relacgoes (2) e (3) em (1) e separando

as partes reais e imaginarias, obtém-se as componentes:



| senh (1) (y - )
v, = -2% { tanh (7—%}3) ¥

cosh (_Z—J-) (v - %) - COS(ZT") (x—%) )

, 21 h
. h(=-) ( > '
N 27 — .s’) v %i 2 J (4)
cosh(5) (y + 3) - cos(5) (x + 7)

. T o Sen(.'zil) x - %‘)
V, = o= {- : | +
y 2% cosh (_ZT") (y - -}21) - cos(z—,f-) (x -%)

sen (%Tﬂ) (X + %) B } (5)

cosh”(—z-,;q) (y + }71) - COS(_%) x + %)

Para analise das forcas de flutuagao escolhe-se uma su

perficie de controle perpendicular a esteira de vortices , com limi

tes de y =~ g y =+, como mostrado na figura abaixo:

y=+00

y:—oo'

Fig. 3 - Forma caracteristica do escoamento da esteira de vorti

ces movendo-se com velocidade ut Superficie de contro-
ledey= -~o ay=+ o,
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A'compéﬁente do momento na direcao y da massa de fluido
em escoamento nesta suﬁerficie de controle & descrita por:
+
Sy = p vxvydy (6)
) -
onde p € a densidade do fluido e v, € vy as componentes da veloci
dade do fluxo.
Esta componente do momento sera maxima ou minima para
X o= KQ‘Qu.(K -_1/2)2, respectivamente, e zero para x = (K - 1/4)2
ou (K - 3/4)2'porque vy = 0 (veja campo de velocidades na Fig. 3),
onde K € um nimero inteiro.

Entdo, para se obter 'a maxima componente do momento na dire-

c3o y & sufuciente utilizar-se x = K{. As componentes da velocida

de sao:
o, h 2 h 2
v, = gy ltanh (@) + tanhZl(y - §) - tann Z(y 12‘-)} (7)
€
Y 22_ cosh677)(y - 7) cosh(jr)(y + 7),_

Substituindo-se as Equagoes (7) e (8).em (6), apds simpli’
cagBes, tem-se:

2

. T h

Sy'= P 73 tanhﬁ%f) ' (9)
ou ainda:

S = p.T.u* | (10)
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Portanto, o maximo valor da componente do momento na di
‘recdo y € uma expressdo relativamente simples. Esta componente de.
pende somente da velocidade de translacdao u* da esteira de vorti
ces e da circulacdo I' de um simples vortice.

Seja agora, a superficie de controle ABCDA ao redor do

cilindro submetido a um escoamento transversal, como mostrado abai

X0.

b)

Fig. 4 - Esteira de vortices em 5 instantes de tempo distintos
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A forgé Fy exercida pelo escoamento sobre o cilindro na

difegﬁo y pode ser deduzida pela expressao:

. dJ _
P_ = + S _+ F 11
y —g€L y © Fy (11)
onde temos:
. a - Py € a forca devida a pressdao na superficie de con-

trole e vale:

P .= - p ds cos{(n,y) (12)

S
onde cos(n,y) € o cosseno diretor entre a componente

normal da velocidade e a direcdo y e p a pressao.

b - J? € o momento do fluido contido na superficie de

controle e vale:

J,= | ev, dve (13)

Ve

c - Sy € a quantidade de movimento do fluido que escoa

através da superficie de controle, e vale:
Sy = PV Y, ds (14)
}og

onde v~ & a componente normal da velocidade.
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A forgé Py provocada pela pressao na superficie de con-
trole causara, entao, um acréscimo no momento do fluido contido na
superficie de controie por unidade de tempo, gerara um momento de
vido ao escoamento do fluido pela superficie e seré responsavel pe

lo surgimento de uma forca sobre o corpo.

Considere-se a esteira de vortices em dois instantes di
: ]
ferentes a e e, com defasagem no tempo de exatamente a metade do

periodo de geracdo das fileiras de vortices (ver Fig. 4).

As ‘distancias AB, AD e BC sao consideradas infinitamente
grandes. O propdsito dessas consideragdes & obter a diferenga en
tre as quantidades Py’ Sy e Jy nas duas situacgdes em consideragao,
para previsdao do comportamento de Fy neste intervalo de tempo.

As condigbes do fluido nas superficies AD e BC sdao idén-
ticas pafa as duas situagaes,vuma vez que as Velogidades Ve € vy
para y = * «'se- anulam, de acordo com as Equagoes (4) e (5). Evi-
dentemente, ﬁa superficie AB o fluido também permanece inalterado,
pois o fluxo n§§ é'perturbado nesta regido. Portanto, a Unica mo
dificacdo encohtrada'é na superficie CD, que se situa no ponto in
termediario de dois vortices de dife}entes colunas (ver Fig. 4).
0 valor da velocidade. 'do fluxo nesta superficie sera igual em mo
dulo, porém tera diregdao diferente para os dois instantes. No en

tanto, fica claro que ndo haverd mudancas na pressdo neste inter

valo de tempo.

As consideragdes anteriores levam a conclusdo de que a

forga P, na superficie de controle permanece constante para 0s

y
dois instantes ‘em consideracao.

0 momento devido ao escoamento do fluido, Sy’ atraves das

superficies AB, AD e BC permanece constante. Somente na superficie
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CD & que teremos alteragOes nesta quantidade, que mudara de dire-
¢do. A variagdo total é:

[oe]

ASy =‘2 1PV, vy dy (15)

-0

e pela Equagao (10) tem-se:

ASy =2..p.u"T
-

a - €

‘Considere-se agora, o momento devido ao fluido contidona
superficie de controle. As linhas ClDl e CZDZ sao escolhidas exa-
tamente no centro de dois vortices adjacentes (como na Fig. 4a).

O'campo.CDch1 ou ClDlDZCZ'designa a metade do par de vortice.

A forma do escoamento em cada um desse campos € simétrica
com'relagﬁo'a'vértical (y), tomada no centro de céda vortice. De
-Qidé a isto, a integral Jy = P Vy dVc sobre cada dois <cam-

, - Ve
pos que contenham o par de vOrtice sera sempre zero. Através des
se resultado € facil notar que a integral do momento do fluido con
tido entre DZD = 9 serd automaticamente zero. De maneira anéloga
se cancelarao sucessivamente todas as integrais para os outros
campos. Q‘problema esta justamente no ultimo campo, D3Dn’ qﬁe sur

ge logo apds o cilindro.

Por este motivo, € feita a suposicdo de que o insfante a
€ escolhido de tal maneira que a integral em referéncia se cance
le também. Ou seja, o vortice da coluna superior deve estar com
sua formagéo completa. Dessa maneira, para o instante a, o momen-

to devido ao fluido contido na superficie de controle & zero.
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0 particionamento da esteira de ydrtices nos campos D D,,
D,Dg ... DD, como na Fig. 4a, serve como fundamento para o mode
lo matematico., As linhas de separacao CD, C,Dy, CzDgy .. sdo

mantidas fixas no espago. A forma do escoamento em cada campo mu

da de instante a instante (ver Fig. 4a, 4b, 4c, 4d e 4de).

O intervalo de tempo para dois instantes subsequéntes e
t/8, correspondente a um deslocamento da esteira de %/8. Este mo
delo leva 3 unificagdo do momento do fluido contido em cada campo;
assim, a vazdo de fluido que passa na superficie CZDZCjDs'durante
um periodo de tempo (g = 1/f.s) sera a mesma que passa no - Campo
subsequente.CDCZD2 durante o mesmo periodo de tempo. Desse modo ,
apés um periodo de tempo ¢ ocorreri, por exemplo, uma nova confi-
guragio a, b, ¢, d, etc.. Devido a isto, conclui-se que o momento
efetivo do flUido contido em um novo campo de vortices permanecera

'

igual, n8o importando qual o instante t de tempo.

Considere-ée agora, o instante b. As linhas C'D'eC,'D,’
designam a nova configuracao do instante a. A configuragao de ve
locidade do fluido ja nao €& mais simé€trica neste campo. No entan
to, é'fécil notar que a“configuragéo da velocidade para os subcam
pos C'D'DC e C,'D,'D,C, & exatamente a mesma. Portanto, o resulta.
do total do momento do:fluido contido no campo nao simétricoCDQ§2
deve ser igual ao que estava contido no velho campo = :simétrico
C'D'D,'C,", isto &, zero.

Sucessivamente pode-se estender esta andlise ate o ulti
mo campo C4D,D C . Desta maneira, o resultado geral desse momento

permanecerd inalterado para um novo instante de tempo e, consequen

temente, para um novo campo de vortices gerados.

Devido as consideragdes acima, chega-se a conclusao de
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que o valor do momento do fluido contido em toda esteira de vorti
ces que estdo incluidos na superficie de controle permanecera cons

tante para qualquer instante de tempo.

Portanto tem-se:
J. =0 (17)
e consequentemente:

a3
—F = (18)
dt

Reescrevendo-se a Equagao (11) para os instantes a e ¢,

resulta:
d J :
AP = o (—X) + AS_ + AF (19)
y dt y
ou ainda:
AFy‘= -2 p.uXT ‘ (20)

A mudanca na forga exercida pelo escoamento sobre o cor
po € iguél a mudanga do momento devido ao escoamento do fluido pe
la superficie de controle CD. Assim, como o momento devido ao es
coamento passa de um maximo positivo a um maximo negativo, a for
ca Fy sobre’o corpo também se alterna em extremos. Portanto, a ma

xima forca que o escoamento produzira sobre o cilindro é&:

= p.utT (21)
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Utiliiéndo a Equac¢Ho (2) na Equacdo (21) obtem-se:

2

onde C;, = ( T jz ) ﬁtanh(lh) & o denominado "coeficiente .
) L i‘fw .1 - L 1 5

sustentagdo"; d € o didmetro do cilindro e U_ € a velocidade mé

dia do externo fluxo nido perturbado.
Uma vez que o 'coeficiente de arraste constante" & des-
crito por!:

co= g2 h (T, (23)
d U, & U

Com auxilio da expressf@o acima, e do coeficiente de sus

tentagao C € possivel obter um relacionamento entre os dois coe

L’
~ficientes que é:

1

-1 .h

- h d ' d
Cp = {2, C « tanh "

- e, L otann™ @y (20)

A analise feita até o momento € utilizada para produzir
uma‘idéia das forcas atuantes em cilindros estacionarios. Este
gquaciohamanto gtravés de momentos em geral nao fornece uma esti-
mativa da fdrga de sustentacgao quando o ciiindrO‘év elasticamente

syportado, isto &, livre para suportar vibragdes auto induzidas.

Para ‘se estabelecer uma tendéncia'qualitativa de como as
vibragSes transversais influenciarao na forca de sustentacao (na
aus€ncia de todos outros efeitos como inerciais e de massa adicio
nal), o didmetro d do cilindro oscilante € repassado para um ci

lindro ficticio de didmetro E (ver Fig. 5). O diametro E'-é igual

! - Maiores detalhes ver Ref [10].
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a distancia projetada entre duas posicoes extremas de oscilacao do
corpo.Supondo que a formacao dos vortices se processe € que as
propriedades da esteira permanecam aproximadamente iguais as formu

ladas até aqui, as equacbes permanecem as mesmas, com inconvenien

cia de'que h e & sao também repassados para h e & [10].

~<

- x

Fig. 5-Cilindro Equivalente

Devido 5 omissdo de todos outros efeitos que sao necessa
rios para efetuar a troca entre os cilindros oscilatorio e estacio
nario equivalente, a avaliacao por intermédio de constantes equi-
Valentés fornece apenas uma grosseira estimativa dos coeficientes

CL e CD [10].

2.3 Analise Experimental

Devido ; grande dificuldade para o estabelecimento de um
modelo matematico que propicie uma aproximacao satisfatéria das
forcas de sustentacao e arraste atuantes no cilindro oscilante, a
analise experimental € a mais usual em virtude da simplicidade de
utili;agéo dos resultados,muito embora, como ja citado, exista uma

\
grande dispersép nestes dados.

Na figura 6 € mostrada a variagdo do " coeficiente médio
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de arraste', CD’ e do nimero de Strouhal? em funcdo do numero de

Reynolds, obtido por varios pesquisadores |7].

3
2 e
1k
'O:f 1 1 1 L | 1
1 10 - 10° _ 10° 10" 10° 10® 107
NQ Reynolds '
Fig. 6 - Numero de Strouhal e Ch
- em funcdo do ndmero de

Reynolds.

B fdcil de notar que o coeficiente Cp sofre um sibito de
créscimo quando o nimero de Reynolds estd compreendido na faixa
de '100.000 a 5002000. 0 limite exato dessa zona de transigao (re
giﬁo.critiga) e denominado dé nimero de Reynolds critico‘(RCR) e
dgpende.de“muitqufatores, tais como rugosidade da superficie do
cilindro, turbuiéhcias, etc,., Nesta faixa, o ponto de separagao da
camada limite deéioca—se para tras sobre o cilindro |5/, o que

serve para dar uma nogao sobre a causa da diminuig¢do do coeficien

2 - Definigdo: N° de Strouhal (S)
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te C

Para numero de Reynolds menores que o critico, a estei-
ra proxima ao cilindro tem um comportamento claramente perioddico,

com uma frequéncia dominante, expressa pelo numero adimensional S

(nimero de Strouhal) |5

Para nimero de Reynolds maiores que o critico, a esteira

€ muito turbulenta e o problema & tratado por intermédio da anali

se espectral e ndao por uma frequéncia dominante |5

Segundo este comportamento do coeficiente CD, Achenback
|8| classifica o escoamento em subcritico, critico, supercritico

e transcritico, como segue:

N9 Reynolds

Fig., 7 - Classificacao do Escoamento.

Achenback |8| mostra, também, o efeito da rugosidade su
perficial do cilindro sobre o coeficiente C em fungdo do numero
de Reynolds e, consequentemente, sobre a 'zona critica". De manei

ra geral, para um acréscimo da rugosidade do cilindro corresponde
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r3 um deslocamento dessa ''zona critica" para a esquerda e também,
uma queda menos subita e de menor amplitude do coeficiente CD.
Ainda, para Re > 107 o coeficiente CD tende a um valor constante

para cada valor de rugosidade’.

K&/D=900KI0

.\.‘\ e e ——t——
1,2 \ S ‘\"/,,/v"""f KL /D=450KI0
10| VU AANKX K[7D=110k107°
- VA XA 2

/ //‘_‘ Liso’

107

]
[a}

10" 2 5 105 2 5 10°

N¢ de Reynolds

Fig. 8 - Coeflciente CD para cilindros rugosos
em fungdo do nimero de Reynolds,

2.4"GeneraliZagEo'das-Forgas de Fiutuagﬁo

Segundo Bishop e Hassan |7|, as forcas que atuam sobre

o cilindro podem ser expressas genericamente na forma:

¥ - Maiores detalhes, ver Ref. |8
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Fe) = oYy 5 2= d B4 b poa (25)
onde: A & a drea projetada do cilindro,

a € a amplitude de oscilacao,

[a W
(o2
o)

diametro do cilindro,

f € a frequéncia induzida de excitacgdo,

U € a velocidade do fluxo nao perturbado de fluido,
v & a viscosidade cinematica do fluido, e
p.é a densidade ‘do fluido. |

Os parametros adimensionais que aparecem na Equacdo (25)

- %d: € a razdo de amplitude;

U_ d/v & o nimero de Reynolds;. e

- Re

fd/Uu_ € a frequéncia  adimensional do cilindro os

0

- §*

cilante.

‘0’Gltimo desses parametros, S*, pode ser comparado analo
gamente com 'S (nimero de Strouhal) quando referenciado aos cilin
dros estaciondrios.

'pUi P
Denotando — or e a razao _2F elo simbolo C*,
> P q _ 5U_ A p

tem-se:

F . a, o
— = = . . *
IR C (74 : Re; S*) (26)

0 simbolo C* serd utilizado com os indices subscritos D
e L que indicarao "arraste' e ''sustentagao', respectivamente. Ain

da, na auséncia do asterisco (*), o coeficiente C estara sen

do referenciado-ao cilindro estacionario,

oS
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2.4,1, Forga de Suste-tacao

As expressoes obtidas por Chen [3|, e Sallet [10]
nio tém muitas aplicacdes praticas devido a sua complexidade e &

conveniente trabalhar com expressoes mais simples, da forma apre-

_ \
sentada por Bishop e Hassan |7 |:
= 4 12 . :
FL(t) = TT'CL p UL Avcos(wst)_ (27)
onde w, = 2m fs,’Sendo £, a frequéncia de Strouhal e t € o tempo.
0 Vale a pena ressaltar que a expressao acima & va

lida somente para‘d regime subcritico e cilindro estacionario e,
assim mesmo, com algumas restricdes: & conhecido que as forgas de
flutuacdo (arraste e sustentacao) nao apresentam uma amplitude
constante. Por esta razdo, métodos estatisticos sdo utilizados pa
Ta especificagﬁo-de‘CL, apresentado grande dispersao nos resulta-
dos de autor para autor, mesmo quando refere-se a cilindro estado

nario.

‘Em se tratando de cilindros oscilantes dentro da
faixa subcritica, Bishop e Hassan |7 | ainda propdem a hipotese
de que a componente FL(t) tenha um carater oscilante e com uma
frequéncia igual a de Strouhal. Porém os proprios autores mostram
a éxisténcia dé um angulo de fase entre esta forga e o :movimento
éscilatério transversal do cilindro, que dépenderé do nimero de
'Reynolds, da razao de amplitude e da frequencia de oscilagio indu

zida no cilindro. De maneira andloga, também mostram como C*

& afetado por estes fatores.

Assim, supondo que o coeficiente CL* seja constan
" te (mesmo nio sendo de todo verdadeira esta hipotese, pois a

amplitude dessa forga'é variavel) e que a forca de sustentacao a
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presente uma freqliéncia aproximadamente constante, € conveniente
representa-la, dentro do regime subcritico, por:

1., ' |
FL(t) = 5 CL . p . U2 A Cos(mt-hw) (28)

onde ¥ & o angulo de fase.

Ja mno regime supercritico, a principal caracte
ristica das forgas induzidas em cilindros circulares & sua aleato
riedade. Admitiﬁdo—se esse fato, nota-se que se a resposta de um C1
lindro eldstico com carregamento devido a formagdo de vortices for
computada uma ‘andlise harménica generalizada serd suficientemente
apropriada |5 | .

_Fung | 5| verificou que a aparéncia geral dos
dados thidos para cilindros oscilantes no regime supercritico,
mostram ‘que o valor T.m.s. do ‘coeficiente C;* para varias frequen
cias'de‘excitagéo:e razao de aﬁplitude cai na mesma faixa de‘ dis
perséo e conclui que & impossivel delinear os efeitos da razao
de amplitude e frequéncia de oscilagao forcada na diregao da for

¢ca de sustentagio.

Porpanto, uma tentativa de chegar a uma conclu
géoaé que para R, > 600.000 , para S* < 0,12 e para raz6es.de am-
plitude menores que 1:12, o coeficiente C * nao € influenciado pe
las oscilagoes forcadas dentro de uma grande faixa do numero de

Reyﬁolds (at€ 1,4 x 10°).
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2,4.2 Forga de Arraste

A forca de arraste total, a exemplo da forga de
‘sustentagdo, também pode ser obtida analiticamente®. No entanto,
€ conveniente trabalhar com um modelo simplificado e com toefici

entes experimentais.

A forca de arraste total e composta por duas par
celas superpostas: a forga de arraste média e a forga de arraste
alternante. A forgé de arraste média atua no cilindro devido a di
ferenga de pressdo e & aproximadamente constante em amplitude pa
ra uma determinada velocidade de escoamento. A forga de  arraste
alternante & de caridter periodico, com freqiléncia aproximadamente
igual a Zfs-e amplitude também'aproximadamente constante. E con

veniente representér a forga de arraste total como:
o1 -2 '
PD(t) = 5 p U A(CD * Cpo cos(Zws t)) (29)

A forga de arraste alternante € muito pequena quan
do comparada com a forga de arraste média, sendo dificil sua de-

tecgdo;=e por isso mesmo, pouco tem sido pesquisada |7 |[.

‘Resultados experimentais mostram que CDO e apro

ximadamente %&2' a 99 vezes CL’ variando de 0,05 para Re = 6.000

ao limite de 0,075 para Re 11.000. As figuras seguintes ilus
tram a variacao de CDO,.CL e do numero de Strouhal em funcao do
nimero de Reynolds, dentro do regime subcritico e para cilindros

estacionarios.

* - Ver dedugdo analitica nas Refs [10] e [30] .
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X
/’g
0,4 X
0%

0,2

3,5 4 6 3 10x103
N?Q de Reynolds

fig; 9 - Coeficiente de Sustentacao e Coeficiente de
Arraste Alternante em Funcdo do Nimero de

"Reynolds.

-

@ 0322 il

9 © ':; X o

gé,q’zo- < R € x x X O » X M 0o x

5 L 0,18F

zZ w L L [N ] A A A -8
03,5 4 6 3 10x10°

o
NQ de Reynolds

Fig. 10 - Namero de Strouhal obtido por Bishop e

‘Hassan |7 | .
x - teste com forca de sustentagao.
o - teste com forga de arraste.

De maneira analoga ao verificado com C *, oscoe
ficientes CD*. e CDO*"est50'correlacionados com o numero de Rey-
nolds, a freqliéncia de oscilagdo do cilindro e a razdo de amplitu

de 'de oscilagdo.
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Alguns valores obtidos experimentalmente para os

*
* C e

- coeficientes CL D

réncias |7| e |5

1.5

i

C */Cy,

Razao
1

Do

.
.OL’!
oo

e ! L L |
0.9 1.0
Razao S*/S

Fig.11 - Valor de CL* para Cilindro

Oscilante

* podem ser encontrados nas refe-
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3. 'MASSA ADICIONAL E ATRITO VISCOSO

3.1 'Generalidades

Quando um componente estrutural submeréo em um meio flui-
do sofre vibragBes, o fluido que esta ao redor do corpo tende des
locar-se para "acomodar" ao movimento oscilatorio. Como resultado
desse processo de 'acomodagido', pressoes sao geradas sobre o corpo,
cujo efeito geral é traduzido como uma forga de caracteristica hi-

drodinamica que atua na estrutura.

0 fluido movendo-se com a estrutura influencia de maneira
importante o comportamento dinamico do sistema e, em particular ,
as freqpéncias naturais de vibfagﬁo e caracteristicas de amorteci-
mento. A influéncia na freqlléncia natural esta associada com a
massa hidrodinamica, enquanto que o efeito de amortecimepto € atri
buido as perdas por efeito dissipativo viscoso e radiagﬁé _acusti

ca |11] e |12].

Genericamente, as forcas de origem hidrodinamica que

atuam sobre o cilindro circular podem ser expressas Como:

F, = ma‘éi%f+ c, oy | | (30)
ot 9t
onde: Fa € a forca hidrodinimica total,
v* € um deslocamento transversal qualquer da tubulacio,
m, € a massa édicional de fluidq, e
c. & o coeficiente equivalente de amortecimento viscoso.
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A primeira parcela dessa forga aparece devido as oscila-

|
¢oes do fluido conjuntamente com o corpo e esta em fase com sua

|

aceleragé&, enquanto que a segunda parcela € atribuida principal-
!

mente ao amortecimento viscoso originado da viscosidade do fluido

e € oposta ao movimento do corpo.

3.2 Massa Hidrodinamica

Quando um componente estrutural movimenta-se em um flui-
do ideal infinito com velocidade constante, ele ndo sofrera resis
téncia alguma. Tal fen8meno € conhecido como 'paradoxo de D'Alam-
bert". No entanto, se o corpo move-se com velocidade variavel, fi
cara sujeito a uma forga resistente. Seu comportamento € como se
uma ''massa adicional' de fluido estivesse rigidamente ligada e
'movimentando-se_com a estrutura. Quando o sistema sofre ~ excita-

goes, ndo somente sya massa fica sujeita a esta alteracao, mas

também, a '"massa adicional" de fluido € afetada |12

Se a estrutura € um longo e rigido prisma montado em
apoios eldsticos, oscilando na dirégéo perpendicular ao seu eixo
axial, 0 escomanto devfluido em sua vizinhanga pode ser essencial
mente considerado bidimensional. Sob estas condicOes, a "massa a-
dicional™ & a massa de fluido contida em um cilindro circular de
mesmo comprimento que o prisma, com diadmetro igual ao lado do
prisma projetado em um plano perpendicular a diregdo do movimen

to [11],
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"Prisma

Massa Adicional

Fig. 12 - Massa adicional

9

i
Considerando pequenas .amplitudes do movimento oscilatorio
do cilindro, o fendmeno da 'massa adicional" pode ser descrito em

termos do coeficiente de massa adicional, C , definido como:

.¢_ = massa adicional de fluido (31)
massa de referéncia do fluido
onde a massa de referéncia do fluido € aquela correspondente ao

cilindro de fluido com didmetro igual a dimensdo perpendicular a
diregdo do movimento, ou, em alguns casos, d massa de fluido des

locado |11
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Fig.13 - Comparacao para Cilindros Circulares

Fixos em Fluido Oscilante.

150

e
g 1 1
26 27 28 Referencias

Fig.14 - Comparacao para Cilindros Circulares

Oscilantes em Fluido Parado.

31



32.

As duas figuras anterjiores mostram resultados experimen-
tais obtidos por diversos pesquisadores com relacdo ao coeficien-
te C . Pér simples inspegdo, & facil notar-se que o valor de Cm
para.fluidofmovimentando-se ao redor de cilindros estacionarios ,

(Figura 14) € maior que seu valor para cilindros oscilantes enm

fluido estacionario (Figura 13).

Para cilindro estaciondrio submerso em fluido movel,
Cm % 2,0, o que resulta numa fbrga hidrodinamica atuando na estru
tura com valor igual a duas vezes a massa de fluido deslocado mul
tipliéada pela aceleragao do fiuido. Para o cilindro circular mo

vendo-se em fluido estacionarios, C_ = 1,0, o que proporciona uma

m
forga inercial igual & soma das massas do cilindro e massa adicio
nal de fluido, multiplicada pela aceleragao do cilindro. No caso
onde temos ambas situagoes, estas duas forcas devem ser calcula-

dias separadamente e depois, superpostas |11].

Para um corpo com trés graus de liberdade de trans
lagdo e rotagdo; uma descrigao completa da "massa adicional" ‘rg
quer uma matriz de ordem 6 x 6. A '"'massa adicional' para uma es-
trutura com N graus de liberdade poﬁe ser representada por hnai,j!

(i, j =1, 2, 3, ..., N). Pode-se mostrar que [ma i jl € siméetri-
N 3
ca e; portanto, o nimero de termos requeridos para descrever com-

pletamente a 'massa adicional"™ &€ N(N + 1)/2 |1Z{.

Para a situagdo de tubos oscilantes em fluido estaciona-
rio, € mais apropriado utilizar os resultados obtidos por Chen e

Chung |12| que sdo mostrados na figura 15.
Convém lembrar que varios fatores influenciam o coeficien
te Cm’ tais como: flexibilidade da estrutura, freqlléncia de osci-

lagdo, tamanho, ..., etc.. A influéncia de vibracdo pode ser ana-
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lisada através aos resultados thidOSijr Chen e Chung [12]. A
flexibilidade dos cilindros € um fator importante que tende a di
minuir o valor da-massa adicional e, & facil notar esse efeito por
simples inspegdo das Figuras (13) e (14). O coeficiente da ‘massa

adicional & menor para os tubos rigidos com apoios flexiveis.

O efeito do tamanho da estrutura pode ser visualizado fa

Cilmenfe na figura 16 . Tais dados foram obtidos para tubos de com

20
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Fig. 15 - Coeficiente da massa adicional em fungdo

primento finito onde o escoamento € livre nos extremos. A conclu
sdo imediata € que, neste caso, a resisténcia inercial ao movimen

to € menor do que para tubos infinitamente longos.
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Fig. 16 - Infludncia do comprimento

na massa adicional.

.Apesar da dificuldade de abordagem do problema através da
interagéo.fluido-estrutura, alguns autores |31 - 32| utilizam mé-
todos @umérico avancados para .obtengdo do comportamento dinamico da
tubulagéb e determinagdo dos coeficientes desejados para : analise

das forcgas provenientes do escoamento externo.

0 inconveniente nestas analises ainda € a limitagdo do
nimero de Reynolds considerado, que permanece dentro do regime la
minar. A tabela que segue sao resultados apresentados na Ref. |31]

para cilindros oscilantes em fluido parado:
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1 1l 2 2

Re a/d c_ c, c_ C,
10,1 2,58 39,00 2,59 40,20
10 0,1 1,47 10,70 1,45 11,00
100 0,1 1,03 . 3,60 1,03 3,50
100 1,0 1,07 2,25 1,08 2,30
100 2,0 1,68 1,64 1,70 1,70

1 Método dos Maximos Valdres .
2 Método dos Minimos Quadrados

Re = wad/v
O

TAB. 01- Valores de Cj e CL para Cilindro
Oscilante-Fluido Estacionario [31]

3.3 Amortecimento Viscoso

Com referéncias as forgas de amortecimento atuantes em
estrutqras submersas; seu valor € relativamente pequeno e muitas
vezes; nao € incluidd na analise de forcas. Em outros casos, es
tas forcas de amortecimento sao repassadas para um atrito viscoso
~equivalente, sendo que suas principais contribuigéestggo devidas
a [11]:

*. viscosidade do fluido;

. componentes de impacto;

. gerégéo de ondas no fluido; e
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. gerac¢des aclisticas.

As duas Gltimas componentes responsdveis por incrementos
no atrito_viscoso equivalente sao gerélmente despreziveis quando
comparadas com outros termos. Com relégéo a componente~de” impac-.
to; ela sO serd significativa quando a relacionarmos com feixe de
tubos, sendo portanto, também desprezivel para um Gnico cilindro;

111

- Como na andlise feita para a massa adicional, a forga de
amortecimento viscoso também pode ser representada pelo coefici-
ente de atrito viscoso, Cv’ definido para cilindros isolados <co-

mo:

- p2
C, =~ pmR W I, (H) (32)

M

onde a frequéncia de oscilacdo do cilindro;
p ~a densidade do fluido;
R € o raio; e

I, (H) € dado pela figura 16°.

Outros resuyltados experimentais com relacao ao coeficien
te de atrito viscoso, C , podem ser encontrados na Ref. 11|, mui
to embora, o proprio autor saliente restrigoes nas faixas de apli

cabilidade de cada resultado.

Analogamente ao verificado com o coeficiente C_ , © coefi

ciente CV é obtido com analise bidimensional do escoamento, 1isto

5 - Maiores detalhes sobre a deducao da Equacdo (32) e o valor de

ImCH) gerdo encontrados nas Ref. [12] e |13
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&, os movimentos axiais sdo desprezados, Ainda, € facil de notar
que o coeficiente C/ também & dependente da freqti€ncia de oscila

cdo, amplitude de oscilagao, tamanho do cilindro, viscosidade do

fluido, ..., etc., através dos resultados apresentados na Ref. |1l

k]

|12 .e |13].
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CAPTTULO IV

4. MODELAMENTO MATEMATICO

4.1 Discretizacao da Estrutura

bom referéncia a Figura 18, o modelo em consideragao €
um longo tubo posicionado verticalmente, com area da segao trans
versal St, rigidez efetiva de flexao EI e massa por unidade de
comprimento m constantes. O tubo & submetido a um escoamento ex
terno perpendicular a sua direcdao axial, com velocidade média U
e outro escoamento interno com velocidade média V ; sendo nas ex

tremidades suportado por apoios elasticos.

u -0 efeito do escoamento externo sobre o comportamento o0s
cilatdrio do tubo & considerado através de um sistema de forgas e
quivalentes: forgas de sustentacao, arraste, amortecimento visco
so equivalente e inércia ("massa adicional'). Na Figura 18 estao
mostradas as forcas de arraste e sustentacdo, assim como suas dil
regoes de atuagdo. Ja as forgas de inércia e amortecimento visco
SO serao incorporadés diretamente as equacgoes :finais do movimen-

to, sem perda de generalidade do problema.

Com hipoteses anteriores em consideragao, pode-se obter
o sistema de equagoes diferenciais correspondentes ao comportamen
to oscilatorio do tubo utilizando-se o Principio de Hamilton ; co

mo desenvolvido e apresentado por Benjamin [14]:
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NN

FD(t)

¢
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FL(t)

v _ .Y % ___9___% __¥_ __% __%v__.1°

Fig. 18 - Discretizagao da Estrutura.

T, T,

S rdt - MV {RO

onde M & a massa de fluido por unidade de comprimento do tubo,

R. & o vetor posicdo de um ponto genérico pertencente a li-

nha de centro do tubo na posigao deformada;
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z & o vetor unitario tangente a linha de centro do tubo a-

pos a deformacéo,
I* € a energia lagrangeana; e o simbolo

; indica produto interno.

_A energia lagrangeana € composta por tres partes distin-
tas: a energia cinética do tubo, a energia cinética do fluido in
terno e a energia potencial do sistema. Convém salientar, que o

escoamento externo € analisado a parte.

Assim sendo, a energia lagrangeana é€:

L*= T,.. + T, - (U” (34)

fi t WEXT)

onde T, & a energia cinética do tubo;

Tes € a energia cinética do escoamento interno,
U* € a energia de deformagao do tubo, e
Weyr € © trabalho realizado pelas forcas externas.

Para dbtengéo da energia de deformagdo do tubo & necessd
rio o conhecimento do possivel campo de deslocamento de um ponto
genérico do cofpo. Como existem carregamentos externos nos pla-
nos x-y e x-z, dados pelas forcas de sustentacao e arraste, e com
eventuais carregamentos na diregao axial somados ao efeito da gra

vidade, o campo de deslocamento do ponto, q €:

q = (u,v,w) : (35)

~onde u,v e w sao osdeslocamentos nas diregdes x, y e z respecti-
vamente.
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A relacgao existente entre esses deslocamentos e:

u = uj - Y Vo, - ZW, (36.a)
v = v(x,t) (36.b)
w = w(x,t) (36.c)

onde u ¢ uma deformacao axial devida a carga axial apenas e ©

simbolo

, indica 2 .
_ 53X

4.2 Energia Cinética do Tubo

Seja o sistema x,y,z, mostrado na figura 17,1t6mo sendo
o referencial inercial e, por'conveniéncia, outro sistewa rotati
vo de mesma origem e solidario ao tubo. Assim sendo, 6 vetor po
sicao do ponto”genérico do tubo, apos sofrer a deformagao, pode ser

escrito com referéncia a qualquer um dos dois sistemas.
Designando por R a posigao do ponto genérico da linha
média da parede do tubo ap6s a deformagdo, com relacdao ao sistema

intrinseco ao tubo, a velocidade desse ponto &

R=R_+8xR - (37)
onde R & a velocidade absoluta do ponto em consideracgao,
ﬁr ¢ a velocidade do ponto com relagao ao sistema rotativo,

a velocidade angular do sistema rotativo com relacao ao

o)
(4
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inercial, e o simbolo

"." significa derivagao com relagao ao tempo.

Na analise que segue, o termo & x R & desprezado e, con
sequentemente, as parcelas correspondentes a aceleracao centripe-
ta e de Coriolis, que surgiriam na derivacao posterior com rela
¢do ao tempo ®. Assim, o referencial "rotativo" & confundido com

o referencial inercial x,y,z.

Com a aproximagao anterior, a posigao genérica de um pon:

to pertencente a linha média da parede do tubo &

R = (x + u)? + (y + v)} + (z + w)ﬁ (38)

Sua derivada com relacao ao tempo, apos a simplificacao

mencionada, €

He

+v 3+ wk (39)

Entao, com auxilio da Equagao (39),  escreve-se imediata

mente a expressdo da energia cinética do tubo, que &

1 .
T, == o (R5 RYAV, (40)

VO

onde & a densidade do tubo (suposta constante) e

Pe

Vo 1indica o volume do corpo.

¢ - Ver maiores detalhes na Ref. [21]
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Levando em consideracdo as expressOes do deslocamento do

ponto genérico do tubo, dadas pelas EquagGes (36.a), (36.b) e

(36.c), & facil mostrar, com auxilio da Equacdo (40) que:

=1 2 2 2 2 2 _ THRY -
T, = 7; {fu “+vy Vi Tt zt W, 2y uvs o
\Y
0
_ . . ° . 02 02
2zu W, *2yz Vv, W, +V'+wldV, (41)

Com relagdo & Equagdo (41), as integrais ] ydA ; [ zdA e
A ia

yzdA se anulam, uma vez que oS eiXxos y e 2z sd3o eixos prin=

I {

cipais de inércia. As integrais [ y2dA e J z2dA  correspondem
A A

ao momento de inércia I da secgdo, e, devido a simetria da se-

¢ao, terao valores iguais.

Com base nestas observagles, a Equacdo (41) €& reduzida a:

L
+ %? [ ptI{V,x2-+ w,xz} dx - (42)

O primeiro termo da Equacdo (42) representa a energiaci
nética devida 3 translacdo do ponto genérico do tubo, enquanto que

o segundo termo & a parcela correspondente a inércia rotatdria.
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Para aplicagdo do Principio de Hamilton & necessaria a primeira

variacdao da energia cinética , que €

'*tz t, L
S T, dt = - Py St{uo 6p0+v6v + wéwhdxdt +
tl tl 0
+ T.0.S (43)

onde T.0.S representa os termos de ordem superior.

Para obtengao da expressao (43j foram desprezados os ter
mos da inércia rbtatGria e aplicadas as hipoteses pertinentes ao
Principio de Haﬁilton . Os termos da inércia rotatoria podem ser
negligenciados devido @ hipGtese inicial adotada correspondente a
rotagdo do sistema intrinseco do tubo..Qutrossim, & facil verifi
car que a energia cinética devida a inércia rotatdria € muito pe
quena quando comparada com a parcela de translagao. Para isto,
€ suficiente analisar a ordem das derivadas de cada termo e asso-
ciar com a Teoria da Elasticidade .para pequenos deslocamentos e

deformagoes.

4.3 Energia de Deformacao do Tubo

Como ja esta implicito nas hipdteses simplificadoras ado
tadas paraobtencio da enefgia cinética do tubo, a estrutura & consi
derada como sendo uma viga de Euler-Bernoulli . Para obtencdo da
energia de deformagao do tubo serdo, inicialmente mantidasas rela-
coes deformagao - deslocamento, relativas a Teoria da Elasticidade

nao linear. Assim procedendo, obtém-se:
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*
u = é Ixx Exx dvo (44)
\%
0
oy; ainda,
* E 2
U = v —z—' EXX dVO (45)
o
onde tem-se: O x € a tensao normal na direcao X;
€xx ¢ a deformacdo especifica na direcgao x;
E € o modulo de elasticidade longitudinal; e
U* & a energia de deformacao do tubo.
Da teoria da Elasticidade nao linear tem-se:
€ = vl u e v, 2w W, 2} (46)
XX X2 X *X X

Substituindo as Equagoes correspondentes ao deslocamento
do ponto genérico na Equagao (46) e levando-se em consideracao as

mesmas observacOes relativas a simetria e eixos principais de

inércia da secgdo, obtém-se:

L

x _ B 2
Ut = 15 [ug x 0°x
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E
+—2—{ [yiv, - 2w, }-3yv, *w,_ - 3yZ Vi w’xxz:l dvy +
v .

XX XX SXX XX
o)
E 3 1 2 2 242
+7I [Ugsy MR CHER I S N Jav, (47)
Vo

Claramente, as trés Ultimas parcelas da energia de defor
macao representam quantidades de ordem superior quando comparadas
com os termos restantes, pois todas as derivadas,ou produtosde de
rivadas, tem ordem maior ou igual a 3. Portanto, & suficientemen

te boa a aproximacao:

L

. E
u* ——3—{St{ [uO,X2 + uO,X(V,X2 + w,xz)] dx +
0 :
L
+I{ (V’xxz + w,sz)dx} + T.0.S. (48)
0

cuja variacdo necessaria para aplicagao do Principio de Hamilton

T My

t? tZ L
$ [ Ut dt = J J-ES {uo,xx+i(v, 2 4 w,xz),x}éuodxdt +

t 2 X
t t;70
EI{v, SV + w, XX(Sw.}dxdt +
0
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tZ L
+ [ [ —ES,C{(uO Xv,x) XSV + (uo,xw,x),x Swldxdt +
t1 0
t o L
2 2 2
+ ES{uo,x *“—2—(.\/‘,X +w,x)} Su, . dt +
Y
4 L L
+ EI{V,XXé}V,X . + w’xxéw’x IO} dt +
)tl

t L L
+ ESu_,_ {v, GV“' +w, 8 w‘ } dt -
e

!
Sy
.ot
[\
tm
—
—
<
O
<
=

L
W BV .0} dt (49)

4.4 Energia Cinética do Escoamento Interno

A energia cinética do fluido que escoa internamente na -
tubulagao é:
L

Te =—“24—J (V31 dx (50)
0

onde Tfi € a energia cinética do fluido interno;
M € a massa de fluido por unidade de comprimento do tu-

bo; e

<

& a velocidade absoluta do fluxo de fluido apés a de



48
formacao do tubo.

De acordo com Chen [17], a velocidade absoluta do fluido

€ expressa como:

(51)

<
I
e
+
<
1

onde R € o vetor genérico de um ponto pertencente a linha de

(o}

centro do tubo apds deformacao;
V & a velocidade média do escoamento, e

um vetor unitario tangente a linha de centro do tubo a-

e

pos a deformagao.

0 vetor Ré ¢ obtido diretamente da Equacao (38), fazendo

apenas y = z = (0; ou seja:

_ > + > :
Ro = (x + uo)l +vj + wk (52)

Derivando com relacdo ao tempo esse vetor posigao central,

temos:

+vj +wk | (53)

O vetor unitdrio t & obtido com auxilio da Equagao (52),

e € definido como:

R, '
'E - 0'X ‘ (54)

Novamente, utilizando a Equacgao (52), obtem-se as gran-

dezas necessdrias para a determinagdo de T, que sao:
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g e >
Ry, = {(1 + uo,x)l YV, J o+ w,xk} (55)

IR SU o u,L) +v,l? o+ ow, %) (56)

x| 0°X

Lembrando que € utilizada a Teoria da Elasticidade nao
linear para pequenas deformacoes e deslocamentos, e tendo-se em
1

- - '
mente que (1 + x) l = (1 - E—x + ...) para -1 < x < 1, pode-se fi

nalmente escrever o valor de 1, que €:

> e > :
= {@+u, 1+ v, o+w, kI {1 -,
- UO,XZ V,XZ W,XZ
- - - 57
5 5 - )} (57)
ou ainda:
v 2 w 2 >
: 3 2 ’X X -
Tl -Fug 2 2 A O AL
. ->
+ {w,X - Ugay, W, Jk + T.0.S. (58)

Finalmente, a velocidade absoluta do escoamento apds . a

deformagid do tubo pode ser obtida e é&:

. ' 3 V,Xz waxi e
Vo= {uo + V[l —-E—uo,x ST }i

+{u4'VUUc_uoWVWJ}§+

+ {w + V[w,X - u w,X]} k (59)

0’X

-

Entao, o produto V;V eé:
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B T ] s
ViV= G % 20, V1 - 5 ugy )

.. (60)

Desprezando-se novamente os termos de ordem superior;,-

tem-se:

ViV xu 2 +ve+ w2+ V2 + 2vv, V + 2ww, V +

+2u_V -2u v, ? 2 -2u 2 y? - 2 y?
- 7o0’X U ’X v o’x‘“x v 31%’x v

... (61)

;

. |

Portanto, para obtengao da energia cinetica do escoamen-
|

\
to, € suficiente efetuar a integracao nos limites de 0 a L da

Equacao (61) e multiplicar por —%—‘. A variacgao dessa eﬁergia .

necessaria para aplicagdo do Principio de Hamilton, é€:

K . M " . " "o
§' J Tfidt::_ [ )—Z—{ 8 uo"'V(SV"'W(SW}dth
Q

(o)
tl t

MVv, +2MVV, )6V + (MVw, +

# ZMVQ;X)GW} dx dt
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'ty (L

+ ZMvziub,x Vi Doy 8V * (ugs W, )iy 8w +
t, 70

.3

+ —z—uo,xxéuo} dx dt
(to (L ‘

+ J {MV? (v,x2 +w,X2),X<s u -MVGuO} dx dt
t, 40

t I
+ ( {MVv - ZMV2u0,X}6 v’ dt +

J 0
ty
2 L
+ {MVw - 2MV%u_, w, } 8w ' dt +
0O X 0
Y
tz :
+ {- Myz (v,x-2 + w,xz) - 3MV?%u ’x}ﬁ‘uoo dt
t '

4.5 Trabalho das Forcas Externas

A tensao axial efetiva T, representa o efeito combina-
~do de uma tensao TO inicialmente -imposta e aplicada nos extre
mos do tubo (serda negativa no caso de compressao) e da pressao
-interna p, que produzira influéncias na flambagem. Ainda, a defor
magdo devida a pressdo interna induz uma tensao axial cuja magni-
tude dgpende do coeficiente de Poisson do material. Esta tensao
desaparece caso a extremidade do tubo se encontre livre para

sofrer deformagdes axiais [18] .
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De maneira geral, a tensao Te € espressa como:

T, = Ty - (1 - 2ve)pA (63)

onde T € a tensao efetiva axial,

e
TO € a tensao axial aplicada na extremidade do tubo,
A & a area de escoamento do fluxo interno,

p € a pressao do fluxo de fluido na saida do tubo,

v € o coeficiente de Poisson do tubo, e

® = zero para tubos com extremidades sem restricoes, e
6 = 1 para tubos com restrigio total de deslocamento- na

direcao axial.

A forca axial total sera o efeito combinado da tensao a-
xial efetiva, mais o peso do tubo e da massa de fluido do escoa-

mento interno.

F,o= (mt Mg+ T, (64)

onde m & a massa do tubo por unidade de comprimento,
M € a massa do fluido interno por unidade de comprimento do
tubo, e

gé a aceleracdo da gravidade.

0 sinal "#'" na expressao acima €& justificado pelo senti-
do do escoamento do fluido interno. Como, a estrutura & ainda

soliCitada‘peIasbforgas arraste e sustentacao, o trabalho ex

terno total realizado por todas estas forgas é:
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L
, WEXT = ] (FaX,FL,FD); (u,v,w) dx (65)
ou ainda,
L
WEXT - J {Fax ('uo IRAL'S Zw’x) ¥ FLV ¥ 1:DW}dX (66)
_ 0 _
onde Wgyqp € o trabalho das forcas externas.

4.6 Principio de Hamilton

~ Para a aplicagado efetiva do Principio de Hamilton , co
mo apresentado na Equacao (1), falta ainda o calculo do . :segundo
termo da expressdo, que sera denominado por H1 . Assim proce-

dendo, com o auxilio das Equacbes (53) e (58) € facil determinar

a expressébdelii , que e:

,tz . 3 . R W,
Hy = MV[{u+V(1-—u",2- x . X }[ i+
[0} o]
. .tl “

> > > | :
(Suoi +8vj +8wk) dt : (67)
ou simplesmenté:

t .
) 2 - v w
- ' AN S S S
H, L MV, + V0 - Fuy 2 - - 9] s
1 -




>4

8 VI +

+ v + V(V, - u_, v, ):||
[ X 0’x ' ’x =l

X=L

5 w} }dt (68)

+ [V'V+V(.w, -u_, W, )]I
'X 00X X X=1

+X=L

E repetida, por conveniéncia, a expressao (33) do Prin-
cipio de Hamilton obtida por Benjamin [14], na sua forma apro

priada para utilizacgao

t t,
{T - (U - Wgy) ddt —»l MV{R

S : 1
O |y
1 t X=L

+ VE dt = 0

X=L

};8R
X=L 0

t
1

oe.. (69)

que sera denotada simplesmente por 8H. Finalmente, utilizando as
Equacoes (43),(49),(62),(66),(68) e (69) pode-se obter as equagoes
do movimento oscilatorio do tubo, ou seja:
A ) ES,. 2 )
SH = , {- M+ ptSt)uo + M+ T) (V,X W, ),X + (AMV* + ESt)uo,XX

tl 0
- MV + Fax}éuodxdt

X

t., (L
2 . )
+ [ I {- M+ ptSt)'v - MVv, + 2 MVv,X) + (2MV+ ESt) (u.o,xv,x),

-EIv, + FL}G.V‘dx.dt +

f
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0’X X

t,rL
2 . . .
Tl oo . 2 .
[ I {,@4+pt%)w (MVwm-FZMVwm)+(2MV +ESO(u,‘w Lx

- Elw, + FD} Sw dxdt

& 00

t (& ES, L
+ {[(_—ES,C--SMVZ)uO,x--(7 +MVﬁ(vm2+\mxﬁ}6u

V,2 W 2

0y 3 X ’X
-MV@ + V(1 -=u,? - - ﬂ, &1} }dt
9 2 ox 2 2 g OlxeL

t | L

p— . - - - 2

+ [ ({ EIV,XXGV,x . + [: yFax + EIlv, (ESt + 2MV)u0,xv,X
It
1
- L L]
-+qu}6v' —MVBerW, -u, V’ﬂ avl )dt
0 o 0X X ixaL e

t .
2 Lor
- - n bnd 2
+[ ({- EIw, 8w, 0+ [ Z%m.+ELWWD( @St4'2MV)WYme
Y
L L
cwvilysw] “-wv] v e - g ]| s
0 0 : X To'x Tx g, Ixep At

.ot . (70)

Como cada variagdo & arbitraria, € facil verificar que-a.
Equacao (70) s6 sera valida se cada uma de suas parcelas for i-
denticamente nula. Assim sendo, as tres primeiras parcelas dao
6rigem ao sistema de equacoes diferenciais do movimento oscilaté-
rio do tubo e as posteriores, gerardo as possiveis condigcbes  de

contorno.
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Entao , as equagoes diferenciais sao:

ES
2

MY - 2 t 2 2 - 2 oo
(m+M)uO (MVs + )(v,X +w,x),X (3MV +Est)uo, + MV = F

XX ax

" ‘r . '_" 2 = -
(m+ Myv+ EIv, +(MVVR'FZMVVW) (2 MV +ESt)(uo,XV,X),X %

F

1t * . _ 2
(m+ Mw+ EIw, + (MVw,X + ZMVw,X) (2MV* + ESt) (u )

o’xw’x ’X - D
ceee (71)

sujeitas as condigdes de contorno para Xx = O0:

-

- -— 2 .= -
yFax+EIV’x>o< (ESt+2MV)uO,XV,X+MVV o ou §v=20

\EIV’xx=O ou (SV,X=0 (72.a)

- _ , 2 . -
ZF’ax*EIw’xx (Est+2MV)uo,XW,X+MVw 0 ou Sw=20

X
e
EI V’xx=0 ou cSw,x=0 (72.b)
- (ES. + 3MV)u_,_ - ESt MV (v, 2 +w, 2) =0 ou &u =0
t o'x ~ ( 7 ) X X 0

e (72.¢)
e as seguintes condigoes de contorno para X=L:

- ‘ - 2 MV2 ) Y
Y Ex *EIV, (Est+“MV)uo’xV’x+MVV+

ax
+ MV(v + V(v, - ug, v, )) =0 ou Sv=0

1€ EIv,, =0 ou Sv,x =0 ) (73.a)
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r _
-)’F + Elw, - 2 .
ax XXX (E%:+2MV)quwm-+MVw+

<+MV(v'v+V(w,x-u w, )) =0 ou Sw=20

0’X X
e
\EIw",Xx = 0 ou Gw,x = 0 ‘ (73.b)
_E St
2 - 2 2 25, _
%ESt+ ZSMV)uo,X (2 .+MV)(V,X +1LX)
3 v 2 w 2
i y ‘ _____ 2 _ ,X _ ,X - =
-MV(u‘O+V(_,1 5 Usy 5 7 )) = 0 ou Guo .ijO (73.c)

Na realidade, ao sistema de Equacoes (72) féita"acresceg

. . . . . ) . I
tar os termos referentes ao amortecimento viscoso equivalente e
“

as forcas ‘inerciais correspondentes a acerelacdo da massa adicio

nal . Tais efeitos somente serao incorporados nas equagoes cor

respondentes aos de camentos na direcao transversal do tubo, uma
vez que O escoamento externo e tratado_comd sendo bidimensional, o

que permite que as hipOteses de que massa adicional e‘famorteci
i
mento viscoso equivalente sejam negligenciados na direcgao axial.

Logo, as equagoes do sistema (71) ficam: ; A |

(m+ma+M)v+E'Iv, +Ccv + (MVV,X+ ZMVV,X) - |

2 ) = ]
= MV® + ES ) (uy,, Ve dsy = F(B) +m, Uy

(m + m, * Mw + EIw, vow o+ (MVw,X + ZMVw,X) -

- (2MV? + ES)(u . W, ), = Fy(t) + m U (74)

'
I
i
1
i

onde as {iltimas componentes, mal%, e mai%, correspondem ao eféi

to- da. 'fiassa adicional" para fluido em movimento com cilindro para
D

do ‘e 65 Indices y e z representam as componentes da acele%aga do
|
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fluido externo nessas duas diregdes.

Os termos cv e cw sao de origem nao conservativa e, cla
ramente esse sistema € ndo conservativo. No entanto, para casos em
que o escoamento externo € nulo, a andlise do comportamento do
sistema com relacdo ‘a transferéncia de energia € feita desprezan-
do-se apenas os termos correspondente ao amortecimento, massa
adicional-e a parte ndo homogénea do sistema (71). Benjamin [14]
deécreve a transferéncia de energia do tubo, ou paré o tubo, atra

vés da equacgdo:

t
2 . . .
Aw o= - MV (R* + V 1;R) dt (75)

|t1

onde Aw € a energia transferida.

Se, pdr exemplo, o sistema executa vibragoes com amplitu
des constanteélem torna da poéigéo de equilibrio, a razdo de trans
feréncia da energia devera ser zero,; entdo, a quéntidade dada pe-
la Equacdo (75) deve se cancelar quando a integracdo se estender

por um ciclo completo.

Quando a velocidade V & pequena, a Equacgdo (75) mostra
- jond . . ~ - - - -~
que as- vibragoes em torno da posigao de equilibrio sao sempre
amortecidas, uma vez que o primeiro termo no‘'integrando predomina
sobre o outro e, portanto Aw € sempre negativo. Note-se ainda,
que o primeiro termo dessa equagao € sempre negativo e, no entan-
to, para grandes vibragles e para V tambem grande, Aw pode ser

maior que zero.

Se Aw = 0, a transferéncia ou extracao de energia da flui
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do para o tubo nao ocorre. Neste caso, diz-se que o sistema = &
_Conservafivo (biéuymtados,engastadOﬂnxnﬂdo ¢ simplesmente apoiado nos
extremos) pertencem a esse grupo dé tubos). Por outro lado; se o
tubo admite movimento na extremidade, Aw geralmente & diferente:de
zero. Ha o fluXo de energia e o sistema € considerado nao conser .
vativo (tubos em balanco & um exemplo tipico desse tipo de

sistema) [14].

4.7 Linearizacao do Sistema de Equacoes

Numa grande quantidade de problemas de tubulagéo, a rigi
dez axial € muito maior que a rigidez de flexao do material. Sen
do assim, as hipoteses simplificadoras adotadas por Benjamin [14],
Paidossius e Issid [15], Paidossius e Gregory [16] e Paidossius,

[ 19 - 20 J,podem ser utilizadas nestes tipos de problemas, e sao:

1- Contracao na direcdo axial:

u =-| (ds - dx) = -5 (v,xz + w,xz)dx (76)

2- Energia de deformagao do tubo:

L
u* =%-I- (v, 2+ W, *)dx + T.0.S (77
N
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3- Energia cinética do tubo:

L

-1 RN

Tt- 3 { Pt St(v + w)dx + T.0.S (78)
0

4- Energia cinética do escoamento interno:

L X
=M d i 1 2 2 . s
Tfl 2 { {2v dt[ 2 (.Vax + W,X Ydx + V4 + v? +
' 0
+ w2 o+ ZWW,XV + ZQV,XV}dx + T.0.S (79)

E necessaria, novamente, a aplicagao do Principio de Ha
milton para obtengao do sistema de equagOes que governam o movi-
mento oscilatério da estrutura. As variacles necessarias da ener
gia cinética do tubo e da energia de deformacao, podem ser obtidas
diretamente das expressoes mostradas anteriormente , uma vez que as
hipoteses atuais sdo apenas simplificagdes das Equagdes (42) - e

(47). Assim, tem-se:

t, o L
6[ T, dt = —[ ( Py St{'\/"dv + Wowldx dt | (80)
tl tl 0 :
e .
Y2 5 L L
8 u'dt = EI{ {V,XXSV,Xio + w,xxéw,xlo}dt -
Y t
t L L
-E1I {v, GV' + W, GWI}dt+
XXX 0 XXX 0
t
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tz L : .
+ E1I [ {'{V Sv + w’xxxx6 widx dt (81)

4.8 ‘Analise do Escoamento do Fluido Interno

Antes de efetuar a variacdo necessaria da energia cineti
ca do fluido interno, € mais apropriado e conveniente tfatar ape
nas o primeiro termo da Equacao (79) separadamente. . .Designa-se
por Tfi* essa parcela e, integrando por partes e utilizando a va-

riacdao necessaria, resulta: _ (

fi dt X X 0
tl tl 0
L .
_ 2 2 3
‘ x(V,X W, )dx} dt : - (82)
0 ‘

Apos substituicao dos limites de integragdo a equagao a-
|

cima reduz-se a:

t, t, L
* - d 1 _ 2 2
6[ Tfi- dt 6[ MV dt{Z J (L - x) (V,X W, ) dx} dt (83)

tl tl 0 i
|
ou ainda. 1
2 2 ar L L
8 Tf dt = - |- MV——-L{v, Sv + W, Gw' } -
’ dt 0 0
t t <
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L
- '(..{V,X(l - x)},chV + {w,x(l - x)},xé w]dt (84)
0

Efetuando, novamente, a integracao por partes com rela-

gao ao tempo resulta:

L

't t . L
§{ Tg."dt = - MV{(L - x) (v, 6v’ + W, cSv' )idt +
X X 0

0

t, L

+[ [ MV{(L - X)V’xx - V,X} Svdxdt +
t, (L

+} JMVML-MWXX—wm%de& } (85)

Feito isso, a variagdo total da energia cinética do flui

do interno € facilmente obtida, e vale:

t, t,L ‘
6' Tfi dt=Mj g{—2\./,XXV—'\}+V|:(L-x)v,xx]}évdxdt +

ty (L |
+ M[ J {- Zv},xv - W+ V[(L - x)w,xx}}&’w dt{ |
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4. L L
- M VU,—XMV,SV‘ + W, Gw‘}dt+
. X 0 X 0

2. 1L
+ MV {vdvt

Y

L
. x;/dwl ) dt (86)
0 0

4.9 Trabalho das Forcas Externas

A forga‘axial; como mostrado na Equagao (64), pode  ser
explicitada em fungdo das tensbes aplicadas nos extremos do tubo
e da pressao interna do fluido. Para determinar o trabalho reali
zado por esta forca, € suficiente multiplicar pelo deslocamento. na

direcao axial e integrar, ou seja:

L

Wax = | (m+ Mg ux)dx + I::l-“ - pAQ(1 - 2\)6):\ u(L) (87)
0 » |

onde--Wax € o trabalho externo realizado pelas forgas axiais, e o

simbolo,

"-'" significa valores tomadas na extremidade do tubo.

Substituindo o valor de u(x), tem-se:

L X
. 1 .
waxf--~l (m + Mg J L2 e, B dxdx -
' 0
Py L
- l_’f‘ - pAQ1 - Z\)G)]J —17 (v,x2 + w,xz) dx (88)
O r'a
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A variagdo necessaria para obtencao das equacces do mo

vimento é&:

t

UI—X)EUXGV’L]at -

t, |
6‘ Waxdt=(m+M)gJ .

Y

tzL
-(m+mg[ {ML-QVKLX&Vﬁdt-

tZL
- (m+ M)g[ I{(L - x)w,x},xéw dxdt +

t10

t
. - (%2
@‘—pAﬂ-—Zv@JJ {VWSV
t

L

+

L
+ W, Gwl }dt -
X p

0
1

tZL
F - pAQ1 - 2\)9)} J [{V,XX(SV + w,xxéw} dx dt

t,00 |
C .. (89)

4.10 Sistema Linearizado

Falta ainda, a determinacao do valor de Hl' Utilizando
os valores obtidos na Equacgao (68) e a hipotese simplificativa da

da pela Equagao (76) € possivel sua determinacdo, que se reduz a

t L
MV 2
Hp = - 65— (v, +w, )dxdt + T.0.8 (90)
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quando se leva em consideracao o fato de que as deformacoes e des
locamentos sao insignificantes quando comparados com o0s termos res

tantes.

Assim sendo, o Principio de Hamilton , tal qual apresen

tado por Benjamin [14], pode ser éplicado diretamente, obtendo-se

tZ L :
.5H=J J{- (m+ Mv-EIv, "M(ZV,XV'V(L "X)V?XX)

IR AR CERUER [ N

+ I:"I‘ - f)A(lr - 2\)6)] V,XX.} Sv dxdt +
t, L | |
+[ J{-(m+M)w-EIw, —M(Zw,xV-V(L-x)‘w,xx) +

+ Fp - MV? Wt (m+ Mg [(L - X)W,x] sx ¥

+ I:T - pAQ(1 - 2\)8)] w’xx} Sw dxdt +

t
2
' Ll{mv,m femie mewp@ - - |-

L L
- iy - iy 2 -
PA(L -2v e)]v,x + MVv+MV V,X}dvlo E,Iv’xxﬁy’x,()}dt‘t
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't .
2 . -
+[HEIMmm+EMV+ (1;n+M)g)(L—><:)+[I‘-*.E)A(I—Z\)e)]w,X +

L

L
+ MVw + MV?w,_} cSw‘ -EIw,__ Sw, ‘ }dt _ (91)
X bo X1 _

0

Novamente, como as variagSes sao arbitrarias, as _ duas
primeiras parcelas da Equagao (91) originam o sistema de equagoes
aiferenciais do. comportamento oscilatério do tubo nas diregoes y
e 2 e, as éutras parcelas, proporcionam as possiveis condigbes de

contorno para o sistema.

As equacoes diferenciais sao:

124 . * 2 _
(m+ Mv +EIv, + M[ZV,XV& V(L - x)v,xle + MV Vi

- (m+ Mg [(L - X)V,X:l _ [’f - -f)A(l -2 \)e):"v’xx = FL(t)

e o (92)

. . 11 . * _ ' 2 ..
(m+Mw+EIv, +MPWRV+VH‘ ﬂme+MV‘“m

- m+ Mg [(L - x)w,x.l-,x - [’E - BAQL - 2ve)]w;m = Fy(t)

sujeitas as condigoes de contorno:

EIV,m +{[—MV + (m + M)g] (L -x) +‘l:’f-f)A(1-2\)e)]}.v,X +

+MV\°/+MV?’V,X=O ou 6v) =0 (93)
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e EIV’xx= 0 ou 6V,X\O
e ainda: ‘

EIwﬁx+'q}MV+(m+h@% (L ~-x) + [’f--f)A(l-Z\)e)}}w,X +

. L
2 - —

+ MVw + MV W, = 0 ou Sw ’O =0 - (94)

e
L
EIw,XX“O ou Gw,x'0=0

As Equagbes (92), (93) e (94) servirao de base para to-

dos os estudos a partir deste ponto.



CAPITULO VY

5. SOLUCAO NUMERICA DO SISTEMA LINEARIZADO

5.1 Adimensionalizacao das Equacoes

Antes de efetuar a solucao numérica do sistema de equa
¢oes representativo do comportamento oscilatorio do sistema, € a--
propriado adimensionalizar essas equagoes. Define-se, para tal, o

seguinte conjunto de variaveis:

£ = X/L ; n = v/L
L 1/. c |
V*= (M/EI) "2 VL ; B = M/(Msm+m_)
Y = (Memem )L3g/EI; r*= TL2/EI
_ E : . l/
1 = pAL/EI ; t*= (BI/(M+m+m ) 2 t/L?

o
>
|

= CL?/EI(M+mfma)l/2
: (95)

onde V* é denominada de velocidade adimensional do fluxo inter-
no;
B € deﬁdminada de razao de massas;
y € denominado de peso adimeﬁsional;_

-

1* ¢ denominado de tempo adimensional;

x & denominado de amortecimento adimensional e
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£

I & denominado de pressdo adimensional.

Substituindo esse conjunto de variaveis na primeira das

equagoes do sistema (92) resulta:

4 ) * 2
S0 o (- 2ve) + (-y +e% 2y g 20
agt 3T* 3g 2

Yy e 821 an an . 92%n L3 oU
#2872 yr 204y 20y x 20, = = (Fp () -m L)
AT*YE- 3E at* ot 2 EI 3t
ce..(96)

Naturaimente, a segunda equagao do sistema (92) apresen-
tara uma estrutura completamente anéloga a Equagao (96), ressalvan
do-se o fato de que apenas a componente nao homogénéa da equacao
€ que difere quando sao repassadosbos termos,FL[t) para FD(t)
e Uy para wElLL.. Evidentemente, as condices de contorno po

3t ot
dem, ou ndo, variar para essas equagoes.

5.2 Metodo de Galerkin

“E facil notar que a solugdo analitica da Equagdo (96), se
‘existir, € bastante trabalhosa de ser obtida. Dessa maneira, uma
provavel solugdo vidvel para resolugao dessa equagdo, & através da

analise numérica com utilizacdo do Método de Galerkin’.

7 - Outra proposta, apresentada por Pafdossius [19] , € a utiliza-

cao de séries de poténcia.
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r
' = % . *
nt= I oa ¢, (6) o (x*) (97)
.n=l .
onde n' & a aproximacgdo da fungao n,
a, sao constantes que podem, inclusive, ser complexas,
ql(g)é um Conjunto de funcoes linearmente independentes e

‘que devem satisfazer pelo menos, as condicoes de contor
no geométricas do problema e
@h(ﬁ) € o conjunto de fungbes que descrevera o comportamento

oscilatorio do tubo no tempo.
Se & & um funcional tal que £(n) reproduz e satisfaz a
. equacgdo diferencial homogénea oriunda da Equacdo (96), tem-se:

f(n) =0 | (98)

Como o numero de termos da série de funcdes representati-
vas da aproximagdo n' deve ser truncado devido a parte pratica com
putacional e que o operador £ € linear, resulta:

E') = ¢ | | (99)

onde € & um erro genérico.

A questdo toda € a minimizagdo desse erro e com relagdo

a cada funcdo ¢n(£). Escrevendo matematicamente, tem-se:

') ¢,(8) ag =0 (100)

0 resultado da execucgdo da Equacgdo (100)‘6 a determinacao
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do conjunto de constantes a. utilizadas na aproximagao n' e ain-
da, a determinacdo das freqti€ncias naturais de vibragao da estrutu
ra que €, a priori, o interesse maior da analise dindmica do pro-

blema.

0 sucesso da utilizacdo da aproximagdo n' esta na €esco
lha das fungoes ¢n (&), que varia de problema para problema. Essa
escolha € baseada fundamentalmente nas condigOes de contorno do

problema, que devem ser necessariamente satisfeitas.

Para a estrutura tubular em analise, tem-se, para os di-
versos tipos de suporte, as funcbes caracteristicas listadas no
Apéndice IT.

Para prosseguir a analise, € tomado como referéncia, :sem
perda de generalidade, o caso simplesmente apoiada. A funcdo n €

aproximada convenientemente por [18]

. T )
n.-x n' = Real & ansen(n7r§) ele* (101)

Substituindo este valor na Equacao diferencial (96) e
com auxilio da Equagdo (100) € obtido o sistema de equagbes linea

res que permite a determinacdo da série mais conveniente para

aproximagdo de n, ja levando em consideracdo que a velocidade do

fluxo de fluido € constante, ou seja:

1

¥ iwt* N ) ‘ .
{Real = a_ e {n*r*sen(nmwg) - [V*2 - T*+I(1 - 2vO -
n=1

Jo

Y2

s=Y£l==@] n?r?sen(ng) + 28 V*inmcos(nmg) + vy nncos (nmg) + -

eS¢
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+

’Xi(usen(nwg)v—uﬁ sen(nm &)} ; sen(mn &) dg = 0 (102)

onde n e m sdo inteiros;

w. sao as freqliencias naturais de vibragdo do sistema.

A Equacgdo (102) € melhor representada por:

T -
Real ' a_ T {[n*r*-{V*? - * + T(1-2v® -y} n®n? + yiw -
n=1
Y2
- w?] I+ [- yn?7?] I.+[28 V?niiw+nmy] I,} =0 (103)
onde:
r 1
I1 = sen(n m £) sen (mw§&) d§ ;
.
r 1
I,="  sen(mmg) cos(nmg) d& , e
) _
1
Iz = £ sen(nm&) sen(mmé) di.
0
R O ‘sistema.de equacoes lineares obtido em (103) pode ‘ser

melhor visualizado reescrevendo-o na seguinte forma:
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T
Real E a, e
n=1

iwt* (104)

S
1
o

onde: A € uma matriz de ordem n x n, cujos elementos sao:

I~

an, = {n* 7" - [y*z -T*+T(1-2v6 -J§] n?r? + yiw - w?}/2
..... (103)
ZByZV*nmw i 2ymn(n? + m?)
By = It + ~ } (106)
- (m* - n?) (n-m?(n +m?
se n e m forem de paridade distinta. Do contrario, am = 0
A igualdade da Equacao (104) deve prevalecer para todo
instante de tempo t, logo € facil verificar que
Agn = (107)

Como ndo € interessante a solugdo trivial, a condigio a

ser satisfeita € que:
det A = 0 (108)

As raizes da Equagdo (108) corresponderdo as freqliéncias

naturais de vibracao do sistema e a determinagao do vetor a, e fei

ta utilizando-se a Equacdo (107). No entanto, o problema gsté jus
tamente na deterﬁinagéo dos autovalores w que anulam o deferminan—
te em consideragio, prinéiﬁalmente levando-se em consideragao que
a matriz A & complexa e ndo hermitiana,

0 método utilizado para determinagdo desses autovalores
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&€ o de Mliller®, uma vez que a obtencdo do polinfmio caracteristi-
co torna-se praticamente impossivel & medida que o tamanho da ma
triz € aumentado para determinacio precisa dos modos de vibracao

necessarios.

Esquematicamente tem-se:

i

Met. Miil ler

Freq.Natural

8 - Ver Apéndice I.



CAPTTULO VI

6. REéULTADOS, DISCUSSOES E CONCLUSOES

6.1 Considérag5es Preliminares

O sistema de equagdes ndo lineares que descrevem o compor
tamento oscilatdério para a situagdo em analise, permite a obtengao
de solugoes péra’tubulagGes restritas apenas a pequenas Vvibragoes
e deslocamentos laterais. Ja considerando as equacoOes linerizadas,
o sistema € limitado com relagdo a rigidez de flexao do tubo, que
§ considerada bastante inferior com relagdo a rigidez axial, muito
embora, com grandes aplicagbes praticas. Ainda vale a pena ressal-
tar que ambos sistemas podem sér aplicados tanto para escoamentos

Variéveis no tempo, como constantes.

O objetivo principal deste trabalho foi a determinacao das
condigies de estabilidade do movimento oscilatorio, correlacionalas
diretamente com as velocidades dos dois escoamentos. Para o es-
tabelecimento desses limites de velocidades, obtidos da resolugao
das equagoes do ﬁovimento do tubo, foi utilizado o método de Galer
kin associado ao de Miller apresentando grande versatilidade na de
terminagao das freqliéncias naturais de Vibragéo. O incoveniente do
método numérico utilizado & que, em determinadas regibes, os incre
meﬁtos nas velocidades e os "chutes" iniciais devem ser muitob bem

detalhados.
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6.2 Comportamento do Sistema

Com relagdo a Equacdo (96), que descreve o comportamento
oscilatdrio do tubo na direcdao vy, se as derivadas parciais com
relagdo ao tempo forem anuladas e os parametros adimensionais B8,
I, Tey igualados-a zero, tem-se: .

%n 3%n
+ V* = () (109)
oLt 982

Essa equacdo corresponde justamente ao caso de vigas sub
metidas a cargas de compressdo, onde MV*? pode ser analisado como
Carga Efetiva. Seus autovalores correspondem aos modos de flamba-

gem e decrescem com o aumento da velocidade.

Fisicamente, o parametro V*? & entendido como carga efe

tiva de compressdo. Alternativanente, e mais apropriadamente, para
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2 .
o caso de escoamento de fluido, V* E—%~ € considerada como forga
, 3E :
centrifuga generalizada, e quando esta forga supera a forga de

restauracao do tubo, ocorre a flambagem.

Para examinar o comportamento dindmico do sistema pela
obtencdo da solugdo da Equacdo (96) na sua forma completa, €& uti

lizado o método de Galerkin associado ao método de Miller.

Algumas das frequeéncias adimensionais calculadas estao
mostradas nas Figuras 20 a 27. As partes reais e imaginarias des
sas freqléncias, Re(w) e Im(w), estdao plotadas no diagrama ~de

Argand com a velocidade V* como parametro.

Na Figura 20 nota-se que com acréscimo da velocidade a
freqtléncia do primeiro modo de vibracdo diminui com o acréscimo de
V* e se anula em V* = 7, que € a primeira velocidade critica para
flambagem. Similarmente, o segundo e terceiro modo se.anulam em
V* = 2Zm e V* = 3w, respectivamente. Entretanto, para uma veloci-
dade ligeiramente superior a 2w, a posigao do primeiro e segundo
modos permanecem no eixo imaginario - Im(w) - e quando deixa
esse eixo & em pontos simétricos que indicam o inicio do . modo
acoplado de fluﬁuagéo, onde o primeiro e segundo modo se :confun-

dem.

Na figura 21 nota-se uma vez mals que o primeiro modo
se anula em V* = 7. Entretanto, o valor V* = 27 nao corresponde
a velocidade critica para o segundo modo e, além disso, € o ponto
onde o sistema ganha estabilidade novamente no primeiro modo. Pa-
ra velocidadés ligeiramente superiores a 2m, os primeiros e segun
do modos perfianecem no eixo real - Re(w) -~ e, uma vez mais, 0
inicio do acaplaﬁento € verificado para V* = 6,31. Com acréscimo

de V*, a paftelreal da freqtiéncia acoplada se anula para V*= 9,41
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Similarmente ao.ocorrido com o acoplamento do primeiro e -segundo

modos, © acoplaménto envolvendo o terceiro modo ocorre em V* = 9,51,

Nas Figuras 22 e 23 € mostrada a influéncia do parametro
B (razao de maséas) para valores de y (peso adimensional) constan
te. Para B = 0,1, o primeiro modo perde estabilidade ' para
V* = 3;81 e o segundo em V* = 6,650, O primeiro e segundo modos
acoplados dé vibracdo tem inicio em vE o= 6,750, enquanfo que o)
terceiro e quarto se acoplam em V* =~ 12,880. Para B=0,5, a perda
de estabil&dade no primeiro modo & verificada em V* = 3,8, voltan
do a ganhar estabilidade em V* = 6,670 e o inicio do acoplamento
dos dois primeiros modos, € em V*=6,700. A parte real desses aco-
plamentos com o ferceiro e quarto modos ocorrem em V* = 9,800 e

12,910 respectivamente.

As Figuras 4 e 25 caracterizam a influéncia do pardmetro
adimensional x.,(amortecimentb adimensional) nos dois primeiros
modos de vibragao. A grande diferenga .com relagao aos casos ante-
riores € a presenga da componente complexa das freqliéncias adimen
sionais, mesmo para V* menor que a velocidade critica. Resumidamen

te tem-se:

_ }Cancelamento da
: Aqu 1° Componente real
B X y - Vel. Critica Acoplamento do acoplamento
) ) 7 ~T ~6,400 —
0,1 0,1 | 10 3,825 6,775 —
, , ) i ~6,310 9,410
, , 10 ~3,825 ~6,700 9,670

TAB.2 - Influéncia de:x nas Velocidades Criticas e de Acoplamento.
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6.3 Conclusdes

E importante notar o comportamento entre sistemas com
altas e baixas razdes de massas B. Para pequenos valores de B,
o sistema flamba nos dois primeiros modos para que depois o aco-
plamento se verifique, com processo analogo para terceiro e quar-
to modos. Para valdres de B altos, o sistema somente flamba no
primeiro modo, com acoplamentos sendo verificados com os outros

modos antes de ser atingida a velocidade critica correspondente.

Estes resultados sdo importantes, uma vez que as instabi
lidades oscilatorias ndo sdo possiveis quando ambos extremos do
tubo sdao suportados e executam oscilagdes peridodicas, nestes ca-

sos, O0s sistemas sao considerados conservativos.

Vale a.pena notar que colunas simplesmente apoiadas nos
sXtremos (apoios simples), submetidas a cargas de compressao, mao
ficam sujeitas a estes modos acoplados instaveis. Isto e, facil-
mente verificado fazendo simplesmente B = 0 e, neste caso, a
éarga no extremo do tubo &€ MV?. E evidente, portanto, que. as
instabilidades oscilatdorias estao éstreitamente ligadas 4 presen

¢a da forga de Coriolis, que aparece somente quando B # 0 [15].

Outro ponto interessante de ser relatado € o efeito esta
bilizante das forgas giroscbpicas. Aqui este efeito € demonstrado
claramente quando, ap0s ultrapassar a velocidade critica de flam-
bagem, a forca de Coriolis estabiliza o sistema antes do | inicio
dos acoplamentos dos modos. Este efeito € mais pronunciado  para

Y/,

altos valores de 8, a forga de Coriolis € proporcional a B '* .

Com relacdo a estabilidade de um dado sistema, do ponto

de vista pratico, & interessante determinar as condicdes de ope-
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fagéo para as qﬁéis nao havera alteragaes no seu funcionamenton03
mal desejado. Neste caso, apoius simples, estas condigoes estao
associadas com a flambagem no primeiro modo, Para estabilidade de
funcionamento, os valores de V, I e T devem ser suficientemente pe
quenos, -tais que V**2 = V*? + T(1 - 2 v 6) - T deve se¥ minor que

0s indicados na tabela abaixo.

Condicdo Critica de Estabilidade

Y y*x2
-10 ' ' - 2,17
-5 2,71
0 v

5 3,51

10 - 3,83

50 5,56

TAB.3 - CondigGes Critica de Estabi
lidade (Apoios Simples)

E fécil de notar pelas Figuras 26 e .7 que as curvas ca-
racteristicas.que representam as freduéncias adimensionais, tém
todas o mesmo comportamento para a razao de massa constante B,
mesmo quando & considerado o amortecimento. A diferenga entre ﬁm
caso € outro esta justamente na velocidade adimensional V*, onde
é alcangado o limite da velocidade critica e o inicio dos acopla-
mentos. Esta diferenga esta associada diretamente ao peso adimen-

sional Y.
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6.4 - Comparacgio de Resultados

Veloso e Loula [31} tentam conciliar o problema de tubu
iagSes submetidas aos escoamentos interno e externo com utilizacgao
da teoria classica de vigas na obtengdo da equacdo diferencial que
descreve o comportamento oscilatorio de tubos elésticos, ou seja

2 4
OV , ¢ v , g 3V

ot? ot ox

' 21 2 _
Cm + ma) = E pUmCLA . (110)

'"fsta exprésséo pode ser obtida facilmente com qutiliza-
gao das equagdes (95) e (96), fazeﬁdo v=20, p=20,vy=20 - e
T = 0. No entanfo, quando tais simplificagdes s3o efetuadas € 'ne
gligenciado o efeito do escoamento interno na tubulacdo. Assim sen
do, a Equac¢do (110) ndo pode ser utilizada com conveniéncia para
obtengao do comportamento dinamico da estrutura. Tubos de trocado-
res de caldr, por exemplo, quahdo analisados por intermédio da
Equacao (110) ndo ficam submetidos as forgas de Coriolis e, confor
mé demonstrado, ela € a principal responsavel pela desestabilizagdo

i

ou estabilizacao do sistema.

Além disso, o escoamento externo produz também as for-
cas de arraste constante e alternante. Portanto, a Equacdo (110) de
ve ser acrescentada outra equagao com mesma estrutura, porém FCQm
fqrga de excitacdo igual a forca de arraste total. Ainda, as for
cas de excitacdo tém outra parcela originada da massa adicional e

Que deve também ser somada na Equacao (110).

Para efeito de comparacio de resultados, as freqlléncias
obtidas por Pafdossius.. e Issid [15] estdo reproduzidas a seguir e,
praticamente ndo existe erro comparando a solugdo numérica adotada

e essé§ resultados.
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Os resultados apresentados por Poldossius e Issid  [15]

foram obtigos na tentativa de explicar o comportamento dinamico do
sistema.’N6 entahto, embora tais resultados sejam suficientes para
detectar a influéncia da razdo de massas B e a existéncia dos mo-
doé acoplados dé‘vibragéo, a quantidade e analise dos diversos pa
rametros que influenciam o comportamento do tubo ndo € . satisfato

ria.

Para tentar suprir esta deficiéncia as Figuras (21) a
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Q26) foram obtidas com'valores de V* bem mails detalhados e numa

amplitude bem maior. Através desses resultados € possivel visuali

L : A . . . .
zar o comportamento das curvas de freqliencias adimensionais para

valores de V* bem altos, aléem da influéncia dos fatores Y, B e x

na resposta da estrutura.

6.5 Sug

ugestoes

No minimo, pode-se citar quatro sugestoes para trabalhos

posteriores dentro deste mesmo tema:

1

Fazer analise do problema considerando a teoria das
cascas e obtencdo da resposta particular do sistema;

Obtengéb da solucao do sistema de equagdes nao-linea

~rizado ;

Estender a anélisé feita para o caso de dois tubos
e, posteriormente, para ''n'" tubos;

Fazer uma analise precisa do problema da estabilida-
de do sistema estudado; uma vez que, na pesquisa bi
bliografica feita, ndo foi possivel determinar preci
samente,porque 0 sistema conservativo estudado fica

sujeito a instabilidades.
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. APENDICE I

I. METODO DE MULLER

I-1. Consideracees Gerais

0 método de MlUller €& considerado como sendo uma exten

sdo do método da secante.

Dados trés pontos a, b e ¢ distintos; constroi-se o po

linomio do segundo grau P(x), tal que:

P(a) = f(a)
P(b) = f(b) (I.l)
p(c) = f(c)

Fig. 29 - Método de Mtiller.

0 processo numérico para determinacao das frequencias de-
sejadas consiste na determinagao da raiz d do polinomio P(x) e; a

partir dai, estabelecer um processo iterativo fazendo d=c; c=b; b=a e assim, su
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cessivamente até obtengao da convergencia.

Seja entdo o polinomio

P(x) = Ax2 + Bx + C (1.2)

que satisfaz as condigdes (I.1). Sendo assim, € mais convéniente

esse polinomio ser reescrito como

P(x) = A*(x - c)? + B*(x - c) + C* (I.3)

A expressdo (I.3) € obtida a partir da Equacgao (I.2) a-
~penas substituindo x por L(x - c) + C]. Seus coeficientes es-

tao relacionados como abaixo:

A* = A
‘B* = B + 2cA (I.4)
= C+ cB+ c?A

C*

Pelas condigaes (I.1) tem-ser

f(a) = A*a*? + B*a* + C*
£(b) = A*b*2 + B*b* + C* (I.5)
f(c) = C*

onde: 4a* = a - ¢ , e

b* = b - ¢
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A solucdo do sistema (I.5) é:

C* f(c)

B* = |a*2 A(b) - b*? A(a)}/a*‘b*(a* - b*)

C* = rb* A(a) - a* A(b)]/a*la*(a* - b*)I

fta) - f(c) , e

onde: A(a)

A(b) f(b) - £f(c)

Uma vez obtidos os coeficientes A*, B* e C*, & possivel

determinar d obedecendo & condigao P(d) = 0.

Assim sendo, tem-se:

A*d*2 + B*d* + C* = 0 (I1.7)

onde d* = d - c

A solucao da Equacao (I.7) é obtida simplesmente por:

_-B: /B -4
2 A%

- (I.8)

onde qualquer uma das constantes pode assumir tanto valores reais

como complexos.
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I1.2. Comentarios

A grande aplicacdo do método de Mliller esta no fato de
que nao & preciso trabalhar com valores de derivadas da fungao
f(x), mas sim, com seu valor em pontbs distintos. Tal fato ja .
justifica plenamente sua aplicacao para o problema em estudo, uma
vez que o determinante obtido da analise pelo método de Galerkin
nao pode ser expresso com facilidade como uma funcao explicita das

frequencias naturais de vibracao do sistema.

Outra vantagem € que podemos trabalhar com valores ini
ciais reais para obtencdo de raizes complexas, fato que ndo & ob

servado pelos métodos de Newton ou da posigdo falsa.

O incoveniente do método € que pelo menos uma necgao das
raizes do determinante € necessaria para obtencao de solugoes ra

pidamente convergentes.



Método de MUller

Dados Necessarios

[

.
'Chute.,X1,X2 e X3

NQ de Iteracoes: KS

Subrotina para Calculo
do Determinante da Ma-

triz
A.. (0
1]

Det Aij(Xk)= F(xk)

X

e raiz

k

X

Mensagens + ’
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A(a)= F(a)-F(c)

8(b)= F(b)~F(c)

A%= (b*A(a)—-a*A (b)) /a*b*(a%-b*)

Bx= (a*2A(b)-b*2A(a))/a*b*(a*-b*)

CH=F (c)
D* = ‘B*+GSQRT(B*2_4A*C*)
1 ZA%
D* = —B*—CSQRT(B*Z_AA*C*)
? 2A%
= *
N= D%,
N2= ID*ZI
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d*= min N1:N2

Xk+1= d*+c

)= F(X, )

k+1

Det Aij(X s 1

nao

kel
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APENDICE 11

I1. FUNCOES CARACTERISTICAS PARA VIGAS

Para utilizagdo conveniente do método de Galerkin € ne-
cessdrio determinar o conjunto adequado de fungdes ¢,(X) que asse
gure rapida convergéncia para a solucao desejada. Na relacdo que

|
segue estao apresentadas algumas das condigoes de contorno  mais

comuns € o conjunto de fungoes ¢n(x), assim como as condigoes de

contorno geométricas satisfeitas.

¢ (x)= cosh(A x)-cos(A x)-0 (senh{()X x)-sen{i x))
n n n n n n

Ligt 1
u |
cos(X_gf)cosh(x 2)-1= 0
= n n
X } ‘cosh(lnl)—cos(Anl)
i/rb 1 o5

senh(A 2)-sen(X %)
n n

¢n(0)=¢n,x(0)=.0‘

¢n(2)=¢nfx(2)= 0




105

¢ (x)= sen (X x)
n n

A = nan/L
n

¢n(0)=¢n(2)= 0

¢x1’xx(0)=c‘>r1’xx(m= 0

$ (x)= cos (A x)
n n
'An= (2n-1)7/22

¢n’x(0)=¢n’xxx(o)= 0

¢n(z)=¢n,xx(z)= 0




== x

¢ (x)= cosh(X x)+cos(X x)-0 (senh() x)+sen() x))
n n n n n n

cos{A L)cosh(A £)-1= 0
n n

cosh(i €)-cos(A %)
5 = n n

senh(A 2)-sen() 2)
n n

Qn’xx(o):¢n’xxx(0): 0

¢n’XX(2)=¢n’XXX(2)= 0

X

¢ (x)= cosh(A x)-cos(A x)=0 (senh(X x)-sen() x))
n n n n n n

cos(A 2)cosh(A L+1= 0
n n

senh(A 2)-sen() 2)
5 = n n

cosh(X 2)+cos(r %)
n’’ n

¢ (0)=¢ , (0)=0
n n’x

¢, (B)=0¢_, (8)=0
n’xx n’ xxx

106



T
b

¢ (x)= cosh(A x)-cos(X x)-o (senh(X x)-sen(i x))
n n" n n n n

tang(Apg)ztanh(Apg)

o = cotang(X 2)= cotanh(\ &)
n n n

¢n(0)=¢n’x(0)= 0

¢n(Q)=¢n’xx(l)= Q”

X

£ 7l

¢ (x)= cosh(X x)+cos(A x)-0 (senh(X x)+sen(A x))
n n n n n n

tang(A £)=tanh(x £)
n “n

o = cotang(A 2)= cotanh(A 2)
n n n

¢H’XX(O)=¢H’XXX(O)= 0

¢n(2)=¢n’xx(l)= O
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¢ (x)= cosh(X x)~cos(A x)-0 (senh(X x)-sen(A x))
'n , n n n n n

tang(A £)+tanh(X 2)= 0
n n

o = tanh(i 2)
n n

¢) (O)=¢ > (0)-_- O
n n x

¢n’x(Q)=¢n’xxx(Q): 0

—e X

¢ (x)= cosh(X x)+cos(r x)-0 (senh(A x)+seﬁ(A x))
n n n n n n

tang(A LY+tanh(X 2)= 0
n n

¢ = tanh{(i £)
n n

¢H’XX(O)=¢H ;XXX(O)-: 0

¢H’X(Z)=¢D’XXX(£)= 0
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