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RESUMO

Em diversas situações práticas, tais como em reservatõ 
rios e vasos de contenção, cascas de revolução podem estar subme 
tidas a distribuições de temperatura e carregamentos estáticos 
das mais diferentes formas.

No presente trabalho desenvolve-se um modelo analítico 
numérico para a determinação de deslocamentos, tensões resultan
tes e deformações, objetivando possibilitar a análise do compor
tamento de cascas nestas situações.

0 desenvolvimento analítico é realizado, utilizando-se 
a primeira aproximação de Love, e a formulação numérica ê feita 
através de diferenças finitas, sendo os resultados obtidos por 
meio de um prógrama digital.
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ABSTRACT

Rotationally symmetric shells can be subjected in 
practical applications to a variety of temperature and static 
loading distributions.

An analytical-numerical method is here developed for 
the determination of displacements and resulting stresses and 
strains, in order to provide the feasibility of an analysis of 
the behavior of shells under such conditions.

An analytical development is presented, using Love's 
first approximation, and a numerical formulation, using the 
method of finite differences is obtained. Results for a sample 
of test cases are obtained by means of a digital program.
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I - INTRODUÇÃO

Uma casca fina pode ser considerada como uni corpo lirni 
tado por duas superfícies curvas, espaçadas por uma pequena dis
tância [13]. Desta forma pode ser imaginada como a materializa
ção de uma superfície curva, assim como uma viga e uma placa pia 
na o são para uma linha reta, e para uma superfície plana, res
pectivamente .

Uma casca tem três características fundamentais: sua 
superfície de referência, espessura e contornos. Destas, a mais 
importante é, sem dúvida, a superfície de referência, por defi
nir a forma da casca. Alem disso, como a casca pode ser imagina
da como sua materialização, pode-se estudar seu comportamento a 
partir do da superfície de referência.

Em cascas de revolução, a superfície de referência é 
uma superfície de revolução, gerada pela rotação de uma curva 
plana (meridiano) em torno de um eixo, chamado eixo de revolução.

A espessura da casca ê a distância entre as duas super 
fícies curvas, medida ao longo da normal â superfície de rcferên

Eixo de 
revoluçfio

Figura 1.1
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cia.
"""Em cascas de revolução, os contornos têm sempre a for

ma de coroa circular.
Devido à forma da casca, um ponto material sobre ela é 

comumente localizado por um sistema de coordenadas curvilíneo 
(Apêndice Al).

Em diversas situações praticas,tais como em reservató
rios e vasos de contenção, uma casca de revolução pode estar sub 
metida a distribuições de temperatura e/ou carregamentos estáti
cos das mais diferentes formas. 0 presente trabalho tem por obje 
tivo a determinação da configuração de deslocamentos e tensões 
nestes casos.

Quando a forma geométrica da casca ê simples (espessu
ra constante, por exemplo), seu material é isotrópico, e a dis
tribuição de temperaturas e/ou cargas ã qual ela se encontra sub 
metida também é relativamente simples, pode-se determinar a con
figuração de tensões e deslocamentos analiticamente. As referên
cias [10,13,15,16], apresentam soluções analíticas de vários pro 
blemas, principalmente para cascas sob carregamentos de forças, 
momentos e distribuições de pressão.

À medida que a forma geométrica, o material e a distri_ 
buição de temperaturas e/ou cargas se tornam mais complexas, e o 
modelo mais próximo ã realidade, sua solução só pode ser deternü 
nada numericamente. A referência [13] apresenta uma compilação 
dos vários métodos numéricos utilizados na solução de cascas,bein 
como relaciona os principais trabalhos publicados no assunto, a- 
té a data de sua edição.

No presente trabalho, considera-se que a distribuição 
de temperaturas e/ou cargas seja qualquer, ao longo do meridiano 
e da direção circunferencial, com a ressalva de que nesta, ela 
deve ser suficientemente "suave" para que possa ser expandida em 
série de Fourier. O material é considerado elasto-termicamente 
ortotrõpico, podendo suas propriedades serem variáveis ao longo 
do meridiano. Como a casca é considerada dc revolução, na dire
ção circunferencial ás propriedades do material devem, no entan
to, ser constantes, devendo o módulo de elasticidade e o coefic_i 
ente de dilatação térmica ser tomados para o valor da tempera
tura média.

As propriedades geométricas da casca são definidas pe-



la forma do meridiano, dada por uma função que fornece a_distân_
••^'artt^êíxõ-3 e ~revolução ao meridiano "r" (figura 1.2), ao longo 
do comprimento do meridiano "s":

r = r (s) (1 • 1)

e pela espessura também variável do longo do meridiano.
A função que define a forma do meridiano (1.1), pode 

ainda ter derivada descontínua (figura 1.2), o que, conforme no
menclatura adotada a partir deste ponto, caracteriza o problema 
das descontinuidades.

No capítulo dois é apresentada a formulação analítica 
do problema, baseada na teoria de cascas conhecida como primeira 
aproximação de Love.

No terceiro capítulo é mostrado o processo numérico u- 
tilizado, compreendendo a obtenção das propriedades geométricas 
do meridiano, a formulação numérica através de diferenças fini
tas e os algoritmos utilizados para a solução do sistema de e- 
quãções,

Como o sistema de equações na análise de problemas com 
e sem descontinuidades é diferente, os algoritmos para sua solu-
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ção também o são, e devido a este fato , dcsenvo 1 verarn-s_e_ do:i_s-pr-£ 
grãmãs digitais (CORTER ~ sem descontinuidades - e CORTERDE - 
com descontinuidades) para executã-los. Desta forma pôde-se am
pliar o conceito de descontinuidade, passando ela a ser caracte
rizada por uma mudança brusca de espaçamento pivotal, de espessu 
ra e de propriedades do material, além da descontinuidade na de
rivada mencionada anteriormente.

Finalizando, apresenta-se no capítulo quatro os resul
tados, comparações e conclusões de alguns problemas, resolvidos 
utilizando os programas digitais.
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II - FORMULAÇÃO ANAL III' CA

2.1 - Introdução

Neste capítulo será desenvolvida a formulação analíti
ca do problema, a partir de um exame das hipóteses básicas da 
teoria de cascas utilizada.

Com base nestas hipóteses, obt.er-se-ão as relações de- 
formações-deslocamentos e, definindo tensões e momentos resultan 
tes, as relações tensões resultantes-deformações.

Utilizando as equações de equilíbrio para um elemento 
genérico de casca, chegar-se-a is equações diferenciais parciais 
fundamentais que regem o problema. Adimcnsionalizando e expandin 
do as variáveis em série de Fourier, obter-se-á um sistema de e- 
quações diferenciais ordinárias.

Completando a formulação, analisar-se-ão as condições 
de contorno e o problema das descontinuidades.

2.2 - Hipóteses básicas

0 desenvolvimento analítico apresentado neste capítulo 
baseia-se na teoria de cascas, normalmente referenciada como pr^ 
meira aproximação de Love, fundamentada nas seguintes hipóteses:

1. A casca é fina;

2. Os deslocamentos que ocorrem são pequenos;

3. A tensão normal à superfície de referência (a2) é desprezível;

4. Segmentos de reta normais ã superfície de referência antes da 
deformação, permanecem normais à superfície de referência de 
formada, não mudando de comprimento durante a deformação.

A consideração de que a casca c fina estabelece prati
camente toda a teoria, já que a terceira e a quarta hipóteses 
são feitas a partir dela. Diante da dificuldade de estabelecer 
precisamente uma definição de casca fina, adota-se coniumcnte o
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termo para cascas em que a relação entre a espessura e o mcnõr
—  r-a to- de-cxnnratxrra p o d c~~s ef d e~s pr”2 z a d a em re J ação â unidade.

A hipótese de que os deslocamentos são pequenos, pernú 
te supor que a configuração da superfície de referência após a 
deformação, seja aproximadamente igual aquela antes da deforma
ção, permitindo desta forma que se desenvolva todas as equações 
referenciadas â superfície de referência antes da deformação. A- 
lém disso, esta hipótese ê necessária para que possam ser utili
zadas relações deformações-deslocamentos lineares, o que cm con
junto com a lei de Hooke faz com que a teoria resultante seja e~ 
lãstica-1inear. Para a discussão dos resultados das outras hipó
teses, considere-se a lei de Hooke para um material homogêneo, e 
lástico ortotrõpico:

/ N, 
€,

1
Es

$sc
' E«

\?sz
'"17

/ N
(T. R 

'
,—

--
-/

€. Es
i
E# Ez

g; octe

Qzs
*Es

V?r«
"E.

\
E z

-<
<T,

>+ <
«tz

\
bs« 0

«r8Z 1
757 ^ SZ 0

\ / S. /
0

onde o s , aQ , a z são as tensões normais nas direções (s,0 ,z), e , 
£q, c z são as deformações correspondentes, Ysq> Ysz> Y0z e 
Tsz’ r0z s^0, resPectivamen^e, as deformações e tensões cisa- 
lhantes, T é a temperatura no ponto (s ,0 , z) ,e ats> at0 ’ “t? s'̂° 
os coeficientes de expansão térmica linear , nas direções (s,0 , 
Z). Finalmente Es , E0 . E,, Cs§, Gsz, G02 e w,e . vQs, v„ .  vJs. 
v0z, V G são as constantes elásticas (módulos de elasticidade,mõ 
dulos de elasticidade transversais e coeficientes de Poisson-) ao 
longo das três coordenadas, relacionadas entre si da seguinte ma
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neira:

v vsz _ zs
E E z s

v0z vzO
E '0

vs0 v0s

J0
(2 .2 )

A terceira das hipóteses mencionadas anteriormente po
de ser expressa como

°z 5 0 (2.3)

sendo razoável para cascas finas, exceto para regiões próximas a 
cargas concentradas.

A quarta hipótese, da preservação da normal, implica
em

(2.4)

Des ta forma.

c- 1_ V S0cs Es E0

v c > — v0s
1 0

Es E0

YS0N
0 0

S0

s ^ ' '
0
5 ts

+ < >< CDD > at0 í

TS0 0

(2.5)

2.3 - Relações deformações-deslocanientos

No apêndice A2, são desenvolvidas relações deformaçõejs 
deslocamentos para cascas cujas linhas de coordenadas são linhas 
de curvatura principais, nas quais ê adotada a primeira aproxima 
ção de Love, a partir das relações deformações-deslocamentos es
tabelecidas na teoria da elasticidade.

Utilizando as equações (Al.16) e (Al.17), pode-se par
ticularizar as equações (A2.5) e (A2.8) para cascas de revolu
ção, lembrando que, conforme o apêndice Al, as linhas de coorde-
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nadas são (s,0 ,z) :

e° = u' + w/r1 (2.6a)

Cg = — (r'u + v - r^r"w) (2.6b)
r

o 1 • r ' , . n ,Yca = - u ----v + v' (2.6c)
r r

= -- u - w ’ (2 . 6d)
5 rl

r r"
<p = - — --- v — — w (2.6e)

r r
r '

k = ---\ u + —  u' - w" (2.6f)
rl rl

y  ■v' 1 fr 1 1 • 1 r *k0 = ---- u “ ---- r~ V ----2- w - —  w' (2 . 6g)
r r r r

r,r'r" (r,r") ' r, r" , ,• , r o l  1 ^, 1 . . o r o 1 * ,u + (2 --- —̂  - ------- ) v - ----  v + 2 — =- w - 2 — wiXs0 ' 2 7 2r r ^  r r r r r

. . . (2 . 6 h)

onde se utilizou a simbologia 3/3s( ) = ( ) 1 e 3/30( ) = ( ).

2.4 - Tensões e momentos resultantes

A hipótese da preservação da normal implica numa dis
tribuição linear das deformações ao longo da espessura da casca, 
(Apêndice A2). Desta forma, pela lei de Hooke, a distribuição de 
tensões ao longo da espessura de cascas finas também ê linear. 
Torna-se conveniente então, integrar as distribuições das ten
sões ao longo da espessura, obtendo as tensões e momentos resul
tantes, jã que assim elimina-se a variável z, e o problema passa 
a ser bi-dimensional.

No apêndice A 3 , mostra-se o procedimento para a obten-
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ção das tensões e momentos resultantes por unidade de comprimen
to , cons iderando uin sistema de coordenadas ortogona 1 (x ,y , z) .---

Para cascas de revolução com um sistema de coordenadas 
(s,0,z) os resultados obtidos nas equações (A3.6) ficam sendo:

°s dz (2.7a)

N0 a0 dz (2.7b)

N n = Nn S0 0 S t „ d: S0 (2.7c)

Tsz d: (2.7d)

0 T0z dz (2•7e)

M = s o z dz s (2.7 f)

M0 O q z dz (2.7g)

M _ = Mn s0 0s (2.7h)

com as direções e sentidos das tensões e momentos resultantes in 
dicados na figura 2.1.

2.5 - Relações tensões resultantes-deformações

As relações tensões resultantes-deformações são obti
das pela substituição das relações tensões-deformações nas equa
ções (2.7), que definem as tensões resultantes.

Resolvendo o sistema (2.5), chega-se a:
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Fig. 2.1 ~ Tensões resultantes em um elemento genérico da casca.,

B H

0 - H G - B T (2

e o - {as °0 • S e 1 ■ e = ( e s , c0 ’ YS0^

f E* s ats v0s E 0 “ to E*s V0s E0 0

s F * | 0 at0 + V S0 E s “ ts > H = v - E * s 0 s E e 0

0 0 0 G -nS0

com
E*s

(1 ’ V S0 V0 S )
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Como a distribuição das tensões ê linear ao longo da 
espessura da casca ,— utilizando as relações (A2.7), pode-se e s c re 
ver:

0 = H e + z ' H K - B  T (2.9)

onde e° = {e°, e°, K =

Substituindo as linhas de (2.9) nas equações (2.7), ob
tem-se:

Ns ■Rn R12 0 R14 R1 5 0 O V
Gs

/ 1-v \
1 T

Ne R12 R2 2 0 R2 4 R2 5 0 o
c© B 2pT

Ns0
<

0 0 R3 3 0 0 R3 6
<

0
^S0

> - <
0

>
Ms R14 R2 4 0 R44 R45 0 ks B1mT

M0 R15 R2 5 0 R45 R5 5 0 k0 B2mT

M S0, 0 0 0 0 R,,6ò , ks0 . 0

(2.10)

onde
R11 E* dz s R12 E * v d z 0 0S

R14 E* z dz s R15 E * \) z d z 0 Qs

R21 E* v dz s s0 '22
F * d? u /.

R 24 E* v ~ z dz s s0 R2 5 E* z dz

R33 Gse dz R36

R44 E * z d z s R45 BS ves z dz
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R55 E * z dz R66 d 2

Bi Es °ts + ves Eé “te R = F* a + v F * a J32 E t0 S 0 S t S

T dz ui,,, = T z dz

Se a superfície de referência for tomada como sendo a 
superfície média da casca, as integrais passam a ser calculadas 
entre -h/2 e h/2, sendo h a espessura da casca. Desta forma, se 
as propriedades elásticas do material da casca forem simétricas 
em relação ã superfície média, R ^  = R ^
resultando:

R2 4 R2 5 R 3 6 ° ’

'Ns

< N 0 > =

• N S 0 '

11
A 12

A

A

12

2 2

A

O s. 
£0 >
o

Ys0

-  < b2 f> p

(2.11a) 

T (2.11b) 

(2.11c)

f M ^S " Dn  Di 2 0 ' ks ‘ ' B1 ' ( 2 . 11 d)

< M0 > = D 12 D2 2 0 < k0 > - < B 2 > m,p (2 . lie)

* Ms0 ‘ - 0 0 2 D33 - o</)
Aí/ - o _ (2.11f)

onde A . • são as constantes de rigidez extensionais, D . . são as ij i j
constantes de rigidez flexionais, p̂ , é a "força térmica" e m,j, é
o "momento térmico", obtidos da seguinte maneira:

‘11

A 2 2

h/2

-h/2

h/2

-h/2

E* dz s

E0 dz

A12

A33

h/2

-h/2

h/2

-h/2

E0 vGs dz

G . n d z S0
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-DII

h/2

D,,
22

T

-h/2
h/2

-E.* z__d zs

E* z dz
-h/2

h/2
T dz

-h/2

...D.12'

33

h/2
p! * m rr A rrÕ V0S-̂ - -az

-h/2
h/2

Gs0 z dz
h/2 

h/2
T z dz

-h/2

2.6 - Equações de equilíbrio

As equações de equilíbrio para cascas, podem ser obti. 
das pela integração das equações de equilíbrio determinadas na 
teoria da elasticidade [05,06,14], ao longo da espessura da cas
ca.

A referência [14] mostra este procedimento para cascas 
finas, cujas linhas de coordenadas coincidem com as direções 
principais,e considerando as tensões resultantes e o vetor carga ̂ •+
por unidade de area.P = {p„, pQ , p } orientado segundo as dire

S v/ z

ções e sentidos indicados na figura 2 .1 , chega a equações que 
particularizadas para cascas de revolução, ficam:

(r Ns) ’ ♦ NsQ - r ' N0 ♦ Qs = -r ps
rl

(2.12a)

(t N ~)’ + N + r '  N r  r "  O  = -r d1 s Q J 0 s0 .1 p0 (2.12b)

(r Qs) ’ + Q© ' Ns + ^  r" N0 
rl

■r p. (2.12c)

(r M )' + M - r ' - r Q

(r Mg0) + Mq - r* Meâ - r Qft = 0*0 S0 0

(2.12d) 

(2.12e)
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2.7 - Equações fundamentais

Eliminando Qg e Q0 das equações (2.12), obtém-se: 

(r N ) ’ + Nç0 - r' N„ + 1- (r M J  + —  = -r ps' S0 0 „ S J S0 0 1 s

...(2.13a)
rl rl rl

•p * t -p p  1 I

(r NsV  * N0 * r' N s0 - -1---  (r Ms0) ' - ---  M0

Ms0 - -r pQ (2.13b)

(r M )" + M ' - r ' M ' - r" M + -  (r M ) ' + — M + —  ML s s0 0 0 1 S0J 0 sOr r r

- —  N + r. r" N„ = -r p (2.13c), s i ti z

Para que no sistema de equações diferenciais a maior 
derivada em relação a s seja de segunda ordem, elimina-se k 
das expressões (2.11d) e (2.11e), resultando:

^12 ? *̂12 M0 = -±- Ms + (D22 - ~ ^ ) k 0 ♦ ( - H  Bl - B2)mT (2.14)
11 U11 U 11

Substituindo as relações. (2.6) nas equações (2.11) e 
na expressão de acima, e as relações assim obtidas bem como 
suas derivadas (determinadas no Apêndice A4) nas equações (2.13), 
obtêm-se as três primeiras equações fundamentais. A quarta e ob
tida pela substituição das relações deformações-deslocamentos 
(2.6) na expressão (2.11d).

Desta forma, resulta:

C, u" + C~ u' + C, u + C. ü + C c v' + C, v + C_ w ’ + C0 iv' +1 L 3 4 5  6 7  8

* C 9 u * C 10 “ * C 11 M s * C 12 M s = b í (2 -15aJ

C 13 U ' + C14 U + C15 V" + C16 V ' + C17 v + C18 V + C19 W" +
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+ C 9 w' + C w- + w + M = b~ (2.15b)20 21 22 Zo s 2

C 24 U ’ + C25 U ' + C 26 U + C 27 U + C28 V" + C 29 V ' + C30 V

+ C 7, v + C , „ w" + C, , w" + C.,, w ’ + C7c w ' + C,A w' +31 3 Z 33 34 35 3o

+ C3? w + C38 w + C39 My + C4Q + C41 Ms + C42 Mg = b*

(2.15c)

C43 U + C44 U ’ + C45 V + C46 W ’ + C47 w " + C48 W + C49 Ms = b4

. . . ( 2 .1 5d)

os C^’s são funções dos parâmetros geométricos e das cons-onde
tantes de rigidez da casca, os bj's são funções dos paramctros 
geométricos,dos carregamentos e da distribuição de temperaturas, 
e se encontram indicados no apêndice A5.

2.8 - Adimensionalizaçao e expansão das variáveis em série de 
Fourier na direção circunferencial.

Expandindo as variáveis em série de Fourier na direção 
circunferencial, transforma-se o sistema (2.15) num sistema de e 
quações diferenciais ordinárias em relação a s,para cada harmôni. 
co da série.

A adimensionalização e expansão das variáveis compat_í 
vel com a das cargas e temperaturas é a seguinte:

Psn(s) cos (nG)

P0n(s) sen (n0)

PZn^s) cos (n®)

a h  °°
E

a n=0

'0
°°

2 L
a n=0

P.
00

-2-Ji s
a n=0



°o ho nl0 N0n ts) cos ín0)

= o h I N _ (s) sen (n0) o o Q s0n v

o h £ Q CrJs  ̂ cos 
0 ° n=0 sn

°o ho nl0 < W S> sen (n0)

a h “
— —  Z M (s) cos (n0)

O s n

a h3 “
----~  S M0ní s  ̂ cosa n=0

« 3o h 03
s ----- X MS0n ^  Sen í'n0'1a n=0

o h ' T\ 00
— — 2---  z p (s) cos (n0)

E n=0

a h T
— — -— - I m (s) cos (nO)

a E n=0 ln o

a o  03
---- z u. Cs) cos C110)
E n = 0 n o

a o œ
---- I v _ Cs) sen (nO)
E n=0 o
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k„ =

1 0 ooo yu__
E n = 0o

a OÜo z
E n=0o

o OOo E
E n =  0o

a OO
o

>:

E n=0
0

o oo
0 z

E 11=0o

a oo0
L

E^ n=00

a OO0 z
a E n=o

o CO0 £
a E n =o

o (o
a Eo IV

Ys0 - 'ln 1 s0n'

4>s „_n Tsn

kse " 7T ~  L  ks0nCs) sen (n0)

onde a é a tensão de referência o
h é a espessura de referência
a é o comprimento de referência
Tq é a temperatura de referência e
Eq ê o modulo de elasticidade de referência.

Desta maneira, o problema será resolvido para apenas u 
ma componente da expansão de Fourier (a simétrica ou a anti-siinê 
trica, conforme o caso). A solução para a outra componente 6 con 
seguida através de um deslocamento da origem do sistema de refe
rência.
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Substituindo estas relações nas equações fundamentais 
(2 .1S) , obt ém-se: —  —  — __ ______ ___ ___  _________ __ _____

Pi i u" + Q n  u' + r, , u + q10 v' + r, v + q, , w' + r, ~ w +F11 n M11 n 11 n M12 n 12 n M13 n 13 n

+ <>14 M;n * r14 M sn = C1 (2.16a)

«21 UÀ + r 21 u n * P 2 2  v i; * ^ 2 2  v n + r 22 v n * ? 2 3  wn * q 23 wn *

+ r0 7 w + r O/1M = c0 (2.16b)2 3 n 2 4 s n 2  v 1

q,-. u ’ + r.,, u + p7~ v” + q TO v' + i' v + p7, w" + q 7_ w' + n 31 n 31 n ^32 n M 3 2 n $2 n F 3 3 n M 3 3 n

+ r,, w + P-7/,M" + Q 7/iM' = c7 (2.16 c)3 3 n  *34511 M3 4 s n  3 v }

q., u' + r., u_ + r.„ v + p. , w" + q /1, w ' + r . , w  + r.. M =c. n41 n 41 n 42 n ^4 3 n 14j n 4.5 n 44 sn 4

. . . ( 2 .16d)

onde ( ) 1 = ------ ( ) = —  ( ) com Ç = s/a,
3(s/a) ac

e os P--, q •-, r.. c., i = 1,4, j = 1,4 são coeficientes que
^ -*• J J J ^

estão indicados no Apendice A6 , determinados levando em conta as 
definições:

P = r/a p] = r-j/a 6 = h 2/a2

a - a = —  l-^~ a - A 22
11 ' E h 12 " E ~h 22 ' E h0 0 0 0 O 0

a = A33 d = _^11_  j D12
33 ' H h 11 ' E 7,3 12 ' E h30 0 0 0 0 0

D I)
d2? = d33 = T  ds ' DI2/D] !E h E h b izO O 0 0

, D2 T T
dQ = — 4 -  (D - - ^ )  b = -°- B b = B ?

E h  D, , 1 H 1 Z lio o 11 o o
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onde

p =

As equações (2 .16) podem ainda ser escritas na

P X" + Q X' + R X = c

X = (u , v , w . M }tn n n sn

P H 0 0 0
q n q 1 2 ql3 q 14

0 P 2 2 P 2 3 0 q21 q2 2 q23 0
Q =

0 P 32 P3 3 P34 q31 q32 q33 q34

0 0 P4 3 0 q41 0 q43 0

(2.17)

R

rll r 1 2 r 13
í-i / \ 
C 1

r 21 r 22 r 23 r 24
C = <

C 2
>

r 31 r3 2 r 33 r 34 C 3

. r4 1 r4 2 r4 3 r 4 4 . • C4 '

A equação (2.17) ê a equação diferencial ordinária na 
variável K = s/a que governa o domínio do problema, para cada 
harmônico da serie de Fourier.

2.9 - Tensões resultantes em função da variável fundamental

Adimensionalizando as equações (A4.1), (A4.3), (A4 . 5) , 
(A4.8), (A4.12) e (A4.16) (Apêndice A4) e expandindo as variá
veis em serie de Fourier na direção circunferencial, conforme 
procedimento estabelecido no item 2.8, obtem-se as tensões resul 
tantes adimensionalizadas, cujas expressões para cada harmônico 
ficam sendo:

Ns n  * f -  a 1 2  u n ’  a l l  u n + 1  a 1 2  n v n * ( ÍP P P

Pj P
11 a, J w1V  n

1

bl pTn (2.18a)
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P ' 1 1 p .1 P

N0n = —  a22 un * a12‘ UA * “ a22 " %  * a12 ' “  a22)wn
— -- -- —P — - - - - _ _  _ _ __ _ _ P P "Ĵ P

- b9 p2 ‘Tn (2.18b)

N n = -a,,(— n u  + —  v - v') sOn n n n' (2.18c)

M0n
. Pi  P . 1 7

——  d0 u ----- vr— dO n v - — d0 w 1 + —  d0 n w +n L n
P P 1

* on 2
P

n

+ ds M + (ds b, - b 0)m sn  ̂ 1 2 J Tn (2.18d)

Ms0n
2 p  p.

d.,, n u  + 33 n
( P x p " ) p '  (P l  p " ) '

2 P

d7 _ v 33 n

P1 p p* 1-----  v ' - — õ d T , n k + — d,-, n w'0 3 3 n  2 3 3  n 33 n
2 P p p

(2.18e)

D '2 1Q „  ‘ - H —  e de + — 6 d3J n‘)un
P]_ p

'sn v 2
P P- 2 P J  P 2p

r  N , ,  n v' +
l 33 n

Cp x p")p '
3 d̂33 + d0-)e

(P, P ”) ’

2 6 d33
2 P

n v + n

! 2
+ 3 d0 w ' + ^ - ~ B d , ~ n ^ w '  - — ■ (d7T + d 0)3 n^ w +2 n 2 33 n :> .3 3 J n

P P  P

3 Msn + ~  (1 ' ds)B Msn " ~  (ds bl ' h 2)B mTn (2-18£)

2.10 - Condições de contorno

A equação (2.17) representa um sistema de quatro equa
ções diferenciais ordinarias de segunda ordem, e requer, portan
to, a prescrição de quatro condições de contorno na estação ini
cial e quatro na estação final.
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A prescrição pode ser feita em termos dos deslocamen
tos -u _v w j í ou dos esforços no contorno N , N _ , Qn n ---------------- *_________________ sn sOn xsn
Msn, ou ainda de uma combinação deles. Onde ~

Pi P"
N _ = N _ - — --- 6 M _ (2. 19a)sOn s0n s0n v J

q = q + ÍLll M ( 2 .19b)xsn Ssn sOn v 1

são respectivamente, a força cisalhante de membrana e a força ci_ 
salhante transversal efetiva, determinadas no apêndice A7.

As condições de contorno podem então ser dadas numa 
forma similar â proposta pela referência [02]:

S1 Nsn * hl un el (2.20a)

82 RS0„ + h 2 %  = e2 (2'20b) 

«3 ^sn * h3 wn ’ e3 (.2.20c)

s4 *sn * h4 Msn ’ e4 (2.20d)

onde os g ’s, h's e e's são constantes que definem as condições
de contorno. Para um contorno engastado (u = v = w = è = 0)

b v n n n sn J
ter-se-ia, por exemplo, = g2 = g3 = h4 = e.̂  = e2 = e3 = e4= 0
e g4 - h 1 = h2 - h3 = 1.

Desta forma, como N , N _ , Q e <b podem ser escrisn sGn xsn Ysn v —
tos em termos de X e X '(Eqs.(2.6d) , ( 2 .19) , (A7.15) e (A7.16)),ob
têm-se a equação que estipula as condições de contorno com a se
guinte forma:

E X ’ + F X = Y (2.21)

onde
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E

«1 £1

g2 f6 g2 *8

g3 fll g3 f13 g3 f15

g4 fl 7

F =

g1 fl + hl

g3 £10

g4 f 18

gl f3

g 2 f7 + h;

8 3 f12

81 f4

8 2 f 9

*3 f14 + h3

0

0

g3 f16

h

Y = {yl ’ Y 2 ’ y3 ’ y4} 

com os f's e os y's sendo coeficientes definidos no apêndice A8

2.11 - 0 problema de descontinuidade

Nos pontos de descontinuidade, as componentes u e w do 
vetor deslocamento podem sofrer uma mudança brusca. Desta forma, 
torna-se necessário estabelecer o sistema de equações que gover
na este fenômeno.

Considerando o sentido dos deslocamentos e tensões po
sitivo conforme a figura 2.2 , e denotando os vetores antes e a- 
põs a descontinuidade pelos sinais (-) e (+), as condições de 
compatibilidade de deslocamentos são:

u = u cos x ~ w sen x

w = u  sen x + w cos x

+v = V

<j)+ = <j)~ T s y s

(a)

e as equações de equilíbrio de forças são
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Ns = Ns cos x " sen x

Q* = N~ sen X + Q s cos x

Ns0 = Ns0

M = Ms s

(b)

Adimensionalizando e expandindo as variáveis das rela 
ções (a) e (b) em série de Fourier na direção circunferencial, e 
reagrupando-as convenientemente, pode-se escrever para cada har
mônico :

(2 .22)

(2.23)

onde

Y =

cos x 0 -sen x

sen x 0 cos x

+ , + + + + t 
X ‘ lun' V  wm' sn X = {u , v , ví , M } n ’ n n s n

= {N+ , N+n , Q+ , <f> + }t 1 sn s0n Hsn’ sn {N~ , N" , Q” ,<*>“ } sn s0n xsn sn

Fig. 2.2 - Deslocamentos e tensões resultantes numa descontinuai 
dade.



Por outro lado, Z pode ser escrito em funçao de X e X 1 

Z = S X' + T X + L J 2 ~ 2  4)

onde

S11 0 0 iO

' h l 11 2 t13 O »

0 S 2 2 S 23 0
T =

t21 t22 t23 0

0 S 3 2 S 3 3 S34 t31 t3 2 t33 t3 4

O
i 0 s43 0 - t41 0 0 0

L = {£1 , 0, S>3 , O}1

onde os , t^j, JU , são constantes definidas no apêndice A9. 
Substituindo (2.24) em (2.23), obtêm-se

¥ S"(X")' + t T~X~ - S+ (X+)' - T + X + - L+ - V L~ (2.25)

Assim, as descontinuidades são governadas pelas equa
ções (2.22) e (2.25).
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III - PROCESSO NUMÉRICO

3.1 - Introdução

Neste capitulo será desenvolvida a base para a solução 
numérica do problema. Esta base compreende a obtenção das pro
priedades geométricas do meridiano, a formulação numérica, e os 
algoritmos utilizados para a solução dos sistemas lineares ca
racterísticos do problema.

As propriedades geométricas serão obtidas para meridia 
nos retilíneos, e meridianos curvilíneos formados por arcos de 
circunferência.

A formulação numérica serã realizada pela utilização 
de equações de diferenças finitas, que serão aplicadas aos siste 
mas de equações que governam o problema e as descont.i.nu idades , e 
as condições de contorno.

Os algoritmos utilizados na solução dos sistemas linea. 
res dos problemas de cascas delgadas com e sem descontinuidades, 
resultantes da formulação numérica utilizada, serão desenvolvi
dos a partir do esquema de Cholesky.

3.2 - Propriedades geométricas do meridiano

3.2.1 - Introdução

No capítulo anterior foram estabelecidas as equações 
do problema estudado no presente trabalho. Observando-se as ex
pressões dos coeficientes destas equações, verifica-se ser neces 
sãria a determinação de várias propriedades geométricas do meri
diano (figura 3.1):

p - raio (adimensionalizado) 
p' - derivada do raio em relação ao comprimento do arco 

Ç (adimensionalizado) 
p" - derivada segunda do raio em relação a Ç 

p/p^ - razão entre o raio e o raio de curvatura meridio
nal .



26

( P / P j )  ' 

C-PiP") 
(-plp") ’

( - P 1P M ) ”

Figura 3.1

derivada desta razão em relação a £ 

seno do ângulo meridional

derivada do seno do ângulo meridional em relação a 
K

derivada segunda do seno do ângulo meridional em 
relação a Ç.

Lembrando que, conforme considerações anteriores, o 
presente trabalho considera que o meridiano pode ser composto de 
segmentos com diversas formas, determina-se a seguir, as proprie 
dades geométricas para um segmento de meridiano retilíneo, e pa
ra um segmento de meridiano formado por um arco de circunferên
cia.

3.2.2 - Segmento de meridiano retilíneo

Considerando a figura 3.2, onde esta mostrado o k-ési- 
mo segmento meridional retilíneo com origem no ponto e térmi
no no ponto Bp,, o raio p pode ser dado por
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p = p - Ç sen a (3.1)

cuja derivada em relação a £ e

p ' = - sen a (3.2)

Figura 3.2

Ainda pela figura 3.2, o seno do ângulo meridional \p ê

(-p^p") = sen ip = cos a (3.3)

e o raio de curvatura meridional p^ ;
As demais propriedades são

p" = 0

p/pj = o

(p/px) ’ = 0

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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C-pjp")' = 0 (3.7)

(-P1PM)M = 0 (3.8)

Desta forma, tem-se as propriedades geométricas para 
cascas com segmentos cilíndricos (a = 0) e cônicos. Fazendo a = 
tt/2, pode-se obter ainda as propriedades geométricas do meridia
no de uma placa circular.

3.2.3 - Segmento de meridiano formado por um arco de circunferên 
cia

Considerando que o k-ésimo segmento do meridiano da 
casca ê um arco de circunferência, que começa no ponto e ter
mina no ponto B^, com raio de curvatura (figura 3.3), as co
ordenadas de seu centro de curvatura podem ser estabelecidas de
terminando-se:

a) Distância entre os pontos A^ e

(zBk " ZAk)2 + CpBk " pAk)2
1 / 2 (3.9)

Figura 3.3
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b) Distancia entre os pontos e

h. (Plk)2 - (dk/2)2 i r

c) Coordenadas do ponto

Mk
pBk * PAk (3.11a)

_ ZBk + ZAk
'Mi (3.11b)

d) Ângulo do arco Ã^B^

0, = 2 tan k V 2 hk 0 < 0, < TT k (3.12)

e) Inclinação do segmento de reta A^B^

sen <|>k ZBk " ZAk (3.13a)

cos PBk “ pAk (3.13b)

f) Coordenadas do centro de curvatura

pck = pMk - plk sen '»k cos (V 2) 

zck ‘ zMk * °lk cos *k cos (V 2)

(3.14a) 

(3.14b)

Deve-se observar que se o raio de curvatura for posit^ 
vo, o arco de circunferência serã côncavo em relação ao sistema 
de referência, e se ele for negativo, o arco de circunferência 
serã convexo em relação ao sistema de referência.

Determinadas as coordenadas do centro de curvatura, as 
coordenadas de um ponto sobre o arco são (figura 3.4):
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(p,Z>

p
Figura 3.4

p = p + p.. cos a. 
ck Lk

z = z + p. sen a 
ck lk

(3.15a) 

(3.15b)

Da figura 3.4 verifica-se que os ângulos aQ e a podem ser deter 
minados da seguinte maneira:

a = tan o

a = tan

JAk ck

pAk pck

ck

p - pck.

0 comprimento de arco Ç ate o ponto (p,z) e

(3.16a)

(3.16b)

(3 . 17)

Da figura 3,4 observa-se ainda que

dp
dç

dz
dÇ

sen a

cos a

(3.18)

(3.19)

Para determinar as demais propriedades geometricas, po
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de-se partir da expressão (3.18), que derivada em relação a í 

fornece:

d p  da— ^ = -cos a —
de/ dç

(3.20)

sendo a determinado por (3.16).
Derivando a expressão (3.16) em relação a Ç tem-se:

a da
àZ 1 + (- ckj 2

z' (p - Pck) - P' (z - z n V )ck"
(P - pc )

ck (3.21)

onde p' e z' são determinadas pelas expressões (3.18) e (3.19).
Derivando a expressão (3.20) em relação a Ç chega-se a

,,, d3p da d2ap'" = --L. = sen a -- _ cos a ---
dÇ'5 d ç d ^

(3.22)

que p^ra ser determinada, necessita que se obtenha a derivada da 
expressão (3.21) :

2
'ck7 'J ick’z - z

a
d2a
dÇ2

2 (- ck)
p “ pck

z*(p - p^v) - p'(z - z ,)

(p - pck)
z - z

1 + (- ck^ 2

ck

1 + (-
z - zck-j 2

ck

*"(P - Pck) - P " U  - zck) 

(p - Pck)2

2p ' z ' (p - Pck) - p' (z - Zr.v)ck-
(p - Pck)

(3-23)

onde z" ê determinada derivando-se a expressão (3.19)

dad2z •sen a
dÇ'

(3.24)

Assim, utilizando a expressão (3.23) e as obtidas ante 
riormente, a expressão (3.22) fica completamente determinada.
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Desta forma, o raio adimcnsiona]izado (p) e determina- 
tfo_pela _expressão (3.15a), sua derivada primeira (p') pela ex
pressão (3.18) e sua derivada s e g u n dTT "X p“") pc 1 li" expressão (3.2 0 }, 
A razão (p/p^) é obtida dividindo-se a expressão (3.15a) por p^, 
e sua derivada (p/p^)' fica:

o o ’ PP1
(“ -) ' = P-------2 ( 3 *25)
P1 P1 P1

Como ao longo do arco de circunferência p-j = 0, tem-se:

(£._)< = £l (3.26)
pl P1

0 seno do ângulo meridional (-p^p") e obtido multiplicando-se a 
expressão (3.20) pelo raio de curvatura p^ com sinal negativo, e 
sua derivada primeira é:

( - P i P”)' = - p ' p "  - p i p’" ( 3 . 2 7 )

e pelo argumento utilizado acima

(-PiP”) ’ = -PjP*" (3.28)

que é calculada utilizando-se a expressão (3.22).
A derivada segunda do seno do ângulo meridional, pode 

ser obtida considerando-se sua definição.
Conforme a figura 3.1 e a expressão (Al.17)

sen ijj = -pjp” (3.29)

então, lembrando que d£ = p^ dtp

(-PjP")' = — (-p.jp") =■- ---— (sen »(/) .= —  cos ip (3.30)
dÇ Pj, dtp pj

De forma semelhante

1 pí 
(“P j P”)" “ _ ~2 sen ^ “ cos ^ ~2 (3.31)

Pl Pl



Substituindo a expressão de sen y 
obtida _a partir de (3.30), chega-se a: ______. —

i i (3.32)
(-pip " r  =■ —  [pn - Pit-pjp”) ’J 

pi

e como p| = 0

de cos 'P

(-p1p " r  = p”/p
(3.33)

3.3 - Formulação numérica

3.3.1 - Introdução

Considerando que a casca tem n pontos pivotais, que o 
k-ésimo segmento contínuo termina no ponto j^, que o espaçamento 
pivotal neste segmento é A^, e que o número de segmentos contí 
nuos é p, as equações de diferenças finitas utilizadas na formu
lação numérica do problema são dadas por:

dX-, , j
--i = X ’ = -Í-C-3XJ + 4X2 - X3) + 0A~ (3.34)
dÇ 2 A-̂

d^jk 1 2
i T  = ^  ^  * 5XJk’ * <  í3-35»

= V 1 = * < ♦ ]  (3-36>K + 1

dX , _
— - = X ’ = — —  (X _ - 4X + 3X ) + 0A f 3 3 7)n ?A v n-2 n-1 iv p

P

dXi ... . 1 . „.2
■ Xi  ■ T T  ( X i + l  " Xi - 1 ) * 0 A k ( 5 - 3 8 )

i = 2, n-1; i t j í. : i t j,, + l
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d 2X. , 7
X i = 72 <x i-i - 2Xi + W  + 0AÍdç -----------------------------

2, n-1; i t jR ; i = jk+l (3.39)

3.3.2 - Equação diferencial do problema

Substituindo as equações (3.38) e (3.39) na equação 
(2.17), chega-se a:

A,• X. , + A ~ • X. + A,- X. . = C. (3.40)l i i - l  2 i i  3 i i + l  i J

onde

A,, = - 9- P . ---—  Q - , A 9. = R. - P,
li a 2 i 7 x1 21 i . 2 i

Ak 2Ak Ak

A_. = —  P . + —  Q.31 .2 i -  .

Ak 2sk

com P., Q . , R. e C. sendo as matrizes e o vetor definido na e-X 2. X X
quação (2.17), calculados no ponto i.

3.3.3 - Condições de contorno

Utilizando as equações (3.34) e (3.37) na formulação 
numérica da equação (2.21), obtém-se:

A j i  Xj + A 21 X 2 + Â 31 X j = Yj (3.41a)

A ln Xn - 2 * A 2n X n-1 + A 3„ X „ ' Y „ <3 -4 1 b )

onde

A 11 = F1 " ~  El ’ A 21 7~ El ’ Â31 = " T~~ B1 
LA^ Aj 2A^

A, = —  E , A~ = ---—  E , A 7 = —  E + Fm  2A n 2n 2A n 3n 2A n n
P P P



com F. , E, Y,, F , E , Y sendo as matrizes e o vetor definidos 1 1 .1 n n n
na— equação _(2. 21)_ calculados nos pontos i = 1 e i = n.

3.3.4 - Equação diferencial nas descontinuidades

e lembrando que o sinal (-) foi utilizado para designar o vetor 
antes da descontinuidade (correspondendo portanto, ao ponto jj,)» 
e que o sinal. ( + ) foi usado para indicar o vetor depois da des
continuidade (correspondendo então ao ponto j^+1), obtém-se:

definidos pela equação (2.24), calculados nos pontos i = j^ e
i = e a mat;riz definida na equação (2.22) calculada no
ponto i = j^.

3.3.5 - Sistema linear para problemas sem descontinuidades

Para cascas sem descontinuidades, o sistema é obtido a 
plicando-se a equação (3.40) nos pontos i = 2, n-1, e as equa
ções (3.41) nas bordas (i = 1 e i = n) .

Como as matrizes e A-j podem ser singulares, o sis

Aplicando as equações (3.35) e (3.36) ã equação (2.25),

+

+ A, • X • _ = C . 
6 3k Jk+3 Jk

(3.42)

onde
A A

k + 1

3

A
k+1

1 S

sendo S-;3k’ Tjk’ L^k ’ _S jv + 1 ’ Tjk+1’ L.ik+1 as matrizes e o vetor
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tema deve ser modificado antes de se proceder sua solução. Hsta 
mpjdif_icação consiste na obtenção de duas equações pela aplicação 
de (3.40) nos pontos i = 2 e i = n-1, conPáT (fuTiT'eluninâ -íre;; 
respectivamente, e A^n , obtendo-se:

Ã 22 X2 ♦ Ã 32 X3 - C2 (3.43a)

A l,n-1 Xn-2 + A 2,n-1 Xn-1 " ^n-1 (3.43b)

onde
A 22 = A 11CAi2̂  A 22 “ A 21

A 32 = All(Ai2^ A32 " A 31 

C 2 = A ii(A i2-) C2 “ Y 1

A ,  — A ,  ( A ,  ) A i i — A,1,n-l 3 p. 3, n-1 l,n-l ln

Ã~ , = A ,  ( A ,  ,)_1 A- , - A 02,n-1 3n 3,n-lJ 2, n-1 2n

C , = A, (A, ,)_1 C -, - Y n-1 3nv 3,n~l'' n-1

Utilizando a equação (3.40) nos pontos i = 3,n-2 e as 
equações (3.43), obtém-se um sistema linear que,resolvido, forne 
ce a solução para os vetores = 2 ,n-1 , podendo-se então deter
minar X, e X através de:1 n

X1 = (A12)_1(C2 " A 22 X2 ' A32 *3) (3.44a)

Xn -  ( A3 , n - l > ' X - l  -  A l , n - 1  Xn - 2  ~ A 2 , „ - l  V l >  <3 - 4 4 b >

3.3.6 - Sistema linear para problemas com descontinuidades

Nos problemas com descontinuidades, obtém-se o sistema 
linear aplicando a equação (3.40) nos pontos i = 3,n-2 com i f 

jj, e i i- jjc+l. utilizando as equações (3.43) (i = 2 e i = n-1) ,a 
equação (3.42) nos pontos i = k = 1, p-1, e a equação (2.22)
nos pontos j^+l*
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Deve-se lembrar que os pontos j^ e j^+l ocupam fisica
mente— a—me-sme— p-©s- iç ã-e-;— send o- po rtan-t-o um- d e-l-es -f i c t-í-c i-o- { pe-r— e- 
xemplo, j^+1).

Resolvendo o sistema assim formado, chega-se â solução 
de Xj, i = 2,n-l, obtendo-se então X^ e Xn através das equações 
(3.44).

3.4 - Solução dos sistemas lineares

3.4.1 - Introdução

Observando as formas particulares dos sistemas linea
res para problemas com e sem descontinuidades, desenvolveram-se 
dois algoritmos a partir do esquema de Cholesky para resolvê-los

Denominando a matriz L = [£^ .] com a propriedade de 
que para todo j < i,  ̂ = 0 de matriz triangular inferior, e a 
matriz T = [tj-jj tal que, para todo j > i, t ^  = 0 e t ^  = 1, de 
matriz unidade triangular superior, o esquema de Cholesky consis 
te na determinação de uma matriz L, cujo inverso reduz o sistema 
AX = C a um sistema IX = K. Ou seja:

L~1(AX - C) = TX - K (3.4 5)

A obtenção das matrizes L, T e do vetor K para um sis
tema qualquer pode ser encontrada na referência [03] .

O esquema de Cholesky pode também ser utilizado na so
lução de sistemas do tipo A*X* = C*, com A* = [Aj^], X* = {X .̂} , 
C* = {C^}, onde A^. são matrizes mxm, e C^ são vetores de di
mensão m.

Neste cáso, a equação (3.45) fica sendo

(L*)~1(A*X* - C*) = T*X* - K* (3.46)

onde L*

T*

= [L.-j , com L-- sendo matrizes mxm tal que para todo j i j i
j < i , L . . = 0  

- [T. . ] , com T ... sendo matrizes mxm tal que para todo
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X* = ÍX^}, com X^ sendo vetores de dimensão m 
--  K—— =— — com -K-j— sendo vetores de ~dimensão~m.

3.4.2 - Problema sem descontinuidade

Para a formulação numérica adotada, o sistema linear 
do problema sem descontinuidade, montado segundo o item 3.3.5,a_s 
sume a seguinte forma:

A u  A 2 | A 3 i

✓ \ 
X,

/ s
C,

A ,2 A22 A 3 2 x2 2̂
A|3 2̂3 3̂3 X3

A  | 4  A ^  A 3 4 *4 C4
\ \ ' 1 11\ \ n <1 >=< 1 >\ S N 1 1

\ \ \ 1 1
A ,  _  A ,  J L  ,l,n-3 2,f>-5 3, n-3 Xn-3 Gn-3

\n-2 ̂ 0-2̂3̂n_2 Xn-2 Cn-2
A|,n_| A ^ r n ,  A 3 ^ , Cn-I

A | , n  A 2 > n  A X„V» > Cn' /
onde A,, são submatrizes 4 x 4 ,  Xi e Cj são vetores de dimensão
4.

Deve-se notar que após a mudança realizada no sistema, 
prevendo a singularidade de A 1;J e Aj , chega-se a outro seme
lhante ao (3.47), com A ^  = A^n = 0.

Utilizando o esquema de Cholesky na solução de (3.47), 
chega-se a matrizes L* e T* com a seguinte forma:
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L -

-21 -̂22

^32 *“33

L*m -44

(3.48)

^iv2,n-3 -̂n-2, n- 2

^-n-l,n-2 -̂n-l,n-l 

L-n,n-2 -̂n,n-l -̂n,n

T* b

‘12

I

**13

T23

I T34

I t4B
\

X
x \ X

I v 2,n _,

I Tn.lt„ 

I

(3.49)

Objetivando obter expressões simples para os elementos 
de L* e T*, procede-se sua renumeração, ficando as matrizes:



4 0

L* =

12 -22

^3 1-23

L!4 u 24

\ N\ ^
x

í~l,n-2 -̂*2, n-2

-̂I,n -̂2,n ~̂3,n

(3.50)

T* *

Ts

I

I2

t 3
I T4

I
x Xs x

\
x X

Tn-I

I T„

I

(3.51)

dados por:
Desta forma, as matrizes Lj■, T\ e os vetores K. sao

Lli Al,i 1 1’ n

L22 A22 ' L12 T1

Lj . - A 9 . - L . T.2,1 2,1 l,i í 3 , n -1

(3.52a) 

(3.5 2b) 

(3.52c)
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^3,n A 3,n *J2,n *n (3.52e)

A^2 (3.5 2f)

^2 ~ ^ 1 1 ^  A 13 (3.52g)

*3 = L̂22^ Â 32 ~ L12^ (3.52h)

1 i = ^L2,i-1^ A3 ,i-1 1 = 4,n (3.52Í)

(3.52J)

K.1 (L2 (i)"1 íci - L]fi Kj-]^ i = 2,n-l (3.521)

•1
Kn tL3,n^ ÍCn " Ll,n Kn-2 “ L2,n Kn-1} (3.52m)

Determinadas as matrizes T- e os vetores K., os veto
res solução são dados por:

xn = Kn (3.53a)

Xi = Ki ‘ Ti + 1 Xi+1 i = n-1,2 (3.53b)

X1 ” K1 T1 X2 l 2 X3 (3.53c)

Utilizando este procedimento, desenvolveu-se uma subro 
tina digital (COLERA), cujo fluxograma está apresentado no Apên
dice AIO.

3.4.3 - Problema com descontinuidade

0 sistema linear do problema com descontinuidade, cons 
truído segundo o item 3.3.6, assume a seguinte forma:
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(3.54)

onde, conforme a nomenclatura adotada anteriormente, tem-se:

a) Nos contornos:

o
A 11 A 21 A 31 Ã = A i i 1, n-1 A 2 ,n-l

í ... ...r—! 1£

<

A 12 A 22 A 32
t

A ! . n A ? n2 , n A-73 , n

b) Nos pontos intermediários k = l,p

A 1 ,i-l A 2 , i-1 A, • , 3,x-1 0 0

>i ii 0 A, -1 , i *H<

A t • 3 ,1 0
0 0 A 1 ,i+l A o * j. i2,x + l A 3 , i +1

c) Nos pontos de descont.inui.dade

A
2 , jk

A.3,Jk A
4 J k ‘ S J k

'k 0 0 A
1 ’ k + 1 A 2 , i, +1. 0

6 > J k
0
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com A., sendo matrizes 4 x 4 .
J1------  Deve-se observar novamente que apos a alteração feitã

no sistema prevendo a singularidade de A ^  e A ^ ,  chega-se a ou
tro semelhante ao (3.54), onde A ^  = A^n = 0.

Empregando o esquema de Cholesky para solucionar (3. 
54), chega-se às matrizes L* e T* com a forma

(3.55)

onde

L =o
L 11 G

L12 L 2 2

Jl,i-1
0
0

' 2 , i -1

J1 ,i

0
L, •2 , i

L1 , i + 1 2 , i +1

k = 1 , p



H
t 

ir-
1) 

t“
11
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(3.56)

L ,  L _  . L ,  .
i,Jk 2,jk 3,jk

0 0

0

L]- O k + 1 L 2 > j k +1 j

L -* ï Îj ï 0l,n-l Z,n-1

L ,  L 0 L „1, n 2 , il j> , n

I 1 T 1 11 21

k

I

0
0

T -
0

1 , i-1
I

0

T
' ’h

T

G

0
l,i 

I T

2 ,jk

1 , i +1 J

T 3 3k

T

k = 1 , p

U k+1 2 j j k+ 1

k = 1,p- 1
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I T 1 ,n-l
T,

0 I

com os L-- e os T-- sendo matrizes 4 x 4  determinadas segundo as ji ji
expressões:

L, . = A t ■ l,i l,i i = 1 , n

L2 ,i ' A 2,i " Ll,i ri,i-l

L2,jk = A 2 J k - Ll,jk Tl,jk-1

L„ = A 0 - L, 7-i o 2 ,n 2 , n 1 ,n 1 ,n- 2

k = 1 , p - 1

(3.5 7a) 

(3.5 7b) 

(3.57c) 

(3.57d)

L, . ■= A„ . - L~ • T. . , k = l.p-l 3..1k J,Jk 2,jk 1 • J k -1

L 7 — A *7 - L« 1 1 i 3,n 3,n 2,n l,n-l

-1
^11 Â ll̂ ' A 21

T12 fL2 2-) 32 " L.l 2 I21'1

T l,i tL2,i^ A 3,i 1 3,n-l; i / jk ; i f jk+l 

i f j k+ 2

(3.57e) 

( 3 . 5 7 f ) 

(3 . 5 7 g) 

( 3 . 5 7 h) 

(3. 57.1)

T

T

' ' h  "
-1

(L2 » j v+1) (L]’jk + 1 T 2 -jv) k ’ 1,P_1
-1

l j k +2 (L2,.Ík+2} (A3,jv+2 " L 1 . j k. + 2 12.jv + l) k(k

(3 • 5 7 j )

(3.57H)

1 ,p-l 

.(3.5 7m)

T21 " Â ll^ A31

T0 . - (L, • )“i A c . 
2,Jk 5,jk

2 0 v +l (l2,jk+l) 1(Ll.jk+l

(3.5 7n) 

(3.57o) 

(3 . 5 7 p)



e os sendo vetores de dimensão 4, calculados da seguinte ma
neira :

K1 = ^ l l 3"1 C1 (3.58a)

Ki = (L2,i)"1{Ci ‘ Ll,i Ki-1} 1 = 2 >n“1; 1  ̂h (3,58b)

Kjk = (L3 J kr l { C Jk - LU k KJk-2 ' L2 J k KJk-l} k " ^ P - 1
...(3.58c)

Kn  -  ( L3 , n ) ' l f C n  -  L l , n  Kn - 2  '  4 , n  Kn - 1 >

Determinadas as matrizes T-- e os vetores K., os veto-31 1
res solução são dados por:

Xn = Kn (3.59a)

Xi = Ki " Tl,i Xi+1 1 = n_1’2; d f Jk ; 1 * h*1 (3.59b)

X- = K . . - T. • X. . a 9 X- (3.59c)
V 1 V 1 ^ V 1 V 2 2 ’ V 2 V 3

X. = K. - T, - X. - T 0 . X. - T_ . X. _  (3.59d)Jk J k l,J k 3k 1 2,jk J k + 2 3, j k Jk 3

X1 = Ki - TX1 X2 - T 21 X3 (3.59e)

Utilizando este metodo, desenvolveu-se uma subrotina 
digital (CORADE), cujo fluxograrna estã apresentado no Apêndice 
A10.
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IV - RESULTADOS E CONCLUSOES

4.1 - Introdução

Com o objetivo de testar a validade da formulação ana- 
lítico-numêrica desenvolvida nos capítulos anteriores, criando 
simultaneamente, uma ferramenta computacional que pudesse ser u- 
sada na analise numérica de problemas práticos, desenvolveram-se 
dois programas digitais em FORTRAN IV, CORTER e CORTERDE, para 
cascas sem e com descontinuidades, respectivamente, cuja descri
ção e fluxograma estão apresentados no apêndice AIO.

Utilizando estes programa, resolveram-se alguns proble 
mas de cascas de revolução, com solução analítica conhecida, pa
ra que se pudesse comparar os resultados e demonstrar a validade 
da solução numérica.

Neste capítulo serão apresentadas as soluções, compara 
ções e conclusões obtidas desta forma.

4.2 - Casca cilxndrica de espessura constante, engastada, unifor
memente aquecida.

/ ■ ' / / / / / / / / / / / ; / ; / / / /  / s ,

wII
—

/,

2

\ 7 / / / / / r / 7 T

r________ _______
/

Figura 4.1

Dados: E = E„ = 2,06 x 1011 N/m2 , v = ,, = n  ̂
s v s 0 0s ’

ats " at0 ” 10 l/C, h = 0, 5 m , r = 10 ín
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£ = 10 m, T = 100°C

O O  -o q = 4 x 10 N/m (tensão de referencia)
hQ = 0,5 m (espessura de referência)
a = 10 m (comprimento de referência)
Eq = 2,06 x ÍO^1 N/m2 (modulo de elasticidade de refe

rência)
Tq = 100°C (temperatura de referência)
Espaçamento pivotal ádimensionalizado em relação ao com 

primento de referência A = 0,01 
Numero de pontos n^ = 101

A referência [13], apresenta a solução analítica deste 
problema, considerando a "força térmica" na direção axial nula, . 
ao longo da casca e nos contornos. A solução é fornecida em ter
mos do deslocamento radial "w" e do momento meridional "M ", cals —
culados pelas seguintes expressões:

w = r a T [l - cosh yx - senh yx sen yx] (4.1)

2M g = -2y Dg r at T [C.̂  sen yx senh yx - cos yx cosh yx]

...(4.2)
onde x é o comprimento do meridiano medido a partir do centro da 

casca

 ̂ '3(1 - v v „ )  , _ sO Os'- \l T ~ T T

E s h
s ------- —

r h

3

12(1 - V S0 v es^

n _ sen ô cosh 6 + cos 6 senh 6 
'-'l 'senh ô cosh Ô + sen ô cos 6

r _ sen ó cosh 6 - cos 6 senh 6 u £^2 -------------------------------- com 6 = --
senh 6 cosh 6 + sen 6 cos 6 2
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Objetivando testar o método de solução adotado neste 
trabalho-,- r es o 1 veu-se o— pr o b 1 ema numerrcam e nte atravé s~c! o ' p r õ gT a ~  
ma CORTER, introduzindo as simplificações utilizadas na obtenção 
da solução analítica.

Estas simplificações foram introduzidas tomando como 
condições de contorno N = v = w = <f>s = 0, ao invés das condi
ções de engastamento u = v = w = <jis = 0, e tornando = 0 (equa
ção (2.10)) para que a "força térmica" na direção axial (Bn pT)1 i
resultasse nula ao longo da casca. Deve-se notar que esta última 
simplificação, implica em considerar o coeficiente de dilatação 
térmica na direção axial nulo (a ts = 0) , e o coeficiente de Poij; 
son Vqs igual a zero para fins de determinação da "força térmica'.1

Na tabela 4.1 estão apresentados os resultados numéri
cos obtidos utilizando-se as expressões (4.1) e (4.2), os deter
minados através do programa CORTER considerando-se as simplifica 
ções, bem como o erro da solução numérica (CORTER) em relação ã 
solução analítica, em função de Ç .= s/a (comprimento do meridia
no adimensionalizado em relação ao comprimento de referencia),me 
dido a partir da extremidade da casca. Devido ã simetria do pro
blema ,apresentam-se os resultados somente até a metade da casca, 
U  = 0,5).

TABELA 4.1 - Resultados da solução com simplificações

K

w/r at0 T V 2 “ 2 D S r “te T

Analítica CORTER Erro relat.
m

Analítica CORTER Erro rei.

0 0 0 0 -1,00652 -1,01140 0,48
0,05 0,06886 0,06759 1,84 -0 , 51454 -0,51803 0,68
0,10 0,22410 0,22282 0,57 -0,17529 -0,17759 1 ,31
0,15 0 ,41045 0 ,40908 0 ,33 0 ,03617 0 ,03479 3 ,81
0,20 0,59215 0,59091 0 , 21 0,15015 0 ,14946 0 ,46
0,25 0,74998 0,74894 0 ,14 0 ,19640 0,19620 0 ,10
0,30 0,87593 0 , 87512 0 ,09 0,20090 0,20104 0,07
0 ,35 0,96897 0 ,96837 0,06 0 ,18445 0,18480 0,02Oo 1 ,03160 1,03117 0 ,04 0 ,16244 0,16292 0,0 3
0,45 1,06732 1,06702 0,03 0,14529 0,14584 0 ,04
0,50 0,07890 1,07863 0 ,02 0,13893 0,13951 0,04
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A tabela 4.2 mostra os resultados numéricos determina- 
_d as_a t_r avês -d o pro-g r ama GO R —s e m-que foss“em xncl u í d a s "a s si m - 
plificações realizadas quando da obtenção da solução analítica.

TABELA 4.2 - Resultados da solução sem simplificações

€ w/r at0 T Ms/2p2 Ds r ct0 T

0 0 -1,35790
0,05 0 ,09077 -0 ,69566
0,10 0,29923 -0 ,23851
0 ,15 0,54938 0 ,04671
0 , 20 0 ,79355 0 ,20071
0,25 1 ,00580 0 ,26349
0 ,30 1,17520 0 ,26998
0,35 1,30041 0 ,24818
0,40 '1, 38480 0,21880
0,45 1,432S0 0,19586
0 ,50 1,44850 0,18734

Os resultados das tabelas 4.1 e 4.2 encontram-se apre
sentados graficamente na figura 4,2.

Utilizando o programa CORTER, resolveu-se ainda o pro
blema para harmônicos de ordem superior (n = 1,2,5,10), cujos re 
sultados estão apresentados na figura 4.3.

Pela tabela 4.1, verifica-se um erro máximo de 1,84° 
no valor do deslocamento, e de 3,811 no do momento meridional, 
quando se compara a solução numérica com a analítica, devendo-se 
observar que estes erros ocorrem para os menores valores das res 
pectivas variáveis, e que para os demais, principalmente para os 
máximos, o erro ê bem menor.

Considerando que para valores muito pequenos a preci
são numérica computacional decresce, e que praticamente o inte
resse concentra-se mais nos valores mais elevados, pode-se con
cluir que a precisão numérica da solução é otima.

Observando a tabela 4.2 e os gráficos da figura 4.2,ve 
rifica-se que as simplificações adotadas na formulação analítica 
implicam em valores aproximadamente 251 menores. Desta forma, po
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Fig. 4.2 - Deslocamento radial e momento meridional com simplifi_ 
cações (1) e sem simplificações (2).
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Fig. 4.3 - Deslocamento radial e momento meridional para harmôni 
cos de ordem superior.
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de-se concluir que desprezar o coeficiente de dilatação térmica 
na d ir e<j-ã o a  x iít 1,— o co ef i ciente- de PoTs son v 0 s para efeito de de 
terminação da "força térmica", e a "força térmica" nos contor
nos, não são boas hipóteses para a solução, deste problema.

Pela figura 4.3 observa-se a rápida convergência dos 
coeficientes de Fourier em problemas com harmônicos de ordem su 
perior.

4.3 - Extremidade livre de uma casca cilíndrica submetida a uma 
distribuição linear de temperatura, ao longo da espessura

Figura 4.4

Dados: Es = E0 = E = 2 x 1011 N/m2 , vg0 = v0g = v = 0,25

ats = at© = a = 6 x 10  ̂ 1/°C, h = 0,5 m, r = 10 m 

£ = 30 m, = -50°C (temperatura interna)

T 2 = 50°C (temperatura externa)

a Q = 4 x 108 N/m2, hQ = 0,5 m, a = 10 m

Eq = 2 x 1011 N/m2 , Tq = 100°C

A solução analítica deste problema encontra-se desen
volvida na referência [12] , cuja formulação resulta numa equa-
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ção diferencial análoga â de uma viga sobre apoios e3̂ ás_tLco_s ,xxxm_____
momentos-atuancl(Tliãs'êxTremidades:

4
^ + 4 w = 0 (4.3)

dx

com _
E h aATm = ---------- ---

1 12(1 - v) h 

sendo o momento térmico, e onde 

w é o deslocamento radial
x ê o comprimento ao longo do meridiano medido a partir 

da extremidade

4 „ 3 ( 1  -  v 2 )
2 , 2  r h

AT = T 2 - T-j

A solução geral da equação (4.3) pode ser dada por:

w = eyX(C1 cos yx + C2 sen yx) + e_y'X (C;, cos yx + C4 sen yx)(4.4)

onde C^, i = 1,4 são constantes determinadas pelas condições de 
contorno.

Segundo a mesma referência, considerando que o interes^ 
se se concentra na extremidade, que a casca ê suficientemente 
longa, e que,pela analogia, o efeito do momento aplicado ã borda 
livre da viga sobre apoios elásticos desaparece ao longo do com 
primento do meridiano, as constantes e C2 podem ser tomadas 
guais a zero. Desta forma, a solução geral fica sendo

_ ii xw = e (Cj cos yx + sen yx) (4.5)

As constantes e são determinadas utilizando as
expressões [12]

M = — JL-hl-y- ♦ .. E h3 «AT (4_6)
s 12(1 - v ) dx" 12(1 - v) h
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_________- h5 2 -------------- -------- <4-7J----------- S 12(1 - v ‘) dx3

e aplicando as condições de contorno para x = 0 (M = 0 e Qg = 0) 
Ass im

n - r _ 1 + v a ATC3 - -C4 - — T - —  14.8)
2y h

e as expressões para o deslocamento radial e o momento meridio
nal ficam sendo:

1 + v aAT -yx r ^w = ---  --- e (cos yx - sen yx) (4.9)
2\x h

3
M = ---— ----  e (sen yx + cos yx - 1) (4.10)
s 12(1 - v) h

Substituindo os dados supracitados nas equações (4.9) 
e (4.10), obtém-se os valores numéricos para a solução analítica 
apresentados nas tabelas 4.3 e 4.4.

Para resolver este problema numericamente, tomou-se u- 
ma casca com um comprimento tal que as condições no contorno 
não livre não influíssem nos resultados próximos ã extremidade 
livre. Alem disso, tomou-se o cuidado de escolher uma condição 
de contorno não livre, tal que as variáveis tivessem a mesma ten 
dência dos pontos longe da extremidade livre (ou seja, w -*■ 0 e 
Ms -*■ ni>jO • Através destes critérios foram escolhidas condições de 
engastamento.

Os resultados obtidos pelo programa CORTER para a con
figuração geométrica da figura 4.4, e os dados supracitados, es
tão apresentados nas tabelas 4.3 e 4.4, para espaçamentos pivo- 
tais A^ = 0,02 (n = 151) e = 0,01 (n^ = 301).

As tabelas 4.3 e 4.4 indicam ainda o erro da solução 
numérica (CORTER) em relação à analítica.
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TABELA 4.3 - Deslocamento radial aclimens ional i zado w/k^ 

—■ , 1 + v aATk = --- ------
1 2u h

í Analíti ca
CORTER

A2 = 0,02 Erro rei. (°0 a 2 = 0,01 Erro rei. (°&)

0 -1,0 -1,00999 1,0 0 -1,00252 0,25
0,1 -0,34470 -0,35102 1,83 -0 ,34627 0 ,46
0,2 0,02097 0,01745 16,78 0 ,02011 4 ,10
0,3 0,17750 0,17589 0,91 0,17713 0 , 21
0,4 0,20698 0,20649 0,24 0,20689 0,04
0,5 0,17388 0,17396 0,06 0,17393 0 ,03
0,6 0,12056 . 0,12085 0 , 24 0,12068 0 ,10
0,7 0,07020 0,07050 0,43 0,07032 0,17
0,8 0,03237 0,03258 0 ,65 0,03247 0,31
0,9 0 ,00848 0,00857 1,06 0,00856 0 ,94
1,0 -0,00394 -0 ,00395 0 ,25 -0 ,00388 1,55
1,1 -0,00854 -0,00863 1,05 -0 ,00848 0,70
1,2 -0,00866 -0,00861 1,73 -0 ,00862 0 ,46
1,3 -0,00679 -0 ,00697 2,65 -0,00675 0 , 59
1,4 -0,00445 -0 , 00464 4,27 -0 ,00442 0,67
1,5
.

-0,00243 -0,00262 7 ,82 -0,00240 1,23

A figura 4.5 mostra graficamente os resultados das ta
belas 4.3 e 4.4.

A analise dos resultados apresentados nas tabelas 4.3 
e 4.4 e na figura 4.5, mostra novamente que a precisão da solu
ção numérica obtida pelo programa CORTER ê bastante boa. Como no 
problema anterior, os maiores erros ocorrem para os pequenos va
lores das variáveis.

Observa-se ainda que o erro relativo para o espaçamen
to pivotal Aj = 0,02 é consideravelmente maior do que para

= 0,01. Isto acontece devido a ordem do erro ser 0A~, e por-
2 2 « •  tanto 0Aj = 4 ©A2* Segundo este raciocínio, o erro para A^=0,02

deveria ser quatro vezes maior do que para A2 = 0,01, 0 que não 
é completamente verdadeiro, já que a utilização de um espaçamen
to pivotal menor implica num aumento do número de pontos , o que
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TABELA 4.4 - Momento meridional adimensionalizado

v = E «AT
2 12(1 - v) h

K Analítica
CORTER

Aj = 0,02 Erro rei.(1) A2 = 0,01 Erro rei. (°0

0 0 0 - 0 -
0,1 -0,12656 -0 ,12431 1 ,78 -0 ,12598 0,46
0,2 -0,37689 -0,37407 0 ,75 -0 ,37615 0,20
0,3 -0,62603 -0 ,62350 0,40 -0 ,62535 0,11
0,4 -0,81915 -0 ,81720 0 ,24 -0 ,81862 0 ,06
0,5 -0,94457 -0,94327 0,14 -0,94417 0 ,04
0,6 -1,01221 -1,01145 0,08 -1 ,01197 0 ,02
0,7 -1,03931 -1,03897 0 ,03 -1,03920 0 ,01
0,8 -1,04250 -1,04235 0 ,01 -1,04242 0,01
0,9 -1,03444 -1,03447 0,00 -1 ,03440 0,00
1,0 -1,02322 -1,02330 0 , 01 -1,02322 0 ,00
1,1 -1,01310 -1,01317 0,01 -1,01310 0,00
1,2 -1,00572 -1,00575 0 ,00 -1,00575 0 , 00
1.3 -1,00.119 -1,00125 0,01 -1,00117 0 ,00
1,4 -0,99893 -0,99892 0,00 -0,99892 0,00
1,5 -0,99817 -0 ,99817 0,00 -0 ,99817 0,00

faz com que o sistema de equações seja maior, e que a solução ne 
cessite de um maior numero de operações,o que por sua vez provo
ca um aumento no erro de truncamento.
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Fig. 4.5 - Deslocamento radial e momento meridional na extremida 
de de uma casca cilíndrica com "momento térmico".

4.4 - Conexão de uma casca cilíndrica com uma tampa esférica sub 
metida â pressão interna.

Figura 4.6
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Dados: Eg = E = E = 2,06 x IO"*-1 N/m2, = v^s _0_̂ 3_____

a = a _ = 10  ̂ 1/°C, h = 0,1 m, r = 10 m, d = 0,5 mtS Lv ã.

7 ?p = 1,0 x 10 N/m" (pressão interna), x = 0 

a = 4 x 10** N/m2 , h = 0 ,1 m , a = 10 m 

E ■ 2,06 x 1011 N/m2, T = 100°C

A solução analítica deste problema encontra-se desen
volvida na referência [10], sendo apresentada em termos do com
portamento do momento meridional Mg e da força tangencial Nq 
nas proximidades da descontinuidade (conexão cilindro-esfera). 
Considerando o sentido das tensões resultantes indicado na figu
ra 2.1, tem-se:

a) Para a casca cilíndrica

2P r “Px/ r yx , . ,,.M = r— =- e sen —  (4.11)
s 8 y* r

N » p r f 1 - - e_px/r cos ^ )  (4.12)
ü 4 r

2 2
onde = 3(1 - v) —

li 4

x ê a distância ao longo do meridiano, a partir da cone
xão

b) Para a casca esférica

2
M = - ™  e sen yw (4.13)
s 8 yz

N = p r(— + — e-liW cos yw) (4.14)
ü 2 4
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com to sendo o ângulo,em radianos,medido a partir^ da_ ç_on.exã.Q-.---- --------
__ ____ ___Sjobs4:i-t«iifrckr -as- propriedades fornecidas nas expressões
(4.12) a (4.14), obtém-se os valores numéricos apresentados nas 
tabelas 4.5 e 4.6.

0 problema foi resolvido numericamente utilizando-se o 
programa CORTERDE, tomando como estação inicial o começo da cas
ca cilíndrica, e como última estação a abertura na casca esféri
ca. Na estação inicial consideraram-se as condições de simetria, 
e na final, contorno livre, ou seja:

Ssen ' % n  ' *s ' un ' 0 Cla- estaSã°)

Nsn " Ss0n “ 5sn ■ Msn - 0 (última estaçlo)

A simetria foi utilizada para que, mesmo com a casca 
cilíndrica sendo curta, as condições de contorno nesta estação 
não viessem a influir no comportamento das variáveis nas proxinú 
dades da região de transição.

A casca cilíndrica foi dividida em 100 espaços pivo- 
tais, portanto n^ = 101, e a casca esférica em 148 espaços pivo- 
tais, (n = 149). Com isto o espaçamento pivotal da casca cilín
drica ficou sendo A = 0,01, e o da casca esférica A = 0,01.

C  6

Os resultados obtidos desta maneira encontram-se apre
sentados nas tabelas 4.5 e 4.6, onde e são os comprimentos 
dos meridianos das cascas cilíndrica e esférica, respectivamente, 
adimensionalizados em relação ao comprimento de referência, medi^ 
dos a partir da conexão.

O erro indicado nestas tabelas é o da solução numérica 
(CORTERDE) em relação à analítica.

A figura 4.7 mostra graficamente os resultados apresen 
tados nas tabelas 4.5 e 4.6.

A análise dos resultados indica que:

a. A formulação analítica do problema nos pontos de descontinui- 
dade e o processo de solução utilizado no programa CORTERDE 
funcionam bem para o problema em questão;

b. Como nos problemas analisados anteriormente, os maiores erros 
relativos ocorrem nos pequenos valores das variáveis;
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Fig. 4.7 - Momento meridional Mg e força tangencial N^.

c. 0 erro relativo na variável Nq ê bem menor, em alguns pontos,
do que na variável M .s

Este último aspecto merece uma análise mais detalhada, 
já que a tensão ê calculada em função das grandezas fundamen
tais (u, v, w, M ) e suas derivadas, necessitando portanto de 
mais operações numéricas, o que implicaria num aumento do erro, 
que no entanto não ocorre.

Uma explicação para este fenômeno é que os erros rela 
tivamente grandes que ocorrem em alguns pontos para as grandezas 
fundamentais são erros locais, já que para uma combinação des-
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tas grandezas e de suas derivadas (calculadas numeri_camente__uti= 
lj.^andorLS_e_a-va4or---da-Arariíver eiiTTrês pontos), eles desaparecem 

Pode-se concluir então que a precisão da solução numé
rica como um todo é bastante boa, apesar dos erros que ocorrem 
em alguns pontos.

Com o objetivo de testar a solução numérica para pro
blemas onde x t 0. resolveu-se o problema indicado na figura 4.8 
utilizando os mesmos dados do exemplo anterior.

Figura 4.8

A referência [10] apresenta graficamente os resultados 
da solução analítica deste problema, fornecendo ainda o valor nu 
mêrico do momento meridional máximo (M = 8,92 x 10”  ̂ pr^).

A solução numérica foi obtida pelo programa CORTERDE, 
utilizando-se as mesmas condições de contorno do problema ante
rior .

A casca cilíndrica foi dividida em 100 espaços pivo- 
tais (np = 101) e a casca esférica em 148 (n = 149) , ficando 
desta forma a casca cilíndrica com um espaçamento pivotal =
0,01, e a casca esférica com A * 0,007.

Os resultados assim obtidos estão indicados na figura
4.9, e o momento meridional máximo encontrado foi M = 8,90 x

- 3 2 s10 pr , com um erro de 0,221 em relação ã solução analítica.



k t z£JLse a s « ‘ a

Fig. 4.9 - Momento meridional Mg e força tangencial Ng para 
X = 45°.
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Como o valor da variável Ms ,num determinado ponto, é a 

coplado_aos_demais _valor.es- -e-às- demars^varllTveis , e como já se 
verificou que o processo de solução funciona para x = 0. pelos 
resultados obtidos,pode-se concluir que a formulação adotada é 
também boa para x f 0*

4.5 - Casca esférica com um bocal cilíndrico radial submetida a 
uma distribuição linear de temperatura ao longo de sua es
pessura .

40°

Figura 4.10

Dados: E = E0 - E = 2,06 x 1011 N/m2

vse ■ V 0 S  = v ' ° ’3; “ts " “te ■ “ = 10'5 1/0c

t - 0,025 m (espessura da esfera) 
t = 0,0125 m (espessura do cilindro)

R = 4 m ; r = 0,125 m; x = 9 ° °

= -50°C (temperatura interna de toda a casca, inclu
sive bocal)

T2 = 50°C (temperatura externa de toda a casca, inclu
sive bocal)



A inclusão deste problema no presente trabalho, é fei
ta apenas com o intuito de mostrar uma aplicação do programa 
CORTERDE, já que os resultados da solução numérica não são compa 
rados com os de outra,

A estação inicial ê tomada no engastamento da casca es 
fêrica, e a final no contorno livre da casca cilíndrica.

A casca esférica foi dividida em 127 espaços pivotais
(n = 128), resultando um espaçamento pivotal, adimensionalizado Pem relação ao comprimento de referencia, A 0,01, e a casca ci
líndrica foi dividida em 100 espaços pivotais (n = 101), resul
tando A = 2,5 x 10

A solução deste problema encontra-se apresentada em
termos do deslocamento radial w, e dos momentos resultantes Ms e
Mq para a casca cilíndrica, e em termos de w 
ra a casca esférica nas figuras 4.11 a 4.14.

N. N, M e M„ pa s 0

Fig. 4.11 - Deslocamento radial w na casca cilíndrica
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Fig. 4.13 - Deslocamento radial w na casca esférica
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Fig. 4.14 - Tensões de membrana e momentos resultantes na casca 
esférica.

4.6 - Conclusões finais

Através da análise dos resultados dos problemas resol
vidos neste capítulo, pode-se concluir que a formulação analíti
ca desenvolvida no capítulo dois, resolvida pelos métodos apre
sentados no capítulo três, fornece resultados numéricos bastan
te bons. Como já se observou anteriormente, os maiores erros re
lativos nas variáveis fundamentais ocorrem para seus pequenos
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valores (em módulo), cuja importância, para fins de analise de
_te_nsõe^s— também e— pequena. -Nos— va~Tores ma i ore s dessas variáveis ,
e nos das outras grandezas (calculadas como uma combinação daque 
las), os erros da solução numérica em relação â solução analíti
ca são desprezíveis.

Este aspecto confere uma confiabilidade bastante boa 
ao método como um todo, possibilitando sua aplicação na análise 
do comportamento de cascas de revolução, submetidas a distribui
ções de temperaturas e cargas estáticas, nas mais diversas situa 
ções práticas.

Este trabalho poderia ser prosseguido, utilizando-se a 
estrutura numérico-computacional montada, para testar outras teo 
rias de cascas finas, com as quais se obteria outra formulação a 
nalítica. Desta forma, poder-se-ia comparar os resultados, obti
dos utilizando estas diversas teorias, entre si e com a primeira 
aproximação de Love usada neste trabalho.

Outra continuação importante seria a de eliminar o de 
sacoplamento entre as tensões resultantes membraniais e os momen 
tos resultantes, nas relações tensões resultantes-deformações, 
conseguido tomando-se a superfície de referencia como sendo a su 
perfície média, e fazendo a hipõtese de que as propriedades elás> 
ticas do material são simétricas em relação a esta superfície.Co 
mo estas propriedades são funções da temperatura, nos problemas 
em que a variação desta ao longo da espessura ê muito grande, a 
hipõtese da simetria não é válida.

Por outro lado, tomando-se a superfície média como sen 
do a de referência, limita-se também a forma da casca, já que 
sua espessura é função apenas do comprimento do meridiano, dis- 
tribuindo-se igualmente para seu lado interno e externo. Desta 
maneira, se externamente a casca é um tronco de cone, sendo sua 
superfície média cilíndrica, internamente ela também será um
tronco de cone (figura 4.15a). Assim não é possível obter-se a 
solução de problemas de cascas como a mostrada na figura 4.15b, 
cuja forma interna é cilíndrica sendo a externa tronco-cônica, 
bastante comum na prática.1

Outra contribuição poderia ser a ampliação do conceito 
de descontinuidade pela inclusão de anéis de reforço submetidos 
a carregamentos térmicos entre os segmentos de casca.

A estrutura computacional poderia, ainda, ser utiliza-
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( a) b)

Figura 4.15

da na análise de cascas semi-espessas onde, conforme a referên
cia [9], as grandezas fundamentais passam a ser u, v, w, <|> e <pQ, 
para o que necessi.tarrse-ia apenas modificar a ordem das sub-ma- 
trizes do sistema de equações, alem da formulação analítica.
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Al - SISTEMA DE COORDENADAS

No estudo de problemas de cascas, utiliza-se usualmen
te um tipo particular de sistema de coordenadas curvilíneo, cu
jas principais características, bem como sua particularização pa 
ra cascas de revolução, serão apresentadas neste apêndice.

A superfície de referência de uma casca pode ser defi
nida pelas seguintes equações paramétricas:

X = X (x , y) 

Y = Y(x,y) 

Z = Z(x,y)

(Al.la) 

(Al.lb) 

(Al.lc)

onde X, Y, Z são as coordenadas retangulares, e (x,y) são os pa
râmetros também chamados linhas de coordenadas.

A localização de um ponto arbitrário sobre a casca c 
dada pelo vetor posição & (Fig. Al.l):

$(x,y,z) = r(x,y) + z n(x,y) (Al.2)

onde r e o vetor posição de um ponto sobre a superfície de refe
rência, n é o vetor normal ã superfície de referência (cujo sen
tido é tal que o sistema seja dextrõgiro), e z é a distancia nor 
mal a superfície de referência, positiva se for tomada no mesmo 
sentido de n, e negativa no sentido oposto. 0 conjunto de valo
res (x,y,z) que determina um ponto material sobre a casca, forma 
um sistema curvilíneo de coordenadas espaciais, muitas vezes cha 
mado de coordenadas da casca.

Derivando (Al.2) obtêm-se:

3^ _ 9r 9n .—  - —  + z —  (Al.oa)
9x 9x 9x

9$ _ 9r  ̂ 3n+
9y 9y 9y

z —  (Al.3b)



Figura A.1.1

Quando as linhas de coordenadas coincidem com as dire
ções principais (definidas na geometria diferencial [Ü1] como 
sendo as direções nas quais o raio de curvatura assume valores 
extremos, sendo neste caso chamadas linhas de curvatura princi
pais),o teorema de Rodrigues, estudado na geometria diferencial 
e apresentado nas referências [01,14] , fornece:

(Al.4a)

(Al.4b)

onde r^ e são os raios de curvatura nas direções principais.
Desta forma, as expressões (Al.3a) e (Al.3b) ficam

—  = (1 + --) (Al.5a) 
3x r^ 3x

—  = (1 + i-) —  (Al.5b) 
3y r^ 3y

Assim o diferencial do vetor posição ê dado por

3n 1_ 3_r
3x rl 3x

JL 3r
3y r2 3y
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dft = (I + j-_)_ —  dx + (1 + :L 4jLxLy_+-n- d-z---- —{-A1-.-6)-
~ r^ 9x 9y

Na geometria diferencial [01J define-se:

ii.ll = A 2 ; = B2 (Al.7)
3x 9x 9y 9y

2 2com A e B sendo chamados de coeficientes da primeira forma fun 
damental das superfícies. Determina-se ainda o vetor n tal que 
ele seja unitário, e mostra-se que 9r/9x e 9r/9y são vetores tan 
gentes às linhas de coordenadas, e portanto:

—  . n = 0; . n = 0; n . n = 1 (Al.8)
9x 9y

Se as linhas de coordenadas são ortogonais (como no ca 
so de linhas de curvatura principais), tem-se ainda

l L  . II = o (Al.9)
3x 3y

Considerando estes resultados, a distância entre os 
pontos È e $+dft ê dada por:

dS2 = dl$ . dí$ = a2 dx“ + 3^ dy2 + y2 dz2 (Al.10) 

com a, 6 , y sendo os coeficientes de Lamé [05,06,14], dados por

oi = A (1 + —— ) (Al. 11a)
rl

8 = B(1 + — ) (Al.11b)
r 2

y = 1 (Al.11c)

Em cascas de revolução, utiliza-se normalmente um sis
tema, cujas linhas de coordenadas coincidem com as direções prin
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cipais da superfície de referencia, sendo uma delas tomada ao 
longo do comprimento jlo jneri_dia_no_CsO- -G_̂ a_0u-t*-a—ao—l-on̂ -o—do—ângu
lo circunferencial (0) (figura Al.2).

Chamando de r o raio da seção circunferencial de coor
denada s (Fig. Al.2), as equações do meridiano podem ser dadas 
por:

r = r(s); Z = Z(s) (Al.12)

Desta forma as equações paramétricas da superfície de 
referência ficam sendo:

X = r cos 0■ (Al.13a)

Y = r sen 0 (Al.13b)
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Z = Z(s) (Al.13c)

que -S'ão— a s~c o ordenada^ Retangulares do vetor posição r(X,Y,Z) de 
finido anteriormente. Assim:

3r _ r3r n 9Z, ,. , , . ^—  = (—  cos 0, —  sen 0, — j (Al.14a)
3s 3s 3 s 3 s

3r—  - (-r sen 0, r cos 0, 0) (Al.14b) 
30

A partir das equações (Al.14), pode-se determinar os 
coeficientes da primeira forma fundamental das superfícies, uti
lizando (Al.7)

(Al) 2 + (íUi) 2
3s 3s

(Al.15a)

(Al.15b)

Figura Al.3
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Na figura Al.3, observa-se no entanto, que 3r/3s = 
dr/ds = cos , e que 9Z/9s = dZ/_ds- = _s-en-->K- -conc-luindo-s-e^que/pa 
ra cascas de revolução com linhas de coordenadas tomadas da ma
neira citada

A = 1 B = r (Al.16)

A partir da expressão dr/ds = cos , e lembrando que 
ds = r^ dip (Figura Al.3), tem-se:

~  (— ) = —  (cos iJO = ---(cos >10 = - —  sen ip
ds ds ds r^ di|> r^

e portanto ~
d r

rl 7 2  = ' Sen ♦ ds

Da figura A l .3

r 2
sen \p

e,desta forma, o raio de curvatura r„ pode ser determinado por

r 2 -------— 2~ (Al. 17)
d rr

1 d s Z

Deve-se observar que os raios de curvatura r^ e r2 se
rão positivos quando estiverem no sentido positivo de n.



A2 - RELAÇÕES DEFORMAÇOES-DESLOCAMENTOS

As relações deformações-deslocamentos utilizadas nes
te trabalho, serão desenvolvidas a partir das relações deforma
ções-des locamentos estabelecidas na teoria da elasticidade, ob
servando as hipóteses e as particularidades geométricas do pro
blema de cascas finas.

Para um sistema de coordenadas curvilíneo ortogonal 
(x,y,z), as relações deformações-deslocamentos desenvolvidas na 
teoria da elasticidade [05,06,14], desprezando os termos quadrá
ticos (com base na hipótese de pequenas deformações), são:

ex

'y

y z

Y zx

1 3u V 3 a w 3 a+ + (A2.la)
a 3x 6 3y Y 3 z

1 3v + w iê + u M (A2.lb)
e 3y Y 3 z a 3x

i 3w + u lx + v Ax (A2.lc)
Y 3 z a 3x 6 3y

I 3 v + 1 3w . w 3 y V 3B (A2.ld)
Y 3 z 3 3y 6 y 3y 3 Y 3 z

1 3w + 1 3u . u 3a w ix (A 2.le)
a 3x Y 3 z Y a 3 z Y a 3x

1 3u 1 3 v V 3 B u 3 a+ (A 2 . 1 f)
6 3y a 3 x a 3 3 x a 3 3y

são os deslocamentos nas direções (x ,y , z) , a , 3 ,

1 xy

Y são os coeficientes de Lame (veja Apêndice Al), cx , e , c z
são as deformações normais, e YyZ > Y zx> YXy são as deformações
cisalhantes.

A referência [01] mostra que,quando o sistema de coor 
denadas é ortogonal, pode-se escrever:



82

onde A e B são os coeficientes da primeira forma fundamental das 
superfícies (Apêndice Al). ____ ____________ _____

Utilizando as equações que fornecem os coeficientes de 
Lamê (Al.11), estabelecidos no apêndice Al, e substituindo(A2.2) 
nas equações (A2.1), chega-se a:

A (1 + — ) 
r.

lü + X M  + A_ w
3x B 3y r.

(A2.3a)

ey
i

B (1 + — ) 
r->

+ u 3B + B_ w
3y A 3x r?

(A2.3b)

3w
3 z

(A2.3c)

Yyz B(l * + lü . B_ v
r~ 3z 3y r?

(A2.3d)

Y 1
zx IS + A U  - u

3x r^ 3z r^
(A2.3e)

Yxy
A(1 + --) 

r.

j.3jj _ u _3A-j + ____ 1____
3y b 3y b (i ♦ i-)

(—  - - — ) (A2.3£) 
3 z A 3x

A hipótese de que as normais permanecem normais impli 
ca numa distribuição linear dos deslocamentos ao longo da espes
sura da casca. Portanto, lembrando da hipótese que considera 
ez = 0 e da equação (A2.3c), pode-se escrever:

u (x , y , z) = u(x,y) + z c|>x (x,y,0) (A2.4a)

v (x ,y ,z) = v(x,y) + z $ (x,y,0) 

w(x,y,z) * w(x,y)

(A2.4b) 

(A2.4c)
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onde <J>x e <j> representam as rotações das tangentes às linhas de 
coordenadas x e y, respectivamente.

As rertarçrcrers 4>x e <|> são determinadas substltuindo-se 
as equações (A2.4) nas equações (A2.3d) e (A2.3e), lembrando que 
YyZ = y zx - 0. Desta forrna obtém-se:

* - Ü - - 2 3 W  (A2-5a)
r± A 3x

<$> = ------ —  (A2. 5b)
^ r9 B 3y

Admitindo, pela hipótese de que a casca ê fina, que 
z/r^ << 1, i = 1,2, e substituindo as equações (A2.4) nas equa
ções (A2.3a), (A2.3b) e (A2.3f), chega-se a:

e = I i_ (u + 2 ,() ) + _1_ à à  (v + z <p ) + —  (A2.6a)
A 3x A B 3y y r1

e = - —  (v + z <P ) + —  (u + z <f> ) + —  (A2. 6b)
y B 3y } A B 3x r£

r> „ V + Z 4 >  A U + Z 4>
Yxy = - —  c------- z) + - -- (------- -) (A 2 . 6 c)

A 3x B B 3y A

Estas deformações podem ainda ser dadas da seguinte ma
neira:

ex ■ c° * Z kx (A2.7a)

* • », CA 2-7b)

y = y0 + z k (A2.7c)' xy 'xy xy '

onde

ex
1 ÍH + V 3A + w (A2.8a)
A 3x A B 3y T1

1 3v + u 1.B + w CA 2.8b)
B 3y A B 3x r7
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O'! ey)e a
torção
quando
pais ,

B (v/B) + A 3_ (u/A) (A2. 8c)
A 3x -------- ----------------—--

1 9<»x + h .  à à (A2 T3CO

A 3x AB 3y

1 y + 3B CA2. 8e)
B 3y AB 3x

B 3_
(1>V/B) +

A 3__ (<PX/A) (A2 • 8 f)
A 3x y B 3y A

:S acima fornecem as deformações normais (e° , x ’

o
Y xy

kx

ky

kxy

de cisalhamento(y°y) ,as mudanças de curvaturas(k^,k ) e a
(k ) da superfície de referência durante a deformação, xy
as linhas de coordenadas coincidem com as direções princi^ 
í a teoria de cascas ê a primeira aproximação de Love.
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A3 - TENSÕES E MOMENTOS RESULTANTES

Neste apêndice serão obtidas as tensões e momentos re
sultantes por unidade de comprimento, para cascas finas cujas lî  
nhas de coordenadas coincidem com as direções principais.

As tensões e momentos resultantes são determinadas con 
siderando-se um elemento infinitesimal de casca limitado por
duas superfícies separadas entre si pela distância dz, situadas 
a uma distância z da superfície de referência, e por dois pares 
de seções realizadas perpendicularmente â superfície de referên
cia, com cada par coincidindo com um par de linhas de coordena
das adjacentes (figura A3.1).

z

Figura A3.1

Os comprimentos das extremidades deste elemento, segun 
do a equação (Al.10) são:

dS = oí dx = A (1 + — ) dx (A3.1a)
A

T1

dS = g dy = B(1 + — ) dy (A3.1b)
r 2

e as ãreas das extremidades normais ãs linhas de coordenadas x e 
y são, respectivamente

dA = 6 dy dz = B(1 + — --) dy dz (A3.2a)’
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dA = o t d x d z = A ( l  + — ) dx dz
_________________ - x t--------

(A3.2b)

Chamando de N a força por unidade de comprimento que
A

atua ao longo da linha de coordenadas y (z = 0), a força total 
no elemento infinitesimal (fig. A3.1) na direção x ê:

Nx B dy = °x dAx a dy dz x 7

N 1

B
6 ax dz (A3.3a)

Se M ê o momento por unidade de comprimento ao longo
A

da linha coordenada y, o momento total sobre o elemento iofinite 
simal ê:

M B dy x 1
a z dA x x o z dz dy

A

M = x B
0 o z dz

A
(A3.3b)

Substituindo os coeficientes de Lamê (Al.11) nestas e- 
quações, obtêm-se:

N (1 + — ) o dz  ̂ J x
1 2

(A3.4a)

M = x (1 + — ) o z dz v x
r 2

(A3.4b)

Este procedimento pode ser estendido âs demais tensões, 
obtendo-se finalmente:

^  N
Nx r °X

< N > = <xy xy r

Q TXX J X Z

+ — ) dz 
r o

(A3 . 5a)
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í N
y

f &
y

_____ __ ------
S N _ yx II < T ?yx

■ Qv ' * -

+ — ) d z 
r ,

(A3.5b)

MX
> <

aX

Mk xy J X1 xy J

/ V
M
y< > = <

a
y

>
Myx J • Xyx J

z

r ,

z_ 

r -

(A3.5c)

(A3.5d)

onde N , N , Q , N , N , Q são as forças resultantes por uni- 
a  x y  x  y  y x  y

dade de comprimento, e , Mxy, My , M são os momentos resultan 
tes por unidade de comprimento, cujas direções e sentidos estão 
indicados na figura A3.2.

A partir da hipótese de que a casca ê fina, as quanti
dades z/r^, i. = 1 , 2 podem ser desprezadas em relação a unida
de; então, considerando o tensor tensão simétrico (t = t ),xy y x J
chega-se a:

Nx °x d:: (A 3 . 6 a)

N
y °y dZ (A3.6b)

N = N xy yx Txy dz (A3.6c)

TIZ dZ (A 3 . 6 d)

vy
T d.z yz (A 3 . 6 e)



Mx -öv - t - d z~A (A3. 6f )

M =
y

Oy z dz (A3.6g)

M = M xy yx t z dz xy (A3.6h)

Figura A3.2
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A4 - TENSÕES RESULTANTES E SUAS DERIVADAS EM FUNÇÃO DOS DESLOCA
MENTOS u, v, w E DO MOMENTO-Ms .--------------

Substituindo as relações deformações-deslocamentos (2. 
6) nas equações (2.11) e (2.14), obtem-se as tensões resultantes 
em função dos deslocamentos. Visando sua substituição nas equa
ções de equilíbrio (2.12),calculam-se também suas derivadas.

N A 12 11 + A 11 A12 v ( An  
1 rl

r^ r
^i2)w ~ Prp 

. . . (A 4 . 1)

N's
,2

") A 12 + r A 12 u + (■—  A12 + Aj^u' + A 1X u" +

+ ^ r  A * 2 ~ r 2 Â ; L 2 ) V  + r  A l 2  V ' + ^ r  ^  ~ v 1 ^ 1 1

(rx r") ' (1̂  r") r '
A12

r r
— ---  A^2) w + (-1—  A 11

r t1 A 12)w’ - pT - B1 p,j. (A4.2)

N, r 1 r -)w - B2 pT

N0 A 22 U + A 12 U ’ + Á 22 v + ( A i2 r r 11

r^ r'

...(A4.3)

A22)w ~ p.

(A4 .4)

N _ = - A u - -—  A- _ v + A,T v ’ s0 r 33 r 33 33 (A4.5)

^sO Â33 U “ A33 V + A 33 V ' r r
(A4.6)
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Ns0 A 33 r2 A 33')U + ' Á33 u .2- )- — 3-3- ----- A3-3r r
.AL

+ (A r '
33 A 33)v' + A 33 v' (A4.7)

M0
D

r r1 

r '

(D

ÍD

22
12-v „ rl r rn-)u 2 (d22
11
2

r
°12,- 1 rn D ---) v --- * (D - -
D] 1 r D

. • D12 m a rU12 „ n .- —— J w + ----M + (--- B - B ?)m,r
D D DU11 U11 U11

12. ••— ) w
11

(A4 .8)

M r 1 D
0 r r .

M0 r rn

(D

(D

(D

(D

22

22

22

12, • — ) u
r r 1 (D 2.2

D
^  CD,,

D11
22 i-2)w

11

1 2 * ^1 2 * ^12 — )w' + — - M + (-i- B1 - B.)mn.s 1 2 1

D11

(A4 .9)
11 D11
2 r r"
^ ) ü  - - I r -  (D22 
11 r 
2

D11

D12r- 1 m
2 2 2D r1 1

D

12v ., A °12 ,D12 D D , ..? 7 -----)w +   M + (---B, - B,;)m
D D D
U 11 11 L11

i 2)w
*11

(A4.10)

r  r  r r '2 r. r ' r r j.

(r r-j)
(D22

D2
_ ü )  + - L
D 1 1 r  r -

(D22

D12) .
D11

u +
T T-

(D
2

D1 2
22 )u' - {

D11

(r2 r")'

2r ' r 1 r' D
(D,.22 11) + "I 1

D
(D, 1 2

11
2 '''"'2 2 r D

) ’ } v
11

rl r D
2 ('D22

12) v '
D 11

2 D
2 '^D2 2

1 2) +
D

D12-
22 D11

w r ’ II
aV; 12

72
) w ”

11

11

1
r2 CI)22



91

12,

11

1 D
W ~ o _C P. 9-9— ---
--- r D12 DJJ11

^1 2

D, D, ~ d17
+ _ L £  M;  + ( — — B j  - B 2) ’ mT + ( —  * 1 ~ B 2^ mT (A4 .11)

D11 D11 D11

, . r, r" r' (r r”) ' r, r”
Ms0 0_ D3 3 U +  ̂ 12 ~ TI )°33 V IT" °33 V ’2r r1 2r 2r

+ 2 D w - D w' 
r r

(A4.12)

r r" r ' (r, r") ' r, r" 
s0 = I----  D33 ü ♦ -------- -4---- >D33 * - - T -  D33 *2r r- 2 r 2r

+ D w D w'
r r

(A4 .13)

M' = - {— -- D ’
30 2 r r 331

r' + r

(r Tjí D3 3} u * 2r r D33 U ' +

+ { 3 
2

(r1 r")'r' (r, r")r” (r, r")r 
2----  * - 4 ----- 2 - -1... 3-.

1 
, 2

(rj r")" 

2r D33 +
(rx r”) •

2 r
D' } v +
ó 3

+ {
(r , ,  r " )  ’

°33 - ~  D33> v '

r

2r D33 V” +
T n  ?  T  1 T  1(i-õ - + —õT Di -,2 3 ;>3 2 33r r I’

w +

+ (2 -C D ,7 - - D ’ )w’ - - D,, w ”2 33 óó jor r r
(A4 . 14)
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1 1 jvj> = — f ---_  n<
S 0  . „ _ 332 r rr

T  1 T  +  T  T  1 \1 1
D.v3-} - - -

+ {

2r -J 33-

 ̂ (r^ r")'r' (r^ r") r" (r^ r")r

(rx r”)

2r °33
Cr3 r") ’ 

2r D33} V +

3
2

(r1 r")' r1 r
D -  — -------- D ' ) v '33 2r 33

Tj r' 

2r D33 V” +
2Y M 7' *

Ĉ 2 - 2 V )  D
r r

+ -—  D ' 33 2 3 3 w +

D 33  S "
(A4 .15)

Da equação (2.12d) obtém-se:

Q = I (r Ms) ' ♦ I M  - n  M
r r r

Substituindo as expressões (A4.8) e (A4.13) nesta equa 
ção, chega-se a:

,2,2 D
QS _2„ (-D 22 „ -*11 0_2 _ 033 U 2 °33 v ' +r r. D 11 2r r1 2r ‘

r^ r" r' D %  (r r")'
T (D33 + °22 " “ " ;~2 °33D11 2r

, 2
v + ( D,2 2 2

D 2 D 217 \ r ' 17- ± ^ ) w '  -  —õ  D_  _ w ' + ~  ( D ^ 7 + V - -i±)w + M' +
D,, r2 33 r3 33 22 D,11 

r '

11
D,

íi ' 1 2 ^  A/I r' ,.^ 12  u  n (1 _ ---_ —  (-------- bx - B 2) m~
r D 11 r D 11

(A4.16)
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A5 - COEFICIENTES DAS EQUAÇÕES FUNDAMENTAIS

As equações fundamentais (2.15) desenvolvidas de acor
do com o procedimento indicado no item 2.7, tem como coeficien
tes :

C1 r A 11

C2 r ' A U  + T A 11

, 2 r D
(D,C, = r" A l0 + r ’ A' - --- A 0- 0

J 12 12 r r r2 D
12-

11

r s ~  A + .— .1__  n4 33 0 2 33r 2r r.

C c = A ,9 + A,, ---- D.,5 12 3o 2r ’o

D
(D33 + D22 12.

D11

(r1 r")

2r r., 3 3

C A J  - rx r" A 12 * (D2;: ' >
rl r i-j Du

r r-
D33

Cg ( - 2 ' A 11 + A 11 
rl rl rl

(r] r") r ' A12 r r" A ' + 1 12

A 22

r ' D
(D-, + D, 12

'10 _ 2 VJJ33 2 2
1 1 U11

)
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'11

Ci 2 = ~  ci -
T i Dn

^ 1 3  “ A ] ? + A , ,  - ~  D 
10 12 33 2r 33

'14 + A,_) + A ’ - r * r ” /•! n r 22 33' m33 g C~ D77 + D
D12 .

D11

'15

1 r" ri r”
®33 + ----- D?,2 r 2r r 331
(r r”)2 

r A * _ i -----  D
2r

’16 = r ’ A33 + r A33 + (r1 r") (r2 r")r1

2r D33 *

ri r ”
D33i

(r r")2
C17 j A 22 + *  *

r ,2
C18 ~ _ C—  + r")A33

(D °1 2. 
22 - — ) 

11

r r 
r ' Ah  * — r

(ra r")r'
+

3 j>

Cr] r")" (r r..}

2r

Cri r”) ’ Cr. r")
°33}

r r" 
1 r D.‘19 r “33

r, r"
C20 = — ~ °Í3 +

r1 r" r' d 2
'’22 - r 12) 

Û11
(D.
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'21
r  1 r "

y (-D2 2
D 12-
D

■Mr

r  T 1 1 = _  A -  __±_____  A'22 12 22 
rl

( r r " ) r "
D33 °33

rl r" D12
'23

r  D 11

'24
r  r .

D 33

,2 D
= r r" A - -—  A '25 rl 12 A 11

1 r  r-

(D
12 .

22
D 11

'26
( r ,  r " ) r '  , 1 3

A22 A12 + 
r  r-£ r  r .

- 2
. 2 , 

r  ' r  ’
+ ----  iH D

r  r . r  r
22

1

D

CD
D 11 r  r

22
D

11-, ,
11

‘27
r  r .

D33 D.
T '

+ - J -—  (D

D 1 2-
2 "33 ' 2 V'J22 

r  r D 11
r  r  1

'28 D33

C29 2 *■
r ” r ’ (r-, r ” ) ’

)D 33
r r 1 1 L * i
— - d33 + r —

2
D12,

22
11

'30
r  r ”

3~ ^ 2 2

D 12-
D 11
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l
22
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2 __*_______ + ? __i________
Z  2 2

- 2
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D33 * <2
(rj r")•

ID1 +
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(r^ r") 'r
- 2

(r^ r")r ' 2 
3

(r r")r"
(D 12,

2 2  _ ~D 11
(r r")r' D

(D22 D
11) -
11

C32 " 2 D33

, 2
'33 (D

D 12 -

22 D11

C34 = 2(^2 °33 " 7 D33}

'35 (2
r ï r > ,3

0(D D12 r '2
22 - + V  fD22 U11 r

D

D
11) ,
11

'36
D

3 (D22
12,

D 11

'37
,2
-)(D

D 12
22

11
r , D

+ “ 2 (D22 - - r D
12,

11

'38 = 2r" A
r (r1 r")

12 ‘ ~2 A 11 A 
ri r

22

C39 r

D
'40 = r ' (2 12-

D 11

1 D12
‘41 r D

11
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'42
*̂12 *̂12 r<< ( 1 ---i£) - r ’ '
JJL D1-1-

'43
ri 
~  D11 
rl

r 1
r r.

D12

'44 D11

'45 D12

r 'C = —  D 46 r 12

'47 D 11

'48 T  ° 1 2r

C49 1

bl = ~r ps + r B1 PT + Cr ' Bj + r Bj - r 1 B2^p1

r 1 ^12—  (- B.l - B2)mT 
rl U 11

b*2
r r" D

"r P0 + B2 PT + B1 ' B2}IÍ1Tr D 11

b*3 'r p z + Cr! r" B 2 Bi)PT +
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DU11

D 12r"(—  B, - B )
DU 11

1 rDl2Hlrp
D12. - B )m + r ' (--- Br D L y r-v 1

li un
B 2 ) nuj.

b3
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A6 - COEFICIENTES DAS EQUAÇÕES FUNDAMENTAIS ADIMENSIONAL1ZADAS.

Considerando as definições e operações indicadas no í- 
tem 2.8 , onde é realizada a adimensionalização e a expansão das 
variáveis em série de Fourier, os coeficientes das equações 2.16 
são:

P11 p all

qll p ' all + p ail

, 2
rll = p” al2 + P' a a,12 “22P P P]_2 B d0 " a33

2 P P

P '  P " (d 3 3 + d0) -

( p- j  P " ) '  

2 p  P n 33 } n

q 13
,2

all " pl p al2 + P P-
d0 +

P P- d33 n

13 r£l - P Plla + ÍL_ a - 2 11 11
1 M1 

_ 11
’1

pl
Cp 1 p m) ' + -e -

’iJ
a12 - pl P” aÍ2 +

P i  P "  P '
a P ’ 6 ( d , + d0)n2
22 2 M V U 33

Pl  P

ll 4
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14
_ P 3(1 - ds)

q 21 ~ ^ a l 2  + a 3 3  ? 3 d 3 3 ^ n
Z p

21 (' a 2 2 + a 3 3-) a 3 3  "  2 d 3 3  + d 0 ) ~ P 3 d ^ 7 +2 P ‘3 3

1 PÍ p"+ ± _i---  3 d
2 p p 33

1
n

22 p a 3 3  +
( P x P " ) 2

3 d 3 3

■22 p ’ a 3 3  + p a 3 3  +
P1 p

( P x P " )  ’ -
Cp x p " ) p  

2 p d 3 3  +

Px P
d 3 3 }

22

„ I 2 p -, p
(---- + p")a - p- a^ * -----

P P

( Pj ^  P ” ) "  ( P 1 P " )  ’ p ’ 

2 2 p

( p- j  P " ) P '
d 3 3  +

( P x P ” ) ' ( P x P " ) P '
d 3 3 } 22

( P x P " ) 2
3 d0 n

p 2 3
p! p

6 d 3 3  n

q  2 3
P2 P

d 3 3  +
( P ,  P " )  '

dO) 3 n

Px P
23

3 d0 n' P1 p ( P x P " ) P "

Lpl
12 ‘22 3 d

33
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(P2 p")p
n

P-1 P
r 2 4  = ------------  B d s  n

, 2
q31 P2 P a12 11 P P-

3 d 0 ------- -—  ß d 3 3  n 2
P P n

( P x P ” ) P 3
31 a22 al 2 (~ T

-  7
P P-

P '  P "
P P-

•2P P , 2

P P-
_±)ß de - *—  ß de1 - (-

p  p- p p-
d  1 1 :>3 P P-

P P-
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P i  P
p32

l3 2 (2
Cpx p " ) p ’ Cp-l p ” ) ' p-1 p

d3 3 d3 3 +P

( P i  P " ) P '
d0}ß n

3 2
1 P1 p { al2 + a £ 2 +
I

( p j  P ” ) P

P

Cp, p") 'p ' Cp, p")p" 
2 — ~— ~----  + 2 — 1

T

, 2
( P 1 P " ) " CP-j  p " ) p '

C p j  p " )  ' Cp -, p " )  ’ p ’ Cp -, p ” ) p ’ 2 --i--- ---- _ 2 ------ *---  +

Cp j  p " ) p ’ Cp -, p ")p ’ p , p ' t
ß de + — ------- , ------- ß de'} n  + 3~- ß de n
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33
_ P , 2

ß d© + 2 - 3 H n33

l33 (2 P '  P "  p ’ 3)d0 + £l_ (30 1 ß - 2( ^  d„_
p 2 '>3 ~ 3 3“ d^) g n 

P

33 2p" a (pl P")
12 7 11Pi P 

, 2

'22 “ I "̂~2 ~T~Jd33 +P p ‘

* 2 h  d33 * - 2 --j-Jde * K , d 0 ' 2 1 An - ~3 3 de n4 
P

34 P 3

^34 ~ p '^2 ~ ds)ß

r34 [ p " C 1  ~ ds) - p' ds']B - - 3 ds n2 
P

q4.1. ~ 11

r41
p p2 12

P1 p ’
42 2 12 n

P4 3 dn

r43 ' - S  d n  n 2
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C1 “ -p Psn * p bl Pin + [p '(bl * b2) + P bi] PTn *

* —  6 (ds b, - b,)in„,
Pj 1 2 ln

P I P"

C2 = ”p p0n ■ 2 n pTn ’ 8 (ds ^  - b2)n mTn

C3 " ”p pzn Cpj p" b 2 - £- b1)pTn + [p'fds' b] + ds b,' - b') +
P1

+ P ” ( d s  b l. "  b 2 ) + A  ( d s  b x -  b  2 ) n 2 J 3 mT n  +

+ P' (ds bx - b2)ß m|n
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A7 - TENSÕES EFETIVAS NO CONTORNO

Para estabelecer a equação que estipula as condições 
de contorno nos problemas de cascas de revolução, utilizou-se o 
conceito de tensões efetivas no contorno.

As tensões efetivas no contorno são determinadas a par 
tir das tensões e momentos resultantes que atuam no contorno,con 
siderando-se uma curva de contorno s = constante. Para tal, con
sidere-se a figura A7.1a, com ab = bc = dl, onde estão mostradas 
as tensões e momentos por unidade de comprimento.

Substituindo o momento por unidade de comprimento Ms0. 
por duas forças Mgg e o momento por unidade de comprimento 
^s0 + C3Msg/3£)d£ por duas forças Msq + (3Msq/3£)d£, chega-se 
ao esquema de forças esquematizado na figura A7.1b.

Fig. A7.1

Considerando o ponto b, o somatório de forças na dire
ção radial ê:

3M
EFr - Qs d£ + (Ms0 ♦ S0

3 l
d£)cos <|> - M n cos <p S0 (A7.1)

Como dl e uma quantidade infinitesimal, <j> é um ângulo pequeno e 
cos <p - 1 , então:

3M
l F = (Q +r vxs

S0
31

) dl {kl. 2)

e pode-se definir
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Qs = Qs — — _________________________ CAZ

Considerando ainda o ponto b, o somatório de forças na 
direção tangencial fornece:

3M£Ft = Ns0 d-C + 2Ms0 sen 4> + — —- dl sen <p (A7.4)
dl

sendo sen <í> ~ pelas razões apresentadas acima.
Pela figura

d l dP 
2<p - —  e portanto <[> - ---- (A7.5)

r 2 2 r 2 

Assim, a equação (A7.4) fica:

a o  ^  . p
EF = N d l + 2M _ ^  dl (A7.6)

su Sü 2 r 2 dl 2 r2

e desprezando diferenciais de ordem superior,

M _
EFt = (Ns0 + ~ )d£ Í A 7 '7)

r  2

podendo-se definir

M _

*s0 “ Ns0 + —  fA7'8)
1 2

Como o contorno ê sobre a .linha de coordenadas 0 , e 
considerando que a casca ê fina, a equação (A3.1b) fornece

d l  = B dO (A7.9)

e como a casca ê de revolução B = r (equação Al.16), então

dl = r d© (A7.10)

Desta forma a equação (A7.3) fica
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Qs = Q§ + ________________ _____ (-A7-.-1-1-)-

e a equação (A7.8), utilizando a equação (Al.17) que fornece r^, 
passa a ser escrita da seguinte forma:

^s0 = Ns0 " —  Ms (A7.12)

1 9M

Adimensionalizando as equações (A7.11) e (A7.12) con
forme o procedimento indicado no item 2.8 , chega-se a:

«s„ = ^sn + ~  Ms0n (A7-13>

Pi P"
= Nc n --- ---- 3 M _ (A 7 .14)sOn sGn s0n

Utilizando as equações (2.18) pode-se determinar Q
e N n em função do vetor X = (u , v , w , M J* e sua primeira s0 T n n n sn
derivada em relação a Ç.

, 2

P P-
P1 p

(P] P")P'

Pj P

3---  (2d33 + dO) 0

■=—  0 d, n v ’ + 2 33 n

(P-, P")'
2 2 d33

P
n vn +

£ j -  6 d0 + 2 í j  B d33 n 2 w
t

- (2d33 + d0) 0n +n 3 P n

+ 3 Msn + ~  (1 ’ ds)3 Msn " ~  (ds bl " b2)B mTn fA7-15)P P

P2 P
Ns0n *•“ a33 + 7 2 d33 Un “ { a33 +P 2 p  p p

Cp x p")p

ÍP1 p (P-, P")2 
a33 + 7"~2 6 d332 P '

v ' + n
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Pj_ P "  p '
d ? ? 3 n w. ------ n- -i-  ̂7 — 3- -íi. -W. '— n
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A 8  - E L E M E N T O S  D A S  M A T R I Z E S  D A  E Q U A Ç Ã O  D E  C O N T O R N O

Com as condições de contorno dadas conforme o Item 
2.10, e as definições de variáveis adimensionalizadas conforme o 
item 2.8 , os coeficientes das equações de contorno são:

f. lll

_ P ’ 12

f3 al2 nP

, _ 1 pl P
4 all

P i P
12

f 5 ^  2 8 d 3 3  "  a 3 3 ' | n2 P P

( p- ,  P " ) 2
f 6  = 7~2  6 d 3 3 + a 3 32 P

a-
P]_ P

3 3
CP l  P ” ) P  ’ ( P 2 p " )  ’

2 P 3 3

P x P

P x P” P'' 

f 9 = 3 6 d 3 3  n

10 ß d© ß d,- n ‘
P l  P 2 K 2 M u 33

P x P

P 1 P"

f l l  = 2 ~  6 d 3 3  n
P
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12

(P-. P")P’ Cp -, P”) '
(-2d3 3 + dQ  ̂ -----2---- cU3 ß n_

,2

13 P2
£—  N 0 + 2 ~  n2

14 3 + d0)ß n"

f = £_ (1 - ds)ß
p

f..18

y l el + gl bl PTn

y 2 " e2

y3 ~ e3 + g3 P (-ds bl " b2^ß inTn P

y4 - e4
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A9 - ELEMENTOS DAS MATRIZES DA EQUAÇÃO QUE REGE AS DESCONTINUIDA- 
DES --------- ------------------------------

Considerando a definição do vetor Z = (N , N' , Q* sn’ s0n xsn’
<})sn} e as equações que fornecem suas componentes em função das 
componentes dos vetores, X' e X, os elementos não nulos das ma
trizes S , T e do vetor L que aparecem na equação (2.24) são:

S11 all

(pi P - r
S 2 2 ~ a33 + T l  3 d332 p

P 1 P
23 d,, 3 n

P 1 P

'32 2 3 d33 n

’33
• 2

= P^_ 3 d0 + 2 3 d33 n2
P

s34 3

S 43 ”1

t = £-- a Z11 12
P

t 12 = ” al2 n
P

!_ pi p "
13 all d12

P]_ P
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'22

'23

P ' Pi P ’

33
(Pj P")P’ (p., p")'

2----- ------- ~~
P 2 p

ß d 33

•CP] p " ) p ’

'31

32

(~f—  ß de + — I— 

p pi P2 p'
ß d33 n )

^ 1  P " ) P ' (7 (P-, P ”) ’

p3 33 + d0^ß - — 1--- ß d33 n

33 ~ ^3 C2d33 + d0)ß n 2

:34 ~  (1 - ds) ß 
P

'41

11 * -b p

i =  - H L (ds bj - b )ß
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AIO - PROGRAMAS C O R T E R  E C O R T E RDE

Neste apêndice apresentam-se os fluxogramas dos programas 
digitais desenvolvidos para as cascas sem descontinuidades (CORTER 
e com descontinuidades (CORTERDE), e os das subrotinas utilizadas 
para solução dos sistemas de equação em cada um destes casos (COLE 
RA e CORADE respectivamente),com o objetivo de mostrar sua estrutu 
ra de funcionamento.

0 programa CORTER pode ser utilizado na solução de pro - 
blemas de cascas de revolução submetidas a distribuições de tempe
ratura e cargas quaisquer, cujo material possa ser considerado 
elasto-termicamente ortotrópico, com propriedades variáveis de for 
ma contínua ao longo do meridiano, cuja forma possa ser modelada 
através de segmentos de reta e de circunferência, desde que con
cordantes. A espessura pode ser uma função do comprimento do meri
diano, com derivada contínua, e o espaçamento pivotal deve ser cons 
tante em toda a casca.

Quando as propriedades do material, a espessura ou o es 
paçamento pivotal variam bruscamente, ou a função que define a for; 
ma do meridiano tem derivada descontínua, o problema deve ser re - 
solvido utilizando-se o programa CORTERDE.
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FL UX OG R A M A  DO PROGRAMA CORTER

G
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F L U X O G R A M A  DO PR OG RA MA  CORTERDE





F L U X O G R A M A  D A  S U B R O T I N A  C O L E R A
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FLUXOGRAMA DA SUBROTINA CORADE
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