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RESUMO

Em diversas situagOes praticas, tais como em reservatd
rios e vasos de contengao, cascas de revolugao podem estar subme
tidas a distribuigOes de temperatura e carregamentos estaticos
das mais diferentes formas.

No presente trabalho desenvolve-se um modelo analitico
numérico para a determinagdo de deslocamentos, tensoes resultan-
tes e deformagoes, objetivando possibilitar a analise do compor-
tamento de cascas nestas situagoes.

O desenvolvimento analitico € realizado, utilizando-se
a primeira aproximagao de Love, e a formulagdo numérica e feita
atraves de diferencas finitas, sendo os resultados obtidos por

meio de um proégrama digital,

se



ABSTRACT

Rotationally symmetric shells can be subjected in
practical applications to a variety of temperature and static
loading distributions.

An analytical-numerical method is here developed for
the determination of displacements and resulting stresses and
strains, in order to provide the feasibility of an analysis of
the behavior of shells under such conditions.

An analytical development is presented, using Love's
first approximation, and a numerical f(ormulation, using the
method of finite differences is obtained. Results for a sample

of test cases are obtained by means of a digital program.



I - INTRODUGRO S

Uma casca fina pode ser considerada como um corpo limi
tado por duas superficies curvas, espagadas por uma pequena dis-
tancia [13]. Desta forma pode ser imaginada como a materializa-
gdo de uma superficie curva, assim como uma viga e uma placa pla
na o sao para uma linha reta, e para uma superficie plana, res-
pectivamente. ‘

Uma casca tem trés caracteristicas fundamentais: sua
superficie de referéncia, espessura ¢ contornos. Destas, a4 mails
importante €, sem divida, a superficie de referéncia, por defi-
nir a forma da casca. Além disso, como a casca pode ser imagina-
da como sua materializagao, pode-se estudar seu comportamento a
partir do da superficie de referencia.

Em cascas de revolugao, a superficie de referéncia @&
uma superficie de revolugdo, gerada pela rotacao de uma curva
plana (meridiano) em torno de um eixo, chamado eixo de revolugao.

A espessura da casca € a distancia entre as duas super
ficies curvas, medida ao longo da normal a superficie de rcfereén

Eixo de
revolugo

Super fic_z’.@_gs/

r.) Y .
refsréncia \

Figura 1.1



cia. -

0os contornos tem sempre a for-

o " Em cascas de revolugio,

ma de coroa circular.

Devido a forma da casca, um ponto material sobre ela ¢
comumente localizado por um sistema de coordenadas curvilineo
(Apendice Al).

Em diversas situagdes praticas,tais como em reservato-
rios e vasos de contengao, uma casca de revolugao pode estar sub
metida a distribui¢oes de temperatura e/ou carregamentos cstati-
cos das mais diferentes formas. O presente trabalho tem por obje
tivo a determinagao da configuracao de deslocamentos e tensoes
nestes casos. _

Quando a forma geométrica da casca ¢ simples (espessu-
ra constante, por exemplo), seu material & isotropico, ¢ a dis-
tribuigao de temperaturas e/ou cargas a qual ela se encontra sub
metida tambem & relativamente simples, pode-se determinar a con-
figuragcao de tensoes e deslocamentos analiticamente. As referen-
cias [10,13,15,16], apresentam solugoes anallticas de varios pro
blemas, principalmente para cascas sob carregamentos de forgas,
momentos e distribuigoes de pressao.

A medida que a forma geométrica, o material e a distri
buigao de temperaturas e/ou cargas s¢ tornam mais complexas, e o
modelo mais proximo d@ realidade, sua solugdo sG pode ser determi
nada numericamente. A referencia [13] apresenta uma compilagio
dos varios métodos numéricos utilizados na solugdo de cascas,bem
como relaciona os principais trabalhos publicados no assunto, a-
té a data de sua edigio.

No presente trabalho, considera-se que a distribuigao
de temperaturas e/ou cargas seja qualquer, ao longo do meridiano
e da diregao circunferencial, com a ressalva de que nesta, ela
deve ser suficientemente ''suave' para que possa ser expandida cm
seérie de Fourier. O material € considerado elasto-termicamente
ortotropico, podendo suas propriedades serem variaveis ao longo
do meridiano. Como a casca € considerada dec revolucao, na dire-
cao circunferencial as propriedades do material devem, no entan-
to, ser constantes, devendo o modulo de elasticidade e o coefici
ente de dilatagdo térmica ser tomados para o valor da tempera-
tura media.

As propriedades geométricas da casca sio definidas pe-



la forma do meridiano, dada por uma fungiao que fornecce a_ distan

~tiado €ixo de revolugao ao meridiano "r" (figura 1.2), ao longo

do comprimento do meridiano ''s'':
r = 1r(s) (1.1)

e pela espessura também variavel do longo do meridiano.

A funcao que define a forma do meridiano (1.1), pode
ainda ter derivada descontinua (figura 1.2), o que, conforme no-
menclatura adotada a partir deste ponto, caracteriza o problema

das descontinuidades.

Figura 1.2

No capitulo dois € apresentada a formulagao analitica
do problema, baseada na teoria de cascas conhecida como primeira
aproximagao de Love.

No terceiro capitulo & mostrado o processo numerico u-
tilizado, compreendendo a obtengdao das propriedades geometricas
do meridiano, a formulacdo numérica atraveés de diferengas fini-
tas e os algoritmos utilizados para a solugao do sistema de c-
quagoes.

Como o sistema de equagbes na analise de problemas com

e sem descontinuidades € diferente, os algoritmos para sua solu-



Gao tambem o sao, e devido a este fato,desenvolveram-se dois pro — — —

gramas digitais (CORTER - sem descontinuidades - e CORTERDE -

com descontinuidades) para executa-los. Desta forma pode-se am-
pliar o conceito de descontinuidade, passando ela a ser caracte-
rizada por uma mudanga brusca de espagamento pivotal, de espessu
ra e de propriedades do material, alem da descontinuidade na de-
rivada mencionada anteriormente.

Finalizando, apresenta-se no capitulo quatro os resul-
tados, comparagoes e conclusOes de alguns problemas, resolvidos
utilizando os programas digitais.
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11 - FORMULAGAO ANALITICA

2.1 - Introdugao

Neste capitulo sera desenvolvida a formulagdao analiti-
ca do problema, a partir de um exame das hipoteses basicas da
teoria de cascas utilizada.

Com buase nestas hipoteses, obter-se-do as rclagdes de-
formagoes-deslocamentos e, definindo tensoes e momentos recsultan
tes, as relagoes tensoes resultantes-deformagoes.

Utilizando as equagdes de equilibrio para um elemento
generico de casca, chegar-se-a as equagOes diferenciais parciais
fundamentais que regem o problema. Adimensionalizando e expandin
do as variaveis em série de Fourier, obter-se-a um sistema de e-
quagdes diferenciais ordinarias.

Completando a formulagao, analisar-se-ao as condigoes

de contorno e o problema das descontinuidades.

2.2 - Hipoteses basicas

0 desenvolvimento analitico uprescentado neste capitulo
baseia-se na teoria de cascas, normalmente referenciada como pri

meira aproximagao de Love, fundamentada nas seguintes hipoteses:

1. A casca ¢ fina;
2. Os deslocamentos que ocorrem sSid0 pCcYuenos;
3. A tensao normal a superficie de referencia (0,) ¢ desprezivel;

4. Segmentos de reta normais a superficie de refercncia antes da
deformagao, permanecem normais a superficie de refercncia de

formada, ndo mudando dec comprimento durante a deformacgao.

A consideragao de que a casca ¢ fina estabelecce prati-
camente toda a teoria, ja que a terceira ¢ a quarta hipoteses
sao feitas a partir dela. Diante da dificuldade dec estabelccer

precisamente uma definigao de casca f{ina, adota-sc comumente 0
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termo para cascas em que a relacao entre a espessura ¢ O mMchor

raio-de—curvatura pode $ér desprezada em relagdo a unidade.

A hipotese de que os deslocamentos sao pequenos, permi
te supor que a configuracldo da superlicie de referencia apos a
deformacao, seja aproximadamente igual aquela antes da dcforma-
cao, permitindo desta forma que se desenvolva todas as equagoes
referenciadas a superficie de referencia antes da deformagao. A-
lem disso, esta hipdtese €& necessdria para que possam ser utili-
zadas relagoes deformagoes-deslocamentos lineares, o que cm con-
junto com 4 lei de Hooke faz com que 4 teoria resultante seja e-
lastica-linear. Para a discussio dos resultados das outras hipo-
teses, considere-se a lei de Hooke para um material homogénco, <

lastico ortotropico:

() T e 2 M) ()
- [ 1} 4
€, . Es E G| |
Yos { Jez .
© B E. TEr Go ] |Xre
Nzs  _Vze 1
€ Es Ee E» G L 1
. » s
< l ¢ + < Tﬁ(z.])
Cso fﬁ; Eso 0
Vaz 7&; Esz 0]
Te: | ?h; L o
N/ o 4N/ ./

onde Og» Ogs O, sao as tensoes normais nas direcgdes (s,0,z), ¢

S k]
€ €. sao as deformacoes : ente ' >
o' €2 a ormagoes correspondentes, Yso' Ysz° Yoz © Tgo°
Tg,» Tgy S840, Tespectivamente, as deformacoes e tensoes cisa-
lhantes, T e a temperatura no ponto(s,0,z),¢c o o Sa0

ts® %o’ %tz

os coeficientes de expansao termica linear , nas dire¢des (s,0,
z). Finalmente E E E 3 3

) _ S’ 65 2’ GSG’ (352, ()OZ 56’ \)0:75 \)Sz, \)ZS’
Vg, V,g S0 as constantes elasticas (modulos de clasticidade ,mo

c Vv

dulos de elasticidade transversais e coeficientes de Poisson) uo

longo das tres coordenadas, relacionadas cntre si da scguinte ma



neira:

A terceira das hipoteses mencionadas anteriormente po-

de ser expressa como
g, =0 (2.3)
. . . P - -
sendo razeavel para cascas finas, exceto para regioes proximas a

cargas concentradas.
A quarta hipoOtese, da preservagao da normal, implica

em
€2 T Y5z T Yoz T 0 (2.4)
Desta forma. a lei de Hooke (2.1) fica sendo
7’ N r \) R ( )
€. 1 -39 0 o ( a
S E N S ts
[ ‘0
de o bo| Pes 2 o 1) + q o T (2.5)
o [ . E ) “to
s S]
0 0o 0
Yso | . Tso )
N SO J
2.3 - Relagoes deformagoes-deslocamentos

No apendice A2, sao desenvolvidas relagbes deformagoes
deslocamentos para cascas cujas linhas de coordenadas sao linhas
de curvatura principais, nas quais é adotada a primeira aproxima
g¢ao de Love, a partir das relagoes deformagoes-deslocamentos es-
tabelecidas na teoria da elasticidade.

Utilizando as equagoes (Al1.16) e (Al.17), pode-se par-
ticularizar as equagoes (A2.5) e (A2.8) para cascas de revolu-

¢ao, lembrando que, conforme o apendice Al, as linhas de coorde-



nadas.séo (s,0,2):

E: = u' + w/r (2.64a)
o _ 1 , . ey
€9 7~ (r'u + v - ry w) (2.6b)
. .
R . (2.6¢)
1 I
1 ,
(b = e U - W (2.()d)
s T
1
r, r"
%:___1_.__\,*.1\; (2.6¢€)
T T
rV
kS = - ~% u + L u' - w" (2.61)
r] ry
. r r" '
kg = LA 5 V- 17 Wo- - w (2.6g)
r T, T r T
. T 1trll (1 rn)v T rn , . .
ks@ I S + (2 ] 5 - 1 yv - 1 v o+ 2 17 w - 2 1 w'
rT, r” T T T T
«..(2.6h)

onde se utilizou a simbologia 3/3s( ) = ( )' e 3/30( ) = (.).

2.4 - Tensoes e momentos resultantes

A hipotese da preservagao da normal implica numa dis-
tribuicao linear das deformagoes ao longo da espessura da casca,
(Apendice A2). Desta forma, pela lei de Hooke, a distribuicao de
tensoes ao longo da espessura de cascas finas também & linear.
Torna-se conveniente entao, integrar as distribuigoes das ten-
soes ao longo da espessura, obtendo as tensoes e momentos resul-
tantes, ja que assim elimina-se a variavel z, e o problema passa
a ser bi-dimensional. '

No apendice A3, mostra-se o procedimento para a obten-



gao das tensoes e momentos resultantes por unidade de comprimen-

-—-—-to, considerando—um-sistema de-coordenadas ortogonal—(xyy5z)+v—
Para cascas de revolugao com um sistema de coordenadas

(s,0,z) os resultados obtidos nas equacgoes (A3.6) ficam sendo:

NS = [ O dz (2.7a)
NG = f 99 dz (2.7b)
Ns@ = N@S = J T dz (2.7¢)
[
Qo = | 1, 42 (2.74d)
' )
)
QO = Toz dz (2.7e€)
J
]
MS = o5 Z dz (2.71)
J
'
My = | 05 2 dz (2.7g)
Ms@ = MOs = Teg 2 dz (2.7h)

com as diregoes e sentidos das tensoes e momentos resultantes in
dicados na figura 2.1.

2.5 - Relagoes tensoes resultantes-deformacgoes

As relagoes tensoOes resultantes-deformagoes sao obti-
das pela substituigao das relagoes tensoes-deformagoes nas equa-
goes (2.7), que definem as tensoOes resultantes.

Resolvendo o sistema (2.5), chega-se a:



Fig.

com

10

- TensoOes resultantes em um elemento generico da casca.

g=Hg¢e~BT (2.8)
t = t
{o _, 0g TSO} ©g = [eS, €0 Yso}
E* ‘ B - 0
ts * Vos o %to *s Vos Ef
; D * - ok} "
to ¥ Vso LS Cyo P H Voo LS E 0
0 J 0 0 GSO J
B* = 2 e Ey = 0
Q - Vso Vos) (1 - Vso Vos)
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Como a distribuigao das tensGes € linear ao longo da

- espessura- da casca;—utiltizando as relagoes (A2.7), pode-s€ escre

ver:
- -0 TR 72 "
g =He + 2z HK-DBI (2.9)
-0 _ 0O o o Lt v i t
onde ¢ = {es, €g> ese} , K {ks, k@’ kse}
Substituindo as linhas de (2.9) nas equagoes (2.7), ob
tém-se:
¢ N o “ (] [N 4 ~
N¢ Rip Ry 0 Ryy Ryg O €s ByPr
o}
Ng Riz Ryp 0 Ry Ryg 0 €0 Bopy
o}
Neol |0 0 Rzz 0 0 Ry Yso 0
< >= 5 > =< > (2.10)
Mg Rig Ryy 0 Ryy Ryg O ks Bymy
Mg Risg Rys 0 Ryg Rgg 0 kg Bomy
MSGJ , 0 0 R36 0 0 R66 | i ks@, 0 )
onde f [
R11 = |E* dz R12 = Eé Vos dz
r f
= * =
R14 Es z dz RlS Eé Vos 2 dz
J J
{ f
= * = N
R21 E vSO dz R22 Eé dz
( (
= * = * o
R24 Es Veg z dz RZS E@ z dz
J J
R33 = JGS@ dz R36 = bs@ z dz
R = |E* z2 dz R = [B* v z2 dz
44 J s 45 0 "0s




Pp = [T

dz

12

Se a superficie de referencia for tomada como sendo a

superficie media da casca, as integrais passam a ser calculadas

entre -h/2 e h/2, sendo h a espessura da

as propriedades elasticas do material da

em relagao a superficie media, R

resultando:
r-Ns ~All
1 [ 7t
Ns@’ L 0

rMS FDll

S 12

[ Mgg 0

12

22

12

22

1
)

D

33

33

14

-

J

<

R15

casca.

Desta forma,

s¢

casca forem simetricas

= RZ4 =

Ry

5

>

m

onde Aij sao as constantes de rigidez extensionais, Dij

R

36

(2.

> Py (2.

(2.

(2.

(2.

(2.

sao

constantes de rigidez flexionais, p, ¢ a "forga térmica"

o "momento termico", obtidos da seguinte maneira:

+h/2
App =

Johy2

'h/2
Age =

‘-h/2

ks

.
Eo

dz

dz

12

33

+h/2

J-n/2
¢h/2

/-h/2

E

*

S

A\

Os

dz

0,

11a)

11b)

11¢)

11d)

lle)

111)

as

e m,. o

!



eh/2 h/?2
- o'} 2 - 3 * ,.,2 :
— __DTI_: ES z2- dz I "DIY—** __Lgfwes_ﬁ.ﬂdzu
l-h/2 -h/2
h/2 h/2
¢ . L2 _ 2
D22 h@ z” dz D33 = ’ Gs@ z2- dz
J-h/2 -h/?2
h/2 h/ 2
Pp = [ T dz My = [ T z dz
-h/2 -h/2

2.6 - EquagOes de equilibrio

As equagoes de equilibrio para cascas, podem ser obti
das pela integragao das equacgoes de equilibrio determinadas na
teoria da elasticidade [05,06,14], ao longo da espessura da cas-
ca.

A referéncia [14] mostra este procedimento para cascas
finas, cujas linhas de coordenadas coincidem com as diregoes
principais,e considerando as tensoes resultantes € o vetor carga
por unidade de 5rea,§ = {ps, Pgy» pz} orientado segundo as dire
¢oes e sentidos indicados na figura 2.1, chega a equagoes quc

particularizadas para cascas de revolugao, ficam:

(r NS)' + Nse -r' NO + Qg = -r P (2.12a)
1
(r Ngg) " * Ny # 1" Nooo- 1) 1" Q4 = -1 pg (2.12b)
' . T " _ .
(rQ)" +Qy-— N, +r, 1" Ny =-1p, (2.12¢)
r
1
(r MS) + MSO -r MO - T QS =0 (2.124)

(r Moo)' + Mo £ 1 Mgg - T Qg =0 (2.12e)
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2.7 - Equagoes fundamentais

Eliminando Q_ e Q, das equagdes (2.12), obtem-se:

Ve N - e 1 S VI - -
(r NS) + Ns@ T NO + _ (r MS) + ) Ms@ ‘ MO r p,
1 1 1
.. (2.13a)
. I.l rl' . rl r!l
(r NS) + NG +r Ns@ - - Ny (r Mcg)' - - - My -
r] r' r"
- ——— Ms@ = -T p, (2.13b)
r
AL Y& _ ' [ t l . "' __:_l__ M r_'_ y -
(r MS) + MS@ T MO T MO + (1 MsO) + MG + - MsO
T T T
- LN+, N, = -7 D (2.13¢)
rr S 1 NG vA :

Para que no sistema de equagoes diferenciais a maior
derivada em relagao a s seja de segunda ordem, elimina-se ks

das expressoes (2.11d) e (2.11e), resultando:

2
D D D
- 1z ' S VAN 12
M@ = Ms + (D22 " )ko + (B—- B1 Bz)mT (2.14)
11 11 11
Substituindo as relagoes (2.6) nas equagoes (2.11) c
na expressao de M. acima, e as relagoes assim obtidas bem como

S]
suas derivadas (determinadas no Apendice A4) nas equacdes (2.13),

obtem-se as tres primeiras equagoes fundamentais. A quarta ¢ ob-
tida pela substituigao das relagoes deformagoes-deslocamentos
(2.6) na expreséﬁo (2.11d).

Desta forma, resulta:

C1 u'' + Cz u' + LS u + C4 u o+ C5 v' o+ C6 v + C7 w' o+ C8 w'o o+
+ C9 w o+ C10 W o+ Cll Mé + C12 Ms = bi (2.15a)
Cig U’ * Crpgu*r Cg v+ Cygv' + €y vt Cig v+ Cpg '+
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(2.15b)

24 25 26 27 28
+ Cqy V # Cqp W'+ Cqg W'+ Cqp W'+ Coo W' + Cpo W+
# Cgp W+ Cyg W+ Cyg MU+ Cyo MU+ Cyy M+ Cpp Mo = bY
(2.15¢c¢)
Cpzg u * Cpqu' + Cug v r Cyow’ + Cpp W + Cpg ¥+ Cpg My = by

.. .(2.15d)

onde os Ci’s sao funcdes dos parametros geometricos e das cons-
tantes de rigidez da casca, os b*'s sdo fungles dos paramectros
geometricos,dos carregamentos e da distribuicdo de temperaturas,

e se encontram indicados no apendice AS.

2.8 - Adimensionalizacgdao e expansao das variaveis em série de

Fourier na diregdo circunferencial.

Expandindo as variaveis em séerie de Fourier na diregao
circunferencial, transforma-se o sistema (2.15) num sistema dec e
quacoes diferenciais ordinarias em rclagao a s,para cada harmoni
co da serie.

A adimensionaliza¢do e expansao das variaveis compati

vel com a das cargas e temperaturas ¢ a seguinte:

o, hO o
P, = § psn(s) cos (no)
a n=0
o_h L)
0o o
Pa = z P~.(s) sen (no)
© a n=0 on
o h %
oo
P, = - )X p.._(s) cos (ne)
z a n=0 Zn



5h =/'ro "§ —%i;(s)—‘cos o)
n=0
N = o_h T N__(s) cos (ng)
3 o} n=g SM
N@ = 0, hO § N@n(s) cos (no@)
n=0
= ]
Ns@ % ho § Asen(s) sen (no)
n=0
>
QS = 0, ho § an(s) cos (no)
n=0
Q@ = 0, hO ‘é Q@n(s) sen (no)
n=0
5 by
MS B e § Msn(s) cos (no)
a n=0
9, h3 o
M. = — % M_ (s) cos (n®)
O a n=0 on
o hy =
M = - L M (s) sen (n®)
sO a n=0 - s0On
o h T o0
0O 0 0O
Py = —< I pr.(s) cos (no)
T E n=0 'n
o}
3
o . hT T @
My = 9 ° 9 3 m (s) cos (no)
a E n=0 n
o
a o, ©
u = % u_(s) cos (no)
E n=0
o
300 o .
v = z Vn(s) sen (n0)
E n=0

16
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a o, ©
. W= —— I w.(s) cos (n@ ) -
E n=0
o}
9, © |
€, = — L ¢ n(s) cos (no)
E n=0 °
o
o, oo
£, = — I e. (s) cos (no)
© E n=g On
o}
()‘O o
Y = — Iy (s) scn (no)
sO E n=0 sOn
o}
O’ [ee]
¢, = — pX ¢ _ _(s) cos (no)
s E n=0 s1 '
o
o, o
¢9 = — E ¢On(s) sen (no)
E n=0
o
9, e
kS T e Z k__(s) cos (no)
a E n=0 >0
o}
Ty oo
k. = : L k. (s) cos (n®)
© a E n= On
0
o, o ’
kse = — § ksen(s) sen (nod)
a ho n=0

onde o e a tensao de referéncia
ho € a espessura de referencia
a € o comprimento de refercéncia
o e a temperatura de referéncia e
L, eo modulo de elasticidade de referéncia.

Desta maneira, o problema sera resolvido para apenas u
ma componente da expansao de Fourier (a simétrica ou a anti-sime
trica, conforme o caso). A solugao para a outra componente ¢ c¢on
seguida atraves de um deslocamento da origem do sistema de refe-

rencia.



- —(215) obtéem-se:r — — . __
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Substituindo estas relagoes nas equacOes fundamentais

921 un * 21 Un * P72 Vn * q22 Vh * r22 Vi " Pr3 Wy * q23 W T

* Tyg Wt Thy MSn = C, (2.16b)
431 Up * T3y Uy Y P3p Vi Y A3y Voot Ty, Vot Pyz oWy ot Qg owp ¥
t Y3z Wn t Pag Mgy oAz, Mg, =g (2.16¢)
Ag1 Yn * Ta1 Yn Y T2 Vp t Pa3z Wn t Gg3 Wn t Tz Wn t Thg Mo TG
...(2.16d)
onde ( )' = LA () = 3 () com¢ = s/a,
3(s/a) 3L
e 0s pij’ qij’ rij’ c., 1 =1,4, j = 1,4 sao coeficientes que
estao indicados no ApEndice A6, determinados levando em conta as
definigoes:
_ _ , 2,2
0 r/a oy r]/a B = ho/a
11~ % 12~ % 22 T
bo ho LO ho LO hO
d33 = A33 d = __..i)_l_.__.. d = —?_1_2._-
- 11 - o .3 12 3
ho hO EO h EO ho
D D, .
22 33
d,., = —& Ay, = —22 d_=1D,,/D
2
22 E h3 33 E h) S 127711
o} o 0
2
D I I
_ 1 12 0 _ o,
dg = s 3 P2 5 ) by = o By by = o B,
0O o 11 0 ‘0
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As equagoes (2.16) podem ainda ser escritas na forma

P X"+ QX' +RX=C (2.17)

. , t
onde X = {un, Vo Wi Msn}
( ]
Py O 0 0 917 932 913 914
0 Py, Ppz O A1 Q2 93 O
P = Q =
0 Pz, P33z Pay 937 933 933 93y
0 0 Pgz O | 41 0 943 O
Y11 Ti2 0 Y1z Tig “1
o1 To2 T2z Tog €2
R = C = >
Tz Tzp Tzz T3y €3
a1 Taz  Taz T4y Cq

A equagdo (2.17) e a equacdao diferencial ordinaria na
variavel £ = s/a que governa o dominio do problema, para cada

harmonico da série de Fourier.

2.9 - Tensoes resultantes em fungao da variavel fundamental

Adimensionalizando as equacgoes (Ad4.1), (A4.3), (A4.5),
(A4.8), (A4.12) e (A4.16) (Apendice A4) ¢ expandindo as varia-
veis em serie de Fourier na diregado circunferencial, conforme
procedimento estabelecido no item 2.8, obtém-se as tensdcs resul
tantes adimensionalizadas, cujas expressoes para cada harmOnico
ficam sendo:

' L + (l— a - 4, L)W -
sn 12 "n 11 "n 12 n 11 “127%n

(2.18a)

_—
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N -, + a u! o+ a + (l~ a ol a,,)w
on 22 ¢ 12- 22 T Vp 12 22’ "n
~~~~~~ T - - b P
- b, P, (2.18b)
N = -a (l n u_ + el v. - v!') (2.18¢)
sOn 33 n n n :
P P
' P, p" '
Mg, = —— do u - “3—7— do n v - B~ do w! + 17 40 n? W
P Py p p 0
+ds M+ (ds by - bz)an (2.184d)
(py P")p! (py 0"
1 1 1
M = - d nu_ + - d V.o~
3
sOn 20 o) 3 n p2 20 33 'n
S LN L « Ly ! (2.18¢)
, 33 Vn 2 933 M % 33 1 Wy - Loe
P P o
o' ? 1 2 Py P
Qn = (= B do + —7 B dgy n)uy - = B dggn v
PPy 2py 0 2p
(pl pn)pv (pl p'!)l
+ |5 (dz5 * dO)B - ———y— B dqo| DV +
o 2p
L0t B do w' + - 8d.. nlw -2, (d,, + do)g ntw ¢+
7 7 B dzz nowy - T (dgg JB nTowy
P o p
' __Q_‘_ _ F - _Fll - 2 C
8 MSn + ; (1 ds)B MSn ; (ds bl hZ)B Mo (2.181%)
2.10 - Condigoes de contorno

A equagao (2.17) representa um sistema de quatro ecqua-
coes diferenciais ordinarias de secgunda ordem, e requer, portan-
to, a prescrigcao de quatro condigoecs de contorno na cstacio ini-
cial e quatro na estacgao final.
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A prescricao pode ser feita em termos dos deslocamen-

-~ -

*"'"tos’“ﬁ*~yn*~wnl~$5ﬂ—99-99§~?§£9{?9§~??_93?E8f§9ww§g; Ns@n’ an,
Mg, ou ainda de uma combinagao deles. Onde T 7T T T
- py P
son - Nson ““;“” B Mson (2.19a)
Q. =q + 810y (2.19Db)
sn sn stn

sao respectivamente, a forga cisalhante de membrana e a forgu ci
salhante transversal efetiva, determinadas no apéndice AT,
As condigoes de contorno podem entao ser dadas numa

forma similar a proposta pela referencia [02]:

84 NSn + h1 u, = ey (2.20a)
2, ﬁs@n +hy v = e, (2.20b)
gs ésn *hy W = eq (2.20¢)
By bgn * Dy Mo, = e (2.20d)

onde os g's, h's e e's sao constantes que definem as condicoes
= 0)
ter-se-1ia, por exemplo, g1 = 8, = gz = hy = e] = e, = e = ¢, 0

de contorno. Para um contorno engastado (un =y =W

[}
o

e gy = h1 = h2 = h3 = 1. A )
Desta forma, como Nsn’ Ns@n’ an e ¢sn
tos em termos de X e X'(Eqs.(2.6d),(2.19), (A7.15) e (A7.16)),0b

tem-se a equacao que estipula as condigdes de contorno com a se-

podem ser escri

guinte forma:

EX' +FX-=Y (2.21)

onde
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(g, £ 0 0 0
0 gz f6 g2 18 0
E:
0 83 f11 83 T3 85 Iy
0 0 g4 f17 0 J
8y £t by g, f; g, f, 0 ]
8, fg g, f; *+ h, g, fy 0
F:
83 fyg gz £q, gy £14 * by g3 1
L 84 £ 0 0 h

. t
Y {yl, Yor Y3 y4}

com os f's e os y's sendo coeficientes definidos no apendice AS8.

2.11 - O problema de descontinuidade

Nos pontos de descontinuidade, as componentes u ¢ w do
vetor deslocamento podem sofrer uma mudanga brusca. Desta forma,
torna-se necessario estabelecer o sistema de equagOes quc gover-
na este fenomeno.

Considerando o sentido dos deslocamentos e tensoes po-
sitivo conforme a figura 2.2, e denotando os vetores antes ¢ a-
pos a descontinuidade pelos sinais (-) ¢ (*+), as condigoes de
compatibilidade de deslocamentos sao:

+ - - -+ -
u = U Cos X - W sen X Vv = Vv
(a)

"= u sen x + w cos y b, = ¢;

w

e as cquagoes de equilibrio de forgas sao
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+ = + -
o NS = N_ cos x - QS sen x NsO NSO
~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~~ (b)
- - - L
s = Ng sen x + Q. cos x MS = M
Adimensionalizando e expandindo as variaveis das rela

¢oes (a) e (b) em serie de Fourier na direcgao circunferencial, e

reagrupando-as convenientemente, pode-se escrever para cada har-
monico:
+ -
e 7% = Al (2.23)
onde
[ cos x 0 -sen x 0 ]
0 1 0 0
y =
sen ¥ 0 COoS X 0
0 0 0 1
+ + + + t - - - - t
X = {un, Vo W Ml } X = (un, Vo WO Msn}
+ + o ~+ + .t - _ - = - - - 4t
Z {Nsn’ I\'sG)n’ an’ ¢sn} z {Nsn’ son’ an’ ¢sn}

Fig. 2.2 - Deslocamentos e tensoes resultantes numa descontinui
dade.



onde

onde

goes

Por outro lado, Z pode ser escrito em fungao de X e X'

'511 0 0 0 tyy ty, s 0
) 0 Sy sz O . t21 t2z taz U
0 S3p 833 S3y4 t31  tzz tzz tag
0 0 s,y 0 Lty O 0 0
= {2, 0, 15, 03°
0s Sij, tij’ lj’ sao constantes definidas no apendice A9.
Substituindo (2.24) em (2.23), obtem-se
Y ST(XT) + v TX - sT(xXTYy - X - Lt -y LT (2.25)

Assim, as descontinuidades sao governadas pelas equa-
(2.22) e (2.25).



II1 - PROCESSO NUMERICO

3.1 - Introdugao

Neste capitulo serd desenvolvida a base para a solugao
numérica do problema. Esta base compreende a obtengao das pro-
priedades geometricas do meridiano, a formulag¢ao numérica, e os
algoritmos utilizados para a solugao dos sistemas lineares ca-
racteristicos do problema.

As propriedades geométricas serao obtidas para meridia
nos retilineos, e meridianos curvilineos formados por arcos de
circunferencia.

A formulacao numérica sera realizada pela utilizagao
de equagoes de diferengas finitas, que serao aplicadas aos siste
mas de equagoes que governam o problema ¢ as descontinuidades, e
as condi¢bes de contorno.

Os algoritmos utilizados na solugao dos sistemas linea
res dos problemas de cascas delgadas com e sem descontinuidades,
resultantes da formulagao numérica utilizada, serao desenvolvi-

dos a partir do esquema de Cholesky.

3.2 - Propriedades geométricas do meridiano
3.2.1 - Introdugao

No capitulo anterior foram estabelecidas as equagdes
do problema estudado no presente trabalho. Observando-se as ex-
pressoes dos coeficientes destas equagoes, verifica-se ser ncces
saria a determinagao de varias propriedades geométricas do meri-

diano (figura 3.1):

p - raio (adimensionalizado)

p' - derivada do raio em relagdo ao comprimento do arco
£ (adimensionalizado)
p" - derivada segunda do raio em relagao a &
p/p1 - razao entre o raio e o raio de curvatura meridio-

nal.
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Meridiano

Figura 3.1
(p/p;)' - derivada desta razdo em rclagio a &
(-plp”) - seno do angulo meridional
(—plp")’ - derivada do seno do angulo meridional em relagdo a
g
-p,p" - derivada segunda do seno do angulo meridiona em
(-pyp")" - derivad da d d 1 dional

relagao a §&.

Lembrando que, conforme consideragoes anteriores, 0
presente trabalho considera que o meridiano pode ser composto de
segmentos com diversas formas, determina-se a seguir, as proprie
dades geométricas para um segmento de meridiano retilineo, ¢ pa-
ra um segmento de meridiano formado por um arco de circunferen-

cia.
3.2.2 - Segmento de meridiano retilineco
Considerando a figura 3.2, onde esta mostrado o k-¢si-

mo segmento meridional retilineo com origem no ponto Ak e termi-

no no ponto B, , o raio p pode ser dado por
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Figura 3.2
Ainda pela figura 3.2, o seno do angulo meridional ¢ €
(—plp”) = sen Y = COS a , (3.3)

e 0 raio de curvatura meridional Py = -

As demais propriedades sao

p/py = 0 (3.5)

(p/py)" =0 (3.6)
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(-pyp")" =0 (3.7)
(-pyp")" = 0 (3.8)
Desta forma, tem-se as propriedades geométricas para
cascas com segmentos cilindricos (a = 0) e conicos. Fazendo « =

n/2, pode-se obter ainda as propriedades geometricas do meridia-

no de uma placa circular.

3.2.3 - Segmento de meridiano formado por um arco de circunferen

cia

Considerando que o k-ésimo segmento do meridiano da
casca € um arco de circunferencia, que comeca no ponto Ay e ter-
mina no ponto Bk’ com raio de curvatura P1x (figura 3.3), as co-
ordenadas de seu centro de curvatura podem ser estabelecidas de-
terminando-se:

a) Distancia entre os pontos A, e B

Z“ Bk

Figura‘ 3.3
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b) Distancia entre os pontos Cr e My

c) Coordenadas do ponto Mk

P +p
Bk Ak
) = (3.11a)
My 2
Zn, t 2
2y Bk Ak (3.11b)
k 2
d) Angulo do arco AkBk
_ -1
0, = 2 tan [dk/z hk] 0 < 0 < (3.12)
e) Inclinacdo do segmento de reta K;E;
z - 2,
sen ¢k - Bk Ak (3.13a)
Ay
p - P
cos @k - Bk Ak (3.13b)
dy
f) Coordenadas do centro de curvatura
ka = DMk - plk sen ¢>k cos (@k/Z) (3-143)
Zox T Zmx T P cOs ¢k cos (Ok/Z) (3.14b)

Deve-se observar que se o raio de curvatura for positi
vo, o arco de circunferencia sera concavo em relacio ao sistema
de referencia, e se ele for negativo, o arco de circunferencia
sera convexo em relacgdao ao sistema de referéncia.

Determinadas as coordenadas do centro de curvatura, as

coordenadas de um ponto sobre o arco sao (figura 3.4):



Figura 3.4

p = p

z = 2

Da figura 3.4 verifica-se que os

e P1y

ck Py

minados da seguinte maneira:

O comprimento de arco £ at¢ o ponto {p.,z) e

cos o

sen o

Zak T ek

DAk h DCkJ

z -z
ck

b= Pey

&= log, (o - ag)]

Da figura 3,4 observa-se ainda que:

Z 1

Para determinar

dp
dg
dz
dg

as demais propriedades geometricas, po

li
H

s¢en o

=7

angulos o

30

(3.15a)

(3.15b)

e o podem ser deter-

(3.10a)

(3.16h)

~~
(&3]

(3.

(3.

.17)

18)

19)
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de-se partir da expressao (3.18), que derivada em relagao a &

— _fornece:

sendo a determinado por (3.16).
Derivando a expressao (3.16) em relagao a £ tem-sc:

_ do 1 2'(p = o) - e'(z - z2,4)
2

Z - 2
I A ckyZ | (o - oCk)

P - Pk ... (3.21)
onde p' e z' sao determinadas pelas expressoes (3.18) ¢ (3.19).
Derivando a expressao (3.20) em relagao a § chega-se a:
3 2
p't = —% = sen a da _ cCos « é-% (3.22)
dg» dg dg
que pdra ser determinada, necessita que se obtenha a derivada da

expressao (3.21):

] - - ' - - 12
(2 Tek, [z (0 - py) - p'(2 zck)J
2
o = d%a - b= Pex (o = o.y) .
dEZ [1 . (z - ZCE)Z}Z
P = Pek
N 1 ( z"(p - ka) - p"(z - zCk) )
zZ - 2 2
1+ Ck)Z (o - pck)
p - ka
2p' jz'(p - p ) - p'(z - 2 O)J
- S S ekl (3.23)
(p - 0.4) |
onde z'" e determinada derivando-se a cxpressao (3.19)
2
AN Q~% = -sen a da (3.24)
dg dg

Assim, utilizando a expressao (3.23) e as obtidas ante

riormente, a expressao (3.22) fica completamente determinada.
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Desta forma, o raio adimwensionalizado (p) & determina-
___do_pela expressao (3.15a), sua derivada primecira (p') pcla cxX-
pressao (S.lSiﬂghgﬁg_Eé?fséaiwEEQUHJH”Td”T‘ﬁEIH—prrcssée~€ST%0}r.___h_
A razao (p/pl) ¢ obtida dividindo-se a expressidc (3.15a) por Py-

e sua derivada (p/pl)' fica:

(o ) = P _ —= (3.25)
P1 P1 P
Como ao longo do arco de circunferencia pi = 0, tem-se:
By = B (3.26)
Py Py

O seno do angulo meridional (—plp”) ¢ obtido multiplicando-sc a
expressao (3.20) pelo raio de curvatura py com sinal negativo, e
sua derivada primeira é:
_ T T T P L " 2
(=py0") piP PP (3.27)
¢ pelo argumento utilizado acima
(-pq0")" = -pyo (3.28)
que ¢ calculada utilizando-se a expressio (3.22).
A derivada segunda do seno do angulo meridional, pode
ser obtida considerando-se sua definigao.
Conforme a figura 3.1 e a expressao (Al.17)

sen { = —p]p" (3.29)

entao, lembrando que di = Py dy

" [} d X d y ] N
(-p1p )' = -—(~p]p ) = (sen y) = = cos ¢ (3.30)
dg | py dv y
De forma semelhante
1 Py
(_plpn)lv - ___2 sen ;p - COS l!, —-—2 (3.3])
Pl P



o ~ 7 e a de
Substituindo a expressido de sen Y (3.29)

—_—— — — - - * —_—

e como pi = 0

3.33)
(-pyp™)" = P/ (

3.3 - Formulagdao numérica
3.3.1 - Introducgao

Considerando que a casca tem n pontos pivotals, que O
k-ésimo segmento continuo termina no ponto jx+ Que o espagamento
pivotal neste segmento € Ak' e que o numero de segmentos conti
nuos é'p, as equagoes de diferengas finitas utilizadas na formu-

lagao numérica do problema s3o dadas por:

1 , 1 2
— = X; = —(=3X; + 4X, - Xz) + 84y (3.34)
dg 2A1
dX;

Jk 1 o 2
_— = X! = e X. _4X + 3X. 4 ()
dg Tk 2a, g2 P U (3-3%)
dX;

Jk+1 l , . 2

X! -2X. + 4X. - . + 336
& Ikl an 2 itz T A ypes) T 00y (5:30)
k+1
an 1 2
p

dX

1 1 2
— = X! = — (X. - X. )} + @A (3.38)

1 i+l i-1 k e
dg ZAk
i =2, n-1; i # jk: i # jk+1



a%x.
Loy = (o, - 2x, v x,, ) + el
o TN 7 Yha it A K
£ b —e TR
i= 2, n-1; 1 # Ty

3.3.2 - Equagao diferencial do problema

Substituindo as equagoes (3.38)

(2.17), chega-se a:

onde

1
- Q>
20,

- P.
1

A

1
34 =y

1
2
Ak ZAk
com Pj, Qi’ Ri e Ci sendo as matrizes e ©
quagao (2.17), calculados no ponto i.

3.3.3 - Condigoes de contorno

Utilizando as equagoes (3.34) e

numerica da equagao (2.21), obtem-se:

App Xy * Ay Xp F Agy Xy = Y
Aln n-2 * A2n Xn—] * A3n xn
onde
- 3 _ 2 n
A11 = Il - - El’ A21 = Z— Ll’ A
1 1
1 = 1
A = —— E , A = - , A
In 2A n 2n 24 n 3n
P p

34

= gtl (3.39)
e (3.39) na equagao
= C, (3.40)
2
- Z7 P,
k

vetor definido na e-

(3.37) na formulacgao

(3.41a)

(3.41b)
n
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com Fl’ E1 Yl’ Fn’ En, Yn sendo as matrizes e o vetor definidos
— — na-equagdo (2.21) calculados nos pontos i = 1 e i = n.

3.3.4 - Equagao diferencial nas descontinuidades

Aplicando as equag¢oes (3.35) e (3.36) & equacido (2.25),
e lembrando que o sinal (-) foi utilizado para designar o vetor
antes da descontinuidade (correspondendo portanto, ao ponto jk),
e que o sinal (+) foil usado para indicar o vetor depois da des-

continuidade (correspondendo entao ao ponto jk+1), obtem-se:

+ AL, X. +

A, . X, f A, X, A, X, YA X,
2 2ijx Tig-l 33k Ik 4jk T+l Sjp ikt2

1jk Ik~

+

A, . X. = (. 3.42°
6jyx “Ik*3 Ik ( )

onde
1 2
A, . = e Y . AL = - Sy 3.
lig k “ig’ 24 k 7j;
‘ ZAk k Ak k
3 3 - .
A,. =Y, (— S. + T.)), A, = S, .
Sk Ko ko k koo, kT K
2 1
A,. = - . A, = S
43y jptl’ 6 +1
k beep K Tk 2n,, Tk
C. = L. - I..
Jk It ¥y Ji
sendo Sjk’ Tjk’ ij, Sj,+1‘ Tj +1° ij+1 as matrizes ¢ o vetor

definidos pela equacgao (2.24), calculados nos pontos i = jk e
1= jk+l; e ¥, a matriz definida na equagao (2.22) calculada no
ponto i = jk.

3.3.5 - Sistema linear para problemas sem descontinuidades

Para cascas sem descontinuidades, o sistema & obtido a
plicando-se a equagao (3.40) nos pontos i = 2, n-1, e as equa-
¢oes (3.41) nas bordas (i = 1 e i = n).

Como as matrizes A,, e A; podem ser singulares, o sis
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tema deve ser modificado antes de se proceder sua solugao. Esta

de (3.40) nos pontos i = 2 e i = n-1, com as quais elimina=se; — ———

respectivamente, A11 e ASn’ obtendo-se:
Ayy X, + Rgp X5 = C, (3.43a)
Kl,n-l X2 * Kz,n-l Xn-l B En-l (3.43b)
onde
Roo = Ap (a7 gy = Ay

A (a -l
32 = App(Ap) 7 Agy - Agy

>|

~ -1
Cr = A (A 7 6y - Yy

1

Al,n-l = ASn(AS,n—l) Al n-1 "~ An
A = A, (A y La - A
2,n-1 3n'"3,n-1 2.,n-1 2n
Coq = Az, (A y e -
n-1 Iin~3,n~-1 " Un-1 n

Utilizando a equagao (3.40) nos pontos i = 3,n-2 e as
equacgoes (3.43), obtéem-se um sistema linear que,resolvido, forne
ce a solugao para os vetores X, = 2,n-1, podendo-se entao deter-
minar X; e X através de:

X, = (A

1 (3.443)

-1
120 (€ - A

22

R X - A X __

Xp = Az 19) n-1 1,n-1 Xp-2 2.n-1

n (3.44b)

3.3.6 - Sistema linear para problemas com descontinuidades

Nos problemas com descontinuidades, obtém-se o sistema
linear aplicando a equagao (3.40) nos pontos i = 3,n-2 com i#
Jg © i# jk+1, utilizando as equagoes (3.43) (i = 2 e i = n-1),a
equagao (3.42) nos pontos i = Jg» k=1, p-1, e a equagao (2.22)
nos pontos jk+1.
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Deve-se lembrar que os pontos jk e jk+1 ocupam fisica-
mente—a—Mesma posigao,—sendo-portanto um deles— fictieio- {(por —e~
xemplo, jk+l).

Resolvendo o sistema assim formado, chega-se a solugido
de X,, i = 2,n-1, obtendo-se entdo X; e X atraves das equagoes
(3.44).

3.4 - Solugao dos sistemas lineares
3.4,1 - Introdugao
Observando as formas particulares dos sistemas linca-

res para problemas com e sem descontinuidades, desenvolveram-se

dois algoritmos a partir do esquema de Cholesky para resolve-los.

Denominando a matriz L = [Rji] com a propriedade de

que para todo j < 1, R.i = 0 de matriz triangular inferior, e a

matriz T = |t..| tal que, para todo j > i, t.. = 0 e t.. = 1, de
[t55] que, p j ii i3

matriz unidade triangular superior, o esquema de Cholesky consis
te na determinac¢ao de uma matriz L, cujo inverso reduz o sistema

AX = C a um sistema TX = K. Ou seja:
~1,4 N = oy v .
L "(AX - C) = TX -~ K (3.45)

A obtengao das matrizes L, T ¢ do vetor K para um sis-
tema qualquer pode ser encontrada na referencia [03)
0 esquema de Cholesky pode também ser utilizado na so-

lucdo de sistemas do tipo A*X* = C*, com A* = [Aji]’ X* = {x;} ,

C* = {Ci}, onde Aii sao matrizes mxm, X; e €y sao vetores de di-

mensao m.
Neste caso, a equagao (3.45) {ica sendo

(L*)'l(A*X* - C*) = T*X* - K*¥ (3.46)
onde L* = [LjiJ, com L. sendo matrizes mxm tal que para todo
j < i, L,. = 0
ji
T* = [Tji], com T,. sendo matrizes mxm tal que para todo
j > 1, 1ji = 0 e Tjj = lm.



38

X* = {Xi}, com Xi sendo vetores de dimensao m

Kr = {KI4T—EQm KEfSﬁﬂdoneTOTeSWde*djmeﬁéiﬁ“m.'

3.4.2 - Problema sem descontinuidade

Para a formulagao numerica adotada, o sistema linear
do problema sem descontinuidade, montado segundo o item 3.3.5,as
sume a seguinte forma:

- o
Ay Ay Aj ] X, c,
Ap Ayp A X, c,
Az Az Az Xy C,
N\ AN \ 1 :
AR ' =0 (3.47)
NN N ' !
A'gﬂ-3A2,n-3A3,n-3 Xn-3 Cn-3
ApnahonaPan-2 Xo2| 1Ca-2
Al'n" AZO"" A3J>-| xn..l Cn_'
- Ain Az Aso] (X | (Cn

onde Aji sao submatrizes 4 x 4, X; e C; sdo vetores de dimensao
4.

Deve-se notar que apds a mudanga realizada no sistema,
prevendo a singularidade de All e ASn’ chega-se a outro semc-
lhante ao (3.47), com A31 = Aln = 0.

Utilizando o esquema de Cholesky na solugao de (3.47),

chega-se a matrizes L* e T* com a seguinte forma:



- ™

Ly
La Lz
Lz La3
. Lsa Laa
L" = (3.48)
~ - \\
Lo-2,0-3 La-2,n-2
Ln-l,n—z Ln—l,ml
l---n,n-z Ln.n-l Ln,n
I Tz T
I Tos
I T34
1 T
T* o A (3.49)
~ ~
S “ ~
~ ~
I Tn»?,n—l
I 1;\~|,n
1

Objetivando obter expressocs simples para os clementos

de L* e T*, procede-se sua recnumeragdo, ficando as matrizes:
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Lu
Lo La
Lis L2s
g Log
L¥= < N (3.50)
~ \\
~ ~ ~ .
Lw,n-z L-2,n-2
L'l,n-d L"a,n '
LI n Lz,n L3.n
I T To
I Ty
I Ta
I Ts .
Tﬁg \\\~ \\ ()5])
~ ~ ~
~o ~
I Tn—l
I Tn
L I
Desta forma, as matrizes Lji’ 'I‘.l e 0s vetores Ki s4ao
dados por:

Lli = Al,j i =1, n (3.52a)
L22 = A22 - LiZ Tl (3.52Dh)
L, . = A - L, . T. 1 = 3,n-1 (3.52¢)
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Y20 M0 " b Taar | - (3.524)
Ly n = A3n - Ly n Ty (3.52¢)
) -1 |
Ty = (A1) 7 Aypy (3.52f)
T, = (A )-1 A (3.52¢"
2 11 13 .52g)
o = (Loy) ™t (Ag, = Lo,) 3.52h
3 22 32 12 (3. )
T. = (L )ml A i=4 3.52]
i 2,i-1 3,i-1 N (3.521)
s - '—1 5 .
Ky = (App) = (€ (3.525)
- "1 ~ .

Ky = (g ) 7 LG =Ly 5 K33 i = 2,n-1 (3.524)
) -1, ,

Kn B (LS,n) {Cn - len Kn-z - L2,n kn-l} (3.52m)

Determinadas as matrizes Ti € 0S vetores Ki’ 0os veto-
res solugdo X, sao dados por:

X = K (3.53a)
X; = Ky = Ty X507 1= n-1,2 (3.53b)
Xp = Ky = Ty X, = T, X4 (3.53c)

Utilizando este procedimento, desenvolveu-se uma subro
tina digital (COLERA), cujo fluxograma esta apresentado no Apcn-
dice AlO0.

3.4.3 - Problema com descontinuidade

O sistema linear do problema com descontinuidade, cons

truido segundo o item 3.3.6, assume a scguinte forma:

ns



gz
|

N

onde,

a) Nos contornos:

p- 3
i

All

Az

3.7%
1,jp*1

conforme a nomenclatura adotada anteriormente,

1,n-1 2,n-1

Al,n AZ,n
C] e
A, 0

3,1

2,1+1 3,i+1
A, . A_ .

4,7k 5, Tk
A Q

tem-se:

42
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com Aji sendo matrizes 4 x 4,

Deve-se observar novamente que apoOs a alteracdo feita

no sistema prevendo a singularidade de All e A chega-se a ou-
31 A1n = 0.

Empregando o esquema de Cholesky para solucionar (3.

3n’
tro semelhante ao (3.54), onde A

54), chega-se as matrizes L* e T* com a forma

per 3
To
T
_‘ﬁ?
- (3.55)
<
onde
_ bin @
L =
0
Liz Ly
| L1511 g1 O © '
L, =|© Ly s L, 0 k=1, p
0 0 I 1



L, . L. .
- 1,5k 2,)
L, = k
k 0 0
,
) Lin-1 Y2,n-1
L, -
LLl,n I2,n
i A
) Ty, Ty
T =
0
o I T,
I Iy oo
T,= e I
0 o
I T .
- 1,3,
k 0 I

14‘ - 6
S,Jk
bl 2lgen
3,n |

o
1,2 0

Ty i
o T, .
2,5k 3,jk

Kk =

i

44

(3.56)

1,p-1

1,p-1
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com os-Lji e os T.. sendo matrizes 4 x 4 determinadas segundo as

Jl

expressoes:
L1 i ® A1 4 i=1,n

LZ,l = A2,1 - Ll,l rl,l—l i = 2,n-1, i ¢ Jk
L. . = A - L T k = 1,p-1

293}( Zka 1a.)k 1ka—1 p
LZ,n = Az,n - Ll,n T1,n-2
L = A, - L T kK = 1,p-1

3,]k 3.0y Z’Jk 1,Jk—} b
Ls n " Az n - Lo n Ty na
T (A.)" L a

11 11 21
T = (L.2) Y (Aes = Lo, T,.)

12 = oo 32 12 121

B -1 L L
Tl,i = (LZ,i) AS,i i = 3,n-1; i # Jpi i # jy*l
i F G2

T = Laju) toa, K = 1,p-1

1.3y 30 )k 43 g
, _ -1 - L
Treer T T gen) Ty g e Ty ) KT Ll

-1 .

T, . = (L, . A, . - L. . P

1,) *2 ( Z,Jk+2) ( 3,32 L,j+2 2.3k+1)
T.. = (A,) 1 A

21 11 31

-1
r = (L. . A
Z’Jk ( :’:Jk) S’Jk
-1 -

Togerr T Tz g0 Ty Ts )

(3.57a)

(3.57b)

(3.57¢)

(3.57d)

(3.57¢)

(3.57F)

(3.57g)

(3.57h)

(3.571)

(3.573)

(3.570)

1

1,p-1
.. (3.57m)

(3.57n)

(3.570)

(3.57p)
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T, . = (L, . ) 1a

. . 3.57
S’Jk S’Jk 6’Jk ( SQ)

e 0S Ki sendo vetores de dimensao 4, calculados da seguinte ma-

neira:
K, = (L..) ¢ (3.58a)
1 11 1 :
-1 , . T . .
Ky (LZ,l) {Ci - Ll’1 hl-l} i=2,n-1; i # Jx (3,58b)
...1 .
K. = (L {c. -1 K L, . K. .} k= 1,p-1
T IO TR B U . B Bt JC LS N P
... (3.58¢)
- -1 _ _ :
Ky = (bg D7MC - Ly L Kop- Ly oK) (3.58d)

Determinadas as matrizes Tji e 0s vetores Ki’ 0s veto-

res solugao X4 sao dados por:

X = K_ | (3.59a)
X; = Ky - Ty 4 Xi4q L= n-1,20 0 F Gy i F §prl (3.59b)
X o1 7 K5 Ty 5e1 Kype2 ™ T2 502 Xj o3 (3.59¢)
S Kjk ST Xjk+1 23y Kpez T Tag, X5 e (3.59d)
X, = Ky - Ty X, - Ty Xq (3.59¢)

Utilizando este metodo, desenvolveu-se uma subrotina
digital (CORADE), cujo fluxograma esta apresentado no Apendice
Al0.
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IV - RESULTADOS E CONCLUSOES

4.1 - Introdugao

Com o objetivo de testar a validade da formulagao ana-
litico-numérica desenvolvida nos capitulos anteriores, criando
simultaneamente, uma ferramenta computacional que pudesse ser u-
sada na analise numérica de problemas praticos, desenvolveram-se
dois programas digitais em FORTRAN IV, CORTER e CORTERDE, para
cascas sem e com descontinuidades, respcctivamente, cuja descri-
gao e fluxograma estao apresentados no apendice Al0.

Utilizando estes programa, resolveram-se alguns prohle
mas de cascas de revolugao, com solugao analitica conhecida, pa-
ra que se pudesse comparar os resultados e demonstrar a validade
da solugdo numérica.

Neste capitulo serdo apresentadas as solugoes, compara
gO0es e conclusOes obtidas desta forma.

4.2 - Casca cilindrica de espessura constante, engastada, unifor
memente aquecida. '

Vi VDD DIVVNIINIINY,
==t
- - ____ﬂ‘ 2
L
1
-
TPTTITTIIITITIRT T T TT T I
[
e B
e
Figura 4.1
. e B = : 11 2
Dados: ES = b@ 2,06 x 10 N/m“, Voo = Vgs = 0,3

-5 0
ts 0 10 1/7°C, h = 0,5m, r =10 n

o]
[
R
I
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£ =10m, T = 100°C

4 x 108 N/m2 (tensao de referencia)

g =

hz = 0,5m (espessurg de referencia)

a =10 m (comprimento de referencia)

E, = 2,06 x 1011 N/m2 (modulo de elasticidade de refe-
rencia)

To = 100°C (temperatura de referencia)

Espagamento pivotal ddimensionalizado em relagdao ao com
primento de referencia A = 0,01
Niumero de pontos n, = 101

A referencia [13], apresenta a solugdo analitica deste
problema, considerando a "forga térmica' na diregao axial nula, .
ao longo da casca e nos contornos. A solugdo €& fornecida em ter-
mos do deslocamento radial '"w' e do momento meridional "MS”, cal

culados pelas seguintes expressoes:
w=r1ra . T/[1- C, cosh ux - C, senh ux sen ux|) (4.1)

S DS T oo T [Cl sen ux senh ux - CZ cos ux cosh ux|

... (4.2)

onde x € o comprimento do meridiano medido a partir do centro da

casca
4 A
i 3(1 Vo v@S)
H AN
r° h
E_ h
D, = 2
s
12(1 Voo ves)
c. = Sen 8 cosh § * cos & senh §
1 senh § cosh § + sen § cos §
CZ - Sen 6 cosh § - cos & senh § com § = H J4

o

senh § cosh § + sen & cos
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Objetivando testar o metodo de solugdao adotado neste

~trabalhos- resolveu-seo—problema mumericamente atraves do PTrogra
ma CORTER, introduzindo as simplificagoes utilizadas na obtengao
da solugdo analitica.

foram introduzidas tomando como
S =0,
V = W = ¢S = 0, e tornando B1
cao (2.10)) para que a '"forga térmica' na diregdo axial (Bl pT)

Estas simplificacoes
v

ao inves das condi-

=
h=g

condigoes de contorno N_ =

[§

¢Oes de engastamento u = 0 (equa
resultasse nula ao longo da casca. Decve-se notar que esta ultima
simplificagao, implica em considerar o coeficiente de dilatacgao

térmica na direg¢ao axial nulo (ats = 0), e o coeficiente de Pois

son v igual a zero para fins de determinacgdo da "forga termica'

Os

Na tabela 4.1 estdo apresentados os resultados numeri-
cos obtidos utilizando-se as expressoes (4.1) e (4.2), os deter-
minados atraves do programa CORTER considerando-se as simplifica
¢O0es, bem como o erro da solugdo numérica (CORTER) em relagdo a
solugdo analitica, em fungao de £ = s/a (comprimento do meridia-
no adimensionalizado em relagdo ao comprimento de referencia),me
dido a partir da extremidade da casca. Devido a simetria do pro-
blema,apresentam-~se 0s resultados somente ate a metade da casca,

(g = 0,5).

TABELA 4.1 - Resultados da solucao com simplificacgoes
w/r %o T MS/Zu2 DS T oo T
2 Analitica| CORTER |Erro relat.| Analitical CORTER Erro rel.
(5) (%)
0 0 0 0 -1,00652 {-1,01140 0,48
0,05, 0,06886 0,06759 1,84 -0,51454 |-0,51803 0,68
0,10 0,22410 0,22282 0,57 -0,17529 | -0,17759 1,31
0,151 0,41045 0,40908 0,33 0,03617 0,03479 3,81
0,20 0,59215 0,59091 0,21 0,15015 0,14946 0,46
0,25 0,74998 0,74894 0,14 0,19640 0,19620 0,10
0,30} 0,87593 0,87512 0,09 0,20090 0,20104 0,07
0,35 0,96897 0,96837 0,06 0,18445 0,18480 0,02
0,40 1,03160 1,03117 0,04 0,16244 0,16292 0,03
0,45 1,06732 1,06702 0,03 0,14529 0,14584 0,04
0,50] 0,07890 1,07863 0,02 0,13893 0,13951 0,04
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A tabela 4.2 mostra os resultados numericos determina-

___dos_atraves_do programa-CORFER—sem—que fossem incluidas as

sim-

plificagoes realizadas quando da obtengao da solugdo analitica.

TABELA 4.2 - Resultados da solucao sem simplificagoes
£ w/r @ T MS/Zu2 Dy ra T
0 0 -1,35790
0,05 0,09077 -0,69566
0,10 0,29923 -0,23851
0,15 0,54938 0,04671
0,20 0,79355 0,20071
0,25 1,00580 0,26349
0,30 1,17520 0,26998
0,35 1,30041 0,24818
0,40 '1,38480 0,21880
0,45 1,432S0 0,19586
0,50 1,44850 0,18734

Os resultados das tabelas 4.1 e 4.2 encontram-se apre-
sentados graficamente na figura 4.2.

Utilizando o programa CORTER, resolveu-se ainda o pro-
blema para harmonicos de ordem superior (n = 1,2,5,10), cujos Te
sultados estao apresentados na figura 4.3.

Pela tabela 4.1, verifica-se um erro maximo de 1,849
no valor do deslocamento, e de 3,81% no do momento meridional,
quando se compara a solugao numérica com a analitica, devendo-se
observar que estes erros ocorrem para os menores valores das res
pectivas variaveis, e que para os demais, principalmente para o0s
maximos, o erro & bem menor.

Considerando que para valores muito pequenos a preci-
s3o numeérica computacional decresce, ¢ que praticamente o inte-
resse concentra-se mais nos valores mais elevados, pode-se con-
cluir que a precisao numerica da solucgdo € Otima.

Observando a tabela 4.2 e os graficos da figura 4.2,ve
rifica-se que as simplificagoes adotadas na formulagao analitica

implicam em valores aproximadamente 25% menores. Desta forma, po
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0 0, 0,2 0,3 04 .05

' eeee Solucdo analitica [13]

— Solugdo numerica  ——
Ms o ]
2D ray T ;|
U I I TR N S R
] . { i -
l | P
+ i I S ]Y" P
! ! [
- s I i -
; l ‘
A
0,2 03 SCITPRL.

4.2 - Deslocamento radial e momento meridional com simplifi

cagoes (1) e sem simplificagoes (2).
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Fig. 4.3 - Deslocamento radial e momento meridional para harmoni

cos de ordem superior.
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de-se concluir que desprezar o coeficiente de dllatagao termlca

__ na diregao-axial,—o coeficiente d"P01sson ve “para efecito de de
terminag¢do da 'forga termica", e a 'forga térmica' nos contor-
nos, nao sao boas hipOteses para a solugao. deste problema.

Pela figura 4.3 observa-se a rapida convergencia dos
coeficientes de Fourier em problemas com harmonicos de ordem su
perior.

4,3 - Extremidade l1livre de uma casca cilindrica submetida a uma

distribuigao linear de temperatura, ao longo da espessura

|

2r
TR RS

L=3r

I
d

|
i

Figura 4.4
Dados: E =E,.=E =2 x 10ll N/m2 v =y = v = 0,25
) S 0 ’ SO Os ?

.. = o, . =a=6x10"°1/°, h=0,5m, r=10m

-ts tO k] 3 ]
£ = 30 m, T1 = -50°C (temperatura interna)
T2 = 50°C (temperatura externa)

_ 8 2 _ -

Oy = 4 x 10° N/m“, h0 = 0,5 m, a =10 m
E, = 2 x 10" N/m?, T = 100%

A solugao analitica deste problema encontra-se desen-
volvida na referencia [12], cuja formulacdo resulta numa equa-
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g3o diferencial andloga a de uma viga sobre apoios eldsticos,com. _. __ _

ﬁ,._-memen%es—mT'atuanﬁﬁ—ﬁﬁé'Ei?r?hfﬁades:

4
9;%»+ 4t w =0 (4.3)
dx
com 3
_ E h aAT
mp =
12(r - v) h

sendo o momento térmico. e onde

o deslocamento radial
o comprimento ao longo do meridiano medido a partir

[CAR ORY

da extremidade

4=§L1_:___"zl
Lo 2 2
r° h
AT = T, - T,

A sclugao geral da equagao (4.3) pode ser dada por:
= oHX - uX
w = e (C1 coSs ux + C2 sen ux) + e (C3 COS ux + C4 sen ux) (4.4)

onde Ci’ i = 1,4 sao constantes determinadas pelas condigoes de
contorno.

Segundo a mesma referencia, considerando que o interes
se se concentra na extremidade, que a casca ¢ suficientemente
longa, e que,pela analogia, o efeito do momento aplicado a borda
livre da viga sobre apoios elasticos desaparece ao longo do com
primento do meridiano, as constantes C1 e C2 podem ser tomadas 1
guais a zero. Desta forma, a solugao geral fica sendo

w = e_ux(C3 cos ux + C, sen ux) (4.5)

As constantes C3 e C4 sao determinadas utilizando as
expressdes [12]

3 2 . 13 -
E h d‘w , __E h”  aa] (4.6)

S 1201 - v4H ax®? 1201 - v) h

M
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3 3 3 .___—__—_—.,—————.———
E h L -
-—M#‘A‘_i_"gsriﬂrﬂ 1 Z NQN%*#¢‘ (4.7)
——————— 12(1 - v dx
e aplicando as condigoes de contorno para x = 0 M, = 0eQ =0
Assim
C; = -C4 = 1 +2\»__ aAT )
2u h

e as expressoes para o deslocamento radial e o momento meridio-
nal ficam sendo:

w o= 1 +7V AT "¥X(cos ux - sen ux) (4.9)
2u h

3
M = E h aAT e WX (sen pux + cos ux - 1) (4.10)

S 12(1 - v) h

Substituindo os dados supracitados nas equagoes (4.9)
e (4.10), obtém-se os valores numéricos para a solucdo analitica
apresentados nas tabelas 4.3 e 4.4.

Para resolver este problema numericamente, tomou-se u-
ma casca com um comprimento tal que as condigoes no contorno
nao livre nao influissem nos resultados proximos a extremidade
livre. Além disso, tomou-se o cuidado de escolher uma condigao
de contorno nao livre, tal que as variaveis tivessem a mesma ten
dencia dos pontos longe da extremidade livre (ou seja, w = 0 e
Mg+ mp). Atraves destes critérios foram escolhidas condigdes de
engastamento.

Os resultados obtidos pelo programa CORTER para a con-
figuragao geometrica da figura 4.4, e os dados supracitados, es-
tao apresentados nas tabelas 4.3 e 4.4, para espagamentos pivo-
tais Al = 0,02 (np = 151) e A2 = 0,01 (np = 301).

As tabelas 4.3 e 4.4 indicam ainda o erro da solugao
numeérica (CORTER) em relagdo a analitica.
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TABELA 4.3 - Deslocamento radial adimensionalizado w/k1

###### o ky = 1_172 aAT
2u h
. CORTER
3 Analitica
Ay = 0,02 | Erro rel.(%)| 4, = 0,01|Erro rel. (%)
0 -1,0 -1,00999 1,00 -1,00252 0,25
0,1 -0,34470 -0,35102 1,83 -0,34627 0,46
0,2 0,02097 0,01745 16,78 0,02011 4,10
0,3 0,17750 0,17589 0,91 0,17713 0,21
0,4 0,20698 0,20649 0,24 0,20689 0,04
0,5 0,17388 0,17396 0,06 0,17393 0,03
0,6 0,12056 . 0,12085 0,24 0,12068 0,10
0,7 0,07020 0,07050 0,43 0,07032 0,17
0,8 0,03237 0,03258 0,65 0,03247 0,31
0,9 0,00848 0,00857 1,06 0,00856 0,94
1,01 -0,00394 -0,00395 0,25 -0,00388 1,55
1,1 -0,00854 -0,00863 1,05 -0,00848 0,70
1,2 -0,00866 ~-0,00861 1,73 -0,00862 0,46
1,3} -0,00679 -0,00697 2,65 -0,00675 0,59
1,41 -0,00445 -0,00464 4,27 -0,00442 0,67
1,5 -0,00243 -0,00262 7,82 -0,00240 1,23

A figura 4.5 mostra graficamente os resultados das ta-
belas 4.3 e 4.4,

A analise dos resultados apresentados nas tabelas 4.3
e 4.4 e na figura 4.5, mostra novamente que a precis§6 da solu-
¢3o numeérica obtida pelo programa CORTER & bastante boa. Como no
problema anterior, 0S maiores eYros ocorrem para OS pequenos va-
lores das variaveis.

Observa-se ainda que o erro relativo para o espagamen-
to pivotal by = 0,02 ¢ consideravelmente maior do que , para
6, = 0,01, Isto acontece devido a ordem do erro ser OA°, ¢ por-
tanto @A%
deveria ser quatro vezes maior do 'que para AZ = 0,01, o que nao

= 4 @Ag. Segundo este raciocinio, o erro para Al=0’02

€ completamente verdadeiro, ja que a utilizagdo de um espagamen-
to pivotal menor implica num aumento do numero de pontos, o que
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N kz - E h3 adT
12(1 - v) h
. CORTER
g Analitica
Al = 0,02 ]| Erro rel. (%) A2 = 0,01 Erro rel. (%)

0 0 0 - 0 -

0,1{-0,12656 -0,12431 1,78 -0,12598 0,46
0,2 -0,37689 ~-0,37407 0,75 -0,37615 0,20
0,31 -0,62603 -0,62350 0,40 -0,62535 0,11
0,4 -0,81915 -0,81720 0,24 -0,81862 0,006
0,5 -0,94457 -0,94327 0,14 -0,94417 0,04
0,6 -1,01221 -1,01145 0,08 -1,01197 0,02
0,7 -1,03931 -1,03897 0,03 -1,03920 0,01
0,8]-1,04250 -1,04235 0,01 -1,04242 0,01
0,9 -1,03444 -1,03447 0,00 -1,03440 0,00
1,0 -1,02322 -1,02330 0,01 -1,02322 0,00
1,1 -1,01310 -1,01317 0,01 -1,01310 0,00
1,2 -1,00572 -1,00575 0,00 -1,00575 0,00
1,3 -1,00119 -1,00125 0,01 -1,00117 0,00
1,4 -0,99893 -0,99892 0,00 -0,99892 0,00
1,5 -0,99817 -0,99817 0,00 -0,99817 0,00

faz com que o sistema de equagoes seja maior, e que a solugao ne
cessite de um maior nimero de operagdes,o que por sua vez provo-

ca um aumento no erro de truncamento.
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Fig. 4.5 - Deslocamento radial e momento meridional na extremida

de de uma casca cilindrica com '"'momento termico'.

4.4 - Conexao de uma casca cilindrica com uma tampa esférica sub
metida & pressao interna.
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Figura 4.6
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V=03

2 -
p=1,0 x 107 N/m® (pressao interna), x = 0

4 x 108 N/mz, hO = 0,1 m, a = 10 m

(o]
1t

, = 2,06 x 1011 N/m?, T, = 100°

T
]

A solugdo analitica deste problema encontra-se desen-
volvida na referencia [10], sendo apresentada em termos do com-
portamento do momento meridional MS e da forga tangencial Ng
nas proximidades da descontinuidade (conexao cilindro-esfera).
Considerando o sentido das tensoes resultantes indicado na figu-

ra 2.1, tem-se:

a) Para a casca cilindrica

2
MS = Rmﬁ? e Rx/x sen X (4.11)
8 u” T
- . 1 -ux/r bXx
N@ =pr{l - =e cos ) (4.12)
4 T
2 2
onde u4 = 3(1 - v) 17 -
h 4

x € a distancia ao longo do meridiano, a partir da cone-

xXao

b) Para a casca esfeérica

2
Ms = - ?—57 e HY sen pw (4.13)
)
Ng = P rid + 2 e (os ) (4.14)

2 4
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(4.12) a (4.14), obtem-se os valores numericos apresentados nas
tabelas 4.5 e 4.6.

O problema foi resolvido numericamente utilizando-se o
programa CORTERDE, tomando como estagao inicial o comego da cas-
ca cilindrica, e como Ultima estagdo a abertura na casca esféri-
ca. Na estagao inicial consideraram-se¢ as condig¢oes de simetria,

e na final, contorno livre, ou seja:
N = Q =¢_ =u_ =0 (la. estagao)
N _ =N = Q.. =M_ =0 (dltima estacio)

A simetria foi utilizada para que, mesmo com a casca
cilindrica sendo curta, as condigdes de contorno nesta estacao
nao viessem a influir no comportamento das variaveis nas proximi
dades da regiao de transigao.

A casca cilindrica foi dividida em 100 espagos pivo-
tais, portanto n_ = 101, e a casca esféerica em 148 espagos pivo-
tais, (np = 149). Com isto o espagamento pivotal da casca cilin-
drica ficou sendo A_ = 0,01, e o da casca esférica A, = 0,01.

Os resultados obtidos desta maneira encontram-se apre-
sentados nas tabelas 4.5 e 4.6, onde EC e Ee sao os comprimentos
dos meridianos das cascas cilindrica e esferica, respectivamente,
adimensionalizados em relagao ao comprimento de referencia, medi
dos a partir da conexao.

O erro indicado nestas tabelas ¢ o da solugdao numerica
(CORTERDE) em relagdo a analitica. '

A figura 4.7 mostra graficamente os resultados apresen
tados nas tabelas 4.5 e 4.6.

A analise dos resultados indica que:

a. A formulagao analitica do problema nos pontos de descontinui-
dade e o processo de solugdo utilizado no programa CORTERDE
funcionam bem para o problema em qucstao;

b. Como nos problemas analisados anteriormente, os maiores erros

relativos ocorrem nos pequenos valores das variaveis;
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Fig. 4.7 - Momento meridional MS e forga tangencial Ne.

c. O erro relativo na variavel Ng e bem menor, em alguns pontos,
do que na variavel M, -

Este Ultimo aspecto merece uma analise mais detalhada,
ja que a tensao N@ e calculada em funcao das grandezas fundamen-
tais (u, v, w, MS) e suas derivadas, necessitando portanto de
mais operagdes numéricas, o que implicaria num aumento do erro,
que no entanto nao ocorre.

Uma explicacao para este fenomeno € que os erros rela
tivamente grandes que ocorrem em alguns pontos para as grandezas
fundamentais sao erros locais, ja que para uma combinagao des-
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- e e e —— e~ T

~__lizando-se o-valor-—da-variavel ‘em tres pontos), eles desaparecen.
Pode-se concluir entao que a precisao da solugao numée-
rica como um todo € bastante boa, apesar dos erros que ocorrenm
em alguns pontos.
Com o objetivo de testar a solugao numérica para pro-
blemas onde x # 0, resolveu-se o problema indicado na figura 4.8

utilizando os mesmos dados do exemplo anterior.

Estecdo inicial $c |, x=45°
EEEES el X
* . / Se
t 9
il
<\
W /gst_g_;ﬁo final

~ o P 4
~ ol i S _t%~2v

—atame] - ———— ]

Figura 4.8

A referencia [10] apresenta graficamente os resultados
da solugdo analitica deste problema, fornecendo ainda o valor nu
mérico do momento meridional maximo (MS = 8,92 x 10-3 prz).

A solugao numérica foi obtida pelo programa CORTERDE,
utilizando-se as mesmas condigoes de contorno do problema ante-
rior.

A casca cilindrica foi dividida em 100 espagos pivo-
tais (np = 101) e a casca esférica em 148 (np = 149), ficando
desta forma a casca cilindrica com um espacamento pivotal A. =
0,01, e a casca esferica com A, = 0,007.

Os resultados assim obtidos estdo indicados na [igura
4.9, e o momento meridional maximo encontrado foi M_ = 8,90 x

s
1073 prz, com um erro de 0,22% em relagao a solugdo analitica.
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Como o valor da variavel M, ,num determinado ponto, € a

coplado aos demais valores e-as- demais variaveis, e como ja  se

verificou que o processo de solugao funciona para x = 0, pelos
resultados obtidos,pode-se concluir que a formulagao adotada é

tambem boa para y # 0.

4.5 - Casca esférica com um bocal cilindrico radial submetida a
uma distribuigdao linear de temperatura ao longo de sua es-

pessura,

Figura 4.10

Dados: E_=E. =E = 2,06 x 10*% N/m?

S ©)
Vg = Voo = Vv = 0,3 o, =a,. =a=10"" 1/
sO Os P ts to
ty = 0,025 m (espessura da esfera)
t. = 0,0125 m (espessura do cilindro)
R =4 m; r = 0,125 m; X = 90°
T1 = -50°C (temperatura interna de toda a casca, inclu-
sive bocal)
TZ = 50°C (temperatura externa de toda a casca, inclu-

sive bocal)
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A inclusao deste problema no presente trabalho, & fei-
ta apenas com 0 intuito de mostrar uma aplicagao do programa
CORTERDE, ja que os resultados da solug@o numérica ndo sdo compa
rados com os de outra.

A estacao inicial & tomada no engastamento da casca es
férica, e a final no contorno livre da casca cilindrica.

A casca esferica foi dividida em 127 espagos pivotais
(n_ = 128), resultando um espagamento pivotal, adimensionalizado
emprelagéo ao comprimento de referencia, Ae = 0,01, e a casca ci
lindrica foi dividida em 100 espagos pivotais (np = 101), resul-
tando A_ = 2,5 x 1073,

A solugao deste problema encontra-se apresentada em
termos do deslocamento radial w, e dos momentos resultantes MS e
Mg para a casca cilindrica, e em termos de w, Ng» Ny, M. e M, pa

0’ s ]
ra a casca esférica nas figuras 4.11 a 4.14.
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Fig. 4.11 - Deslocamento radial w na casca cilindrica.
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Fig. 4.13 - Deslocamento radial w na casca esferica
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Fig. 4.14 - Tensoes de membrana e momentos resultantes na casca

esferica.

4,6 - Conclusoes finais

Através da analise dos resultados dos problemas resol-
vidos neste capitulo, pode-se concluir que a formulagao analiti-
ca desenvolvida no capitulo dois, resolvida pelos métodos apre-
sentados no capitulo tres, fornece resultados numericos bastan-
te bons. Como ja se observou anteriormente, os maiores erros re-

lativos nas variaveis fundamentais ocorrem para seus pequenos
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valores (em mo6dulo), cuja importancia, para fins de andlise de

__tensoes, tambem é-pequena. Nos—valores maiores deéstas variaveis,
e nos das outras grandezas (calculadas como uma combinagdao daque
las), os erros da solugao numérica em relagao a solugao analiti-
ca sao despreziveis.

Este aspecto confere uma confiabilidade bastante boa
ao método como um todo, possibilitando sua aplicagdo na analise
do comportamento de cascas de revolugao, submetidas a distribui-
gOoes de temperaturas e cargas estaticas, nas mais diversas situa
gOes praticas.

Este trabalho poderia ser prosseguido, utilizando-se a
estrutura numerico-computacional montada, para testar outras teo
rias de cascas finas, com as quais se obteria outra formulagao a
nalitica. Desta forma, poder-se-ia comparar os resultados, obti-
dos utilizando estas diversas teorias, entre si e com a primeira
aproximagao de Love usada neste trabalho.

Outra continuagao importante seria a de eliminar o de
sacoplamento entre as tensoes resultantes membraniais e os momen
tos resultantes, nas relagoes tensoes resultantes-deformacgoes,
conseguido tomando-se a superficie de referéncia como sendo a su
perficie média, e fazendo a hipotese de que as propriedades elas
ticas do material s3o simétricas em relagdo a esta superficie.Co
mo estas propriedades sao funcOes da temperatura, nos problemas
em que a variagao desta ao longo da espessura € muito grande, a
hipotese da simetria nao & valida.

Por outro lado, tomando-se a superficie média como sen
do a de referencia, limita-se também a forma da casca, ja que
sua espessura € funcdo apenas do comprimento do meridiano, dis-
tribuindo-se igualmente para seu lado interno e externo. Desta
maneira, se externamente a casca e um tronco de cone, sendo sua
superficie media cilindrica, internamente ela tambeém sera um
tronco de cone (figura 4.15a). Assim ndao e possivel obter-se a
solugao de problemas de cascas como a mostrada na figura 4.15b,
cuja forma interna € cilindrica sendo a externa tronco-conica,
bastante comum na praticas

Outra contribuigao poderia ser a ampliagdao do conceito
de descontinuidade pela inclusao de ancis de reforgo submetidos
a carregamentos térmicos .entre os scgmentos de casca.

A estrutura computacional poderia, ainda, ser utiliza-
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(a) (p)

Figura 4.15

da na analise de cascas semi-espessas onde, conforme a referén-
cia [9], as grandezas fundamentais passam a ser u, v, w, ¢S e ¢O'
para o que necessitar-~se-ia apenas modificar a ordem das sub-ma-

trizes do sistema de equagles, alem da formulacdo analitica.
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Al - SISTEMA DE COORDENADAS

No estudo de problemas de cascas, utiliza-se usualmen-
te um tipo particular de sistema de coordenadas curvilineo, cu-
jas principais caracteristicas, bem como sua particularizagido pa
ra cascas de revolugao, serao apresentadas neste apendice.

A superficie de referencia de uma casca pode ser defi-

nida pelas seguintes equagOes parametricas:

X = X(X,}’) (Al.la)
Y = Y(x,y) (Al.1b)
Z = 2(x,Yy) (Al.1¢)

onde X, Y, Z sao as coordenadas retangulares, e (X,y) sao os pa-

rametros tambem chamados linhas de coordenadas.

A localizagao de um ponto arbitrdrio sobre a casca ¢
dada pelo vetor posicdo R (Fig. Al.1):
ﬁ(x,y,z) = ?(x,y) + z E(x,y) (A1.2)

onde T & o vetor posicdo de um ponto sobre a superficie de refe-
réncia, n é o vetor normal i superficie de referéncia (cujo sen-
tido € tal que o sistema seja dextr6giro), e z € a distancia nor
mal a superficie de referencia, positiva sec for tomada no mesmo
sentido de 1, e negativa no scntido oposto. O conjunto de valo-
res (x,y,z) que determina um ponto material sobre a casca, forma
um sistema curvilineo de coordenadas espaciais, muitas vezes cha
mado de coordenadas da casca.

Derivando (Al.2) obtem-sec:

> >
3R _ a7, , on (A1.3a)
X ax axX

> >
_3_K.=_?9_£+ , dn (Al.3b)
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Ak _ n (Al.3c)

Figura A.1.1

Quando as linhas de coordenadas coincidem com as dire-
¢oes principais (definidas na geometria diferencial [Ul] como
sendo as diregoes nas quais o raic de curvatura assume valores
extremos, sendo neste caso chamadas linhas de curvatura princi-
pais).,o teorema de Rodrigues, estudado na geometria diferencial

e apresentado nas referencias [01,14],fornece:

5n _ 1 T
on _ 1 or (Al.4a)
9X rl 9X
an _ 1 ar
.._..]l = .._1. (A1-4b)
oy rz 9y

onde rp e, sao os raios de curvatura nas direcdes principais.

Desta forma, as expressoes (Al.3a) e (Al1.3b) {ficam

3R 1, 8T
9% = (1 + =) 2L (Al.5a)
X Ty ax
T >
Ry ar (Al.5b)
ay r, ay

Assim o diferencial do vetor posicao ¢ dado por
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> -+
aR= (1+ %) Pax+ 1 +2) L dy +nde — (A6 — —
R A B v, dy

Na geometria diferencial [C1} define-se:

> >
2 . QE.QL = B

ay ay

ar 2 (A1.7)

@ |
% 15
n
=g

aX

com A% ¢ B? sendo chamados de coeficientes da primeira forma fun
damental das superficies. Determina-se ainda o vetor n tal que
ele seja unitdrio, e mostra-se que 3r/dx e 3r/3y sio vetores tan
gentes as linhas de coordenadas, e portanto:

- . n = 0; 2L 7= 0; n.n=1 (A1.8)

Se as linhas de coordenadas sdo ortogonais (como no ca

so de linhas de curvatura principais), tem-se ainda

=

3T
sr = 0 (A1.9)
X 0

~

Considerando estes resultados, a distancia entre os
pontos R e R+dR & dada por:

2
ds? = dR . dR = o dax? + 8% dy? + v 422 (A1.10)

com a, B, y sendo os coeficientes de Lumé [05,06,14], dados por

a = A(1 + &) (Al.11a)
T
1
8 = B(1 + &) (A1l.11b)
T
2
y =1 (Al.11¢)

Em cascas de revolugao, utiliza-se normalmente um sis-

tema, cujas linhas de coordenadas coincidem com as diregoes prin
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cipais da superficie de referencia, sendo uma delas tomada ao
longo do comprimento do meridiano (s) e_a outra-ao—longo—do—angu —

1o circunferencial (©) (figura Al.2).

Zy

X

Figura Al.Z

Chamando de r o raio da secdao circunferencial de coor-
denada s (Fig. Al1.2), as equagoes do meridiano podem ser dadas
por:

r = 1r(s); Z = Z(s) (A1.12)

Desta forma as equacgoes paramcétricas da superficie de

referencia ficam sendo:

>~
i

r cos 0 (Al.13a)

<
i

r sen O (A1.13b)
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Z = 72(s) (A1.13¢)

— que ~s@o—as coordenadas Tetangulares do vetor posigio r(X,Y,z) de

finido anteriormente. Assim:

>
9T (9—11 cos @, 3L sen 0, 3—2-) (Al.14a)
3s ds s 3s

a-)

°r = (-r sen @, T cos 0, 0) (A1.14b)
a0

A partir das equagoes (Al.14), pode-se determinar 0s
coeficientes da primeira forma fundamental das superficies, uti-
lizando (Al1.7)

Al = (252 . (352 (A1.15a)
3s 3s
B2 = 2 (A1.15b)
Meridiano

dr

ds

Figura Al.3
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Na figura Al.3, observa-se no entanto, que 3r/ds =
dr/ds = COS_y{_F_gUE_§£[§§_E_QZLds_E<§£n—wT—G@HG&H&ﬂdﬁ;SE—QUE{ﬁg_a-—

~ ra cascas de revolugao com linhas de coordenadas tomadas da ma-

neira citada

A=1 B =r (A1.16)

A partir da expressao dr/ds = cos y, e lembrando que

ds = ry dy (Figura Al.3), tem-se:

da. (-(1£ -4 (cos y) = d_ (cos ) = - L sen y
ds ds ds r, ay Ty
e portanto ?
dr
T = - sen Y
1 dS2

Da figura Al.3

T

sen Y

e, desta forma, o raio de curvatura v, pode ser determinado por

= LA (A1.17)

Deve-se observar que os raios de curvatura ry ¢ r, sc-

- . . . . - . ng
rao positivos quando estiverem no sentido positivo de n.
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A2 - RELACOES DEFORMACOES-DESLOCAMENTOS

As relagoes deformagoes-deslocamentos utilizadas nes-
te trabalho, serao desenvolvidas a partir das relacOes deforma-
coes-deslocamentos estabelecidas na teoria da elasticidade, ob-
servando as hipoteses e as particularidades geométricas do pro-
blema de cascas finas.

Para um sistema de coordenadas curvilineo ortogonal
(x,y,z), as relagoes deformagoes-deslocamentos desenvolvidas na
teoria da elasticidade [05,06,14], desprezando os termos quadra-

ticos (com base na hipotese de pequenas deformagoes), sao:

e, = 1 {du [ v 3a ., woda (A2.1a)
a |9Xx B oy Y 9z
e =1 |3V, w 3B , u3p (A2.1b)
Y B |3y Y 9z a 9X
e, - 13w , udy , v 3y (A2.1¢)
Y {9z 0 90X 3y |
sz=_1__fiz+l_§y__l..§l__v_§.§ (A2.1d)
y 9z B 3y By 3y By 9z
YZX=£AE+1.@__-_U__§.9_“_W__8_X (A2.1¢)
o 9X Y 90z Y o 3z Y o 90X
Yo, =iy 3. u e (A2.1f)
Y B oy 09X o B 93X o B 3y
onde u, v, w sao os deslocamentos nas direcoes (x,y,z), a, B,
y sdo os coeficientes de Lame (veja Apcndice Al), x> Sy T

sao as deformagoes normais, e sao as deformagoces

sz’ Yzx° ny
cisalhantes.
A referencia [01] mostra que, quando o sistema de coor

denadas e ortogonal, pode-se escrever:

[+54
o~]

|

(A2.2)

a2
b
> IR
Q>
>



82

onde A e B sao os coeficientes da primeira forma fundamental das

superf1c1es (Apendice Al) , o .

Utilizando as equagoes que fornecem os coeficientes de
Lame (Al.11), estabelecidos no apendice Al, e substituindo(A2.2)
nas equacgoes (A2.1), chega-se a:

aQr+ 2oy 3% By
1
9 9B B 1
e, - 1 v, ueb 2 (A2.3b)
B(1 + E_) ay A 9Xx r2 j
T2
e = W (A2.3¢)
z
9z
sz I S B(1 + E_)QX L W B v (A2.3d)
B(1 + 1_) T, 9z ay T,
T2
Y, = I SO -1 A(l + —_)-— A u| (A2.3e)
AL + E__) 90X I‘l 0z I‘l
1
ny S S (QB -4 ﬁé) + - 1 (@X -y BB) (A2.3F)
AL+ 2 Y By . 2y 82 A X
rl Ty

A hipotese de que as normais permanecem normais impli
ca numa distribuigao linear dos deslocamentos ao longo da espes-
sura da casca. Portanto, lembrando da hip6tese que considera

e, =0 e da equagao (A2.3c), pode-se escrever:
u(x,y,2) = u(x,y) + z ¢, (x,y,0) (A2.4a)
v(x,y,z) = v(x,y) + z ¢y(x,y,0) (A2.4Db)

H]

w{x,y,z) w(x,y) : (A2.4c¢)



onde ¢x e ¢y representam as rotagoes das tangentes as linhas de
coordenadas x e y, respectivamente.

As—TOtagoes v, € Sa0 determinadas substituindo-se

as equagoes (A2.4) nas equagoes (A2.3d) e (A2.3e), lembrando que

sz = Y,y T 0. Desta forma obtem-se:
o, = & - 12w | (A2.5a)
Xy A 9x
1
9, = Lo - 22 (A2.5b)
Y T, B 3y

Admitindo, pela hipotese de que a casca & fina, que
z/ri << 1, 1 = 1,2, e substituindo as equagoes (A2.4) nas equa-
coes (A2.3a), (A2.3b) e (A2.3f), chega-se a:

e = 13 (u + z ¢x) . L 3A (v + z ¢.) + W_ (A2.64a)
X A ax " A B oy A
e, =22 vy 2B gy e (A2.6b)
Y B ay A B ax r,
v + z ¢ u o+ 2 ¢
o = B a (—— AT A3 (3 (A2.6¢)
YA ax B B 3y A

Estas deformagoes podem ainda ser dadas da seguinte ma

neira:
e, = €0 + z k (A2.7a)
X X X
e = €0 + z k (A2.7b)
y y y
Yo, = Yo, * z Kk (A2.7¢)
Xy Xy T Xy
onde
0 =1 v, v oaA, (A2.8a)
X A 9x A B 3y Ty
gO = l §~‘f, + _.9._- ?._]i + w_... (AZ.Sb)
y B oy A B 9x r, '
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Yoy ~ B By + 2wy (A2.8¢)
y A 9x Bay e —— )

R (A2.8e)

_ A D ¢
Keyy =7 (¢y/B) t = — (¢, /A) (A2.8f)

B 9y

As equagoes acima fornecem as deformagoes normais (ai,
ed)e a de cisalhamento(y;y),as mudancas de curvaturas(kx,ky) e a
torgao (kxy) da superficie de referencia durante a deformacio,
quando as linhas de coordenadas coincidem com as diregoes princi

pais, e a teoria de cascas € a primeira aproximagdo de Love.
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A3 - TENSOES E MOMENTOS RESULTANTES

Neste apendice serdo obtidas as tensdes e momentos re-
sultantes por unidade de comprimento, para cascas finas cujas 1i
nhas de coordenadas coincidem com as diregoes principais.

As tensoes e momentos resultantes sao determinadas con
siderando-se um elemento infinitesimal de casca limitado por
duas superficies separadas entre si pela distancia dz, situadas
a uma distancia z da superficie de referencia, e por dois pares
de secoOes realizadas perpendicularmente a superficie de referen-
cia, com cada par coincidindo com um par de linhas de coordena-

das adjacentes (figura A3.1).

Superficie de
referdncio

Figura A3.1

Os comprimentos das extremidades deste clemento, scgun

do a equagao (Al1.10) sao:

dS, = a dx = A(1 + £y dx (A3.1a)
T
1

ds, = 8 dy = B(1 + 2y dy (A3.1b)
r,

e as areas das extremidades normais as linhas de coordenadas x e

y sao, respectivamente

dA_ = 8 dy dz = B(l + 2.y dy dz (A3.2a)" .
R
2
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dAy = o dx dz = A(1 + 2y ax dz (A3.2b)

__.Ll ##########

Chamando de N, a forca por unidade de comprimento que
atua ao longo da linha de coordenadas y (z = 0), a forga total

no elemento infinitesimal (fig. A3.1) na direcdo x é:

NX B dy = [ 0y dAX = J B o, dy dz

NX = i JB o, dz (A3.3a)

Se MX € o momento por unidade de comprimento ao longo

da linha coordenada y, o momento total sobre o elemento infinite

simal e:
MX B dy = Jox z dAX = ]B o, Z dz dy
e
1
Mx = g (B Oy 2 dz (A3.3b)

Substituindo os coeficientes de Lame (Al.11) nestas e-

quacoes, obtem-se:

a z
Nx = [ (1 + =) 0y dz (A3.4a)
r
2
. _ z ‘
Mx = J (1 + _ ) o, 2 dz (A3.4b)
2

Este procedimento pode ser estendido as demais tensoes,

obtendo-se finalmente:

- N

N o
X X

J Ney = <x 1+ %) az (A3.5a)
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N o
y b4 e e T T T T
*********** SNV S o (1 + 2 de (A3.5b)
yX yX r
1
Qy / Tyz
(M o]
X X
= (1 + =)z dz (A3.5¢)
M T )
Xy Xy
M o]
y y z
< = (1 + —) z dz (A3.5d)
M T T
L Tyx yX
onde Nx’ ny, Qx’ Ny’ Nyx’ Qy sao as forgas resultantes por uni-

s M, M sao 0s momentos resultan
Xy y yX -

tes por unidade de comprimento, cujas direcoes e sentidos estao

dade de comprimento, e Mx’ M

indicados na figura A3.2.
A partir da hipotese de que a casca ¢ fina, as quanti-

dades z/ri, i1 =1, 2 podem ser desprezadas em relagao a unida-
de; entao, considerando o tensor tensio simetrico (Txy = TYY),
chega-se a:
"
Nx = JUX dz (A3.64a)
Ny = Gy dz (A3.6Db)
1 = = .
kxy Nyx Txy dz (A3.6¢C)
f
Qx = JTXZ dz (A3.6d)
[
Qy = Tyz dz (A3.6e)
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##«#ﬁ##ﬁﬂ~«j%*a{@{%ﬂh ############# (A3.6f)
My = {Oy z dz | (A3.6g)
Xy = Myx = JTXY z dz (A3.6h)

Nx

Qy

Ny

Figuré A3.2
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A4 - TENSOES RESULTANTES E SUAS DERIVADAS EM FUNCAO DOS DESLOCA-

Substituindo as relagoes deformagoes-deslocamentos (2.
6) nas equagoes (2.11) e (2.14), obtém-se as tensdes resultantes
em funcgao dos deslocamentos. Visando sua substituigao nas equa-

coes de equilibrio (2.12),calculam-se também suas derivadas.

T 1 . 1 A T r"
= S + u! + = S - : - .
Ng = A2 v T A NS FIAR S B! T AWt By Py
1
o (A4
N - T e A fu e (A e A gu e A un e
s 2 /112 12 12 1174 11
T T T
+ (l A, - Iloa v o+ LA v (oA - fi A -
12 7 M2 12 11 T 7 M1
T T T T Y
1 1
(r rvv)| (1 ru)r' T !
1 ) 1 1
- - AL, - Arol w+ (— A
B, 7 12 A 12 '
1
rl 'rVV
- Ay, )Ww' - Bi pp - By D (A4.2)
r, 1"
_r' ' 1 ¥ 1 B -
NO = - A22 u + A12 u' + A22 v o+ (‘ A12 w BZ P
T T I]_ T
... (A4.3)
s T . ., 1 . 1 o r .
No = 7R U T A Ut DA Vo (T Ay T vt By ey
1
(A4 .4)
N =LA 0-LiAv+aAa v (A4.5)
s 33 33 33
T T
Noo= LA - A v+ A, v (A4.6)
so ~ "33 33 33 -0



¢

M

. 2
l rY ) - 1-.‘! .I,.I‘ -r-'
(= A/ —5 A, )u A, u' - — - —m=)A , + — AV ——
33 If#;?ﬁ*####§§#¢ﬁﬂﬂﬁﬂﬂﬂT1#4% =33
[] I_:. 1] " )
+ (ASS - ASS)V + A33 v (A4.7)
D2 r.or" D2 2
-t ’7 r 1 . ’ ..
(D Ahe - L A4y oL o Aoy -
ror 2z r? 22 zZ 2z oy
1 11 Y11 11
2
\ D D D,
X o, - Ay s A2y o (2228 D Boym (A4.8)
r 22 D D S D 1 2771
11 11 11
2 2 2
' D . r. r" D D
LS 256 - L o Ay o oo, - A -
T 22 7 ), 2 22 7 2 22 T
1 11 11 11
2
. D4 . Dy, . D,. ,
S X p, - Ay v A2y o (A2 Lo oym (A4.9)
r 22 7 5 s b 1 2/ M
11 11 11
2 2 2
, D r, 1" D D
LA L9 - L — Aoy oL L2y -
T T 22 D T 22 D rz 22 D
1 11 11 11
S
, D D,. _ Dy,
- Xy, - A2y A2 g -2 B - B )i (A4.10)
T D S D 1 27
11 11 11
- 3} _ |2 - ) ot 2
11 ' T T rl r' T 11 D12 r ‘
7 (D, )+ Dy,
(r r]_) l)“_ roTy
2 2
D , Dy (r, ')
- ._!‘_g)' u + T (D _.l_z.)u' - { __1 e —
D ror 22 r?
11 1 11
2 2
2.1.| r rl' D r ]..11 I‘)
1 .
- 1 (D - ___2_) + __.1_ (D 12..) }V -
3 22 7§ 2 22 7 |
11 11
i8] 2 2
r, T DS, . N 2 D
N (D _}_Z,)V' - o - __1_2) +
7 22 7§ N 2 22 7 )
11 11
2 ?
iy Dy, \ Dy (
+ 2 (D - 1“)' w' - Lo (D oAy 1 (D
) 22 7 . 22 7 [rz 22
11 Y11




s@

Ms@

2 2 2
D D D D
2~ ! 12 1 2, ., 2 g
- = - 253y, "T)ﬂ,lﬂll‘?.z-wz-z;—:’b”‘*{';]_z) M*
D o _fe P17 T Dy, D11
D D D
s A2y (A2 _pyrm. o+ (=22 B, - B.)m! (A4.11)
D s D 1 2 T 1 22T
11 11 11
1 . 'rl .rn T! (11 .rvv)v r] ru
D u + ( - )D vV - = D v' o+
2T Ty 33 r2 2r 53 2T 33
¢ Lopw -t Dy, W' (A4.12)
T T
1 .rl .rn rv (Tl rl')l . rl rn ‘ .
D u + ( - )D Y D v' o+
2T Ty 53 r2 2r 53 2r 35
s Xop w =L, (A4.13)
2 733 33 T
T T
r' r, +TrT
12 Dys - 1 5 1 DI a o+ . u'o+
2 T ry (r rl) | 21 ry
, 2
(.r rvv)'rl (r T”) I.v (r rvv)rv
F 2 F e - 2 g -
2 T T T
(r rvv)vv T ],.n .I,.y (] rn)'
1 1 1
- Dy, * - DL} v o+
2r 33 12 2r 53
T rll rt (r .rn) v} T T”
P Ay D33 = ——— Dygd v’ -
2 T T 2T
T I.ll 2
1 r” 2r| -r' -
- D v' + | (= - )D,, + == D! | w +
27 33 T2 r3 33 r2 33
2 b, - Loprogw o Lp e (Ad.14)
2 733 33 33 )
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r' r, t T T,
. 1 1 1 1 " 1
M', == {—— Dy, - - D.,} Ui + ——— Dy, U+ ———
sO Z#El,#¥ﬁ~J~Hﬂfﬁﬂﬂ‘w£#ﬂ 2r v, o3
e ——— = 1 1 1
1" 1 1] 1 Tt 1t '2
3 (r1 T'")'"r (r1 r')r (r1 r'')r
+ = + , - 2 -
2 2 3
2 T T T
(r r!l) tt r rl’ rl (r r'l)! .
- 1 D + 1 5 - 1 D.153} v o+
2r 33 T 2r
3 T T T’ (r1 T Ty ' .
h { - 2 - DS"S - DSS} A
2 T T b 2r
T] " . " T'Z T!
- — D3z v v (55 - 2 x-)Dgg v 5 Dygy W
2r r T T
T' 1 o e _ 1 oy
+ (2 ;7 Dy - ; Dy )W 5 Doy W (A4.15)

Da equagao (2.12d) obtem-se:

- 1 . 1 . _
QS = = (r MS) + = MSO
T T

ﬁ

"

Substituindo as expressoes (A4.8) e (A4.13) nesta equa
cao, chega-se a:
2

2 D T, 1"
_ Dby 1. .0 .
Q = 7 Dy, 5 Ju + 7 Pss @ o7 Psz vt
1 11 1
1t 1 2 e L}
r, r'r D12 (1] r'") . y 2
YT (Dg5 + Dy, ) - 7 D3z v+ —— (D),
T D 2T 1
11
2 2
D , D?
- hw - L e Lo g, v 0, - 2w e we
D r o 33 22 p
11 11
, D )
s X o A%y ool (Z12 B, - B, (A4.16)
T D 1



A5 - COEFICIENTES DAS EQUACOES FUNDAMENTALS

As equagoes fundamentais (2.15) desenvolvidas de acor-

do com o procedimento indicado no .item 2.7, tem como coeficien-

tes:
Cy =1 Ay,
C2 = r' A11 + 7T Ail
C = TN + ' A _ 1’!2 A _ r'i (D _ D%Z)
30 T 812 12 T2 T 7 Va2
1 11
1 1
Cp = = Azg ¥ 5 D3
T 2r r1
r”
C. = A + A, - — D,
5 12 33 7 50 P33
2
t 1 Ty ]) (r I"')'
oA T r' r 12, 1
Ce = 412 (Ayy * Agz) + —5— (D35 *+ by, ) — Dz
r D 2r 71
11 1
2
2 D
_r _ " r' o712
Cr= = Ay -1y TV Ayt - (D, )
T 1 11
_ 1
Cg = . Dssg
1
T' r ri T T’
Cg = (;“ 2 JA1y - Ajp - |(rp )t . Ayg = Ty T Ap
1 1 1 1
r .r." rl
1
+ _T——'AZZ
T
2
D
T, b1,
€10 7 7 7 (U337 Dyy . )
1 11
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19

20

]

L —_
r ________________________________________
D
T’ 2
—— (1 - 1 )
1 D11
rll
A + A - — D
12 = 733 = 7 733
D2
r‘ , r' 1y ] 12 )
N (A, Agz) + Aj s > (-2- R B___)
11
I‘ rn
1 I.H
T T Dag ot D
2 r 33 . 733
1
A (rl r,.)Z D
r A, + —34 "~ ]
33 Ir 33
11 " (rl T")I"
' A + 1r A e { (r LD I S D .
33 33 . 1 - .
r rH
1
+ D! }
2 33
1 (rl r”)Z sz
- A o — (D - M)
r 22 3 22
11
,2 Tr r'l (I‘ ru te T rn ,r,
_(I‘ + r“)ASS -~ 1! A:'53 + __l.._._m_ { _____l_________)__ _ _(__1“—3_“—” _
' ! 2 2r
- Eil_i_li_ D 4 Eil_i__w i (ry r)r o ]
T 33 5 - 33
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A6 - COEFICIENTES DAS EQUACOES FUNDAMENTAIS ADIMENSIONALIZADAS.

Considerando as definigdes e operagles indicadas no i-
tem 2.8, onde € realizada a adimensionalizacdo e a expansio das
variaveis em série de TFourier, os coeficientes das equagdes 2.16

sao:

P11

437 = P 311 * P 2314

|2 |2
= " 1 ' - _p____ - 8] _ _ l
Ty) =P 31, TP 2, 332 7 8.do - (= ag5 ¢
P o P o
1 | 2
+ 7 B d3z)n
o] pl
a1, = (ag, * agq o B dsg)n
P
= ' - -&'- . 9..'__9"'_’. -
T, = 13y, (@yy * az3) + 8 ;7 (dg5 + dO)
o o
(p] p") "
T, 933 b on
p oy
P T D'Z 1 2
Q13 =~ 811 TPy P At B do + —=—— f d3y3n
' P Pq .
= _p_._ - 1_. 9.._. ! - "yt _C_)___ . - 1" 1
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P P 1 ]
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p f
+ ~— B(ds b1 - bz)mTn
P
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A7 - TENSOES EFETIVAS NO CONTORNO

Para estabelecer a equacgido que estipula as condigoes
de contorno nos problemas de cascas de revolug2o, utilizou-se o
conceito de tensoes efetivas no contorno.

As tensoes efetivas no contorno sao determinadas a par
tir das tensdOes e momentos resultantes que atuam no contorno,con
siderando-se uma curva de contorno s = constante. Para tal, con-
sidere-se a figura A7.la, com ab = bc = d£, onde estao mostradas
as tensoes e momentos por unidade de comprimento.

Substituindo o momento por unidade de comprimento MsO’
por duas forgas M o € o momento por unidade de comprimento
Ms@ + (aMSo/aﬂ)dE por duas forgas MsO + (SMS@/Bﬂ)dK, chega-se
ao esquema de forgas esquematizado na figura A7.1b.

/4:.

Mge ¢ %—Mium

Fig. A7.1

Considerando o ponto b, o somatorio de forgas na dire-
gao radial e:

aMSO

oL

L}

de)cos ¢ - MS cos ¢ (A7.1)

ZFr o

Qs de + (MSO +

Como df é uma quantidade infinitesimal, ¢ & um angulo pequeno e
cos ¢ = 1, entao:

M4
F Q. + —22)de (A7.2)
T S 32

e pode-se definir
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Qs = Q *_—"5‘9 o (A3

Considerando ainda o ponto b, o somatorio de forgas na
direcao tangencial fornece:

oM
= sO
ZFt = Ns@ de + ZMSe sen ¢ + 7 df sen ¢ (A7.4)
sendo sen ¢ ~ ¢ pelas razoes apresentadas acima.
Pela figura
2¢ = dz e portanto ¢ = de . (A7.5)
T, 2 r,
Assim, a equagao (A7.4) fica:
M
IF, = Ny d& + 2M, de ., 50 4, 4 (A7.6)
2T 3L 2 r
2 2
e desprezando diferenciais de ordem superior,
M.
LF, = (N__ + —=284p (A7.7)
t T80
T
2
podendo-se definir
M
N = + 50
NSe Ns@ + . (A7.8)
1
2
Como o contorno ¢ sobre a linha de coordenadas 0, e

considerando que a casca e fina, a equacao (A3.1b) forncce

de = B do (A7.9)

e como a casca € de revolugao B = r (equagao Al.16), entao
d¢ = r do (A7.10)

Desta forma a equagao (A7.3) fica
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. oM
Q, = q + + =22 (A1) ———

e i 1 A

e a equagao (A7.8), utilizando a equagdo (Al.17) que fornece Ty
passa a ser escrita da seguinte forma:

T T
. 1

= ] - —————
Neo = Ngg - M (A7.12)

Adimensionalizando as equacgoes (A7.11) e (A7.12) con-
forme o procedimento indicado no item 2.8, chega-se a:

Q. =q _ + BDy (A7.13)

B M (A7.14)

50n

Utilizando as equagoes (2.18) pode-se determinar an

- _ ] | t .S
e Ns@ em fungao d? vetor X = {un, Vs Wi Msn} € sua primeira
derivada em relagao a £.
~ ‘2 ) 0 Q”
- _(_P 1 N o1 : '
Qp = ~CF— 8 do+ 7 B d33 nT)uy 77 B gz vyt
p f b1 P p
r(ol p'")p! (py P
fT s (B v dO)E - ey B dgg novy
p ¢
502 1 2 2
P Voo B
+ 5 B do + 2 =5 B d33 n J wl 3 (Zd33 + do) Bn wo ot
P P P
- M - el - b
+ B M+ (1 - ds)g M (ds by = by)B my (A7.15)
P p
- 1 o o pp P [Py P")p! i
sOn ( dz3 * 2 d33 B)n Yn ¢ 433 7 2
0 20 p P p
1) ' e 2
(pq ™) (py 0™
T B dS"} Vn T |333 T 2 B dzz| vyt
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A8 - ELEMENTOS DAS MATRIZES DA EQUACAO DE CONTORNO

Com as condigoes de contorno dadas conforme o item
2.10, e as definigoes de variaveis adimensionalizadas conforme o

item 2.8, os coeficientes das equacoes de contorno sao:

f. = a

1 11
£, N
£, = =134,
o
f: == a;,nn
0
f, = B a - P1 P a
4 11 12
o1 0
_ o" 1
£ (2 5 B dsq azz)n
0 0
(o1 p")z
fe = 7 B d3z * agg
o
e .., _h° (pg 0™’ (oy o) 5 4
ty 33 3 33
ol P P 2p
Py p"
fg = - 7~ B dggm
o
py " ot
fy = . B dyy n
0
£ = o'’ do - —3L 2
10 = 7 B dO - 5 B dzg
01 p pl P
pl p”
£11° - 5~ B dzz n



(o1 p")p’
5 (s r 49 o
2
o’ 1 2
o o)

- 2
3 (2d;, + d©)8 n

= (1 - ds)B
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A9 - ELEMENTOS DAS MATRIZES DA EQUACAO QUE REGE AS DESCONTINUIDA-

N
n’ As@n’ an’

¢sn} e as equagoes que fornecem suas componentes em fungao das

componentes dos vetores, X' e X, o3 elementos nao nulos das ma-

Considerando a definigao do vetor Z = {NS

trizes S, T e do vetor L que aparecem na equacgao (2.24) sao:

11 11
(py o)
Spp = 83z 7 . B dsg
pl p"
Sy3 = - T ds3 B n
pl p"
S3p = - 5~ B dgz m
0
o’ B do + 2 1.8 4 Z
S33 = T7 Wi 33 1
P P
Sz4 = B
Sg3 = 71
- P!
tyy © 212
o]
1
t = - a n
2 2
1 o2
1 pl p”
t13 = T 811 T 412



("“"‘2‘ 8 d33 - ass)n e
o Py 0" (pl P )p! (o1 p'')!
T Az s 7 " B ds3g
p o o) 2p
(p] pn)pv
3 B dszzn
' 2
~(—— B do + —L g 4 n?)
2 ) 33
P" Py Py 0
(py P")p" ‘ (py ")

i

_ e -
(ds b1 bz)B an
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Al10 - PROGRAMAS CORTER E CORTERDE

Neste apendice apresentam-sc os fluxogramas dos programas
digitais desenvolvidos para as cascas sem descontinuidades (CORTER
e com-descontinuidades (CORTERDE), e os das subrotinas utilizadas
para solugao dos sistemas de equagao em cada um destes casos (COLE
RA e CORADE respectivamente),com o objetivo de mostrar sua estrutu

ra de funcionamento.

O programa CORTER pode ser utilizado na solugdo de pro -
blemas de cascas de revolugao submetidas a distribuicoés de tempe-
ratura e cargas quaisquer, cujo material possa ser considerado
elasto-termicamente ortotropico, com propriedades variaveis de for
ma continua ao longo do meridiano, cuja forma possa ser modelada
através de segmentos de reta e de circunfercéncia, desde que con-
cordantes. A espessura pode ser uma fungao do comprimento do meri-
diano, com derivada continua, e o espacamento pivotal deve ser cors

tante em toda a casca.

Quando as propriedades do material, a espessura ou o es
pagamento pivotal variam bruscamente, ou a fungcao que definc a for
ma do meridiano tem derivada descontinua, o problema deve ser re -

solvido utilizando-se o programa CORTERDE.



FLUXOGRAMA DO PROGRAMA  CORTER

(Eer dados iniciais

Calcular enderecos

Ler distribuigao de temperaturas e cargas, propriedades dos ma
teriais, constantes adimensionalizadoras e condigoes de contor

no.
@ - i= i+ 1

Ler dados geométricos e calcular as propriedades geométricas

no ponto (GERGEOQO)}

Calcular e arquivar as constantes de rigidez no ponto (RIGID)

|

Calcular e arquivar os carregamentos térmicos no ponto (KTEMP)

|

Calcular o vetor carga do sistema Cj (CIN, C2N)

Calcular as matrizes A (FAIN, FA2N)

1,1 3,1

Tomar a influencia de cada linha calculando e arquivando a ma-
triz T; e o vetor K; ate que i = n, ¢ entao determinar e arqui
var os vetores solugao Xj (COLERA)
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Calcular os vetores solugao
nas estagoes de contorno
(SOLUEX)

i =1, n :>
|

Calcular as propriedades
geométricas (GERGEQ)

|

Recuperar as constantes de
rigidez e os carregamentos
termicos

Calcular as tensoes(TENSAOQ)

|

Imprimir os resultados
(WRITE)

A FIM
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FLUXOGRAMA DO PROGRAMA CORTERDE

Ler dados iniciais, e propriedades dos materiais
e constantes adimensionalizadoras.

Calcular enderegos

l

Ler distribuigdo de cargas e temperaturas, e con
digoes de contorno

Ler dados geometrlcos, gerar ¢ arquivar as pro-
priedades geométricas em toda a casca (GEODES)

J

Calcular e arquivar as constantes de rigidez em
toda casca (FRIGID)

(E) i= i+ 1

Recuperar as propriedades geométricas e as cons-
tantes de rigidez

Calcular e arquivar os carregamentos termicos
(KTEMP)

|

Calcular o vetor carga do sistema C. (CIN, C2N,
CDES) .

Calcular as matrizes A1 i A
FA2N) e A

., Ay . (FAIN e
ji (FADESC)

4,i* 5,30 6,1

Tomar a influéncia de cada linha calculando e arquivando a ma
triz T; e o vetor K; até que i = n e entdo determinar e arqui
var os'vetores solugao Xj (CORADF)




Calcular a solugao nas estagoes
de contorno (SOLUEX)

<1 =1, n>

Recuperar as propriedades geomé
tricas, as constantes de rigidez
e 0s carregamentos  termicos

Calcular as tensoes (TENSAO)

[

Imprimir os resultados (WRITE)

FIM



FLUXOGRAMA DA SUBROTINA COLERA

Voltar ao programa principal

Dados: 1, n, Al,i’ A2,1’ A3,1
Ll,i - Al,]
T. = (A,) 1 A
. _ \21
Lyg = Ayl 1y - > |1 H
=) YA, L) ] L2 Ty - (A11)“1 Azq
374722 3277120 ke -1
| K, = (AL e
A
[ _ _ ‘ F3 ..
Ly ™Ay 37y Ty "“<<:i;£:>
—— _ _1 -
Tiep = Ly 3) Az 4
LK. =(L, .) Y{c.-L, K. .}
i~ g TR, i1
LZ,n - AZ,n - Ll,n Tn—l
LS,n = AS,n - LZ,n Ty
_ -1 - , _
Ky = (LB,n) {Cn Ll,n Kh-2 L2,n Kn~1}
X = K
n n
1= 1-1
T # ~ v T
<<:;;E:>“ i 7K 7 T X
X; = Ky - Ty X, = T, X
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FLUXOGRAMA DA SUBROTINA CORADE

Dados i, Jy» T AI,J’ 2.4
Ag 50 Ay g0 Bg g0 Mg g
Ll,l - Al,i
T . = (A,.) ‘A
11~ V11 21 P L - A - L 7
- < _ . -
T.. = (A..) 1, T~ = 22 22 12 11
21 11 31 2 - o -1 ,
-1 T1p= (Lo " (AL, Ty
K. = (A;,) *{C.} > 2 1
1 11 1 ?
:E Ly 57
#
Ly 3 =833 Ly 3 Ty 50
} -1
Ty,i7 (g g) 7 Ay
_ -1
Ty = (kg 3) 7 Ag g ‘
o -1
Tg 37 (L 3) 7 Ag
) “loa
Ky = (Lg 3) 7€ = Ly 5 Ky p = Ly 5 Ky y)
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>~ * ‘ , -1
i:n 1 = (L, .) A, .
e 1,1 2,1 3,1
'Ki Ly, 1) 7 Cimly 5K
ILZ,n= AZ,n' Ll,nTl,n-~2 <{>
LS,n - A3,n h L2,n Tl,n-l
‘ -1 ] ,
kK, = (LB,n) Ch - Ll,n Kh-2 LZ,n Knh-1
X = K
=i - 1}
/\
<:§z1?+1 1%:755 7Ty 3% a1 ie2
#
A~
s T~ = T o -
<::1;3;;///”“1Xi R PR L N T R T A T R R A
#
- # - . ,
<<:ET1 X3 7K - T X
S
Xy = Ky =Ty X - Ty X5

Voltar ac progr

ama principal




