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TÉCNICAS DE CODIFICAÇÃO DE REDE NA CAMADA
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Este trabalho investiga técnicas de codificação de rede na camada

f́ısica (PNC) no domı́nio da frequência. Para fundamentar o trabalho,

apresenta-se uma breve revisão teórica sobre a abordagem algébrica

de Feng, Silva e Kschischang, conhecida como codificação de rede via

reticulados (LNC) e baseada no trabalho de Nazer e Gastpar com a téc-

nica computa-e-encaminha (C&F). Também são revisados os aspectos

fundamentais de sistemas multiportadora, em particular para a Mul-

tiplexação Ortogonal por Divisão na Frequência (OFDM) e Sistemas

Multiportadora com Banco de Filtros (FBMC). Após a fundamentação

teórica, analisam-se trabalhos relacionados da literatura que envolvem

a aplicação de PNC em sistemas OFDM. Suas principais caracteŕısticas

de implementação são discutidas e apresentadas.

Seguindo a abordagem algébrica do LNC, esta dissertação encerra

trazendo uma contribuição original de estratégia PNC que estende o

computa-e-encaminha para codificação de quadro em sistemas OFDM

particularizada para a modulação BPSK. Nesta contribuição, cada usuá-

rio codifica sua mensagem e espalha a palavra-código no quadro OFDM.
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Os usuários transmitem simultaneamente e o relay decodifica uma com-

binação linear das mensagens via decodificação de reticulados. Resul-

tados numéricos mostram um bom desempenho da estratégia em uma

rede bidirecional com relay em comparação às técnicas encontradas

na literatura. Outra contribuição da dissertação é a modelagem da

etapa de múltiplo acesso com sistemas FBMC, na qual mostramos a

impossibilidade da aplicação direta da estratégia PNC na ausência de

conhecimento dos ganhos de canais nos transmissores.
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This work investigates physical-layer network coding (PNC) strate-

gies in frequency domain. In order to provide background knowledge

to the reader, we present a brief review of an algebraic approach for

PNC, developed by Feng, Silva and Kschischang and named by the

authors as lattice network coding (LNC). The LNC strategy is based

on Nazer and Gastpar’s compute-and-forward (C&F) technique. We

also review the basic theory about multicarrier systems, in particular

Orthogonal Frequency Division Multiplexing (OFDM) and Filter-Bank

Multicarrier Systems (FBMC). After the background introduction, we

recall some results from related works in the literature involving PNC

applications for OFDM systems. The main implementation aspects of

the work presented in these papers are presented and discussed.

Following the guidelines from the LNC algebraic approach, this work

proposes an original contribuition of a PNC strategy generalizing the

compute-and-forward technique to a frame coding strategy in OFDM

systems with BPSK modulation. In our strategy, each user encodes its

message and spreads the codeword in an OFDM frame. The users then
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transmit simultaneously to a relay, which in turn decodes a linear com-

bination of the messages using lattice decoding techniques. Numerical

simulations show good performance of the proposed framework when

comparing with other authors’ strategies. Another contribution of our

work is a multiple access model for FBMC systems, showing that it is

not possible to directly apply the PNC strategy in such systems when

transmitters have no knowledge of the channel state information.

xvi



Sumário

Abreviaturas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . xviii

1 Introdução 1

2 Sistemas Multiportadora 5

2.1 Modelo da Transmissão do Sistema OFDM . . . . . . . 6

2.2 Prefixo Cı́clico em Sistemas OFDM . . . . . . . . . . . . 8

2.3 Deslocamento de Frequência da Portadora . . . . . . . . 9

2.4 Sistema Multiportadora com Banco de Filtros (FBMC) 12
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1
Introdução

As tecnologias de comunicação sem fio para comunicações móveis

evolúıram drasticamente desde a primeira geração da telefonia celular

(1G) até a atual quarta geração (4G). Mesmo assim, a expectativa

dos usuários dessas tecnologias e a variedade de serviços desenvolvidos

motivam a busca ininterrupta por mais avanços na ciência e tecnologia

das comunicações.

Para que ocorram tais avanços, há diferentes necessidades técnicas

a serem analisadas, geralmente dependentes das aplicações. Em apli-

cações de tempo real no contexto de comunicações, por exemplo, são

demandadas taxas de transmissão de dados cada vez maiores. O parâ-

metro de desempenho nestes casos geralmente é o throughput, ou seja,

a taxa percebida por um usuário terminal na sua localização corrente

em uma célula.

Técnicas avançadas de processamento de sinais que exploram o uso

de múltiplas antenas nos transmissores e receptores e larguras de banda

cada vez maiores têm sido usadas como estratégias para aumentar a ca-

pacidade dos sistemas de comunicação. Técnicas de acesso ao meio, de

multiplexagem e de diversidade também auxiliam os sistemas a (quase)

alcançarem as taxas de transmissão idealizadas dos canais de comuni-

cação.

Outro parâmetro de desempenho de igual importância é a eficiência

espectral das transmissões nas bandas dispońıveis. O uso e as regu-

lamentações sobre o espectro eletromagnético o tornaram bastante es-

casso, demandando mecanismos mais sofisticados nas interfaces sem fio,
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CAṔITULO 1. INTRODUÇÃO

os quais visam otimizar o aproveitamento dessas faixas de frequência.

De acordo com [1], a aplicação lei de Moore nas comunicações mos-

tra que as taxas de transmissão de dados dobram a cada ano, enquanto

a eficiência espectral dobra a cada 2 anos. Embora positiva, essa evo-

lução dificulta o planejamento de uso do espectro.

Modulações mais eficientes, por exemplo, costumam trazer ganhos

em termos de bits/s/Hz; entretanto a necessidade de utilizar códigos

corretores de erros acaba penalizando esse critério. Portanto é pre-

ciso continuar investigando novas maneiras de melhorar a eficiência dos

sistemas emergentes de comunicação.

Estratégias de comunicação cooperativa beneficiam redes de comu-

nicação sem fio há bastante tempo (veja, por exemplo [2]), oferecendo

melhores coberturas, maior throughput e melhor desempenho em termos

de taxa de erro de bit (através de ganhos de diversidade). Derivando

da ideia de comunicações cooperativas, o conceito de codificação de

rede, introduzido por Ahlswede et al. [3], traz um aumento no fluxo

de informação da rede em relação às estratégias tradicionais de rote-

amento. Quando apropriadamente combinadas, essas duas estratégias

podem trazer ganhos ainda maiores.

Neste sentido, a codificação de rede na camada f́ısica (PNC) emer-

giu em 2006 a partir de duas contribuições diferentes, [4] e [5]. Nessa

abordagem, dois ou mais usuários enviam seus śımbolos codificados

simultaneamente para um nó intermediário, o qual recupera uma com-

binação linear a partir da superposição de sinais recebida. Essa etapa é

chamada de fase de múltiplo-acesso. Em uma segunda etapa, é posśıvel

tentar a decodificação dos sinais ou realizar a difusão da mensagem aos

nós de interesse.

Ambos os trabalhos defendem a ideia de que é posśıvel se benefi-

ciar da interferência entre usuários em vez de tratá-la como rúıdo. A

codificação de rede na camada f́ısica questiona a abordagem tradicio-

nal das técnicas de multiplexagem de sinais para evitar colisões ou de

cancelamento de interferência. Em um exemplo simples de uma rede

bidirecional com relay, a técnica dobra o throughput da rede. Combi-
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nada com técnicas de múltiplo acesso e com alta eficiência espectral, a

codificação de rede na camada f́ısica pode oferecer espaço para muitas

melhorias no desempenho das futuras gerações de comunicações móveis.

Nas tecnologias recentes de comunicações sem fio, seja para redes

sem fio locais (WLAN 802.11g/n) ou telefonia celular 4G (padrões LTE

ou WiMAX), é empregada a técnica de transmissão e recepção multi-

portadora, especificamente a Multiplexação Ortogonal por Divisão na

Frequência (OFDM). A OFDM se popularizou pela simplicidade de

equalização dos canais de comunicação, sendo versátil para combater

multipercursos em canais com interferência intersimbólica, e pelo uso

eficiente da transformada rápida de Fourier (FFT) como ferramenta de

processamento de sinais essencial na sua implementação.

Neste trabalho, investigamos a aplicação de técnicas de codificação

de rede na camada f́ısica no domı́nio da frequência, com atenção es-

pecial ao uso do sistema multiportadora OFDM. Particularmente, esta

dissertação busca trabalhar com as estratégias de codificação de rede

via reticulados, nas quais, tipicamente, diferentes ganhos de amplitude

e fase entre os canais das subportadoras podem dificultar ou até preju-

dicar a decodificação em uma etapa de múltiplo-acesso do PNC.

Nos Caṕıtulos 2 e 3, essas duas técnicas de comunicação são apresen-

tadas de forma independente, contextualizando os principais aspectos e

modelos de cada uma. Em particular, o Caṕıtulo 3 traz uma abordagem

algébrica para a codificação de rede na camada f́ısica, conhecida como

codificação de rede via reticulados (LNC), fundamentada no trabalho

de [6].

No Caṕıtulo 4, alguns trabalhos relacionados envolvendo a aplicação

de codificação de rede na camada f́ısica em conjunto com a técnica

OFDM são revisados. Três estratégias independentes são analisadas e

comentadas. Em seguida, no Caṕıtulo 5, faz-se uma contribuição para

a literatura desenvolvendo um modelo particular para a aplicação da

estratégia LNC em sistemas multiportadora com modulação BPSK.

Os resultados de simulação da técnica LNC-OFDM são apresenta-

dos no Caṕıtulo 6. Mostramos que há um bom desempenho da técnica

3
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em relação aos trabalhos publicados na literatura. Utilizamos diferen-

tes estratégias para obter ganhos de diversidade e ganhos de codifica-

ção, através da aplicação de códigos corretores de erro convolucionais

e turbo.

Uma parte deste trabalho também discute a impossibilidade da apli-

cação direta da estratégia de codificação de rede na camada f́ısica em

sistemas multiportadora baseados em bancos de filtros (FBMC). O Ca-

ṕıtulo 2 inclui uma revisão teórica sobre esses sistemas, e uma modela-

gem da etapa de múltiplo acesso de um sistema FBMC para codificação

de rede na camada f́ısica é desenvolvida no Caṕıtulo 5.

Para nomenclatura matemática, utilizamos letras minúsculas em

negrito para denotar vetores coluna e letras maiúsculas em negrito para

denotar matrizes. Como exemplo, o vetor x ∈ C
N e a matriz X ∈

CN×M . Os vetores xT e xH são o transposto e o hermitiano do vetor x,

respectivamente. Considera-se também que 1p e 0p são vetores coluna

de comprimento p, nos quais o primeiro tem todas as entradas iguais a

1 e o segundo todas as entradas iguais a 0. A matriz In representa a

matriz identidade n× n, que pode também ser descrita pelo operador

diag (·) : Cn → Cn×n, de forma que In = diag (1n). Os operadores

ℜ (x) : CN → RN e ℑ (x) : CN → RN correspondem às partes real e

imaginária de x, respectivamente.

4



2
Sistemas Multiportadora

O uso de sistemas multiportadora é motivado pela redução do ńıvel

de interferência intersimbólica (ISI) decorrente de canais seletivos em

frequência. Nesse tipo de canal, a estratégia convencional de portadora

única a uma taxa de transmissão fixa sofre com o efeito da dispersão

temporal do canal (multipercursos), que geralmente é mais longa do que

o peŕıodo de śımbolo, causando o efeito de ISI. Tradicionalmente, esse

problema é tratado com o uso de equalizadores no domı́nio do tempo ou

com realimentação de decisão para compensar as distorções causadas

pelas caracteŕısticas da resposta em frequência do canal. Entretanto,

a complexidade de projeto e implementação desses equalizadores (para

obter um desempenho aceitável) pode tornar-se um problema no pro-

jeto de sistemas de comunicação digital.

Uma alternativa a essa estratégia, permitindo evitar o uso de equa-

lizadores longos, é dividir a banda dispońıvel do canal em um número

maior de sub-bandas, de forma que se obtenha um número de subcanais

idealmente ortogonais entre si. O número de sub-bandas é escolhido

para garantir que cada subcanal possua uma banda menor que a banda

de coerência do canal, garantindo um efeito de desvanecimento plano

em cada sub-banda [7]. Essa estratégia é conhecida como multiplexação

ortogonal por divisão na frequência (OFDM).

Além disso, com essa abordagem pode-se distribuir a potência total

dispońıvel no transmissor, de forma equilibrada entre os subcanais, a

fim de maximizar a taxa de transmissão total do sistema multiportadora

(soma das taxas de transmissão de cada subcanal) [8].
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2.1 Modelo da Transmissão do Sistema

OFDM

Considere um canal de comunicação sem fio seletivo em frequência

cuja resposta ao impulso tenha espalhamento temporal definido por

τd. Assume-se ainda que a duração de um śımbolo complexo, Ts, seja

menor que τd. O sistema OFDM considera a divisão desse canal de

banda B = 1/Ts em N subcanais espaçados por F = B/N . Caso

o espaçamento entre os subcanais seja pequeno o suficiente, pode-se

considerar que o desvanecimento em cada subcanal é plano.

A duração de um śımbolo OFDM é portanto T = NTs = 1
F
. Isso

faz com que uma comunicação de dados com uma alta taxa de trans-

missão

(

Rs =
1

Ts

)

seja particionada em N transmissões paralelas a

taxas mais baixas

(
Rs

N

)

. Essa estratégia evita o uso dos longos equa-

lizadores encontrados nos esquemas de portadora única e permite o uso

da transformada discreta de Fourier (DFT) como técnica de processa-

mento de sinais na implementação da modulação multiportadora.

A DFT de N amostras é definida como

X [k] ,
1√
N

N−1∑

n=0

x [n]W kn
N = DFTN (x [n]) (2.1)

para k = 0, 1, · · · ,N − 1 e na qual WN = e−i 2π
N é a principal N -ésima

raiz da unidade. Seu par inverso é dado por

x [n] =
1√
N

N−1∑

k=0

X [k]W−kn
N = DFT−1

N (X [k]) (2.2)

para n = 0, 1, · · · ,N − 1.

A estratégia OFDM é compat́ıvel com a transmissão de śımbolos

da modulação de amplitude em quadratura (QAM), e essa combinação

é denominada OFDM/QAM. Sejam Sm [k] ∈ C os śımbolos complexos

de uma modulação digital QAM na k-ésima subportadora do m-ésimo
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śımbolo OFDM, no qual k = 0, . . . ,N − 1 é o ı́ndice das subportadoras

(ou subcanais) e m = 0, . . . ,M − 1 é o ı́ndice temporal de um śımbolo

OFDM (ou de um bloco de N śımbolos complexos). Conforme o mo-

delo apresentado em [9], os śımbolos da transmissão OFDM/QAM são

descritos como

x [n] =

M−1∑

m=0

N−1∑

k=0

Sm [k] g̃ [n−mN ] ei
2πkn
N (2.3a)

=
M−1∑

m=0

N−1∑

k=0

Sm [k] ζk,m [n] (2.3b)

na qual g̃ [n] corresponde à janela retangular, definida como

g̃ [n] =







1√
N

, se 0 ≤ n ≤ N − 1

0, outros intervalos
(2.4)

e ζk,m [n] é a função base de śıntese definida como

ζk,m [n] = g̃ [n−mN ] ei
2πkn

N . (2.5)

Observa-se que x [n] pode ser reescrito como

x [n] =

M−1∑

m=0

g̃ [n−mN ]

N−1∑

k=0

Sm [k]W−kn
N

︸ ︷︷ ︸√
NDFT−1(Sm[k])

(2.6a)

=
√
N

M−1∑

m=0

g̃ [n−mN ] sm [n] (2.6b)

na qual sm [n] = DFT−1 (Sm [k]). Observe que, para um valor fixo m =

m′, o vetor de śımbolos (amostras) sm′ = (sm′ [0] · · · sm′ [N − 1])
T

é normalizado pelo fator
1√
N

.
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CAṔITULO 2. SISTEMAS MULTIPORTADORA

2.2 Prefixo Ćıclico em Sistemas OFDM

A fim de eliminar a ISI causada pelo espalhamento temporal do

canal, é utilizada a estratégia de inserção do prefixo ćıclico (CP) con-

catenado com vetor de śımbolos (amostras) complexos transmitidos em

um śımbolo OFDM/QAM. Para as análises subsequentes, considere o

envio de M = 1 śımbolo OFDM.

Seja uma sequência de śımbolos x = (x [0] · · · x [N − 1])
T
, o pre-

fixo ćıclico é definido como xCP = (x [N − LCP ] · · · x [N − 1])T , no

qual LCP é o comprimento do prefixo ćıclico. Desta forma, um novo

vetor de śımbolos associado à sequência x [n] é definido como

x̃ = (x [N − LCP ] · · · x [N − 1] x [0] · · · x [N − 1])
T

(2.7a)

= (xCP x)
T

(2.7b)

Considere um canal de comunicação sem fio seletivo em frequência

modelado por um sistema linear discreto que é caracterizado pela res-

posta ao impulso de tempo discreto h [n] = {h [0] , . . . ,h [LCP − 1]} ∈
CLCP , de comprimento LCP = ⌈ τd

Ts
⌉, em que τd e Ts são respecti-

vamente as durações da resposta ao impulso e de um śımbolo com-

plexo transmitido por esse canal. Suponha que x̃ [n] seja a sequên-

cia de entrada desse canal, associada aos elementos do vetor x̃ =

(x̃ [0] · · · x̃ [N + LCP − 1])T .

A sáıda y [n] do canal é definida como

y [n] = x̃ [n] ∗ h [n] (2.8a)

=

LCP−1∑

k=0

h [k] x̃ [n− k] (2.8b)

=

LCP−1∑

k=0

h [k]x [n− k]N (2.8c)

= h [n]⊛ x [n] (2.8d)
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na qual x [n− k]N , x [[n− k] mod N ] e ⊛ representa o operador da

convolução circular. A terceira igualdade vem do fato de que x̃ [n− k] =

x [n− k]N para 0 ≤ n ≤ N − 1 sob o intervalo do somatório [7].

Como resultado do uso do CP, a convolução do sinal de entrada

com o canal é transformada em uma convolução circular, permitindo o

uso da seguinte propriedade da DFT:

DFTN (h [n]⊛ x [n]) = H [k]X [k] (2.9)

para k = 0, . . . ,N − 1 e na qual H [k] = DFTN (h [n]) e X [k] =

DFTN (x [n]) são as respostas em frequência amostradas do canal dis-

creto e do sinal de entrada, respectivamente. As amostras correspon-

dentes ao prefixo ćıclico são descartadas na recepção (imediatamente

após um processo de conversão serial para paralelo, no domı́nio do

tempo), pois estão contaminadas pela ISI dos śımbolos do bloco ante-

rior.

Desta forma, em uma situação ideal sem rúıdo e com conhecimento

da resposta ao impulso do canal no receptor, a equalização com um

único coeficiente pode ser realizada independentemente em cada sub-

portadora diretamente após a realização da DFT do sinal de sáıda do

canal. Para a equalização de forçagem a zero, o sinal equalizado fica:

X [k] =
Y [k]

H [k]
(2.10)

na qual Y [k] = DFTN (y [n]) para n = 0, · · · ,N − 1.

2.3 Deslocamento de Frequência da Porta-

dora

A perfeita ortogonalidade dos canais (ou seja, entre as subporta-

doras) da transmissão OFDM é comprometida em situações práticas,

devido a condições não ideais causadas por diversos fatores. De acordo

com [7], esses fatores geralmente são:

9



CAṔITULO 2. SISTEMAS MULTIPORTADORA

• desvios de frequência de osciladores entre transmissores e recep-

tores (sincronismo na frequência);

• desvios de frequência Doppler;

• erros de sincronismo no tempo.

Ou seja, em situações práticas, não é posśıvel assegurar que as sub-

portadoras estarão perfeitamente separadas pelo fator F no domı́nio

da frequência [7]. Como resultado, haverá um espalhamento dos sinais

de subportadoras adjacentes nas amostras consideradas pelo receptor,

dando origem ao desvio de frequência da portadora, do termo em inglês

carrier frequency offset (CFO).

De acordo com [10], para uma transmissão com uma antena no

transmissor e uma antena no receptor (SISO), ponto a ponto, pode-se

definir o CFO normalizado como

ǫ =
∆f

F
(2.11)

na qual ∆f = fRx − fTx corresponde ao desvio entre as frequências de

portadora do transmissor (fTx) e do receptor (fRx), e F é o espaça-

mento ideal entre subportadoras.

Em [10], os autores dividem a análise do CFO em duas partes: valo-

res inteiros de ǫ e valores fracionários de ǫ. Na modelagem matemática

do sinal de comunicação, o efeito do CFO é equivalente a um desloca-

mento de fase no sinal transmitido x [n] de 2πnǫ/N .

Se não forem compensados, deslocamentos por valores inteiros de ǫ

degradam o desempenho do sistema, mas não comprometem a ortogo-

nalidade entre subportadoras. Já para valores fracionários, a ortogona-

lidade é comprometida.

Esse deslocamento de fase corresponde a um desvio de frequência

de −ǫ. Esse efeito é justificado pela propriedade de deslocamento na

frequência da DFT [10], apresentada na Tabela 2.1.
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2.3. DESLOCAMENTO DE FREQUÊNCIA DA PORTADORA

Tabela 2.1: Propriedade de deslocamento na frequência da DFT.

Sinal recebido
Efeito do CFO no

sinal transmitido

Domı́nio do Tempo y [n] x [n] ei2πnǫ/N

Domı́nio da Frequência Y [k] X [k − ǫ]

Considerando o sinal y [n] da Equação (2.8d), o sinal recebido da

transmissão OFDM pode ser reescrito como:

ỹ [n] =
1√
N

N−1∑

k=0

H [k]X [k] ei
2πkn

N

︸ ︷︷ ︸

DFT
−1
N

(H[k]X[k])

W−ǫn
N

︷ ︸︸ ︷

ei
2πǫn
N (2.12a)

= y [n]W−ǫn
N (2.12b)

A Equação (2.12b) é útil na compreensão do modelo matricial de um

sistema OFDM em um canal com rúıdo aditivo que considera o efeito

do CFO. A modelagem matemática completa do impacto de valores

fracionários do CFO na amplitude e fase das amostras Y [k] pode ser

encontrada em [10].

A principal consequência do CFO no sistema OFDM/QAM é a in-

terferência entre subportadoras (ICI). Devido ao uso das janelas retan-

gulares, que possuem um espectro correspondente descrito pela função

seno cardinal sinc (· ), há uma diferença em termos de amplitude de

apenas 13 dB entre o lóbulo principal e o primeiro lóbulo lateral. Isso

influencia no ńıvel de interferência quando a ortogonalidade é degra-

dada com o CFO.

O uso de filtros bem localizados no tempo e na frequência é uma

alternativa para combater os efeitos de degradação causados pelos des-

vios de frequência citados, melhorando a separação entre os canais em

termos de interferência dos seus lóbulos laterais, e buscando também

minimizar o espalhamento de energia do pulso no domı́nio do tempo

11
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[9]. O uso de filtros protótipos com essas carateŕısticas é considerado

em outros sistemas multiportadora, como será apresentado na próxima

Seção.

2.4 Sistema Multiportadora com Banco de

Filtros (FBMC)

De acordo com o teorema de Balian-Low [11], funções base com or-

togonalidade complexa possuem necessariamente dispersão infinita no

tempo ou na frequência. Ainda, o teorema afirma que não é posśı-

vel utilizar filtros de banda limitada bem localizados no tempo com

a caracteŕıstica TF = 1 na separação dos canais (como é o sistema

OFDM/QAM), pois esse tipo de filtro não possui ortogonalidade com-

plexa [9].

Para a adoção de filtros bem localizados no tempo e na frequência

sem comprometer a eficiência espectral, é preciso relaxar o critério de

ortogonalidade complexa e adotar a ortogonalidade real entre funções

bases. Esse fato motiva o uso da modulação offset -QAM (OQAM), a

qual separa a parte real e imaginária de śımbolos complexos QAM por

um deslocamento T/2 (meio peŕıodo de śımbolo) e usa uma taxa de

transmissão e recepção dobrada em relação às taxas com modulações

QAM convencionais.

Os sistemas multiportadora com banco de filtros (FBMC) foram

propostos para remover o uso do CP (aumentando a eficiência espec-

tral) e limitar a emissão fora de banda causada pelo emprego da janela

retangular através do uso de filtros protótipos bem localizados no tempo

e na frequência [9].
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2.4.1 Modelo do Sistema FBMC/OQAM

A fim de utilizar a modulação OQAM, definimos a função indicadora

Ik,m como:

Im,k =

{

1, se k +m mod 2 = 0

0, se k +m mod 2 6= 0.
(2.13)

Seja Sm,k = Im,kS
I
m,k + Im,k+1S

Q
m,k ∈ R um śımbolo real de uma

modulação digital OQAM correspondente à posição (m, k) do plano

tempo-frequência discretizado. O uso da função indicadora Im,k resulta

na Tabela 2.2, a qual mostra a alocação alternada das partes real e ima-

ginária do śımbolo de uma modulação QAM S̃m,k = SI
m,k + iSQ

m,k ∈ C

entre subportadoras adjacentes e também entre śımbolos multiporta-

dora ajacentes.

Essa estratégia, que dá origem à modulação OQAM, é conhecida

como staggering do reticulado formado no plano tempo-frequência dis-

cretizado, contornando a restrição de ortogonalidade complexa do teo-

rema de Balian-Low [12].

Tabela 2.2: Modulação OQAM: estratégia de staggering no plano tempo-
frequência.

m k Sm,k φm,k

par par SI
m,k 0

par ı́mpar SQ
m,k π/2

ı́mpar par SQ
m,k π/2

ı́mpar ı́mpar SI
m,k 0

Semelhante à Equação (2.3) para sistemas OFDM, o sinal banda

base de tempo discreto na sáıda do banco de filtros de śıntese em um

sistema FBMC com uma antena transmissora é expresso pela seguinte

equação [13]:

x [n] =
N−1∑

k=0

M−1∑

m=0

Sm,kgm,k [n] , (2.14)
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na qual a sequência gm,k [n] é uma versão deslocada (no domı́nio do

tempo e no domı́nio da frequência) do filtro protótipo g [n] ∈ R, descrita

como

gm,k [n] = g

[

n−m
N

2

]

ei
2π
N

k(n−D
2 )eiφm,k (2.15)

e com

φm,k =
π

2
(k +m) mod π. (2.16)

Observe que, devido à estratégia de staggering, apenas sinais reais

são enviados em cada amostra de Sm,k (correspondentes à parte real ou

à parte imaginária do śımbolo). Portanto, o filtro protótipo é projetado

para satisfazer ortogonalidade no corpo real, ou seja:

ℜ{〈gm,k [n] , gm′,k′ [n]〉} = δm,m′δk,k′ . (2.17)

De acordo com [13], no caso da transmissão ponto a ponto, o si-

nal demodulado na posição do plano tempo-frequência (m′, k′) após a

transmissão de um usuário através de um canal sem distorções pode

ser determinado usando o produto interno entre x [n] e gm′,k′ [n]:

rm′,k′ = 〈x [n] , gm′,k′ [n]〉 (2.18a)

=

∞∑

n=−∞
x [n] g∗m′,k′ [n] (2.18b)

=

∞∑

n=−∞

N−1∑

k=0

M−1∑

m=0

Sm,kgm′,k′ [n] g∗m,k [n] . (2.18c)

Para um canal de comunicação com desvanecimento seletivo em

frequência e rúıdo aditivo, o resultado do processo de demodulação da

equação anterior fica:

rm′,k′ = hm′,k′Sm′,k′+zm′,k′+

N−1∑

k=0
k 6=k′

M−1∑

m=0
m 6=m′

hm,kSm,k

∞∑

n=−∞
gm,k [n] g

∗
m′,k′ [m]

︸ ︷︷ ︸

Im′,k′

,

(2.19)
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na qual zm′,k′ ∈ C é o rúıdo branco aditivo gaussiano, hm′,k′ ∈ C é o

coeficiente complexo do canal na subportadora k′ durante o instante

m′ e Im′,k′ é um termo de interferência intŕınseca entre śımbolos e en-

tre subportadoras (ISI/ICI). A maior parte da energia da interferência

intŕınseca está localizada em um subconjunto de blocos/subportadoras

adjacentes (Ωm′,k′ ) em torno do śımbolo desejado (Sm′,k′ ).

Assumindo ainda que o ganho do canal hm′,k′ seja um valor cons-

tante dentro do conjunto Ωm′,k′ , pode-se simplificar a equação anterior

para:

rm′,k′ ≈ hm′,k′

(

Sm′,k′ + Îm′,k′

)

+ zm′,k′ , (2.20)

na qual

Îm′,k′ =
∑

(m,k)∈Ωm′,k′

Sm,k

∞∑

n=−∞
gm,k [n] g

∗
m′,k′ [n] . (2.21)

De acordo com a ortogonalidade apresentada pela equação (2.17),

e lembrando que Sm,k ∈ R para qualquer valor do par (m, k), não há

interferência real em Îm′,k′ = jum′,k′ , ou seja, a interferência intŕınseca

é puramente imaginária, e podemos reescrever a equação anterior como:

rm′,k′ ≈ hm′,k′ (Sm′,k′ + ium′,k′) + zm′,k′ . (2.22)

A Figura 2.1 resume a estratégia FBMC/OQAM apresentada até

aqui, ilustrando uma forma de implementação eficiente de um transmul-

tiplexador FBMC/OQAM do transmissor utilizando bancos de filtros.

Essa forma é utiliza a técnica de decomposição polifásica do filtro pro-

tótipo, e permite utilizar taxas de processamento de sinais reduzidas

durante o processo de filtragem.

2.5 Filtros Protótipos

Os filtros protótipos em sistemas multiportadora determinam o grau

de correlação entre os śımbolos localizados no diagrama tempo-frequência.
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x [n]
gm,k [n] h [n]

y [n]

(sM−1 . . . sm . . . s0)

sm = (Sm,0 . . . Sm,k . . . Sm,N−1)
T

DFT−1
N (·)

iℑ{·}

ℜ {·}

↑ 2
⊕

z−1

N

...

iℑ{·}

ℜ {·}

↑ 2
⊕

z−1

Sm,0

Sm,N−1

... ...

G0

(

z2
)

GN−1

(

z2
)

(xM−1 . . . xm . . . x0)

xm = (xm,0 . . . xm,k . . . xm,N−1)T

sequência de

śımbolos

Filtro protótipo

Canal de Comunicação

(a)

(b)

Modulação OQAM
Banco de Filtros de Śıntese

(Rede Polifásica)

Filtro protótipo

gm,k [n]

Ŝm,kSistema
∑

M−1
m=0 Sm,kδ

[

n−m
N

2

]

Composto śımbolo
estimado

no transmissor no receptor

Figura 2.1: Diagramas de bloco do sistema FBMC/OQAM: (a) modelo sim-
plicado do sistema utilizando um sistema de Gabor com filtros protótipos
casados entre transmissor/receptor [12]; (b) implementação eficiente de um
transmultiplexador FBMC/OQAM do transmissor utilizando bancos de fil-
tros [9].

A escolha dos filtros deve também levar em consideração os efeitos dis-

persivos do canal de comunicação, sejam canais seletivos no tempo ou

na frequência [12].

Em sistemas OFDM/QAM, o filtro protótipo adotado é a janela re-

tangular. Em situações ideais, esse filtro garante a ortogonalidade com-

plexa entre as funções de śıntese e análise, simplificando o tratamento

do sinal no receptor. Sistemas OFDM/QAM também consideram o uso

do CP para cancelar a interferência intersimbólica.

Entretanto, em situações práticas, a ortogonalidade da janela retan-

gular é comprometida por efeitos como assincronia de tempo/frequência,

como mencionado anteriormente. Nestes casos, a caracteŕıstica da res-

posta em frequência da janela retangular prejudica o desempenho do

sistema devido aos lóbulos laterais que possuem muita energia, cau-

sando ICI e emissão fora de banda, do termo em inglês out-of-band

emission (OOB) [9], [12]. Nesta Seção, apresentamos alguns filtros
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protótipos e ressaltamos algumas caracteŕısticas desses filtros relevan-

tes ao conteúdo deste trabalho.

Em diversos trabalhos [9],[13], a resposta ao impulso do transmulti-

plexador do sistema FBMC na posição (m′, k′) é apresentada em uma

tabela considerando a localização tempo-frequência dos śımbolos de in-

terferência do sinal recebido no conjunto Ω(m′,k′). Observa-se que os

termos de interferência desta tabela tem relação direta com a escolha do

filtro protótipo, e surgem do fator Γ(∆m,∆k) =
∑+∞

n=∞ g(m,k) [n] g
∗
(m′,k′) [n],

em que ∆m = m−m′ e ∆k = k − k′.

Pode-se mostrar que a inteferência intŕınseca do sistema FBMC

depende da correlação entre amostras criada pela estrutura do filtro

protótipo no diagrama tempo-frequência. De fato, dada a estrutura

do filtro protótipo, o fator Γ(∆m,∆k) depende apenas da “distância”

de pontos do reticulado entre as amostras no plano tempo-frequência

discretizado. Utilizando a definição da Equação (2.15), mostramos que:

Γ(∆m,∆k) =

+∞∑

n=∞
g(m,k) [n] g

∗
(m′,k′) [n] (2.23a)

=

+∞∑

n=∞
g

[

n−m
N

2

]

g

[

n−m′N

2

]

×W
−k(n−D

2 )
N W

k′(n−D
2 )

N eiφm,ke−iφm′,k′

(2.23b)

=
+∞∑

n=∞
g [n] g

[

n+∆m
N

2

]

W
−∆k(n−D

2 )
N eiφ∆m,∆k , (2.23c)

na qual φ∆m,∆k = φm,k − φm′,k′ .

Ao calcular a razão sinal-para-interferência-mais-rúıdo (SINR) em

uma etapa de múltiplo acesso, entretanto, observa-se que é a norma

quadrática dos fatores Γ(∆m,∆k) que afeta diretamente o desempenho

do sistema. Portanto, em termos de SINR, é relevante analisar as ta-

belas de ‖Γ(∆m,∆k)‖2 para o filtro protótipo escolhido em função da

localização no conjunto Ω(m′,k′) ao redor do śımbolo desejado.
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2.5.1 Janela Retangular

A janela retangular separa perfeitamente os śımbolos OFDM no

domı́nio do tempo. Sua função protótipo é dada pela Equação (2.24).

g [n] =







1√
N

, se 0 ≤ n ≤ N − 1

0, outros intervalos
(2.24)

No domı́nio da frequência, a função torna-se um pulso sinc e se espalha

Tabela 2.3: Valores de ‖Γ(∆m,∆k)‖
2 para śımbolos adjacentes no tempo (∆m,

nas colunas) e na frequência (∆k, nas linhas) do filtro protótipo janela re-
tangular.

∆k : ∆m −3 −2 −1 0 +1 +2 +3
−2 0 0 0 0 0 0 0
−1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 − 0 0 0
+1 0 0 0 0 0 0 0
+2 0 0 0 0 0 0 0

por todo o espectro. Entretanto, as subportadoras são ortogonais na

amostragem do espectro para k = 0, . . . ,N − 1. Portanto, a Tabela

2.3 das interferências do plano tempo-frequência de um quadro OFDM

com filtro protótipo de janela retangular é completamente nula.

2.5.2 IOTA

O algoritmo de transformação ortogonal isotrópica (IOTA) é um

método de projeto de filtros protótipos que utiliza funções gaussianas

parametrizadas por um fator ρ a fim de obter filtros bem localizados de

forma quase ótima. Um processo de ortogonalização é utilizado para

evitar interferência intersimbólica entre pontos vizinhos do reticulado.

As funções IOTA também respeitam o critério de Nyquist para filtros

casados.

Uma forma fechada (com truncamento) para o filtro protótipo é
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dada por

g̃ρ,ν0,τ0 (t) =
1

2

+∞∑

k=0

dk,ρ,ν0

[

gρ

(

t+
k

ν0

)

+ gρ

(

t− k

ν0

)]

×
+∞∑

l=0

dl, 1
ρ
,τ0 cos

(

2πl
t

τ0

)

,

(2.25)

na qual dk,ρ,ν0 ,τ0 e dl,ρ,τ0 são coeficientes cuja obtenção é apresentada

em [14] e a função gaussiana gρ (t) e os parâmetros ρ, ν0, τ0 ≥ 0 seguem

as definições

gρ (t) = (2ρ)
1
4 e−πρt2 (2.26a)

2ν0τ0 = 1 (2.26b)

ρm ≤ ρ ≤ 1

ρm
(2.26c)

ρm ∼= 0.528ν20 . (2.26d)

Para uma normalização simétrica τ0 =
√
2T/2, ν0 =

√
2F/2 e ρ = 1,

o pulso de forma de onda de g̃ρ,ν0,τ0 (t) é idêntico a sua transformada

de Fourier.

A Tabela 2.4 apresenta os valores de interferência do plano tempo-

frequência quando é utilizado um filtro protótipo IOTA em um sistema

FBMC/OQAM.

Tabela 2.4: Valores simulados de ‖Γ(∆m,∆k)‖
2 para śımbolos adjacentes no

tempo (∆m, nas colunas) e na frequência (∆k, nas linhas) do filtro protótipo
IOTA.

∆k : ∆l −3 −2 −1 0 +1 +2 +3
−2 0 0 0.0014 0 0.0014 0 0
−1 0.0001 0.0014 0.0520 0.1949 0.0520 0.0014 0.0001
0 0.0003 0 0.1942 − 0.1942 0 0.0003
+1 0.0001 0.0014 0.0520 0.1949 0.0520 0.0014 0.0001
+2 0 0 0.0014 0 0.0014 0 0
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2.5.3 Mirabassi-Martin (PHYDIAS)

A função de Mirabassi-Martin é bem localizada e possui um rápido

decaimento de energia dos lóbulos laterais [12]. Os pesquisadores do

projeto europeu de camada f́ısica para acesso dinâmico de espectro

(PHYDIAS) [15] utilizam o filtro protótipo de Mirabassi-Martin. A

forma de construção da função protótipo é dada por:

g (t) =







a0 + 2
∑Kp−1

l=1 al cos (2πlt), |t| ≤ 1

2
0, em outros casos

(2.27)

na qual Kp é o fator de superposição (no tempo) do filtro e os termos

al para l = 0, . . . ,Kp − 1 são coeficientes auxiliares no projeto do fil-

tro. Para formar um conjunto completo de equações, são necessárias

equações auxiliares, dadas por:

kl = (−1)l al (2.28a)

k0 = −1 (2.28b)

1 = k2l + k2Kp−l (2.28c)

0 = k0 + 2

Kp−1
∑

l=1

kl (2.28d)

Kp−1
∑

l=1

lqkl = 0, q ≥ 2, q ∈ {2n|n ∈ Z} (2.28e)

Valores dos coeficientes al para diferentes fatores de superposição

Kp do filtro são mostrados na Tabela 2.5, adaptada de [12]. Observa-

se nas Tabelas 2.4 e 2.6 que os śımbolos interferentes concentram-se

apenas em um subconjunto de posições do plano tempo-frequência ao

redor do śımbolo de interesse.

Na Figura 2.2 são apresentadas as respostas ao impulso dos filtros

protótipos apresentados nesta Seção: janela retangular, IOTA e PHY-

DIAS. Pode-se observar a influência dos lóbulos laterais no domı́nio da
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Tabela 2.5: Tabela dos coeficientes do filtro de Mirabassi-Martin para dife-
rentes valores de Kp, adpatada de [12].

Kp = 1 Kp = 2 Kp = 3 Kp = 4 Kp = 6

a0 1 1 1 1 1
a1 − 0.70710678 0.91143783 0.97195983 0.99818572
a2 − − 0.41143783 0.70710678 0.94838678
a3 − − − 0.23514695 0.70710678
a4 − − − − 0.31711593
a5 − − − − 0.06021021

Tabela 2.6: Valores simulados de ‖Γ(∆m,∆k)‖
2 para śımbolos adjacentes no

tempo (∆m, nas colunas) e na frequência (∆k, nas linhas) do filtro protótipo
PHYDIAS.

∆k : ∆m −3 −2 −1 0 +1 +2 +3
−2 0 0 0 0 0 0 0
−1 0.0018 0.0156 0.0424 0.0573 0.0424 0.0156 0.0018
0 0.0045 0 0.3186 0 0.3186 0 0.0045
+1 0.0018 0.0156 0.0424 0.0573 0.0424 0.0156 0.0018
+2 0 0 0 0 0 0 0

frequência e a vantagem, em termos OOB, de utilizar um filtro bem

localizado.
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Figura 2.2: Resposta ao impulso dos filtros protótipos apresentados nesta
seção.
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3
Codificação de Rede na

Camada F́ısica

O termo codificação de rede foi apresentado pela primeira vez na

literatura através do trabalho de Alshwede et al. [3]. Nesse trabalho,

os autores demonstraram que, se for permitido aos nós intermediários

de uma rede combinarem os pacotes recebidos de diversas fontes (em

vez de simplesmente utilizar a estratégia de roteamento), é posśıvel

maximizar o fluxo de informação da rede (throughput) em um cenário

multicast.

A expressão codificação de rede na camada f́ısica (PNC) foi

introduzida por Zhang, Liew e Lam [4]. Entretanto, pode-se observar

que simultaneamente os autores de [4, 5, 16] propuseram trabalhos em

uma direção bastante similar, a qual consiste em utilizar a superposição

de sinais eletromagnéticos em um ambiente sem fio de forma benéfica

em vez de tratá-la como uma situação de interferência indesejável.

O exemplo tradicional para ilustrar as vantagens de PNC é a rede

bidirecional com relay (TWRC), na qual dois usuários (A e B) desejam

trocar informações através de um nó intermediário (relay R). A Figura

3.1 apresenta as posśıveis estratégias para realizar essa comunicação.

Como é posśıvel observar, o roteamento tradicional necessita de

quatro instantes de comunicação para concluir a troca. No caso da

codificação de rede, essa tarefa é realizada com três instantes de co-

municação, assumindo que o relay seja capaz de combinar os pacotes

recebidos e retransmitir a combinação simultaneamente para os dois
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usuários. Para isso, pode-se utilizar soma módulo-2 (xOR), por exem-

plo.

Utilizando a possibilidade de superposição dos sinais no ambiente

sem fio, caso seja posśıvel para o relay extrair essa combinação dos

pacotes através de uma transmissão simultânea de ambos os usuários

para o nó intermediário, pode-se economizar um instante de comuni-

cação. Neste caso particular, com o uso da estratégia PNC, a taxa de

transmissão de dados é duplicada.

A R B

A R B

A R B

A R B

A R B

A R B

A R B

A R B

A R B

(a) (b) (c)

Figura 3.1: Estratégias de difusão na rede bidirecional: (a) roteamento tra-
dicional, (b) codificação de rede e (c) codificação de rede na camada f́ısica.

Nos exemplos anteriores foram desconsiderados os efeitos de desva-

necimento dos sinais, normalmente presentes no meio de comunicação

sem fio. A fim de introduzir os desafios mais práticos da abordagem

de codificação de rede na camada f́ısica, vamos apresentar um exemplo

motivacional inspirado pelo trabalho de Silva [17].

Considere o ambiente de comunicação apresentado na Figura 3.2,

onde os nós A e B são fontes de informação que desejam trocar men-

sagens através do nó intermediário R. Assuma desvanecimento plano

e quase-estático. Na figura, hAR,hBR ∈ C são respectivamente os ga-

nhos dos canais de comunicação sem fio entre os nós A e B para o

relay. Os vetores xA,xB ∈ Cn são sinais codificados e modulados que

correspondem às mensagens de pacotes binários wA,wB ∈ Fk
2 dos seus

respectivos usuários.
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hAR hBR

A BR

xA xB

Figura 3.2: Exemplo motivacional.

Com base na estratégia mais tradicional da codificação de rede, con-

sidere que o objetivo do nó intermediário R seja extrair a combinação

xOR, u = wA ⊕ wB. Essa inferência deve ser feita a partir do sinal

y = hARxA + hBRxB + z recebido de uma transmissão simultânea dos

usuários A e B, no qual z ∈ Cn é o rúıdo gaussiano branco aditivo

(AWGN).

Para tornar o problema mais evidente, considere que os usuários

utilizam a modulação 8-PSK com o mapeamento descrito a seguir:

Tabela 3.1: Mapeamento 8-PSK.

Sequência

binária

Śımbolo da

Constelação

Sequência

binária

Śımbolo da

Constelação

000 s0 (+1) 100 s4 (−1)

001 s1
(

+1+i
√

2

)

101 s5
(

−1−i
√

2

)

010 s2 (+i) 110 s6 (−i)

011 s3
(

−1+i
√

2

)

111 s7
(

+1−i
√

2

)

Assuma também, como primeiro caso, que hAR = hBR = 1. Dessa

forma, a constelação equivalente recebida pelo relay (livre de rúıdo) é

apresentada pela Figura 3.3. Nessa situação, não existe ambiguidade

na xOR das mensagens de um mesmo śımbolo da constelação estendida.

Em uma configuração de canais diferente, por exemplo hAR =

−ihBR = 1, o resultado da constelação formada no relay é diferente,

conforme mostrado na Figura 3.4. Como se pode observar, para essa

configuração particular de canais, não é posśıvel para o relay extrair a

xOR das mensagens, pois há pontos de ambiguidade.

Portanto, a estratégia do sistema PNC para canais quaisquer deve

levar esses problemas em consideração a fim de garantir uma comuni-
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cação confiável.

−3 −2 −1 0 1 2 3
−3

−2

−1

0

1

2

3

(0)
8

(1)
8

(2)
8

(3)
8

(4)
8

(5)
8

(6)
8

(7)
8

(1)
8

(0)
8

(3)
8

(2)
8

(5)
8

(4)
8

(7)
8

(6)
8

(2)
8

(3)
8

(0)
8

(1)
8

(6)
8

(7)
8

(4)
8

(5)
8

(3)
8

(2)
8

(1)
8(0)

8

(7)
8

(6)
8

(5)
8

(4)
8

(4)
8

(5)
8

(6)
8

(7)
8

(0)
8

(1)
8

(2)
8

(3)
8

(5)
8

(4)
8

(7)
8

(6)
8

(1)
8

(0)
8

(3)
8

(2)
8

(6)
8

(7)
8

(4)
8

(5)
8

(2)
8

(3)
8 (0)

8

(1)
8

(7)
8

(6)
8

(5)
8

(4)
8

(3)
8

(2)
8

(1)
8

(0)
8

Real(xR)

Im
a
g
in
ár
io
(x

R
)

Figura 3.3: Constelação 8-PSK estendida no nó intemediário para hAR =
hBR = 1. O(s) rótulo(s) dos sinais, na forma (x)8, representa(m) posśıvel(is)
resultado(s) de uma operação xOR (bit a bit) na forma octal a eles asssoci-
ado(s). Rótulos repetidos associados a um mesmo sinal indicam ausência de
ambiguidade na xOR.
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Figura 3.4: Constelação 8-PSK estendida no nó intemediário para hAR = 1 e
hBR = 1i. O(s) rótulo(s) dos sinais, na forma (x)8, representa(m) posśıvel(is)
resultado(s) de uma operação xOR (bit a bit) na forma octal a eles asssoci-
ado(s). Rótulos distintos associados a um mesmo sinal indicam ambiguidade
na xOR.
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Conforme ilustrado por Silva [17], de forma geral é necessário que o

relay seja capaz de extrair combinações lineares sobre o anel de inteiros

gaussianos Z [i] em vez de apenas sobre um corpo finito (caso da xOR).

Com base nesta introdução, as próximas seções deste caṕıtulo apre-

sentam uma abordagem algébrica no estudo de PNC, fundamentando

as ideias que serão exploradas neste trabalho e os principais resultados

relevantes da área já publicados na literatura.

3.1 Modelo do Sistema

Uma abordagem formal para o PNC foi apresentada por Nazer e

Gastpar em [18]. Fundamentada em uma estrutura algébrica consis-

tente no uso de reticulados, a ideia é tratar a interferência dos usuários

em nós relay intermediários de forma benéfica em vez de destrutiva,

buscando decodificar funções lineares das mensagens transmitidas de

acordo com os coeficientes de canal observados.

O trabalho de Nazer e Gastpar buscou inspiração em resultados ob-

tidos por Erez e Zamir, os quais mostraram que é posśıvel alcançar a

capacidade do canal AWGN ponto a ponto utilizando códigos de reti-

culados aninhados combinados com decodificação de reticulados [19].

O esquema de codificação de Nazer e Gastpar é denominado como

computa-e-encaminha, do termo em inglês compute-and-forward (C&F).

A estratégia é sumarizada pelos autores da seguinte maneira:

• cada transmissor mapeia suas mensagens, originalmente sobre um

corpo finito, em uma palavra-código de um código de reticulado

aninhado;

• as palavras-código do reticulado são transmitidas pelo canal;

• cada relay decodifica uma equação linear de palavras-código do

reticulado;

• essas equações do reticulado são mapeadas de volta no espaço de
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mensagens para obter a combinação linear desejada das mensa-

gens [18].

(0 1 1 . . .)
w0 ∈ C

E0 (·)

λ0 ∈ Λ

h0

⊕

(0 1 1 . . .)
wL−1 ∈ C

EL−1 (·)

λL−1 ∈ Λ

hL−1

⊕

z ∈ Cn

D
y ∈ Cn λ ∈ Λ

φ−1 (·)

∑L−1

l=0
alwl ∈ C

C ⊆ Fk
2

Λ ⊆ Cn

...

Figura 3.5: Esquema de transmissão C&F.

A Figura 3.5 ilustra resumidamente a proposta do C&F. Embora o

esquema apresentado por Nazer e Gastpar seja genérico em relação à

quantidade de nós relay da rede, limitaremos nossa análise ao estudo de

caso da troca de informação entre L usuários através de apenas um nó

intermediário. Outra consideração deste trabalho é que as mensagens

dos usuários são binárias, ou seja, pacotes de bits de informação.

Utilizando a natureza da definição de reticulados e com uma estru-

tura matemática concisa, Feng, Silva e Kschischang apresentaram em

[6] uma abordagem algébrica sobre o problema de codificação de rede

na camada f́ısica para sistemas práticos de comunicação sem fio. Essa

proposta é denominada codificação de rede via reticulados (LNC)

pelos autores. O trabalho utiliza como base os resultados da estratégia

computa-e-encaminha, de Nazer e Gastpar, e complementa com uma

metodologia prática de projeto de códigos de rede sobre anéis comuta-

tivos finitos em vez de trabalhar com códigos sobre corpos finitos.

Direcionamos o leitor ao Apêndice A para uma revisão sobre estru-

turas algébricas e melhor compreensão das expressões e nomenclaturas

utilizadas nesta Seção. A seguir, uma sequência de definições será rea-

lizada para formulação do problema e apresentação da estratégia LNC.

Conforme [17], para a descrição de um esquema PNC T -linear, con-

sidere um anel comutativo T com identidade 1 6= 0 e seja W um T -

28



3.1. MODELO DO SISTEMA

módulo finito chamado de espaço de mensagens.

Definição 3.1 (Mensagens e Codificadores). Cada fonte transmissora,

indexada pelo ı́ndice l, possui uma mensagem a ser transmitida, a qual

definimos como wl ∈ W . Cada mensagem é codificada com seu res-

pectivo codificador El : W → Cn, o qual realiza um mapeamento do

espaço de mensagens em um vetor de śımbolos complexos, ou seja,

xl = El (wl). Por simplicidade, consideraremos que todos os codifica-

dores são idênticos, ou seja, El = E para l = 0, 1, . . . ,L− 1.

Definição 3.2 (Canal de múltiplo acesso). Seja um canal de múlti-

plo acesso composto por L fontes transmissoras e um único nó recep-

tor (relay) sujeito a um desvanecimento plano e quase-estático e rúıdo

gaussiano branco aditivo. Sejam ainda as entradas do canal os vetores

x0, . . . ,xL−1 ∈ Cn. A sáıda do canal é descrita pela seguinte equação:

y =

L−1∑

l=0

hlxl + z (3.1)

na qual h0, . . . ,hL−1 ∈ C são os ganhos complexos no uplink das res-

pectivas fontes para o relay e z ∼ CN (0,N0In). Por conveniência,

agruparemos os ganhos dos canais no vetor h = (h0 · · · hL−1)
T
.

A potência de transmissão de cada usuário é limitada com a restri-

ção

Pl ≤
1

n
E
[
‖xl‖2

]
. (3.2)

Sem perda de generalidade, assume-se que Pl = P para l = 1, . . . ,L,

uma vez que assimetrias podem ser incorporadas nos coeficientes de

desvanecimento dos canais. Define-se a razão sinal-para-rúıdo (SNR)

como

SNR ,
P

N0
. (3.3)

Definição 3.3 (Objetivo do Receptor). Considere um nó relay como

receptor do sinal de sáıda de um canal de múltiplo acesso. O objetivo
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do relay é decodificar uma combinação T -linear de mensagens dada por

t =

L−1∑

l=0

alwl ∈ W , (3.4)

na qual al ∈ T são os coeficientes da combinação linear, agrupados

no vetor a = (a0 · · · aL−1)
T
. Para isso, o relay conta com um

decodificador D : Cn ×CL ×TL →W , responsável por encontrar uma

estimativa t̂ = D (y|h, a) da combinação linear de mensagens em (3.4).

3.2 Taxas Alcançáveis

Dos resultados combinados dos trabalhos [18] e [6], alguns resultados

importantes devem ser ressaltados. Para um sistema LNC de portadora

simples convencional, define-se como taxa de mensagem ou eficiência

espectral Rmes a razão entre o comprimento k da mensagem (medido

em bits) e o número n de usos do canal, ou seja,

Rmes =
k

n
, (3.5)

na qual k = log2 |W |.
Assintoticamente, Nazer e Gastpar demonstraram a existência de

uma taxa computacional que limita a taxa individual de cada usuário

para que exista comunicação confiável na estratégia C&F [18]. Em [6],

os autores reformularam esse teorema, o qual apresentamos a seguir.

Definição 3.4 (Taxa Computacional). Dado ǫ > 0, para um espaço de

mensagensW = (Z [i] /〈2〉)k, um valor de n suficientemente grande, um

vetor de coeficientes de canais h ∈ CL e qualquer vetor de coeficientes

não-nulo a ∈ Z [i]
L
, existe uma probabilidade de erro Pe (h, a) < ǫ para

um k que garanta que a taxa de mensagem Rmes seja menor do que a

seguinte taxa computacional:

Rcomp (h, a) , max log2

(
SNR

‖αh− a‖2SNR+ |α|2
)

. (3.6)
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Ainda, o valor de α que maximiza a equação acima é

αopt =
SNR

‖h‖2SNR+ 1
hHa. (3.7)

Combinando as Equações (3.6) e (3.7), pode-se obter uma forma

mais compacta para a expressão da taxa computacional, dada por

Rcomp (h, a) = log2

(
SNR

aHMa

)

(3.8)

na qual

M = SNRIL −
SNR2

SNR‖h‖2 + 1
hhH . (3.9)

Pode-se mostrar que o valor ótimo de α está associado com a mini-

mização da variância do rúıdo efetivo zef (com vetores h, a conhecidos)

através do uso da técnica de mı́nimo erro quadrático médio (MMSE).

O rúıdo efetivo será definido posteriormente.

3.3 Codificação de Rede via Reticulados

Considere T como um sub-anel de C e considere a existência de

um homomorfismo ϕ : Λc → W , no qual Λc ⊆ Cn é um T -reticulado

(ou seja, um T -submódulo discreto de Cn). Por sua caracteŕıstica de

mapeamento linear, o homomorfismo ϕ gera uma compatibilidade en-

tre operações lineares no espaço de mensagens e operações lineares no

espaço do reticulado [17].

Dados w1,w2 ∈ W , λ1,λ1 ∈ Λc e a1, a2 ∈ T , pode-se codificar

as mensagens w1,w2 em dois pontos do T -reticulado, de forma que

ϕ (λ1) = w1 e ϕ (λ2) = w2. Pelas propriedades do homomorfismo,

também é posśıvel compreender que as operações T -lineares entre os

pontos do reticulado possuem relação direta com operações no espaço

de mensagens, pois:

ϕ (a1λ1 + a2λ2) = a1ϕ (λ1) + a2ϕ (λ2) (3.10)
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Neste ponto, percebe-se a importância de o codificador E mapear as

mensagensw0, . . . ,wL−1 ∈ W em vetores correspondentes x0, . . . ,xL−1 ∈
Λc, ou seja, no espaço T -linear do reticulado, buscando atingir o obje-

tivo do receptor descrito na equação (3.4). Sob condições ideais (z nulo

e h = a), este objetivo é atingido simplesmente aplicando a definição

de ϕ ao vetor recebido na Equação (3.1) [17].

De acordo com a definição (A.1), seja o núcleo do homomorfismo

Λf = ker (ϕ) = {λ ∈ Λc : ϕ (λ) = 0}, o qual é também um T -reticulado.

Naturalmente, Λc ⊆ Λf e Λf é também um T -submódulo de Λc. De

acordo também com o primeiro teorema do isomorfismo [20], o anel

quociente Λf/Λc é um T -módulo congruente ao espaço de mensagens

W .

Conforme explicado em [17], pode-se interpretar que as mensagens

em W são mapeadas nos cosets de Λf em Λc, já que qualquer elemento

de um coset λ+Λf é mapeado na mesma mensagem ϕ̃ (λ). A escolha do

espaço de mensagens como W ∼= Λf/Λc permite que um esquema LNC

seja especificado pelo par de T -reticulados (Λc, Λf ), sendo que esses

são aninhados, pois Λc ⊆ Λf . Denota-se Λc e Λf como reticulados

grosso e fino, respectivamente, conforme notação encontrada em [18] e

no Apêndice A.

3.3.1 Codificação e Decodificação via Reticulados

Considerando canais com desvanecimento plano em bloco sujeitos a

rúıdo aditivo, a estratégia LNC considera o uso do C&F para tratar o

sinal recebido e lidar com as imperfeições do canal de múltiplo acesso.

Portanto, seguem algumas definições da estratégia C&F adequadas à

abordagem LNC.

Definição 3.5 (Codificador). O codificador E : W → Cn é definido

como

xl = E (wl) , ϕ−1 (wl) ∩ VΛf
= [ϕ̃ (wl)] mod Λf , (3.11)

na qual VΛf
é a região de Voronoi do reticulado fino e [·] mod Λf é a
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operação módulo reticulado fino (veja as Definições A.10 e A.11). Note

também que ϕ̃ : W → Cn é um mapeamento injetor convenientemente

definido para associar as mensagens às suas respectivas palavras-código

de reticulado, e deve respeitar a condição ϕ (ϕ̃ (wl)) = wl.

Definição 3.6 (Dithering). É comum na estratégia C&F somar inten-

cionalmente um vetor aleatório de dither às palavras-código. Quando

segue uma distribuição uniforme, o vetor de dither torna as entradas

do canal de múltiplo acesso independentes das respectivas palavras-

códigos. Com isso, é posśıvel descorrelacionar o sinal desejado do rúıdo

efetivo (a ser definido posteriormente). Para utilização de dithering,

basta modificar o codificador da Equação (3.11) da seguinte forma:

E (wl) , [dl + ϕ̃ (wl)] mod Λf (3.12)

na qual dl ∈ Cn é o vetor de dither da l-ésima fonte do sistema. Ainda,

em conjunto com VΛf
, o vetor dl pode ser utilizado para realizar ajustes

necessários de energia da constelação transmitida [17, 6].

Definição 3.7 (Canal módulo-reticulado com rúıdo aditivo). Considera-

se agora que as mensagens x0, . . . ,xL−1 transmitidas pelos usuários

(vide Equação (3.1)) são pontos de um T -reticulado correspondentes à

codificação das mensagens dos usuários. Ao receber o sinal da Equação

(3.1), o receptor escala o vetor por uma constante α ∈ C e remove o

efeito de dithering, de forma que

ỹ = αy −
L∑

l=1

aldl (3.13a)

= λr + zef (3.13b)

na qual λr =
∑L−1

l=0 alxl e zef é definido como o rúıdo efetivo, dado

pela equação

zef =

L∑

l=1

θlxl − αz, (3.14)

com θl = αhl − al para l = 1, . . . ,L.
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Ao realizar esse procedimento, diz-se que o canal de múltiplo acesso

é transformado em um canal módulo-reticulado com rúıdo aditivo cuja

sáıda é representada pela Equação (3.13). Observe que a função da

constante α é aproximar os ganhos complexos dos canais dos coeficientes

de combinação linear al ∈ Z [i]. A dedução da equação do rúıdo efetivo

é apresentada com detalhes no Apêndice B.

Definição 3.8 (Decodificação da Equação de Reticulado). Seja λr o

ponto de reticulado a ser decodificado. Seja ainda QΛc
um quantizador

para Λc (veja a Definição A.10), o decodificador D : Cn × C
L × TL é

definido como [17]:

t̂ = D (y|h, a, {dl}) , ϕ (QΛc
(ỹ)) . (3.15)

Em [18], essa combinação T -linear de pontos de reticulado é co-

nhecida como equação de reticulado. Devido às propriedades linea-

res previamente discutidas do homomorfismo ϕ, pode-se observar que

ϕ (λr) = t, ou seja, a equação de reticulado λr corresponde à combi-

nação linear desejada pelo receptor.

A escolha de α e a está diretamente associada à minimização da pro-

babilidade de erro para o decodificador D. Conforme apresentado por

[17, 18], a probabilidade de erro da decodificação da equação de reticu-

lado está associada com o efeito conjunto da imperfeição da quantização

de h em a e do rúıdo gaussiano presente no canal de múltiplo acesso.

3.3.2 Construção de Códigos sob Reticulados

No Apêndice A, a Definição A.12 caracteriza um código de reticu-

lados aninhados. Entretanto, essa definição não apresenta uma meto-

dologia para construção de reticulados aninhados que possam formar

códigos práticos para sistemas de comunicação.

Os trabalhos de Feng et al. [6] e Silva [17] apresentam critérios de

projeto para códigos de reticulados aninhados e algumas construções

particulares baseadas em códigos lineares, de forma que seja posśıvel
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utilizar métodos tradicionais de decodificação. Neste trabalho restrin-

gimos nossa abordagem a códigos lineares binários.

Construção A

O T -reticulado grosso da Construção A é obtido sobre um código

linear binário C (n, k) de taxa Rm = k/n. Define-se o reticulado grosso

como:

Λc = {λ ∈ T n : σ (λ) ∈ C } , (3.16)

na qual σ : Zn → Fn
2 é um mapeamento injetivo.

Para ilustrar esse conceito, considere por exemplo T = Z. Conforme

explicado por Silva [17], para um reticulado grosso Λc = 2Zn ⊆ Λf , é

posśıvel concluir que Λf/Λc
∼= (Z/〈2〉)k ∼= C .

Ao aplicar o homomorfismo ϕ : Λf → C , observamos que há uma

equivalência entre os mapeamentos ϕ (λ) = σ (λ), uma vez que o espaço

de mensagens W do código de reticulados aninhados foi considerado

como o próprio código C . Assim, ao mapear as palavras-código para

o espaço de mensagens, é posśıvel utilizar o método de decodificação

tradicional associado ao código C .

Pode-se considerar a Construção A Complexa para o caso em

que T n ⊆ Z [i]. Entretanto, neste caso é preciso considerar que Λc ,

πT n, em que π é um primo em T .

Construção A Levantada

Na Construção A Levantada, um Z [i]-reticulado Λ = Λc + iΛc é

constrúıdo, apropriando-se da ortogonalidade entre os planos real e

imaginário.

Para isso, considera-se o uso de um código linear C̄ = C + iC ⊆
Z [i] /〈2〉, de forma que C̄ é um Z [i] /〈2〉-módulo. O reticulado fino é

definido como:

Λc =
{
λ ∈ Z [i]

n
: σ (λ) ∈ C̄

}
, (3.17)
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na qual σ : Z [i]→ Z [i] /〈2〉.
A decodificação de mı́nima distância após aplicação do homomor-

fismo ϕ torna-se mais simples e pode ser realizada de forma indepen-

dente, uma vez que pode-se interpretar ℜ(λ),ℑ(λ) ∈ T como duas

palavras-código independentes.

Castro, Silva e Uchôa-Filho [21] apresentaram resultados de simu-

lação utilizando a Construção A Levantada com codificação turbo e

modulação digital de fase quaternária (QPSK).

Construção D

A Construção D é baseada em um conjunto de códigos aninhados.

Silva e Silva [22] publicaram uma estratégia de decodificação multi-

estágio com métrica modificada de Viterbi para decodificação de re-

ticulados baseando-se na Construção D Levantada e obtiveram resul-

tados de eficiência espectral de 3 bits por dimensão complexa para a

modulação 16-QAM e 5 bits por dimensão complexa para a modulação

64-QAM.
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4
PNC em Sistemas

Multiportadora

Este Caṕıtulo apresenta uma revisão de literatura de trabalhos re-

lacionados sobre codificação de rede na camada f́ısica no domı́nio da

frequência e aplicada a sistemas multiportadora. As Seções 4.1 e 4.2

revisam publicações utilizando a filosofia de PNC para obtenção da xOR

de pacotes binários em sistemas OFDM. A Seção 4.3 revisa trabalhos

em que a estratégia C&F é aplicada no domı́nio da frequência.

4.1 PNC do Domı́nio da Frequência

A primeira publicação que mostra resultados práticos de implemen-

tação da técnica de PNC é o trabalho de Lu et al. [23]. Considerando

a rede bidirecional, os autores utilizam a estratégia de extrair o mapea-

mento xOR da superposição de śımbolos no relay, conforme a motivação

original em [4]. Entretanto, a fim de lidar com problemas práticos de

assincronia no domı́nio do tempo, os autores adotam o uso do sistema

OFDM para realizar a transmissão de sinais dos usuários para o relay

durante a etapa de múltiplo acesso. A combinação de PNC com ma-

peamento xOR no relay em conjunto com um sistema multiportadora

(especificamente OFDM) foi denominada pelos autores como codifica-

ção de rede na camada f́ısica no domı́nio da frequência (FPNC) [23].

A implementação da FPNC em [23] foi realizada na plataforma de

rádio definido por software conhecida como Universal Soft Radio Pe-

37
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ripheral (USRP). Embora a codificação de rede na camada f́ısica seja

uma ideia natural em termos de exploração da superposição de sinais

eletromagnéticos no meio f́ısico, existem algumas dificuldades práti-

cas em sua implementação. Conforme relatado por Lu et al., algumas

dessas dificuldades envolvem a assincronia de śımbolos no domı́nio do

tempo, atrasos temporais causados por canais com desvanecimento se-

letivo em frequência e desvios de frequência de portadora [23]. Além

disso, é necessário que o relay faça a estimação dos ganhos dos canais

de comunicação entre os nós dos usuários e o nó intermediário.

Para lidar com os aspectos práticos, os autores de [23] propõem uma

modificação “moderada” do projeto do pré-âmbulo de pacote do pro-

tocolo 802.11a/g OFDM PHY. Essas modificações incluem o projeto

de śımbolos de treinamento curtos e longos. Os śımbolos de treina-

mento curtos são utilizados para ajustes de recuperação dos instantes

de amostragem no relay, detectando os limiares de ińıcio e fim dos śım-

bolos de treinamento longos através de um procedimento de correlação

cruzada. Os śımbolos de treinamento longos são utilizados subsequen-

temente para realizar a estimação de canal e compensação do desvio de

frequência dos usuários.

Além disso, durante a transmissão dos pacotes de dados, subporta-

doras piloto também auxiliam o rastreamento das variações dinâmicas

dos ganhos dos canais de comunicação. Nota-se que, nas modificações

propostas por [23], é necessário evitar superposição durante a estima-

ção de canal (consequentemente não há superposição de śımbolos para

os śımbolos de treinamento longos nem entre subportadoras piloto).

Deste ponto em diante neste trabalho, limitaremos nossa análise do

FPNC às questões de modelagem e estratégia de modulação e demo-

dulação dos śımbolos. Os demais aspectos práticos de implementação

poderão ser consultados no trabalho original dos autores em [23].

4.1.1 Transmissão e Decodificação do FPNC

Assumindo a ausência de efeitos de assincronia (veja mais informa-

ções na Seção 4.1.2), para o modelo de rede bidirecional apresentada na
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Figura 4.1, o sinal recebido pelo nó relay durante a etapa de múltiplo

acesso da transmissão do m-ésimo śımbolo OFDM de cada usuário é

descrito pela seguinte equação:

Ym [k] = HA,m [k]XA,m [k] +HB,m [k]XB,m [k] + Zm [k] (4.1)

na qual k = 0, · · · ,N − 1 representa o ı́ndice de subportadora de um

śımbolo OFDM, HA,m [k] ,HB,m [k] ∈ C representam os ganhos com-

plexos dos canais de comunicação dos usuários A e B (respectivamente)

para o relay, XA,m [k] ,XB,m [k] ∈ C são os śımbolos transmitidos nessa

etapa pelos usuários A e B (respectivamente) e Zm [k] ∈ C é o rúıdo

aditivo de comunicação na recepção do nó relay.

O objetivo da estratégia FPNC é extrair do sinal Ym [k] a combi-

nação xOR dos bits transmitidos pelos usuários em cada subportadora

k. Naturalmente, para garantir uma comunicação confiável, é comum

adotar uma estratégia de codificação de canal nas mensagens transmi-

tidas. O trabalho de Lu et al. [23] considera o uso de codificação de

canal link a link, levando em conta que o relay pode remover o efeito

do rúıdo caso sua decodificação seja realizada corretamente.

No FPNC, os autores consideram o uso de códigos convolucionais

Transmissor

OFDM
Canal A

⊕ Transmissor

OFDM
Canal B

Rúıdo Aditivo

Receptor

OFDM

Transmissor

OFDM

Receptor

OFDM

Receptor

OFDM

Mensagem

A
Mensagem

B

xOR

estimadaMensagem B

estimada

Mensagem A

estimada

Múltiplo Acesso

Difusão

A R B
Múltiplo Acesso Múltiplo Acesso

Difusão Difusão

Figura 4.1: Rede bidirecional considerada na proposta da FPNC [23].
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lineares e idênticos em ambos os nós dos usuários A e B, aplicados

independentemente em cada subportadora ao longo do quadro de in-

formação que será transmitido.

Definição 4.1 (Codificação FPNC na rede bidirecional). Seja C (·) um
codificador linear de taxa Rc = K/M que mapeia os vetores wA [k],

wB [k] ∈ FK
2 da k-ésima subportadora dos usuários A e B da rede

bidirecional nos vetores (palavras-código) cA [k] , cB [k] ∈ FM
2 , respec-

tivamente. Sejam também CA,CB ∈ F
M×N
2 as matrizes que agrupam

as palavras-código de todas as subportadoras de cada usuário, de forma

que

CA = (cA [0] · · · cA [N − 1])
T

(4.2a)

CB = (cB [0] · · · cB [N − 1])
T
. (4.2b)

Em uma transmissão simultânea de um quadro (śımbolos OFDM) de

cada usuário A e B na etapa de múltiplo acesso da estratégia PNC, o

objetivo do nó relay é extrair das amostras recebidas na superposição

a matriz CA⊕B ∈ F
M×N
2 , que contém a soma módulo-2 das palavras-

código dos usuários em cada subportadora, ou seja

CA⊕B = (cA [0]⊕ cB [0] · · · cA [N − 1]⊕ cB [N − 1])T . (4.3)

Observe que antes da transmissão OFDM dos usuários, as palavras-

código descritas pelas Equações (4.2) precisam ser moduladas para os

vetores de śımbolos xA [k] = ϕ (cA [k]) e xB [k] = ϕ (cB [k]), em que

ϕ (·) é a função que mapeia as palavras-códigos em um vetor de śımbolos

com elementos retirados da constelação escolhida para a modulação

digital.

Lu et al. adotam em [23] a modulação digital de fase binária

(BPSK), simplificando o mapeamento da palavra-código para função

ϕ(x) = 2x − 1 e criando uma regra simples de demodulação para o

caso de rúıdo aditivo gaussiano em Zm [k]. Essa regra define o valor de

taxa log-verossimilhança (LLR) de acordo com a combinação formada
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pelos ganhos de canais a partir das mensagens transmitidas (constela-

ção estendida), e é apresentada na Tabela 4.1. Devido à linearidade do

código, é posśıvel mostrar que:

xR [k] = ϕ (cA [k]⊕ cB [k]) (4.4a)

= ϕ (C (wA [k])⊕ C (wB [k])) (4.4b)

= ϕ (C (wA [k]⊕wB [k])) . (4.4c)

Tabela 4.1: Mapeamento xOR com modulação BPSK no FPNC (adaptado
de [23]).

Mensagens
(

cA,m [k] , cB,m [k]
)

Śımbolos
(

XA,m [k] ,XB,m [k]
)

Constelação

Estendida

LLR hard

para XR,m [k]
(0, 0) (−1,−1) −HA,m [k]−HB,m [k] −1
(0, 1) (−1, +1) −HA,m [k] +HB,m [k] +1
(1, 0) (+1,−1) HA,m [k]−HB,m [k] +1
(1, 1) (+1,+1) HA,m [k] +HB,m [k] −1

É assumido também que os decodificadores de canal de todos os nós

da rede sejam idênticos independentemente da etapa do PNC, garan-

tindo que qualquer mistura (xOR) de palavra-código seja também uma

palavra-código válida do codebook que pode ser transmitida através da

mesma constelação.

4.1.2 Estimação e Assincronia

O uso de FPNC introduz desafios práticos para a estimação de canal

e em situações de falta de sincronismo entre transmissores e o relay.

Em relação à estimação de canal, a proposta de [23] é obter a pri-

meira estimativa do canal através dos śımbolos de treinamento longos.

Para cada canal da rede bidirecional, o śımbolo de treinamento longo

proposto é composto por dois śımbolos OFDM idênticos enviados em

sequência.

A estimação de canal H̃A,m [k] é realizada como uma média aritmé-

tica entre as estimativas do primeiro e do segundo śımbolo OFDM de
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treinamento, ĤA,m [k] e ĤA,m+1 [k], respectivamente. Assumindo um

canal com desvanecimento quasi-estático, os autores da FPNC apre-

sentam as seguintes equações para a primeira estimativa do canal:

ĤA,m [k] ,
Y tr
A,m [k]

Xtr
A,m [k]

(4.5a)

ĤA [k] ,
1

2

(

ĤA,m [k] + ĤA,m+1 [k]
)

(4.5b)

nas quais Xtr
A,m e Y tr

A,m são o śımbolo de treinamento transmitido na

k-ésima subportadora (conhecido no destino) e a amostra complexa

correspondente recebida pelo destino.

Para considerar a variabilidade do canal dentro de um mesmo qua-

dro de transmissão (ou seja, entre śımbolos OFDM), subportadoras

piloto podem ser utilizadas para rastrear as variações do canal dentro

da transmissão do quadro. Com base no protocolo IEEE 802.11, os

autores propõem o uso de 2 subportadoras piloto por śımbolo OFDM

de cada usuário (considerando o padrão N = 64). As subportadoras

piloto dos usuários não devem ter superposição no domı́nio da frequên-

cia, de forma que um dos usuários não envia śımbolos na posição dos

pilotos do outro. A atualização a partir desse rastreamento pode ser

realizada com ajustes lineares dos ganhos das subportadoras no interior

da banda do canal [23].

Em relação ao problema de desvio de frequência entre cada usuário

em relação ao nó relay, uma dificuldade maior surge na generalização

do problema. Sejam ǫA e ǫB os CFOs dos usuários A e B em relação

ao nó relay, respectivamente, para a FPNC não é posśıvel fazer o can-

celamento completo do CFO dos usuários no receptor durante a etapa

de múltiplo acesso, mesmo com estimação perfeita de ǫA e ǫB.

Para o caso ǫA 6= ǫB, cancelar completamente o CFO do usuário A

causa aumento da interferência intersimbólica dos śımbolos do usuário

B e vice-versa. Em [23], os autores tratam o problema compensando

parcialmente o CFO de ambos os usuários pelo valor da média aritmé-

tica entre ǫA e ǫB.
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Uma análise mais detalhada do combate aos desvios de frequência

para FPNC é encontrada em [24], onde Wang e Liew utilizam métodos

iterativos baseados nos algoritmos de maximização do valor esperado

(EM) e propagação de crença (BP) para rastreamento do desvio de

frequência e decodificação de canal conjuntamente. Os autores referem-

se ao procedimento conjunto como “método EM-BP”.

4.2 G-JCNC

Outra abordagem para o uso de PNC no domı́nio da frequência con-

siderando uma rede bidirecional é encontrada nos trabalhos de Wüb-

ben e Lang [25]. Denominado método generalizado de decodificação de

canal e PNC conjuntas (G-JCNC), ele combina o cálculo de probabi-

lidades a posteriori (APP) para as palavras-código recebidas no relay

com o algoritmo soma-produto (SPA). O algoritmo BP utilizado por

Wang e Liew [24] pode ser considerado um caso particular do algoritmo

SPA [26].

Para PNC na rede bidirecional (com uma etapa de múltiplo acesso),

Wübben e Lang definem três casos de decodificação baseados em APPs:

(a) SCD (Decodificação de Canal Separada), em que as palavras-

códigos dos usuários A e B, respectivamente cA e cB, são decodi-

ficadas no relay separadamente de forma independente. Com as

estimativas independentes das palavras de cada usuário (ĉ′A e ĉ′B,

respectivamente), é posśıvel combinar as mensagens com a soma

módulo-2, ou seja,

ĉA⊕B = ĉ′A ⊕ ĉ′B. (4.6)

(b) JCNC (Decodificação de Canal e PNC Conjuntas), no qual as

APPs são utilizadas para decodificar diretamente a soma módulo-

2 das palavras-código superpostas no relay, ou seja, a combinação

ĉA⊕B = ̂cA ⊕ cB. (4.7)
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(c) G-JCNC (Decodificação de Canal e PNC Conjuntas Generali-

zada), o qual considera a decodificação conjunta das palavras-

código dos usuários A e B, ou seja, decodificar conjuntamente o

vetor

ĉAB = (ĉA ĉB) . (4.8)

Isso é realizado utilizando um algoritmo soma-produto generali-

zado (G-SPA) sobre o corpo de Galois FD2 , em que D é o tamanho

da constelação utilizada pelos usuários A e B.

Para fins de comparação, com base nos resultados apresentados pe-

los autores em [25], considerar-se-á neste trabalho apenas o G-JCNC,

decodificação que apresenta melhor desempenho em relação ao JCNC

e SCD. Chama-se a atenção para o fato de que até o momento da pu-

blicação deste trabalho, a abordagem do G-JCNC foi apresentada na

literatura apenas para o caso da rede bidirecional.

Assim como no caso FPNC, a aplicação do G-JCNC em sistemas

multiportadora OFDM/QAM é uma extensão natural, visto que as

mensagens serão codificadas de forma independente em cada subpor-

tadora através do quadro que se deseja enviar. Ou seja, na k-ésima

subportadora cada usuário l ∈ {A,B} possuirá uma mensagem codifi-

cada cl [k].

4.2.1 Transmissão e Decodificação

Em um sistema semelhante ao da Figura 4.1, Wu et al. [27] con-

sideram a rede bidirecional em que os usuários A e B desejam trocar

informação através do nó relay intermediário. Assume-se que todos os

nós possuem apenas uma antena e adotam o sistema multiportadora

OFDM/QAM para transmissão e recepção.

Definição 4.2 (Codificação G-JCNC na rede bidirecional [27]). As m-

ésimas mensagens binárias dos usuários A e B, {bA,m,bB,m} ∈ F
kc

2 ,

são codificadas com o mesmo codificador linear C (·), cuja taxa é RC .

As palavras-código resultantes desses usuários são cA,m = C (bA,m) e

cB,m = C (bB,m), respectivamente.
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Após a codificação, cada usuário mapeia suas palavras-código nos

śımbolos OFDM {xA,m,xB,m} ∈ CN através da função de mapeamento

(modulação) ϕ (·), resultando em xA,m = ϕ (cA,m) e xB,m = ϕ (cB,m).

Os śımbolos OFDM xA,m e xB,m são enviados simultaneamente pelos

usuários para o nó relay.

O vetor recebido pelo relay para uma transmissão de śımbolos OFDM

na etapa de múltiplo acesso é dado por:

yR = EAHAxA +EBHBxB + zR (4.9a)

= ΛAxA +ΛBxB
︸ ︷︷ ︸

sinal desejado

+ Λ̄AxA + Λ̄BxB
︸ ︷︷ ︸

ICI

+zR, (4.9b)

na qual

Hl corresponde à matriz diagonalN×N de ganhos complexos do canal

(no domı́nio da frequência) entre o usuário l ∈ {A,B} e o relay;

El corresponde à ICI do usuário l ∈ {A,B} causada pelo CFO, e é des-

crita como El = FETD
l FH , na qual ETD

l é uma matriz diagonal

correspondente ao CFO do usuário l ∈ {A,B}, cujos elementos da

diagonal são dados por
[
ETD

l

]

k,k
= W−kǫl

N para k = 0, · · · ,N−1,

e F corresponde à notação matricial (N ×N) da DFT de N pon-

tos, sendo sua respectiva inversa FH
(
FFH = IN

)
;

zR corresponde ao vetor de AWGN presente na antena do relay.

Observe que na presença de CFO, ou seja, para ǫl 6= 0, a matriz de

canal equivalente é dada por

ElHl = Λl + Λ̄l (4.10)

para l ∈ {A,B}. A matriz Λl corresponde a uma matriz de canal dia-

gonal desejada (sem ICI), enquanto Λ̄l corresponde à uma matriz com

diagonal nula que carrega a interferência entre subportadoras causada

pelo CFO.
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Entretanto, na ausência de CFO (ǫl = 0, ∀ l ∈ {A,B}) é posśıvel

simplificar o modelo da equação (4.9a) para:

yR = HAxA +HBxB + zR (4.11)

pois El = IN , Λl = Hl e Λ̄l = diag (0N ).

Observe que a partir da Equação (4.9a) da Definição 4.2 o subscrito

m foi omitido por simplicidade de notação, visto que para qualquer ve-

tor transmitido/recebido considerado ao longo do quadro, a codificação

é aplicada de forma independente para cada śımbolo OFDM.

4.2.2 Implementação em Rádio Definido por Soft-

ware

No trabalho de Wu et al. [27], os autores apresentam resultados de

uma demonstração em rádio definido por software da técnica G-JCNC

em transmissão de tempo real. A plataforma considerada foi consti-

túıda por nós utilizando sistemas de comunicação Lyrtech idênticos.

A etapa de radiodifusão consiste no transceptor de rádio-frequência

MAX2829 e em conversores analógico-digital e digital-analógicos. O

processamento digital em banda base pode ser realizado de forma par-

ticionada combinando FPGAs e processadores digitais de sinais. O

leitor poderá encontrar mais detalhes sobre os procedimentos de imple-

mentação no trabalho original em [27].

Ressalta-se aqui a estratégia dos autores de elaborar uma estrutura

de quadro de rádio para o G-JCNC, inspirada no padrão LTE. Um

quadro OFDM é dividido em 10 subquadros idênticos, e cada subquadro

é composto por 2 slots de 6 śımbolos OFDM. Portanto, no total, os

autores usam quadros de 120 śımbolos OFDM, cuja duração total é de

Tquadro = 30,7 ms.

Wu et al. consideram o uso de dois sinais de sincronismo, um pri-

mário (PSCH) e outro secundário (SSCH), enviados estrategicamente

nos subquadros 1 e 6. Ambos os sinais são simetricamente distribúıdos

ao redor do valor DC em 62 subportadoras, deixando as demais com
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1 Quadro

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

10 subquadros

1 32 4 5 6 1 32 4 5 6 1 32 4 5 6 1 32 4 5 6

slot 1 slot 2 slot 1 slot 2

śımbolos OFDM śımbolos OFDM

1

PSCH

SSCH

Figura 4.2: Estrutura de quadro da implementação do G-JCNC na USRP,
destacando os sinais de sincronismo PSCH e SSCH (Figura adaptada de [27]).

valores nulos. Para estimação de canal, os autores consideram um pa-

drão de subportadoras piloto ortogonal entre os usuários A e B, muito

semelhante à proposta de [23] para o FPNC.

Em relação ao uso do sistema multiportadora OFDM, alguns parâ-

metros diferem um pouco do padrão LTE. Considera-se o espaçamento

entre subportadoras de 4,88 kHz em vez do valor de 15 kHz adotado

pelo LTE, devido ao uso do oscilador interno das plataformas. En-

quanto há a possibilidade de utilizar 43 bandas diferentes de frequência

para o LTE, a plataforma de Wu et al. opera apenas nas bandas ISM

(2,4 − 2,5 GHz e 5,4 − 5,8 GHz), e os autores adotam a frequência de

portadora de fc = 2,484 GHz para os testes.
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4.3 Computa-e-Encaminha no Domı́nio da

Frequência

De acordo com nosso conhecimento, a primeira e única aplicação

direta da estratégia C&F no domı́nio da frequência é o trabalho de

[28]. Nesse trabalho, Huang, Tunali e Narayanan assumem o uso de

um sistema multiportadora ortogonal (tal como OFDM) para lidar com

canais que causam interferência intersimbólica.

Os autores consideram codificação via reticulado independente em

cada subportadora a fim de decodificar equações de reticulados em um

relay de uma rede bidirecional. Além da restrição de L = 2 usuá-

rios, os autores também assumem conhecimento dos ganhos de canal

nos transmissores para aplicação da estratégia de alocação de potência

“water-filling”.

A estratégia é citada pelos autores como“abordagem no domı́nio da

frequência”. Entendemos que o termo “abordagem”se refere ao C&F, e

mencionaremos essa estratégia como computa-e-encaminha no domı́nio

da frequência (FC&F).

O FC&F considera um conjunto L de códigos de reticulados ani-

nhados definido pela sequência de tuplas

{(Λf(0), Λc(0)) , . . . , (Λf(N − 1), Λc(N − 1))} ,

em que L (k) = (Λf (k), Λc(k)) representa o código de reticulados ani-

nhados utilizado na k-ésima subportadora, o qual é formado pelo reticu-

lado fino Λf (k) e pelo reticulado grosso Λc(k), para k = 0, 1, . . . ,N−1.

Ainda, a dimensão dos reticulados é definida como dimC (Λc(k)) =

dimC (Λf(k)) = n para n ≥ 1 e para qualquer k.

O vetor de śımbolos transmitidos pelo l-ésimo usuário na k-ésima

subportadora, para l ∈ {A,B} e k = 0, . . . ,N , é definido como

x̃l [k] =

√

Pl (k)

Pλ (k)
([tl [k]− dl [k]] mod Λc(k)) , (4.12)
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na qual tl [k] e dl [k] são a palavra-código e o vetor de dithering na k-

ésima supbortadora, respectivamente, e Pl(k) e Pλc
(k) são a potência

alocada e o momento de segunda ordem do reticulado grosso na k-ésima

supbortadora, respectivamente.

Após uso da DFT−1 e DFT nos transmissores e receptor, respecti-

vamente, o sinal recebido pelo relay na k-ésima supbortadora é dado

por:

ỹR [k] = h̃A (k) x̃A [k] + h̃B (m) x̃B [k] + z̃R [k] , (4.13)

na qual h̃A (k) , h̃B (k) ∈ C são os ganhos dos canais dos usuários A

e B, respectivamente, e z̃R [k] ∼ CN
(
0,σ2In

)
é o AWGN, para k =

0, . . . ,N − 1 . A estratégia considera o uso de um prefixo ćıclico nos

transmissores e sua devida remoção no receptor, porém não deixa isso

expĺıcito nas equações por ser uma técnica consagrada utilizada em

canais seletivos em frequência.

A estratégia de alocação de potência water-filling busca resolver o

problema de otimização

max

(
N−1∑

k=0

Rl (k)

)

, para l ∈ {A,B} , (4.14)

na qual Rl (k) é a taxa de mensagem do l-ésimo usuário através da

k-ésima subportadora.

A Equação (4.14) está sujeita às seguintes restrições:

Rl (k) ≤
1

2N
log2

(

1

2
+
|h̃l (k) |2Pl (k)

σ2

)

para l ∈ {A,B} (4.15)

|h̃A (k) |2PA (k) = |h̃B (k) |2PB (k) (4.16)

3NP ≥
N−1∑

k=0

PA (k) +

N−1∑

k=0

PB (k) +

N−1∑

k=0

PR (k) (4.17)

Pl (k) ≥ 0, para l ∈ {A,B,R} . (4.18)

para k = 0, . . . ,N − 1 e nas quais PR corresponde à potência de trans-
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missão do relay para os usuários durante a fase de difusão e P é um

limite arbitrário de potência.

Ao respeitar a condição (4.16) no relay, é posśıvel decodificar a

equação t (k) = [tA (k) + tB (k)] mod Λc (k) com alta confiabilidade

desde que os usuários respeitem a taxa de mensagem da condição (4.15).

Em seus resultados, os autores mostram que o limitante de capa-

cidade da codificação separada é inferior ao limitante da codificação

conjunta entre subportadoras. A interpretação desse resultado vem do

fato de, ao restringir a codificação independente por subportadoras e

utilizar a estratégia de alocação de potência “water-filling”, é posśıvel

que os transmissores determinem a alocação de muita energia em canais

muito desvanecidos, desfavorecendo outros canais com pouco desvane-

cimento. Naturalmente essa interpretação depende da caracteŕıstica de

resposta em frequência dos canais da rede.
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5
LNC em Sistemas

Multiportadora

Neste caṕıtulo, apresentamos uma contribuição original desta dis-

sertação. Trata-se da extensão da estratégia LNC aplicada a sistemas

multiportadora. Na Seção 5.1, a técnica de codificação de rede via reti-

culados é estendida dentro do contexto do sistema OFDM. Resultados

de simulação dessa extensão serão apresentados no Caṕıtulo 6.

A Seção 5.2 usa a modelagem matemática do sistema FBMC apre-

sentada no Caṕıtulo 2 dentro do contexto de PNC e demonstra um

problema fundamental de interferência que impede a aplicação direta

da codificação de rede para esses sistemas.

5.1 LNC em Sistemas OFDM

Neste trabalho, duas estratégias são apresentadas: codificação de

bloco e codificação de sub-banda. Diferentemente da estratégia

FC&F, que realiza apenas decodificação independente por subporta-

dora, a codificação de bloco consiste em utilizar o quadro OFDM com-

pleto como palavra-código, permitindo o uso de códigos longos e explo-

rando a diversidade entre subportadoras. A codificação de sub-banda

agrupa algumas subportadoras e considera codificação e decodificação

independente em cada sub-banda.
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5.1.1 Codificação LNC de Bloco em Sistemas OFDM

Considere agora uma rede com L transmissores e um único recep-

tor (relay) em uma etapa de múltiplo acesso na qual os canais entre

cada transmissor e o relay são caracterizados como com desvanecimento

seletivo em frequência. Para combater o desvanecimento, os usuários

adotam o sistema OFDM em todas as suas transmissões e recepções.

Definição 5.1 (Tamanho do quadro e taxa de mensagem). Os parâ-

metros K,N ,M ∈ N
∗ representam o comprimento de mensagem, o

número de subportadoras e a quantidade de śımbolos OFDM do qua-

dro, respectivamente, com a restrição M ≥ K. Considere K, N e M

fixos para todos os usuários; neste caso, todas as fontes transmitem

com a mesma taxa de mensagem, Rm, definida como

Rm =
K

M
. (5.1)

Nesta seção faz-se a proposta de um código particular de reticulados

aninhados que permite o uso da estratégia de codificação em bloco. O

código permite o uso da modulação BPSK e de códigos binários lineares

tais como turbo e convolucional.

Definição 5.2 (Taxas Alcançáveis). Conforme [28] sobre a estratégia

FC&F, definimos a taxa computacional RC,k da k-ésima subportadora

em um sistema OFDM. Essa taxa representa um limite superior para

as taxas de mensagens (por subportadora) de cada usuário para o re-

lay. Adaptada de [6], a taxa computacional (otimizada) na k-ésima

subportadora é dada por

RC,k (hk, ak) = log2

(
SNR

aHk Mkak

)

, (5.2)
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em que

Mk = SNRIL −
SNR2

SNR‖hk‖2 + 1
hkh

H
k , (5.3a)

hk = (H0 [k] . . . HL−1 [k])
T
, (5.3b)

ak = (a0 [k] . . . aL−1 [k])
T
, (5.3c)

e Hl [k] ∈ C e al [k] ∈ Z [i] são o ganho complexo do canal e o coefici-

ente de combinação linear do l-ésimo usuário na k-ésima subportadora,

respectivamente.

Adaptado de [21], o limitante teórico inferior do C&F considera

outage (erro de quadro) para o evento

Rm >
∑

k

RC,k (hk, ak). (5.4)

Ou seja, para que haja comunicação confiável, a capacidade do canal

OFDM deve ser maior que a taxa de mensagem dos usuários.

Definição 5.3 (Códigos Binários Lineares). Seja C (KN ,NM) um

código binário linear de taxa de Rm = KN/NM = K/M . Seja também

C : FKN
2 → FNM

2 o mapeamento injetivo entre as mensagens e palavras-

código, de forma que o coodebook é definido como

C =
{
c ∈ F

NM
2 : c = C (w) ,w ∈ F

KN
2

}
. (5.5)

Definição 5.4 (Código de Reticulados Aninhados). Com base na Cons-

trução A Complexa, o código de reticulados aninhados L (Λf , Λc) =

Λf ∩ VΛc
, com Λc ⊆ Λf , é definido pelo seguinte par de reticulados:

Λc =
{

2Z [i]
NM ∪ {2Z [i] + 1 + 1i}NM

}

(5.6a)

Λf =
{

λ ∈ Z [i]
NM

: σ (λ) ∈ C

}

(5.6b)

na qual o reticulado fino Λf é constrúıdo sobre o anel comutativo T =

Z [i]
NM

e σ (·) é uma projeção natural de Z [i]
NM → Λf

Λc

.
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Figura 5.1: Reticulados grosso Λc (bolas) e fino Λf (todos os pontos) sob
perspectiva bidimensional e código C trivial de taxa 1.

Definição 5.5 (Mensagens e Codificação). Cada usuário possui uma

mensagem wl ∈ W para ser transmitida por um canal de múltiplo

acesso, em que W é o espaço de mensagens com dimensão dim (W ) =

KN . As mensagens são codificadas em seus respectivos vetores de

sinais x̃l pela função E : W → C
NM definido como:

x̃l = E (wl) = ϕ−1 (wl) ∩ VΛc
= [ϕ̃ (wl)] mod Λf . (5.7)

na qual ϕ : Λc →W é um homomorfismo entre o espaço de mensagens

e o sub-anel T . Ainda, o uso de dithering pode ser adotado conforme

a Equação (3.12). A função E (·) é definida como:

E (wl) = aC (wl) + d (5.8)

na qual a ∈ R é um ajuste de potência e d é o vetor de dither. De-

finindo a = 1 e d = −1

2
1, pode-se ajustar a potência de transmissão

para um etapa de múltiplo acesso de L = 2 usuários utilizando conste-

lação BPSK. Neste trabalho o vetor de dither é considerado constante
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e idêntico para todos os usuários.

Para uma transmissão OFDM, a mensagem codificada é dividida em

vários śımbolos OFDM através de um conversor serial-paralelo. Para

constituir um quadro OFDM de tamanho N ×M , apenas N śımbo-

los complexos são transmitidos em cada śımbolo OFDM, durante M

transmissões em sequência.

Definição 5.6 (Quadro OFDM e Conversão Serial-Paralelo). As en-

tradas do canal de múltiplo acesso são os quadros OFDM codificados

dos usuários, descritos por matrizes Xl ∈ RN×M . Pode-se escrever Xl

como uma sequência de śımbolos OFDM:

Xl = (xl,0 . . . xl,M−1) (5.9)

em que xl,m é o m-ésimo śımbolo OFDM transmitido pelo usuário l,

param = 0, 1, . . . ,M−1 e l = 0, 1, . . . ,L−1. Ainda, o elemento xl,m [k]

desse śımbolo representa a amostra transmitida na k-ésima subporta-

dora do l-ésimo usuário para k = 0, 1, . . . ,N − 1.

O mapeamento entre x̃l e Xl ocorre com a transformação linear de

vetorização, vec (·) : RN×M → RNM , a qual empilha as colunas de

uma matriz formando um único vetor. Portanto, Xl denota matemati-

camente o resultado da conversão paralelo-série do transmissor OFDM,

expressa como:

x̃l = vec (Xl) . (5.10)

Da mesma forma, denotamos vec−1 (·) : RNM → RN×M como a ope-

ração inversa que realiza o mapeamento equivalente à conversão série-

paralelo.

Definição 5.7 (Potência e Razão Sinal-para-Rúıdo). A potência de

transmissão de cada usuário é limitada, com a restrição Pl ≤
E
[
‖xl,m‖2

]

N
,

assumindo distribuição uniforme independente e identicamente distri-

búıda para xl,m. Neste trabalho, considera-se que Pl = P , para l =
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0, . . . ,L− 1. Definimos então o termo razão sinal-rúıdo como:

SNR ,
P

N0
, (5.11)

em que N0 é a densidade espectral de potência das entradas do rúıdo

aditivo gaussiano branco (AWGN).

Definição 5.8 (Canais de Comunicação). Os canais de comunicação

entre os L transmissores e o relay são modelados com desvanecimento

seletivo em frequência. Os ganhos de cada suportadora do canal entre

o l-ésimo usuário e o relay, obtidos pela DFTN da resposta ao impulso

do canal, são apresentados na matriz

Hl = diag (Hl [0] . . . Hl [N − 1]) , (5.12)

na qual Hl [k] representa o ganho da k-ésima subportadora do respec-

tivo canal.

De acordo com [23], para que não haja problemas de sincronismo

e interferência intersimbólica na etapa de múltiplo acesso, é necessário

respeitar a condição denominada pelos autores “espalhamento tempo-

ral dentro do prefixo ćıclico”. Dados os espalhamentos temporais das

respostas ao impulso dos canais dos L usuários, descritos pelo vetor

τ = [τ0, . . . , τL−1], o comprimento do prefixo ćıclico deve combater o

espalhamento mais longo, tal que

LCP ≥
{⌈

τ⋆

Ts

⌉

: τ⋆ = max
n

τ [n]

}

. (5.13)

Definição 5.9 (Canal OFDM de Múltiplo-Acesso). O sinal recebido

pelo relay, após removido o prefixo ćıclico, é uma superposição dos

quadros OFDM e pode ser descrito como:

Ỹ =

L−1∑

l=0

HlXl + Z, (5.14)

em que Z ∈ CN×M é o rúıdo AWGN modelado como uma matriz
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aleatória Gaussiana simétrica com entradas independentes e densidade

espectral de potência plana e igual a N0, a qual é constante em todas

as frequências.

O objetivo do decodificador de reticulado D (Y|H,A) é obter uma

equação de reticulado v ∈ Z [i]
NM

. A matriz A = (ā0 . . . āL−1)

agrupa os vetores com os coeficientes de combinação linear āl ∈ CN ,

cujas entradas são definidas como āl [k] = al [k], enquanto a matriz

H = (H0 . . . HL−1) agrupa as matrizes diagonais com os ganhos de

canal das subportadoras dos L usuários.

A equação de reticulado é descrita como

v =

[
L−1∑

l=0

vec
(
āl ⊗ 1T

M

)
◦ x̃l

]

mod Λc, (5.15)

na qual o operador ⊗ corresponde ao produto de Kronecker e ◦ corres-
ponde à operação do produto de Hadamard (multiplicação elemento a

elemento).

Definição 5.10 (Objetivo do Decodificador). Uma equação de reticu-

lado deve corresponder unicamente à combinação linear de mensagens

dos usuários, t ∈ F
NK
2 , definida como

t =

L−1⊕

l=0

wl, (5.16)

na qual
⊕

é o somatório sobre o espaço de mensagens. Observe que na

Equação (5.16) é arbitrado que os coeficientes de combinação linear no

espaço de mensagens são todos iguais a 1, equivalente a realizar a xOR

das mensagens dos usuários. Nesta proposta, a função ϕ que realiza

esse homomorfismo é definida pela seguinte Equação:

ϕ (v) = (v mod 1 + 1i) mod 2 (5.17)
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sendo que a igualdade

ϕ (v) = C (t) =
L−1⊕

l=0

cl (5.18)

é posśıvel devido à linearidade da estrutura de reticulados e do código

C .

Definição 5.11 (Decodificação no Relay). Aplicando diretamente a

estratégia do C&F no contexto do sinal recebido na Equação (5.14),

obtém-se

y = vec
(

α⊗ 1
T
M

)

◦ vec
(

Ỹ
)

−

L−1
∑

l=0

vec
(

āl ⊗ 1
T
M

)

◦ vec
(

dl ⊗ 1
T
M

)

, (5.19)

na qual α = (α0 . . . αN−1)
T
. Os elementos de α são otimizados no

sentido do MMSE. A Equação para calcular os valores ótimos é [6]:

αk =
SNR

‖hk‖2SNR + 1
hH
k ak (5.20a)

hk = (H0 [k] . . . HL−1 [k])
T
. (5.20b)

A escolha de āl é feita de forma a maximizar a taxa computacional

(minimizando os termos aH
k Mkak) e garantir uma combinação linear

útil a todos os usuários. A existência de soluções em que āl é não-nulo

para N = 1 (caso de portadora simples, considerando canais planos)

é apresentada em [6]. Neste trabalho, o mesmo método é adotado,

otimizando a taxa computacional por subportadora e garantindo que

cada coeficiente al [k] mod 1 + i seja mapeado em um elemento não-

nulo pertencente ao espaço de mensagens.

O algoritmo da Figura 5.2 ilustra o processo de otimização. Neste al-

goritmo, as subrotinas decomposição cholesky(·) e redução base(·) cor-
respondem aos processos de decomposição de CholeskyM = LHL (com

L sendo triangular superior) e redução de base de matrizes geradoras de

reticulado, respectivamente. Alguns algoritmos para redução de base
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Entrada: Matriz de canais H e razão sinal-para-rúıdo
SNR

Sáıda: Matrizes com coeficientes de escala α e
coeficientes de combinação A

1 ińıcio
2 para k ← 0 até N − 1 faça

3 Mk = SNRIL −
SNR2

SNR‖hk‖2 + 1
hkh

H
k ;

% decomposição de Cholesky M = LHL:
4 L = decomposição cholesky(M);

% algoritmo de redução de base de reticulado:
5 B = (b0 . . . bL−1) = redução base(L);

% vetor de coeficientes recebe coluna de menor
norma da base reduzida:

6 ak = b0;

7 α [k] =
SNR

‖h̃k‖2SNR+ 1
hH
k ak;

8 A [k, :] = aT
k ;

9 fim

10 fim

Figura 5.2: Algoritmo de otimização MMSE de α e escolha dos coeficientes
de combinação linear.

como a redução de Gauss (apenas para reticulados de posto 2, como no

caso da rede bidirecional) e Lenstra-Lenstra-Lovász (LLL) podem ser

utilizados [29].

A motivação do uso de algoritmos de redução de reticulado é mini-

mizar o termo aHk Mkak, uma vez que a decomposição de Cholesky leva

a um problema similar ao problema do vetor mais curto para a base

L, pois aH
k Mkak = aHk LHLak = ‖Lak‖2 , na qual Lak é um ponto do

reticulado [6].
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De [18], mostra-se que a equação de reticulado estimada é

v̂ =
[
QΛf

([y] mod Λc)
]

mod Λc (5.21a)

=
[
QΛf

([v + zef ] mod Λc)
]

mod Λc, (5.21b)

na qual zef ∈ CNM é o rúıdo efetivo. Para o caso apresentado, o

rúıdo efetivo correspodente ao sinal da k-ésima subportadora durante

a transmissão do m-ésimo śımbolo OFDM é:

zef [k + (m− 1)N ] =

L−1∑

l=0

(α [k]Hl [k, k]− āl [k])Xl [m, k] + Z [k,m] .

(5.22)

O desenvolvimento da Equação (5.21a) para (5.21b) é similar ao

do trabalho de Nazer & Gastpar [18], o qual pode ser consultado no

Apêndice B.

Após o processo de escalonamento dos coeficientes, é necessário re-

alizar a decodificação do código binário da palavra-código associada à

equação de reticulado estimado pelo receptor LNC. Essa palavra código

corresponderá à xOR das palavras-código transmitidas pelos usuários.

Em códigos turbo e convolucionais, é necessário uma métrica cor-

respondente a cada bit para a decodificação iterativa. Em particular,

na modulação BPSK, essa métrica está associada à distância euclidiana

dos śımbolos recebidos associados em relação ao śımbolos correspontes

aos bits 0 e 1. Os algoritmos de decodificação utilizam os valores de

LLR de cada amostra recebida para decisão do bit estimado em cada

posição da palavra-código.

Para o reticulado proposto na Figura 5.1, basta identificar a distân-

cia euclidiana para os dois pontos mais próximos correspondentes aos

bits 0 e 1. Esse procedimento é realizado de forma independente em

cada elemento de y, e é ilustrado na Figura 5.3.
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ℑ (y [n])

ℜ (y [n])

Amostra processada y [n]

Região de interesse do reticulado

Bit= 0

Bit= 1

3

2

1

0

0 1 2 3 4 5

Figura 5.3: Decodificação no relay : distâncias euclidianas para entrada dos
decodificadores iterativos.

5.1.2 Codificação LNC Independente por

Sub-bandas para Sistemas OFDM

Na seção anterior, restringimos a proposta LNC-OFDM para a mo-

dulação BPSK, a fim de permitir diferentes ganhos de amplitude e fase

dos canais de cada usuário entre as subportadoras.

Entretanto, ao considerar estratégias como a de [21], a qual utiliza

modulação QPSK a partir da Construção A Levantada, a seletividade

em frequência do canal (observada também na diferença dos ganhos de

desvanecimento de canal entre as subportadoras) pode prejudicar deco-

dificação na aplicação da estratégia computa-e-encaminha no domı́nio

da frequência.

Nesta seção, apresentamos uma proposta para flexibilizar a estraté-

gia de codificação de bloco sem restringir à decodificação independente

por subportadora, mas generalizando para decodificação independente

por sub-banda.

O objetivo é viabilizar a aplicação do LNC commodulações maiores,

como no trabalho [21], com algum grau de liberdade no número de

subportadoras utilizado para cada palavra-código independente.

Como motivação, considere a tecnologia de banda larga para acesso
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sem fio com mobilidade conhecida como WiMAX. As caracteŕısticas

do WiMAX são descritas no padrão IEEE 802.16e-2005. O padrão

prevê a adoção da técnica de múltiplo acesso por divisão ortogonal

na frequência (OFDMA) e flexibilidade no tamanho da transformada

rápida de Fourier (FFT) (N escalável de 128 a 2048) e na largura

de banda dos canais (B variável de 1, 25 a 20 MHz), de forma que o

espaçamento entre subportadoras seja F = 10, 9375 kHz.

No WiMAX, com OFDMA, um subconjunto de subportadoras é

alocado para cada estação móvel, formando um subcanal. A formação

de um subcanal consiste no mapeamento da informação da estação

móvel em suas respectivas subportadoras. Esse mapeamento pode ser

realizado de acordo com diferentes técnicas de permutação: distribúıda

(FUSC e PUSC) ou adjacente (AMC) [30].

Na permutação distribúıda, há uma distribuição pseudo-aleatória

das subportadoras na formação do subcanal, buscando obter melhores

desempenhos através do ganho de diversidade em frequência oferecido

na divisão do espectro. Essa técnica inclui os métodos Full Usage of

the SubChannels (FUSC) e Partial Usage of Subchannels (PUSC). No

método FUSC, 48 subportadoras são igualmente distribúıdas ao longo

do espectro para formar o subcanal. O método PUSC é similar, mas

divide todas as subportadoras em 6 grupos (em sub-bandas não neces-

sariamente cont́ıguas) e realiza permutações independentes dentro de

cada grupo.

Na estratégia adjacente, a formação do subcanal acontece com agru-

pamentos de subportadoras adjacentes. O método envolvido neste caso

é denominado adaptive modulation and coding (AMC). Essa técnica

não faz proveito do uso de diversidade do espectro para as mensagens

alocadas em um único subcanal. Isso causa degradação em termos de

taxa de erro de quadro (FER).

Em termos de codificação de rede na camada f́ısica sob a aborda-

gem LNC, é posśıvel aplicar a codificação independente por sub-banda

proposta na seção 5.1.1 sob o ponto de vista de divisão do espectro

OFDMA. Neste caso, a seção anterior apresenta um caso particular
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em que toda a banda é alocada para dois usuários e a permutação

FUSC pseudo aleatória ocorre com o embaralhamento do interleaving

dos códigos turbo, enquanto os códigos convolucionais sem interleaving

assemelham-se ao método AMC.

Uma formulação mais genérica é codificar independentemente em

Nc subcanais (sub-bandas ou grupos de subportadoras), dividindo o

espectro em Nc = N/Ng subcanais, no qual Ng é o número de sub-

portadoras agrupadas para formação de um subcanal. Para o caso de

Ng = N , volta-se ao caso da Seção 5.1.1. É interessante mencionar que

o trabalho [28] é uma aplicação de C&F com codificação independente

por subportadora, ou seja com Nc = N subcanais (Ng = 1).

Entretanto, combinando Ng < N e a permutação AMC (agrupando

suportadoras adjacentes), há a possibilidade de se trabalhar com sub-

canais dentro da banda de coerência do espectro e considerar que os

ganhos de subportadora de um subcanal particular são aproximada-

mente iguais. Isso permite aumentar a eficiência espectral em cada

sub-banda considerando a Construção A Levantada descrita na Seção

3.3.2 e no trabalho [21].

Uma forma simples de projeto, alinhada com a computação da FFT,

é considerar

Ng = 2β , (5.23)

na qual β ∈ N é um fator de agrupamento com limites 0 ≤ β ≤ log2 N .

Dessa forma, o número de sub-bandasNc será determinado pela escolha

do parâmetro β, de forma que

Nc =
N

2β
. (5.24)

A Figura 5.4 ilustra o processo de decodificação de sub-banda for-

mando subcanais a partir do agrupamento de 2 subportadoras adja-

centes (β = 1). Palavras-código podem então ser associada a cada

subcanal de forma independente. A investigação da taxa de erro de

quadros OFDMA em uma situação PNC, condicionada a escolha de β,

é apresentada nos resultados de simulação da Seção 6.3.
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CAṔITULO 5. LNC EM SISTEMAS MULTIPORTADORA

· · ·

· · ·

· · ·

... ... ... ... ... ... ...

· · ·

Sub-banda #1

Sub-banda #Nc

k = 0

k = 1

k = N − 2

k = N − 1

m = 0 m = M − 1

Figura 5.4: Exemplo de codificação por sub-banda com β = 1.

5.2 LNC em Sistemas FBMC

Utilizando a modelagem matemática desenvolvida na seção 2.4, con-

sidere uma rede com múltiplos nós em que L usuários transmitem para

um nó relay intermediário R e cada nó é equipado com apenas uma

antena. Nesta estratégia, as transmissões são realizadas utilizando o

sistema multiportadora FBMC/OQAM com N subportadoras através

de um quadro de comprimento M . Por simplicidade, assume-se co-

dificação de bloco, na qual as mensagens são codificadas ao longo do

quadro FBMC/OQAM e de forma independente entre as subportado-

ras. O modelo FBMC da camada f́ısica é baseado no trabalho [13].

5.2.1 Múltiplo Acesso em Sistemas FBMC/OQAM

O sinal banda base de tempo discreto na sáıda do banco de filtros

de śıntese do l-ésimo usuário é dado por:

xl [n] =

N−1∑

k=0

M−1∑

m=0

Xl,(m,k)gl,(m,k) [n] (5.25)

no qual Xl,(m,k) ∈ R são os śımbolos transmitidos pelo l-ésimo usuário

na k-ésima subportadora, durante a transmissão do m-ésimo śımbolo
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FBMC/OQAM, e gl,(m,k) é a versão deslocada do filtro protótipo do

l-ésimo usuário.

Para um sistema com canais de comunicação sem distorção, o sinal

y [n] recebido pelo nó relay na etapa de múltiplo acesso é dado por:

y [n] =

L−1∑

l=0

xl [n] . (5.26)

Assumindo o uso de filtros protótipos idênticos para todos os usuá-

rios, i.e., gl,(m,k) = g(m,k) para l = 0, . . . ,L− 1, e utilizando os resulta-

dos das Equações (2.18) a (2.22) da Seção 2.4 para caso FBMC/OQAM

SISO, o śımbolo desejado na localização (m′, k′) é obtido pelo produto

interno do sinal recebido com a função de base g(m′,k′) [n] correspon-

dente:

r(m′,k′) =
〈
y [n] , g(m′,k′) [n]

〉
(5.27a)

=

〈
L−1∑

l=0

xl [n] , g(m′,k′) [n]

〉

(5.27b)

=
L−1∑

l=0

〈
xl [n] , g(m′,k′) [n]

〉
(5.27c)

=

L−1∑

l=0

rl,(m′,k′). (5.27d)

Na última linha da equação anterior observamos o resultado da li-

nearidade do produto interno. A Equação (5.27d) mostra que, na etapa

de múltiplo acesso, o sinal obtido após o produto interno com a função

de base correpondente à localização de śımbolo (m′, k′) é uma super-

posição do produto interno dos sinais de cada usuário com a função de

base g(m′,k′) [n]. Portanto, podemos utilizar esse resultado para expan-

dir a Equação (5.27d) para o caso de um canal seletivo em frequência
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com rúıdo aditivo:

r(m′,k′) =

L−1∑

l=0






hl,(m′,k′)xl,(m′,k′) +

N−1∑

k=0
k 6=k′

M−1∑

m=0
m 6=m′

hl,(m,k)xl,(m,k)

×
∞∑

n=−∞
g(m,k) [n] g

∗
(m′,k′) [n]

︸ ︷︷ ︸

Γ∆m,∆k









+ z(m′,k′)

(5.28a)

r(m′,k′) ≈
L−1∑

l=0












hl,(m′,k′)












xl,(m′,k′) +
∑

Ω(m′k′)

xl,(m,k)Γ∆m,∆k

︸ ︷︷ ︸

Î
l,(m′,k′)























+ z(m′,k′)

(5.28b)

r(m′,k′) ≈
L−1∑

l=0

hl,(m′,k′)xl,(m′,k′)

︸ ︷︷ ︸

sinal PNC desejado

+
L−1∑

l=0

hl,(m′,k′)Îl,(m′,k′)

︸ ︷︷ ︸

ICI/ISI do sistema FBMC

+ z(m′,k′)
︸ ︷︷ ︸

rúıdo aditivo

.

(5.28c)

na qual ∆k = k − k′ e ∆m = m−m′.

Observe que na aproximação da Equação (5.28b), considera-se que

a energia da interferência intersimbólica e entre subportadoras causada

pelo fator de superposição do filtro protótipo está concentrada em um

conjunto de śımbolos Ω(k′m′), o qual contém apenas um número restrito

de śımbolos localizados em posições de tempo-frequência (m, k) ao redor

do śımbolo de interesse (m′, k′). Note também que, nessa equação, se

considera o ganho hl,(m′,k′) do canal constante sobre o somatório dentro

do subconjunto Ω(m′k′).

Para o caso da modulação OQAM, ao considerar um filtro protótipo

com ortogonalidade real, conforme apresentado pela Equação (2.17),

a interferência Îl,(m′,k′) é puramente imaginária, ou seja, Îl,(m′,k′) =
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ibl,(m′,k′). A Equação (5.28c) pode ser então reescrita como:

r(m′,k′) ≈
L−1∑

l=0

hl,(m′,k′)

(
xl,(m′,k′) + ibl,(m′,k′)

)
+ z(m′,k′). (5.29)

5.2.2 Razão Sinal-para-Interferência-mais-Rúıdo

Para o sinal obtido na Equação (5.28c), definimos a SINR como:

SINR =
P

Q+N
(5.30)

na qual P é a variância do sinal PNC desejado, Q é a variância do sinal

considerado como interferência (ISI/ICI) e N é a densidade espectral

de potência do rúıdo aditivo.

Definem-se também as variâncias supracitadas como:

P , Ē
[(
d(m,k) − d̄(m,k)

) (
d(m′,k′) − d̄(m′,k′)

)∗]
(5.31a)

Q , Ē
[(

Ĩ(m,k) − ¯̃I(m,k)

)(

Ĩ(m′,k′) − ¯̃I(m′,k′)

)∗]
(5.31b)

N , Ē
[(
z(m,k) − z̄(m,k)

) (
z(m′,k′) − z̄(m′,k′)

)∗]
(5.31c)

nas quais Ē [·] é o operador do valor esperado, x̄ = Ē [x] é o valor espe-

rado da variável aleatória x e os sinais d(m′,k′) e Ĩ(m′,k′) são definidos

como:

d(m,k) ,

L−1∑

l=0

hl,(m,k)xl,(m,k) (5.32a)

Ĩ(m,k) ,

L−1∑

l=0

hl,(m,k)Îl,(m,k). (5.32b)

Para desenvolver um modelo prático da SINR, consideramos neste

trabalho as seguintes hipóteses:

(a) todas as variáveis aleatórias possuem momento de primeira ordem

(média) nulo;
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(b) descorrelação entre todos os sinais gerados pelas fontes de infor-

mação l, ou seja,

Ē
[

xl,(m,k)x
∗
l′,(m,k)

]

= Ē
[
xl,(m,k)

]
Ē
[

x∗
l′,(m,k)

]

∀ l 6= l′;

(c) descorrelação entre śımbolos de mesma fonte entre subportadoras

e blocos distintos de tempo, i.e.,

Ē
[

xl,(m,k)x
∗
l,(m′,k′)

]

= Ē
[
xl,(m,k)

]
Ē
[

x∗
l,(m′,k′)

]

∀ (m, k) 6= (m′, k′) ;

(d) descorrelação entre os canais de comunicação dos diferentes usuá-

rios para o relay,

Ē
[

hl,(m,k)h
∗
l′,(m,k)

]

= Ē
[
hl,(m,k)

]
Ē
[

h∗
l′,(m,k)

]

∀ l 6= l′;

(e) descorrelação entre as fontes e os ganhos dos canais de comuni-

cação,

Ē
[

xl,(m,k)h
∗
l′,(m′,k′)

]

= Ē
[
xl,(m,k)

]
Ē
[

h∗
l′,(m′,k′)

]

∀ (∆l, ∆k, ∆m) ;

(f) o rúıdo aditivo é um processo WSS de média nula independente

e identicamente distribúıdo.

Com base nas hipóteses apresentadas e definindo

Ē
[

xl,(m′,k′)x
∗
l,(m′,k′)

]

, Pl,(m′,k′), (5.33a)

Ē
[

hl,(m′,k′)h
∗
l,(m′,k′)

]

, σ2
hl,(m′,k′), (5.33b)

Ē
[

z(m′,k′)z
∗
(m′,k′)

]

, σ2
z , (5.33c)

pode-se concluir que

P =
L−1∑

l=0

σ2
hl,(m′,k′)Pl,(m′,k′) (5.34a)
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Q =

L−1∑

l=0




σ2

hl,(m′,k′)






∑

(m,k)∈Ω(m′,k′)

Pl,(m′,k′)‖Γ(∆m,∆k)‖2










(5.34b)

N = σ2
z . (5.34c)

O resultado geral da SINR do sinal recebido para o sistema PNC

baseado em FBMC/OQAM é portanto:

SINR =

∑L−1
l=0 σ2

hl ,(m′,k′)
Pl,(m′,k′)

∑L−1
l=0

(

σ2
hl ,(m′,k′)

(

∑

(m,k)∈Ω(m′,k′)
P

l,(m′,k′)‖Γ(∆m,∆k)‖2

))

+ σ2
z

(5.35)

no qual observa-se a dependência da escolha do filtro protótipo e de sua

boa localização no tempo e na frequência através do fator ‖Γ(∆m,∆k)‖2.
Um caso particular a ser analisado é a transmissão com distribui-

ção uniforme de potência (entre usuários e para todas as subportadoras

ao longo de todo o quadro) e com canais constantes ao longo de um qua-

dro, cujos ganhos dos canais dependem apenas da subportadora con-

siderada, independentemente do usuário. Dessa forma, considerando

Pl,(m′,k′) = PS para qualquer tupla (l,m′, k′) e σ2
hl,(m′,k′) = σ2

h,k′ , a

Equação (5.35) é simplificada para:

SINRunif =
Lσ2

h,k′PS

Lσ2
h,k′PS

∑

(m,k)∈Ω(m′,k′)
‖Γ∆m,∆k‖2 + σ2

z

. (5.36)

Fazendo uma análise particular da Equação (5.36) para o caso de

alta SNR, ou seja, σ2
z ≈ 0, podemos analisar a razão sinal-para-interferência

(SIR) e obter o seguinte resultado:

SIRunif =
1

∑

(m,k)∈Ω(m′,k′)
‖Γ(∆m,∆k)‖2

(5.37a)
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SIRunif (dB) = −10 log10






∑

(m,k)∈Ω(m′,k′)

‖Γ(∆m,∆k)‖2



 (5.37b)

Das Equações (5.37), observa-se a dependência da escolha do filtro

protótipo no ńıvel de interferência intersimbólica e entre subportadoras

no sinal recebido pelo relay durante a etapa de múltiplo acesso. Devido

às hipóteses de descorrelação consideradas, o resultado de análise de

SIR apresentado para a equação do sinal recebido no esquema PNC é

o mesmo para qualquer sistema FBMC/OQAM de SISO ou múltiplas

antenas no transmissor e uma antena no receptor (MISO).

5.2.3 Cancelador de Interferência FBMC/QAM

A variância de ISI/ICI para um sistema FBMC/OQAM utilizando

o filtro protótipo do projeto PHYDIAS é dada por

∑

(m,k)∈Ω(m′,k′)

‖Γ(∆m,∆k)‖2 ≈ 0, 9836 (5.38)

ou aproximadamente 0, 07 dB.

Em um sistema FBMC/QAM, devido à decimação por dois da ta-

bela de interferência de Γ(∆m,∆k), é posśıvel mostrar que o ńıvel de

interferência intŕınseca devido à variância de ISI/ICI é menor, e seu

valor é
∑

(m,k)∈Ω(m′,k′)

‖Γ(∆m,∆k)‖2 ≈ 0, 1771 (5.39)

ou aproximadamente −7, 5 dB. Entretanto, ao utilizar a modulação

QAM, a condição de ortogonalidade real proposta na Equação (2.17)

não é mais válida e o uso da técnica de staggering torna-se irrelevante.

Neste sentido, o trabalho [31] propõe uma estratégia FBMC/QAM

utilizando um cancelador de interferência iterativo. Os autores apre-

sentam estratégias para sistemas FBMC/QAM SISO e FBMC/QAM

MIMO (2× 2) utilizando tanto constelações 4-QAM quanto 16-QAM.
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Um cancelador de interferência“genie-aided”pode eliminar comple-

tamente a interferência da Equação (5.28c) adaptadas para um sistema

FBMC/QAM.

Entretanto, não conhecemos até o presente momento um bom de-

codificador de tentativa que possa fazer uma estimativa confiável do

termo
L−1∑

l=0

hl,(m′,k′)xl,(m′,k′), (5.40)

para que a interferência possa ser gerada e então removida efetivamente

no receptor. O objetivo de estimar a superposição de śımbolos não-

equalizados é bastante similar ao próprio decodificador PNC.

Dessa forma, apesar de o sistema FBMC/QAM apresentar um ńıvel

de interferência intŕınseca menor, a quantidade de ICI/ISI presente

no sistema impede a aplicação da estratégia PNC para esse sistema

multiportadora.
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6
Resultados e Análise

Este caṕıtulo apresenta simulações numéricas da aplicação da téc-

nica LNC em sistemas multiportadora. A Seção 6.1 apresenta um exem-

plo numérico para ilustrar o processo de decodificação PNC no domı́nio

da frequência.

A Seção 6.2 leva em consideração a estratégia de codificação de

quadro da Seção 5.1.1 e nela são apresentadas simulações numéricas de

taxa de erro de quadro para um canal variante no tempo, considerando

desvanecimento em bloco com um tempo de coerência de M śımbolos

OFDM.

Os resultados apresentados na Seção 6.3 utilizam a estratégia de

codificação de sub-banda em sistemas OFDM discutida na Seção 5.1.2.

Comparações com a estratégia de codificação de quadro também são

apresentadas.

O principal parâmetro de desempenho avaliado foi a taxa de erro

de quadro (FER) na recepção do relay (durante a etapa de múltiplo

acesso) em função da razão energia de bit por densidade espectral de

potência de rúıdo Eb/N0. Para adequar as simulações com diferentes

taxas de códigos corretores de erro, definimos:

Eb

N0
=

SNR

Rm
. (6.1)

Nas simulações, foram utilizados códigos convolucionais com nú-

mero de memórias ν = 3 e códigos turbo com 6 iterações de decodifica-

ção. A estratégia de interleaving foi adotada para a codificação turbo,
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a fim de explorar a diversidade do canal. A Tabela 6.1 apresenta os

polinômios geradores desses códigos, na forma octal.

Tabela 6.1: Parâmetros de Simulação

Código Gerador

Convolucional Rm = 1/3 (13, 15, 17)8

Convolucional Rm = 1/5 (17, 17, 13, 15, 15)8

Turbo Rm = 1/3 (13, 15)8, (13)8

Turbo Rm = 1/5 (25, 33, 37)8, (25)8

São apresentados em algumas figuras limitantes teóricos inferiores

do C&F adaptado de [21], os quais consideram outage para o evento

Rm >
∑

k RC,k (hk, ak), conforme mencionado na Equação (5.4). Esses

limitantes recebem o termo N&G em suas legendas, em referência aos

pesquisadores Nazer e Gastpar.

6.1 TWRC - Um Exemplo Numérico com

Canais Fixos

Os resultados desta seção consideram simulações de uma rede bidi-

recional utilizando a estratégia de codificação de quadro apresentada

na Seção 5.1.1.

Considerando L = 2, os canais utilizados para os usuários foram

baseados nos exemplos de [28, 32], sendo h0 = (1 0.5)
T

e h1 =

(1 0.3 0.4)
T

os ganhos de multipercurso dos canais. Para simplifi-

car a demonstração, consideraremos a DFT de 16 pontos desses canais,

sendo H0 = DFT16 (h0) e H1 = DFT16 (h1). A Figura 6.1 apresenta

um gráfico ilustrando os ganhos de amplitude dos canais de cada usuá-

rio. Para ressaltar a simetria do canal utilizado, fazemos o ı́ndice de

subportadora variar de k = −8, . . . , 7.
Considerando SNR = 15 dB, a Tabela 6.2 apresenta os valores de
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Figura 6.1: Ganhos dos canais em cada subportadora.

escalonamento obtidos para o vetor α e para os coeficientes de combi-

nação linear ā0 e ā1 em cada subportadora.

Os valores dos elementos de α também são apresentados na Figura

6.2, enquanto os coeficientes são apresentados na Figura 6.3.

A Figura 6.4 apresenta resultados de taxa de erro de quadro rea-

Tabela 6.2: Valores calculados dos coeficientes de combinação liner e fator
de escala com canais fixos e N = 16.

k α [k] a0 [k] a1 [k] H0 [k] H1 [k]

−8 0.61876 1 1 1.5 1.7
−7 0.62993 + 0.12278i 1 1 1.4619 − 0.19134i 1.56 − 0.39765i
−6 0.66942 + 0.25196i 1 1 1.3536 − 0.35355i 1.2121 − 0.61213i
−5 0.75777 + 0.38274i 1 1 1.1913 − 0.46194i 0.83196 − 0.56001i
−4 −0.92399 − 0.46199i −1 −1 1 − 0.5i 0.6 − 0.3i
−3 0.3616 − 1.1183i −1i −1i 0.80866 − 0.46194i 0.60235 + 0.0056789i
−2 −0.13464 + 1.1656i 1i 1i 0.64645 − 0.35355i 0.78787 + 0.18787i
−1 1.9447 + 0.61612i 1 2 + 1i 0.53806 − 0.19134i 1.0057 + 0.16804i
+0 −1.0727 −1 −1 0.5 1.1
+1 1.9447 − 0.61612i 1 2 − 1i 0.53806 + 0.19134i 1.0057 − 0.16804i
+2 −0.13464 − 1.1656i −1i −1i 0.64645 + 0.35355i 0.78787 − 0.18787i
+3 0.3616 + 1.1183i 1i 1i 0.80866 + 0.46194i 0.60235 − 0.0056789i
+4 −0.92399 + 0.46199i −1 −1 1 + 0.5i 0.6 + 0.3i
+5 0.75777 − 0.38274i 1 1 1.1913 + 0.46194i 0.83196 + 0.56001i
+6 0.66942 − 0.25196i 1 1 1.3536 + 0.35355i 1.2121 + 0.61213i
+7 0.62993 − 0.12278i 1 1 1.4619 + 0.19134i 1.56 + 0.39765i
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Figura 6.2: Constantes de escala do sinal.
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Figura 6.3: Coeficientes de combinação linear.
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lizando simulações para diferentes valores de SNR com os canais fixos

supracitados. Os códigos convolucionais e turbo da Tabela 6.1 foram

utilizados.

Para as simulações de taxa de erro de quadro desta dissertação,

cada ponto nas curvas foi obtido com simulações de Monte-Carlo com

um limite 20000 quadros transmitidos por usuário para o relay em cada

ponto.

O limitante teórico de outage também é apresentado em linhas ver-

ticais para cada taxa de código. Observe que ao fixar os canais, a

condição da Equação (5.4) torna-se invariante.
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R
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R

 

 

N&G Rmes = 1/3
N&G Rmes = 1/5
Conv. Rmes = 1/3
Conv. Rmes = 1/5
Turbo Rmes = 1/3
Turbo Rmes = 1/5

Figura 6.4: Resultados de FER×Eb/N0 para N = 16 e M = 120, com canais
fixos conforme a Figura 6.1.

Na Figura 6.4 pode-se observar que os limitantes computa-e-encaminha

para os canais apresentados ficam em torno de Eb/N0 = 3, 8 dB. Os

códigos turbo utilizados se distanciam do limitante por uma diferença

de aproximadamente 5 dB, com uma taxa de erro de quadro de 10−4,

enquanto os convolucionais estão a quase 10 dB de diferença para o

mesmo valor de FER.
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6.2 TWRC - Canais Variantes no Tempo

Utilizamos simulações numéricas de Monte-Carlo para avaliar o de-

sempenho da estratégia LNC para OFDM em uma rede com L = 2

usuários (bidirecional), N = 128 subportadoras e M = 120 śımbolos

OFDM por quadro. Os canais de comunicação entre usuários e o relay

são modelados com desvanecimento Rayleigh e LCP = 5 taps indepen-

dentes com variância σ2
h = 1/LCP .

A Figura 6.5 apresenta uma comparação entre o desempenho dos

códigos convolucional e turbo para duas taxas de mensagem diferentes.

A Figura também contém a curva para decodificação LNC com código

trivial de taxa Rm = 1, mostrando que o esquema não apresenta bom

desempenho sem a aplicação de um codificador binário. Na Figura 6.6,

é apresentado o desempenho em termos de taxa de erro de bit (BER)

para os mesmos pontos de simulação da Figura 6.5.

Observa-se que o código turbo explora bem a diversidade do ca-

nal devido ao entrelaçamento dos bits codificados ao longo do quadro

OFDM, obtendo o mesmo grau de diversidade do limitante inferior.

Em termos de energia de bit, as simulações mostram que o código de

taxa 1/5 traz ganhos em relação ao de taxa 1/3. O código turbo de

taxa 1/5 está distante de 6.6 dB do limitante inferior para uma FER

de 1%. Para o código turbo de taxa 1/3, essa diferença é de 9.7 dB.

A Figura 6.7 compara a estratégia LNC desenvolvida neste trabalho

com as técnicas de codificação de rede [3] e FPNC [23] para uma taxa

de mensagem fixa (Rm = 1/5). Ressalta-se que, para a simulação das

duas últimas, considerou-se o uso dos mesmos códigos com detecção

suave baseada na informação das LLRs dos bits considerados.

Observa-se que para o código turbo a estratégia LNC apresenta uma

perda de desempenho de aproximadamente 3.3 dB em relação à técnica

de codificação de rede para o valor de FER de 10%, enquanto o FPNC

possui uma perda de aproximadamente 2.5 dB no mesmo caso. Com

valores menores de FER, analisando para perda de quadro de 0.1%,

a diferença entre as três técnicas é mais próxima, em torno de 1 dB,
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Figura 6.5: Taxa de erro de quadro para os códigos convolucional e turbo de
taxas Rm = 1/3 e Rm = 1/5, com M = 120 e N = 128. A curva Rm = 1
corresponde ao esquema sem aplicação de códigos binários.
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Figura 6.6: Taxa de erro de bit para os códigos convolucional e turbo de
taxas Rm = 1/3 e Rm = 1/5, com M = 120 e N = 128. A curva Rm = 1
corresponde ao esquema sem aplicação de códigos binários.

79



CAṔITULO 6. RESULTADOS E ANÁLISE

mantendo a relação de desempenho.
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Figura 6.7: Comparação de taxa de erro de quadro entre as estratégias
OFDM-LNC, FPNC e Codificação de Rede tradicional para um código turbo
de taxa Rm = 1/5 com 6 iterações de decodificação.

Ressalta-se que na rede bidirecional as estratégias LNC e FPCN

utilizam apenas um instante de transmissão para a etapa de múltiplo

acesso, enquanto a estratégia de codificação de rede necessita de dois

instantes de transmissão para comunicação individual de cada usuá-

rio com o relay. Outro aspecto a ser destacado é que a técnica LNC

foi generalizada para L usuários na etapa de múltiplo acesso, em que

a maior complexidade da decodificação está em encontrar os melho-

res vetores ak ∈ CL que maximizam as taxas computacionais de cada

subportadora.

É importante destacar que a técnica apresentada na Seção 5.1.1

exige que os coeficientes de combinação linear (ā0 [k] , ā1 [k]) mod 1+i

sejam ambos não-nulos para qualquer subportadora (qualquer valor de

k). Em um cenário no qual o relay possui algum tipo de buffer ou

memória para guardar pacotes dos usuários, essa restrição poderia ser

removida, permitindo que em alguns casos o relay decodifique paco-
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tes de apenas um ou outro usuário, ou seja, āl [k] = 0 para alguma

combinação de l e k permitida pelo sistema.

Como não há controle sobre o valor dos coeficientes na sáıda do

algoritmo de redução de base, uma modificação é realizada na linha 6

do algoritmo da Figura 5.2, de forma que, para o caso particular da

rede bidirecional, essa decisão é ilustrada no algoritmo da Figura 6.8.

1 para j ← 0 até 1 faça
2 se bj [n] mod 1 + i 6= 0 ∀ n ∈ {0, 1} então

% caso j:
3 ak = bj ;
4 interrompe para;

5 senão se j = 1 então
% caso 2:

6 ak = b1 + ib0;

7 fim

8 fim

Figura 6.8: Modificação da Linha 6 do algoritmo da Figura 5.2.

Como pode-se observar na Figura 6.8, há três casos de escolha de

coeficientes a partir da sáıda do algoritmo de redução de base:

Caso 0: o melhor vetor de coeficientes b0 (mais curto, com maior

RC,k) é escolhido;

Caso 1: o segundo vetor de coeficientes b0 (segundo mais curto, com

segunda maior RC,k) é escolhido;

Caso 2: uma combinação de b0 e b1 é realizada, de forma que nenhum

elemento de ak seja nulo.

As Figuras 6.9 e 6.10 mostram uma estat́ıstica de frequência de

escolha dos coeficientes baseada nos casos supracitados e correspondem

aos pontos das simulações das Figuras 6.5 e 6.4, respectivamente.

81
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É posśıvel observar que, com canais fixos, não há variação na esco-

lha, uma vez que o algoritmo de redução de base só depende da SNR

(ou Eb/N0, igualmente) e dos ganhos dos canais. Já com canais de ga-

nhos aleatórios, observa-se que há uma tendência mais forte da escolha

do caso 2 para baixos valores de Eb/N0. Já para altos valores de Eb/N0,

há uma tendência de convergência para um equiĺıbrio na distribuição

de frequência de escolha entre os três casos.
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Figura 6.9: Frequências dos diferentes casos de escolha dos coeficientes nas
subportadoras k ∈ {0, 31, 63, 127} correspondentes aos pontos de simulação
da Figura 6.5 (canais variantes no tempo, código Turbo Rm = 1/5 com 6
iterações de decodificação).

6.3 TWRC - Codificação de Subbanda

Nesta Seção, são apresentados resultados de simulação para a es-

tratégia de codificação independente por sub-banda, desenvolvida na

Seção 5.1.2.

Para modulação BPSK, o canal de N = 128 subportadoras foi sub-

dividido em Nc = 2β subcanais, para β ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}. O com-

primento das mensagens em cada subcanal foi K = 24. Após a codifi-

cação das Nc mensagens utilizando um código linear binário C (n, k),
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ã
o
(%

)

Subportadora k=−3

5 10 15 20
0

20

40

60

80

100

Eb/N0

F
re
q
u
ên

ci
a
d
e
d
ec
is
ã
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ã
o
(%

)

Subportadora k=7

Figura 6.10: Frequências dos diferentes casos de escolha dos coeficientes nas
subportadoras k ∈ {−8,−3, 2, 7} correspondentes aos pontos de simulação
da Figura 6.4 (canais fixos, código Turbo Rm = 1/5 com 6 iterações de
decodificação).

o quadro de palavras-código de dimensão (n/k)K ×Nc é reorganizado

para uma transmissão utilizando N = 128 subportadoras.

As Figuras 6.11 e 6.12 apresentam os resultados em termos de FER

e de BER, respectivamente, para a estratégia LNC baseada em modu-

lação BPSK. Para essa simulação, foram escolhidos os melhores coefici-

entes de combinação linear em cada subportadora. Nessas simulações,

foi utilizada a modificação de algoritmo da Figura 6.8, a fim de garantir

que a combinação linear obtida seja útil para ambos os usuários.

Através da Figura 6.11, observa-se que o desempenho da estraté-

gia de codificação de bloco (um caso particular da codificação de sub-

banda BPSK para β = log2 N) é superior à codificação independente

por sub-banda na estratégia BPSK. A codificação de bloco explora com-

pletamente a diversidade do canal seletivo em frequência, enquanto a

codificação de sub-banda não possui o mesmo grau de diversidade.

Já as Figuras 6.13 e 6.14 mostram resultados de simulação para

uma adaptação do trabalho [21], utilizando a Construção A Levantada

para transmissão com a constelação QPSK. Nesse caso, cada quadro
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Figura 6.11: Taxa de erro de quadro para os códigos turbo de taxas Rm = 1/5
para diferentes valores de β, com K = 24 e N = 128, usando N pares de
coeficientes otimizados.
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Figura 6.12: Taxa de erro de bit para os códigos turbo de taxas Rm = 1/5
para diferentes valores de β, com K = 24 e N = 128, usando N pares de
coeficientes otimizados.
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M × N carrega o dobro de bits (2MN bits), uma vez que cada śım-

bolo complexo enviado é composto por 2 bits codificados ortogonais e

independentes.

A codificação de sub-banda foi utilizada para β ∈ {0, 1, 2}. A es-

colha dos coeficientes não utiliza a modificação de algoritmo da Figura

6.8. São escolhidos Nc pares de coeficientes, um para cada sub-banda.

Para entrada do algoritmo da Figura 5.2 com β > 0, utilizam-se médias

dos ganhos de canal das subportadoras de cada sub-banda.

Observa-se na Figura 6.13 que o desempenho da estratégia de co-

dificação independente por subportadora (um caso particular da codi-

ficação de sub-banda para β = 0) atinge uma taxa de erro de quadro

cada vez menor com o aumento de Eb/N0. Entretanto, ao aplicar a

codificação de sub-banda com β = 1 (formando um subcanal a cada 2

subportadoras adjacentes), há uma saturação no desempenho de FER.

Com β = 2, a curva apresenta uma não linearidade, mostrando que não

é posśıvel realizar comunicação confiável neste caso.

Entende-se que esse problema ocorre devido às rotações dos ganhos

dos canais entre subportadoras. Ao forçar uma aproximação inade-

quada por coeficientes constantes baseado em um ganho médio dos

canais, o erro causado pelo rúıdo efetivo pode prejudicar a decodifica-

ção. Além do mais, os coeficientes escolhidos podem ser inadequados

para algumas subportadoras, uma vez que a estratégia [21] decodifica

as mensagens reais e imaginárias de forma independente, e rotações

podem causar ambiguidades.

Ressalta-se também que, ao não utilizar a modificação de algoritmo

da Figura 6.8, não há garantias de que a combinação linear será útil

para ambos os usuários, mesmo para o caso de codificação independente

por subportadora (β = 0).
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Figura 6.13: Taxa de erro de quadro adaptando a estratégia [21] de para
modulação QPSK com os códigos turbo de taxas Rm = 1/5 para diferen-
tes valores de β, com K = 24 e N = 128, usando N pares de coeficientes
otimizados sem a modificação de algoritmo da Figura 6.8.
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Figura 6.14: Taxa de erro de bit adaptando a estratégia [21] para os códigos
turbo de taxas Rm = 1/5 para diferentes valores de β, comK = 24 eN = 128,
usando N pares de coeficientes otimizados sem a modificação de algoritmo
da Figura 6.8.
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7
Conclusão

Esta dissertação apresentou uma investigação sobre técnicas de co-

dificação de rede na camada f́ısica no domı́nio da frequência. Em par-

ticular, foi estudada a aplicação de PNC em sistemas OFDM. Três

trabalhos relacionados foram revisados. Desses, dois consideram uma

rede bidirecional com relay e buscam a obtenção da xOR das men-

sagens dos usuários no nó intermediário através do processamento da

superposição dos sinais em uma etapa de múltiplo acesso. O terceiro é

um aplicação direta da técnica computa-e-encaminha com codificação

independente em cada subportadora do quadro OFDM.

Esta dissertação propôs o uso da técnica LNC no domı́nio da frequên-

cia para sistemas OFDM com modulação BPSK. Com a escolha ade-

quada dos reticulados aninhados e algumas modificações nas funções

de mapeamento e decodificação dos śımbolos no relay, mostramos que

é posśıvel extrair combinações lineares dos sinais complexos (equações

de reticulado) e mapeá-las em combinações lineares das mensagens,

obtendo naturalmente a xOR das mensagens transmitidas.

A codificação das mensagens dos usuários é aplicada ao longo de

todo o quadro OFDM, permitindo explorar a diversidade do canal. O

uso de códigos turbo com entrelaçadores e decodificação iterativa traz

ganhos de diversidade e de codificação que aproximam as curvas de

desempenho de taxa de erro de quadro para até 5 dB de diferença do

limite inferior de Nazer e Gastpar.

Uma proposta de codificação independente de sub-banda no do-

mı́nio da frequência, inspirada pelas técnicas de permutação de sub-
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portadora do padrão WiMAX, também foi apresentada. Essa técnica

generaliza a codificação independente por subportadora e permite re-

duzir a computação de coeficientes de combinação linear para o número

de subcanais que o espectro foi subdividido. Minimizar a complexidade

da computação dos coeficientes traz perda de desempenho nas curvas

de taxa de erro de frame, conforme apresentado na seção de resultados.

Outra contribuição foi a modelagem de uma etapa de múltiplo

acesso para sistemas FBMC e o cálculo da SINR, demonstrando a im-

possibilidade da aplicação direta da estratégia PNC nos sitemas FBMC

atuais.

Algumas sugestões para trabalhos futuros são:

(i) encontrar estratégias de codificação via reticulados no domı́nio

da frequência para modulações maiores ou para a Construção D,

buscando tratar os problemas de ambiguidade das rotações dos

canais de forma benéfica;

(ii) explorar a aplicação de conhecimento parcial dos canais no trans-

missor para aplicação de técnicas como water-filling, rotacionando

os śımbolos antes da transmissão e fazendo alocação de potência

com restrições lineares em cada subportadora;

(iii) explorar outras técnicas de comunicação ou de cancelamento de

interferência intersimbólica bidimensional para viabilizar o uso do

sistema FBMC em redes com PNC, eliminando a necessidade do

uso de prefixo ćıclico.
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A
Estruturas Algébricas

Este apêndice apresenta algumas definições preliminares sobre as

estruturas algébricas utilizadas em nosso estudo de codificação de rede

na camada f́ısica. As definições algébricas aqui encontradas recorrem às

referências bibliográficas [17], [18] e [20]. Os demais teoremas, provas

e exemplos para a compreensão das estruturas algébricas abordadas

nesta seção são deixados ao interesse do leitor e podem ser consultadas

nas referências citadas.

A.1 Anéis

Definição A.1 (Anéis). Um anel R é um conjunto associado a duas

operações binárias, + e × (adição e multiplicação, respectivamente),

que satisfaz três axiomas:

1. (R, +) é um grupo abeliano;

2. × é associativo;

3. as propriedades distributivas valem em R.

De agora em diante, omitir-se-á o operador ×, denotando a equiva-

lência ab = a× b.

Definição A.2 (Divisores de Zero). Sejam a, b ∈ R : a 6= 0, b 6= 0;

diz-se que a é um divisor de zero se ab = 0.

Existem algumas classificações que agrupam certos tipos de anéis:
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Comutativos O anel R é dito comutativo se a multiplicação for co-

mutativa.

Com Identidade Diz-se que o anel possui um elemento identidade

(1) se houver um elemento 1 ∈ R tal que 1a = a1 = a para todo

a ∈ R.

Domı́nios Integrais Um anel comutativo R com identidade é cha-

mado domı́nio integral se para todo a, b ∈ R em que ab = 0, ou

a = 0 ou b = 0. Alternativamente, domı́nios integrais são anéis

que não possuem divisores de zero.

Divisores São anéis com identidade em que cada elemento não-nulo

é uma unidade, ou seja, se a ∈ R, existe um elemento a−1 ∈ R

tal que aa−1 = 1. Estruturas algébricas classificados simultanea-

mente como domı́nios integrais e divisores são chamadas corpos.

Na teoria de grupos, um homomorfismo é um mapeamento entre

conjuntos que preserva a operação de grupo. Da mesma forma, existe a

definição de homomorfismo de anéis como ummapeamento que preserva

as operações de adição e multiplicação do anel.

Definição A.3 (Homomorfismo entre anéis). Sejam R e S anéis, e os

elementos a, b ∈ R. Definimos um homomorfismo entre anéis como um

mapeamento φ : R→ S que satisfaz às seguintes propriedades:

1. φ (a+ b) = φ (a) + φ (b)

2. φ (ab) = φ (a)φ (b)

Para o caso particular em que o mapeamento φ é uma função bijetora

de R em S, φ é chamado de isomorfismo entre anéis.

Um elemento importante de homomorfismos entre anéis é o conjunto

de elementos que mapeia para zero, conhecido como kernel. O kernel

de um homomorfismo entre anéis φ : R→ S é definido como:

ker (φ) = {r ∈ R : φ (r) = 0} (A.1)
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A.1. ANÉIS

Há uma categoria importante de subconjuntos de anéis conhecida

como ideais. Um subconjunto não vazio de um anel é definido como

um ideal se for fechado na adição e na multiplicação “dentro-fora”.

Definição A.4 (Ideais). Se I é um subconjunto de R fechado na adi-

ção, diz-se que I é um ideal de R se, para a ∈ I e r ∈ R, ar ∈ I e ra ∈ I.

Um ideal I gerado por um único elemento x, ou seja, I = 〈x〉, é dito

um ideal principal. Um anel em que todo ideal é principal é conhecido

como um anel ideal principal.

Grupos quociente encontram diversas aplicações no estudo da álge-

bra, e são de extrema importância na sua aplicação em códigos corre-

tores de erro. Analogamente, há igual importância no estudo do que

chamamos de anéis quociente, constrúıdos através de ideais. Para um

anel R com ideal I, seja a operação de congruência módulo-I ∼=I em R

definida por

a ∼=I b se e somente se a− b ∈ I. (A.2)

A operação de congruência módulo-I é uma relação de equivalência. A

classe de equivalência de a ∈ R é dada por:

a+ I , {a+ r : r ∈ I} , (A.3)

ou seja, os cosets aditivos a+ I de I em R.

Definição A.5 (Anéis quociente). O anel quociente R/I (R módulo I)

é o anel obtido pela definição das operações de adição e multiplicação

sobre os cosets de I em R,

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I (A.4a)

(a+ I)(b + I) = (ab) + I, (A.4b)

as quais são operações bem definidas. A identidade aditiva de R/I é

0 + I = I e a identidade multiplicativa é 1 + I. Ainda, R/R = {0 +R}
é um anel quociente trivial e R/{0} = {{r} : r ∈ R} é isomorfo ao anel

todo.
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Definição A.6 (Domı́nios Ideais Principais). Um domı́nio integral em

que todos os ideais são principais é chamado domı́nio ideal principal

(PID).

Um exemplo de PID são Z. Os inteiros gaussianos Z [i] e de Eisens-

tein Z [ω] são exemplos de PID no contexto de reticulados complexos.

Seja T um PID e π ∈ T . É conhecido então que o quociente T/〈π〉 é
um anel ideal principal.

A.2 Módulos

Considere agora que R representa sempre um anel comutativo com

identidade aditiva 0 e identidade multiplicativa 1, em que 1 6= 0.

Definição A.7 (Módulo). Um R-módulo é um conjunto U associado

a uma operação binária + : U × U → U e uma função f : R × U →
U (denominada multiplicação escalar, cuja imagem é definida como

f (r,u) = ru) que satisfaz as seguintes propriedades:

1. U é um grupo abeliano sob +;

2. (r + s)u = ru+ su;

3. r (u+ v) = ru + rv;

4. (rs) u = r (su);

5. 1u = u,

para todo r, s ∈ R e u, v ∈ U .

Módulos estão para anéis assim como espaços vetoriais estão para

corpos. De fato, F -módulos são o mesmo que espaços vetoriais sobre F ,

se F é um corpo. Da mesma forma, Z-módulos são o mesmo que gru-

pos abelianos (considerando a multiplicação por escalar definida como

adição iterativa).
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Definição A.8 (Submódulos). Seja M um R-módulo, e N ⊆M . Diz-

se que N é um R-submódulo de M se N for fechado sobre operações

com elementos do anel R, tal que rn ∈ N para todo r ∈ R e n ∈ N .

A analogia com espaços vetorias também pode ser utilizada aqui,

na qual, se F é um corpo, um F -submódulo é apenas um subespaço de

F .

Definição A.9 (Módulos gerados finitamente). Seja M um R-módulo

e A ⊆M . Seja 〈A〉 o menor submódulo de M contendo A, denominado

submódulo gerado por A. Se M = 〈A〉 para algum subconjunto finito

A, então M é dito finitamente gerado.

A.3 Reticulados

Uma estrutura de reticulado Λ é um arranjo periódico de pontos.

Esse arranjo pode ser completamente caracterizado por uma matriz

geradora. Para um arranjo de pontos complexos, a matriz geradora é

definida como uma base vetorial B formada por m vetores, ou seja,

B , (b1 . . . bm) ∈ Cn×m, na qual m é o posto e n é a dimensão de

B, respectivamente [29].

Dessa forma, o reticulado Λ é definido como

Λ = {Ba : a ∈ Z [i]
m} (A.5)

Pode-se observar que um ponto λ qualquer do reticulado Λ pode

ser obtido como uma combinação linear dos vetores da base B com

coeficientes inteiros gaussianos do vetor a = (a1 · · · am)
T
,

λ =

m∑

l=1

albl (A.6)

e que a base B não é única para qualquer Λ. Nesse aspecto, a definição

de reticulados é similar à propriedade de códigos lineares, a qual garante

que a soma de duas palavras código é também uma palavra código
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pertencente ao espaço de palavras código (codebook).

Definição A.10 (Quantizadores para Reticulado e Região de Voronoi).

Um quantizador para reticulado é um mapeamento QΛ (·) que mapeia

um vetor λ
′ ∈ Cn para o ponto de reticulado mais próximo de λ

′

(“vizinho mais próximo”), e é definido como

QΛ (λ′) = argmin
λ∈Λ
‖λ′ − λ‖2 (A.7)

Define-se como região de Voronoi de um ponto λ ∈ Λ do

reticulado (Vλ) o conjunto de todos os pontos que quantizam para λ.

Ou seja,

Vλ = {λ′ : QΛ (λ′) = λ} . (A.8)

Ainda, define-se como região fundamental de Voronoi do reticu-

lado (V) o conjunto de todos os pontos que quantizam para a origem

do sistema (vetor nulo), ou seja,

V = {λ′ : QΛ (λ′) = 0} . (A.9)

Definição A.11 (Módulo-Reticulado). Denota-se como [λ′] mod Λ o

erro de quantização de λ
′ ∈ Cn com respeito ao reticulado Λ,

[λ′] mod Λ = λ
′ −QΛ (λ′) . (A.10)

A operação módulo com respeito ao reticulado corresponde a um vetor

de erro residual entre o vetor λ
′ e o ponto vizinho (pertencente ao

reticulado) mais próximo. Para quaisquer vetores λ1,λ2 ∈ Cn e Λc ⊆
Λf , a operação mod Λc satisfaz às seguintes propriedades:

[λ1 + λ2] mod Λc = [[λ1] mod Λc + λ2] mod Λc (A.11a)
[
QΛf

(λ1)
]

mod Λc =
[
QΛf

([λ1] mod Λc)
]

mod Λc (A.11b)

[aλ1] mod Λc = [a [λ1] mod Λc] mod Λc ∀ a ∈ Z (A.11c)

β [λ1] mod Λc = [βλ1] mod βΛc ∀ β ∈ C (A.11d)
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Definição A.12 (Códigos de Reticulados Aninhados). Sejam os reti-

culados Λc e Λf , esses são ditos aninhados se Λc ⊂ Λf . Diz-se que

Λc é o reticulado grosso e Λf é o reticulado fino. Define-se um código

de reticulados aninhados L como todos os pontos de Λf que caem na

região fundamental de Voronoi do reticulado Λc, Vc. A Equação (A.12)

a seguir apresenta a definição matemática do código L,

L (Λc, Λf ) = Λf ∩ Vc = {x : x = λ mod Λc,λ ∈ Λf} . (A.12)

A taxa do código L é dada por

RL =
1

n
log2 |L| =

1

n
log2

(
Vol (Vc)
Vol (Vf )

)

(A.13)

na qual Vol (Vc) e Vol (Vf ) representam os volumes das regiões fun-

damentais de Voronoi dos reticulados grosso Λc e fino Λf , respectiva-

mente.
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B
Rúıdo Efetivo do LNC

Seja o vetor ỹ obtido pelo processamento da sáıda de um canal de

múltiplo acesso, o objetivo do decodificador de reticulado D (ỹ|h, a) é

obter uma equação de reticulado v tal que

v =

[
L∑

l=1

alxl

]

mod Λc (B.1)

que corresponda (unicamente) à combinação de mensagens apresentada

na Equação (3.4),

t =

L∑

l=1

alwl ∈ W .

Para estimar a equação de reticulado v, é necessário quantizar ỹ

com respeito ao reticulado Λf e obter o erro residual de quantização

(mod Λc). Ou seja, desenvolvendo esse procedimento temos que o pro-

cedimento realizado pelo decodificador é:

v̂ =
[
QΛf

(ỹ)
]

mod Λc (B.2a)

=




QΛf

([ỹ] mod Λc)
︸ ︷︷ ︸

v+termo de rúido




 mod Λc. (B.2b)

Seja θl = αhl − al; desenvolvendo o termo no argumento da função
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de quantização, tem-se que:

[ỹ] mod Λc =

[
L∑

l=1

αhlxl + αz

]

mod Λc (B.3a)

=

[
L∑

l=1

al (xl − dl) + θlxl + αz

]

mod Λc (B.3b)

=

[
L∑

l=1

al ([cl + dl] mod Λc − dl) + θlxl + αz

]

mod Λc

(B.3c)

=

[
L∑

l=1

alcl +
L∑

l=1

θlxl + αz

]

mod Λc (B.3d)

= [v + zef ] mod Λc (B.3e)

na qual zef =
∑L

l=1 θlxl +αz é o rúıdo efetivo da estratégia de decodi-

ficaçao da equação de reticulado. Reescrevendo (B.2), temos

v̂ =
[
QΛf

(v + zef )
]

mod Λc. (B.4)

Portanto, utilizando a decodificação de reticulado, a probablidade

de erro Pr [v̂ 6= v] está relacionada com a capacidade do rúıdo efe-

tivo de deslocar o ponto desejado v ∈ L (Λc, Λf ) para fora da sua

respectiva região de Voronoi [18]. As regiões de decisão das equa-

ções de reticulado do decisor D (ỹ|h, a) estão portanto relacionadas

com as regiões de Voronoi das palavras do codebook. Outra forma

de descrever a probabilidade de erro é apresentada por [17], sendo

Pe (h, a) = minα∈C Pr [QΛc
(n) /∈ Λf ].
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REFERÊNCIAS BIBLIOGRÁFICAS
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