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RESUMO

A probabilidade de percolagdo em redes de Bethe e redes de Husimi
(quadrada e triangular) é calculada para os casos de percolacdo usual,
daqui para a frente chamada apenas de percolacdo, percolacdo de
“bootstrap” e percolacio de “bootstrap” probabilistica. E obtido também
0 expoente critico B para os mesmos casos. E utilizado para os célculos
um método bastante direto que permite montar equagfes que, resolvidas,
obtém resultados exatos para 0s sistemas estudados. Os resultados obtidos
com este método sdo comparados com resultados conhecidos para os
casos de percolagdo, percolagdo de “bootstrap” e percolacdo de
“bootstrap” probabilistica na rede de Bethe bem como percolagdo em
redes de Husimi. S8o obtidos resultados novos para percolacdo de
“bootstrap” em redes de Husimi e s@o apresentadas as equagdes para a
percolacdo de “bootstrap” probabilistica em redes de Husimi.

Palavras-chave: Percolacdo, Rede de Bethe, Rede de Husimi, Transi¢do
de fase.






ABSTRACT

Percolation probabilities in Bethe and Husimi (square and triangular)
lattices are obtained for following models: usual percolation, from now
on called only percolation, bootstrap percolation, and probabilistic
bootstrap percolation. Also the critical exponent f is obtained for these
cases. A very direct method is used, which leads to equations that, when
solved, allow to obtain exact solutions for the studied systems. The results
obtained with this method are compared with known results for the cases
of percolation, bootstrap percolation, and probabilistic bootstrap
percolation in the Bethe lattice and percolation in Husimi lattices. New
results are obtained for bootstrap percolation in Husimi lattices and also
the equations for probabilistic bootstrap percolation in Husimi lattices are
presented.

Keywords: Percolation, Bethe lattice, Husimi lattice, Phase transition.
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1 INTRODUCAO

A teoria da percolagdo trata do efeito da conectividade entre as
particulas de um determinado sistema [1]. Um dos aspectos mais
interessantes da percolacdo € que é um dos modelos mais simples que
apresenta fendmenos criticos [2]. Outro ponto de grande interesse é que
apesar de sua simplicidade o modelo, que sera definido adiante, apresenta
resultados relativamente realistas e pode ser usado para modelar uma
guantidade muito grande de sistemas. Para diversos modelos a
caracteristica discreta do sistema € importante, e o estudo da percolagéo
em redes se torna interessante.

Os modelos de percolacdo em rede ja sdo empregados ha
décadas, e a percolacao aleatoria foi originalmente resolvida exatamente
em dois casos: em uma dimensao e na rede de Bethe [3]. Muito progresso
foi feito na descri¢éo da percolagdo em diferentes redes, mas os resultados
exatos sdo poucos em redes usuais, entre 0s quais podemos destacar 0s
das redes hexagonal, quadrada, triangular e de Kagome para percolagdo
de ligagdo e apenas a rede triangular para percolagdo de sitio [3]. Uma
maneira encontrada para obter solucfes exatas é a utilizacdo de redes
recursivas como redes de Bethe e redes de Husimi. Como estas redes tém
dimensionalidade infinita [1], os resultados obtidos no estudo da
percolacdo nesta rede representar comportamento de campo médio para o
processo de percolagdo [4]. A rede de Husimi, por apresentar loops
internos, se aproxima mais das redes de Bravais.

Além do modelo usual de percolacdo diversas generalizacdes ja
foram propostas e estudadas, entre elas e de particular interesse para o
presente trabalho estdo a percolagdo de “bootstrap” e percolagdo de
“bootstrap” probabilistica. A motivacao para a introducéo desses modelos
vem de uma variedade de sistemas fisicos, entre eles o fluxo de fluidos
em mateérias porosos e efeito de campos cristalinos em material magnético
[5]. Se os resultados exatos ja sdo poucos para a percolacdo usual, sdo
ainda mais escassos para essas variantes. Neste trabalho iremos apresentar
um método bastante direto para obter uma solucéo exata para estes tipos
de percolagdo em redes de Bethe e redes de Husimi ou nos aproximarmos
da solucdo, quando néo for possivel obter o resultado final. Os resultados
obtidos com este método sdo comparados com resultados conhecidos para
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os casos de percolagdo, percolagdo de “bootstrap” e percolagdo de
“bootstrap” probabilistica na rede de Bethe [1] [5] [6], bem como
percolagdo em redes de Husimi [3]. S&o apresentados resultados novos
para percolagdo de “bootstrap” em redes de Husimi e sdo apresentadas as
equacdes para a percolagdo de “bootstrap” probabilistica em redes de
Husimi.
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2 MODELOS DE PERCOLACAO E TIPOS DE REDES
2.1 PERCOLACAO USUAL

Para melhor ilustrar o conceito relevante de percolacdo para este
trabalho, podemos considerar uma rede quadrada por simplicidade, de
4x4 sitios, por exemplo.

Figura 1: Rede quadrada 4x4 com todos os sitios presentes.

Neste caso, todos os sitios e ligacbes estdo presentes. Podemos,
entretanto, considerar o caso em que nem todos o0s sitios estejam presentes
e definir uma probabilidade p de que um sitio esteja presente e, portanto,
(1-p) de estar ausente. Para p = 0,5 cada sitio teria uma probabilidade
igual de estar presente ou ausente, enquanto para p = 1,0 todos os sitios
estariam presentes, como na Figura 1. Algumas possiveis configuracoes
para o sistema no caso de p = 0,5 seriam:
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Figura 2: Exemplos de possiveis configuracdo do sistema com p = 0,5

A um grupo de sitios presentes ligados entre si chamaremos de
ilha de sitios.

No exemplo A ndo é possivel formar um caminho ininterrupto de
sitios presentes que permita atravessar de um lado da rede ao outro, nem
vertical nem horizontalmente; dizemos entéo que o sistema ndo percolou.
No exemplo B é possivel formar uma linha ininterrupta de sitios presentes
ligando a rede verticalmente, entdo dizemos que o sistema percolou
verticalmente. No exemplo C é possivel formar uma linha ininterrupta de
sitios preenchidos tanto verticalmente quanto horizontalmente, entdo
dizemos que o sistema percolou vertical e horizontalmente. Esta é a
percolacédo por sitios, ou como seréa referida adiante, percolagéo usual.

Outra possibilidade seria considerar todos os sitios presentes e
definir uma probabilidade para que a ligacdo entre eles estivesse presente
ou ndo, tendo assim uma percolagdo por ligagdo em contraste com a
percolacdo por sitio. Entretanto, o presente trabalho se concentra apenas
na percolacgdo por sitios.

Para uma configuracdo do sistema determinada a partir da
probabilidade p de que cada sitio esteja presente, uma fracdo dos sitios
fara parte de uma ilha de sitios percolantes, fracdo que sera igual a zero
caso a configuracdo nao seja percolante. Definimos essa fragdo como P,
gue pode também ser visto como a probabilidade de um sitio escolhido
aleatoriamente fazer parte de uma ilha de sitios percolantes. E evidente
gue esta probabilidade P depende de p. Para p = 1 todos os sitios estardo
presentes e P =1, para p = 0 todos 0s sitios estardo ausentes e P = 0.Para
valores intermediarios de p entre 0 e 1 teremos valores intermediarios de
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P. Para redes finitas, para qualquer valor de p diferente de 0 existe uma
probabilidade de que o sistema seja percolante, 0 que ndo acontece nas
redes infinitas. [1]

2.2 PERCOLACAO EM REDES INFINITAS

Para redes infinitas ainda existe uma relacdo entre P e p;
entretanto, para que exista percolagdo na rede infinita, é preciso que se
forme uma ilha também infinita de sitios ligados. Neste caso existe um
limite para p abaixo do qual ndo existem ilhas infinitas, ou seja, P=0.0
valor de p para o qual abaixo deste valor ndo existam ilhas infinitas €
chamado probabilidade critica, pc.

O valor de p. é diferente para cada tipo de rede infinita. Este valor
é conhecido, a0 menos aproximadamente, para varios tipos de redes
infinitas, como a rede hexagonal com p; = 0,6962, quadrada com p; =
0,5927, triangular com pc = 0,5, etc [1]. Todos estes valores se referem a
percolacdo por sitio. Como exemplo temos o resultado conhecido para a
percolacdo na rede de Bethe com z = 3 [1].

=]
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[=]

[~ 1=
(=]
(=]
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Figura 3: Fracdo de sitios na ilha infinita P por concentracdo p na rede de Bethe
com z = 3 para percolagao usual com pc = 0,5.
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Da relagdo entre P e p, conhecido o pc, podemos obter o expoente
critico B definido como P(pc) ~ (p- pc) ¥ para p > pc [1] e comparar os
resultados obtidos com os resultados das redes conhecidas. No exemplo
da Figura3 =1 [1].

2.2 PERCOLACAO DE “BOOTSTRAP”

Na percolacdo de “bootstrap” além da probabilidade p de que um
sitio esteja presente, € adicionada uma condicdo adicional para que o sitio
continue presente, sendo esta a de que ele tenha um ndmero minimo m de
vizinhos presentes. Se um sitio presente tiver menos do que m vizinhos
presentes esse sitio se torna ausente e deixa de contar como um sitio
presente para seus vizinhos, 0 que pode fazer com que estes vizinhos
deixem de ter m vizinhos presentes e também se tornem ausentes, e assim
sucessivamente. Este conceito pode ser mais facilmente compreendido
com um exemplo.

Figura 4: Exemplo de configuragdo em rede 5x5.

Suponha que estejamos tratando de uma percolacdo de
“bootstrap” com m = 2. Nesse caso 0s sitios com menos de 2 vizinhos
presentes se tornam ausentes, e a configuracdo da Figura 4 muda a da
Figura 5
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Figura 5: Exemplo de percolagdo de “bootstrap” em rede 5x35.

Os sitios que se tornaram ausentes estdo marcados como um
circulo apenas para auxilio visual, mas em nada se diferenciam dos
demais sitios ausentes. Estes sitios que se tornaram ausentes podem
alterar também os seus vizinhos. Removendo novamente os sitios com
menos de 2 vizinhos presentes temos:

Figura 6: Exemplo de percolagdo de “bootstrap” em rede 5x35.

E agora todos os sitios tm ao menos 2 vizinhos presente e a ilha
restante é chamada de estavel. Se esta ilha restante também atravessar a
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rede de um lado ao outro a configuracdo é percolante. Como exemplo
temos:

Figura 7: Exemplo de configuracdo percolante para rede quadrada 5x5 comm = 2.

2.3 PERCOLACAO DE “BOOTSTRAP” PROBABILISTICA

A percolacdo de “bootstrap” probabilistica ¢ uma variagdo da
percolagdo de “bootstrap” com mais um pardmetro probabilistico. Em vez
de apenas um valor de m igual para todos os sitios, cada sitio pode ter um
valor igual a m; ou my definido probabilisticamente. Cada sitio tem uma
probabilidade j de ter um valor de m = m; e (1-j) de ter um valor de m =
m2. Apds a definicdo dos valores de m para cada sitio o processo é o
mesmo da percolagdo de “bootstrap”.

2.4 REDE DE BETHE.

Como vamos resolver este modelo em uma geometria chamada
rede de Bethe, vamos defini-la aqui. Rede de Bethe é uma rede na qual
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cada sitio tem z vizinhos que se espalham por ramos que nao tém ligacdes
entre si.

Figura 8: Rede de Bethe com z = 3 representada até a terceira geragao de sitios.

Considere 0 exemplo da Figura 8. E interessante notar que cada
ramo que se origina dos 3 vizinhos do sitio inicial sdo independentes, no
sentido de que ndo existem ligacdes entre eles além daquela através do
sitio 0.

Para a rede de Bethe pc = 1/(z-1) e p = 1 [1]. Este resultado de pc
recupera o valor correto de pc para z = 2, que é equivalente a rede
unidimensional onde pc = 1 [1].

2.5 REDE DE HUSIMI
Uma rede de Husimi é semelhante a uma rede de Bethe, mas

existe um loop fechado dentro dos ramos que se originam de cada sitio.
Este loop pode aparecer de diferentes formas para um mesmo z.
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Figura 9: Exemplo de rede de Husimi quadrada com z = 4.

Na figura 9 temos uma rede de Husimi quadrada, em que os loops
tém a forma de quadrados.

}' ; / }l . /
- \ / \ Y /
\ \ /
\\./ g Q/
// if \
/'/ ! \‘ / \\‘~\
y / % 4 \
® . ° ' e o
) \ / \\ / X
\ / /
\ 3 / \ » / \\ /
/< } \ / 4 /‘
\ /
¥ /
/
\ /
\ /
at

Figura 10: Exemplo de rede de Husimi triangular com z = 4.

Na figura 10 temos uma rede de Husimi triangular, em que 0s
loops tém a forma de tridngulos.
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3 METODO PARA O CALCULO DEP

Neste capitulo seréd apresentado o método utilizado para o célculo
de P em funcéo de p, para as redes de Bethe e Husimi para os casos de
percolagdo usual, de “bootstrap” e de “bootstrap” probabilistica.

3.1 CALCULO DE P PARA REDE DE BETHE

Nesta seco seré calculado P em funcgéo de p na rede de Bethe
para os diversos tipos de percolacdo propostos.

sub-ramo

ramo

Figura 11: Rede de Bethe com z = 3 centralizada em um sitio com 0s ramos e sub-
ramos destacados

3.1.1 PERCOLACAO USAL EM REDE DE BETHE

Apresentaremos aqui uma variagdo simples de uma solucéo
conhecida para este problema [1].
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Para calcular a probabilidade P de um sitio pertencer a ilha
infinita, ou seja, percolante, vamos levar em consideracdo a
independéncia dos ramos e sub-ramos na rede de Bethe e a equivaléncia
de todos os sitios na rede infinita, e considerar z = 4 por simplicidade.

Para determinar se um sitio faz parte de uma ilha infinita,
devemos observar 0s ramos que se originam neste sitio. Um sitio fara
parte da ilha infinita se estiver presente e se a0 menos um de seus ramos
fizer parte da ilha infinita. Definindo como R a probabilidade de que um
ramo faca parte da ilha infinita e levando em consideragdo que 0s sitios
em uma rede de Bethe infinita sdo equivalentes [1], podemos afirmar que
a probabilidade de um sub-ramo que parta deste ramo fazer parte da ilha
infinita é igualmente R. Como a probabilidade de um ramo fazer parte de
uma ilha infinita depende da probabilidade de seus sub-ramos fazerem
parte da ilha infinita, e ambas sdo iguais a R, podemos montar uma
equacao com a variaveis R e p e obter R em funcéo de p.

Dizemos que um ramo faz parte da ilha infinita se o primeiro sitio
deste ramo estiver presente, com probabilidade p, e qualquer um dos seus
sub-ramos estiver ligado & ilha infinita. E mais simples nesse caso calcular
primeiro a probabilidade de nenhum sub-ramo estar ligado a ilha infinita.
Para que um ramo nao esteja ligado a ilha infinita a probabilidade é 1-R.
Como a probabilidade de um sub-ramo estar ou ndo ligado a ilha infinita
¢ independente da dos outros sub-ramos, podemos multiplicar as
probabilidades, pois sdo eventos independentes, e temos que a
probabilidade de nenhum dos 3 sub-ramos da rede de Bethe com z = 4
estar ligado a ilha infinita é (1-R)%. Como ou nenhum dos sub-ramos
estara ligado a ilha infinita ou a0 menos um deles estara, temos que a
probabilidade de ao menos um estar ligado a ilha infinita é 1- (1-R)3.
Levando também em conta a probabilidade p do primeiro sitio do ramo,
de onde se originam 0s sub-ramos, estar presente temos:

R=p(1-(1-R)? («
Que tem as seguintes solugdes:

R=0 @)
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Para termos R positivo e entre 0 e 1, pois é uma probabilidade,
temos que p > 1/3. Abaixo deste valor ndo existe valor de p para o qual
R seja positivo e entre 0 e 1, ou seja, ndo existe ilha infinita e a
configuracdo é ndo percolante. Chamamos este valor minimo que separa
as fases percolante e ndo percolante de probabilidade critica, pc. Logo, pc
= 1/3 para este caso. Para valores abaixo de pc vale a solugéo (2).

Tendo a probabilidade R de que um ramo esteja ligado a uma ilha
infinita, podemos calcular a probabilidade P de um sitio fazer parte de
uma ilha infinita. Para que um sitio faga parte da ilha infinita ele precisa
estar presente com probabilidade p e qualquer um dos ramos originados
dele estarem ligados a ilha infinita com probabilidade R.

Da mesma forma que no célculo para os sub-ramos, é mais facil
calcular primeiro a probabilidade de que nenhum dos ramos esteja ligado
a ilha infinita. 1-R é a probabilidade de um ramo néo estar ligado a ilha
infinita, e como os ramos sdo independentes temos que (1-R)* é a
probabilidade que nenhum dos 4 ramos esteja ligado a ilha infinita. Como
no caso dos sub-ramos, a probabilidade de que a0 menos um dos ramos
esteja ligado a ilha infinita € um menos a probabilidade que nenhum deles
esteja, 1- (1-R)*. Levando em conta também a probabilidade p de que o
sitio central em estudo esteja presente temos:

P=p(1-(1-R)?%H 4)

E para a solugdo R = 0 temos P = 0, ou seja, ndo existe ilha
infinita no sistema, como era previsivel. Temos entdo, para este caso:
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Figura 12: Fracao de sitios na ilha infinita P por concentracdo p na rede de Bethe
com z = 4 para percolagdo usual.

Expandindo a solugdo em torno de p. = 1/3, utilizando uma
expansdo em série feita pelo software Mathematica, temos B = 1 para este
caso, resultado ja apresentado em [1].

3.1.2 PERCOLACAO DE “BOOTSTRAP” NA REDE DE BETHE

Na percolagdo de “bootstrap” adicionamos um pardmetro m que
é 0 nimero minimo de primeiros vizinhos que um sitio precisa ter para
permanecer presente. Para ilustrar melhor a solucéo sera utilizada a rede
de Bethe com z = 4 para esse estudo. Na rede de Bethe com z = 4 este
pardmetro m poderia ser teoricamente qualquer valor entre 0 e 4, mas o
comportamento sé € interessante para m=1, 2 e 3. Para m = 0 temos 0
caso da percolacdo usual, enquanto para m= 4 é evidente que s6 havera
sitio estavel caso todos os sitios estejam presentes, ou seja, pc = 1.

Faremos agora a analise do caso m = 3, que é 0 mais interessante,
seguido pelo caso de m = 2. O caso de m = 1 é praticamente idéntico ao
de percolacéo usual, pois os Unicos sitios que deixariam de ficar estaveis
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sdo sitios isolados que ndo fariam parte da ilha infinita de qualquer
maneira.

E importante notar que na rede de Bethe, param = 3 (assim como
para m = 2) todas as ilhas estaveis de sitios serdo infinitas, pois o sitio no
extremo de uma ilha finita teria apenas um vizinho presente e, portanto,
ndo seria estavel. Sabendo que todas as ilhas estaveis sdo infinitas
podemos nos valer do fato de que um ramo originado de um determinado
sitio ou estd ausente ou estad ligado a uma ilha infinita para calcular a
fracdo de sitios na ilha infinita P e a probabilidade que um determinado
ramo esteja ligado a ilha infinita R.

@

Figura 13: Rede de Bethe com z = 4, ramo superior e seus respectivos sub-ramos A,
B e C destacados.

Para que um ramo originado de um sitio permaneca estavel é
preciso que ele esteja presente, com probabilidade p, e que pelo menos 2
de seus sub-ramos estejam presentem e sejam estaveis. Assim ele terd o
nUmero minimo de vizinhos para o caso de m = 3, sendo 2 destes vizinhos
advindos de seus sub-ramos e um do sitio de onde este ramo se originou.
Lembrando que iremos considerar o sitio de onde ele se origina como
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presente e levar isso em consideracdo no calculo final de p, pois um dos
requisitos para que o sitio original faca parte da ilha infinita é,
obviamente, que ele esteja presente.

Para que ao menos 2 dos sub-ramos em questdo, marcados na
Figura 13 como A, B e C do ramo superior do sitio original, estejam
presentes, temos as possibilidades de que quaisquer 2 deles estejam
presentes ou 0s 3 estejam presentes. Para que 2 estejam presentes existem
3 possibilidades. A e B presentes, A e C presente e B e C presentes. Como
a probabilidade de que um sub-ramo esteja presente é R e a de que esteja
ausente é 1-R e essas probabilidades sdo independentes, pois ndo ha
ligagdes entre os sub-ramos, podemos multiplicar as probabilidades de
que 2 estejam presentes R? e a de que um esteja ausente (1-R), obtendo
(1-R)R2. Como esta combinacdo de 2 sitios presentes e um ausente pode
acontecer de 3 formas, como foi explicado, multiplicamos essa
probabilidade por 3, obtendo 3(1-R)R2. Para os 3 estarem presentes existe
apenas uma possibilidade e para obter a probabilidade de 3 sub-ramos
estarem presentes basta multiplicar a probabilidade R de cada um deles
estar presente, ou seja, R3. Somando as probabilidades de termos 2 sub-
ramos presentes e um ausente e a de termos 3 presentes, levando em
consideracdo a probabilidade p do sitio inicial do ramo estar presentes
temos a equacao para R:

R =p(3(1 - R)R? + R3) (5)

Para o calculo de P levamos em consideracao que ao menos 3 dos
ramos originados no sitio em questdo devem estar presentes. Essa
configuragdo pode ser obtida com 3 ramos presentes e um ausente, que
como nos casos do sub-ramos obtemos a probabilidade multiplicando a
probabilidade de 3 sitios estarem presentes e 1 ausente, (1-R)R3,
multiplicado pelas 4 maneiras que essa configuracdo pode acontecer, com
qualquer um dos 4 ramos presentes e 0s outros 3 ausentes. A
probabilidade de que os 4 ramos estejam presentes, que pode acontecer
apenas de uma maneira, é obtida multiplicando a probabilidade de cada
um dos ramos estar presentes pois, novamente, os ramos ndo tem ligacdes
entre eles, sendo independentes, obtendo R* Somando as 4
probabilidades de termos 3 ramos presentes e um ausente e a de termos 4
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presentes, levando em considera¢do a probabilidade p do sitio central
estar presentes temos a equacéo para P:

P = p(4(1 — R)R3 + R%) (6)

Resolvendo (5) e (6) simultaneamente, o que neste trabalho foi
feito com o software Mathematica, para R e P entre 0 e 1 obtemos o
resultado desejado:
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Figura 14: Fracao de sitios na ilha infinita P pela concentracao p na rede de Bethe
com z = 4 para percolag¢do de “bootstrap” com m = 3.

E interessante notar que nesse caso temos uma transicéo de fase
de primeira ordem e um valor de p. = 8/9 e § = %2, como era esperado para
a rede de Bethe [5]. O expoente B foi obtido utilizando uma expanséo em
série feita pelo software Mathematica, em p. = 8/9. Neste caso, nem como
nos demais que apresentam transicdo de fase de primeira ordem, o
expoente B é definido como P — P(pc) ~(p — pc) P para p > pe.

Para o caso de m = 2, para que um ramo esteja ligado a ilha
infinita basta que ele esteja presente e um de seus sub-ramos esteja ligado
a ilha infinita, pois assim tera 2 vizinhos estaveis levando em conta o sitio
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de onde este ramo foi originado. Que ao menos um esteja presente é
equivalente a que ndo estejam todos ausentes, ou seja, a probabilidade €
um menos a probabilidade de que estejam todos ausentes. Como 0s sub-
ramos sdo independentes basta multiplicar a probabilidade de que cada
um deles esteja ausente (1-R) para obter a probabilidade de que os 3
estejam ausentes, que é (1-R)3. A probabilidade de que ao menos um dos
sub-ramos esteja presente ¢ 1-(1-R)3. Levando em conta a probabilidade
p de que o sitio inicial do ramo esteja presente temos:

R=p(1-(1-R)% )

Para a probabilidade P de que um sitio esteja ligado a ilha infinita,
é preciso que ele esteja presente com probabilidade p e que tenha ao
menos 2 vizinhos estaveis, ou seja, 2, 3 ou 4 ramos que estejam ligados a
ilha infinita. Para calcular de quantas maneiras cada uma dessas
possibilidades pode acontecer utilizamos analise combinatéria. A
principio temos a permutacdo dos 4 ramos, o que gera 4! possibilidades,
mas 0s ramos se distribuem em dois grupos de elementos indistinguiveis,
ramos presentes ou ramos ausentes, e por isso dividimos as 4!
possibilidades pelo nimero de combinagdes dos ramos presentes e dos
ramos ausentes, ambas permutacGes. Analisando o sistema temos que
existem 6 maneiras de 2 ramos estarem ligados a ilha infinita e 2 ndo,

2|2,) com probabilidade R?(1-R)?%,4 maneiras de 3 estarem ligados e 1

n&o. ( i ), com probabilidade R3(1-R), e 1 maneira de todos os 4 estarem

3
ligados a ilha infinita, (4'1,) com probabilidade R*. Somando estas

probabilidades e levando em conta a probabilidade p do sitio central estar
presente temos entdo para P:

P = p(6R?(1 —R)? + 4R3(1 —R) + R%) (8)

Resolvendo simultaneamente (7) e (8), 0 que neste trabalho foi
feito com o software Mathematica, temos P em funcéo de p:
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Figura 15: Fracao de sitios na ilha infinita P pela concentracéo p na rede de Bethe
com z = 4 para percolagdo de “bootstrap” com m = 2.

Neste caso pc = 1/3 e p = 2, 0 que esta de acordo com [6]. O expoente
foi obtido utilizando uma expansao em série feita pelo software
Mathematica em torno de pc = 1/3.

3.1.3 PERCOLACAO DE “BOOTSTRAP” PROBABILISTICA NA
REDE DE BETHE

A diferenga entre a percolagdo de “bootstrap” e a percolagdo de
“bootstrap” probabilistica ¢ que em vez de haver um Unico valor de m
para todos os sitios da rede temos dois possiveis valores, mi e my,
determinados probabilisticamente. O primeiro caso que iremos tratar é o
da rede de Bethe com z = 4, m1= 2 e my= 3. A probabilidade de que um
sitio tenha m = m; é j, enquanto a probabilidade de ter m =myé (1 —j).

Primeiro calculamos a probabilidade de que um dos ramos do
sitio original esteja ligado a uma ilha infinita, R. Também nesse caso a
probabilidade é:

R=p(R; + (1 -)Ry), ©)
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onde R ¢ a probabilidade de um ramo cujo primeiro sitio apresente m =
m; estar ligado a uma ilha infinita e R, a probabilidade de um ramo cujo
primeiro sitio apresenta m = myestar ligado a uma ilha infinita. Neste caso
R1 seria equivalente a equagdo (7) e R2a equacdo (5), ou seja:

R=p((1-(1-R>+1-DBUA-RR*+R%)) (10)

Para o célculo de P a diferenca em relacdo a percolacdo de
“bootstrap” ¢ que devemos levar em consideragdo as duas possibilidades
de m, logo:

P=p(C, + (1 —)Cy), (11)

onde C; é a probabilidade de um sitio presente com m = m; estar ligado a
uma ilha infinita e C a probabilidade de um sitio presente com m = my
estar ligado a uma ilha infinita. Neste caso com C; equivalente a equacédo
(6) e C, equivalente a equacdo (8), temos:

P =p(j(4(1 —R)R® +R*) + (12)
+(1 —j)(6R?(1 —R)? + 4R3(1 —R) + R%)

Resolvendo o sistema das equacdes (10) e (12), o que neste
trabalho foi feito com o software Mathematica, temos a solucdo e
podemos construir o grafico de P em funcdo de p para diversos valores de

j-
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Figura 16: Fracdo de sitios na ilha infinita P por concentracdo p na rede de Bethe
com z = 4 para percolagao de “bootstrap” probabilistica” com m1 =2 e mz =3
para valores de j variando de 0,0 a 0,4 em incrementos de 0,1.

Como visto na Figura 16, entre os valoresde j=0,0ej=0,40
sistema apresenta transicGes de fases de primeira ordem e B = %. O
expoente B foi obtido utilizando uma expansdo em série feita pelo

software Mathematica, em pc.
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Figura 17: Fracao de sitios na ilha infinita P por concentracdo p na rede de Bethe
com z = 4 para percolagdo de “bootstrap” probabilistica com m1 =2 e mz = 3 para
valores de j variando de 0,5 a 1,0 em incrementos de 0,1.

Como podemos ver na Figura 17, para valores de jentre 0,5e 1,0
0 sistema apresenta transi¢des de fases continuas. Para j = 0,5 p =1, para
os valores de j entre 0,6 e 1,0 B =2, em concordancia com [5]. O expoente
B foi obtido utilizando uma expansdo em série feita pelo software
Mathematica em torno de pc.

Podemos obter um diagrama de fases para este caso de
percolacdo de “bootstrap” probabilistica construindo um grafico de p por
j, como mostra a Figura 18.
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Figura 18: Diagrama de fases para o caso de percolagio de “bootstrap”
probabilistica para rede de Bethe com z = 4, mi = 2 e mz = 3. Acima da curva o
sistema se encontra na fase percolante, abaixo da curva o sistema se encontra na fase
nao percolante.

Como podemos observar na Figura 18, o sistema apresente
apenas transicdo de fase de primeira ordem para j < 0,48 e apenas
transi¢do continua para j > 0,48, sendo estes valores de j aproximados.
Acima da curva o sistema se encontra na fase percolante, abaixo da curva
0 sistema se encontra na fase ndo percolante.

O segundo caso estudado para percolagdo de ‘“bootstrap”
probabilistica na rede de Bethe com z =4 é com os valoresde m; = 1e
m2 = 3. O célculo para este caso apresenta uma importante peculiaridade
gue ndo aparecia no anterior. Para m = 1 existe a possibilidade de se
formarem ilhas finitas dentro da rede de Bethe, pois um sitio presente no
final de um ramo finito ainda teria 1 vizinho e permaneceria estavel. Esta
possibilidade de ilhas finitas é importante nesse caso porque se um dos
ramos originados do sitio em estudo estiver ligado a uma rede finita ele
contard como um vizinho presente mesmo néo estando ligado & uma ilha
infinita. Portanto, na possibilidade do sitio em questdo precisar de 3
vizinhos presentes, apenas 1 deles precisa estar ligado a ilha infinita para
que ele permaneca estavel e esteja também ligado a ilha infinita. Para
levar em conta essa possibilidade precisamos definir uma nova
possibilidade, a de que um ramo esteja ligado a uma ilha finita.
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Chamaremos essa possibilidade de U. Para este caso precisaremos
resolver os sistemas de equacgdes para U, R e P em funcdo de p. Uma
generalizagdo deste caso esta no apéndice A; tomando os valores de m; =
1le my =3ez =4 paraeste caso especifico temos:

U=pG(((1-RH+1A-HEU*A-R-U)+U%) (13)

R=p@{(1—-(1-R)?*+(1-j)(6RU(1-R~-1) (14)
+3(R?)(1 — R—U) + 3R(U2) + 3(R?)U + R®))

P=p(G(1-(1-R*+(1-)(12RU?) (15)
(1-R—-U)+ 12R?(U)(1 —R-1)
+6(R?)(U?) + 4R(U3) + 4(R3)U + 4(R3?)
(1-R—-U)+R%)

Resolvendo o sistema de equagdes formado por (13), (14) e (15),
0 que neste trabalho foi feito com o software Mathematica, temos os
graficos de P em funcéo de p para o caso em estudo.
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Figura 19: Fracao de sitios na ilha infinita P por concentracdo p na rede de Bethe
com z = 4 para percolagdo de “bootstrap” probabilistica com m1 =1 e mz = 3 para
valores de j variando de 0,01 a 0,10.
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Para os valores de j mostrados na Figura 19 temos m = 3
dominante, com uma transicéo de fase de primeira ordem, como em casos
anteriores. Entretanto, obtivemos p = 1 para estes casos. O expoente 3 foi
obtido utilizando uma expanséo em série feita pelo software Mathematica
em torno de pc. E importante notar que n&o esta indicado o caso de j =0
(equivalente a percolagdo de “bootstrap com m = 3), pois as equagdes que
construimos levam em conta a possibilidade de existéncia de ilhas finitas,
0 que ndo é possivel se todos os sitios precisam de 3 vizinhos estaveis.
Este caso foi estudado separadamente na se¢do anterior e obtivemos =
Y.
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Figura 20: Fragdo de sitios na ilha infinita P por concentracdo p na rede de Bethe
com z = 4 para percolagdo de “bootstrap” probabilistica com m1 =1 e mz = 3 para
j=0,15.

Para o caso de j = 0,15 temos uma “mistura” entre os resultados
de m =1 e m = 3, com uma transicdo continua em p ~ 0,7965 e uma
transicdo de primeira ordem para um valor mais alto de p, que
chamaremos ponto de transigdo, p: ~0,8555. Para ambos os pontos f = 1.
O expoente B foi obtido utilizando uma expansdo em série feita pelo
software Mathematica em torno de pc.
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Figura 21: Fragéo de sitios na ilha infinita P por concentracdo p na rede de Bethe
com z = 4 para percolagdo de “bootstrap” probabilistica com m1 =1 e mz = 3 para
valores de j variando de 0,2 a 1,0.
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Nos casos de j maior que 0,2 temos uma dominéncia do
comportamento de m = 1 e uma transi¢cdo continua. Para todos esses
valores de j, B = 1. O expoente [ foi obtido utilizando uma expansdo em
série feita pelo software Mathematica em torno de pc.

Podemos obter um diagrama de fases para este caso de
percolacdo de “bootstrap” probabilistica construindo um grafico de p por
j, como mostra a Figura 22.
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Figura 22: Diagrama de fases para o caso de percolagio de “bootstrap”
probabilistica para rede de Bethe com z =4, mi = 1 e mz = 3. Acima da curva o
sistema se encontra na fase percolante, abaixo da curva o sistema se encontra na fase
néo percolante.

Como podemos observar na Figura 22, o sistema apresente
apenas transicdo de fase de primeira ordem para j < 0,13, transi¢do de
primeira ordem e continua para 0,13 <j <0,19 e apenas transigdo continua
para j > 0,19, sendo estes valores de j aproximados. Acima da curva o
sistema se encontra na fase percolante, abaixo da curva o sistema se
encontra na fase ndo percolante.
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3.2 CALCULO DE P PARA REDE DE HUSIMI QUADRADA

Nesta secdo sera calculado P em funcédo de p na rede de Husimi
para os diversos tipos de percolacdo propostos.

3.2.1 PERCOLAGCAO USUAL EM REDE DE HUSIMI

Para calcular a fragdo de sitios na ilha infinita P em redes de
Husimi usaremos uma variagdo do método utilizado nas redes de Bethe.
A principal diferenga é que ndo podemos considerar 0s ramos originados
do sitio em estudo como equivalentes porque eles ndo sdo independentes,
ja que a cada dupla existe uma ligacao entre eles. Entretanto, cada dupla
de ramos pode ser vista como equivalente as demais, e a partir dessa
observacdo construiremos um método semelhante a resolucéo utilizada
nas redes de Bethe.

Figura 23: Rede de Husimi com z = 4 com as duplas de liga¢Ges equivalentes
destacadas.

Cada uma das duplas de ligacdes destacadas na Figura 23 pode
ser considerada independente das demais, pois ndo hé ligagGes entre elas,
apenas ligagdes internas a cada dupla. Na resolucéo essas duplas serdo
tratadas como os ramos nas redes de Bethe. Uma diferenca notavel, mas
gue sera importante nos casos em que o htimero de vizinhos presentes é
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importante, é que cada uma dessas duplas pode fornecer 1 ou 2 vizinhos
estaveis para o sitio original, dependendo da configuracdo dos sitios
presentes nela. Para tornar a explicacdo mais clara, € bom fazer algumas
defini¢bes. Na Figura 23 podemos notar que do sitio central em estudo se
originam duas duplas de ligacdes. Como elas sdo equivalentes podemos
nos concentrar em uma delas e aplicar os conceitos a ambas.

O grupo de 3 sitios que seguem uma dupla de ligacdes, e que
chamaremos de ndcleo, tem ligacGes entre si e, portanto, devem ser
tratados como um grupo para que possam ser considerados equivalentes
aos outros nucleos, como podemos notar na Figura 23.

Figura 24: Rede de Husimi com z = 4. Destacado esta um dos grupos de sitios cuja
configuracdo sera usada para calcular P e que sera chamado de nucleo.

De cada nicleo originam-se 3 novas duplas de ligacdes,
equivalentes a dupla de ligacdes de onde se originaram, e a forma como
essas ligacGes definem a probabilidade do sitio original estar ligado a ilha
infinita depende da forma com que os sitios do nicleo estejam presentes
ou ausentes. Chamaremos os sitios de um n(cleo de A, B e C, conforme
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a Figura 25, e as duplas de ligacdes originadas destes sitios de DA, DB e
DC, também conforme a Figura 25.

DB

DA DC

Figura 25: “Niicleo” na rede de Husimi com z = 4 € 0 sitio de onde ele se origina,
destacados os sitios A, B e C, que compdem o nucleo, e suas respectivas duplas de
ligacbes DA, DB e DC.

A forma como as duplas de ligacGes afetam o sitio original
depende da configuracdo do nlcleo. Por exemplo, se a dupla DA estiver
ligada a uma ilha infinita mas o sitio A estiver ausente essa dupla néo fara
com que o sitio original faca parte da ilha infinita. O fato da dupla DB
estar ligada a uma ilha infinita s6 sera relevante para o sitio original se o
sitio B e pelo menos um dos sitios A ou C também estiver presente. O
sitio B nunca fornece um vizinho estavel para o sitio original pois ndo tem
uma ligacéo direta com ele, mas pode servir como vizinho estavel para os
sitios A e C tornando-os estaveis, e por isso é importante; portanto,
devemos estudar as possiveis configuracdes do nicleo. Como mostrado
na Figura 26, temos 8 possiveis configuragdes para o nicleo.



Figura 26: Possiveis configuragdes para um ntcleo em uma rede de Husimi
quadrada com z = 4.
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Para determinar se o nicleo estara ligado a ilha infinita é preciso
analisar cada uma das configuracdes e as duplas de liga¢cdes DA, DB e
DC que partem dele. Essa tarefa é simplificada pelo fato de que algumas
configuragdes sdo equivalentes, por simetria, e basta analisar uma delas e
multiplicar suas probabilidades por 2 para obter o resultado para ambas.
Como é simples observar na Figura 26, Z, é equivalente a Zs e Z4 €
equivalente a Z;. Além disso, ndo é preciso analisar Z;, pois esta
configuragdo evidentemente ndo faz parte da ilha infinita, pois todos os
seus sitios estdo ausentes. As demais configuraces devem ser analisadas
individualmente, e a probabilidade do nucleo estar ligado a ilha infinita é:

8 (16)

R= Z Z,Cp

onde Z, é a probabilidade associada a configuragdo n, ou seja, p elevado
ao numero de sitios presentes na configuracdo do nucleo e (1-p) elevado
ao numero de sitios ausentes na configuracdo do nicleo, e C, é a
probabilidade de que as duplas de ligagdes DA, DB e DC fagam com que
0 ndcleo ligue o sitio em estudo & ilha infinita, e que deve ser analisada
caso a caso. Z, é obtido imediatamente da configuracdo em questéo,
enquanto C,, sera calculado caso a caso, multiplicando as probabilidades
de cada ramo estar presente ou ausente no caso em questao.

Para Z;, C1, é obviamente O, pois nenhum sitio esta presente, e 0
produto Z,Cn é 0.

Para Z, e por simetria Zs, 0 nucleo ligara o sitio original a ilha
infinita se, e somente se, a dupla de ligagbes DC (DA para Zs) estiver
ligada a ilha infinita com probabilidade R. A probabilidade de Z; existir
é p(1-p)2. Logo o produto Z,C, = ZsCs = p(1-p)°R.

Para Z3 temos uma configuragdo que pode parecer similar a Z»,
mas como os sitios A e C estdo ausentes, mesmo que a ligacdo DB esteja
ligada a ilha infinita, o sitio original nédo estara ligado ao sitio B, logo Cs
=0e Z3C3=0.

Para Z4 (e Z7), o nucleo fornecera uma ligacéo a ilha infinita para
o sitio original se DB ou DC (DA ou DC para Z7) estiverem ligadas a ilha
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infinita ou, equivalentemente, um menos a probabilidade de nenhuma das
duas estar ligada a ilha infinita. A probabilidade disso acontecer é: (1-(1-
R)?). A probabilidade de Z, existir é p(1-p). Logo temos que para essa
configuracdo: Z4Cs= Z;C7= p?(1-p) (1-(1-R)?).

Para Zs fornecer uma ligacdo a ilha infinita ao sitio original é
preciso que DA ou DC esteja ligada a ilha infinita. Esta probabilidade,
assim como a da configuracgdo existir, é idéntica a de Zs, 0 que nos da:
ZsCs = p*(1-p) (1-(1-R)?)

Por fim, para Zs fornecer uma ligacdo a ilha infinita ao sitio
original é preciso que pelo menos uma das duplas de ligacdes esteja ligada
a ilha infinita, ou seja: Cg = (1-(1-R)?). Logo: ZsCs = p3(1-(1-R)3).

Com estas analises podemos escrever a Eq. (16) em funcgdo de p
eR:

R=2p(1-p)*R+3p*(1-p)(1-(1-R)?) (17)
+p3(1-(1-R)?

Para a equacdo de P basta notar que para o sitio original estar
ligado a ilha infinita basta que qualquer uma das duas duplas de ligagdes
originadas dele esteja ligada a ilha infinita e ele esteja presente, obtendo
assim:

P=p(l—(1-R)?) (18)

Resolvendo o sistema de equacdes formado por (17) e (18), o que
neste trabalho foi feito com o software Mathematica, em funcéo de p
temos os gréaficos de P em fungéo de p para a percolagdo usual em redes
de Husimi comz = 4.
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Figura 27: Fracao de sitios na ilha infinita P por concentracdo p na rede de Husimi
quadrada com z = 4 para percolacéo usual.

Neste caso pc = (3-V5)/2 = 0,3819... em concordancia com [3],
um valor intermediario entre a rede de Bethe com pc = 0,3333... e a rede
quadrada com p; ~0,5927 [1], todas com z = 4. O expoente critico  é 1
para este caso, igual ao resultado na rede de Bethe e diferente da rede
quadrada que tem B = 5/36, 0 que é esperado, pois a rede de Husimi e a
rede de Bethe tem a mesma dimensionalidade, infinita, enquanto a rede
quadrada é bidimensional, e 0s expoentes criticos para percolagdo usual
dependem apenas da dimensionalidade da rede [2]. O expoente B foi
obtido utilizando uma expansao em série feita pelo software Mathematica
em torno de pc.

3.2.2 PERCOLACAO DE “BOOTSTRAP” EM REDE DE HUSIMI

Para percolagio de “bootstrap” em rede de Husimi faremos uma
andlise semelhante & da percolagdo usual, mas com algumas
peculiaridades.

A primeira observagdo a ser fazer é que na percolagdo de
“bootstrap” ¢ importante saber quantos vizinhos estaveis um sitio tera,
pois sua estabilidade depende disso, e portanto ndo basta determinar se
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uma dupla de ligagdes independente (DA, DB e DC na Figura 25) est4
ligada a ilha infinita, mas também se terd um ou dois vizinhos presentes
na dupla de ligagdes, lembrando que apenas A e C contam como vizinhos
para o sitio original, pois B ndo tem uma ligacdo direta com ele. A
segunda observacdo a se fazer € que, dependendo do valor de m e de z da
rede, pode existir ou ndo a possibilidade de formacdo de ilhas finitas de
sitios estaveis, probabilidade que deve ser levada em consideragdo para
determinar o nimero de vizinhos estaveis que um sitio vira a ter. Iremos
definir como R a probabilidade de uma ligacdo dupla estar ligada a ilha
infinita e ter apenas 1 vizinho ligado ao sitio original, W a de estar ligada
a ilha infinita e ter 2 vizinhos, U a de estar ligada a uma ilha finita e ter 1
vizinho, D a de estar ligada a uma ilha finita e ter 2 vizinhos e finalmente
N, por conveniéncia, a de ndo ter nenhum vizinho. Essas defini¢des se
aplicam ap6s o processo de eliminacdo de sitios, ou seja, levando em
conta apenas sitios estaveis.

Analisaremos 2 casos nesse trabalho. O da rede de Husimi com
z=4em=3eredede Husimicomz=4em=2.

No primeiro caso, rede de Husimi com z =4 e m = 3 a primeira
observacdo a se fazer é que ndo existe a possibilidade da formacédo de
ilhas finitas estaveis, pois ndo ha como formar um loop fechado em que
todos os sitios tenham 3 vizinhos estaveis.

Figura 28: Loop fechado de sitios e ligacdes na rede de Husimi com z = 4.

Como podemos notar na Figura 28, para rede de Husimi com z =
4 em um loop fechado cada sitio tem 2 vizinhos presentes dentro do loop,
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e para que qualquer um dos sitios tenha 3 vizinhos presentes é necessario
um sitio presente de fora do loop. Logo, para m = 3 existirdo apenas ilhas
infinitas estaveis, enquanto para m = 2 ou menos existe a possibilidade da
formagcdo de ilhas finitas estaveis.

Como no caso em andlise, de m = 3, ndo se formam ilhas finitas
estaveis, as possibilidades das duplas de ligacGes sdo: estarem ligadas a
ilha infinita com apenas um vizinho, ligadas & ilha infinita com 2 vizinhos
e ndo ter nenhum vizinho, ou seja, R,W e N.

Como no caso de percolagdo usual, existem 8 possiveis
configuragdes para os nucleos, mostradas na Figura 26, e iremos analisar
caso a caso, notando que os sitios precisam de 3 vizinhos estaveis para
permanecerem estaveis. Temos também as mesmas simetrias, Z, €
equivalente a Zs e Z4 é equivalente a Z7. Uma diferenca é que teremos
uma equacdo extra para W, além da equacdo para R. Temos:

5 (19)

R= Z Z.Ry,,

n=1

onde Z, é a probabilidade da configuracéo existir e R, é a probabilidade
das ligagdes DA, DB e DC formarem uma combinacdo de R, W e N que
deixe 0 nlcleo com apenas um dos sitios A ou C presente e ligado a ilha

infinita.
8
W= Z Z,W,,
n=1

onde Z, é a probabilidade da configuracao existir e Wy, € a probabilidade
das ligacfes DA, DB e DC formarem uma combinacdo de R, W e N que
deixe 0 nlcleo com os sitios A e C presentes e ao menos 1 deles ligado a
ilha infinita.

(20)

Analisando primeiro para W, onde procuramos configuracdes
gue terminem com dois vizinhos, A e C, estaveis e ligados a ilha infinita,
é facil perceber que das oito configuracfes possiveis apenas 2 cumprem
0 requisito basico de que A e C estejam presentes, Zs e Zs.
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Para Zs a Unica forma de tanto A quanto C permanecerem
estaveis, com 3 vizinhos cada, é que a duplas de ligacbes DA e DC
fornecam ambas 2 vizinhos, ou seja, We = (W?) e ZsWs = p?(1-p)W-2.

Para Zg cada sitio do nucleo ja possui 2 vizinhos, entdo basta que
as ligacbes DA, DB e DC fornecam ao menos 1 vizinho cada, ou que DA
e DC fornecam 2 vizinhos e DB nenhum vizinho. Essa combinacdo de
probabilidades fornece o resultado, ja levando em consideracdo que Zg =
p3, ZsWs = p3(R3+3R?W+3RW?2+W?(1-R-W)+W?3),

Combinando os dois casos temos a equagao para W:

W = p3R3 + W(3R?p3) + W2(p? + 2Rp?) (21)

Para R procuramos configuragdes que terminem com apenas 1
vizinho, A ou C, estavel, independente de B ser estavel ou ndo. E
importante notar que mesmo configuracdes que a principio tenham ambos
A e C presentes podem terminar como uma configuracdo adequada, pois
basta que um dos dois ndo tenha vizinhos suficientes e ele deixara de ser
presente, deixando apenas 1 vizinho presente. Temos de analisar,
portanto, todos os casos em que A ou C estejam presentes.

Para Z, = Zs a Unica opcao é que a dupla de ligacbes DC (DA
para Zs) forneca 2 vizinhos. Temos entdo que Z2R2 = p(1-p)?W.

Para Z4 = Z7 procuramos configuracfes em que DC (DA para Z7)
forneca 2 vizinhos ou que DB forneca 2 vizinhos para que B seja estavel
e DC fornega ao menos 1 vizinho. Temos entdo, para essa configuragéo,
Z4Ra = p*(1-p)(W+WR)

Para Zs procuramos configuracfes em que apenas A ou C
permaneca estavel, entdo uma das ligagdes DA ou DC deve fornecer 2
vizinhos e a outra 1 ou 0 vizinhos. Temos entdo ZsRs = 2p?(1-p)W(1-W)

Finalmente para Zs é preciso analisar cuidadosamente as
possibilidades das 3 duplas de ligacbes DA, DB e DC para que apenas A
ou C permaneca estavel. Cada dupla de liga¢des tem 3 opc6es, fornecendo
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0, 1 ou 2 vizinhos, para um total de 27 opc¢des. Analisando cada uma delas
chegamos ao resultado ZsRs = 2p*(W+RW-2R?W-2RW?-W?)

Combinando todos os casos temos a equacdo para R:

R = 2pW — 2p2W? + R(2p2W — 4p3W?2) (22)
— R?(4p*W)

Finalmente para a equacdo de P basta que o sitio original tenha
ao menos 3 vizinhos, entdo as duas duplas de ligages originadas dele
devem ser as duas W ou uma W e outra R. Temos entdo:

P = p(2WR + W?) (23)

Resolvendo o sistema formado por (21), (22) e (23), 0 que neste
trabalho foi feito com o software Mathematica, podemos construir o
gréafico de P por p para o caso em estudo.

Figura 29: Fracao de sitios na ilha infinita P por concentracdo p na rede de Husimi
com z = 4 para percolagdo de “bootstrap” com m = 3.

Para este caso pc ~ 0,9019 e = 1, em comparagdo com a rede de
Bethe que tem p. = 8/9 = 0,8888... e f = !4, e a rede quadrada com p¢ = 1,
todas para m = 3 e z = 4. E interessante notar que o p tente ao valor da
rede quadrada quando se vai da rede de Bethe a rede de Husimi. O
expoente B foi obtido utilizando uma expansdo em série feita pelo
software Mathematica em torno de pc.
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Para o segundo caso a ser analisado, percolagdo de “bootstrap”
com m = 2, existe a possibilidade da formag&o de ilhas finitas de sitios
ocupados, e portanto devemos levar em consideracao as possibilidades de
uma dupla de ligacfes fornecer vizinhos estaveis ao sitio ao qual estdo
ligadas mas ndo fornecerem uma ligacdo a ilha infinita. Neste caso essa
dupla ird4 contribuir para 0 nimero minimo de vizinhos que um sitio
necessita para ser estavel, mas nao ird determinar que ele esteja ligado a
ilha infinita através dessa ligacdo. Desta forma, temos todas as
possibilidades citadas anteriormente nesse caso: R a probabilidade de
uma ligacdo dupla estar ligada a ilha infinita e ter apenas 1 vizinho ligado
ao sitio original, W a de estar ligada a ilha infinita e ter 2 vizinhos, U a de
estar ligada a uma ilha finita e ter 1 vizinho, D a de estar ligada a uma ilha
finita e ter 2 vizinhos e finalmente N, por conveniéncia, a de néo ter
nenhum vizinho.

As possiveis configuragbes do nlcleo ainda serdo as mesmas
mostradas na Figura 26, e iremos analisar cada uma delas para montar as
equacgdes paraU, D,Re W.

Para U, ou seja, a dupla ira fornecer apenas 1 vizinho ligado e
ndo estara ligada a ilha infinita, temos:

8

U= Z Z,Up (24)

Para Z; e Zs3 os sitios A e C estdo ausentes, entdo ndo ha
probabilidade de ter vizinhos presentes.

Para Z, e Zs basta que a ligacdo ao sitio presente do nucleo tenha
ao menos 1 vizinho e ndo esteja ligada a ilha infinita, logo, Z,U, = ZsUs
= p(1-p)*(U+D).

Para Zs4 e Z7, analisando todas as possibilidades temos ZsUs =
Z7:U7 = p?(1-p)(U+D)(2N+U+D).

Para Zs buscamos combinag@es das duplas de ligagfes para que
apenas um dos sitios, A ou C, seja estavel e ndo esteja ligado a ilha
infinita, ou seja, ZeUs = p?(1-p)2N(U+D).
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Para Zg os 3 sitios do ndcleo ja sdo estaveis considerando
somente as ligagdes entre eles, entdo ndo existe a probabilidade de que
apenas A ou C seja estavel, pois ambos séo, e Ug = 0.

Temos entao:

U=2(p(1-p)?*U+D)+ (25)
p?(1—p)(U+D)(BN+ U+ D)

Para D, ou seja, a dupla de ligagGes fornecendo 2 vizinhos mas
ndo estando ligada a ilha infinita basta analisar Zs e Zs, as configuragdes
onde os sitios A e C estdo presentes.

Para Zs basta que DA e DC fornegam ao menos 1 vizinho e ndo
estejam ligadas a ilha infinita, logo Z¢Ds = p?(1-p)(U+D)?

Em Zg 0s sitios A e C j& tem 2 vizinhos e sdo estaveis, entdo basta
gue nenhuma das ligagdes DA, DB ou DC esteja ligada a ilha infinita,
logo ZgDs = p3(N+U+D)3.

Temos entao:
D=p%2(1-p)(U+D)?+p3(N+U+ D)3 (26)

Para R, ou seja, a dupla de ligacOes fornecer apenas 1 vizinho e
estar ligada a ilha infinita, temos 0os mesmos casos de U, com a diferenga
de que ao menos 1 das ligagBes esteja ligada a ilha infinita.

Para Z; e Z3z os sitios A e C estdo ausentes, entdo ndo ha
probabilidade de ter vizinhos presentes.

Para Z, e Zs basta que a ligacdo ao sitio presente do nucleo tenha
ao menos 1 vizinho e esteja ligada a ilha infinita, logo, Z:R2 = ZsRs = p(1-
p)2(R+W).

Para Z4 e Z;, analisando todas as possibilidades temos ZsR4 =
Z1R; = p(1-p)(R+W)(1+N+U+D).

Para Zs buscamos combinag@es das duplas de ligacdes para que
apenas um dos sitios, A ou C, seja estavel e esteja ligado a ilha infinita,
ou seja, ZsRs = p?(1-p)2N(R+W).
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Para Zg os 3 sitios do ndcleo ja sdo estaveis considerando
somente as ligagdes entre eles, entdo ndo existe a probabilidade de que
apenas A ou C seja estavel, pois ambos sdo, e Rg = 0.

Temos entdo:

R=2(p(1—-p)’(R+W) + (27)
p?(1—p)(R+W)(1+ 2N+ U + D)

Para W, ou seja, a dupla de liga¢des fornecendo 2 vizinhos e
estando ligada a ilha infinita basta analisar Zs e Zs, as configuragdes onde
0s sitios A e C estdo presentes.

Para Zg basta que DA e DC fornecam ao menos 1 vizinho e uma
das duplas esteja ligada a ilha infinita, logo ZeWs = p?(1-
P)(R+W)(1+U+D-N).

Em Zs os sitios A e C ja tem 2 vizinhos e sdo estaveis, entdo basta
que qualquer uma das ligagdes DA, DB ou DC esteja ligada a ilha infinita,
logo ZsWs = p3(1-(N+U+D)3).

E temos entdo:

W=p?(1-p)(R+W)(1+U+D—-N) + (28)
p3(1— (N+U+ D)3

Para obtermos P, buscamos as combinagdes das duplas de
ligagdes originadas no sitio em estudo que fornecam 2 vizinhos e uma
destas duplas ligada a ilha infinita.

Temos, portanto:

P = p(R% 4+ 2W + 2RU + 2RD — W?) (29)

Resolvendo o sistema de equacdes formado por (25), (26), (27),
(28) e (29), o que nesse caso foi feito numericamente no software
Mathematica para apenas alguns valores de p, devido a complexidade das
equacdes, podemos obter um grafico para este caso.
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Figura 30: Fracdo de sitios na ilha infinita P por concentragédo p na rede de Husimi
com z = 4 para percolagdo de “bootstrap” com m = 2.

Para este caso pc ~ 0,4863 em comparagdo com a rede de Bethe
pc = 0,3333..., ambas para z =4 e m = 2. Lembramos que p. ~ 0,5927 para
a rede quadrada com m = 2, pois a probabilidade critica é a mesma que
para percolacdo usual. O expoente B para este caso ndo foi calculado
durante a realizacdo deste trabalho.

3.2.3 PERCOLAGCAO DE “BOOTSTRAP” PROBABILISTICA
EM REDE DE HUSIMI

No caso de percolagdo de “bootstrap” probabilistica para a rede
de Husimi, cada sitio tem 3 possiveis estados, sendo eles ausente, presente
com m = mj ou presente com m = my. Logo, cada nicleo composto por 3
sitios (Figura 24) pode ter 27 configuragdes possiveis (3%), em contraste
com as 8 possiveis no caso de percolagdo de “bootstrap” (Figura 26). Para
encontrar a relagdo entre P e p analisamos cada uma das possibilidades,
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como feito para o caso semelhante na rede de Bethe, levando em conta
gue podem ser formadas ilhas finitas desde que m; oum; seja 2 ou menos,
pois como na percolacao de “bootstrap” é possivel a formagdo de loops
fechados em que todos os sitios tém 2 vizinhos estaveis dentro do nucleo.
Logo temos as possibilidades U, D, R e W para as duplas de ligacdes,
€omo no caso da percolagdo de “bootstrap”.

Trataremos do caso em que m; = 2 e mp = 3, com a probabilidade
j de um sitio presente ter my e (1-j) de ter my como ndmero de vizinhos
necessarios para o sitio permanecer estavel. A analise de cada caso é
extremamente longa, entdo apresentamos aqui as equagdes finais para U,
D, R W e P. Sera usada a nota¢do g = pj e q = p(1-j) para simplificar, e N
= 1-U-D-R-W como a probabilidade de uma dupla de ligagdes nédo
fornecer nenhum vizinho.

As equac0es para 0 caso sdo:

U =2( (30)
(1-p)?g(U+D)+
(1-p)*qD +

(1-p)g?(U+D)2N+U+D)

(1 -p)gq(ND + (U +D)?) +

(1 -p)gq((U+D)(N+U+R)+D(N+U+D))
+(1-p)g®(DIN+2U+D+R)) +

(1 —p)g®?N(U +D) +

(1-p)gq(ND+ (U+D)(N+U+R)) +
g?2q((N(U+D)(2N+ U +D) +

g2q(U + D)N? +

gq?((DN?) + (U+D)N(N+2U + 2R+ D)) +
1-p)*(DIN+U+R)) +

gq?(N((U + D)2 + DN)) +

q3ND(N + 3U + 2R + D)

)
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R =2( (31)

(1-p)?*gR+W) +

(1-p)?qW +

(1-p)g?R+W)1+N+U+D)

(1-p)gg(NW + (R+W)(2U + 2D+ R+ W) +

1-pgg(W+R+W)(N+U+D+R)) +

(1-p)?(D(R+ W) + W(N + 2U + D + 2R + W))
+

(1-p)g?N(R+ W) +

(1-p)gg(NW + R+ W)(N+U+R)) +

g2q((NR+W)(2N+2U+2D+R+ W) +

g?q(R+ W)N? +

g?(N(NW + W + (R + W)(N + 2U + 2D + 2R))

+(1-p)g?(W(N+U+R))+

ga?(N(NW+ (R+W)(2U+ 2D+ R+ W))) +

Q®*(N(W(N+3U+3R+D+W)+DR+W)))

)

D= (32)
(1-p)g*(U+D)* +

2(1-p)gq(DU +D)) +

g*(N+U+D)3+

2g?q((U+D(N+ U +D)?) +

g?q((U+D)(NU+D)+ (N+U+ D)) +

2g9? ((U+D)(ND + (U+D)(N+U +D))) +
(1-p)g°D* +

gq?(U+D)?(N+U+D) +

q®>(ND? + (U + D)3)
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W= (33)

1-p)g*(R+W)(2QU+2D+R+W)) +

20-p)(WU+D)+ (R+W)(D+W) +

Z((R+W)(1+(N+U+D)(2N+2U+2D+R
+W) +

2g2q(R+W)(1
+ (U+D)(2N+2U+ 2D +R
+W))) +

g2q(R+W)(N+2U+2D+R+W
+N(U+D+R+W)
+(N+U+D)?)+

2gq*(NW(U + D)
+ R+ W)(N(D +W)
+(U+D)(N+U+D)
+(1+U+D)(U+D+R+W)))+

(1 -p)g®(W(2D +W)) +

gq2((R+W)((U+D)(N + U + D)
+(U+D+R+W)(N+2U+ 2D
+R+W)))+

q®>(NDW + NW(D + W) + (U + D)?(R + W)
+(U+D)R+W)(U+D+R+W)
+ (R+W)(U+D+R+W)3?)

P=g(r?+2R(U+D)+WQR(IN+U+D+R)+W)) (34)
+
q(W(2U + 2D + 2R + W) + 2DR)

Devido a complexidade das equacgdes ndo foi possivel encontrar
uma solucdo para o sistema durante a realizacdo deste trabalho. Esta tarefa
serd realizada na continuacao deste estudo.
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4 OUTROS CASOS

Neste capitulo serdo apresentados resultados para outros casos,
tendo sido utilizado o método apresentado no capitulo 3 para sua
obtencdo.

4.1 PERCOLACAO DE “BOOTSTRAP” PROBABILISTICA NA
REDE DEBETHE COM Z =6

Como os ramos sdo todos independentes na rede de Bethe, é
relativamente simples estender os calculos do caso de z = 4 para 0 caso z
= 6, bastando para isso utilizar analise combinatdria com 0s ramos,
levando em conta 0 ndmero minimo de vizinhos necessarios para cada
sitio. Podemos generalizar o caso de percolagio de “bootstrap”
probabilistico na rede de Bethe para quando existe a possibilidade de
ramos finitos, ou seja quando m; ou m; seja 1, pois m = 1 é o Unico caso
na rede de Bethe que permite a formacdo de ramos finitos. Temos assim,
tomando m1 =1, my=m, as equacdes para U, R e P, deduzidas no apéndice
A e repetidas aqui por conveniéncia.

U=pj(1- )Z L+ (35)
(z— 1) N

p(1 =) _; ﬁU (1-U-R)=*1
R=pj(1-(1-R* ") +p(—j){ (36)
SN z—- 1 Rl neq R z—1-1-n
[1— ll!n!(z—l—l—n)! Uta-Uu=R I+
1 pinn

z— 1! RlUn(l —U- R)Z—l—l—n

[l=m ~ I'nl(z—1—-1—n)! ]
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P= pJ'(l1 —(1-R)+p1-j{ 37)
[z I'n!'(z—1-n)! RUM1L-U-R" +
1=1 n=m-1
z z-l /!
[ T (Z_l_n)|RlUn(1_U_R)Z_1_n]
}l:m+1 n=0

O caso a ser analisadoéodemi=1em,=3.

Para este caso existe a possibilidade da existéncia de ramos finitos de
sitios estaveis, ja que m; = 1. Resolvendo as equagdes (35), (36) e (37),
0 que neste trabalho foi feito com o software Mathematica, para estes
valores podemos construir os graficos de P em funcéo de p:

j=0,01 [ j=0,05

Figura 31: Fracdo de sitios na ilha infinita P por concentragdo p na rede de Bethe
com z = 6 para percolagdo de “bootstrap” probabilistica com m1 =1 e mz = 3 para
valores de j variando de 0,01 a 0,05.

Para os valores de j mostrados na Figura 31 temos m = 3
dominante, com uma transicdo de fase de primeira ordem. Entretanto,
obtivemos [ = 1 para estes casos. O expoente [ foi obtido utilizando uma
expansdo em série feita pelo software Mathematica em torno de pc. Assim
como na rede de Bethe com z = 4 ndo esta indicado o caso de j = 0
(equivalente a percolagdo de “bootstrap” com m = 3), pois as equagoes
gue construimos levam em conta a possibilidade de existéncia de ilhas
finitas, o que ndo é possivel se todos os sitios precisam de 3 vizinhos
estaveis. Esta possibilidade de existéncia de pontas soltas na ilha infinita
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parece ser a responsavel pela mudanca do expoente critico B, que no caso
de percolagdo de “bootstrap” com m = 3 é ¥2. S recuperamos este valor
de P para j < 103, aproximadamente.

or i=0,10 /

08} /
06

04

0_0 [ A A A 1 A A A 1 A A Fw 1 A A A 1 A A mAES |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
p

Figura 32: Fragdo de sitios na ilha infinita P por concentracdo p na rede de Bethe
com z = 6 para percolagdo de “bootstrap” probabilistica com m1 =1 e mz = 3 para
j=0,10.

Para o caso de j = 0,10 temos uma “mistura” entre os resultados
de m=1em =3, com uma transicdo continua em p ~ 0,5475 e uma
transicdo de primeira ordem para um valor mais alto de p, que
chamaremos ponto de transicéo, p: ~ 0,5695. Para ambos os pontos = 1.
O expoente B foi obtido utilizando uma expansdo em série feita pelo
software Mathematica em torno de pc.
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Figura 33: Fragdo de sitios na ilha infinita P por concentracdo p na rede de Bethe
com z = 6 para percolagdo de “bootstrap” probabilistica com m1 =1 e mz = 3 para
valores de j variando de 0,15 a 1,00.
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Nos casos de j maior que 0,15 temos uma dominancia do
comportamento de m = 1 e uma transicdo continua. Para estes valores de
j, p = 1. O expoente B foi obtido utilizando uma expanséo em série feita
pelo software Mathematica em torno de p.

Estes resultados séo diferentes dos apresentados em [5], pois
neste artigo ndo foi considerada a possibilidade da formacéo de ilhas
finitas e seu efeito ndo foi levado em consideracdo ao calcular P. No artigo
[ tem valores de 1 ou 1/2, dependendo de j, enquanto no presente trabalho
B é sempre 1 para qualquer valor de j.

Podemos obter um diagrama de fases para este caso de
percolacdo de “bootstrap” probabilistica construindo um grafico de p por
j, como mostra a figura 34.

1 T T T T T T T T T
Transigao continua —4—
Transigdo de primeira ordem —~+
0.8 =2
0.6 +  + 3 4
p
0.4 1
0.2 | 3
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

j

Figura 34: Diagrama de fases para o caso de percolagio de “bootstrap”
probabilistica para rede de Bethe com z = 6, my = 1 e mz = 3. Acima da curva o
sistema se encontra na fase percolante, abaixo da curva o sistema se encontra na fase
néo percolante.

Como podemos observar na Figura 34, o sistema apresente
apenas transicdo de fase de primeira ordem para j < 0,09, transicdo de
primeira ordem e continua para 0,09 <j <0,13 e apenas transigéo continua
para j > 0,13, sendo estes valores de j aproximados. Acima da curva o
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sistema se encontra na fase percolante, abaixo da curva o sistema se
encontra na fase ndo percolante.

4.2 PERCOLAGAO USUAL EM REDE DE HUSIMI
TRIANGULAR COM Z = 4.

Outra rede que pode ser estudada é a rede de Husimi triangular
com z = 4, apresentada na Figura 10. Esta rede é bastante similar a rede
de Husimi quadrada com z = 4, e como nesse caso podemos calcular P
em fungéo de p observando as duplas de ligagbes que se originam de um
sitio e os nicleos de sitios que ficam entre essas duplas.

Figura 35: Rede de Husimi triangular z = 4 com as duplas de ligacOes destacadas
por linhas pontilhadas e o sitio original a ser estudado marcado como O.
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/

Figura 36: Rede de Husimi triangular z = 4 com um nucleo destacado por e 0s
sitios do nucleo marcados como A e B.

Assim como no caso da rede de Husimi quadrada, iremos analisar
as possiveis configurag@es do nlcleo para determinar P. Entretanto, como
0s nucleos neste caso sdo compostos por apenas 2 sitios ao invés de 3, 0
numero de probabilidades é menor, 4 para percolacdo usual e percolacdo
de “bootstrap” e 9 para percolacdo de “bootstrap” probabilistica.

Para percolacdo usual basta saber se uma dupla de ligacdes esta
ligada a ilha infinita, sem se preocupar se fornecera um ou dois vizinhos
estaveis para o sitio original, logo temos apenas a possibilidade R e uma
equacéo para R e uma pra P:

_w-1 (38)
=

R

P=p(1-(1-p)? (39)
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Resolvendo (38) e (39), o que neste trabalho foi feito com o software

Mathematica, temos P por p:

=)
o
T

©

(=]
oo

Figura 37: Fracdo de sitios na ilha infinita P por concentragdo p na rede de Husimi

triangular com z = 4 para percolacao usual.
Para este caso pc = 0,5 e p = 1, em concordancia com [3]. Por

comparacao, na rede de Bethe p. = 0,3333..., na rede de Husimi quadrada
pc = 0,3819... e na rede quadrada p; ~0,5927, todas com z = 4.

4.3 PERCOLACAO DE “BOOTSTRAP” EM REDE DE HUSIMI
TRIANGULAR COM Z = 4.

Assim como nas outras redes, 0s casos interessantes para

percolacdo de “bootstrap” ssiom=2em = 3.
Para m = 3, analisando as 4 possiveis configuracdes do nicleo e
levando em conta que ndo existe a possibilidade de ilhas finitas podemos
montar as equagdes para R, a dupla de ligagdes ligada a ilha infinita
fornecendo 1 vizinho estavel, W, a dupla de ligacBes a ilha infinita

fornecendo 2 vizinhos estaveis e para P.

Temos entao:
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R=2(p(1-p)W+p*(W(1-R-W)) (40)
W =p2(R+W)2 (41)
P = p(2RW + W?) (42)
Resolvendo (40), (41) e (42), o que neste trabalho foi feito com o
software Mathematica, temos P em fungao de p.
1-0 [3 7
[ 74
I /
0.8F ll'
L |
|
|
06 |
Pl
04+
0.0 0 l2 C'.I4 p O.lé O.IS IIO

Figura 38: Fracao de sitios na ilha infinita P por concentragdo p na rede de Husimi
triangular com z = 4 para percolag¢do de “bootstrap” com m = 3.

Para este caso pc = (2V2-1)/2 = 0,9142.. e p = %4. Em

comparagao, para 0 mesmo caso de percolagdo de “bootstrap” com z = 4
e m = 3 temos p. = 0,8888... para a rede de Bethe e p. = 0,9019... para a
rede de Husimi quadrada, o que aponta para a rede de Husimi quadada
como um intermedidrio entre a rede de Bethe e a rede de Husimi
triangular. Para todos esses casos B = %. O expoente B foi obtido
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utilizando uma expanséo em série feita pelo software Mathematica em
torno de pc.

O outro caso a analisar para percolagdo de “bootstrap” em rede
de Husimi triangular com z = 4 é 0 de m = 2. Neste caso existe a
possibilidade de formacdo de ilhas finitas, assim como na rede de Husimi
quadrada, e temos as possibilidades U, D, R e W, com 0s mesmos
significados que na rede de Husimi quadrada. As equacGes para elas,
assim como para P séo:

U=2p(1-p)(U+D) (43)

D =p?(1—R—W)? (44)
R=2p(1-p)R+W) (45)
W=p (R+W)(2—-R-W) (46)

P = p(R? + 2W + 2RU + 2RD — W?) (47)

Resolvendo (43), (44), (45), (46), (47), o que neste trabalho foi
feito com o software Mathematica, podemos construir P em funcéo de p
para este caso.
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Figura 39: Fracdo de sitios na ilha infinita P por concentragdo p na rede de Husimi
triangular com z = 4 para percolagdo de “bootstrap” com m = 2.

Para este caso temos p. = 0,5 e = 1, em contraste com 0 mesmo
caso na rede de Bethe com z = 4 que tem p. = 0,3333... ¢ p = 2. O expoente
B foi obtido utilizando uma expansdo em série feita pelo software
Mathematica em torno de pc.

4.4 PERCOLACAO DE “BOOTSTRAP” PROBABILISTICA EM
REDE DE HUSIMI TRIANGULAR COM Z = 4.

O ultimo caso estudado foi o de percolagdo de “bootstrap”
probabilistica em rede de Husimi triangular comz =4, my = 1 e my =3.
Neste caso existe a possibilidade de formac&o de ilhas finitas, assim como
na rede de Husimi quadrada, e temos as possibilidades U, D, R e W, com
0s mesmos significados que na rede de Husimi quadrada. As equagdes
para elas, assim como para P, sdo:

U=2(pjd-p)U+D)+p1-j(1-p)D (48)
+P2%j(1-))(U+D)(1-U-D—-R—-W)
+p%(1-{)?D(1-U—-D—R—W))
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D = p%?(1 — R— W)?
+2p%(1—))(U+D)(1 —R—W)
+p2(L=*(U + D)’

R=2(pj1-p)(R+W)+p(1 -1 —-p)W
+P3j(1—)H(R+W)(1—U—D—-R—-W)
+p2(1—{)?W(1—-U—-D—-R-W))

W =p?2(1 - (1-R=W)?)
+2p%j(1 =R +W)(1+ U+ D)
+p?2(1—j)?(R+W)(2U+ 2D+ R+ W)

P = pj(R? + 2W + 2RU + 2RD — W?) +
p(1 —j)(2DR + W(2U + 2D + 2R + W)

(49)

(50)

(51)

(52)

Novamente, devido a complexidade das equacBes ndo foi
possivel encontrar uma solugéo para o sistema durante a realizagéo deste

trabalho.
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5. CONCLUSAO

Nesta dissertagdo calculamos a fragdo de sitios na ilha infinita P
em funcdo da concentracdo p para rede de Bethe e algumas redes de
Husimi para percolacao usual, percolagdo de “bootstrap” e percolagdo de
“bootstrap” probabilistica, quando possivel. Para o calculo foi utilizado
um método exato que considera as maltiplas possibilidades envolvidas
nos ramos e sub-ramos de uma rede recursiva levando em conta a
equivaléncia dos sitios na rede infinita. Obtido P em funcédo de p foram
obtidos também p. e 0 expoente critico  para as diversas redes e modelos.

Nos casos em que nao foi possivel obter P em funcéo de p, foi
possivel ao menos construir o sistema de equacdes que, resolvido,
forneceria esse resultado. Continuaremos estes calculos apo6s a defesa
dessa dissertacao.

Comparando os pontos criticos das redes estudadas notamos que
as redes de Husimi apresentam valores intermediarios entre a rede de
Bethe e a rede quadrada, o que pode indicar que os loops contidos na rede
de Husimi a tornam mais semelhante & rede quadrada, o que pode vir a
ser (til pois a rede de Husimi é uma rede recursiva e € mais simples,
normalmente, obter resultados para ela do que na rede quadrada, para
modelos variados de percolagéo.

Para o caso de percolagdo de “bootstrap” probabilistica na rede
de Bethe com z = 6, m; = 1 e m, = 3 atualizamos os resultados obtidos em
[5], pois no artigo havia sido ignorada a possibilidade de formagéo de
ilhas finitas e como vimos nos resultados essa possibilidade parece ser
importante o bastante para mudar o expoente critico 3 para este caso.
Neste mesmo caso, tanto para z = 4 como para z = 6, obtivemos, para
alguns valores de j, P em fungéo de p com transi¢des de fase de primeira
ordem e continuas no mesmo grafico. Para z = 4 isto acontece para valores
de j entre 0,13 e 0,19 aproximadamente. Para z = 6 isto acontece para
valores de j entre 0,09 e 0,13, também aproximadamente. Para valores
menores de j a transi¢do € apenas de primeira ordem, enquanto para
valores maiores a transicdo é apenas continua.

A Tabela 1 d& uma visdo geral dos resultados obtidos.
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Caso Pc Pt B Transicdo
Bethez=4m=0 0,3333 1 Continua
Bethez=4m=2 0,3333 2 Continua
Bethez=4m=3 0,8888 % Primeira ordem
Bethez=4m=23 <0.7619 % Primeira ordem
j<04

Bethez=4m=2,3 0.6666 1 Continua
j=05

Bethez=4m=23 >0.5555 2 Continua
j>0,6

Bethez=4m=13 <0,8723 1 Primeira ordem
j<0.1

Bethez=4m=1,3 0,7965 0,8555 1 Primeira ordem
j=0,15 e continua
Bethez=4m=13 >0,6951 1 Continua
j>0.2

Bethez=6m=13 <0,5880 1 Primeira ordem
j<0,05

Bethez=6m=1,3 0,5475 0,5695 1 Primeira ordem
j=0,10 e continua
Bethez=6m=13 >0,4543 1 Continua
j>0,15

Husimi quadrada 0,3819 1 Continua
z=4m=0

Husimi quadrada 0,4863 - Continua
z=4m=2

Husimi quadrada 0,9019 1 Primeira ordem
z=4m=3

Husimi triangular 0,5 1 Continua
z=4m=0

Husimi triangular 0,5 1 Continua
z=4m=2

Husimi triangular 0,9142 1/2  Primeira ordem
z=4m=3

Tabela 1: Casos estudados e seus respectivos pontos criticos pe, pontos de transi¢do
pt quando existente, expoente critico Beta f3 e tipo de transicao de fase.
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Como sugestdo para futuros trabalhos podemos indicar a
resolucdo dos sistemas ndo lineares de equacgdes para 0s casos que foram
montados neste trabalho mas que ndo puderam ser resolvidos, pois essa
resolucéo proporcionaria um resultado exato para estes casos, e resultados
exatos sao bastante raros em teoria de percola¢do. O método utilizado
para construir as equagdes também pode ser estendido para outras redes
ou versdes mais complexas das redes ja apresentadas, embora a
complexidade das equacgBes envolvidas possivelmente seja um fator
restritivo para essas aplicacoes [6].
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APENDICE A

GENERALIZACAO DA PERCOLACAO DE “BOOTSTRAP”
PROBABILISTICA NA REDE DE BETHE

Neste apéndice apresentamos uma generalizagdo para o caso de
percolacdo de “bootstrap” probabilistica na rede de Bethe comm;=1e
m2 =m, (m # 1), para um z qualquer, com j como a probabilidade de um
sitio apresentar my e (1-j) de apresentar ma.

Como m; = 1, existe a possibilidade de um ramo da rede ter sitios
presentes estaveis que ndo estao ligados a ilha infinita, pois como o sitio
no final de uma sequéncia de sitios presentes pode precisar de apenas 1
vizinho estavel para permanecer estavel, a sequéncia pode terminar neste
sitio e ainda assim permanecer estavel. Sendo assim, um ramo e seus
respectivos sub-ramos podem pertencer a uma das seguintes
possibilidades: estavel e ndo conectado a ilha infinita, U, estavel e
conectado a ilha infinita, R, e ausente, (1-R-U). Devemos, portanto,
montar equacdes para U, R e P para obter P em funcéo de p.

Um ramo pertencente ao grupo U ird contar como um vizinho
estavel para o sitio de onde este ramo se origina, mas ndo fornece uma
ligagdo a ilha infinita para este sitio. Assim, para que um dado sitio com
m; = m de onde se originam z ramos estar ligado & ilha infinita e
permanecer estavel é preciso que ao menos m desses ramos sejam
estaveis, seja U ou R, e a0 menos 1 destes esteja conectado a ilha infinita,
necessariamente R. Ou seja, a combinacao dos z ramos deve conter 1 ou
mais R, uma combinacgdo de U e R igual ou maior que m, e o restante
ausente (1-U-R). Com estes pré-requisitos podemos construir a equacédo
generalizada que buscamos utilizando anélise combinatéria. Ao fazer a
andlise para U e R, devemos lembrar que 0s ramos em questdo ja tém um
vizinho estavel no sitio de onde se originam e, portanto, precisam de (m
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— 1) vizinhos entre os (z-1) sub-ramos que se originam dele para
permanecer estaveis. Para U temos:

U=pj(1-R)* 1+ (A1)
z—1
. z—1)! 1
p(1— ])[lzg_lmw(l —U—-R)*17Y

O primeiro termo a direita da igualdade se refere a probabilidade
do sitio ter m = 1. Basta entdo que nenhum de seus (z-1) sub-ramos esteja
conectado a ilha infinita e ele ja serd estavel e ndo conectado a ilha
infinita, pois ja tem 1 vizinho estavel no sitio de onde o ramo se origina,
ou seja (1 - R)?1.

O segundo termo a direita da igualdade se refere a probabilidade
do sitio ter m = m. Logo ao menos (m-1) dos sub-ramos precisam estar
presentes, e como buscamos um ramo estavel que nao esteja conectado a
ilha infinita, nenhum de seus sub-ramos pode estar ligado a ilha infinita.
A combinagdo de (z-1) sub-ramos distribuidos entre (1 > 1) do tipo U e
portanto (z-1-1) do tipo ausente (1-U-R), da origem ao somatdrio
apresentado na equacao (Al).

Para R temos a equacéo:

R=pj1 -1 -R* ) +p(1—-j){ (A2)

m-1 z-1-1

- 1!
[Z Z I'n! (Zi 1_1_n)!RlUn(l—U—R)z—l—l—n] +

n=m-1-1

z—1!
I'nl(z—1—-1-—n)!

RlUn(l —U- R)Z—l—l—n]

Novamente, o primeiro termo a direita da igualdade se refere a
probabilidade do sitio de ter m = 1. Como buscamos um ramo estavel e
conectado a ilha infinita, basta que um dos sub-ramos esteja conectado a
ilha infinita, ou seja (1-(1-R)*%).
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O segundo termo a direita da igualdade se refere a probabilidade
do sitio ter m = m. A diferenca neste caso é que podem estar presentes 0s
3 tipos de sub-ramos, U, R e (1-U-R), e a combinacdo entre eles deve
conter ao menos um R e uma soma de R e U que seja igual ou maior que
m, sendo o restante dos sub-ramos ausentes (1-U-R). Os dois somatdrios
duplos na equagdo cumprem estes requisitos e levam em conta a
distribuicdo dos 3 tipos de sub-ramos entre os (z-1) da rede.

Finalmente, para P, temos basicamente 0 mesmo caso que para
R, com a diferenga de que neste caso estamos contando z ramos, e ndo (z-
1) sub-ramos, para saber se o sitio esta ou ndo ligado a ilha infinita, e o
sitio precisa de m vizinhos estaveis, pois neste caso nao estamos supondo
a existéncia de nenhum a principio. Temos entéo, para P:

P= pi(l1 —(1-R)*) +p(1 -} (A3)
< !
[Z Z I'n!(z i 1—n)! RUML-U-Ry*" +
1=1 n=m-1
Z z—1
z!
[ Z Z I'n!(z—1—n)! RIU(1 - U —R)7]
lI=m+1 n=0
}

Para a percolagdo de “bootstrap” probabilistica na rede de Bethe
em gue nao existe a possibilidade da formac&o de ilhas finitas, ou seja, mx
e m;y diferentes de 1, pode-se utilizar a generalizagcdo j& conhecida
apresentada em [5].



