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CONCEITO DE FUNGAO; REPRESENTACAO CARTE-

SIANA; RETA E CIRCULO; NOGAO INTUITIVA
DE LIMITE E DE CONTINUIDADE

1 — Conceito elementar de varidvel ¢ de funglo. Varid-
vel progressiva e varidvel continua; intervalos. Nocdo intultiva
de limite de uma sucesslio; exemplos clissicos elementares;
convergéncia.

i
o <

1 — Origem da idéla de fungdo. A idéia de funcio &
fundamental em todos os dominios da ciéncia. E dificil se |
torna precisar a época em que se esbocou tal idéia, visto come,

desde os passos iniciais da matemdatica. em remota anbiguids- 8
de. quando foram eslabelecidas as primeiras relacies emtre as 0
grandezas caraclerislicas dos problemas econsiderados,
dizer que surgiu, implicitamente, o conceilo de {uncdo.
Tomemos, por exemplo, a (6rmula de quadratura do sir- A

S = gm0

Ao aprecia-la, diremos, insensiveliente, que o darea ¢ fon-
Lo do rato ey _h :
No entanto, cumpre assinalar que, sé com a notdvel h il
de Descartes - “La Géométrie cm 1637, quando foi estabe-
welde o prineipio da correspondéncia entre as equacdes e g8
curvas, ¢ que n idéia da fungde lomon vullo O .?-l'-'_
2 — Conceito elementar de varidvel & de funglio. Inter-
valo. Suponhamon que & ielrs possa representar ahibtar
namero compreendido, por exemplo, entre — 1 ¢ & 1. Diremes.
enldo, que r é uma paridoel, eujo campo de rariabilidade & o
intervalo (1, 4 1), eserevendo: :
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: s valores da pnmrir:. o
rrespondentes da segunda
que g é uma funcdo de r, O
le varidvel independenle ou, #
de partapel dependente, 08

ntrelanto, que uma funcde poden “

=il r!r;f..'_.l-.'_r_!‘ 11T ".'I*lr _ o 'ﬂ‘ﬂ‘dl.
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MATEMATICA = l' l:iﬂ-# "!"" ‘-‘m gt '# "'* ,,#

Mremos que § (ntkmero de lﬂbﬂ’m, i‘w Bk
(tdade), estamdo a fungio definida ﬂﬂwm R

aﬁ’? 4
fdro eny eansh

() enso caracteristico da definicho geoméirica € dé wer Ko
cociae nos sistemas de eoordenadas . Consideremos, Por_ enems
plo, n eorrespondéncia entre o femperatiura ' € a3 e
no estudo da ebhulicho da agua, quando se sujeila o pr,
dgna saturado a Pl'tll!t‘l."l variaveis. Para issn, NUM -
de coordenadas relangulares, marquemos o8 pressoes
ciro dus abeissas, e as temperaturas, sdbre o eizo das |
ridan

A Tungho:

t = f(p)

cstard, assim, delinida geométricamenle pels curva ¢, w-'
tvae do fendmeno fisico em causa. 3

t

R =
Lscslay Convencona's : Htj;‘fn'
B

, r

A i-flrflhl-x Wi ﬂfgfhﬂl"fl copnslitul o l-'lf’lpb «m‘-‘ ﬁ'ﬁ o,
srmulas lals eomo S = 2 ~, g = \-‘i ""l [ - ""’""""'

"l “
g - qFT :: K. ’lf 3 -'
Newn sempre, entrelanto nessas Jormualas etiste uma | \

cacho purn ¢ simples das operagles aritmélicas m
~uu1plu frisante ¢ dado pela fungdo!:

"-‘fl]
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Yide a coracteristica E indica ser ¥y © maoior nimere
ferior on quando muito, iqual a r.
Assim, para:
- 3 o= I o — 2

=

lemos g = — 3: para;

temmos g 2, #le

Rt
4 — Varidvel progressiva ¢ varidyel continua. Tas exemp
plos sa30 suficienles para ver-se gue, numa [..gh '-r ;i "ﬁl
Bem sempre, podemos atribuir a r valores artatririaments o ., ¥
exlhidos A
Assim. no caso considerado da fungdo de :

ambas as varidveis sio sempre nimeros inleiros
r":r d W

i

'._....-',
5 — O conjunto de valores fjue se podem atribuir & _:_,‘.;,;_.-_:
riavel independente caracleriza o dominio de eristéschs d

al.
o / _,i
funcio g

No caso da funcio de wibrevivéncia, o dominio de exlig-

: . : : L
Iéncia sera constituido por todos os niimeros inteiros desde
W ate 190, incluidos ésles. uma vez que: ﬁ#_

V=1 & 100 (*")

iy

8 — Se, no enlanto, considerarmos a funcio
Yy V sen x

* evidente que o dominio de existéneia de funcao serg defindo
M

peic conjunio de valores de r tais Qque
2k n &

4o
o 2k +4+1) 5 (k= 0, L2..D)
Visto como para quaisquer oulros, teremos sen < 0,

FOS para os quais ndo exislird a raiz assinalada .

L e ot L e

HEhr-as 8 wira 8 ou, ninda, A, i J e,

(%1 Ynande se quer frisar gus gma varidoel ¢ um sdmers “i b
Mg, ;
() A lMade | = 109 anes wuul-mmwﬂw-
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Mas quando, como neste exemplo, os valores da variavel
dem ser quaisquer, dentro de certo intervalo, diz-se que &
wel ¢ continua,

7 Fungbes inversas — Consideremos as funcies:
/) a*
y = log, =

runda poderd, ainda, ser escrifa:

X L

Vemos, entdo, que uma podera ser deduzida da oulra pelx
3o das variaveis. E o que, numa, ¢ varidgoel indepen-
aoutra, ¢ varidvel dependente. Diz-se, entao, que UM
wies & inversa da oulra.

D m modo geral, a inversa de
g = [ (x)
r representada por:

] L.l ®)

Nocho intultiva de limite de uma sucessdo. Exem-
os elementares; convergéncia. Consideremos o au-

Fisr i4) ]:.rl‘I:ilHI.;IJIF_

=
o8 ClLassic

0,94

, valores ;:prnum:ulrn do mesmao, oblidos toman-
duan, n casas decimais, ele., islo ¢:
09 o new . a, (3 98 9

n casas decimais

¢, imediatamentle, que:

L

1 0.9 - 1 0.90 - . e 099...9 > .
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Mas a diferengn | a, voms se v8, nko sé reresee
pode lornar-se lin pequena quanlo quisermos, Dizse, 8
que i - - 0 lende ou Coltiet e pard LEro, "w

i (] a,) = 0 o
que se I& limite de | « o, Igual a rere
9 — De um modo gersl, quande numse
se¢ tem:

M (a i) = 0
ol
hin (a, a) = 0
diz-se, também, que;
L iy, = @

Assim, no caso vislo

i a, = |}

10 — Tomemos, sinda, oulro eaemplo clisvico,
por um problema elementlar da Geometria. -'

Sejn P, o perimetro de w
ddrada Il'lni-l“l'"ﬂ I uma re
cia de ralo R,

"’Hlpulll'l_.n'li:ll m Hﬂu
o8 perimelros P, P, ele., |
pondentes, respectivamente, : L
(o, Wi h!l’ﬂdﬂm #l_.
supontion regulares ¢ # Hos
E mesma  cireunferbneia, #I‘!’
Y mostrn o figura.
-

)
FA

'
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% ke

Teremaon:

':._ Ii""-.'.--
II f' . " o ¥ F _J:';,-
' ’ ) ' “ s € -

] "

Mas, embora, prossigamos indefinidamente “

grametriea de  passar do perimetro de MM

regular, ao perimetrs de autro poli egular
Rono 1
mero duplo de lados, leremos SETpre
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v | T lfll-li W wiin exisldncia real m'* "

g
I y & | 1‘ **‘J-:.J
F

b‘.!'. il S R Il-l & | 'Hl!l;_ ‘H lll‘" "‘rl.‘- ‘.ﬂhﬂ .‘r }
fuando a Co il LRI ET e valures i rieos *‘ "p .. rl
resp el i otk als valisres Ill"'r"““m * 'r
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I y~glx)

g € e Tungsao 4 sprdivtln de » IIH!M“ a w

y A r #3lh Il'qilhllhliiiull‘i-l"ﬁf Caso conlrario a _
‘!'l'l'-.|. lhlu e - 8 ﬂyi.mf*
Cila e I

Hesolvendo eala “ajuagio cin relacao a I, -

™ ! & agiia g ¢ Bina I'urlpiﬂ «l'lplhﬂl * ﬂi"

> Duma Tungsa e |r|h il »n ou as varigveis
hi"d“ hjsiran ]-rl~u i acdes racionals — M
muitiplicacso, diviso o pelenciagcho de ex

SlIvVOos ou negalives ) A bungdo & recional. No caso 8 |
varidveis Hivees apaicestem e radieals lrﬂdl“h

s : “H

& irrmcional. Vi i - 8 r4 ety 3 ¢ wma M

'R !J' P8 dpa Tungda Irracional 5 “
i;u.”uls e A% vieddavels livees exldo M _ _’ _

h‘-rf,;r soen Jilelvas wilbofae, sy .u;‘u, winltip "F i %

r}ill;-lu de capoeinle lnleiro @ peosttive . @ huﬂ.
infeira, Quande & Gil #s vartavels livres Aparecem

de quocients irvedulivel, » funglo ¢ [raciondria. Bx.:
3 I

- : F o O ¢ inlvtrs & a flﬂh §y=-
| :
Iraciembria '

i ¢ uma Tungha algdbrion das varidvels a, "
correspondéncin wnlie g o as varidvels Bvres for =
uma equagho f iy, m o, ... .0 =0 cujo primeiro m
polindmio Hgande as urliuh. Apenas pelas

'-’-'*".-' .'v'. 1
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e [ ~thl‘ﬂgiﬂ. mﬂlﬂpﬂfﬂl‘. m ' I
vs fungdes racionais e irracionais, intel
gehricas,

Além das funcdes algébricas hd as tuqﬁ-
— esponenciais, logaritmicas e cireulares — ﬂjﬂ
aleulados, habitualmente, por tabuas.

Se tomarmos uma fungio y = [ (x) e a resol
relacio a x, a nova fungio :I.'-I' +(y) ¢ inversa da j§

Assim, a funciio y = z? tem como inversa r = = '..

13 — Coordenadas. A posigio de um ponfo q
um plano pode ser determinada por um conjunto de h
dezas denominadas coordenadas.

Consideremos um conjunto
de linhas A, A, A, ..., de uma
mesma espécie, correspondentes
a certos valores de uma variavel
r, e outro conjunto de linhas B,
B, B, ..., de oulra mesma es-
pécie, correspondentes a certos va-
lores de oulra varidvel y. A po- ‘
sicio de um ponto M do plano .'-. -3
destas linhas fica delerminada s ey
pela interseccdo das duas linhas, \)\

U I3 !! cada sistema, passando )

pelo ponto considerado. Ao eon-

junto dos valores de z e de g, cor- :
respondentes 4s duas linhas que passam por N, M &
conrdenadas do ponto M, ¢ ao sistema formado pelos ﬂ*
junte de linhas sistema de coordenadas, w _- :

14 — Reta orientada. Eixo. Semi-eixos. Rrra m
¢ uma rela na qual escolhemos arbitririamente um
de percurso para um |
~ e LA nela se :

¢ chamado positive l o
tririo ¢ o senlido »

Indicamos o sentido positive da ume rets
aeio de uma flecha colocada “ “ “l “ P

3 -..-',\ II""'H*-I-I' '" P

' :
.....
‘.'l
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15 — Coordenadas reliliness i sartesianss "
retilineoc ortogonal. I ivow «onie N AR GRTOGUN ALS *,
I"'..I" - u ,I’I .Iu L TRt ETTI LI R AT Hﬂll'lll‘“l‘ﬂll ﬂ m

14"1,"{:3” diésles eixon ¢ a foge it il f|“;f[""ﬂ“ h
comum dos dois eixos

.'_i,
Srj-; M um proaton sl plans désles sisos
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M ovma paraiela a cada e ddos dlaos | lhlw

- g Ry %,
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NPT S

brico do velor OF OP i, & dep
minado abecissa ¢ o valiu algdhri

LW A

¢o do velos n;;; 00 = 9. ¢ sha
mada ordenada il .hll.l'n 'u‘ “
abcissa ¥ ¢ a edalenaila 4 s8a as
coordenadas do ponte M "

l

i

4 Os dols conjuntos de linhas
j (13) que delerminsm um el i
| plano neste sistema, s conslitug
dors plllt paralelas lig
trarias.

Fxprimimos que um ponto AlJ b issg '
leim 3
nada b, ou gue tewm de futdenadas o :.l ar

(adus won dols elnos »
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As coordenadas * ' e .-__ i'.-

projecdes urhm #’Hﬁ
’ paralclamente a0 outro eixe.

As coordenadas sio nimeros m
abeissas contadas da origem O ” ......
contadas da origem O para a esquerda. Sdo positivas
denadas contadas da origem 0 MMI egatiy
tadas para baixo, PO

Se dermos dois nimeros relativos, a & ¢

mente um ponto M gque possul a como abeis
nada. mrmhhmh-bi&tﬁq J’*H _
L;goq_btphmhitﬂ.ﬂhﬂ
ralelas aos ecixos: .Mmm
ponto de coordenadas a ¢ b,

A:equnqﬁu.rnnl.-lﬂn

.E'.-'n'rﬂ el

mmtuﬂ-ﬂm-“h*

radas simétricas, e, reciprocamente. A uﬂﬁl
o que tem as duas coordenadas -hl-

A figura represenis o8

L0 oS

f"'c"
'h-ll.

'L

N 43)
N~ A
M ( el = &)
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- " powdemos ler @ abeissa
E;_ 5 em (OF como em . @
. r nada tanto em ﬂﬂ m
-~ =5 0O conldrno OPM ¢ ¢
tirno das coordenadas @0
V. Sua resultanie é ON.
O plano dos eixos r'r ¢ g’y é orienlado de
semi-reta Ur possa coincidir com Oy quande a
. " a " 2
de um ingulo igual a —~— no sentido direto, islo &

L |

e

contririo ao do movimento dos ponteiros de um N
Este sistema ¢ um caso particular do sistema ‘reliil
o Aagulc dos semi-eivos esta sujeito & condicho 0 £ 0 £

X " )
s St diferenle de .. Deixamo-lo de p-lﬂ! por b

a2
20 DOSSO CUTIO O casd de B = ~— (), Y
L) |
Problema —  Caleular a dis-
fdnecia d ﬂ'ff g i n e filiem ‘t
M (r. .y -
o lx. N -
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ih”"ﬁ!ﬁn"p
d = -+ +.4..

2) — Calcnter a8 cosrdeneden ¥o
pontoa My (— 1,20, My 05 « M (

Sendo P (1. 'lnpd-m*'_d’ ""1”-‘-

-—--.l-nl -_1"1 . ] ; A
JlJ'Im x4+ 10+ (g=-2¢ :r |

NP = e =0 4 (p + BF L g
siciinill i
L ir - Gie + {. - 39 _.I._J_ :

Pelas condigoes exigidas no caunciado, teremos:

iz + 1 4 (g~ uiz—-0%s (T B>
ir = 1) & iy 20 ix — B8 {.—’n'

. g
!:E" J"-"q £
r —T7g = 1§ _ j.‘l’ = 3 f-’;
:I . F - 'Iﬁ - " {" m i ' ; o .n. h‘:ﬂ":
¥ !:_. -r

18 — Mmmmmgm-“ q “"“fﬁ
¢ho. Tromema: Toda linha definida geoméiricamente "
represenfoda por wma equagdo com duas varideeis.

Consideremos a curva AN no plano dos dois Mﬂi "' b
[omemos siobre o eine dos r um ponto arbitriano Flw ﬂi-

‘racemos uma parniela a0  elxo & I“'
v ¥. Esla reta cortard a curva em Y ; :
i mais pontos lals eomo N L

-~
vda vetor OF corresponderio va-

determinados do velor ;.;
rdenada PM = g de um ponlo da
v &, pols, fu!{h da  abclssa »
P r deste pomto, A

J) - 0 ou g = f (%) que liga w
rilenadas dl wmn ponio

¢ M da eurva, ﬁm

vacao da carea,
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Eremplo: = Estabelecer a equ
pontos cujas distaneins ao ponto (

’
e O lugar geomel
i réncia de ecirevlo
f e f\ raio 4.
\ j Seja M{x, gt
; 1 v ileremog escrever
| o 2 Aplicando a
! TR Y . . dois pontos (15}
4 ] remos :

(x ~ 32 4+ (p — A" s—_—.
2 4 - x — 4y -

Fsta ¢ a equacio do lugar geométrico pes
relacio que liga as coordenadas de um ]:“*

ReclProcAMENTE, os ponlos cujas &
uma f.ufﬂqf;{iu com duaas parideeis flt-ﬂ-ﬂ' n
o ] .,..*,-1.

Seja a equacio [ (x,py) = 0 deflinindo “
nua. A cada par de valores reais de z ¢ g,

efjuacso, corresponde um ponto do m h
ams déstes pares, (r,p ), e fizermos T Variar a r w

o modo continuo, y variard lambém de modo eontingo | :
‘.b de /] () I'F.-ﬂ.fn ih- l“letlrnmlun re . J i % 18 'E' =
continus que serd a representacio gwmﬂrh { pintura goe

irica) da equacho f (r, y) = 0, B b
= 41 11,..14_1:

-l
Exemplo: — Construlr & carva representativa i.l ' '”"!"'*'.

o, r~

Atribusmos & z velores arbitrdrios e m
respondentes de g, Representando, a Seguir, os t'-‘

denadas sejam o8 pares de valores assim obtidos m
-“'ﬂr'i.r

P

i*y Fae juncha gue m m
Nads eguicds esponidneg (Pl :::ﬂ
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. ns pontos obtidos 1ErEmos & g
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Curva represenlativa de nma equagio ¢ o lugar ..,f, ‘

. pontos cujas coordenadas verificam esta :
Equacdo de nma curva é a equagio que deve ser sal

- vra as eoordenadas de um ponlo qualguer da curva.

A tida curva definida, geomélricamente, :
ma equacio [ (z,y) =0 ¢, a t0da equacio { (x,y) = 0 cor

oonde, e gersl, uma curva, ;
Dizemos em qeral porque hi equacies que ndo Wm

l;.p_-nt#‘_il} wnlétﬁur CAnG, Pﬂr mph! " 1 J-:" E
Z4P-—12B g

-

—
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cenlings de

do uma swoerssao de segmenios m,‘ “

sientcmente, chamar de linha,

Ty Nem Wda funcio admile represe

mesme admilindo, nem sempre o ﬂ‘ﬂﬂm é uwma 1,
’ a2

anto, wma carva qualquer tracada a esmo, def
“ma Tancho. visto estabelecer alravés das abeissas « - o
Aos sems pontos, uma correspondéncia entre “
que venficamos, em sentido inverso, ﬂ_' «I‘
d¢ fendmenos em gue um elemento é f ]
| M

W oque haja expressdo algébriea que permita ¢ cule
ewre gquando ¢ conhecido um valor purﬂc*

“eete case oblemos uma curpa rmp.fﬂrﬂ -— em ¢ !:
ras .11: nomuinadas geométricas — oblida com os '

oos irados da ohse Fyacs a0 direta do fl!m E

ur!u-mi do grahico qur [Hulvmnl flu'l“ 4 & 1

EEs St bn";w do dia ¢ em ordenadas temy
dembes de um doente.

-
&

17 — Continuidade. No exemplo gque
&, s& stribuimos a r valores inteiros ¢ con
era. porem. verificar que se dermios a x ﬂtk'ﬂ-
dim o dois numeros inleiros e conseculivos, os 1
“riih“-ﬁdiri‘".fl de g estarfio Lisnbeé m mmprrrncﬂh o
ores de¢ y oblidos anteriormente para os valores ¢

e 7 Aswim para r 1.5, wvalor mnlpfﬂm
sbleremmnos § «~ 225. valor cotpreendido entre ﬂ
4 de . Observamons ‘que quanto menos variar x,
re lambém g, ou, por oulras palavras, que g é

r

S



. 0 "pﬁ"ﬂi

z =0 gma=]

- — 1
. g =-a =

il .t

Lol

UestxvacOoes: 1* — Para a = ] lemos m “
mer que seja r O grifico é uma rela paralela 8o

rnads igunal 2 1.

o~ &

2 Em qualquer caso a curva l"mm
sl 9 7130 din § b ]',ﬂ.l‘.lﬂ ile W

\ base o da fungho tem
o posiiva porque se fiver-

" a0, para valores de x da
. P

ma ‘; sendo g2k o ’..

sk, 4 i. os m*

-r.Julm
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iy MATEMATIEA = 30 &

i a
I
g .,
» Fungae logaritmica. Eat
iy = o
"-.'i"frrl'-.. iy r.'”""'“lf - o ; +#
il [y
ritmos I gt 4
E-\!h l'r,-,-

A0 £ inversa da ex
i"-rj”.,.;iu—, ¢ grifica

1* Cano: g ~ 1




it
.I.::d:.ll
; 2+ Caso: a < |
r—» = h'—l (1]
’ =1 lgl=t

r—0 gy =
3+ Caso: a = 1

Neste caso temos 1*f = 1,
que seja y, e, conseqlientemente,

sendo y qualquer.

o ——
< g

C )

Tt :
' :ﬁﬁ:.‘.l""* :
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2 MATEMATICA — 22* cicip — 3 sdowm =3

Observemos, inicialmente, que:
cos (r4+2a) on o8 =

Dizemos, entio, que a fungio & periddien ¢ de

Além disso sabemos que co% r = coe i-—-t’.
fun¢io assume o mesmo valor pars valores
riavel: ¢ uma fung¢io par (*),

Observemos, ainda, que a funcio ¢ definids ”

valor real do argumento.
O grifico desta funcio coustilui a clissien ¢

ir’

21 — Grifico da fungho '-:ﬂ_
£
Esta fungio fol estodada por Canchy t '

qualquer tntnr real de z, excetuado o aero. Ml}t i
Seu grifico -—.hq de “
retas paranielas & ar




¢ represeniemos por y, seu valor nﬂwﬂ.
dado valor x, Ha varidvel, isto ¢, seja :
v = [ (x,) o

Suponhamos, depois, r, acrescido de uma »
tidrariamente escothida h, que poderd ser positiva ou ne
\ funcdio, corresponderd, em geral, um valor numérico d
rente, que representaremos por y, + k, podendo k, ser,
bém, positivo on negativo. Em casos especiais, teremos k -

Escreveremos dessa forma :

Ve + k = [ (zo + 1)

Subtraindo, membro a membro, as duas ditimas m
des, vira:

. ‘..:-J
k={ftz, + hy — f(z) (13 1:1-,-'-
Esse numero k é o acréscimo da fungdo, Mﬁ

ncremenlo h de x.
Conservamos a denominagio acréscimo mesmo #ﬂ
tem k< O0Oon k=0.
Tomemos, por exemplo, a fungdo :
Plz) s —22* & 5x + 3

e seja z, = 2. Teremos :

i r
gt
g e’
-' ""-, n._

Plz,) = 5
Caleulemos, agora, o acréscimo da Tuncio pars A= ﬂ- -
Vira : :, + h = 2,1 e, portanto : u

= Pl(x, + h) — P(z) = — 002
Vemos que, para o valor x, nliﬂhﬂﬂlﬂli-“
rnﬂ“m\ﬂm*-'—m :

.. Funcho crescentej fungho decrescente. L ma Hr
cio é rru:fntr. para um valor x, da 'lmh #. m"r?
mmnrqn-ujihmrlhrm&lh sempre

““IAu eomtririo, diz-se que a funcgio ¢ w m

sinais de k e h sio opostos.
“Um fwMtM mmﬂ

é dita
da varifivel, em wm M
conte) nesse infervalo.




28 MATEMATICA — 2.¢ cicLo — 3% séme ’

Em resumo, uma funciio é crescente quando r € f
no mesmo sentido; isto ¢ t'rrwﬂu]u I, I cresce; GO
gy decresce. A0 umt:.mnn ¢ decrescente, qunndn rey
em senlidos oposlos; crese endo r, y decresce; decrese ;

iy cresce. : i'rr
EXEMPLO — *Yerificar o sentide de variagle da fll*‘}' *_

R
|

g = EI: 1-"L -JI + 3 -‘b-u'lr'

|
-
r

N

fomando z:+h=24+h, teremos Plz-4+0h) = — 20—

Ek=Plre 4+ h) — Plx:) = 20 -2}

"_1!': Doée i |
k = hi2h -+ 3)
- = — (28 4+ 3)
h
23 Ligando ésles coneeitos aos ji estabelecidos, “-
FIOTINe 17 .;,—c mos que uma fancio é continna,
FaloT r, da vanavel auandi
valor z, da varid juando, em valor absoluto, & ¢ B *
WOrRar-se 1lao pe ¢-1 nos quanito se queira.

.[---.'ri Al I..-I" --Jl'-l'l.rt‘ "..P"FI'_
, iy ! podemos dizer que, quande wiua h
» 1lx) € eonlinua para um valor x, da varidvel, seus

II
Il Jl‘J""i.fI}l"II rh,l sa0 Llag a2 .
, . 1o mais pul'ﬁl.i“ JF“
lo menor é o intervalo (r.z. 4+ h)
S¢ tal ndo se der, dire I
T . S que, para ésse valor ﬁﬂ-

vel, a lTuncio é descontinua L
; ma funcio & nh:h dh«ﬁ-»
continmeag jrara um dado valor ¥ qlmmiu L] dmhﬂn !{u

de ter significado numérico
Seja, por exemplo, a funcho ;
1

fr.l:j' | e —
Y

Para z, = 2, é descontinua, porquante ; e

Koy . 5.

r - & . i Ny
B . .. & -
hﬁ:ﬂ T TR . L e L R A iR T
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Consideremos W
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Wity e Mize+ Mgt
dessa curva. Tragande

cante MM, .. h#
M, e .H;.ll:
leremon, N : g le
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guisermon, ou, ein oulras palavras, quando os valores de = po-

]

B wateshTics — 27 cieLo ~ 3¢ sBue

Se fipermos, agora, a secante MM, girar em thrno
de forma a M, tender a confundir-se com M, essa secanie le
derd para a langente & curva em M, € © l.rlmllﬂ p da

* eive dos r tenderd para o dngulo a da tangents &

COSN
rizo dos ¥ Poderemos, enlio, eScCrever;
k
lim —— = (g @
fi—al) h

O valor tga ¢ denominado declividade ou inclinagéo E’
ente & curva com o eixo dos x no ponto M (xy g . R

“_' o
+

= H o
:"' "'_"'.'l
¥ -

L

3 — Limite de varidveis ¢ de fungbes; limites m
Propriedades fundamentais. Exemplos elementares de m
tinu/dade de uma funciéo em um ponto. Descontinuidade ﬁ
Tuncdes racionais fraciondrias.

28 — Limite de uma varidvel. Seja C o campo de parie-
hilidede de z, isto ¢, seja € o conjunto de nameros que x po-
dera represeniar,

Diz-se que x fende para um nimero r,. quando é possivel

atribuir-ibe valores salisfazendo & condicho:
| X2 | « ¢ i1

para todo e qualquer nimero aritmélico ¢, tio pequena gquanio

rnar-se tio proximos de x, quaulu dese jarmos .

() n ero I, p-r.uhrt pertencer, on ndo, a €. No m
Cav) r:.,r se ser possivel atingir o limite

Vdmslamon, por exemplo, o campo de pariobilidede € ¢
tilusdo peio conjunto e numeros racionals do tnlervalo
13}, islo £, 7 = |» dlera ser um nuamero racional
Beondicac: | « x « 3
Fxaminemos trés hipileses diferentes: e
1) z,=2 F evidente a possibilidade da condicho: L

| *2—=—2 ] <

pois. como se sabe, existem, no intervalo, ni l'm
meros
proximos de 2 quanto desejarmos.




Poderemos portanto | |
bém, & = 2, m* * T
B ey
> z, = f&mll ‘ ”{f o
cndudo entre 1 ¢ 2. : | !:iﬁ}?ﬁ"’iﬁ. w:,-w:ﬂ:
Concluiremos ainda m aibilidade da condigha:
' e \'TI ‘ . u;;, ~#~ :
pois existem nldmeros racionais ue M “
tio pouco quanto quisermos .
Vemos, assim, que x poderd temder m v

atingir o limite, purqu.nnlu. por hipitese, ¢ sempre ra
F} xr = 1, isto ¢, tomamos, agora, & exir
do intervalo.

: _ ;_' *’L "".
A fﬂnd‘fﬁﬁ: : . o)
| 2—=11 < o t ot
4 . ‘I- HJ_L

serd evidentemente satisfeita, pois, no intervale,
ros tdo préximos da extremidade | quanto m
tal como no caso anterior, ésse Hmllt nio poderd ser )

embora se trate, agora, de um nimero racional. w
que admitimos inicialmente: 1 < r < 3,

27 — Ponto de acumulagho. . usual ehm_‘m
z, de ponte de acumulagio ou de ponlo limite de C, '

em torno do valor x,, existe sempre uma infinidade de %
de z, isto ¢, uma infinidade de ndmeros do conjunto ﬂ.,

F. pritico e comum escrever & -+ r,, para aflirmar “
lende para I1,.

~— Limites infinitos, Emn particular, quando os
a“umldm por uma varidvel sho lais que ¢ sempre sat
condigio

x| > 8

para todo e qualquer ndmero aritmético K, tleo
se imagine, diz-se, por extensio, que o lmite de ;#
Em particular, para valores positives lll. ' T EVOT eI
bt 2 B | ;
¢, para valores negativos: B o
mm-—umﬁ-—um PO LR & :



2 MATEMATION

-

Consideremos, por exemplo, sobre wm €izo, um

nuIineEro ]1--rrlu )

20

deflinida em um inlervalo

&1 N o [
condicio

:;:.. a3 PG !
LA lavras, diremos 1]l1f‘ ¥. é o Illﬁl-tl ‘.

tender z pama x,

30 — Observagbes. [iz-se andk

abeinsa r,
Passar a admitir que o ponto de abeissa x esth 4
de lodo e ’I“"T'I”" ponto de abeissa E. por maior #

eiquivale a supor x tendendo para +a 1;,

. Limite de uma fungho. Dada uma funcio g = L
(a, b), dizer que:

him g,

Foea I

y afirmar ser possivel a condigho:
y—We | < 8

qualgquer nimero aritmélieo §, ldo pequeno quantio
desde que lomemos r
| \ (1), escolher ¢ de modo gue

LT nt[:!"".

¢ ac nn*'lmlr. ndo mais pela w

Do e - 3.0 stmn

J'_
’

suficientemente proznme B3 _ >

Ein

gamenlte, que:

hlu J] ¥,

:l- . ] i A "‘J.ir.r I
rém, pe eondicao ().
A " r
Pixlers ywdimitir, ainda, que, ao lender r para UM
Fagithis | Nkl X . | !lll-i”un
ypi> B
¥l 4
L i | = op
& Py
Se, no entanio, a funcio se conservar positiva,
fEsCrever .

¢, na hipilese de se conservar negativa:

im g = 4 =

-

lm g » — @

."r—r‘-l'.




Facilmente seria, entio, wnm # nsdo
aitimas expressdes ao caso de r— + w=. ; }» Aaf

S

31 - Limite de sucessio. Umumula[g
ser considerada como uma funcdo de paridvel inteira, D De fs
a cada valor atribuido a n, corresponde um ndmere .'
mente determinado a_. sl

Dizer, entiio, quu a sucessiic a_tem para Ml

R
§ ourta

a escrever para a fungio a : 'J"
lima = a 15 |

L N & : ,r I .
Vemos, assim, surgir o conceilo de limite de uma >~
sdo, como umplt! Cason parh::ular. no estindo fjue ora _ ﬂ}

-\.|I1

32 — Limite a direita e limite 4 esquerda. uﬂ
limite de uma fungio poderemos supor que z tende para 3 * i.,:-';']*
separadamente, por valores superiores e por valores

a r,. No primeiro caso diz-se limite 4 direita e, no w
limite a esquerda, escrevendo-se, respeclivamente:

lim y e lim g

Hogi ¥ = Fon? —

Veremos, adiante que dsses limites poderiio ser m
e, alé, existir um e outro nio.

E comum adotar para #sses limites, *
simbolos [ (z,40) ¢ [ (z,— 0), devidos a Dirichlet i
Assim, para a funclo y = E (x) ﬂ.lju grifico se M“ :

uma sucessio de segmentos (18) sdo evidentes, por .u* .
as conclusdes

him gy = 2

aepd w

"Hlﬂ-l

L

ﬂ"r—

isto é, existers ¢ sho diferenles os limiles, W;ﬁ
direita e & esquerda, no ponto r = 2, 3
Ji para a fungio y = VE— 1, por exemplo, ¥ 5

SEr; '
g = 0 £ R *’

Ll I

znqunntaqh'nihlﬂlim*m |
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-.-i'ull'n sendo, sd devereinos deixar de !—"W.‘ "y
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33 Propriedades fundamentais. De wm modo
iﬂhtﬂl'l"llhr! aceitar o eflealo de limiles, ecOomo WiNR |

repersivel em relnciao fis r-p--r:u::'wh vlementares,
Assim, vin de regra, leremos:

limm (A 4+ M) lim A -f- lim B
lim AB lim A .hm B

fim y A = “jli“;'ﬁ

,,,,, R R B R W R

snas ha resiricoes (ue w5 um estudo meliculoso da

-

limiles podenia evidenciar

1l (€10 | “Caleular lim sen 3 ¢ lim cos 3%,
= B & =l
pars ¥ v k x sabemaos que
U < N r < 1 X |
E. como | 7 ), vird lim sen z = 0B
' B | By ¥
]’! w _1':.. #J'F ]
- r
i sk X i T ol
3

e. de schrds com o que acabdmos de ver acima :

o

I II r ’
sl - 1 } rf,,’t.kn}
¥ A\ 3 ’_.}
Vird, sasim ;
.-rl
;l f I ¥ i.'J‘I {" ]

-
onde Hm w O Llogo;: lim (1 ~coax) = 0 o

g 2 h.-i

lims cosx = |,
R
" N
EXERCICIO 1] = “Colealar Yim s
[ = 1.‘ !
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figzuras abaixo, lomande AN = 2. feremes, oritmdficaments:

2 PM
. , 1 1
- k i ; -
- u . ‘_‘w“',‘_ [ -u"
117 = 141 1 -
i R
] in /r"' »

MAN < MS 4 SM

— - e illl J. —nrf }‘- nls
¥ [ " ‘..'..

i £ A
E .‘ X
x
g Ers -
- . ‘R._k
. 1 toes € | seM X | para o prd
- F re - i i -
. - .1 ' as relacdes
1 ; 2
. #
3 »
i 4 . ‘| ¥ ik ! ¥ n - ] e
e F Wm sempre &
¥ 3
’ owdo mats peral
=i 3
- i

Descontinuidade de uma fu ;
npdo. Uma | ncho
¥ *!F'IH]II!-I Ei un l“tl"l’i.ﬂ.}a' . . ¢ "

% Bl € conlinmm, pars

o [ (x) = f(2)

| o a F




R e

e aRince, &

e ORI T N LA v E i -
Seg . ..r' el A f _ ey b i ﬂ ” _,_f__..qﬂ_l_ 3 g W
? ] 1_._ b ; oy % _l T 5 £l r‘:'r l-._._ FH: L
a b ‘Ij'i‘h .\_l'.
n 'Ilmm-—-i'ﬂﬂll-““

Se considerarmos, separadamente, as eomdighes ;
lim [(x)=[(x)

F——

lim [ (x) = [ Lr)

Py F

definiremos, para o valor r,, a conlinnidode & direiln i
querda, respeclivamente P
Com a nolacio de Ivirichlel (3R), esereveriamos [ ' 'ii'-f-"
= f (x,) para a conlinmidade & dirella ¢ [ Cx, —9) = FEE
para a conlinnidade & csquerda, :

Alds, quando livermos:

[z +0) = [(x,~0) =f(z)

diremos, simplesmente, que a funcho ¢ conlfinse pare l’

Diz-se que a fungio [ (x) é conlinna ¢m (o, b},
continua em todos os ponlos désse intervalo.
[Yiremos, conlririo, que a fungho dada &
.: ara | 4 r ' ¥ -T.-;;‘I| f_n'.._ "inm !lll.ll:iurl’ iU m h
a5 7
imbolo f(xr ) ndo tiver significads B
' i nho existir o I'm [ (x);
el auando embora existindo dsse limile & o vl

tivermon

[ L
- &

Poderemaos, ainda, ter apenas uma rfflrﬂﬂllll-“
st &, g direila ou 0 rnfurnfu

Observaremos, eniretanto, que as descontinn
Eefilam-ee, geralmente, em limilado ntmero de

EXEMPLO | — “"Esludar o conlinuidede dus fanpdes
¢y = cos 3" 3




foa

- # .




i }. 1 -\-: ¥ I 1'|‘l ',]'If1| F. rr A I"I - r II‘ - ﬁj - i

pois, um salio igual & 2 (que serg melbor
da fungio, que, alids, % apresenta esla descont

§ & sl # '
38 MATEMATICAN = 7+ ci1cio 30 stme

96 - Classifioaglio das descontinuidades. 13z
de primeira espéeie |
1) : de sequnda es, .

- #
v 8

ral, fjue a descontinuidade €

tem os limites f (x, 4 1) ef (rx,
a0 menos, nio exisle

do um, .

-I'_'r
{} ¢aso L-uin‘llﬁ.u' e que fff_ 4 ) = ,ﬂlf"."
ne o que se hama of¢si run".l'fr.rh‘ffﬂ'fi'f F#lf‘i‘ﬂfl, Pﬂﬂ' '
pede de lomar para valor convencional de f(2)
corresponde aos jumites,

E O (que se dai. por X I”['IU‘ COm a 'u"‘iﬁ‘ r&

Poderemos, entdo, por convengdo, LOmar f (D)
0
ramente, lemos [ (6) = —, simbole

4 m procedendo, desapareceri a deswcnlinuid:
qualificative de evildvel.

Nas descontinsidades de primeira espécie em gin
e L f{r i) . ,.f i)} f!f“ﬂ" Y .urfﬂ! F

. hod ’ : | sen 2z |

3 ] N i I ".I.":.‘:IUJ ‘P‘ L) W ey m ’

e s | P o
rem f (2 | e f(x,~—0) = 1. Nesse po
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r 1. teremos

i pois, um saile infi-

oy B o2a !”:n-l_

- e —————
b — e n-h—
=z - ¥
- i I
"
B o

gL Observagho. A ¢ " le continuidade expresas

] ¥ ¥

il L LB i 1 '.t.*l.l..,
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desde que tomemos xr = z 4 & (hz2=0). Vem, mi"_ﬁ

ol R
w i
o
g

e
PR

lim  [(x +B) <f(z) | =@

h—o n.

E [z, +h) = [ (z) representa, justamente, o
da funcio, correspondente ao acréscimo h da varidvel.

Surge dai uma idéia intuitiva de continuidade, ¢
rizada pela possibilidade de variar a funedo por graus
ceptiveis desde que, assim, varie x (17).

Como consequéncia, no estudo grifico, somos
admitir que a toda funcio continua devers. necessd
corresponder uma linha confinna, na acepeio geral da
H3, entrelanto, funcdes continuas que ndo admitem g

representacio grifica, mas constituem casos baslante
cionais.

37 — Descontinuidade das funcdes racionals
As propriedades gerais da teoria dos [imites permilem
lecer 1mediatamente que a soma, a diferenga ¢ o
fancies confinuas sio ainda funcder conlinuas.

Concluimos, enldo, que os polindmios algébricon

Consideremos, entretanto, em particular, as fungies
bricas racionaiz, do tLipo

: P (x)

[ () = —

Q (x)

«
ot

onde Pi(r) e Q(x) sdo polindmios algébricos racionsis ¢ 2
teiros

Ouando o denominador se reduz a uma constanie, :
uma funcho r;ff;r"f:-r."r‘-ir raciopal inleira on, ﬂmij .
polindmia, . : .‘:'_

Nos pontos para os guals livermaos O. () = @ [ (®) -
& T :Irfmr'd.r:; caraclerizam-se, assim, as l.mif_n desconl
des apresentadas pelas funcoes algébricas racionals,

Suponhamos, entho, Q (1)) = O e P (%) = k,
que permitirio duas hipGleses:

k
a) kot0 deondef (x) = -—-i—. simbolo de



dade operatéria, isto *0. B ‘Eﬂ mm par, &g B
L8

-ltt,}—lim EE e et

Ora, P (z) e Q (x) sdo polinbmios ﬁﬂ

ches continuas. Assim: o ) ,.1-*_’;:-” N

lim P {#’) - P (z,) —I -ft ‘ |

lim Q (z) = Q (z,) = 0 L

e it ..*.I?.‘. '.‘:..-.'. |

Teremos, enltio, por convengdo: RApr ,..,-f-‘ .

B

Tepdy Q ‘:} s, | ';k - b

Diz-se, aesle catdh que, cm:.:funq-M;
0
b) k = 0, deouder(x.}-_;_-m&

N
P

nacio. Concluimos, de igual modo, nio ser de
{ (z), para r = ¥, €, por CONVengio, tomaremos,

F . B e !3.:_. -'f:' dN
f(x) = Ihn i S
sz, Q (x) S
SRR
Ora, quando wmn polindbmio se anula para -« 'f;;“ :
visivel por z — z,. Teremos, entdo, de um *

P (z) - (zx —2,)P, (2)
() (x) (z —x)1Q, (x)

P Pylx)
Sendo p = 4, as expressoes {ﬂt —

iguais, exeeplo para = I, H“

0
'—f-- ¢ a Hﬂﬂlldl tomard .‘ w
’ -

P (x,) o 0 e Q (x,) v 0,
(1) De tate, w0 fCx} & Givisivel por 8 =2
o pars o @, ik ) .



AL e T

3 =» - 2, oblém-se [:"!': Inesnn processs usado N ﬂﬂh

e pare p < ¢
¥ () P (z)

f( = lim ——— = |lim
) fs, Q (1) Sy {:-—-z.)HQ.m

E usual chamar-se ésse valor convencional, {
dadeiro vailor e valor principal. Melhor serh valor
EXEMPLO | — “Estudar as descontinuidedes da [u

. Ir 45
f {x) = —

Z: —R0x 4 8

|

Hesolvendo a equagio 2 — 0z 4 6 =0, verificamos “‘”" .
mimador anula-se para os valores 2 ¢ 3 da varidvel, semn que 89
mo sconteca ao numerador. Hé, portanto, dois polos, iste &7
:.-.::*:-'rf-.';-_—:: o .

A ambiguidade de sinal é devida ao [ato de tender o
nador psra zero, quer por valores positives, quer por walores
livea enqguanio permanece fixo ¢ sinal de numeradar. Bl

e

i -q.--

EXEMPLO 1l — “"Estudar as descontinuidades da [ungde:

i — 2z — 3
r F'rl B - T

L - :'.I'I_-ﬁ

Para o valor 2 anulase sbHmenie o r't‘h*}ﬂ:llnm,

f (1 - o Was para o valor 3, obtém-se & I‘IPTI“-“' m———
i i‘:.-’ yvdo o [alor r 3. ol Feinos
T [ o '
‘ - £ =X ;| | * 1 . - QS .
f I.r 11f I I
r—el r: or 4+ 06 g a !
= F

38 — Observagho. O limite duma fungde racienal



U!l'llldnnnnlnhrillh
Los os membros por z3 (usando o

2x 4 1 |
Jum = -

FYERCICIO 1T — “Caleular =

Isividimos ambos ﬂmﬁﬁ*“’ﬂ |
Ao dois graus 5 ¢ §).
(R

42° 4 208 4 4z

limm i -
3—sxm Hab-— 281 ™

Hd.

a) -"-.nldn;l.il.‘




Ul :
V=Y =3 - 8 m e
y = f;— - :
v
W

= arc sen (27 4+ g < 1)
= \J/sen ¥ + cos =

Resp.: -~ Is2si22% sk toungd i

zzi.r-rf-—ltlii:ﬁlplﬂ'-“.'“l‘
, :

I!.lfﬂr-.“l #a N ‘1 |

. —t ——para b m b L., . o=
‘ ek t~lctg

3.k i .. i
Ea

4. Estudar a representacdo grifica da fungde g g -

‘r‘

i'r'hij /

= Fstodar = j;i,ju'_-’j,l_n‘ §ii lil- ] .'I'li. r‘il"\r" |ﬂw*

o
iy re ¥ i A tmr indeire)

tj g ¢ y ‘. & i'






i MATEMATIES ~— T cane —-ﬁ”,

- Resp. : F= e gy =Lz
Y
! ”
‘ ’
' ’
/
e
i
..-l---..-""'"""“-'-
-m#

Os tracos cheios representam » femeer direda, o
a inversa.

=
I
4

4. Estudar a representabilidade grifica &» v bo
2 1 ou 0, conforme se tenhs abecims roctamsd -y
richlet) .

Besp.: Nio admile representagio grifics; sevimm :
relas eshogadas, uma pelo conjunto de prton S m -s
¢ ottra pelo eonjunto de ponites de sbecisans .‘I‘M
s¢ formasse uma rela, na verdedeira gt wvia .
um dos conjuntos de poutos completasse o oulire. “ f'
da funcéo sio pontos de descostisuidade & direile l"l rg

5. Mesmo problema (1) pars g= (—D*.

. Resp.: Nio é possivel represestar, £r afvr anvesle,
que, na vizinhanga de qualquer posto & g
nio & definida.

6. Tragar o grifien da fuscie ',',’_,____ ..;r._._

P e






' _..-,_ ¥ f-‘;“..: '_."E :_

" I

(Sugestin mnu#‘f ..s

B Y i’ i
ung - -
5—-0 =n 9 .Mﬁ |

1
Resp.: - 2 @
4427
1 § G
I1. Semndo f(x) = —— —, caleular [(—— + 0) & Ji=
h‘ - 5 :' d-\.b’al'
RBesp.: owe — mw. A
; sen fu.n
12. Calcular lim - :
T—al) un#b:r
SEn or
ltn {ax) ax ar
Sugestdo: —— N
s I tbr- bx sen bx
br
ia
Rrip
_,.l 13 :
senl 11 sen Arx Q—-_ =
’-E f'J,""'_r r Tl.".l H“P\ ..
r.al) ¥ ros T

14. Fatudar a cootinuidade de p=o°,

Resp A funcho & continua para —& {I‘{ﬂ
seja r, tem-se sempre lim @' = @,

qualgquer que
o ; I -k,

15. Calcular os ponios de descontinuidade da

al
1 4%
1 *
i = If - fletp.: X 3 etk {
¢ r 4 1 | — 3



) p=e*, paraxm o
i) g = x—E(x) para & = 3} o =
t"llﬁ-;“uplﬂl'ﬁii 2
Vi o= IH+...*.::-!_ s _ , ‘
P-ktak-1 :
2 -5 a3
Vi) g = g "
382 4r- -2
[} XNeswe ponte DA descoutinsidade de 1 * sepdole; Ill'hl'l:-ﬂ‘
ada rruaiewm -

Bk Panie B\ calle afsnite, (=81 =0 o f sl ':. v+

Ii-:?]ﬂ_hll L Jﬂu-Ttll nlls & al ﬁ:au B ;ri;i 17 g
I pama =, temmae F (1) i.j'tl-—-ﬂ-uiif-l"r

TOART S —ﬂmﬁ l:_n- 4 direita, onds - - 1 b

saits fimile | l" wapbale ) . =
F=8% 8 palo Panghn fii—9) =it 40) =

it v Iu':'_-ﬂ%m‘ eaiardn i lemoe Sk .L

de veoninwidide

13
fll=—0) = il 4W) -T
WHMIW“F#.#J“

mam il @ —
2

]
Vi) lﬁtmm“hli*‘r-m““

a 3
Fl= 1=} & =g ! (‘Tﬂ‘ - -

17 rdzudu-um&m

ta

*'Hp A tungho ndo ﬂ
lanto, temos wma : ade vit
¢ = 3,71828. .. Celoibe s, — NG i 6
1 - e .ﬂ-. Ul g . |



LINHA WETA

30 . Equegbes da linha reta, Trosema: —
¢ representada por wina cquagho do primeire M

paridgosis .
-. Seja ) uma reta e
" Miry) dvis dos seus pe
: o ponts @ de inlerseccio da »
’ L =-' o #iio dos iy racemon m
o s #lan dos 2.

Y ’ A senwibanga dos
4 B d GIM « QPN dé:
; - s

sendo o uma consignle

p,,;.n senlando por b o yaulor algébrico do 1“; { :
mos PM 7 L, ¢ # lgusidade anterior fieard: 7 i
' I Bt
y i ! P = ar4+ b e

E e
F. esta o equacho da reln D ela é do primetry
duas varifvels e encerra duls pardamelros que sdo: b, cha

fa"lf"ﬂ'ﬂ'h'“ i coefictente lnear, igusl & ordenada pa @
e, a4, denominade pardmelre on coeficiente angular, ﬂ.
d"n!-mdudr da reta, igusl b langenle IH'M

t;uP farma e o & FThE 85 %D ()r o rela D
PM
o | T

Qr



RecirnoCcA: —
varidveis representa uma refa.
Vamos demonstrar que loda . e
equacgio da forma P
Ar + By + C = 0, (D B

em que A, B e C sio constantes arbi-

trarias, representa uma rela. t
1) A=0B=0.
A equacio (I) ficara: & 2
B§+E=ﬂ -":‘-—T
Todos os pontos do lugar geométrico

| c Y _-J
cqu.ngioté:nordm-dulﬂll—--—:h

reta EE’ paralela ao eixo dos r.

iniea pdrﬂlﬂ,, I
criapel que fal

il

19 & :'l-.u

.J.e'_- .‘f'q-.. '_
ey |l-l|||||u

P ¥
T
+ o i ‘-.-."J'-:T'r%



2) 0 =0 e ﬂ.ﬂlﬁ'

A equaciio neste caso é
Axr + By = 0
ou 2

e ———————"
v 7

A
Fazendo — —— = a, lcremos;
R
UJ
y=ar .:, —— =g
T
Como a equacio y = ar nido possui {érmeo &
uma de suas solucoes é r = y = 0, ¢, conclulmos
que ela representa passa pela origem.

Consideremos, eniio, dois pontos M ¢ N, do
irico representado por (I1). De acirdo com esia

PM )

— 1

” | 059 {

PN [

| e St WS : IHIH", f
f : BEE

e o8 deis !rlﬁllﬂullﬂ
t e OP M. silo HIIIM
] AN dual o Angulo relo) sompreen
dos prop s !-.;'J_ (] :1”‘,{”1” ijj.u ‘
P.OM,. e as retas OM ¢ OM, colncldirio: o8
¢ () esldo em hinha reta, Coneclulmos entlo
los do |J..-'._ ir geomftrico representado por (1)
passanda pela orig Ll 1] A l*#luuqﬁ.n (1) ainda
enia uma rela.

& .‘._I'J:I.I:'j”'.‘ll'r - '.r.r:r:'r -'*’f.Hl'ﬂub!Jﬂ dﬂ M
“:;i}:iart ”“_!- 1rmao mrfrprndrﬂfr HM

e

pela origem,




A equacao (1) dd enlio:

A G |
am & i g st
. B B 3
ou g=ax+0
sendo
— j..... | " - _..-E._ - ' :"
n B
Comparando a equacio
gy = ax 4+ 0 %
com a equacdo
y = ax

vemos que os valores de y da primeira, mrrm
certo valor de z, sdo iguais aos que [ornece a -q-b
a uma quantidade constante b. A equagio (I)
sim. neste caso, uma reta paralela & rela y = ax
um ponto do eixo dos y de ordenada igual a b.

Logo, ainda neste caso, a equagde (1) npnuh

CoxcLiUsio FINAL: — Tdda eqna-
¢do do primeiro grau com uma ou duas
varidgreis representa uma rela. :

Osseavacdes: 1) — A equagdo
Ax 4+ By 4+ € = 0 ¢ a equagdo geral
da linha reta. A equagio y = ax 4 b,
que alguns aulores denominam

.lj'f.i'f-ﬂ'dﬂ' reduzida da linha
“bre a equacho Az < By

cantagem de dar uma

ctrica simples aos
‘niente de ndo

e, rao somente m g v
cito dos g, como m 4 :‘
nfinito, R g{%; o

1) -~ Por ser d ,.'“;.,'  grau
for dada a den de eqi
primeiro m

i "11-":"l i R



umtm—nﬂ

CASO PARTICULAR: ~—= A "Iﬂ*
dos eixos, ¢

y=z
Com efeilo, a equagio da rela & ;h
a reta passa pela origem, € 0 coeficiente

porque
. 1

A bissetriz do dngulo p0r” serd

p=—z
porque teremos ainda b = 0 ¢
Ix
g = g —— = — 1
4

30 — Equu;iu normal da linha reta. P
trar de outra forma que a linha relta é repres
equacio do primeiro grau com duas varigveln s

‘h;ﬂ!idfﬂm a
mos da origem & rela &
cular OL ¢ chamemos _'

-
algébrico do velor OP ¥
sitivamente de O para |

_ o Angulo do semi-elxo
% . —» -
. . r com (), gl
F. evidente T
W o (ry) estar sdbre
Joiaa sotire OF do velor OM -

ponto M 8¢ a iuuul a p, m ‘

L
r

prm'f,r,ﬁ ol
palencig

- » _— b
oM “Q " ul
. t ;.".P

Pr O = v uu +pr g £ '-



R _
p-:m:-’blm(*—;‘“"

.t:nln+:m:—p-l

ou
que é a equagdo normal da linha
reta; ela encerra a normal da ori-

gem A rela, ¢ ¢ do primeiro grau
com duas varifiveis.

41 — Equagho da linha reta em
funcéo das suas coordenadas na ori-
gem. Consideremos a reta D cor-
tando os eixos coordenados nos pon-
tos Mip, 0) e N(O, g): p ¢ g sho
denominadas coordenadas na ori-

gcm.
Como a rela D de equagio

Az +Bg+C~ 0

passa pelos pontos M e N, umm&iupﬂm
satisfazer esta equagio; logo: |

r |

c
Ap4+C=0 Aw»— —
P
Bg 4+ €C=0 .
+ L = T o —
¢ 9
Substituindo estes yalores de A ¢ B na equacio da MN
eTeinos ; c c
-"'"*'I—'“_‘“"!'c-'
P ¥
i + ’ ol I
P q %
Esta ¢ a equagho da Imhrﬂnmruhum
i ungem.

Os punlmlfah‘alachmdﬂluwh*ﬂw

"'.:..
. P
e TR R K



: {UL). Se t 109 Wi
/;/' \ que OK= 41,0 K

' rf."— nado ponfo M, ;
'_ - velor direlor ou W

¥
o - coordenadas de K,
R __’_'f__,.__ w T O sia0 0% p??ﬂ'lﬂtfﬂ'
g o8 ' pais ou coeficientes
4 recio definida por D. ‘
Em virtude da semelhanea dos {tridngnlos, |
parkmetros direlores sao proporcionais aos Coel
t i E}_{}
a .
1 ﬁ_.l,f"
21
1l.ir 1 T 1]- I.
i 1 e '
; W s Yy 1s I
If 7 M, e
J %
vl s
It K .

v medida de

TEELN




. coneluimos que as pro,
iquais a0 pralor
diretor carrupondutll

Consideremos quu
ato determinado e M(x, ¥,

i..trmh.l de D. Ligando

~em, teremos um mtﬁrm
nos dii:

me—— — —ip
OM = OMy + MM

Pr-.rlet:udn éate  contdrno cllot
nente sibre cada um dos eixos, R

remos: %

=%+ 10
= 9+ Mo

Fstas s3o as equacdes paramélricas ﬁ
simem as coordenadas de um ponlo da rela
: ;:lrartrrj varidvel p . i ..1.:' ]
", variando de — w &+ s, 0 ponio M dese

ntido definido pelo seu vetor direter, :.

43 — Forma ﬂm##

L PR 2 par:mﬂrkn podﬂll ser escritas: 11.'_'

e, por divislo:

Como J, & fi 80 pmpt}fdl)ﬂdl aog |
podemos esfrever (ambém

z—x,

fendo m ¥ n Hﬂi’ -u,-,k_._l,:-._l-_ .

r

l'

J-rn.iu



o8

Esta equaciio constitui a forma simétriea ~

Iinha rela.

Osservacio: — Podemos reduzir a
Az-+ By-+C =04 forma simétrica, Com efdh,
rem uma solucio da equagio, isto &, as coord
ponto da reta, teremos Ar, 4+ By,4+C=0, & "

A(z—z)+B(p—FP= U]

X — &, y—v.

— .

e B A

como queriamos estabelecer.

A forma simétrica da equacgio da linha obrip‘
denominadores sendo nulo o numerador correspe
1'-:-::.- s¢ja. Assim, se L = 0, leremos:

¢ a refa ¢ paralela ao eixo dos . Neste caso, p = '8
- i

Observaremos ainda que L e u nifio podem “
mesmo lempo (42), 11-

+

44 — Construgio de uma reta conhecida & sum

Cas \ equacao sd contém uma das
¢ a equacdo (&
Ar +C = 0
a I '.'1 iralels M E=1x0 lt:\
: o  (39) ¢ lem por
‘
,. i "
A

| i"I'r'j J-I':.|.I': fﬂ,r

By +C = 0

i rela & p tl‘..It.h A e
origem > ¢ixo dos z fgil ¢ tem M
F e L .,
R "_3";.-. I



asard

cste ponto & oF

FMPLO® -lf#
,prmupth

£ “ !] ; L

Para construlr a
: .imnar dois dos




|:|'|-,.

”q-t
oresATica — 24 CICLO ==

|__||i

Para isto faremos separadamente, g -‘.
da rela; leréinos;

Az + C 0 .°. B

By+C =0 .°. @

A reta passard pelos ¢ : &
N\ f' -! |

A ,_

E"".I MPLO: — A equacio 3 4
- parazr=0dag=%
4 £ = 4. As coordenadas
rigem sdo pois 4 e 6

35 Retas passando por um ponto M, (zy,
s S 1 Jeral da linha rela é

¥ Oy + C =

i [ !-' r'J I,I'J“.l.u -Htf-r:l 'l]:l
I . |‘.'1-.!-_1,T"r | l"‘i‘l:‘.{in" hl’“

Ity =0

imente as duas iﬂulld*
. rF.) 4 \“I'”' u] . .n. .’..

i
T

v Ietas que passam por

L
b i |
imibém LT +-wrlln‘.

A

(X —2.)
R

UM umico parimetro

lar da reta: leremaon,

f vV, = iy ._....I-l‘}

neerra

i N



¥ pos S

- J.- ' 3 - - - - T

i Il" F-ﬂ"ﬁ- ! o
B "o 3
*

MATEMATICA — 2 cicLo — 3¢ sfmie

a neste problema fiea arbitririo. E natural que assim seja,
porque por um ponto podemos ter uma infinidade de refas. A
equacio deduzida representard todas as retas que passam pelo
ponto M, (r,y): ela é a equagiio do feire de relas que pas-

sam por M, .

Exencicio: — Qual a equagio do [eizve de relas que passam pelo
ponito M (3 2) 7

Alx—3) + Blyg 4+5) =29
Sendo B « 0, lemos

A
P g
B
u ainda
v 495=gilx—3)

46 — Equacdo da reta que passa por dois pontos
M.(z,.p,) e ¥.(x.0,).

I* SoLvgio: — As relas que passam por M, (ém por egua-

A r —r.) 4+ B -"”l__;j'. 0

Destas retas, a que passar por M, dard

A (x r.) + 8B (y,—p) =0
T -.‘:r:-_. ‘-" e fJ' '“t]}- l"lnl\ IJHJ"" ‘-ll,i_lﬁ-.“‘h‘, :"'rf'!lﬂ_“‘
| il
| (z —~=,) 8 (0 ~p)] 2o y —p,
| (2, —1z,) B (y ) ] A ¥, — U
f,l" Fjl
Iy fy (x x ) r «& 0 (1)
-~ r, :
s —

¢ o coeficiente angular da reta determinada pelos
" g !
pontos M, ¢ M, : #le & a razdo enire as diferencas dos ordes

nivdas désses pontos ¢ a diferenca das swas abcissas .
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MATEMATICA — 2 €C1cLo — 34 sémg

¥

2 SoLvgio: — A equacio geral da linha
Ax+By+C=0 - - 4

& (E3 ] I}ﬂn!ﬂ‘ Hif:j.' F;-" " Jl'f’[.t',, F:} 'r
% SuUds fﬂhl‘i'l"“:“]nq Lém (e lﬂ”!fmr A ; '. pon R
A7

A%, 4 By, 4 € = B g
“.l'r,; !' HU. '+" r: e # |

Eliminando nas trés cquagies as quantidades A %
leremos g o
| ey o
. : e
| W ‘ - 0 R

]
k ¥
i v

I p, 1

_I:l.'td .Er n '-.-f]”r”.'“.J !j_. .'1 )
ags 4 rela que passa pelos dold
l'. I"'. J: J E "1'r:'lr"r_,|!'1- y:] ] p F ._':. 2,

~.. -

b iI,‘!.}H,ir 0 Calcalar a equaco da rela goe :
pomicos M (2 ] : { : o

, 12 b HJ - 34). ol

Eh
g L .
v S (r—2) o 249 =8 e

o e ; :
.‘-;,..

o9 sl & forma de delerminani -

r 1 B
A . l s
: ¥ %

a7

Jer T

Condighko para trés pontos serem m.
» o8 trés pontos M, (x.g,), My(ze ) & Mylae Bl

A rela que passa pelos dof ) pontos lem
| LY ' s primeiros 3
O TR TR : 'i"‘

g %
i,
e i
.-r - ..r u o " ; ::ﬂ:!' :
For. i o
r T T AT
. o -y Ve —¥ L

i*j

Teorema de Rouehé — Matanbtits = 85 Ol = 2% S

o W
R Rt T
j e g : '.-"':
P '.»..l.r.
. & i - '.--\.r'l'-'-.“ ?' 31.?
A - it o b "
h% . e gt e o SRR T o A
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MATEMATICA — 29 ciclo — ;&m

Se o terceiro ponto M. pertencer lambém & rela J
suas coordenadas lerdo que salisfazer 4 equacio, isto

I, — I, 0. —¥,
s A eSS e
&y — &, Ve =

Esta ¢ a condigio pedida .
Sob a forma de determinanle, leremos

2. O 1 I

g1 | =0
r gy, 1

48 — Intersecgiio de duas retas. Sistemas de retas. Cal
ulemas as coordenadas do ponto de interseceiio das retas.

Ax + By + C = 0
Ax+Bygp+C, =0

v« coordenadas désse ponlo tém que salisfazer as duss

juacoes, simultaneamente, logo, tém (jue ser raizes do sislerns
x formada . Resolvendo o sistema obleremos -

BC, —CB,
A8, — BA,)x = BCy =B, . e
"'HI """"E.I"l.l
+ AB;~~BA, + 0
, CA, — AC,
(AB BA)y = CA; = AC; .. P ™ =i H
dﬂl-‘ﬂdh T""i

(e sao as courdenadas do ponto de intersecciio das *m :;.5-“'

Discrasio: 1) — Se AB, - BA, o 0, os valores de r ¢
vio finitos e determinados . As relas tém um dnice
nlersecedo.

1) — Se AB, — BA, = 0, sem que BC, — CR, ou
'Ilm também m&m*m Mh_

v opanto comum; sdo
Hatemdieg = l‘-m'l g




L
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U T ——

i.. 3 a : .._.
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MATEMATICA ~—— 2% CICLO

Nesle caso lemos:

A B
- 1A D .. —-
ﬂﬂq B ] ..-'1-1 Hl & .I R
I i A B,
BC, —CB++0 .. S J o
1, G,
que ¢ a condicio de paralelismo das duas relas
I111) — Se tivermos AR, BA e B (B =&
tema ¢ indelerminado: as relas ru:rrf'rrh*m_ ; :
De fato, nesta hipolese as duas equacoes sao g
pots femos:

AB — BA, =1

BC —CB. =0 .- A

o
As duas equacoes representam el 3 MesIma I"'l'h:‘f:_
1 03% :'-,'f':1=~ COrl N ili.r“]__ I‘_.:.“rl-“_'””_ % I']:'.:-|-1 ".I“E" 3 o d i

novdencia de duas relas, on a condicao para duas
ey PIIDEer: graug com duas YaATlavels r-*prrw-:n!-.nrfm b |

el Jue % l:|1'||t!|f_!t_--., 'iLl"} "ﬁilf.li"t”:],-- & 0% tl"f‘l'!.'hﬂ .
:‘i: r[.'..'.l";";.JIJj.
|5 BN [ 5T, Freiver n cogiacans das reloas e passamm
I & 7 0 -'.ll.'_ _I'i.r.'r':l 11 L i:.* i ' 0 \I x 3 Il . N L:. e
. piles } B leremn
!." l;.-”" II. X | ' 'i i 1 I-‘ fj' j ! A ‘J_
f LN R 1™ I f rn'-nfuj 8 f*f-r-i'r.':._.f.--i. 'f-.- :-""-ﬂh.i
B e .lf_!.-l .I'f“.i: J'j,‘. i % ; \ i1 i ﬁ .
¥ . r X ',J ¢ '.‘ t '. 3 -5
f'. LILLLY i J' § e } . A
i LI AN s SUacoes Lemn frisy LI 1 oY
I ¥
(] |
Hi_ -‘.l!- reper o r’qrrruu:.- .r,f.1 vinle iy e ]
4 x T *ril=0D retas paralclas

A equacho ¢

i
-

-.Ii 1f =% i = u
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MATEMATICN ~- 27 cicLo — 32 sfaig f

Iy Escrever a equagio da reta que passa por M, 132) € i
paralela ¢ reta b 2 ——~ 4 p ~ § = 0.

A vquacio das retas que passam por M, & f_*
A= +B(y—N=0 - T

Como A ¢ B 1ém que ser proporcionais a 5 ¢ - 4, leremos o

9 =3 — 4 ly 2)
O

T—4yp~—T7=0

49 — Angulos de uma reta com os eixos m
A equacio da linha rela pode ser escrita:

e s

gy = ar 4+
sendo
a = g a

¢ a o angulo da rela com o semi-eixo Or.
Se a rela for dada pela equacio geral
Ax+ By +C =0

resalvé-la-emos em relacio a g (B 5 0), oblendo: .
A C .
P = ———— - S —— . i
I B
teremos (38):
I il
i E a - ——
H
¢ H ) @ equacio se reduz a
4 “l
_‘.f ¥ f, i} i P B ewn sl
A
v refa ¢ paralela a0 elxo dos g leremaos
X
“ r - ] .Il'\-I
3 s
Fm qualquer easo, o dngulo da rels com o eixo dos g &
X
p R e ey —= n
1




e e . u il el o
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¥ "_ ; .'_.- W --_:.:‘ iy i e ‘.'."'"h*-";.; .. .!| & .,,l-" :
: e . -ﬂ.r_r. .._ e : .:
_... N Fyg _';-!, i ._.%*J_? s
i wATEMARICA o B2 GHELD < 3 M
Exencioios: 1) — Coleular o dngnlo que nmn- q e
100 com o semi-elxa positive dos x. o L
! - B a |.
Esla equugio pode ser enerila g
14 R
I + -
Iy 3
femos, enlao
3n
il lg o | L', B = --*l.
ity — Escrever a equagdo da rela jie passa et

.-'-
¢ jorma com e rixXo iflisa x WM mr—;tdu i fangenle ¢ ——

3

] ] = ixr — #)

32 Sg + 36 =0

50 — Angulos de duas relas. Caleulemos o

relas D j i1 a L e [ i . - I"’ g
“ Sejam g € a, 08
’ [orma o SEmi-€iaoe pos Y
" Py com us retas dadas, e, @ & gl
v 3 dngulos, suplemeniares, o

relg forma com a oulra

£

VA A ligura &4
e f -
. i a, = L ]
]l-',,_.u
!-H-Ill Ra
iy (o al —
| «iga,.18a
tomo (48) Iga ~a ¢ lRa i, leremes: i_

il i o
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:'
Se as retas lorem dadas pelas equaches

D) A1 +Bp+C=9 e D) A, z4B,y+C =&
leremos

A A,
fl = o e P fl' wa = s =
i B,
e a expressio de Ig ¢ licard
A, A
S + —
" B, ] AB, — HJI.
B AR e P . 2
. AA, :hl. + BH
BB,
Naturalmente,
1 =X — 9
Logo
Q, — @ a — @
T = — I - .
1 + aa, 1 -+ 14
"H —— H-’i. Hl‘. oo .‘H‘;
g gy = — .
-H + BB, AA, + HB,

Exencicym: 1) — Calcular os dngilos gue Jormom oo wias
23 + % '.:T‘H'#l-!'j-l—f-'-‘.
- 2' 1" - l l-

5
iF g = - ——t T - — IR e W .,.'!
21 +1t—2) 0 :

Estas duss retan sdo paralelas

I~ Achar us equaghes das relus que passam por l“lm
formam com o rela v = 5 4 4+ 1 dngulos cnja lutrge nle i 0—-} ﬁ

I + oa, 5 s
deles, igual » 5 “_
Se a = 5, teremon: | ‘i &
3 a 5 - 1} A
e ode By BN o om— P
§ 148 - 3 e T
e : W | i . : .II-'; |
R e . S, L & :
. i i 5 i i '.... : ﬂn o i - ‘. " ‘
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¢ a equacao pedida serd

1 :

& . | {x 1 11 ¥ % & §— 30 5
s

S 0 feremos analogamente

i .I-l

L
.- I 1 Ji I ”'

E 1} 1 3 0y + 19 = 8
10

51 Condicido de paralelismo de duas retas,

r s ) [’ serem paralelas, devemos ler

g q 0
| - ] LN . 0 ] 7

A I

A AB J il
A B
A condicao pedida ¢ gue roeficienles angulares

wguals ol que os corficienies das varifyes
ia b 1::."¢ DropEreionals ¥
CrusERYACIO A\ fquacao da reln (e passa por ‘
— ' s rela Az fi1 f i . .

i 1 r) + Rilg g ) ik

A equaciao da rela que passa por M iz, 5) o8
I rl'!

rl|| i} I ]

:} 1_-.l|rr_l F ] J";II i i 'irll Fr;lr "Iw m

) . i e # paralela @ relag 6 x + 4y &4 8 = B
H i 1) 4+ 4 g + Y= 8
I N .
] | . I,_
' T + 4 o = B =
i Escrever a equagdo da rela que passa pele B
i ' i
farFil #la v rEl ! - L F IR
JHEry J e o I
4 i et

.

b &,

s, T

et
i .

g0 — (2 0) e B
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52 - Condigio de perpendicularismo de duas retas. Para
as duas relas D e IV serem pur[urndiru'l:nrrh devemos Ler

g g oA
o que obriga
I
I+ an, - JE R
7
A I
1A Il () : "

I A,

\ ndiciao pedida é pois, (Jue os voelicienies anguiares das
m reciprocos e de sinais conlririos, ou, que a rAazho

ntes de r e y em nma das equacies seja reciproca
conlrarmo da razio dos eoelicientes de r & g na oulra

RY AC AL A equacan ida rela (jue passa por Mix, g}
ndicular 4 reta Ar+ By + C i e
i il Ji i

juacac da rela que passa pod V.l g, & é P"’P’ﬂ‘b‘

.-r I-.lr f‘ 4
|
.lrr IFI i'l i
i§
I Lalenlar a equagao da rele que passa pele
| (3.2} 4 prerpenidicilar o rela 3 x Sy + 4 = B
“yF 5) + 3l ) i
9 2 i u 2l i,

i F .‘rl.-‘”- i r'.l,r,-u”-r ||‘||- .F'-Ff-'] q_l“r IHIIIIJ P‘l-r “‘3-" s i.

4 ]
i iiadFE 4 re iy I r J L
] ]
o .
W 2 ir 1) -F A VR | BN
3
’ i

ool ke b gta B e R Tl e T e R
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100
i

¥ 3
o

63 - DistAncia de um
Y] a uma reta. Calculemos a
cin do ponlo M, (r,.g,) &
Ar+ By 4+C=80, s

* &

. Para islis, lracemos a '
a culanr cde M, 4 reta ¢ cale

. comprimenta  do  segmento
\ perpendiculur compreendido

ma, leremos :

dada

Cl - 1\ 3: ¢ i IH" desla Ili'rprﬂdifﬂhf

A reta que passa por N, ¢
pendicular & reta D tem
cao (H2)

Blr—zx) —Alg—phli=" %
\ inlerseccio desta rela com D ¢ dada pelo sistema
i

Az + By+C = @ i

-

H:-—r;——.-ll’phy,? = 0 ‘

Vamos resolvé-lo lomando a segunda eJuICHo
£ — X, ¥— y| f X&— L, = ‘1'4.' e« &K W #
S 1 = EE——— - {-' ' :.1._._
: fi p—u,~ Bg .“. peIE

1 L

lLevando esles valores de r e Yy na I!'I'jll‘l'l‘il'l M

Alx +Ag) +Bly, +Be) +C = B

Ar 4 .’I!ﬂl L

PRD et et
At 4 B¢
!‘JJFIJ. fule plasr Vernninn
|  of A AI‘ ..i H.y.'-.t_c.
A 4+ B
Ax o
Y i, I s H".'_.T.E. P
TN A
8



MATEMATICA 27 ¢CICLO . 3¢ stmiw il

Lembrando que os valores de r ¢ gy dados pelas ultimas
ienaldades siao as coordenadas de 7 ¢ gque I, € fJ;, 580 4S COMIr-
denadas de M,, leremos, pels [ormula da distancia de dois

ntios 19):
Ar, 4+ By, 4+ C '*._‘
i TIE i . k4
At 4 I§? /
Az, + By, +C \" (Az;+bg, * C)?
B . : o 1 B Lk
A' 4 B2 / At 4+ B2
Ar 4+ By, + C
d it YR Rl

S

- '\J Az _HJ:

indo d em valor absoluto (valor nomérico de am com-
lErTemos
Ar, + By, + C

I S ——

N A+ B¢
expressio procurada. Observaremos que o nume-
, resnltado que obtemos substituindo, neo pnnnrn
d+ equacio da reta, x e y pelas coordenadas do ponto.

B B T T T g W NN & TN T TR W

FICULAR IMSTANCIA DA ORIGEM A mETA A 4+
fiy { (). Bastaré fazermos na Gltima formula z, =
LT eTIOS
| L
el - :
YA+ I
.40 {ulcwlar a diskinctia do ponte M (103} & rele
¥ L)
3.10 4+ 2.3 4 8 i1 i
if o 4
/ 3 4 P v 13 "'"
54 Bissetrizes dos Angulos de duas retas. Calcule-

0% 48 eguacoes  das bisselrizes dos dngulos das relas D)
\r+ By + € bebD)Axz+Bg+C 1]
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MATEMATICA

15 id
44
: Coino a bisselriz de wm angulo & © II"H"
pontes equidistantes dos lados deste angulo, para i #
equacdo bastari escrevermos (ue€ . l'm!“"'d.- do
bissetriz, M(r.y). enlh ‘.-fluir]lﬁl:’lﬂh* lim I"I'J'I!.l "
gue sho as duss velas D e D,. Terdmon el e
sz 4 Bg+C J'IIJ' . H’}ﬁ' n f:'
| S—— At 4 B
:i. \ | g I* s‘ A '
i ol
; Ax + By + L Ax+By+C,
it A » oy
QR AT 4 2
V' \ A® B
I ndo separadamente o sinal + ¢ o sinal —;
s eq s das hissetrize il dloin ;m;.;ufn! formados
Calculor as equagbes das bisselrizes dom
: BT ey iy + 8 =0¢8x + 6y — 200
b 5 T L 3 -;:'".:
i
-|.. } 1' 1.. - i
"'. # 1 Il
HEA DE I'M TRIAGULO EM FUNCRO DAS
(CAMIKDESADAS DOS VERT ILES
{
55 [ Fowrea do Irvbhngualo cujos  veértioes
)1 1 i H { J i I i
Le areorde Cirim G FOIRel rin el bl
¥R ey : 4 vuclidiana, a area do irids
il a6 n-produlo da bas la allurp
S ne: .k

'3
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da reltan B,
i |
|
|

1 P el

(40) :

Hit

i LA

a.*

14,11,

id

R



MATEMATICA — 2.7 C1CLD =~ 3. sémie

¢ Facamos deslizar o |

# no plano dos eixos, sem o deformar.

H que o vértice € vi coincidir com & |
gem das coordenadas e o vértice

A um ponlo de semi-eixo positive
(s vértices do tridngulo na nove
ciio serio;

A.y) By €O

sendo u; > 0.

—oic X

|
I -
() tridngulo nio se deformando com o deslocamenio,

area conserva-se constanlemente igual a S, e, na nova

o,

]
I |
1 y i
. — e i i 1 -
2 | . gy
I 0l i) ]

Lomo obrigamos que y' seja positivo, o sinal de 8
- . -4t : b
se ' [or posilive a drea lambém serd &

e I i"'.t'ri 1.'.

e
fOr negalin > . . el R
galivo, o mesmo aconlecers & drea. Se x [on
K EN ETRY iy i=) 1"1||.— WErCOTr - i a T
4 BC il : E rer o perimetro do tridngulo ne

o &, i’uf[inll.; il
.-\..'.r" “'

L L]

i .1*, i.l"lllu i’rpui! bi | R’ |km' ':

i -

deslocard no sentido positive da -

¥
e i

do plano; se ' (or negati
. 8¢ I 1or negalivo, o0 mdvel se deslocard no tic

- na
ooty

.
Hisima A Ar i

i H o e I.“..I"jltj\.l_ i Llalll‘itl Ul &
s perimetrn do i N mivel pereg

iriangulo no senlid
. do posilive de or ntogdo
qu' ne partiindag do vértiee A lr s lF. ) ll'lil'l' l“ll."ll'llllu.. :
- 1t Wy ——
q*ri-'-.-l.r J W """
| ¢ rlice Bz, y.) e depois o vértice ¢ (r,.p,)
BUIr a0 vérlice A enconlr: | : —
; ionira o vertice 1empre cq
fie T & =
2 genlicda f-""-‘-'-'-”f-', € a Seguir o "H"I"ll‘-r' H A Area ¢
¥ (] # I

EXERCICIONR

l ','HJ' YeEr g Hcas
FYP i I**I’H-If_..-lj il o fl'Ll l]ll!' ir“t Flr] f’“"*‘m
Iil‘ p L l"ﬂl"ﬁl""'ﬂlf “n"iﬂ “H i H = e 1. +
ill- -
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MATEMATICA — 2° c1c1o — 39 sbmg "T 3
. Eserever @ equaciio da reta que tem de coeficlente
rta o eino dos g no ponto de ordenada — 4.
Res.: g== 1 F**
. Calenlar a equagio da reta que corta o eino dos g ﬁ
w crdensda 2 e forma com o semi-eixo positive dos x am o
A = 2 3
pual & Resp. : 'r—lv"""’r
.1 |

Lo

¢ Calcular a equagio da rela que tem para ordensds ns 'lv o
| e f-r'*u com o semi-¢ixo positive dos r um dagule cujs lan-

gente | : an.:.tu-ll-l-l:lh

-

' F.m que ponto a reta ir iy = 28 coria o eixn dos 'T
Resp.: (&, —4).

Facrever a equacdo da reta de declividade 4 ¢ de coeficiente
] Resp.: g=dx—1.
Facrever a equaciao do feixe de retas que tém ordensds na
i gmal & 5 Hesp.: g =ax + 5.
<« ual a equacao do sistema de retas de coeliciente angalar 47
Resp.: g = 4z + b.

a equacan da rela que delermina sibre os cines seg-
tivamente iguais a 3 e 2?7 Resp.: 2r - Jg—6=0.

L normal da origem a nma reta mede 5 ¢ o dngugle que ola

|

werni-tixn posilive dos r é igual a ——. Qual a s
4

 aned —
. Resp.: v 249pvV32-—-10=0
sngulo que forma o semi-elxo posilive dos 2 com wema

sual o ¢ a normal da origem & rets ¢ igual & §. Escrever

r*-.

Resp.: x4 .f'; — 13 =@
2 Fm gue pontos a rela 3r 3~ 15= 0 cortsa os eixos?
Resp.: (&, —3) ¢ (48).
13 dabelecer as equacoes parsméiricas da rela que passa
[t lrm H'I J'} " Hillp -.I'
A :

Reap.: = J o m—m i = 3 § v

V10 Vv 10

It FEslabelecer as equagies paramétricas ¢ & equagho sob a
v simétrica da rela cuja equacho cartesians ¢ I.t + "-v-““

lk'lp.: —
.; "o

- - - - H " Syngga .
o L G n G e = ot o i i k- P TR .
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76 MATEMATICA 22 CICLD == ” .

o )
1-1':‘

15, Calenlar o Angulo que forma o )
com a rela 5a g — 20 = 0 Hesp.: & ‘

113 Caleular as equaches das retss gue e de '

gular 1 e estao a 4 unidades da origem "- i
Resp.: 2 = ¢

17 \nalisar as equacdes das bisselrizes dos Sngpnian

=
oy

15 Laonstrun as refas iy “1 | ‘.' 11" jl"'—-'.} ‘

2 1 . W Ir. U | [ 0 I i

Qual a equacho do feixe de retas rjie  panAans
wm 1) Hesp.: g4+ 4 =0
;.
2 il a cquacan da rela que passa prsr Hil5) e ;
4 "

Resp.: 2 —

¥

o

- - icaa da rels TueE  Ppassa j,'rrll"ﬂ b
- ¥ - .:-.'*I
Hesp.: 25—

| 1 !!--l e | m

3 1can relativa das relas 1 - fg=1we -
_ ¢ Ba 16y = 157 das reles -

jrarabeles:

| ] i -I.I ||'. " '-rl.rl., L "'q = 'E-\. b

J:"-:'. m__'—'

. | |I1-, AN LLE" L.. '.-ql' “
i 1) iF L1 3 .

| to P r 4 N9 P
§ iy Na i Foelus '.llr.]lflu '.' ) :

| Resp.: g =S8
- | -I ] qual = e DEasE n
; i i Hhia Jws E R £ Hfi'll“-* -

Hesp.: p=d

I vl - .
% aralelas rela 3—["'# -

. o g e = | ltl"h[l h+~ :
y . . bl ' ) il i _r‘f.. 1.
“:J | .,- | | [ Jodn | | inlerseccho
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MATEMATICN = 27 oycLn = 3.7 sERE

sl o natureza do quadriliters  determinado pelas relas
i, 3 Oy = U, bx 17 0=0 ¢ 28— 129 4+ 04 =07

[esp.: Paralelogramo

2 erificar se os ires ],rnil!ﬂll'h A(1.,1); Bi4.2) & Ci104) rﬂiﬂ

rel Hesp.: Sem

lecer a equacio da rela que passa por ( 13) & €
L}
rela U o 5 I'.l-\i,l. - i r .
3
nele (Juae forma a rela Ax -'-rlr 12 0 com
i
| i lir -..;r ari '!i s
¥
] l".ll..r l'l'.l !_Irll r "'.. l'1-- 3,1 i |
- _Il.'
Fiesg
! I
i m [] i d: ¥




78 MATEMATICA — 27 cicLo — 88 q

'hf'._ o8

#. Verificar que as medianas do tridnguls e
(1,6}, (5.4) ¢ (1,4) concorrem pum MEsmo Fﬂ

45. Verificar que as alturas do iridngulo eujos
(3.8, {— 3. 2) ¢ (7,3) concorrem Dum Mesmo

5 — A equagiio geral do 2. grau com duas
a circunferéncia de circulo em coordenadas c
mas diversas da equacdo da circunferéncia de
secho de retas e circunferéncias.

56 — Definicio e equacdo natural da

circulo. A CiInCUNFERENCIA DE circvrLo € o lugar ge
pontos de um plano sitm

¥l distincia constanite de wm

i fdo mesmo plano rhamado

'r ™ Para iraduzirmos
f / esta definicio bastari
: |

a distineia de um ponio

da curva ao centro é igual
erquaciao natlural (16) da o

de circulo sera pots

g - R

57 Equacio da circunferéncia de circulo em _
lesianos oriogonals.
{i(r. o v cenlro, H o ralo -
ponto qualgquer da eir-

—

v edquacan natural
BT o la 1ormula da

ey 13 Les 1o 100

Vet

LARES: 1) () cenlruo eslg RO
! ijerencia passa pela origem,



; nrrul-u é
v de I, y ";

e (11) lﬂ“
v o teTIDOS |

I rr;[mrrhuh,
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MATEMATIOAN 20 cicLo — 3¢ séme --..

A e C, iguais, em virlude da igualdade dal_l#-
dem ser também nulos, porque, enlao, a equacao (
do segundo grau. Temos entio as doas condigies

A i
' '] 0 .
3
f Eslas condicioes, independentes das incognitas z, "P

verilicam-se por si mesmas: sao condicoes necessdrias,

Elas sio também suficientes, porque desde que cias
rifiquem, podemos calcular os valores de z, gy, ¢ K. Com
da série de razioes acima, liramos

D
A
E
A
f F Vs
b m2——R MR=x24p?— — =
i A
Lao que as eondicies necessirias ¢
i I'II-.-I i geral |i-- "-"_ill.r“i'u gran Ll | d“ ‘2
Uil circunierenewn de cireulo, sio* 1)
fle e r- ¢ de i erem Igums; 2 — [J L'l.Er
i i | |"|[| | -urmlln'r--nrl.i lh
|-__|' 100 | i
Fi i) f) ." If’ = )
i I ¥ 1, o circulo se reduz ao Ponlo {l
1 | Feeli il IR Firi ll;lltl'f-l'll"l.l llr ri“‘.h Je
Fpomio (x.p
f | 1 i
J / | | ! B '-;IIH hij llllLl l’l'pf
ju represenin gme Circunler Neia de {'Ift"ﬂlﬂ
| i .
| \ coordenadas tlo cenlro . I_]-.._. "
(LR TiTT 0% Cowlicienles ili A

¥ e ¥ forem iguais &

L



= 1), 868
yILeS dl I '.

(InsE nugh. |

;T

| L LN LM

‘+ ‘;,.
Vi :.iﬁ . I' — ' :
erencia de cire

~dernadas do .

Vo e ‘_,_"F:L_..-I.f_
+:*!+f--ﬂr-¢ |

‘uimos enilo; ?,--h, :



_.{L
1} — Caleatar as coordenados do nﬁﬁﬂ
ctunferéncia de circulo %+ g* — 8z — g+

Teremos sucessivamente
g4y - ges M "ﬁ{h

¥ — G 40 + p lﬂ"ﬁﬁﬂ'”—‘“*‘ -‘*r
(r 0N 4 (g -NTal® ' '.'4:

A equagio representa uma circunferémcia de cirenls 1‘
ou o ponlo (3.5)

M E Cialenlar as coardenodas de replre £ 8
ennferéncia de cirenlo i giidr - Gp+ M = &
Terrmaos

*4+4dx+ 97— 6Gp = — 1
T ir 44 ITE hy 3 14 -4+9
(T 212 + ip Il = 1

o i

A equacdo nada represenia ou represenis usae

AR iTNarila

A Formar a equnacdn da circanferéncia de circals
pelos pontos MA(-—1,.2). N.0B 5y # MIE D)
A\ eqquacan ¢ da forma
P+ g+ 2Nz +2Eg +-F = 9§
Faii If::’-r':l T I, % B ih-'.: H H " Hl. . W =
= = e I & ‘F y -I'-’ K " %1 i i |ll|--‘ri': hbﬂlt 3
I+ 4 200 + AF F =0 D - & - F:I -
.;' i ] El--_r } T Ll !*‘F: } F'I- = ﬂ : .-'
3 g j 121) + &} i F fi Il'f]"'hf-—rz-
e sinlema encontraremos
[ . ! 1 ¥ = - 15
vabslituindo na equagéo da circunferéncia en

e L !I’; (] B L -i.-"j 1_:] u

58 Intersecgho de uma rela com uma
de circulo. Para oblermos o interseecan da retas

Ar 4 .”I'f e I i



i ltl‘ ﬂ ti

hastara resols
Llidas serfio as
Triés casos pe

1. Ha dos

Meréncia em w
tancia do centro ¢

Ax tniurfﬂ s30 .: n
~ ponto comum. A distdneia do uﬁy
o la ¢ maior que o raio.

o L rmm-mhiﬂi'
nlerencia 492 G —g—12=0.

br -4y —12=10 '—T'—l}"‘f'f"‘u"""m

— gy — 12 =0
§=0 =—~1ig—8
p T — | z=8
v B * H’{yzﬂ-l .'{ﬁ-—*

I owan os dois pontos de intersecglo.

ot @ inlersecCio da rela Ax +:-'-"-ﬂ=. fom 8 cir-

a 1 iy p i
4z + By ﬂl“:l’l‘flrl 43
74t 25 | y=3

v oo ponto comum da rels com a circunferénciaz a rela &

v cyrcunfleréneia
Calvular & interseccdo ds rela T2 + By = 63 com a cires

i 'f J .-JIJ'.




T S e ST,

MATEMATION — 27 oo — 3% sEnig

U sistema
[ 224+ P2 e=2

g+ =06

nédo tem solucio real: @ refla ndo tem poplo comuin COMT 5 Ty
ferencia :

EXERCICIOS

1 Calcular a equacio da circunfleréncia de cirenlo H
de raio 4 ¢ ¢ langenle 3o eixo dos r na origem A

Hesp.: 22 + g =

2  Calcular a equacido da circunferéncia de circulo de

tangenie aos dois semi-cixos posilivos
Hesp.: 2% + g® — 12r — 129 %
Calcular a equacio da tireunferéncia de circulo g
t ) ¢ tem para centro C(2,3).

Resp.: % + g% — dr — g —

i (alcular a equacido da circanferéncia de circesl
iro cujas extremidades sdo (2, 4) e 11"5'

Resp.: x*+y° - - Iﬁ-i--“

centro de um eireulo tem de abeisaa "i {_alcular .__ ‘

r Cid  COFTEsP) ndente sabendo-se qgoe fh

pontos o -711#1.4-[11 b e 4

1 A - I+ = 'j!" 6r — I'-—-— d ';

B

cary Ja circunferencia circunserits
i 1.6), 13 8) ¢ I8, 3)

Hesp.: 2% + y* — &2 — "-'- !

2 a circunflerencia de circnl ‘

] L

J i Cljes rale ¢ 9
Hesp.: 2 1y - iz — dg=-

¥ ey~ 10g+

il 'y In vcircunferéncia de rlﬂ"*

i T T I i Ly « 1y b i # Daw e

rig s " gd 4 u,;' .y 4 .+..i

¥ Calewlar a equagao da circunferédncia de clrenln ‘--..

niro nG en s r ¢ sl uma coorda cujes rl.lrr

2.2) ¢ IR W) Hesp.: 2% 4 ° ].h..'.. .
14 Caleiila v distancia do |J'-li|u e ”“l"flrfth L

b1 21 12 b e 2 2u + 4 i an ecenlro da ©



NOCOES SOBRE DERIVADAS E PRIMITIVAS;
INTERPRETACOES; APLICAGCOES

Definicho da derivada em um ponio; notaches; de-

finita. Interpretaghio geométrica e cinematica da de-
Diferenca e diferencial; interpretagio geometrica.
rivadas. Derivacéio sucessiva. .

5 E .
Derivada em um ponto. Heja I, Um p 1alque
i I 3 . R I ¥ i
[ I :!.r l r "|" = ; ‘-j_.
I 1‘ I F | f r i - "
I ".!
I .|I | rllr el = ] L
A
<A1 Ll 1 | ‘l i
i i Bnis
1111 il s SNITEL 8
it
i J I.' !l |
||’I

-
-
-

_—
-

11 ":.I




. . i ._r.. . ?a
L) .ﬂ;"_- . | Il':l.#‘.h.:-
; i~ S il
: i RV R
86 MATEMATICN —— 27 ::m-—lf: iy
- Ao e i
; s ke U -

H

"}

Diz-se que f(x) & derivdvel num intervalo (a, b), 4
a cada ponto do mesmo, corresponde um valor deler
de I"(x) (°).

Seja, por exemplo, a fungio ((x) w 2.

Vira:
Ay = flr+Ax)-HE) e (2 4+ AFVV - 1* =
= Jr¥Ar + ArtAr)? 4 (Ax)?
e
A
y - J X+ Jr0x 4+ IME)?

Ar

Portanlu:

A
’ F(2) = i e

Ar—® A7F

A [uncio é derivdpvel em gualguer ponlo, pois que z
ser tomado a vonlade, de — = a4 =.

Av contririo, a fluncao:
I
[ () sm x sen —; [ (0) = D
x

1 1

iy r+Ar) sen ———— — I S0 ——
r+Azx I

deripapvel no ponle &, 0. De Iato:

A\ |
11 L TR\ ] s
[ e—— L I L [es—— | ". r

sae Limile nao eriale, Quando A r — 0, sen —

Ax
defimdamente, enlre | e |

Observemons, no entanlo, que, jrara fase ponto x, - O, 8 r

wr ¢ conlinaa i,

% s

o
&-H

81 Derivada infinita. PPor cxlensdo, diz-se lhl-‘l.

tuncao ¢ derivgoel, quando o limile & infinilo
¥ — ¥
| ) .. juE ata de wm vakew parteular 40 2 & i
i wlakssbs oo 2 F Al Man  gusnde

- ler arigemn a confusfo, poderemsos T ]



F o gque ol
(om Efﬁm*‘“

Ay
‘i,lll_“:. Arx

62 —
.tema carlesiano
I:*-l /] f'[-l']'
s pnn'lﬂ'! Me H: 'l

Cuando  3m

lumlnnﬂ'ﬂll. %
o sabemaos, l-'i ‘




¥l B oL atr L
TR " 'i o1 hh Lo i i
FEEY . : b e T Hath
" i

T

. - ‘_"..

MATEMATICN = 2.7 LD =~ #

ry

i L
‘i

. _-'-' L 4 |‘_f -'-L.
e + g -
Por nmuquénr.lﬂ -

N Dk

im —— = y“_".'. iga o g a

islo &, a derivada da fungio y, - fix), corrés
ponto de sua curva re prurnl‘uhnd, e o sislema

tesianos orlogonais, é 0 coeficiente angular da fa
ponlo.

R s .

63 — Observaglo. Fssa interpretagao grometriea
nos  ponlos de derivada infinila, a cUrva rrprmﬂh‘lhl H
apresenta langente P;Ir...llt].'l a of. pois pars o% TS * __

b T
- &

64 — Interpretacdo cinemética (). ﬂm‘ e L.
many el animado ile :Ir*!--r;uin;ull- oy pmenlo 51"}3

/ (1

lei que o define
Sup nhameos que, No inslante [ |} rﬂprﬂ-rnlt 0

o

o instanie | A, fleremas o espaco [ 4 "afﬂ*;-::
\ [ f (1 4+ AL (1) '

e
i
»

el [ (t+AL)—1(1)

[FF " 1 i .-.!-.a_r-h:-,fa- ,IIFFJJII.I']' CiErn l.|||.|:- II'“'I Fm

lomarmos o himile, para Al - 0, leremos o
| P " q'..
] I 1 " LF ifepil fiirris tmalinnli i l“'f'”!f‘l‘ﬂrrl ol pe

- % 3
LW L E T ;
el dep Fo

. k I_' oy ; | i @ | T E AN ciereal 0wl w -1 ] S
B J g 0 p “ife partia & problesnl B
4 s ’ i ik 1 , e flupda A ‘
. : ' 87T, A Newisn deve-se
4 ra Lilrs dion mllea’ & & hm i- . |
: ) i . Pregada na MNerXnbem J L } -ﬁh!

':.-' .I i i ,- = ' . da grandes phoion Enire i
8 [FLERT r L i e 4 i sl F3 y i
e Laloul nfinitdmimal”, (4 od . Parts ,::inr B¢ llsaions suvr In

QT e o 4
:
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vartanto, a dertpada, do eRpaco em I"-"ul'l'l'l;l'i'u ao lempo, re-
el ] ,".'Irl.!l'FI'i.‘-l'ffrl' nil .F."'."f-”,'],f," fﬂﬂ'idl"ﬂ'ldﬂ,

MPLO “No moevimento definido pela lei = a 4 bl 4 e,
 velocidade em um dodo instante” .
i '.'1

| == g4 bl 4+ ch

CIPaco :H‘I'l‘ul'l".llln; . o Ir]nip“ e o D, I"I'H'f"‘ll'l'llﬂ gjq_h-

1’

T tiinEs

! Ol44Al)4c (14+A1)3 ] bt -— cfs

Al
b4+ 2cl 4+ c Al
A
Al
r = Iim . =" b+ 281
\i—t)  Ad
65 Diferencial de uma funcéo. Hepresentando por dy
funcio y f (r). lem-se por definigio:
diy I"tr) Ax (4)
niretanto, o caso particular da fungao § = =
\ x, Vira
Y
i il 0
- ¥ 4
A
lim R 1

AF s B A F

detivads dessa funclio é sempre a unidade.
il oI ‘I!', L 311 ) ljifrrrlll‘irﬂ S'TH

ir - ¥

porianio, em (4), o acréscimo Ax, pela di-
Vird para expressio da diferencial

I:_."_.I'-.

fr dn varidvel.

frunedo g fix):
dy = iz) dz (™) (&)

Casely (18432, A
nmestts simples Ss diferencial & davida »
1o leibnta (16884), somplass & mataflsteon, foi ponta § "RArges




""" il "':"l'.i.

6 MATEMATICA 2° cicro - 3° sty

T

de onde f—";i._

el :

J " (1) 5

dr

e

A expressio (1) mostra que o cdleulo das _
reduz-se ao rufr‘r.r.fn ifas v rivedns .--
668 - Interpretacdo geométrica. Consideremon |

curva de equacio y ~ [ (r), dois pontos M ¢ N de ;
. 5 .‘.'
peclivamente, r ¢ r 4+ A r ¢ imaginemos iracadas 8§
=FY ri'
¢ a langenle T.

*r‘

"I
[ -
ar

y W R o
Jtl i & &
¥ i i1 |
fil i ¥ i 3 :
i3 T 1r
U diferencial dy constitol o ACTESCILaMY
Ll | : . [ Tl ] '-|.lI i
Es o -*
L
67 — Observaglo. 1 .4 cen

Fifereprial, come s T 4 &, rn
PR diferenca Ay. Mas, quande
| E N inl, enldo. o haimar -« 8
U inslantiines da fungbo

¢ determinada 1al

i sl @ [ |
milra tendem Parg ier epe
i F @ T i.’i'..lrrr':.lhj." 3 :

- A



n efeilo, em 'l’ln !

-

» substituicio de
L& Y ilﬂinm

geral: dela
nldneo, qoe

1 raordinaria
tfica a Impo
+ da mater

# FYETnan, fie
rﬂ.nf-l'm L .
wara ime '-‘- id *




&
3

w2 WATE M AT o 20 o — B8

Iésle muwlo, s ' 2 Liw derivivel Sem
mas outra Tuncas, dela derimvada, 2 Jue €
e pegincdag wrdem da {wneso fix), s W F =

My
{5t
.IJrJ' !
"f irs | f ol =1 e fons., 90 !‘!Mi-h*
d‘g
ilFili il r F l* Sl T s | & o o '!' . i | d:- —
- | ¥ i ! i " i - i 7

2 Regras de derivacho; derivada de sma ,‘

de uma funcéo de funcso; de Tungbes INYErsag
produto ¢ do quociente de funcdes. Aplicacke &

funghes elementares,

68 Regra geral. A relacio (2) traduz, |
e g raleuls; das funfr-t'
' pprocedensss.,
' ranr
70 Derivada de uma constante. Por ezt
- , - y ¢ sendo ¢ uma oo

i..l
Ll |

lerivadu de wma constante ¢ nule

Derivada de uma l’unq',h de funghe.
(o { () o f P R | {'} v t Tha
- gy

£l t I il -
3 u y ! Jf L ii -l.'_ 1 A '
A i I_l Fi : 5 1 'r 3_ I
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Admitindo que existam os Hionles dessas rasdes iRcremen-
rert s, fereios;
Ay Ay An 5w A f

1 - Tim . lim i T 4
P AT Ar—+ 9 An Ar-2® Ap Ao —=® A - L ¥

finalmente;

y' = [ (a) T i») r Hris
72 Relacio entre as derivadas de funches inversls.
5

] { (x
\ g |
() .

- 1

\




o -
R L
T
R

"‘ “\Tf'ﬂi?""i " 2--. CHICRE 1. 5 .1i.

Por consequincia a fonnula acims nos dae

# I I
u ....—-—j-":‘-l—-l-T-
Ju 3 ‘\’ re
(omo vemos. ¢ de grande uatilidade esss
ﬁulr;i}rﬁ INVersas

£

73 - Derivada de uma soma de Tuncbes.

' g ~ P F,
.".i.

a4 soma alicbrica de duas funcies de r. Ao aenl
dado a r, corresponderao os acréscimos A g pars =,

& i -.1-.E[;.._'-':‘-.”r,-“',l \ ¥ EJ,: y 07 I‘.:r’tl‘j”fﬂ_‘

f

o \ Yy inm=-5Sn <+ v +Ap
A O ‘g 4+ A
a7y
I‘- IJ |I L} t
Tr s B L T
[ N L
\ g L it Ar
_ Tit - I - 2
Lr—® ATy BF —a W K 3 AF s ® AT :
portanto o exislencia das derivadan
i i Iy e f ! i In % .
|
.’.nlr fn 4+ p
B
i esiera ser, imedipglamente,
i (jure FRRNINETD ih!'" lll
i- L I
i i I e
i iF T | el [ sITin l?lliil.l

— — R R T i e



74 —
Lnilogamente:

10 onde conclui 1
pe qnidente:

vi-ae, enldo,
‘e n fungbes e, P
ll!trﬂ"‘“ m

E
rases

lf“‘ pa— L’.
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76 — Observacho. Quando livermos:

] ¢
sendo ¢ uma conslante, a Gllima férmula dara
: te (70): i
:
:rJ.i f t,‘

77 - Derivada logaritmica de um produto de
Multiplicando e dividindo o segundo membro de { ) |
1sto ¢, por ue vira: ;

”r {';L PR .
\ u H J
£ L ir 'T1
E !
| o u’ 1 '|
| - =l ———— =1
| i} I I3 | i
pressio que define a derivada logarilmica da funclang
78 Derivada de um quociente de fTuncdes. Seja
u %
] o
'.-
{ | ICrescimos que l--.n.--.jmudrm 0
e & y ¥ =l
u-+Aaun
/] A U
[} == N\ D
. i+ Au u
' U
i i i
P Al i1 Ap
'l.. r}
I P Ap
A i AD
. ! L
v L 3 \ L
'||. ') r i l._"'
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Passando aos hmiles, obteremos

s /) y i
r  Hm u Iy
"',,rlr A F e @ A p s B Ay
lim
AR s @ I 3
sto g L1m D Ap i

\dotando entido a nolacio de Lagrange, como lemos €6

finalmente ’
| e i
| U’
)
79 — Funcdes elementares. Denire as funcles slemenis-
| palénci 211 I as Ingonometiricas
E i - | W T Lad o :
r T 1 il " i‘t .11- I
| e .
B0 Derivada da fun¢do poténcia. | omemos
F| i Nt r L ; ¥
ila 15
¥ % 1 i
[ d rrar f 1.. |r
il i
il ".I ‘iu-
g
¥ - |




08 MATEMATIC

A — 22 cicro — 35 shmE =

e, linalmenle:

At m(m-1) Am -

Aj ! ik PSS
1': = [N “"l II.’I - 2! h
"'1."" i i@ _I_. _#-Ei- ﬁuri
Ax

Por consequéncia, p:iﬁ:mrlu ao limite, para Az

| i = m =iy I

E elaro qur neste caso, como nos demais que s
existéncia da derivada ficari subordinada & ctisténeia da

cao no ponto considerado.

81 — Derivada de um polindmio. E uma eg
imediata das {ormulas (6) e (B).
Tomando-se, por exemplo:

Bantn Fogpt it e by P T Tﬂ-—II*-.- .

' =ma r'4+(m-1)a 2 4+(m - 2) .::11:"'—"1-...“

EAEMPLD Calcalar a deriveda do polindmie:
P(z) m St —Tx*—8z 41"
. - ]""Jl'l:_"lr" l.l['-"
82 — Derivada da funglio raiz. Supondo:
L]

i N u |

rr.:":l‘.lr].
- gy
"J III _,' fl'_,_f]r. .:Iljllrf' mj_
U - ny~=: y'
I :.J |
n_!
V ® conialits

np~*



da langenle, RO
Ura:

Portanto:

EXEMPLO 1} — Calenle

Teremos: ———

dr

1T tlg—1 = —

- |
o
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MATEMATICA — 2.° cicLo — 3.* simp
ae onde:
An
Ay P s .
- coslll + — |3 B
ﬁ.l." 2 ) -1" x
A
An
SN - 9 - i
Mas j& vimos que lim —— — « 1 (38, Exercicle
‘1
- - p— i q. “I_
2 2
Portanto:
]‘H' = COS U I
|
b) g coOs 1
f =
g 1Lrn B ”.j
2 J
‘: I-r-:' ) e TEFs
J cos | N — "y
2
W ¢N I N .l
e e
f L g u
1 11
f_ll' iy Tll i - .I i
s
COM N +sen®* n
f i’
i L= K
isto é;
u
i s
cos' n







L

e e e A i e

i o I, o

192 MATEMATICA -~ 27 CiCLe -~ 3.* sdsip

isto é:

o
- A [

W = — cosec u colg uw

el

EAERCICIO IV — Calewlar a derivada da funglo:  *

¢ = COlf qcosecd ¢ 4 :ﬂt'r;t.a‘,'

Yird
d g [ d d
—ee = L‘n_..‘tg e | : CiLier LS CUMLE y 4 rf,u—:i‘ L i
|:1 3 "l,I il i -!'I‘
— 'H_'d_-': . |‘1||E' F COMC* g ['H..-I""l'; ---:fl’*:"'-
W — : COSEC-g ¢ -*,_:- F - ] i | “.fl"i . = 2 Copert § ===

d g

- i —— ] f'tl‘“ﬂ‘ i‘.
dw

84 — Calculo das difersncials. Conforme j4 vimos

at diferenciais se deduzem, imediatamente, das derivadas.
vaiecem. pols, todas as regras antes estabelecidas, bast
zer uma observacio quanto 4 funcdo de funcdo.
Iy flu)
il - jrox h]jr-f.-!"nt_‘, rHill_.q‘lH de r A FY vimos “
caso (79):

y’ "(u) o

-":JJJF‘!."r I'“r‘

dy = y'da ') adr
por oulro lado, du ude: portanio:

'ltl'jl' ') lf“

mostrando que a definicho da
variavel u seja dependente

-ilfrlru:nl ¢ 4 mesma

LEL ¥ :r:

torna exbr; wrdinasiamente M

da diferencial, em iniimeras juesties em (que inlervém
de derivada. F. mais uma v inta

HEM & ser sorescentads &
antes menciondmos (@7

Essa propriedade

'\" Il'




B
s
EXERCICIO
e e
quando o rait 9
Temos;

. por wmu;uilﬂ; h
T

I.i"
L v 'l‘_.l' 1"

- l-_ M

() arréscimo

crencial, srlan! i
P :I #Pj..!-\.. g

1 i .:-:_.‘3-

correspondente a
w constanle a
. para _os

'rando que, pars l

a ACIITIA Mm b
VL lornamese exlrm

P

B gl

'l¢l"'|-'

.I-' i

e 1

CXERCICIO 1 3--3 '
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85 — IMIWMTM

exeniplo:

_F -
iV I
teremos : P“'=3 e g =P ;
E, de um modo geral, para g = 2%, g™ w= m! ¢ gi™+1) -

"t'r

: | o
Anilogamente para §y = ——, feremos sucessivamentes
x .
P A 2.
TR WOELSL
xX= r It o
n!

e, por consequéncia: p™ = (— 1)

L4

rﬁi

Derivando-se essa expressio, verifica-se logo que a
¢ geral. ou melhor, que a funcio ¢ indefinidamente de

86 — Diferenciais sucessivas. Na expressio:
dy = I (x) dx

vEé-se que dy ¢ funcio de r ¢ de dr. Admitamos, entret:
que dx, embora varidvel, seja 0 mesmo para todos os

Ge z considerados; representari, entio, com referéncia a
papel de uma verdadeira constanfe. ;

Dessa forma, de acdrdo eom a definiclo jh visla (@8),

Femons ;
d (dg) = [ (2) d» V" dz

representando dr uma constante -

| Fix) dz ) = 1™(2) d2

}‘lfl L

I Portanto

F @y = 1" (x) (de)s
, oW, eomno ¢ habitual

} Ty = "(z) doo &
.h De um modo geral, teremos 4 diferencial de ordem II

“ s

g « (0 (2) due
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MATEMATION — D7 cicLn - 37 sleip
he justifics o notagie de Leibniz para a derivade de ordem a,
pois, dal Liramaos:

il ]

— - [ (x
dr= ’

87 — Observagho. Se livermos uma fungho de funglo,

dy = (" (n) da

cendo du constante:

Fy = d [ (n) du o ["(u) du® + I (n) &%

fferenciacao sucessiva conduziria, agora, 8 UWme L pres
L
nomial

L il
ALY —

“Caonhecida a lel que define am movimenis
er determinar a ocelerogdo ¢m R dade instanis”™ .

yor mp LS -
|}

=1 ()

valo de em

po A I, @ aceleragiv média Tl dada peid
av
Al

nstante dado, vird entdo;

[ AP
e
Y Ble—wt Al

dv
bt
I L
(2% uma VEL QUE P B = leremdd;
. d't
dré




Ty

¢ reciprocamente®

[ g i " s il .
[ MATEMATICA - 2.° C1CLD 3.

3 3
" Ao
::1. o

T
z x.i,..l:f;

i

3 — Aplicagio da teoria das derivadas a0 .
riacho de uma funcéio. Fungles crescentes o f
centes; maximos e minimos relativos; in
trica.

ok

88 — Funcles crescentes e decrescenies; i
minimos relativos; interpretagio geométrica. Dada o
¢io f (z), definida em um intervalo (a, b), considens
pontos, r; e I, désse inlervalo,

Se tivermos, para todos os pares possiveis de

tinfos escolhidos:

{ (. ) —f[ (1)

—— > 0, diremos que, em (& BB
r —T. i

e, ou, melhor, que f (r) ¢ x variam neo
[ ‘x,) —1(z,)

=i < 0, diremes que, em (&

rp— 5
o i

u, melhor, que {(x) o z varimm

rm particular, o mmal de:
f rt.nl' — f hl]'

¥ 3 .1 .
BN

) Yalores vizinhos de 1 definirs. de n lﬂ*.
T I T I.I'\- £l '-i'l “FFi I . ‘. It‘Hl". ‘ R
i decrescenle no ponto «,, .

i
89 Teorema,

Em um ponto tn:

f i E IF T .-‘I.I'f i1 -lr 1. ¥ rm q" ' _ _I.
o ' ] F | 1 .;;: :I.

oA funcao serd erescenles i

. ] o

B £ ) - '.II o

.r“ r“i !‘t 'jl"l ri’ r‘l 'fl“-.r ." n'l' g
e} ' ’ ¥
I.H'!- "-l"-T'J 'l'.l’"_

fu_m -[l'f].
;l[al

P o ] ]



{ ¢S, na -
com 0 de F(II)“ .

AT edpm _.

rAERCICIO —

Derivando

V=

"l Ctr, "
" ren == N,
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para qualquer valor positive de h, tao pequeno
SETMOS .

Ao contririo, a 1‘nr|¢|jrl':iu'
f(z =) S I'f;r:r_}
defline um minimo de { (#)

Em resumo, dizer que, em r, a lungio passa por g
ximo é afirmar que { (r,) supera os valores que f &
na "ll..i"".lﬂh;llh".'l de 2 Ao contririo, se os valores “’
perarem [ (r,), a funcio passari por um minimo

O valor mdximo ou minima da fnnmf:r recebe, Iﬂ
den: Minacsas de exlremo (° -

91 — Cdlculo dos méximos ¢ minimos. Suponde g

- 4 ‘URga0 passe por um miximo, tiraremos de (RIS
1 'x,—h) —1(z [ (x,+h) —1(xz) i
——— > 0o —e T <
— -J'.' fil II.
E s admitirmo que, nesse ponto, a derivads ¢ ¢
nada ¢ dnica, vira: ;:
.~ h) —1(2 ((x, + h) - ()
i ——— § | R— e
W — h LJ— h
W - a - ;
las o » Fazoes incrementais, (uando h tende
mantem sinais opostos, portanto, o Hinite tomum s
RET | 1, I8 : i
I"(x) t)

| Alem do mals ¥e-se, em (10), que a r;lqlll'l‘*
Fivada sers Psitiva 1 if.ﬂf'r;-"fi' neyg I'“'I-J., i'!-lﬂ ". '
nesse ponto, de crescent, | .«I-'rn'u'*fn'#

by * B r., o rFII-‘.i-d Py

5 - POr um minime,
T, ) l.i. Mas a derivada jrassard de I'H'ﬂl"“ a .
melhor, f(x) de decrescents tornar-se-é rruﬂllt:‘
£*) Com ve, tale dellink

v delereiancee & sdosnes



( lhlﬁﬁlm

F.nnnn e
”hl"i It"l' Enl‘o

e
ot

I'ara um m '{
(hegamos, I g .

. !|||-.| -lhi'! ﬂf ?I
v delerminam
h) sendo, por &%
. mesma corresponds
 no caso conlre :
calcalam-se, : -’ !

&

=

1

92 — In
htu:lua é im

Tl o1 mmlnlﬂ, l

la. 1sto &, a lange
:v;-rﬁcnt&hﬂ
iralela a ox.
Tios agora o
derivada de unda

galiva, nas nhar e
momarimo, e . -

.Jﬂl‘di d" um

i il
- )
o

¥

NeEmmdss Uwm arco
nflexso, H l’r
-‘f

F 1.1 arm I‘, 1". H &" -
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aos ponlos assinalados, na ordem em que ﬂ
mos (82): I'(x,) = tg a,: I"(x,) = 1g as; r{m = 1g ¢
= lga,; I'(x,) = 1ga, e, portanto: '

Fz,) > riz) > riz) > Flz) > f"’

A funcgio '(z) ¢, pois, decrescenle entre .’,
num e noutro ponfo de inflexdo, muda de sentido a ¥ g
a e portanto de {"(r). Altera-se, entio o sinal ‘
mesmo tempo que a concavidade da curva muds de sen

A conclusio ¢ imediata: a derivada segunda
racleriza a concavidade w:Hrrrh: para baixe. Ao
sitiva, define a concavidade vollada para cima. "

Nos pontos de inflexdo a concavidade mm
do, mudara também o sinal dessa derivada de seem

EXEMPLO I — Calcalar os extremos relativos da
f(zi= 42° —32* —Br + 6
Derivando e igualando a zero, vird a equagcao

2rf —zx—1 =8

Fiz) = 24— 6 = 6{4x—1)

sos 1" (x 15 i 0)el(z) =18 (> O
r G nlo 2, ¢ um minimo po ponto ;.

r
1 .
'

Fara calculs-k , Daslara E-JJ-,!;H;II_ it f[;h_ 0%
f" 4 1 F ‘_Ig ]
----- ‘. -
' , _ J1
i IE-J'J'_',-- = | = - ,llr:'r_r;r'r.l L] rf_r } _1__ {
r r_.f' J‘ Frxd Kl I

EAEMFPLO 1 Determinar oa extremos da funpdo:

r? ar 4+ 1

-
-
b

: i :J.f f
|
lgualandea » rera a deri 14§

leremos (99, I‘.!trﬂrh}!'
:_; : :ur l“.f % li
. I L I . — ‘-j
] F o ar + i3




(s valores "l

mnlar @ denomin
oaleremos del
Jeses  ponlos, o
em. Bastard veril
-2 ordem.,
iira, conforme
juerda de X, @
le, um mlmm.
rda ¢ negativa @ @
lculando i:.m
|l ‘l I

FYEMPLO HI — 5
le dois nm_.-_
» r um dos .

fraciondria que

rantlo: I’ e

L4

\ derivada de

e consequénein, pars
r:r:r:mn. fr m ' “'1, .
(e extremon

5 (minimo) .
e sUPUser oS “
Nio haverd r.ﬂrtmi
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r.\ll % -.. I'.. .

gt
O estudo da wariacio de uma fancio resume-se na ¢
¢4o de seu dominio de existéncia, pontos de descom
exiremos relativos ¢ walores nos pontos im F
variacio de sinal da derivada di as imprescindive ind
sdbre o crescimento e o decrescimento da funcio. O
ma (*°) permite estabelecer a continuidade entre «
resultados obtidos; ¢ um precioso auxiliar. &
A marcha geral poderi ser assim diseriminada:

e o

i a}  determinam-se: o dominio de ezisténcia da 'an
os pontos de descontinuidade -
b) estuda-se a pariacao de sinal da derivada, pes u
do-se os pontos em que se annla (extremos da fume )
culam-se os méarimos e minimos: 3
ﬁ ¢} determinam-se os valores da funcio nos pontos i
E prias, islo ¢ og ralores limites parg > X o, :
i

,'rr' rima-3¢ om f{ﬂf?'j.l"-"} _ll"’ffrqf dﬁl rr:u}h-ﬂﬂ' e Ir
diagrama que relaciona ¢sses resulindos e =

EAENPLO | — Estandar o variacds da una¢do :
f LT » T h' -I.I: +l

5 '._ -r-.p::.‘.-' 1 tll_ ;-__-I_.- ' - I - 8 1; ﬂ
fevroaotinagidades

o j; 'f‘" w-.c.!.r

I (2 R ir mw Ar(x®—1)

anula-se para z i, = A I ¢ verifica-se i
e

1) Fiz) < & pars ; ’ IS &

2 i r = ¥, para | < &2 b .f'll‘f

3) Fiz) <« 0 pars J r < 1} .2 B4

‘I :' ' I ‘' @ B I F ‘:" = W o 'l:i

E claro ents *,- . I

, Curt asponde um Hllinn, 'u}
i e, B .:r;, nutw_ uen ,_.

4 F., um marime, [ iz

fix ) i
ie .i-',‘_ i e e & iali.m p ) ,
j #E For o Fau ~ P o .!rll‘lﬁﬁ*ﬁtﬂ - '-
Eereis " : I ' TS & represawiaghe g
'l'-ﬂi ‘-.‘ " ¥ i .i. &

refer " A fusides sopliniign.




i

i Para r =» £ o,

di Teremos, l“hl. '

A I ﬂl',,‘iﬂ s deixa *
snula o lﬂm en
spresenta (37).

lerivada :
I (x) m

Ja YOS m
ln{#l lpm“

) "" % e
{manto an H.m ﬂ'i -
1) Fix) < B, Pll'l#

iz} > 6 P-‘#

3 Fiz) < BB
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Para &, = 2 0 a, = 3, a derivada também &
¢) Para ws 2w, vird lim [ (2) =1 (38);
4O guadre geral serd entdo:

o !*.* i-m'nrml:}l‘f_'::_ .

‘hnlﬂ- i i ;h-.li;nu'nll' ila .rllil"l'{,'i-lﬂ ‘.}:
7

i A e e - "'"-'l-"?"'l ._I"II
J i
! . -
F i i ~ LY i
= r i [ —
X f_,- S g

Exercicios propostos

1. Estudar s derivada da funglo y = sen / z, no
dy cos J/ x

Nesp lem-dg - S ——
iy 3 v’l X%
r.l'” i A o,
f ) » ~+ Tomando o paler
i x ] L
dy
{ s 2% M,
dr

el [T TH ey n— ramn 4 usual @ -
Mnal 8 & deeresee, pog ‘- Mw Uvlesemios em vieta o frmge h‘

praseilglivie da Finols daveriam 2T mareados o [ Y




indicar &
(2 delerm

HH]J.. 0 moy

f'r -monsirar “

e
Hr!]:hl
seja x,
cular as de
a4+
aq-—X
ar + b

: = i),

sleuler a8

upondeo | lu*
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e :
i p Jtes -

% {=+H- ’ i {t .
Ty h
nn py = \{uwﬁ.”er

Resp.: i = h*’*

3V lart 4 1
IV) p = D4z 3 ;
Hesp,: i = I#-}-
L 142 \*

V) p = ( ' ) Hesp.: y =
| —2 1=
9. Calcular os valores das derivadas das lm

para r = | -

I) p = "l"':'

1) F = x* J_:_:-_I

) g = (32— 1) (3r 4 4) ;
18. Cailcular a expressio ds derivada de ordets n das

oy
) g=osenzx; Hesp.: g% = gen (' + -

I p

!l
]

0—1 4
» + 3 : Resp.: du =
11. Diferenciar ss funcdes

) k= (30 —2) V(g "ﬁT=

Resp.: dk = 1500 1
I 1= V& Resp.: d) = e 08
12. Calewylar » derivady .

I) = =

logaritmica de Iungdo
v .
v e
v Tr4a
?" No movimento eujs fof ¢ delinida pela f“

_Tﬂ—r+l determinar 5 ﬁfnﬂdﬂ..g

Y s
instante { = Keap. ; LI T 1
e

V= (xbaltlas by, Neap. :

o e s W
N, o T T LS S I R . T R il 25



N p rublema “
dttﬂ"lilﬂ'

-rscimo rfrﬂa__ A @

T, Calcular a
R

-r.'- B .

Resp.: P m
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= .ll 4

2. Calcular os extremos relativos da funeho 2

- Lrunll:ng-,.,ﬂfi:t-uu‘}?. :

o+ &k .. 4 (Ridl
Resp.: g = | ~ _,
mn Bl

h+d+... 4 +1(1— ﬂ':'ﬂf L e + ﬁ""': *II;_J_:
PRI -

n
correspondente 4 abeissy

L i

ﬂl+ﬂ|"+ o od +ﬁ
F EE e

n g
23, Determinar os exiremos relatlivos da funcdo gy = s

+ blr — 15
Resp.: Nos pontos de abeissas —2 ¢ 1
Uvamente, os mdrimos — 31 ¢ 23; nos pos bes
cissas — 1 e 2, apresenta, respecti nle, a
mos — 53 e 1. '
Estudar, quanto aos extremos relativos, a fungdo g =

Resp.: Nem miximeo,
25. Estudar a variacio das f ungies

24

X -1
Iy fiz) = ———
xr+1
; dr*—Kr 4+ 9
il BLEY) B ———— .
I = 1
127 — x4 10
). 900 @ et T
rT . Ar

L.! e Pl o W el X
Ml O |+ *ocl 4| O
fixf 1 | jtoo L 1

"ﬁl




M i‘r!'llj:

i — Fungbes mitl
*.,=1__]i'ﬂ[;i'u¢ ' i M;Mi'

g
4
! !

&

o
‘Th &
]
ol
5

} — Fungbes § {
-eqracio. Consie
ve, ¢ @ drrlmdl
1mii prlmfﬂ"
camente, hé onl

o. 6% é a der

.F"i:'_

ammf

modo geral, ‘-;:"' ur
e -

er uma delas ﬁ .
Fnt.‘ﬂ. qu .I ; .em

um siboliy 4. s
o de cdlcalo da |

s funcao derim

30 8 esta, o fun
n:np!nmh;,

legracio, E.

e,

de lermes, l‘
ob esla lﬂ'ﬂ,

75— Primitivas
”J-'rr'nt*m;do {'}*
onto de vista h
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Enquanto que, na diferenciagio, hi regras fix
gerais, na inlegragdo, os principais recursos re
ueularidades ¢ artificios,

Partindo da teoria da derivagio, estal
maior niimero possivel de primilivas que, por
chamadas primilivas imedialas (*) e, #s g :
entio, reduzir qualquer tipo encontrado, através e
gue. em geral, aplicam-se, apenas, a4 um ndmero _
restrite de exemplos, ,..

Damos, a seguir, os lipos mais simples,
de infegral indefinida:

I. jadr = ar 4+ ¢

ot e
2. fadr = £ e
m 41
dr Ll
] — wm Y X 4 €
2V =z
i f senxdr = — ¢cO8 I 4+ €
f cos xdr = sen r 4+ ¢
6. § sec’rdr igx 4+ ¢
i. J comec'zdr = — colg  + ¢

8. fesczigrdr = sec x4+ ¢

¥. feosec x eolg 2dr = — cosee 2 + &

Seja, por exemplo | #dr, Temos, pela ¢

f 2%dx = ;:— + ¢

Ainda, como exemplo, poderiamos ese

e o

§f sen’sr cos 7z dr = § sen*z disen z)

e gy .

o

(%) Andiogsmeuts, s Ay ma teils prois i odintas

e

il i 1 = i o B r.l'u...-



dard a F(x) + .

=, FI'.:.:V" .
i'..':hl'.llﬂ a3 |

>
5 i ity

-



'! |

Pikvjan H-i il b g Vs
F ra denire ds = - -

12 MATEMATICA ~— 2 cacad _
Exzncicio | — Calcular [ (8* — sem J‘--

Yem:

f(x? —sen x) dr = | a¥de — | __.

A B
jl—5en 2)dz = e 4 o x + £

Exencicio 11 — Calcular ’

VvV 2r+1 l
Temos :

:‘ dr I‘ 3dz

Vair41i J iz 41 /I

Esta altima é imediata. vislo como se redus 0

V & + ¢. Finalmente, vem entio:

d
/‘ vi =y"E+I+I‘
. ir 4+ 1

Exvmncicio Il — Calcular ftg*rdz. Ors, come
g%z = secliy — |

Purtanto - !
[g2dz = [ (see?s — Ndr = [ secipdy — § : *

s gy —x 4 € .

Exencicio IV — Calcular [ 32(1 4+ z)0d2

[lewenvalvendn, vem:

(3201 4 2)%de = f (320 4 G2 4 Ariee =
= + 2 4+ -—-—-—H +‘ "

4 2 2 t"L.

w5 *

il de integracie ;-;:'
1 f."

% 5
.-|L |::.‘._:_.

1%} Para comedl



a

gactcwo ¥ — G8

rodneindo @ fa

umes; ulﬂnﬁlﬂ

funcao f(x) e
. tracada a

:':: ediario e Gh'
a area Aﬂal".

Y=In o m. #..,

ima fungio de Z,
funhtCtdl

*f.-, emn M, um A
rnile & Grel ﬂ*

f'(zx) Az < ﬂ

'ix) {

:I. -|.‘f:‘

-r 3 3

i g

4 ey r | .:I_
E

i &

':if' _i.'

L ¥
,“__:._
‘%
i“;’

=

gl

s K

- k

-

Ty
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€, portanto:

AS R
im . -ty
Ari) Ar .

pois, Axr e Ay tendems juntos para zero, -
e a derivada da drea 8, que é uma funcio de

2 derivada de 1(2), § ¢ {(2) o poderio diferir
tante, isto é (94): T

8 = [(x) 4+ ¢ o

1|Il"i"" ';il_'-!'u

i f]l.I-F I“ll,:ll'lill'l- -l"l'll'ﬂilﬂdl".l a ifﬂ ’ 3 I.
pont e IMma@narmion ] rninridim!n corm ﬁ, oy, -
9, deveremos ter $ = 0, Portanto: |

f_:_,” b £ ()

" |
L]
ke

3 ' O valor da constante:
C = — f(g)
g rmmuls torna. eniio, &m:
< iz — f'rﬁ'}
;',.- -

g =
s, @ ras

: - AEOTa, a area l"".!lill l'!l.'“ﬂ“.t‘dl.
” 2 P g Jit Tia rel ||_'_|r_, !"-II'!I!.'!I" h1 j.‘tﬂ ‘:

S
$ = ((B) — ((a) -
Fawgy, *wsim, da integral indefinida fiz) + -':r
LTt s mde o d " . - , ™
sentando nalmente a frea S, & relacdo f(a) — £

|. \BA' Y perleitamente I.IE'l'l'ﬂII

SHRN N TR ,-4].- iy, 0

it : nome e fnlf"d'
i W wm oo gernl -

J* I'ix) dae D) s flﬂj : “"ld.r-
B - R ) !'.
& | > - i f 4Il:|1-- FETTH ”!.“t‘f}'flf.f n‘fl‘flﬂidﬂ M n.-'
e Iblerpretada  comy Fepresentaliva de Uma  Area de
I ; b |
frfiies g HJ]:T‘; ! :s.l'.n".l' iﬂ':um
b iy L # FEFijre |
i . f il f | J',fl'.h Jf.l.'_pi'r'l‘-; lr“.‘t"\.
) i il g & 4+ g
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representa a expressiio
uindo, agora, os Iimilf' le 2. Vem:

()= [#], =0y

f132%sr = 7

jue representa a grea Hmilads pela eurva:

g = 3x%
ndid:

v enire a mesma, o eixo das abeissas ¢ as orde-
ntos de abeissas, respectivamente, 1 ¢ 2.

T

: ‘ 4 dz
| — Calcular a integral definida
-8 v"l.r-r 1
i ViIoes
dr .
f ———————— = J2x+ 1 4 C
d vV 2r + 1

LT e ——

— — A | '|.l-" .:":_.r""' I-.l
Lo i

— W+ =

) ': I =4
= 3 — 1 = 2
|
N
(alcular a integral defimida f wr dx.
ol |
ol | e ;
figfrdr = Iy —~ Z + €
i sflanlo, gue
; 1 :
a f !
tglr dx 182 X | o = | PR —~T i
: 4 |
‘ n x ] n
T . R o — i —
i i § 4
0 A5R4
gtk & = D246, ..




: -,.Hh- :, e

Exencicio 111 — Calcular a integral definida

.
l -
[ sem 2r dx .
i & i
Temaos : 1 i
ol l I- L L
jsen 2r dxr = —— fsen 2r 2ds = —~ [sen 2¢ d(2z)
4 2 2
r 3
& 1 1 il
. = ——fd(—cos 2x) = o v cm I+ & A7
2 2 g
E dai:
™ ‘r 1 ! f 1 I &
/] sem 2rdr = |— cos el *— | — — cn B
L - . k 2 JI -l ’ 2 .- -
1 x i 1 E 3
= I X — — | el ‘
2 2 2 f |
1 1 b
e — 0 X 4 — cog 0 = '
2 2 .
: ) i
= — - X =1 P = d
- 9 1
§
88 — Aplicacdo ao cdloul !
Ap 40 calculo de areas ¢ volumes; )
:'- elementares. [)us aplicacies visias, cenclui-se que podere i
aplicar o conceilo de integral definida a certos problessht 3
f.r"-";":;-i‘"ri;’_ _]j" .
O problema resume-se ¢ m olidler, em funcaon de -4 vai
vel, a diferencial da 4rea ou do volume em cxten .o
que seja pretendido ' ans
Em particular, quando se quer calcular a dren connid
dida entre uma curva y « 1(, ', @ eixo das abeissas ¢ dusl
denadas correspondentes » pontos, por exempilo, de
e b, lem-se, came 14 foi JLITE
A
- fla)
i dr
1 3 e, portanto:
3! dS = {(x) dx
._!_,I_
3




Tomemos, oo
(v Area do frag
o lado, onde, ¢4
r da curoa 1
refa g = = _:.
mos g= ] & bk

]
{

-J--ﬁ.'l&

[
.
l"ﬂ

5 4+ 20) __,, .
+i - ” I'rl"
Fae

He a
‘et raghe

':'“F"'.th ok {
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Passemos, agora, ao chleulo de wm
imaginemos uma pirimide de base §i ¢ alturs A
representada por y a firea de uma seccho pr

a uma distincia z do vérlice, 7
. conhecida a rel

98 8 SERe.
| j » wf;
i de onde virk: B
|7 gy = hanilis-
b - Se |
e / de base ['V'W* &

volume serd dado
TOIRE

daV Yy ilr

afinal. re presenia a diferenclal do volome ¥V
leremons, enlian

oSGy n B
V =] dV = [ y dx . - g
LT e T
B " | 2% Im
~ f 4y = . “.!
m | 3 |
de onde se esnelul e
. 17 H BH
I 3 3 d
rf—,l i 3 ',-.l'_ ] :'-.i.!“i’i.rl

: para o esleules do volutes
risiele

EXERCICION FROPOSTOS

Th | ]
S 4% integruis Indefinidas

E." / - fr'
: b dx
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| = .+'-“- Dp e 6 '

b Y

s -RER ;,s N
i

_..e
’.1 7 .'l".:-f h
-il

MATEMATICA - g,-m;_# |

5 3
il | sendr co8 * dx h: .....__.___“,‘,.
4
V) Jig:xr sec's o Resp. . ——---.' + e
" 3
i
t;lrih,,,t-m;n;d; Hu’..:-—-—....... “'.+.
o .
- Calcular as integrais definidaes
1
I rdx l‘..; _—
; L)
- 1
j' cos'rsen xdx Resp. . — -
' ]
Vz+¥z) dz Resp.: 1.5
sen 2xr dx Resp.: 1.
s du
— Resp.: 2
V=
‘wular a drea compreendida entre a curva p=ses r, ©
“ias £ os ponlos a= —a ¢ b= 48, Resp.: 2.
para a curva g = secir ¢ os ponlos
n
a=0 ¢ b= v, Hﬂp"
4

| Jdar a drea compreendida enlre a paribola y = 2% ¢ a
'z 2 (sugestho: preliminarmenie obter os poatos de in-
cntre a reta ¢ u pardbola, cujas abcissas darbo T himites

legrals a obler) . Resp.: ——
L
sando o conceito de integral definida, estabelecer a fir.
e A4 & areas d ficie re
s wn..p.qmrnn dr.

12 ldem para o volume.
Resp.: ¥V = af [(x) dx.
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il — INTRODUGAO A TEORIA DAS EQUACOES;
NOMIOS; PROPRIEDADES; DIVISIBILIDADE
x + o; PROBLEMAS DE COMPOSICAOD;
MAGAO E PESQUISA DE RAIZES; EQU
TIPOS ESPECIAIS

1 — Polindmios de uma varidvel; identidade.
ao método dos coeficientes a determinar. [ b
um polinomio inteiro em x por X — aj regra @
pratico de Ruffini. Férmula de Jaylor para os
algoritmo de Ruffini-Horner.

899 — Definigbes. Polinémios de uma varidvel. Cha
remos de polindmio, como é usuwal, apenas os pollﬂd-"
¢y *. racionals e inleiros, eonsiderande-os sempre re

ordenados, 1sto &, sob forma candnieca . ,

Nos polinbmios de uma varidvel, de tipo :

SN

LX) B '”.-_.r‘ .. ql_ e i L .‘]: r=—1 = — E-‘_j--:+ -

os coeficientes a,, a,, a,, ..., a. ,, a_ sio nimeros ¢ W

A\ letra z poderd ser alribuldo qualquer valor (*): &
chamada varidpel.

Para os polindmios de mais de uma varideel,
adotar sinda o mesmo tipo, isto é ;

P{izps....,1) a.T* + a r"t 4 'lf.l',-..-l"""‘l L P ]
Mas, neste caso, on coeflicientes Oy @, A, ..., W 3 NN
rdo expressdes contendo as letras B = . t .

L |

Aletra > é a lelrn ordenatriz; ¢ oulra qualquer
tantes poderia ter sido escolhida para tal fim.

Dentre os polindmios de mals de yma varidvel, os
géneos sho de particular inleresse na ‘lnﬂhl‘l Sdo «l »

-I"j'l‘-'!l"l'ﬂ”rrﬂ, rnﬂ'nrﬂ r.h"q!'hﬂ'.rfﬂl ou, ilmplﬂlﬂﬂ:h. r‘m ’::,

oy
£*y O .

L ¥
A
k 1
| FA

Programa resiringe ¢ sstudo ao domtnle remd,




‘a8, qmirm

nidrias,

uma forma

100 —
Uma vez
. se atrnibuiry
1100, bfm :
rarecem opel

101 — Pol
romio P(z) é

¢« anula para

Escrevemos,

1:-3::«:!:1;—-"
rolinémio P(Z) |
:|I o EEUE COEJIC

=1 T T
EEY

(snsiderado o
Rt g -
1,4 5 T N
P 2T em agr™ 4 T

""uid'"ﬂl.t q'“l L2
7) serh nulo para
'mdicio é mm

Para ie
wia para os polind
nnda o serd para F ﬂ
Dy ¢ oea Ol —
rmflﬂﬁﬂlh P(‘} h*ﬁ* il

B Y i 3 -m'

i) Moma, ¥
atrn 5"*

Cowrs @0 4 ""h‘"

:." ::i_"..,...: k.



Subtraindo, membro a membro, m ﬁ:bfﬁér
ainda um polindmio identicamente nulo.

iy
xdy iI..

(2=—2%-1)a g™+ (2n—2"-2)gzx™-1s , , 4(] '.
: + (2%—1)a = 0
- Mas, como (4) é do grau m—1, Im"“
de acirdo com a hipdtese feita, deverdio ser
nulos Teremos, como Eﬂﬂmhfh .
at':a: Py \\‘:l'lm-l"'n nlt
! Mas, diésse modo, P(r) ficard I"Hlllﬂdﬁ a “
' tern 1. 1™ . E, como admitimos que se anula para
vaier ae x, leremos, forcosamente: a. = 0.
| Fica assim demonstrado que, se a condiedo fﬂ‘
Fid para um polindmio do gran m—-l 0 serh nh'uh
nOmMmMo 4o grag m Mas, param = |, na rnndh;io é
nt conelusio o que chegimos serd verdadeira para
&3
102 Polindmios idénticos. Diz-se que dois pe
P (r ¢ P ¥ o 1dénlicos oy i"i.tl'”l"llfl"ﬂfl'!. ql.llhlh
- '} nu : Huals, para qualquer valor de z
M i) |‘.+I_ r)
I' i E‘ ri 4 ”-
| |# :.'.lll
P P ,
I {[_y™—=8 i
| b L T3 + '._
' P ol B 3 } L -
- I b ¥ D L b r 4 '
fulan ' . Puilertag

= adAnr
e e




MATEMATICA — 2.° 1010 — 3o sénig

xpressao (5) poderd ser escrita : J-.
b,)x™ +(a,—b)a™t fla,—=blomt 4 ... 4 =
tla,  —=b, )z + (a_~b) = 0 6

\las, de acordo eom o leorema anterior, deveremos fer:

b ul—--b:=ﬂ,——-b'=___=a__,-.—.b =

=g —pHh =10
m m

by Gy = b.‘l- cesy Omey ™ D gs ﬂ-=b-'

- teremos, como corolirio: E condicdo necessdria
para que dois polinémios, do mesmo gram, sejam
sejam iquais os coeficientes dos lermos seme-

1ssim, que o nimero de condicies para a identi

+ polinbmios do grau m € igual a m + 1.

40 — Suponhamos, agora, P,(x) do gram m.
“fau n, m > n e, por exemplo:

m-—n=p

v o mesmo raciocinio, concluiremos pela nulidade
ntes dos p primeiros termos de P,(x), obtendo, de

s do mesmo gran.

LN,

Método dos coeficlientes a determinar. Esle mé-
yre o corrente em todo cdleulo algébrico, foi ins-

]

1 Jeng lfl"" 1 I“:’T
~ em fizxar, @ priori, a forma da expressio algébrica
e vista, escrevendo-a com coelicienles nido determi-
ovses coeficientes sfio a seguir ecalculados, levando-se
vleracio certas condighes do problema ¢ mediante o
- da teoria da identidade de polindmios.
v exemplo eselarecerh completamente a questio

IMPLG — *Decompor o bindmie 237 —3 na dijerenge de gue
oy do f,i..':-n: {x2 +..ﬂ}'l-—-{ﬂ+i1rt

Lemoa, imedistamente :
2r? 3 um (2?4 4)7 ~ (2% + B0




it T . Bt LR o ik el LR T

.,f g -
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_3-1"+2n::’+n' p—w_ o
200 — S an3(a—b)at4 (P00 ' B

%
- e
k

* Pelo principio de identidade de polinémios vird

2{a—b)=3
2 — 1 = .- l

] ou ainda:
4 ag—b =1
P

Dividindo-se, membro a membro, a segunda pels
remos @4+ b= —3, donde o sistema :

a—b=1
a+b=—13

¥ que nos dd: a=—1eb=—2 klo &:
272 — 3 am (x* —1)% — (22 — 2)2
-‘r-;t-uriu — Na teoria da divisio de pol
lod * Descarles encontra um largo emprége.

104 — Aplicagdo do método dos coeficientas
nar ao problema da divisdo d- polindmiocs. Te

P.(2) an 42~ Baf H 5
.f"_ F ak® — 3.: _':" l

» qquociente ¢ o resto, na divdsde do ¢

ndo m i en , e urhrmm a priom, qn..
rh ser de grau m n = 1 ¢ o resto, formal
| l.

Poderemaon EMCrever, 1'ri1.i;; '
QUxr) wmc x® 4 X + 6
R(Z) s dx + d,

Mas, de acdrdn com a identidade da lﬂm

bt bt 4+ 2r J 4._12:31[-1-]){{"*-
* dx + d,



;jur" T, 0 pﬁnd#
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hmm ‘_..:_

P(z) max™ 4+ agxnt 4 ag=24 ;. % 3

Considerando, por exemplo, a m

um niimero positive, deveremos ter : ]
P(x) m (x—a) Q(z) + R

onde o quociente P(x) serd, forcosamente, do
resto R, uma constante facilmente caleulével,
De fato, admitindo na identidade (8) I-ﬁ%

Pla) = R
de onde o teorema (*): “0O resto da divisdo de m
Pir), por x — a, é ignal a Pla)”; ¢ a conseqiid -b'f.

“E condicio necessdria e suficiente para que am
Pix) seja divisivel por x — a, que tenhamos F(.}

108 — Formacio do quociente. Regra de

nonds

Q) = bx=' + ba=2 + b3 4 .. 4 b Sl
__‘
bleremos a identidade (8) sob a forma:
ar® 4+ g r=-1 L axr=—>* 4 ...+ @ ,‘:-{--
= (z—a) (02" + bz=—* 4 bt 0 :+‘
ou ainda :
G I% + 0, 4 g 3™* 4 ... & .::+l-rfﬁ
b.r f f,r”_;- i Jh —— blﬂ.lr""l" T
; bp-st)x+ (R—b_.a)
\plicando as condiches de identidade de ‘
102 . LETPmos g:)
0, = a,
Iz phllj' ”I
;'a_ r‘-'_r,l fa.
O . o
" b . j i1 il
L




a inda :

Essas m + I-".

1 [ormacio do
Se, pnrtmdoh

rermos ¢ '“

4= g + e
H Pt-]- sult

199 =8

o

yplas

F'|. bl" h ..‘-

ftido am

SR T

v na eoluna

Ciperando,

l“ — ' .
'-4l'uu;| prﬂu
Al rﬂmﬂmt

e cosficientes &

e ——
¥
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EXEMPLD — "Caleular o quacieile ¢ o resio, ne
30302 B M0 4 10 por g § "

Teremad o quadro;

3 0 % =10l 0 __
B H T W e | 15 | - 29

Q) sw Bt 4 040 Art ¥ iy

f-"'E 'ﬂﬁ"jf -

R = 19 i& :I‘
109 — Observagho 1. Sendo o Him nimero "
s justarmos todos os resullados obtidos, ao easo do divisor £

Bastari lomar 2 + g = 2 - (— q)

EXENPLO — “Calealar o Yuceiente ¢ o resto. pa
212? — 25 4.7 por 4.9 %

% O quadre

]

il __“_H' ” -‘l : L 1‘
s 1 B 1G 1 e |
[ )4 Aje -
Q(x) wy Sp0 PR r
L3
Rw?

110 — Vaior numéel
- ;ﬂ"':.'l'l.l'i';l |
.f_"l.r' i}

#

6o de um polindmie, I e

ulilizackn g dispositive o Wi fimi,
o do valor UTITE

rico de Polindmio Mastars
Visla que o valor numérico e p - .

\Z), para x w o, seri dadae
resto que se obtém na divisio e pi £ por - a (YOQ) 8
Para i lomaremos g divisda por x4 ﬂﬂ'}..
EXEMPLG “Calewlar o i

wlor numepi,

o do palindmie ;
Pir) w Jo b3t . Bl Ay 4 10 .}
para r B

4
<

Lonsiste o

uf
Prelilomy ' calenlar o
POr 247, visto ) W0 Teste, na diviee de e,
Lﬁlh[ﬂ. £ dup.,.“"” de "“"”“. ""l'lnup.
' & 0 11
I ™ e

T =1y
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y ViIEA R = — a™ 4 a™ = 0; a divisio sers
ositivo de Ruffini fornecerd, como se segue, o

A Y B, i N
R i et |
escrever ;

'.'ihtr S - '™ — ... + o~

BRVIFA R = g™ 4+ a™ = 2a™: a divisdo nio sera
positivo de Ruffini permitiria ainda determinar

mpleto :

-—w—’.i..u-l'r—l____"r_uﬂ_-;
™ -+ a»

2* Caso: :
r—ada

P{n) a® + a* = 20™

serd exala, qualquer que seja m.

de Taylor para os polinomiecs. [-omemos,
' ,;,[ bp sendo Xy € h dois nimeros reais q:;i.ir;-f:.

3_._ ﬂ.t: e e (2 _+ h)=-' +
l+...+u {: )+ e

Hﬂllﬂo do :egundu membro e orde-

relagio a h, teremos:

-1 4L W 4+ oa r +a +

] s
Lk M * i

1 e

$ (m—1a x5 -

B

£
r'+ ii'+ﬂ

¥ "‘i"; s

"‘ln—-mm—mu_:; |
-E'_j*#s- :
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(Opservando oS parénleses oblidos no segundo membro,
ri}n{.lui"“]q que rﬂ[:lri.f‘iﬂntﬂm. I'E!-pfcli\'ﬂmgntr' P’.I:'__i, PJ"'I*r,
prix, ) o pi= (z,). Portanto l"”dfrﬂ““? :wrﬂ'rr a identidade :

p(z, + h) = P(x,) + hP(x,) + o =P(z) ¥ ... +
. 2 |
+‘-—Fl-l{r¢-rl {11)
m!

que define a formula de Taylor para os polindmios, de largo
gso no estudo das equagoes algébricas,

114 — Observagho. Tomando r ~ z, + h e, porianio.
h::—z,poh”-m,dmh,nmqunduaspeﬂuda

, (E—=)7

mesna .
o) +

(12)
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Mas, Q,(x) podera, andlogamenle, ser escrita:
1 P 1
Q,(x) = x—2x,) iy T —,j"l—“‘ P (zy) +
X -
(2 — z, )"~ 14 4
' Pi=iiz,) |+ Plz,)
|
m ! ..-.f
E, para: i
: iy S
LJ' X} b Bh f’ull.i",‘,l' 4 - 3: — ."I.) -
(£ —z J)=—12
- - — P‘ =y l;‘j ::--_.
m ! _ _
' Vil : b
i Q,(x) = (x—z,) Q,(z) + Fi&y il
| Portanto, na divisio de Q,(z) por £— z,, 0 quociente serd -r_
Q,(z) e o resto F'(z,). +,
1 Consideragoes analogas mostrariam que, nas divisdes sub-
E seqilentes por r — r,, surgiriam os reslos ;
§ ] b
YW P (z,), 31 P”(x,), ete.
- - _l

Mas, sendo de um modo geral @, (x) do grau m —i, Q (=)

reduzir-se-4 a uma conslante, nic mais divisivel, portanto, F
P - T— X, 3
Por extensio, entretanto, dizemos que Q_ (x) representa o

R -L'

lﬂuﬂﬂﬂnpr:-—:, M-ﬂnnh'—f o
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Os restos encontrados representario, sucessivamente, esses

ameros
gl di;pﬂ:ﬂfﬂﬂ de Ruffini (107) torna extraordinariamente n
Gimples @ aplicagiio do algorilmo, que seri melhor compreen-

dido através de alguns exemplos,
EXEMPLO | — Desenvolver o polindmio:
P(x) m x4 — 12x? 4 x? —x 4 15

gegundo a3 poténcias de x — 2.
Pela formula (12), escreveremos logo:
P (2)

plx) = PR+ =~ PQ2) + -2 — — +

P (2) pPuv; (2)
—_—d)
R —;

Sendo T = - . 41 fiv or leremos r — 2, de onde o quadro de

+ {l—fl"

'|

—1 15
-7 1

ml de Pizx). Os
n aos coeficientes do

nﬂ- P(x). Portanto:

)

*I-'!——"""lll-l

£ o ) ;.‘.-;\. ‘-I

e
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Substituindo, vird a identidade pedida:

P(z) w1 + 19(x—2) + 19(r—2) 4 28(x—2)* 4+ 5ix 3,

EXEMPLO 11 Duado o polindmio:
Pix) axs — $x0 4 1ixt?—1
1+ h) segundo as poléncias de h.

desenvolver P

Pela formula (11) vira:

PFi—1 £
) +.lr_.‘l....!_}_
'

-

Pl—1+haP(—1)4+hP(—1) %A

Piv) {—1) PiVi(—1)
e — h d
i! a!
0 quadro de Ruffini-Horner sera cbtideo com o divisor z 1
Vira assim: L4

+ h

R A RN ; 10 Wy
r, =—1 Li__ j ”.1 11 — 11 I "
ML/ ERea O s | —19
2 6 s I o
JERMC
R el




ecpa wummuMl
.*:‘;,;_?:a.+1w+m+n+n

1,¢=lnun-!.l-l.l-l
¢ os restos, nas divisdes abaixo:

A

e i I.-+1-
i‘";:ﬂ -.,“4-"-]- e A ¥ J, R = - 2

I
EH B
By 0

s © oquacdes algébricas em geral; raizes
de nimero eemplexo; forma
conjugados; médulo; representacho geo-
des racionais. b:ﬂl'l'lpulc-h de um polinémio
bindémios; nimero de raizes de uma equacho;
jplas ¢ raizes nulas. Raizes complexas conjugadas.
S0 sbbre o nimero de raizes reals contidas em um
tervalo: teorema de Bolzano; conseqiiéncias.

3 i I
1 ik iy
i A
b * gt
TR ! i

-

’ ",“Htmnlﬂu*.nh. e el 1 sdho ) -
* constitul o pruhlrnm fundamenial da Algebra (°

I'I: *l - ‘ﬂ“‘h‘ r'||r[ﬂ"|il- L] i m a7 & &
b de Gue trataren..a
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Alids, essa ¢ a forma candnica i qual se reduz, r.nwi..;.:.u
certo nfimero de operacies, qualquer equagao algébrica
Observemos, entretanlo, que, nem Sempre, @ Equacso obtida
sob a forma candnica seri equivalenle a que foi 'I:_"!_:" e9a
equacio (13) poderd conler raizes estranhas & primeira. |

Nesse parlicular siao conhecidos 08 caMN d“, rrrflur:m.f.n
equacdes fraciondrias ou irracionals & forma canonica, fértei
em tais exemplos. Mas até a simples supressaoc de termm
comuns aos membros de uvma equm_:fm paolersa, em cerlas
circunstdncias, determinar o aparecimento de raizes estranhas
Bastard tomar, para exemplo:

1 )

ar = 4 4
* zr—2 r—2

2 = §

Nenhum valor de r satisfaz & primeira (*"). No enlanis,
a segunda, obtida pela supressio dos termos fraciondrios, ad-
mile a raiz z = 2.

Em qualquer hipitese, entretanto, uma verificacio, a pos-

(14)

mmilluhnutnnhu?urmww-

das squagdes algéleicas sob a forma candnics

— Resolughe das squagbes algébeicas. Do um ot iori

i (1), deveriamoa, ter:
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mnﬂmmm‘ﬂl"ﬂﬂrﬂlmlsﬂuﬂn algé-
Hmm“'m Ji para as do 3° e do 4 grau, o
(")“ sido resolvido pelos matemiticos ila-
#mﬁumammpmwmu ndo

extraordipnirio na teoria das equa-
ini em 1798, foi demonstrada rigorosaments

ﬂ 4%, 86 em cason especiais,
w entre as bind-

m transcendente, possivel em
rvel, pela complexidade que

m do problema.
mlt.ﬂ -111

m m’c‘ﬂ ou, ﬁlndﬂ FaLz oUu ero

m de nimero complexo. Consi-
; Por uma gqueslao de ordem diditica,
":"F até aqui, significado algum s expres.
“ nlmeros ﬂtﬂnlhuh no easo de indices
ﬂll. (jue as ﬂ|uu{_‘q'-*~. do 1.* grau, de

' q"l.ll tfl“‘l.l“lf"l a las [“ll‘rf!‘*ph--'l

:I.!-:I'm m Cardane ¢ Fervarl

Tt S
B o L o]

e

ndo ém ralzes; que cerias luncoes,
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Mas a consideraciio, apenas, dos nimeros reais nio .
mile a inlerpretacio complela dos resullados da Algebra, nem
a necessaria generalizacio das solucies a que conduz, fale ety
posto em evidéncia, desde o séeulo XV, l]l.:li’lﬂdﬂ ltlfﬂ:rl. ]
primeiros esludos melddicos sdbre a resclucao das equaciey
do 3* grau.

Viu-se entio que, a essas raizes de nimeros negativos, no
caso de indices pares, consideradas antes como meros simbo-
los de impossibilidade operatoria, poderia e deperia ser atri
buido um significado numérico definido. E. nessas conclosdes,
If:.'-t'l'l!lh nharam um papel preponderante os estudos de Bom- k

belli bre a equaciao (*):

¥ — 15— 4 =0

la qual era conhecida a raiz 4, e
Pela .:p]uun.m da fiormula de Cardano (**), surgio l-'r’ J,r:

lavel IJ._,I,._H a0 -
[]

z'\g g e 1'2] +\.2-- ¥ — 1

cujo sentido ndo poderia ser facilmente percebido.
Bombelli, entretanto, depois de estabelecer w

vencoes, concluiu que cabia escrever:

\’r:+ V131 « ' 3 o

T e

\2-#-121-:-"4—1
isto é: 4 = !+\J I+’—-1/_

sso implicava, entretanto, em m f—-—
COmo 'fl'dllldﬂu M__

' “IIH‘ R =E.-="
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o irredutivel das equacies de 3.0

. V--ﬁ niio poderia ter a mesma
ﬂﬂ quaedam tertia notura abscon-

1, portanto, introduzir uma idéia

temos, enliio que / — | ecaracterize,
para maior brevidade, passa-
o I, e que é, comumente, deno-

).
R
enifio a lei de formacdo de nas

a associatividade da multiplicacan
sucessivamenle

'''''''

mm qur s '|.I'Hl| ncias s rere e T Tei-

o WF--ilfr’ i, poderemos eser
;”' modo geral:

-
i | — y
" i I (b = 0, 1, 2 18
S5 4 - |

1.:' :.-?'1'. | g -
T ’ ilh Fr flf"'lllhl i F \;HI..“‘_ i
+ l e, Wf r"ﬂ‘rllljl neia, 1~

lercaira walur:

'_'M‘ﬂ‘ # davidle & | -.. L - -
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121 — Formula binomial; ndmeros complexos; igualdad,,
Tendo em vista tais regras é claro que qualquer expreyy,
polinomial eontendo § |Juderu sempre reduzir-se a oulra, 4,
forma a 4+ bi, onde a e b sa0 nlmeros fque, em Hp‘ﬂll':‘ih RO Dowey
coneceilo, denominam-se nitmeros reais.

! Tomemos, por exemplo, a expressiao - 1507 4 2P — 352 __
— 414 1.

f Teremos = ! e, [ m — [ = — 1, de onde:

33 — 1507 4 20 — B2 — 4 4 | = 44 0

expressio binomial da forma a - bi, onde a =4 ¢ b = 9, carae-

i terizando o que, comumente, chamamos de nédmero complezs

| isto ¢, numero composto de uma parcela real a e oulra imagi.

ndria bi.

122 — Médulo. O mddulo é o niamero arilmélico

; 0 = '\,):l’ + b2
t Para representi-lo, escreve-se | a + bi |.
~ Diz-se que os nimeros complexos a4+ bi e o + Vi s@o
Wuais, quando se lem, a0 mesmo lempo.
a=a e b=V

L

J

vice-versa. Assim sendo, e
se lenha a + bi = 0 € que

Quando se tem b = 0, pM .. g Mh
ntamero real obtido. Dai a notaglio refer wﬁ :T‘
E claro que, para ¢ = 0, o ni ijq _ ‘ ‘ .

O nlimero a4 b* &
123 — Complexos

ne-se, COmo con

[ o o g :
]
o S il - A
e R
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geométrica; argumento. Num sis-
mardquemos o ponto Mfa, b).
como a imagem (*) do nGmero ecom-

0 tal interpretagio, faremos correspon-
a Hl.'ll niimero complexo, nm ponto do

O nfimero passari a ser, entio, o afizo

A
s
l a1
P s

08 serdio remis e os pontos correspon-
M conlririo, sendo a = 0, os ndme-
e 08 ponlos correspondentes esta-

mado eixo real e Oy eixo imagindrio ("
ulo OPM nos da:

W - 0P + PM:

ﬂH i \/ﬂl # h

que a medida aritmética de OM representari
m f"lﬂpll‘lll lll!l"l‘l“\'l.llalll'li.*ll.h E e nclial-se.
m a lotalidade dos numeros de mesmo maodu-
nlada P'Il.l circunleréncia com &sle raio 1

m fndice
e geamdtrica de eulraordiodr abate Yol adolada
@ _’ﬂf* V. ilauss (17%%) B oam 1001 o et bt
Sllmt. Usa-se boje, lambim & islerpes sde cpfde
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\

Observemos ainda, que as imagens de niémeros C R [Ugn-

em relagio ao eiro real Oz, enquanto que
as de numeras aoposlos, o serio relalivamente 3 origem (),

Y

dos serao simélriecas
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"'H...

 dos Angulos 0 = &, -+ 2kx (k =0, 1,

% 1 _.’l-‘

correspondente a k = 0, caracte-

.h.' que oOs niimeros de argumento k=
m k for par e negativos, qu;ndn for

"\ .
o 08 imagindrios puros seri sempes o

l- . Mmﬂﬂﬂ-“;_ - A interpre-
m mmplfllﬂ p-l_q-_- em evidéncia as

-
-_I! 3

'-'mu

19
i. = o sen O
,,' escrever:
"lr L‘H"l"bi-qfl’ﬁ'lﬂ ¢ 1 sen §) 3y
expressio trigonoméirica simplilica inumeros

m "‘dl’l'llﬂ nlll"i\rh Iil'l l:" |11]l1.1| s domino

e, MR
g J,:_ ey

oo

i ‘me:r-ll_‘u - I--.:.| ¥ i
“ 'ml & gua = Oma hanl®™a 1
) R IRIg |
ehamada fetorial, normal oo b _

[
e
ERREF
FI
CR, -

.-'*
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Para passar da ferma binomial & trigonométrica ysa
as relacdes (°).

)=

¢ = Va* + b (213
a
COS ) » ——— (29)
'-.ra"'ﬂ?-; bz
b
seng » ———— 23)
Vat 4 b3

estas ultimas, deduzidas de (19). A transformacio inversa faz
s¢ imediatamente por meio das préprias relagdes (19),

EXEMPLO 1 — Escrever sob [orma Irigonoméirica oz admersy
1°) 1+ V3 i Ora neste caso: @ = 1 ¢ b = /3. Portants:
i V3
0 =2 ;co8h = —c¢sen b = —_
2 3

O calculo do argumento é imediato:

l=~%+lh
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— ¥

3x }

+1h)+£un(-—-+2h 25) :
in '
+M) +I"n(“-‘-"‘"m‘r
i ¢ 1—1 sdo nitmeros complexos opos-
slio simétricas em relagio a 0. Se tives
o8 argumentos, pelas tangentes, enconira-
'Ill‘ = g, = —1.
T tt: '. == ———l - 2‘.".", gma el T:".’ |
2
sObre a parte positiva do eixo imagindrio :

R
:
e
origem.
4t
.
:

?+u‘)+fﬂ'n(-—:— 4+ 2k= | i

.l

hllﬂ'litr sob Jorma binomial o numero:

= E! = \
e 2kx ) 4 isen | —— + 2
s _

nle: b Gl o
pl‘"_: 3 '\ . d -
: | A -
..-1;:_. + -Zh = CcO8 s i .'_._ —
=\ 8 3 - |
s | -:.I : \' :. =
SR 4 2ka 2= MDD : "
! w“ : . K 3

L)
[
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Observemos que, estando calculados sen® ¢ cosh, o Problems
da transformacio praticamenle desaparece. Alids, sendo ? = 1, 4
forma lrigonomélrica é idéntica a binomial.

126 — Observaglo. Pura os nlmeros reais, que agora syr.
€M como meros casos particulares de nimeros complexos, ¢
em muitas questioes, atil essa forma trigonoméltrica.

EXEMPLOS Escrever, sob [orma Irigonomélrica, o3 nfimeros

1*) 1 e 1. Para ambos, lemos ¢ = 1

Us argumentos caleulam-se Iimedialamente, sem necesaidade day
relacoes (6) ¢ (7). Bastard lembrar (que a imagem de 1 estari

sdbre a parte positiva do eixo real oxr ¢ a de — 1, sébre 2 parte
negativa.,
Teremos, entio: ®, = 2kx e # = (2k + 1) n, mostrando que o

argumenfo principal de 1 é 0 ¢ o de — 1, =
Désse modo:

1 = cos2kx 4+ { sen 2kx

— 1 = cos(2k+1)xn+isen(2k4+1)a
) —5. Teremos ¢ = 6 : # = (2k + 1) 2 como o case an-
terior. Portanto:

—5 =75 [cos (2k+ 1)+ isen (2k+1)2 |

Obmerve-se, entretanto, que, tal como nas relagdes anteriores,
eslamos aprnas escrevendo identidades.

127 — Operagbes sébre nimeros O estabele-

dmhdafriprmiﬂtfnrmqbdum*l{MIh

sdo binomial d itmeros complexos ) permile re-
m'uop;:ﬁu::n::m&tm*“b

-

B2 b T Fﬂ'”'_’%;’i‘_'-_-;;"
R s ¥ g ’ 4 1

R #lt{l i M‘L"‘ y-'.n':’ :!.’-:"' - ‘I‘W;ﬂrlll ¥ ._..".i-"n..___w;!'l""a:' -

1 1 i. B i -'.
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, para m nGmeros complexos: 2, = a, +

R = a, 4 b i, teremos anilup—

'-'. "ﬂl + g *+ ... + a.) <

Y H, para o qual
¢‘+a,+ eeo fa_

fr-!*;; = b, 4+b,+ ...+ b

fﬁ; la soma, isto é.

,;q+§+r”+z

| @ soma secja real ¢ que tenhamos:
ot ... +0_ =0

4

s
il
b

N s

T

gieada para os niameros compicIos

-

:";?:L'- e 2, = 3 + 5i vira:

iR

s - 0

‘;i,- mer« mmplum, que representare-

mﬂ. 0 numero que, somado a

- ‘.‘ E: ﬂ‘] + [hl e bl i

L s, ninda, que, subltrair z. de 2 ﬁlu}-
IMO de 2,. E é comum represenlar-se
y (°).
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129 — Interpretacdo geométrica da adigio e da subtra.
¢ho. Sejam M, e M, os pontos represenlalivos, respectivamente,

de z, e de 2,.
5S¢ delerminarmos o velor:
— - — - —
oM OM, 4+ OM,
teremos pelo principio de Carnol (*);
||fuj.*} H-.rl.f = Ilrnj:" 'I':J.”' b prnj;' f;.H'I
a e . — 1
proj.. OM = proj .. OM, + prn]_._ ﬂ"":

Chamandn de a e
b as eoordenadas de

M, teremons:

—_— == =

a = a,+a,

— e

e b, + b,

tm-.r-nhm

e
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‘no plano complexo de Gauss, as opera-
» efeluam-se velaorialmente,

e h soma e d‘- dl'm 'ﬁd-nr]-. i s I
: 'rh“-i g, respectivamente, os de oM,

. -_

™ & - at---te,
ﬂ um velor é o pn‘upm médulo do nimero

te. Concluimos entio que: “o mdidulo da
@ soma dos moédulos das parcelas”™.

dard quando os vetores forem colineares e
, isto é, quando os nimeros complexos tive-

. :..; ;
:.'ﬁ ﬁu parcelas, poderemos escrever:

| " 1,*. Lh“ . r, : t—.' d # E pl T ?:
' J‘) .. htu ,‘» “o modulo da soma de duas
dido enlre a soma ¢ a diferenca dos mé-

i m'tl igual 4 soma, quando os argumentos
igual a diferenca quando os complexos fo-

inclul também o madulo da diferenca de
. Bastarh observar (128 que a subs-

M de mesmo médalo, — : . trans-
:1“'

_”mil t* e Trigowsmerrsa
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131 — Multiplicagio e divisdo. O produlo seri obilig,
pela aplicacio das regras usuais do cilculo algébrico &s for.
mag binomiais.

Tomando, por exemplo: 2, 3 — 21, 2, |

2 4+ 3., obleremos:

(3 26)(1 iy(2

1“2*3

Observando, entretanto, que 2

s 1.2, 17
Determinemos, agora, a condicio para que o
dois fatores seja real.
Tomando: z, = a, + bi e 2, = a, + bJ, vira

2z, = (aa,—bb,) + (ab,+ab)i

exigindo, para ser real, ab, , D, isto é:

a,

a. .
Em particular, lerdo produto real, e igual 4 norma
os complexos conjugados. De fato:
(a+ bid( a—bi) = a* + b
h resultado F‘llﬂt que oblenhamos facilmen!e e
* um nimero complexo, isto é, o fator que determina
» unitario.

,,nl' e

. ;+ " .‘m de a + bi seja x + pi, deveremos

o8 membros hmptbmwﬂ-h"'

5 .'_l-'rl T
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ol 1' bi é representado, geralmente,
ke a + bi

pelo

x for unitirio, teremos a? + b* . | e por-

1 :
g N — bi
| a + bi
.. oinci com o conjugado,
;'” M"“ de z, por 2z, é o produto de :,

n=Lbi TrYY S
+bb.) 4+ (ab, —ab,)i

13’

————

. e
aa,+ b,b, a, b —a.b
- il Al —
"'f"b: u: rb-

Para abreviar, poderemos escrever:
[ﬂl-}-h“ (a, b i

. - =

,j (g, +0,i) (a,— b, i

M6 8+ b, b,) + (a,b,— a b,

‘-r & af + b}

M “ pllh—l‘l uhlrh com lacilwdlads juo-
& {n d‘l"‘dr"lf“ :; e 0 divisor :- v | con -

q

: -."':'-.
L Mﬂﬂf ¢ Quoctenle de [ r 3 i ,
" ’=—.j_.,~ i

B TH

D 3440 542
--HHI+ T »

'I !""\1 - g
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(URSERVACOES Deveremos ter sempre 7, » U, o ¢ & &
Hh2 i 0 owu, melhor, . .ﬁ"'r 0.

\ condicio para que o quocienle seja real ¢ que se lenhs
ab, —ab, = 0e, portanlo:
I'jl hi

a, hi

133 - Médulo e argumento do produto & do quocients,
Passando & expressio trigonométrica, consideremos:
2 o,(cosd + isend), z, = p,(cond, +isem®), ....3 =

= {l-Hl'l.‘:u! ﬂ'_ + [ sen 'l_}
Vamos demonstrar, entio, que: “o médulo de um produis
¢ igual ao produto dos médulos dos fatores; o arqumento ¢ igual

@ soma dos arqumentos dos falores”.
Tomando, primeiramente, dois falores, vird:

z = g;g:.-:nsﬂj cos #, — send send,) +1i (sen §, cos B, +

$ | ; :

+ send, cosd,) = p,0, cosid +9;) +1 sen(d, +98,) (2%
Para generalizar o resultado, admilamos que seja verda-

deiro para m — 1 falores, islo é: |

v ?I?-”*?._lm{.:+.:+"'+'._;]+ k.

-i““['l+':+ ¢-r+.-”l}l ¥ ot

Demonstremos que, nesse caso, o serd também para = f-

tores. ¥
Multiplicando por z_, vird:

i .'-
% § @ o= I-_ . I- - "h L .--‘kl“t.l+g+ - = W +_.I I1
+0, Josnd ~ il Ot O Juad | 4

“AE T A L S
Tl 3 iy 3 O ML o g T
L = Ll Sakt =8 iy

rh L B 4 ..
TV i 4



e 9. crcLOd — 3+ sfrIE 163

de & verdadeira para dois fatores,
a formula (27) ¢ geral, o

x 0 enunciado. . .
Seule do reciproco, 2 (g, 9). de um nGmero, 2, (¢, 9,0
or definigio (131):
R 28, = |

R argumenlo, 2k x. Por-

ule nidade é 1 ¢ ©
-t le ver sdbre o produlo.

-
+ =

: m-l e ﬂ-{-ﬂ'l:-'-:ﬂk:[
I" e p=—10,1+2kx ¢ dai:

B

_'ﬁ" resultados, a0 quocienle de dois numsros,
rem: imediatamente: .
Il.l:‘*i e
Rt . _
§ o S ﬁllfﬂ: —8,) + isenid, i |

y -':"';"# médulo do quociente de dois numeros com-
wal ao quociente do module do primeiro pelo do se-
5% argumenio, igual & diferenga entre o argumento do
o ¢ o do mdn St B
e, serd sempre suposto z, » 0, islo & ¢, %0

S .

Na igualdade (27) o paréntese do se-
serd sempre dilerente de zero, porque ndo po-
simultdneamente, o seno e © co-seno

msa maneira, para que o produlo se anule, om dos mo-
el deverd ser nulo, islo é, um dos fatores de-

zero. A reciproca ¢, evidentemente, verdadeira.

_ s .m -hrmrﬂll“n t-hhr; mr.-mmu i

e y
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136 — Potenciagdo. Formula de Moivre. |'ury g
complexvs, na forma binomial, a polenciacio de expoente in-
leiro resume-se na aplicagio formal do desenvolvimento do bi-
ndmio de Newlon,

Assim

(4 —3i)* = 04 — 1440 + 1082 — 27 I

1 - 04— 1441 — 108 + 27 = — 44 — 117i |
Poderemos operar ainda com expoentes negalivos. Com |
efeito: '

(1 —2i)~% = - — Pt
(1—2i) 1 — 8i 4+ 242 — 32 + 1840

i 1
=M RU+18 —73 24

Aplicando a ésse resullado as consideracdes sdbre nimerns
reciprocos (131), teremos:

1 1

r e ——

P

1 7 24
— 7 4 24i 19 + 576 49+ 576
isto é: .
L TG N AR TR, . P
625 625

Por convencio, leremos (a + bi)» = 1.
M.MIfH_Mh*

¥ T e i ey
e L TR o Mt P
- . BE SRR ; !
= e O [ ol ¥
- b L - el

|.|.: g




MATEMATICA — 27 ceLn 3 sty 165

que define a poléncia n-gésima de um némero com-

w g = gtr:mﬂ +isend), para m inteiro e positive,

) Supondo ¢ = 1, teremos a clissica formula de Moivee (*) -
(cosd +isend)™ « cos(mB) + isenim#)

Sera [hell mostrar que esla igualdade ¢ verdadeira sinds
para m inteiro ¢ negativo,
Com eleito, supondo m < 0, virh:

v I
(cosD+isen)™ = ———
{ecos ) rn-rnh
i 1
e R ARG e SR TR O
lrmmﬂ-‘.l+iwmm{h cosimBP) —isenimi)

. Portanlo (133), teremos Tinalmente -
(Cos® +isend)= cosim@) + isen‘md)

o que demonstra a validade da férmula para m < ®
. A 'ﬂirm:::iu para m 0 ¢ imediala

g
<N
EXERCICIO I — Calcular (1 + /30>
Para expoentes elevados, sera sempre preferivel usar 3 forme

1+ ﬁi:‘:!(nrﬁ Mo + i sen ‘t-)
3 3

:'u+ i = > ‘ i (“ ;) ‘ i“( i )1

= 2* (cos 3z 4+ iven 3a) = — P

i

U+ v80H = — 513
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._|'
i i * -
i 5 r
L ¥ -
iy .'J' : \ | { -.5 ’

(-1 4 0)-r=2-" [ cos ( 10 .”-1 ;’J + i se ] l
| oa

I &€

i
-

= 24

2
- Portant. . |

{ 1 4 1)1 gl

¥4

&
i

——
L]
-
-
o
| ==
;1.
-

s Exercicios propostos
: 1. Caleular:

D mg i
= :

i

__ Dar a l‘tpl’tltnl.l;:'n ingonomelrica
) 'i—-l 4+ "f_l.l :

. Rep: 2 con (

11x 1=
(=i Y * 2kx |+ | sen T Sl Tk
l ( 6 J \ &

M' 5 ttml!k + 1ixn + | se;n (1R lix

i =i Y
w do numero Hesg
» Ty )
& rma bindmia.
Lz
. Resp.: 4

Resp.: 1 — 3 e 1 + ¥
ﬂu-*-'l - \'.ill &

3 -:-& ..P-—-. . A v N T P R
J Fi—"::-r-r I 2

N 3 hlp.: 012 + 008,

fi I
¥ am’: "#
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Kig

N 3. Demonstrar que todo naumero da forma tem
ik t b '
B , , . a + bi 74 3
Resp.: Obtém-se, imediatamente : : v +
a ~— bi aé + b
....... 3 dab . gz — b3 2ab
-y P — . I e dal : . 3 |
a- b2 s & pa gl <+ M3
e 2 oi B G = 1‘--" :
= 6. Sem efetuar a operagio, calcular o module de —_ . i
o 1— 24 J
10
Resp.: p= — = 3

ke V24942
12  Mesma questio para (3 -Inl'fﬂ—-—r:rfr(--—---- i

b

-

Resp.: ¢ = 353.2.1 = 1%

8. Sem wiletuar a operagio, calecular o argumento principal

I—'ﬂ’ — 12 Jx = 3
B § = e e s = e,
o +1||' i 3 6 2

_l:. Mnm =1+ i, calcular

.!( P S )
H"P*: 23 CO8 — + | 0 — i
' s /1

m nprodﬂudrumu-ﬂrm_“
'“F—-_ﬂququﬂrﬂnim_-l B
: g (Euler) . '

a + bi —»[rﬁml
@ + P s 2
L'H" o—M _’?:.-.r,r--..

: i
I"" TR ain
'+q i i sl :-'I i !

-ﬂ i RER- _-,{*_

il r-ll"lf....mfﬂ..j_ o - i G,

; ..,?. ""E " N " -

*‘.‘_ .' .;I:_'..._ "I-'-. “i
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136 - Decomposigéo de um polindmio em fatores bino-
ﬂhl- Pado um polinémio qualquer P (x), aceilemos  qus
 existe sémpre um n nero - S real on  com Ph' Io, para o

Plx,) L
e AllAs, observemos que, para uma raz complexa z
#H, leremos Pila 4+ bi) P.la, b) 4 i P,(a, b), lendo

des das l:l]'ll_'l IIIH E COm nomero comple j
H ml'll:il'lfli" Plx,) ), desdobrar-se-4 em
P,la, b) U & Pya b ()

i) s (x—x.) P.(x

{I] um I.N.Jrlnﬁlﬂifn (Jue admile a_

» grau.
W gsse polindmio P, (x), exisle, por
illque.

P.(z,) f

le:

Fl[rj- {I = I" T

- -

i
-

h mais allo gran do polindmio P (r) ser

NG m raciocinio, obleremos, finalmen®
Palit |r-|l_ A

i

A constante q

m Pinddos me o tos g TR PR — 8
mw L] I *i. rlhi, iy e alf oy -l
I-I..' i i m .“- HWI‘“ !‘lit"-l"i.lt-l * o

4 r--..4 ﬁ r'“'lh“li Lo ’-'a'
iClr, Harcide Listde 4o
-qun, B s 3T
A origine] pesderd
3 ll'ﬂ J. QGriews, Paris
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Reunindo as identidades assim obtidas, teremos a t(juadro,
P(xr) s (z—2z,) P,(2)
P(z) = (x—1zx,) P,z)

--+-afrll+iapiJJ-i!ia'

""‘""'|l!-li--|dla---r-'.';

] i

! - t'®) = (x- o o By
Mulliplicando-as, membro a membro, vird:

Mz Pl ... B () ==
: "o ]
mealr—r)z—=z)... (z- -z ) Ax) Vb)) ..., R,
E, simplificando:
P(x) = a)(z—2z)(x—x,) ... (T—2x_)

Nem sempre, entretanto, os niimeros By By i, . X 80

todos distintos.
Suponhamos, dentre éles, a iguais a x,, P iguais a z,,
4 iguais a x . Teremos, entio, de um modo geral:

P(z) s a(zx—z)* (z—2x,)8 ... (x —x )A
onde, evidentemente: g + f + ... + 4 = m

L

e T — Nimero de raizes de uma equacdo; raizes multi-
- plas e raizes nulas. Tendo em vista a dllima identidade. erua-
~ ¢do Plx) « 0 poderd ser eserila:

_ af(z—2)* (2—2)0 ... (Z—2)* =0

 Os némeros Z, %, ..., z, anulam seu primeire membro;

epresentan nlo, suas raizes,

 Diz-se, entiio, que x, ¢ maltipla de ordem o: x, maltiple de
m-se, a raizes iguais a x; B, iguais a x, ... e L iguais

Syt

Voo
e

ipla_de ordem i. E por convengio,



? i‘l?"l}l’-""r 4 "I. -

[
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'

170 MATEMATICA 29 ¢LCLO 3.5 sénr

Se Supusermos r, ), apareceri, no primeiro membro de
ﬂ fator . E, l'('l*lpl'm.*:llltl'I]f-', lal [alor indicara a existér
* a raizes nulas,
= Portanto, considerada equacao Pl ), lorna-se evj-
; m que as relacoes

] il = {1 = fl - a1
T L] C I | g ;

.-.:." . em a tﬂnlliﬂ':-lu necessaria e suficiente para
' mente, a raizes nulas, Com efeito, dé

a.r* + a,x= - I - ¥

-L- ﬁr-. + HII--n 1 . l'l'_.,.i'": i

stencia de tal fatr .
tndns 08 problemas sdbre euacoe
Me, supor excluidas as raizes nu

uupr: a_ == |
para:

o = -
B S — 7t 4+ Ry )

S exisléncia de duas raize

P

a® — 7x® L 8

complexas conjugadas.
. um P(hl'iﬂﬁ.l‘ﬂfu real Pia

il mﬁlmndu X, sucessivam.
. m EIPI’EH![H“E lou'U

_1 = P la, b) + i P b
-P’_{ﬂtb} 'H‘ b

;I.__.-"" que a + b‘l @, por hipdlese

L b) + .f"jtr;l'. ) = O
paradamente -
l = 0

-
s
P
»
>
e’
i
=
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Ora, visto (que eslamos 'HIIHJIHir: de 1* classe =

F‘Ifr];”_n,‘-_'“,
(47), teremos a, Uy ¢, portanto:
r ’ #
'.'j LY : r’ Py : .‘T- i 'ljl'

mostrando Jue serd, ainda, de 1. classe, mas de gran par (”

Concluimos, agora, que loda equacdo reciproca de 1+ ciagse.

e de grau tmpar, admile a raiz 1, euja eliminagio d4 ugar a |
ima equacgdo reciproca, ainda de 1 classe, mas de qran .3
par (**). j

Poderemos, portanto, reduzir nosso estudo, ac caso
equacoes reciprocas de 1* classe de gran par, eujo tipo

#

a4 ax¥ 24 ... +azx+oa
& ecaracleriza a forma normal das equacies reciprocas

155 — Abaixamento do grau das equacdes recipr
¢ Dforavante admiliremos as equacgdes reciprocas, dada
- sob a forma normal.

"": Ponhamos, entdo, em evidéncia, no prim
L 451). o lator z#. Vira:

-ﬂr & a i
“"F"" ey T3

m YeZ que, para as equagdes reciprocas, em
wiel (°°°), o8 valores de & que anularen T
ke serdo as ralzes de (5)1). Gru Jraa el

pafides m (mpar ™ I serh |

- i 4 ..:. w. !l‘l"' I-F.ﬂh "ﬂ-‘lgﬂ.va-. [ o
—— e LIIlE 4 1) & j. o
: (P == ] & dA Jugnr & uma J4e 1*

T ik
L

i ETE Ba lew o, & ¥ L34
o M decorrs da pripria 07
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E . term:;n equidistantes dos extremos, passemos a com i 3
equagio: :

ﬂu(ﬂr’ + —i;—)+ aI(I"" +- *:;l:—)-i- a,( -3 4 _,)+

.i+ﬂ" ( _|____)+ﬂ' -

'I

Serd facil verificar de um modo geral, a identidade:

F
4 _ 1 1 1 3 |
: rl.--t-l_i,_ ‘r‘ = L PRl T — zl'—! —._)
1 r‘f"( z*)(+=)( =
E E tomando, simbolicamente -

1

ot

poderemos escrevé-la: 4
xi+l - A =l 2

b —]
Em particular, vé-se que:

3 =¥e X b R
e x

Fazendo, em (52), h - = 1, 2, 3, 4 ele. e levando em conla,
sucessivamenle, os valores ﬂchadm obteremos :

_Jz"—‘x: it’ _t-“';_"d
| X, =X X — X, =X -3
| {.r'-u—_xlx,——x::x*;—*.tp;z

e 't: ¥

.........................

11111111111

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii

Ct:rmidcndm hm mulludm ¢ a identidade (52), ‘ul'iﬂ-'“"
Camos que X_ e, portanto, a equnq&: e
a X +n]' , *Fa X o ks e Y +n'=l {m

serio um;ln- o grau p em r:la;lo a X,. Mas, partindo da -,.
- Pressio de X, em funcio de z, teremos: ol

B —Xz4+1=0
MatemAtion — 2.9 clelo ~ 3.0 sérle

" : el
R T
o =
3 -'-_.M. ;
T T o o ety
%
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X = v'}ff" i

x == _ "
9 (56)
A resolugio da equacio (51), 4o
al), Brau 2p decorrerh, assi
resolugio de (54), do grau p, e de l’.'p.'u:rrin 2.:r i Gl

grau. Cad;
ﬁgﬁlﬂhﬁdﬂ em (54), fornecerh dois valores de r .n:

' dessa forma, as 2p raizes da equacio dada

: r" _:-mu I — Caleular as raizes da equagio

1228 — 42 — 5324 + 5300 4 4 — 12 =0 (*)

~ Verifica-se logo que é reciproca de 2 classe, porque o3 coeti
. dos termos equidistantes dos extremos tém valores sl e
Aguais e sinais contririos. Como é do grau par, admilich as razes
: Eliminando-as pela divisio phr 7 — 1, encontramos:

Lo 1204 —dx® — 412t — 4z + 12 = 0

é de forma normal.

1 1
s i —_— b —|—41l =0
) (- )
12X, —4X—41=0

de (7), tiramos X. = X, — 2. E, substituindo esse ">
a equacgio do 2 grau em X :

Iuil,_.jll._-ﬁ = ®
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Acrescenlando as raizes excluidas inic jalmente, teremos: I.=I|
& r l, 15l ¢, A5 XEIs raizes rj'p E'l'i'l.lurfﬂu dkdl_
|f.:"|lf'.'|“.'“.-|'” I Calcular os raizes da Eopuagan :

l' i l — f}l

E reciproca de 2* classe. E eliminada a raiz unitéria, m
sob a forma normal, a equagdo reciproca:

444z +1 =0
Dai vira:

ou, ainda:
¢, por conseguinie:
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Ja estando sob a forma normal, leremos:

J i l - i 1 i
II -I- 1 . a J/ r? L il Is 4 — -.-) -
1 1 . #

RHecorrendo s expressoes (71, virh enlao:

X4 4+ a X° (a i) X2 4 (a,— 3a,) X, 4 la,~— 20, + 2) = U

1 3 ]
Mas, para que a equacao dada seja resoluvel por meio e equa- §
essa devera ser reciproca de 1* classe. Portanto,

i (]

goes do 2° grau
leTemis
g —2a +2 = 1
a —3Ja = a,
islo é, @, = 4a, ¢ a = 2a — 1

156 — Observagdo. |'ma equacio diz-se reciproca gemcrali-
zada. quando ¢ equivalente & transformada obtida pela fumgho:

k
J = =
I

() estodo désse tipo geral é, em tudeo,

1 "
- - - ¥
) W T

Em particular, para k = — 1, tbm-00 8
ditas de 2% capécie (*°). Em relacho a it
que corvespondem a k I, sio chamadas de 1

S

v i
1 R
e T
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6 — Calculo das raizes inteiras. Determinacio das cotas
o método de Laguerre-Thibault. Regras de exclusio de

'. :mm Algoritmo de Peletarius,
-:;;: 157 — Determinaglio das cotas pelo métlodo de Laguerre-
(i Thibault. A simples observacio da identidade
' Pir) lr i) Oirx) Filh
|

ue ddiﬂ!‘ a divisao de Plr) por r h, permite & re wloe 3 Ao pres

blema da determinagio dos inlervalos onde
inteiras de uma equagio,

Com efeito, se escolhermos b de tal forma que
ahamos Pix) > 0, é claro que nenhuma raiz ultrapassars b pos
hipotese, © polindmio real Pl(r) nio mais se anulari para

a b.

Mas a delerminagdo de um ndamero b satisfazends 3 esas enm-
dicho ¢ imediala. Bastara, por lentativas, procurar o divisor para
o qual sejam positivos os coeficientes de Q(x) e o resto de P(b)
0 dispositivo de Ruffini conduz facilmente ac resultade pro-

. R — €l
WE F Il o r

-
FERE Ll |

Ir"'r i i - J.-'. ?.r"
! ;p-"'_."."

abesres

curado |
A substituicdo de r por — r, na equacio considerada, permi- |
de modo anidlogo, a determinacio de um nimero a delimitande i
as raizes no sentido negativo i
O istervalo (a, b) assim achado conlerdi as raizes remis da

a ¢ b sdo chamados colas; o caminho segumido, para

dos mesmos, defline um método clissico, devido a

¢ Thibault.

Brt— 2% 22t —Ax+ 12=0

!-_j-:- i . .- M _-E..;'-"I . 1

:
b i i G

H ::.. ..qﬁ-'.
-
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Dessa forma b= 4 &1
Sabstituindo, agora r por r, na equacho, virh:

3t 4 299 2172 44x + 12=0

lFeremos, portanto, para as raizes negalivas

3 3 21 : 2
1 3 J
4 3 8

3 1 11 12 ¢
mostrando que a J

Dessa forma, poderemos afirmar que todas as raizes reais da
equacdo dada estardo contidas no intervalo (— 3 4)

158 — Aigoritmo de Peletarius. Nio hé regra geral para in-

Vesligar as raizes inteiras de uma equacio de coeficienies reals
g |

!.l r = r 4 1 I 1 - rt. T - - “.—-II_—“-:. 'i:_.

v £

“ra sempre possnel modiante certo namero de lentativas sistend-
eas. calcular tais raizes

O problema que we apresenta ¢ o de redusicr so minimo ecssas
lentativas

\f raizes inteiras de (57), como ja sabemos (148 e 157). ﬁ'
YET R T procuradss enlre os rhﬂurrﬂ, m [ J
Bumero a,, comprecndidos entre as colas g ¢ ﬁ-*

Ora, a ru.r.rl.'i; oo necessaria e suficienls “ '“ E

de (1) & que tenhamos Plz,) =0, em outien que
e divisipe! por r r By

Mas, no caso das raizes inteiras, em
P'I; *TT lrfl] 'l'.r'i.;”;r,-u, q"" “‘

dicko em virias cutras umuljcﬁn
cientes em con junin

[eane modo, & exelusho de
sem levar a pesquisa até o fim,

"l Inclol-se o cpas dom ' :
M!ﬂhhmm
: '_‘__ pOT djus sls primes

oo e
"" 2 i gk S

o
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Se r, for uma raiz inteira de (1), leremos:
: L3 3 i L i ,
Piz) m (x—x) (g™t + Dy 2™ by ™ s b oaZ -

onde, pela lei de Ruffini:

by = a4

b, = byx, + @ 4

. ool » (58)
b s Opg ¥y Hllgy '

R b .z + a,= 0 |

” Partindo, entretanto, da altima relagdo, oberemen, por sabsti-
tmighes sucessivas, as eXpPressoes :

Il

=1

: &
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Ubservando que, em (08), sao inleiro fadil 1045 ¢
clentes da equacan  dada, concluiremo e i p g
.h " % .F'I i i I-‘ S I||'I'|1'|.1" Sl | | |r"h' I} frifegps

Fiu

Désse modo, na aplicacio do algoriime de Peleiarins .
de um divisor serd abandonado, ao surgis
Xila

Alias, mesmao, que se oblenham quocientes inteiros
nao serd ralz, s¢ nao Hr salisfeila a ullimas
em (29},

Determinada, entretanto, uma raiz tjunabepuaer
Far com o5 novos cochicienles nhlrila,-” o8 sinals invertidos sm nad s

influirdo. E o ensaio de eada uma deversd ser repetido, para a we-
rificagdo de sua ordem de multiplicidade

- 2
48 Yl )

el Irll-'"rlrl '!| S LT
i FiLITTeT 0
e esniel b s 1 presia

[PAasAaTEITES 5 rpe-

1539 — Regras de exclusio de NMewton. A fim de redazir o
quanio possivel o numero de experimentagies, poderemos aplicar,
de anlemdo, certos critérios s exXclusan, (jue traduzem coadigies

Becessgrias, mas ndo suficienles, para que um namero wia rais.
Tomando por exemplo uma raiz inteira X, Vird:

Pir) (r ) PDix)

onde, como ja vimos, sao inleires os coeflicientes do polindémio ¢ _.
- Fara o8 valores 1 ¢ — | de 1z liraremos, respectivamente (*) .

Pil) - ;'.
el . QE‘] i

r."l

P(—1)
: - O .

I"l

. um nhmero inteiro que, dimi -
P(1) ou que. aumentado de |
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EXERCICIO (aleular as rafzes rocionais da equagho () -
, hat 129 3122 — 188x — 252 = 0. -ﬁ
O divisores de 252 si0: = 1, 22, £ 3, = 4 = 6, = . =9, |
(2 1.+ 18, = 21, = 3% % & = 42, + 63, = M, = 15,
_'I]..I., cotas. lemos, entretanto (107): b = 8 ¢ a = — 4. Res- :
— ,. jessa forma, % ilivisores: * 1, & 2 = 3 4, 5, h e 7. APH.,. 4
l = I--..= enlio, as regras de cxclusin de Newlon. -
| e reremos: P(1) 86 ¢ Pl-—1) = A%. Os divisores fica
| ’ azidos a 3, 7 ¢ —3 "= }
I Jenlos serao l|l‘~|l'l"-l“'h como se vé abaizo:
| 1_! .r'll 1!.'.! | 2:12_ e 28
! - 3
‘- 9 22 — 3| 70 ren
1 -
I BN ST S o
| - o -9 | — 2 (3» raiz)
— 3
Ay raizes racionais s, [ﬂrﬂlﬂlﬂ: P — 2, —2. Eo m
o | coatra que, eliminadas a8 mesmas, obleremos & equagdo -
rr—-z40=8 SGEE A
T, Tad s ve, sdmile ralzes m* :
e abeular .-::;.a:':.}}! .
160 — Observagho. O :
w, wm dificuldade, a0 das infeira
A mullplicalioa que cunduza @ ‘

1,
EAENPLLO) lLalcular a8 do ?

3t 228
.Il,mr|flf, i JJ‘ riﬂ_ i._':
TR .

G0 nio poders sdmitir
o I
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A
Caleulando-as. enconlrare s i y. . g o "
[P fi
. . 2
Para a equacio dada, as raizes serio: =r, e "
. : .
3
I'-'I = 1 ¢ 'r'l 2.
OBSERVACAO Em geral, é comodo eliminar as rafzes i

teiras da equacido dada. Dessa forma, evitam-se os coeficientes mui-

ik

to elevados que, ds vézes, se apresentam na [ransformada e, 30

L

mesmo tempo, oblém-se equaches de menor grau, s

O caleulo das raizes [fraciondrias podera, entretanto, ser ’lg_r
diretamente ¢ simullineamente com o das ralzes inleiras.

Exercicios propostos

1. Desenvolver os polindmios abaixo, segundo as poléncias
x—2:
I} 7 — 402 + 1422 4 dx 4 33;

o) = — 1:
iy = — 102 & .'1;
IV) 4 + 6z 240

~.'. ]

Resp.: 1) 7(x—2)% £ 70 (x—2)4 4+ 240 (z— 2 -h_
+ 3 (z—22 4+ 10 x—2) +1; 43
M (x—2)4 4+ 8 iz—2P0 5+ M l:-ﬁ'-l-
4+ 12 (z—2) 4+ 15; . 4 '.
IHl) iz—2)% &+ B (x—2)% & ’“;ﬁ
— 8 (2N i A
V) —2(z—2)% — 17 (x—2 .

i ‘ :
2. Desenvolver os polinimios o e
g - 1:

3 vou
) ~ & s
1) o hiks
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3. Obter © desenvolvimento do polindmio 345 — 4492 4 5

|} para q 2 b, .-
(1) para @ = 1 4 B; 3
(11} para ¢ 3 + b, I:
Resp 1) I 4+ 30 12008 4 10682 — 840 — 75;
P )3y — 1500 + 7400 + 10N
(D 35 4 68 4 2700° 4 oA + 9510 4 388,

¢ Caleular o valor numérien do polindmio 4302 — 6Bz 410:

1} para 1 + I : h
i1} para = I 21 : ,
Resp.: 1) 0; ) #.

Calcular as raizes da uqum;au P — 322 - fx + B =0 |
eslio em progressio aritméetica. A

Resp.: — 2,1 ¢ 4. s
¢ Calcular as raizes da equagho 3% — 1322 + 18z — .q 14.
: uma das raizes ¢ meédia harminica das _-. .

4
7 Determinar & ll.n-r.lf]jf;a'u PII-"I "F‘ a # # i

Lok 4u=1"0 tenha duas ralzes nh o IMa -* a R
!tt‘p': [u‘ + ‘1 + .,.’ {*+# ”.. .,. ¥
5. Obler, para as rql.l-.li;vlfu"l abaixzo, as -m.

vidas do segundo termo

I-1

:‘___1.-_14 [ |_'['|_|.|:

sabendo que

) ax® + br + e =W
I ox® + bx® +r:+l-.*

ki
i) _‘i

Resp.: 1) ar?® —

Ji o

be
Y o

' By
3 9. OMer, de um modo m"’f‘"

L - x+ -
de raizes di ;
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10. Dada a equacio 2rt -— 322 4 Er 10 = 0, ubler:

I) a transformada de raizes aumentadas de ]

I} a transformada de raizes divididas por 2; _
I} a transformada de rajzes simétricas: h
IV  a transformada de raizes inversas

|h'-.||.: art 8rd 4 r? 4 Br 0 0; ) 16 —
Gr? 4 Rr 5 . 111y 2 Jx3
Ar 10 = 0: IV) 1 At & A2

2 0.
11. Dada a equacio k% k2 — 9k + 5 = 0, obler:

I' a transformada desprovida do segundo térmo;
Il"  a transformada desprovida do lereeiro térme 3

Resp.: 1) k2 — 12k 6 =0;1I) ki* — 6k — 22 = (]
ou k* — 6k & 10 =

12. Obler, para as equagies abaixo, transformadas gue séo
possam admilir raizes fraciondrias:

1y 4P — 1217 + 11 3 = 0;
Iy 2a - 1la® + 18a — © = B.

Resp.: IH) P — 68 + 1l —6=0; 1) & — 2P +

13. Obler para a equacido ¢ — i.l+ll.+1-‘_.[
mada desprovida do léermo do 1 gram. A

Besp.: o — 62 +9=0 ou .0+ut,,;,.'
14. Reduzir & forma normal as m .

_Tr D % — 328 4 3¢ "‘l"h
. i S 41‘1-!.1'-—“
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g By
,  Polindmios e squacles algébrican em geral; rafzes oo zeros. Com.
salito slementar de ndmero complexo forma bnor . renrrple
xas oobnjugnds miftlulo : representachn gecrrttrie Crpar s ie
T:I.-'i.':'l'..LI'- :ll-l' il‘ ""_-'-' il LT i i | F i [ iy I’ I 4
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