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Resumo

Nesta dissertacao foi trabalhado o classico exemplo de problema
mal posto, o problema de Cauchy eliptico para o operador de Laplace
sobre um conjunto 2 C R? suficientemente regular, onde os dados de
Cauchy sao fornecidos apenas sobre uma parte da fronteira, I'y C 99Q.
O objetivo é o de reconstruir o traco da H'(Q2)-solugdo da equagao de
Laplace sobre 0Q\I';. Para tal finalidade, foi analisado dois métodos
iterativos; o método de Maz’ia que consiste em resolver sucessivamente
problemas de valor de contorno misto (que sdo bem postos) utilizando
os dados de Cauchy como parte das condicoes de fronteira e o método
de Landweber, baseado na equacao normal da condicao de otimalidade
de primeira ordem para resolver o problema de minimos quadrados.
Através de uma abordagem via anélise funcional com uma topologia
nao usual foi demonstrado a andlise de convergéncia para o método
de Maz’ia sob dados exatos; por outro lado, para demonstrar que o
método de Landweber é um método de regularizacao e obter taxa de
convergéncia, a teoria de regularizacdo classica. Ao final, uma relacdo
entre os métodos foi encontrada, a igualdade entre as iteragdes, pos-
sibilitando, assim, concluir a anélise do método de Maz’ia, isto é, sob
dados com ruidos.

Palavras-chave: Problemas inversos, problemas mal postos, pro-
blema de Cauchy eliptico, métodos iterativos de regularizagdo, método
de Maz’ia, método de Landweber.






Abstract

This dissertation deals with the classical ill-posed problem example,
the elliptic Cauchy problem for the Laplace operator at a sufficiently
regular set ) C R?, where the Cauchy data are given only at part of
the boundary, I'; C 9. The goal is to reconstruct the trace of H!(Q)-
solution of the Laplace equation at 9Q\I';. For such purpose, two
iterative methods are analyzed; the algorithm of Maz’ia is a method
based on solving successively well-posed mixed boundary value pro-
blems using the given Cauchy data as part of the boundary data and
the Landweber iteration, which is based on the normal equation of the
first order optimality condition to solve the nonlinear least square pro-
blem. An approach via functional analysis with unusual topology was
used to proof the convergence analysis under exact data; on the other
hand, to show that Landweber iteration is a regularization method and
to obtain a convergence rate, the classical regularization theory was
widely used. At the end of this dissertation, a relation between the
methods was found, the iterations are equal, allowing to complete the
Maz’ia’s method analysis, i.e., under noise data.

Keywords: Inverse problems, ill-posed problems, elliptic Cauchy
problem, iterative regularization methods, Maz’ia algorithm, Landwe-
ber iteration.
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Introducao

As equagoes diferenciais aparecem para modelar diversos problemas
das ciéncias aplicadas, em situagoes como condutividade térmica, dis-
persao de poluentes, processamento de imagens, finangas, otimizagao,
etc. Dentre essas equacgoes diferenciais que modelam esses problemas
h& casos em que nao se busca uma solucao da equacao e, sim, comple-
tar os dados faltantes para modelar completamente algum fenémeno ou
situacao desejada.

O problema a ser resolvido pelos métodos de Maz’ia e Landweber
referente ao problema de Cauchy eliptico pode ser aplicado a problemas
de tomografia ou reconstrucao de dados. Como por exemplo, verificar a
transferéncia de calor numa regido de uma placa em equilibrio térmico
onde nao é possivel se calcular.

Neste trabalho, enquadrado dentro da area de problemas inversos,
o modelo estudado é o classico problema de Cauchy eliptico com o
intuito de associa-lo a um problema inverso. Dentre alguns dos métodos
capazes de resolver o problema inverso estao o método de Maz’ia e o
método de Landweber linear.

O problema de Cauchy eliptico trabalhado é um problema de valor
inicial independente no tempo. Aqui o operador diferencial é o operador
de Laplace sobre um subconjunto £ C R? aberto, limitado e simples-
mente conexo, cuja fronteira suave 0€2 pode ser dividida em duas com-
ponentes abertas, disjuntas e conexas I'; e 'y tais que I'y U Ty = 99.
Os dados, chamados de dados de Cauchy, as condi¢es de contorno de
Dirichlet e de Neumann, no problema de Cauchy eliptico sdo prescritos
apenas sobre uma parte da fronteira, I', isto &, u|r, = feu,|r, =9,
onde f e g sdo conhecidas. Assim, o problema de Cauchy eliptico em
questao é

(CP) Au:07 Q’ u|F1 :f7 ul/‘l'& =g

Segundo Hadamard, um problema é bem posto se para todos os
dados admissiveis, existe uma solugao, a qual é tnica e depende conti-
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nuamente dos dados. Se uma dessas condigoes é violada, o problema é
dito ser mal posto. O problema de Cauchy eliptico é mal posto, o pro-
prio Hadamard exibiu um exemplo em que ndo ocorre a dependéncia
continua dos dados; na verdade, a unicidade da solucao, caso exista, é
a unica condi¢ao satisfeita.

No entanto, o objetivo com os métodos iterativos nao é o de en-
contrar a solugdo u do problema de Cauchy eliptico (CP), a meta é
a de reconstruir o traco da solugdo u ao longo da fronteira onde ne-
nhum dado é fornecido, isto é, avaliar o trago da solu¢do u de (C'P)
sobre I'y C 02, em particular, o traco de Neumann, ou seja, calcular
uy |, - Note que é equivalente resolver estes dois problemas. De fato,
se calcular ¢ = w, |r, , entdo tem-se o seguinte problema misto

Au=0, Q ulp, = f; uwlr, = ¢;

que é bem posto, e assim, obtém-se a solugao u do problema de Cauchy.

Engl diz que por problemas inversos se entende aqueles problemas
que visam determinar causas através dos efeitos observados. Ou seja,
dois problemas sdo inversos um do outro se na formulacao de cada um
envolve a solucdo do outro. Dessa forma, pode-se associar ao problema
direto mal posto (encontrar a solu¢do u) a um problema inverso (mal
posto) da forma F' (p) = g, onde ¢ é solucdo para o problema inverso
se ¢ = uy|r,, isto é, ¢ é o traco da solucdo do problema de Cauchy
sobre a fronteira onde nao se tinha dados prescritos e ' € um operador
afim entre espacos de Hilbert a ser determinado que depende apenas
dos dados f e g. Note que para Hadamard, a equagdo de operadores
F (p) = g seria bem posta se F fosse uma bije¢do com inversa continua.

Na préatica, os dados nunca sao precisos, o que se tém, na verdade,
sao dados proximos, isto é, uma, aproximacio ¢° e f9 tais que

172 = Al +1lg* = gl <5

onde f° e g° nio precisam estar na imagem de F e § > 0 ¢ chamado o
nivel de ruido. O nivel de ruido deve-se a imprecisoes nos aparelhos de
medidas, erros de modelagens e demais incertezas.

Se a solugdo existe para F' (p) = g, a falha da terceira condigao de
Hadamard para um problema ser bem posto é de extrema importancia
devido a dificuldade numérica a ser contornada (associada ao mal con-
dicionamento do problema). Entao, para contornar essas dificuldades
provenientes de problemas mal postos, utiliza-se métodos de regulari-
zagao com o intuito de obter uma aproximagao para a solucao desejada,
nao s6 convergente, mas, também, estavel.
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Brevemente, uma familia de problemas bem postos que se aproxima
de um problema mal posto € um método de regularizacao. A dificuldade
em encontrar uma soluc¢do ¢* de F' (p) = g invertendo o operador F esté
em que pode-se obter solucdes inadequadas, devido a instabilidade do
problema, se fornecidos somente dados perturbados. Assim, o objetivo
¢ encontrar uma aproximacao ¢ que depende continuamente dos dados
perturbados e convirja para ¢*, se o nivel do ruido tende a zero e o
parametro de regularizacdo k é escolhido apropriadamente, isto é, ¢}
deve ser calculada de maneira estavel.

Apos garantir estabilidade @i — ¢, se 6 — 0, e a convergéncia
@i — ", se d,k — 0, do método, ou seja, depois de demonstrado que é
um método de regularizacdo, ha ainda a dificuldade de se encontrar taxa
de convergéncia do método, ou seja, a taxa com que ngi — g0*|| — 0,
se § — 0.

Os dois métodos, de Maz’ia e de Landweber linear, capazes de re-
solver o problema de Cauchy eliptico foram trabalhados de maneiras
ligeiramente diferentes. O primeiro deles, método de Maz’ia, inicial-
mente apresentado e estudado em [8], foi abordado por técnicas de
anélise funcional, adotando uma nova topologia sobre os espacos uti-
lizados, como em [4]. Este método foi analisado, inicialmente, apenas
sob dados exatos, isto é, provada apenas a convergéncia para dados
sem ruido. O método de Landweber linear foi inteiramente analisado
pela teoria classica de regularizacao. Foi provado que é um método de
regularizacdo (analise de convergéncia e estabilidade do método) e uma
taxa de convergéncia.

Para terminar a anélise do método de Maz’ia, isto é, demonstrar ou
observar a estabilidade e andlise de convergéncia do método, estabelecer
algum critério de parada e concluir alguma taxa de convergéncia, caso
fornecido apenas dados com ruidos, foi necessaria a discussao entre a
relacdo das iteracdes dos métodos de Maz’ia e Landweber linear. Esta
discussao entre os métodos é a contribuicao desta dissertacdo, onde
se demonstra a igualdade entre as iteracoes dos métodos de Maz’ia e
Landweber linear.

O texto esta dividido em trés capitulos. O primeiro descreve o pro-
blema de Cauchy eliptico e associa o problema inverso; ainda, em secao,
aborda quais os aspectos de Hadamard para se dizer que o problema é
mal posto. O segundo capitulo esta dividido em duas se¢des, a primeira
descreve o método de Maz’ia mostrando a anélise de convergéncia sob
dados exatos; a segunda, traz o método de Landweber linear e faz a
andlise completa do método. No terceiro capitulo, conclui-se a anélise
do método de Maz’ia sob dados com ruido, isto é, que é um método
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de regularizacio e obtendo a mesma taxa de convergéncia; isso foi so-
mente possivel apos obter uma relacdo fundamental entre os métodos,
a igualdade entre as iteragoes. No Apéndice pode ser encontrado os
demais resultados que fundamentam essa dissertacao.



Capitulo 1

O problema de Cauchy
eliptico

Seja Q C R? um conjunto aberto, limitado e simplesmente conexo
com fronteira suave 02, onde 0f) pode ser dividido em duas compo-
nentes abertas e conexas 'y, I's tais que 'y NTy =@ e ' UT, = 99,

O problema de Cauchy eliptico sobre ) consiste no problema de
valor inicial (independente do tempo) para um operador diferencial
eliptico sobre 2 em que os dados iniciais sdo dados apenas em I'; C 9f).
Assim, o problema de Cauchy eliptico considerado é para o operador
de Laplace, dado por

(CP)Au=0, Q ulr, = f; wr, =g;

onde (f,g) é chamado de par de dados de Cauchy.

Como solugdo para o problema de Cauchy (CP) considere distri-
buigoes u € H'(2) que resolvem o problema na formulagao fraca e
também satisfazem os dados de Cauchy (f,g) sobre I'; no sentido do
trago do operador. Além disso, o par de dados de Cauchy (f,g) esta
no espaco H'/?(T;) x HééQ(Fl)’ [4].

O problema a ser analisado é o de reconstruir o trago da solucao
desse problema de valor inicial sobre a parte da fronteira onde nao tém
dados iniciais, isto é, avaliar u, sobre I's.

Note que resolver este problema (avaliar o trago de uma solugao
sobre I'y) € equivalente a encontrar esta solugao do problema de Cauchy.
De fato, se ¢ = u, |r, é o trago da solugdo u de (C'P) sobre I's, entdo
para encontrar esta solugao de (C'P), basta resolver o seguinte problema
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de valor de contorno misto bem posto [A.1]:
Au=0, Y ulpr, = f; ulr, =

Aqui, ¢ é o trago de Neumann, a formulagdo do problema também pode
ser feita com o traco de Dirichlet. Estes operadores serdao definidos ao
longo do texto.

Na secao seguinte, os aspectos sobre a bem posicao para o pro-
blema de Cauchy eliptico segundo Hadamard sao apresentados, isto é,
existéncia, unicidade e a dependéncia continua dos dados.

1.1 Sobre a bem posicao do problema de
Cauchy eliptico

A sec@o analisa cada um dos trés critérios de Hadamard para o
problema de Cauchy. Além disso, também, é apresentado um resultado
sobre o conjunto dos pares de dados (f, g) de Cauchy.

Apesar da existéncia de solucdo para o problema de Cauchy ser fe-
rida, o primeiro resultado da uma condicao necesséaria para a existéncia
de solugao de (C'P) a respeito dos dados de Cauchy.

Proposigao 1.1 Considere (f,g) um par de dados de Cauchy com f e
g de classe C*. Se f =0 e existe solucio para (CP) em C?(1Q), entdo
g € uma fungao analitica.

Demonstracao: Seja u € C?(Q) solugio de (CP) para dados de Cau-
chy (f,g), onde f =0 e g é uma funcao de classe C*°(I'1). Entao, como
Au =0, u tem a seguinte representacio de Green [p. 18, 3]:

uly) = /8 (W)l (o =) = T~ p)us o)) Ao, (v < s

1
onde I'(z —y) = 2—ln|m —y|,onde x € 0N e y € L
m
Como o integrando é analitico com respeito a y, pois como y €

e x € 002 e Q é aberto, tem-se que x # y, ou seja, a singularidade de
I'(x — y) nao ocorre e, assim, conclui-se que u é analitica em 2.
Pelo principio de reflexdo de Schwarz [A.2], a funcéo

_ u(;l:l,...,l'n), ng(),
U(wl’...7xn)_{u(xl7...,xn)7 xn<07

satisfaz AU = 0 e, além disso, é analitica. Entao, vy r, (U) é analitica
[p-494, 6], ou seja, g é analitica. ]
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Um par de dados de Cauchy (f, g) sera dito consistente, caso exista
solugdo para (CP).

Das condi¢oes de Hadamard, a unicidade da solugdo de (CP) é a
Unica possivel de ser demonstrada, como segue abaixo.

Proposicao 1.2 Seja Q C R? aberto, limitado, simplesmente conexo
com fronteira analitica e considere I' C 02 aberto e simplesmente co-
nexo. Entdo, o problema (CP) com par de dados de Cauchy (f,g) €

HY2(I) x H&G(F)' consistente tem no mdzimo uma solucado.

Demonstragao: Suponha que existam duas solugoes w e v em H'(Q
para o problema de Cauchy com par de dados (f,g) € HY?(I') x

HééZ(I‘)’ consistente. Entdo, v := w — v é solucdo de
Au=0, Q% ulp =0; u,|r =0.

Como Au = 0, tem-se que u € C*°(2), ou seja, u é uma solugio classica
para (C'P) com dados homogeéneos em I'. Além disso, como o operador
laplaciano & um operador eliptico e T' e 9Q \ T' ndo sdo variedades
caracteristicas, é possivel encontrar uma familia de variedades analiticas
{Tr}to<r<i tal que To =T eI'1 = 9N\ T e I'y tem os mesmos pontos
finais. Logo, se utilizar essa familia {I'y}o<i<1 na demonstracdo do
teorema de Holmgren [p. 166, 7], entdo u = 0 em . Portanto, w = v.
]

O exemplo a seguir, encontrado por Hadamard, mostra que uma
solu¢do do problema de Cauchy pode nao depender continuamente dos
dados iniciais.

Exemplo 1.1 Considere a sequinte familia de problemas de Cauchy:

Auk(x>y) = 07 (xay) €= (07 1) X (07 1)7
ug(z,0) =0, x € (0,1);
Ouy, 1 .
a—y(a:,()) = —sin (rkx), x € (0,1);
para k € N.

Primeiramente, note que

0<

1 111
<7l in o< 2
wk T

1
= sin (k) Z

™

1
Como para k — oo, || 1/k ||— 0, entao Hk sin(mwkz)|| converge
T

uniformemente para zero, para k suficientemente grande. Assim, para
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k — oo tem-se um problema de wvalor inicial homogéneo que admite
apenas a solucao trivial.

Agora, note que as solugoes up(x,y) = sinh (ky) sin (rkx)

1
(mk)?
ezistem para cada k € N e sao inicas. No entanto, para cada 0 < y < 1,
tem-se que

exp (rky)
2 (1k)?

sin (wkx) sinh (mky) sin (rkx)

3

S ‘

1
(mk)?

ou seja, up torna-se ilimitado e oscila cada vez mais & medida que
k — oo e, portanto, ur - 0 em nenhuma norma razodvel.
Portanto, a solucdo nao depende continuamente dos dados iniciais.

Conclui-se, entao, que o problema de Cauchy (CP) é um problema
mal posto segundo Hadamard.

Apesar da dependéncia continua dos dados para (C'P) nao ser ve-
rificada para todos os pares de dados de Cauchy (f,g), o resultado a
seguir diz que se fixar f, entao o conjunto de dados g para o qual existe
solugao de (C'P) é denso no espago de Sobolev HSéQ(Fl)’; 0 mesmo vale
se fixar g, ou seja, o conjunto de dados f para o qual existe solucao de
(CP) é denso no espaco de Sobolev H'/2(T';). Este resultado é obtido
de [1].

Proposicao 1.3 Para o par de dados de Cauchy (f,g) € HY/?(T) x
Héé2(f‘1)’, tém-se que

1. para f € HY?(Ty) fizo, o conjunto de dados g € H&éz(I’l)’ para
o qual existe u € H'(Q) satisfazendo o problema de Cauchy (C'P)
€ denso em H562(I‘1)’;

2. para g € Héé2(I‘1)’ fizo, o conjunto de dados f € H'/?(I'y) para
o qual existe u € H*(Q) satisfazendo o problema de Cauchy (CP)
¢ denso em H'/?(T'y).

Demonstragao: Nesta demonstracao apenas a parte 1 é apresentada
uma vez que a outra afirmagao segue analogamente. Note que é sufici-
ente demonstrar para f = 0.

Seja u € H'(Q) solu¢do de (CP). Suponha, por contradi¢do, que o
conjunto de dados de g € HééQ(I‘l)’ tal que existe u € H'(Q) satisfa-
zendo (CP) néo ¢ denso em HY)*(T'y)'.
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Seja G C HééQ(I‘l)’ o conjunto de dados de g tal que o problema
de valor inicial

AUZO, Q; u|F1 = 0; UV|F1 =9;

tenha solucao.
Note que G # HééQ(Fl)’. Entdo, existe uma forma linear continua
ndo nulal € H&é2(1"1)’ el e GC HYI) tal que (I,g) =0, Vg € G.
Considere o seguinte problema de valor de contorno misto

Av=0, Q v|r, =1 v, =0;

note que este problema é bem posto [A.1]. Agora, pela segunda for-
mula de Green [, (vAu —ulv)dr = [. . (vu, —uv,)doQ [p. 17,
3], tem-se que frlurz (vu, — wv,)dz = 0; ainda mais, pelas condigoes

de fronteira,
/ vu,dr = 0.
T2

Considere também h € C*°(I';) e o seguinte problema de valor de
contorno misto (bem posto [A.1])

Aw=0, Q% wlr, =0; w, |r, = h;

cuja solugio ¢ tinica em H'(£)). Assim, analogamente, pela formula de
Green acima para v e w e utilizando as condicoes de fronteira, tem-se
que [, vhdx =0, Vh € C®(Iz).

Logo, v satisfaz o problema homogéneo

Av=0, Q v|r, =0; vy |r, =0;

ou seja, v = 0 pelo teorema de Holmgren [p.166, 7] e, assim, | = 0, o
que é uma contradicao.
Portanto, o conjunto de dados g € Héf(l})’ para o qual existe
u € H(Q) satisfazendo (C'P) ¢ denso em H&éQ(I‘l)’. ]
Com o objetivo de escrever o problema de avaliar o traco da solucao
do problema de valor inicial sobre a fronteira I's (onde nenhum dado
é prescrito) na forma de uma equacao de operadores F () = y depen-

dendo apenas dos dados de Cauchy (f,g) € HY2(T'y) x H)}*(T1) e

F: HééQ(Fg)' — HééQ(Fl)’ ¢ um operador entre espacos de Hilbert

(o produto interno que os torna espagos de Hilbert seré apresentado no
proximo capitulo), considere os seguintes operadores:
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o Us: HééQ(I‘g)’ — HY(Q), onde Uy () := u é solugao de
Au=0, & ulp, = f; uylr, = ;

note que este operador estd bem definido, pois o problema de
valor de contorno misto a ser resolvido é bem posto [A.1].

e v, : HY(Q) — H&éQ(Fl)’, onde Yy, (¢) = w,|r,, este é o
operador traco de Neumann sobre I'y.

Assim, defina F':=yyp, o Uy : Hé({Q(FQ)’ — H&f(Fl)’ por

F(p):=vnr, (Ur(9);

note que
YN, (Uf ((P)) =N, (u) = Uy |F1 :

Logo, dado (f,g) € HY?(T';) x Héf(I‘l)/ um par de dados de Cau-
chy consistente, o problema a ser analisado (encontrar o trago da so-
lugdo de (C'P) sobre I's) pode ser visto pelo seguinte problema inverso
mal posto, F' () = g.

Observe que F é um operador afim, isto é, F' () := F; (¢) + Fy;
onde Fj(¢) := v, |r, é a parte linear e Fy := w, |r, é a parte afim,
com v sendo a solugao de

Av=0, & vlr, =0; vy |r, =y
e w, a solucao de
Aw =0, Q; w\rl =f; wy|r, =0.

O proximo capitulo apresenta dois métodos iterativos de ponto fixo
para resolver esse problema inverso mal posto, encontrar o trago de
Neumann de u € H*(Q) sobre I'y, onde u é solugao de

Au =0, Q; U|F1 = f; ul/|1"1 =9

O método de Maz’ia e o método de Landweber.



Capitulo 2

Descricao e Analise dos
Métodos de Maz’ia e de
Landweber para o
Problema de Cauchy
Eliptico

Os métodos analisados neste trabalho para resolver o problema in-
verso mal posto referente ao problema de Cauchy eliptico descritos no
capitulo anterior sao os métodos iterativos de Maz’ia e de Landweber.

A anélise de convergéncia para o método de Maz’ia esta feita por
uma abordagem de anélise funcional e utilizando uma topologia di-
ferente para o espaco de Sobolev HééQ(FQ)’, tornando-os espagos de
Hilbert e feita apenas sob dados exatos. Concluindo que o método de
Maz’ia € um método de regularizacao apenas no terceiro capitulo. En-
quanto que a andlise de convergéncia, estabilidade do método e a taxa
de convergéncia (mesmo quando fornecidos dados perturbados) do mé-
todo de Landweber é demonstrada pela teoria classica de regularizacao.

O capitulo esta apresentado em duas se¢Oes: na primeira secao para
o algoritmo de Maz’ia e a segunda, para o método de Landweber. As
respectivas andlises estao em subsecoes.

Dado um par de dados de Cauchy (f,g) € HY/?(T';) x Héf(f‘l)’
consistente, o objetivo dos métodos a seguir é o de calcular o trago de
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Neumann de u € H(2) na fronteira I'y (onde nenhum dado é fornecido
previamente), onde u é a solugdo do problema de Cauchy (CP), isto é,
encontrar u, |r, -

Em relacao a dimensao, apesar de o problema de Cauchy eliptico e
o método de Landweber poderem ser analisados em trés dimensoes, a
formulacao do método de Maz’ia muda devido ao fato de os teoremas
de traco serem dependentes da dimensao do espaco. Portanto, nessa
dissertacao é visto apenas em duas dimensoes.

2.1 Meétodo de Maz’ia

O algoritmo de Maz’ia consiste em dado uma aproximagao inicial
o € Héé2(F2)’ para u, |r,, onde u € H(Q) é solugio de (CP), gerar
a seguinte iteragao {pg }ren:

w € HY Q) resolve : Aw =0, Q; wlr, = f; w,|r, = ok;
Vi = wlr, ;
veE HY Q) resolve:  Av=0, Q; v,|r, =9g; v|r, = Vx ;
k41 =y |1y ;

para um par de dados de Cauchy (f,g) € HY?(I';) x Hé({2(I‘1)’ consis-
tente; a ideia é a de resolver problemas de valor de contorno mistos bem
postos [A.1] sucessivamente usando os dados de Cauchy como parte das
condigoes de contorno.

Note que na iteracao acima dois problemas de valor de contorno
sao resolvidos e dois tracos de solugoes sao calculados. Portanto, duas
sequéncias sao geradas. A primeira, de tragos de Dirichlet e a segunda,
de tragos de Neumann, ambas definidas sobre I's; definidas ao longo
do texto. Além disso, como w,v € H!(Q2), tém-se que {¢x}ren C
Hgd*(T3)' [A.3] e {Yghren € HY2(I) [4].

Com o objetivo de fazer a analise de convergéncia deste método,
observe que a iteracao pode ser representada por poténcias de um ope-
rador T : Ho)*(Ty) — H)
seguinte maneira:

Primeiro, defina os seguintes operadores:

éQ(Fg)/ , construindo esse operador T' da

e Ly: Héé2(].—‘2)/ — HY(Q), Ln(p) := w, onde w é solugio de
Aw =0, & wlr, = f; w v, =¢;

o Lp: HY*(I'y) — HY(Q), Lp(¢)) := v, onde v é solucio de
Av =0, & vy lr, =g; vir, =¥
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note que estes operadores estdo bem definidos pois os problemas de
valor de contorno mistos sado bem postos [A.1].
Assim, a iteracdo do método de Maz’ia pode ser reescrita por

{w =Ln(or);  Yr =D, (w);
v=Lp(Yr); @r+1 =N (0);

onde L

st HY Q) — Hyf* (), ywry (1) == uy |1, 3
¢é o traco de Neumann sobre I'; e

Yo,ry t HY(Q) — HY2(T2), yp,r, (u) = ulr, ;

é o traco de Dirichlet sobre I's.
Logo, para representar algoritmo por poténcias de um operador
T: HééZ(FQ)’ — Hééz(I‘g)/, basta defini-lo por

T:=~ynr,oLpoypr,oLn.
Note que T satisfaz, por definicao,

i1 =T (pr) = T" 1 (o), k €N;

ou seja, o método de Maz’ia é uma iteracdo de ponto fixo que pode
ser representada por poténcias de um operador afim (pois Lp e Ly
claramente sdo operadores afins).

Como T é um operador afim, entdo pri1 =T (k) := T; (vx) + To,
k € N, onde T (¢x) = YN, © L'y o vp.r, o Ly (k) é a parte linear,
com LlD e Lﬁv sendo as partes lineares de Lp e Ly, respectivamente; e
To = YN, o LYy ovpr, (wg) + ., (vg) sendo a parte afim, com wy
e v, em H'(Q) sendo as partes afins de Ly e Lp, respectivamente, e
com w¢ dependendo apenas de f e v, dependendo apenas de g.

Assim, recursivamente, tem-se que

k
ori1 =T (o) + > _T7 (Th), k € N.
j=0
Observagao 2.1 Note que se G := yn.r,(u), onde u € solugdo de (CP)

com dados de Cauchy (f,g) € H'/?(T) x Hégz(I‘l)' consistente, entio
Tg =@, por defini¢ao de T. Agora, se p é um ponto fixo do operador T,
as funcoes w e v tém os mesmos tracos sobre I's. Logo, pela unicidade
da solugao, w = v é solugdo de

Au=0, & ulr, =f; wlr, =9

Na subsecao estd apresentado as propriedades sobre o operador T;
e a andlise de convergéncia do método de Maz’ia sob dados exatos.
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2.1.1 AnaAlise do método de Maz’ia

Nesta subsecdo, além da anélise de convergéncia do método de
Maz’ia, o resultado reciproco também é provado, isto é, se a sequéncia
{ortren = {T%(¢0)}ren converge, o problema de Cauchy associado é
consistente e P := limg_o @1 € 0 traco de Neumann da solucao de
(CP).

Os dois primeiros resultados desta secdo fornecem as ferramentas
para a demonstragao da convergéncia do método, ou seja, propriedades
sobre o operador T;.

A primeira proposi¢do da informacoes a respeito do operador 7j, a
positividade e a injetividade do operador 7;, 1 nao é autovalor de T} e
o operador T; é autoadjunto.

Para a demonstragao da proposicao a seguir deve-se estabelecer pri-
meiro algumas identidades.

Defina o operador W : HééQ(FQ)/ — HY(Q) por

W(p) = LlD °YD,ry © Lgv(@);

em que L, LY e vp 1, sdo os operadores definidos anteriormente nesta
secao.
A ferramenta principal desta demonstracdo é a formula de Green

|A.4]
/Auvdazz/ uyvdﬁQ—/ (Vo) (Vu) da.
Q Ul Q

. ) . 1/2
Assim, com essa formula e considerando o, € Hoé (T'2)’, tem-se
que

/Q (VENTUp) = VW ()" VL (4)da =
/mz (LNTi(p) = W(9)),, Liv (v)d0Q)

- /Q A (LN Ti(g) — W(e)) I ()da

Agora, se usar a notacdo w := Lk (¢), W := L (¢) e v := W(yp),
conclui-se que

/Q (VINTi(9) — VIV(9)) VLK (4)dz = O;
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pois pela defini¢do de v, de w e de W, tém-se que W|r, = 0eque w |p, =
vlr, j& que LTi(p) = LY (v, |r,) e tanto w quanto v satisfazem a
equacgao de Laplace em ().

Logo, vale a igualdade

(VI Vi wids = [ (TW o) VL (w)a,

e, portanto,

(Ti(), ) = (VLN Ti(0), VLY (¥)) = (VW (¢), VL (¥));

onde (.,.) é o produto interno interno sobre L?(Q) e
t
(o= [ (VL(0)' Ik (o)

é o produto interno sobre Héf(rg)’.
Analogamente, com a mesma notacdo, tem-se que

(VI (), TW () = (VI (), VIV (1);
isto é,
/Q (YW (g) — VIL(2)) VW ()da = 0;

pois, pela defini¢do de v e de w, tém-se que v, |r, =w|r, =0, v|p, =
wlp, e v e w satisfazem a equacdo de Laplace.
Além disso, vale as seguintes igualdades:

(VLY (), VLT (0)) = (VLY (), VIV (¥));

(VW (), VW () = (VW (), VLY ()3

obtidas, também, através da formula de Green [A.4] e pela defini¢do de
v, de w e de w.

Uma nota importante a ser feita antes de enunciar a proposi¢ao é
que a norma ||.||, proveniente do produto interno (.,.). é equivalente
a norma usual de H(%Q(Fg)’. Além disso, HééQ(I‘g)’ é um espago de
Hilbert com este produto interno [4]. A equivaléncia entre essa norma
e a norma usual do espaco encontra-se em [4].

Assim, para os proximos resultados, a estrutura a ser considerada
sobre o espago de Sobolev H(%Q(Fg)’ é o produto interno (.,.),, afim
de torné-lo espaco de Hilbert. E a norma proveniente desse produto
interno é denotada por ||.||,.

Com essas identidades, a demonstracao a seguir é facilitada.
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Proposigao 2.1 Seja T € L(H&f(l"g)’) o operador definido como na
descricao do método de Maz’ia. Entdo, tém-se que T; € positivo, auto-
adjunto, 1 nao € autovalor de T} e injetivo.

Demonstragao: Parte 1 - T; é positivo: Com as identidades esta-
belecidas anteriormente & demonstracao, conclui-se facilmente que

VLNT (), VLY (9))

(Ti(p), ) =
(VW (), VLY (#))
(

VW (), VIV ()
IW ()17 0

%

Yo € HééQ (T'2)’ e alguma constante ¢ € R.

Portanto, T; é positivo.

Parte 2 - 1 nao é autovalor de T;: Por contradi¢do, suponha que
1 é autovalor de T}, isto &, Jp € H&éQ(Fg)’ nao nulo tal que T;(p) = .
Com a mesma notagdo precedente & proposi¢do, lembre que w satisfaz

Aw =0, Q; wlr, =0; wy, |, = ¢;
e que v satisfaz
Av=0, Q v, |r, =0; v|r, =w]r, -

Além disso, observe que a diferenga (v — w) é solugdo do problema
homogéneo

Alv—w)=0, G wv—w)|r, =0; (v—w),|r, =0;

pois v|r, = wlp,; ou seja, pela unicidade da solu¢do, devemos ter
v = w; pelo fato de que a unica solu¢ao do problema homogéneo é a
solugdo trivial. Pela definicdo de v e de w, tém-se w|r, = 0e 0 =
Uy |r, = wy|r,; pois w = v. Portanto, como w também satisfaz o
problema homogéneo, w deve ser identicamente nulo. Logo, ¢ = 0,
contradicao.

Logo, 1 nao é autovalor de 7;.

Parte 3 - T} é autoadjunto: Para ¢, € Hééz(Fg)’, pelas iden-
tidades estabelecidas previamente, tém-se que

(VL (), VLT (¥)) = (VL (0), VW ());
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e que
(VW(p), VW (9)) = (VW (p), VLiy(¥));

ou seja, estas igualdades implicam que (T;(¢), %)« = (¢, T1(¥)).

Portanto, 7; é autoadjunto.

Parte 4 - T; é injetiva: Sejam 1,92 € HééQ(FQ), tais que
Ti(p1) = Ti(p2) e defina w := L (o1 — @2) e v = W(p1 — p2).
Note que a hipétese T;(p1 — ¢2) = 0 implica em v, |r, = 0, pois
Ti(¢1 — @2) =N, (v) = v, |1, € note que v satistaz

AU207 Q; UV|F1 =0 'Ull"z :’U}|F2 .
Como v é constante, pois satisfaz
Av =0, Q; v, =0, 0

deve-se ter que v = 0, pois a unica fun¢do constante em H&éz(I‘g)’
é a fungdo nula [4]. Logo, w = 0 em Q) e segue que @1 = @2, POis
0=w,|r, =¢1 — p2.

Portanto, T; é injetiva. [

Na proposi¢ao anterior foi provado que 1 nao é autovalor de T;.
Agora, a proposi¢ao a seguir diz que, de fato, o operador é ndo expan-
sivo e, além disso, a prova de que 7; é regular assintético em Hé(<2(].—‘2)/
é apresentada.

Proposigao 2.2 Seja 1) € L(H&éz(l"g)’) o operador definido como na

descrigao do método de Maz’ta. Entdo, tém-se que T} é reqular assin-
tdtico e ndo expansivo em H362(F2)/.

Demonstracao: Parte 1 - T é regular assintotico: Para provar
que T; é regular assintético, deve-se mostrar que

lim |7/ () = Tf (i)

k—

*

Vo € HY?(Ty).
Assim, basta verificar que T} (p9) — 0, Yo € R(T; — I), pois vale
a identidade

(T} () = TF (@) = T (T, = 1) ().

De fato, seja ¢ € HééQ(Fg)’ tal que (T; — I) (v) = ¢. Para essa
demonstragio, observe que a iteragao 7} (1) pode ser reescrita por
(

{wk(w =L (ywrs(ve—1(0))), k> 1;
v () = Ly (vp,r, (wi(v))), k> 0;
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com wo () = L (1).
Assim, por essa descrigdo, segue que como wy, satisfaz
Awp =0, Q wilr, =0; (wi)y v, = (Ve—1)v 1y ;
e vy € solugao de
Avp =0, Q; (vg)y|r, =0; vk |r, =wir, ;
tém-se que wy, [r, = (Vi)v|r, =0eem 'y, vy = wi € (wi)y = (Ve—1)0-

Com isso e utilizando a formula de Green [A.4], conclui-se as se-
guintes igualdades:

/(Vvk)t (Vog)dz = /Uk(vk)udaﬂ;
Q 2
/(Vwk)t (Vwg)dz = /wk(wk)udaﬁ;
Q s
/(V?Jk)t (Vwy)dz = /wk(vk)udaQ;
Q I

/ (Vors)! (Vur)dz = / W (01), O
Q Iy

com a mesma argumentacao das identidades obtidas para a proposi¢ao
anterior.
Essas quatro identidades, analogamente, fornecem que

/ V (wg — vk,l)t V (wg — vg—1) de =
Q

/Q ((W,H)t (Vor_1) — (V)" (Vwk)> da;

/ V (vp — wi)' V (v — wy) do =
Q

/Q ((Vwk)t (Vwg) — (Vug)' (Vvk)) dz.

Pela defini¢do de ¢ e v, tem-se que wy(p) = wiy1(¥) —wi (), para
ver isso basta observar que

T) (@) =T (Ti — I) ().
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Note, pelo que foi feito acima, que

/Q (V) Vuk(p)de

<2 /Q V (w1 (%) — we ()" V (wis1(¥) — wi(¥)) dz
—2 / (Ve (Tun (@) = (Vs ()" (Vs (0)))

ou seja, vale que

[T ()

2 <2 (|[mkwl - I w7)  vee

pela defini¢io wy(.) :== L4 (.).
Além disso, observe que ||T}(v)
é, a sequéncia {||T} (1) *}keN
Portanto, T; é regular assintoético.
Parte 2 - T; & nao expansivo: Para demonstrar que 7; é nao
1/2
||£(H0162(F,2)) < 1, defina para ¢ € Hy) " (T2),
w:= L (¢) ev:= LY oypr, o Li(p).
Agora, como T;(¢) = vn,r, (v) e pela formula de Green [A.4], tem-se
que

P || @) P > 0, vk € N, isto
nao é crescente.

expansivo, isto &, ||T;

@) 1)) = [ (VL (o ) VI (s (1) da
= [ (o, @), Il (o, () o9
+ /Q A (Liy (yp,r; (v))) Liy (vp,r; (v)) dz
-/ v O () 00
+ [ AWy (o, (0) de
= [ (90 VL tapr. () do

< ( /Q (Vo) (Vv) dm) v (Ti(), Ti())'%;
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ou seja, vale a desigualdade

(Ti(), TH () < / (Vo) (Vo) da.

Q

Também, pela definigdo de v e w e pela formula de Green [A.4],
segue que

[ @0 (eyde = [ w,udo0

I

= / v, wdoS)
I uls

- /Q (Vo) (Vo) da

< ( /Q (Vo) (Vo) da:) v ( /Q (Vo) (V) da:) "

isto é,

/Q (V)" (Vo) da < / (Vw)" (Vw) de.

Q

Logo, para ver que 7; é nao expansivo, observe que

1/2
T, < ( [ v wu) dx) o = ol

pois w := Lk (¢).
Portanto, T; é nao expansivo. [ |
Apos essa analise sobre o operador Tj, o trabalho de demonstrar
a analise de convergéncia para o método de Maz’ia é facilitado; como
abaixo o teorema desta secao.

Teorema 2.1 Sejam T e T} os operadores definidos como na descri¢ao
do método de Maz’ia. Se (f,g) € HY/2(T'y)x HY*(T'y) € um par de da-
dos de Cauchy consistente, entio a sequéncia {pk ren = {T%(p0) }ren
converge para o trago de Neumann da solu¢do do problema de Cauchy,
isto €, para u, |r, , para todo @o € HééQ(Fg)’.
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Demonstragao: Nesta demonstragao, observe que basta provar que
T* (¢o) converge para o ponto fixo @ do operador T, pela observagio
feita nesta secgao.

Para isso, defina, para cada k € N, ¢, = ¢ — . Entao, tem-se que

Et1 = Prr1 — @ =T (or) — T (®)

=T (o) +To = Ti(P) — To =T (o) — T1 (P) = T (ex) -

Como HégQ(I})’ é um espago de Hilbert (com o produto interno (., .).),
tem-se que €, — 0, pelas proposic¢oes anteriores. De fato, T; ser regular
assintotico implica em ser uma sequéncia de Cauchy e, como o espaco
é um espaco de Hilbert, a sequéncia é convergente. Portanto, como 1
nao é auto valor de T;, tem-se que pr — @, se k — oc. [

O dltimo resultado a respeito desse método é a reciprocidade do
teorema da anélise de convergéncia. A proposi¢do a seguir também
pode ser entendida como um critério para a existéncia do problema de
Cauchy eliptico.

Proposigao 2.3 Seja (f,g) € HY/*(I'}) x Hééz(Fl)’ um par de dados
de Cauchy consistente. Se a sequéncia {p}ren = {T%(¢0)}ren con-
verge em Héé2(l_‘2)/, entdo o problema de Cauchy eliptico (CP) tem
uma solugio u € HY () e u, |p, = limg_so0 ©r.

Demonstragao: Defina @ = limy_, o px € HééQ (I'y)’, entdo
k—oc0 k—o0

Portanto, @ é ponto fixo de T e, assim, a observagao feita nesta
secdo garante a existéncia de solugdo para (CP). ]

A préxima secao traz o método de Landweber com uma subsecao
abordando a andlise de convergéncia, estabilidade do método e a taxa
de convergéncia via a teoria classica de regularizacao.

2.2 Meétodo de Landweber

Dado um par de dados de Cauchy (f,g) € H/?(T;) x HSéQ(Fl)’
counsistente, sabe-se que o operador F' do problema inverso F (¢) = g
é um operador afim e, portanto, F'(¢) = g pode ser reescrito por

F; (¢) = h,onde h = h(f,g) == g—Fy. Note que como Fy € Hééz(I‘l)’,
h e Hég2(l“1)’ também.
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Como o operador do problema inverso obtido é um operador linear,
o método de Landweber apresentado aqui é apenas para problemas
lineares. Em particular, para resolver o problema inverso associado ao
problema de Cauchy eliptico, F} (¢) = h.

O método de Landweber também consiste em uma iteragdo de ponto
fixo, pr+1 = L(pr), k € N, com L : Hé({Q(I‘g) — H1/2( I';)" definida
por

L(p) ==+ I (h—F (9));

esta iteracdo de ponto fixo provém da condicao de otimalidade de pri-
meira ordem para o problema de minimos quadrados nao linear

1 2
min = ||h—F(p)||";
Sl R

que é a equacao normal
FF (¢) = F" () h.

Com o intuito de analisar o método sob dados perturbados, isto
é, afim de demonstrar que é um método de regularizacdo (analise de
convergéncia e estabilidade) e obter taxa de convergéncia, considere

(f,g) € HY/*(I'y) x Héf(l])’ um par de dados de Cauchy consistente
e um outro par (f,g) € HY/?(I'1) x HJ/*(T,) consistente ou ndo.
Considere também h como anteriormente, entao, analogamente, pode-
se calcular h, a saber h:=7 — Fy.

Entdo, dado um par de dados (f%,¢°) € L*(I') x H)(Ty) tais
que

s s
12 = Fll oy + 119° = 9ll g,y < 0
A pergunta a ser feita é: pode-se garantir que existe um termo h° tal
0

que [|h® =] iz, <67

Para isso é necessario a hipotese a priori sobre o par de dados de

Cauchy exatos: f € H"(T'y), para r > 1/2 |5]. O seguinte lema [5]
fornece a resposta a essa pergunta.

Lema 2.1 Sejam f € H'(T1),r>s>0e f° € L*(T;) com
5
17 = ey <

para algum § > 0 . Entdo, existem um operador suavizante S : L*(T1) —
H*(T'1) e uma fungdo positiva y com limg oy (z) = 0 tais que || f — SféHHS(Fl)

v (9).
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Para responder a pergunta, utiliza-se o operador suavizador S :
L*(T'y) — HY*(T';) para gerar a fungdo f9 := Sf% € H'/?(T';) tal que
Hf - F‘ < &, para algum outro 8 > 0. Assim, ap6s suavizar

H1/2(F1)
f° € L*Ty), pode-se calcular o termo h® := ¢° — P e Héf(I‘l)’

tal que ||h‘s — hHHéo/z(Fl)’ <4§ a partir do par de dados de Cauchy

(F7 95), pois o termo h := g — Fy depende continuamente do par de

dados (f,g). Essa analise é necesséaria para obter uma estimativa do
erro de propagacao do algoritmo de Landweber, feita na subsegao.
Logo, pode-se pensar em resolver o problema inverso Fj (@) = h?
tal que ||k — h5||Hééz(F1), <9 [5].
A subsecdo a seguir, além de abordar a andlise de convergéncia,
também apresenta um teorema sobre a taxa de convergéncia do algo-
ritmo de Landweber para dados perturbados.

2.2.1 AnaAlise do método de Landweber

Os resultados classicos para o método de Landweber linear sao apre-
sentados nesta subsecao.

O objetivo desta subsecao é o de apresentar as demonstragoes refe-
rente a analise de convergéncia e estabilidade (regularizagio) e taxa de
convergéncia para o método. Apenas a demonstracao de que o método
é de ordem 6tima nao esta presente.

Como a teoria de regularizacao para o método de Landweber é feita
para operadores nao expansivos, portanto, o primeiro resultado garante
que esta teoria pode ser aplicada ao problema inverso Fj (p) = h.

Proposigao 2.4 Seja F, € L(HOIO/Q(FQ)’,HOIO/Q(H)’) o operador defi-
nido como na descricio do método de Landweber. Entdo, tem-se que
F; € nao expansivo.

Demonstragao: Seja ¢ € H(%Q(l"g)’. Sejam v, w,q € H(2) solugdes

dos seguintes problemas de valor de contorno

Av=0, Q v|r, =0; vy |r, = ¢;
Aw =0, Q; w,|p, =0; wlr, =v]|p, ;

Aq:07 Q’ qV|F1 :/UV‘Fl ; q|F2 :O’
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respectivamente.
Entio, tém-se que F; (¢) = v, |r, = qv|r, » |lel]> = Jo Vol dz e
2
1Fi (¢ )IIHl/z = [o V4l da.

Assim, r —v—w é solucao de
AT:O) Qv TV|F1 :vV|F1 ; T|F2 :Oa

ou seja, tem-se que ¢ = v — w.
Além disso,

/ \Vwl|® dz = / ww, do§) = vw, doS) = / (Vo) (Vw) dz
Q T uly T uly Q

Logo,

1A e,y = [ V0 do

:/Q|V(v—w)|2da;

_ /Q (190 + Vol —2(V0)' (Vu) ) de

- / (|VU|2 — |Vw|2> dx
Q

= Jlell? - / IVl de.

Portanto, [|F1 (9)|lye i, < 6ll,s Ve € Hyg*(T2), ou seja,

|| E; <1 e, assim, F} é nao expansivo. ]

‘|Héé2(1—‘1)' >
Vale ressaltar que o produto interno (., '>H1/2(I‘1)’ definido sobre o
00

espaco de Sobolev HO/Q( I'1)" de modo a torna-lo espaco de Hilbert é
analogo ao produto interno (., .), sobre o espago H(%Q (T'2)’, isto &, dados
PRVRS Hl/Q(I‘l)', entao

(0, V) y 1/2(p, )y ¢ /Q(Vv)t (Vw) dz

onde v,w € H*(£) sdo solugdes dos seguintes problemas de valor de
contorno
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Av=0, Q v, |r, =¢; vip, =0;
A'U}:O7 Q, wu'Fl :1[}7 ’LU|F2 :07

é a norma prove-

respectivamente. A norma denotada por |\.HH1/2(F1),
00

niente desse produto interno.

A proposi¢io a seguir garante que a sequéncia {¢y}ren converge
para a solugdo de minimos quadrados de Fj (¢) = h, se o par de dados
de Cauchy (f,g) € HY/2(T';) x Hy,*(T';)’ for consistente. Em outras
palavras, caso seja fornecido um par de dados de Cauchy exatos (e
consistente), tem-se a convergéncia do método de Landweber.

Proposigao 2.5 Se (f,g) € H'/?(T'1) x Héf(l})’ é um par de dados
de Cauchy consistente, entao o — FZT (h), se k — oo.

Demonstragao: Primeiramente, observe que como (f, g) € H'/?(T'1)x
Héé2(f‘1)’ ¢ um par de dados de Cauchy consistente, o problema de
Cauchy (CP) admite uma tnica solugdo u € H'(Q). Entdo, F (p) =g
admite solucdo. Logo, g € R(F)) e, portanto, h € R(F)).

A ideia desta demonstracao é definir uma funcdo g, de modo que
satisfaca as hipoteses de [A.5] para aplicé-lo e concluir a demonstragao.

Para k € N, como 1 = ¢+ F (h — F; (¢r)) , entdo ¢ pode ser
reescrito por uma forma nao recursiva

k-1

or=>_ (I—-FRY F (h);
j=0

para ver isso basta escrever ¢ = (I — F'F}) (pr—1) + F]" (h) e utilizar
essa expressao recursivamente de k — 1 até k = 0, se g = 0.
Entdo, tem-se que F}* (h) = F;*F; (), onde ¢! = FZT (h) € H&éQ(Fg)’.
Logo, utilizando a forma ndo recursiva para oy,

k—1

ol —pr =0 —F'RY (I-FFY (o).
j=0

Com a igualdade F}'F; Z?;Ol (I - Fl*Fl)j =1-({- Fl*Fl)k, vale
que
w ik
o~ =(I - F'R) ¢l
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Defina gr()\) = Zf;é (1-=X) e r,(A) = (1 =N Ento, tém-se
que
e = g (FTF) B (h);
e que
o — o =1 (FF) o'
Considere A € (0, 1]. Note que neste intervalo Agi(A) = 1 — 7(X)
é uniformemente limitada e gy (\) — 1/, se k — oo, ja que ri(\) — 0,
se k — oo.
Portanto, pode-se aplicar o resultado [A.5] para concluir a demons-
tracao. [
A préxima proposicao da uma simples estimativa do erro de propa-
gacao do algoritmo de Landweber na presenca de dados perturbados
(f‘s,g‘s), isto é, uma estimativa para saber de que modo o erro nos da-
dos deteriora a iteragio {49 }ren. Em outras palavras, é demonstrada
a estabilidade do método de Landweber. Note que se fornecidos dados
perturbados (f°,¢°) tais que

|f - f6||L2(F1) +]lg - QSHH“?(H) <6

00

é possivel calcular o termo h® = h (f5, g‘s) tal que

Hh - h6||H;gz(r1) <9

Proposicao 2.6 Sejam h,h® € Hééz(I‘l)’ dados tais que

<,

Hh - héHH;gz(rly =

e considere as iteragoes de Landweber correspondentes, {¢r} e {goi}
(com dados exatos e inezxatos, respectivamente). Entdo, tem-se que

lor — @b, < VkS, k> 0.

Demonstragao: Seja Ry, (h — h?) := Zf;& (I - Fl*Fl)j Fy (h—h°).
Entdo, pela demonstra¢io da proposicéo anterior, pp— @9 = Ry, (h — h?).

Assim, utilizando novamente a igualdade F}* F) Z?;& (I-FrF) =
I—(I- Fl*Fl)k, segue que

1Rl = || Re R
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k—1
|| u-mRy (1-0- R
=0
k—1 .
<> - FRy|;
3=0

pois I — Fj"F; é um operador semidefinido positivo ndo expansivo.
Como o lado direito da expressdo acima é limitado por k, tem-se
que
s s
o= el < Bl A= 1]y, < VS

Portanto, Hgak — gpiH* < \/E(S, k> 0. [ ]

O critério de parada utilizado para o método de Landweber é o
principio da discrepéncia, um critério a posteriori, devido a Morozov
[p-83, 2]. O principio da discrepancia é um critério que determina a
parada da iteracdo em k =k (8, h’°) quando, pela primeira vez,

||n? — Fy (9"%)“}1&{2@1)' < 765

para 7 > 1 fixo.

A motivacdo do uso do principio da discrepancia como critério de
parada para o algoritmo, além do resultado abaixo, é o de garantir um
indice de parada finito, facilitando, assim, demonstrar taxa de conver-
géncia para o método de Landweber.

Além disso, tem como objetivo o de tornd-lo um método de regu-
larizacdo de ordem o6tima. Em breves palavras, isso significa que se o
método de Landweber sob dados perturbados com este critério de pa-
rada é usado sob a hipotese a priori FlT(h) € HééQ(Fl)’, entdo o erro
do pior caso para este método é o infimo dos erros dos piores casos para
o método com outros critérios de parada.

Proposicao 2.7 Sejam (f,g) € HY/?(T;) x Hé({Q(I‘l)’ um par de da-

dos de Cauchy consistente e ¢ € H362(F2)’ uma solugdo de Fy (p) =h

qualquer. Se Hh5 — K (gpi)HHl/z(Fl), > 20, entdo wiﬂ € uma aproxi-
00

mag¢do melhor para ot do que wi. Em outras palavras, a itera¢do nao
termina antes de

||n? = Fy (“P%)HHggz(rl)/ < 20.
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Demonstracgao: Para ver que goz 41 € uma aproximagao melhor, note
que

et =l all” = |lof — 8 — B (= Fi (20))]]
= ||t = 2| = 260" — @), By (h° — Fy ()))-
+ <h6 —F (‘Pi) LY (h6 — B (‘Pi)»Hg({Q(Fl)/

= [let = @hll; = 2(h = 1*.1° = Fy (e)) jagor,
2
— 11 = F ()72,
+(h = B (o) (B = 1) (0 = B (60) g,

Como F; é um operador ndo expansivo, tem-se que FjFj* — I é
semidefinido negativo, entao

2

L=l = el

*

|t — @p,

> (110~ B (D) gy (110 = B2 () L gocery —26)

Por hipétese, Hh5 —F (goi) | |H1/2(F1), > 24, entdo o lado direito da
00
desigualdade acima é positivo.
Portanto, H(pT — (piHi — ||<,0Jr - <p2+1||i > 0, ou seja,

e = etll, > [l' = einll.
e, assim, <pi 41 € uma melhor aproximagao para o' do que @i. [

O teorema desta sec¢do garante que o principio da discrepincia de-
termina um indice de parada finito e, ainda mais, fornece a taxa de
convergeéncia k (5, h5) =0 ((5‘2).

Teorema 2.2 Seja 7 > 1 fizo. Entdo, o principio da discrepincia de-
termina um indice de parada finito k(5, h°) para a iteragio de Landwe-
ber com k ((5, h5) =0 (5_2).

Demonstragao: Considere momentaneamente {py} aiteragdo de Landwe-
ber com dado exato h por facilidade na notacao.
Pela demonstragao anterior, tem-se que

et = 5|2 = |le" = ima| > = I1h - B (idllmegecry
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Somando de j =1 até k, tem-se que

2

*

k
2 2
% 2 ZHh_ Fy (Spj)HHééz(Fl)/

j=1

2
> kb= Fy (ooll2 0, 5

HSDT — Pk+1

H‘PT—%

onde vale a dltima desigualdade pela monotonicidade das normas dos

residuos.
Note que

h—Fi(pr) =h—F (gx—1) — F1F] (h — Fy (Y1)
= - FE) (h—F(pk-1));

entdo, por indugdo, tem-se que h— F} (¢r) = (I — FlFl*)k (h — F; (¥0)).
Entao, pelo que foi feito acima,

H([ —~RBFH)*(h-F (cpo))H b= = Ei (i)l gz,

Hof*(r

o |

%"

Assim,

1 = 2 (o) Lgry = [0 = FED (7 = i )|

Hyy®(1)
gHI—FF*kh—F ‘
( ) ( 1 (¢0)) A2y
I—FF (h— 1o ’
i S A G| PP

<S5+ k2|t —

%"

Portanto, tem-se que & + k~1/2 ||of — ¢1||, < 76, apenas se

k> (r—1)72||of — |62
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e, assim, k (5, h5) < ¢672, onde ¢ depende apenas de . [
O ultimo resultado do capitulo diz que o algoritimo de Landweber
com o principio da discrepancia para 7 > 1 fixo é, de fato, um método
de regularizacao de ordem 6étima.
Proposigao 2.8 Se (f,g) € H'/?(T') x Holf(l“l)’ é um par de dados
de Cauchy consistente, entao a iteracao de Landweber com o principio
da discrepdncia com T > 1 fixo é um método de requlariza¢iao de ordem
otima.

Esta demonstracdo encontra-se em [2].

Portanto, neste capitulo, foi demonstrado a anélise de convergéncia
para o método de Maz’ia sob dados exatos e que o método de Landweber
linear é um método de regularizacdo. Além disso, foi obtido uma taxa
de convergéncia para o método de Landweber e visto que é um método
de ordem o6tima.

O proximo capitulo relaciona os métodos apresentados. Mostra-
se que as iteracoes dos métodos sao idénticas e com isso, um critério
de parada e taxa de convergéncia para o método de Maz’ia pode ser
considerado sob dados perturbados, j4 que a analise foi feita apenas
para dados exatos. Logo, conclui-se que o método de Maz’ia é um
método de regularizacao apés mostrar a igualdade entre as iteracoes
dos métodos.



Capitulo 3

A Relacao Entre os
Métodos de Maz’ia e
Landweber

A relacao entre os métodos de Maz’ia e de Landweber encontrada
é a de que as iteragoes calculadas desses algoritmos de ponto fixo sdo
idéenticas, isto é, L(p) = T(p), Vo € Hégz(l“g)’, com L e T sendo
os operadores do algoritmo de Landweber e Maz’ia, respectivamente.
Demonstrar a igualdade L(y) = T'(¢), Yo € H(%Q (T'y)’, significa provar
de fato que

¢+ Ff (h— Fi(9) = Ti(p) + To, Voo € Hy)*(To)';

onde h = g — Fy.
Como conclusao apés provar essa igualdade, tem-se que para dados
com ruidos (f?,¢°) tais que

Hf - f6||L2(F1) + ||g _96||H3({2(F1)' <9
pode-se observar a estabilidade do método e, assim, usar como critério
de parada o principio da discrepancia para ver que o método de Maz’ia
é um método de regularizacao e tem a mesma taxa de convergéncia que
o método de Landweber.
Para estabelecer a igualdade das iteracoes os trés lemas a seguir se

fazem necessérios. O primeiro deles calcula F}*(¢), Vi € Hééz(l“l)’ .
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Lema 3.1 Sejam ¢ € HééQ(Fl)’ e q € HY () solugdo do problema de
valor de contorno (bem posto [A.1])

Ag=0, @ qlr, =0; ¢ |r, =¥
Entao, tem-se que F(¥) = qu |r, -

Demonstragao: Seja (v, @) € Héé2(F1)’xHéé2(F2)’. Sejam v, w, q,r €
H'(Q) solugdes dos seguintes problemas de valor de contorno

Av=0, Q vlr, =0; v, |r, = ;
Aw=0, O w,|r, =v|r, ; wlp, =0;
Ag=0, % q|r, =¢; qlr, = 0;
Ar=0,Q 7|r, =05 rur, = qlr, ;

respectivamente.
Entéo, utilizando a férmula de Green [A.4]

/Auvdx:/ uyvdaﬁ—/ (Vu)' (Vo) da;
(9] I'iul's Q

e as condicoes de fronteira dos problemas de valor de contorno acima,
tém-se que

<Fl(<P)a¢>Hég2(Fl), Z/Q(Vw)t (Vq) dx

:/ w,qdos)

Ul

:/ w,,qdOS?
Iy

:/ 0,qdOS)
Iy

= / 0,qd0OS)
Uy

- / (Vo) (Va) dr;
Q
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e que
<<P7 Qv |F2 >Héé2(l“2)’ = /Q (Vv)t (VT) dx

= / vr,dOS)
' uls

= / vr,dOS)
T2

= / vq, dOS
I

= / vq, dOS
' uls

- /Q (Vo) (V) da.

Logo, vale que (Fi(p), w)Hééz(Fl), = {0, q |1, >H;gz(r2)~ ou seja,
Fz*(UJ) =qlr,- ]

Os proximos dois lemas visam facilitar a demonstracdo da igualdade
entre as iteracoes de ponto fixo de Maz’ia e de Landweber.

Lema 3.2 Para ¢ € Héf(lh)’, tem-se que Fy'Fi(¢) = ¢ — Ti(9).

Demonstragao: Seja ¢ € HééQ(FQ)/. Sejam v, w € H!(2) solugoes

dos seguintes problemas de valor de contorno

A’U:O, Qa U|F1 :07 UV|F2 2803

Aw =0, Q; wu|F1 =0; U/|1"2 :’U‘I‘Q;

respectivamente.

Entao, tém-se que F;(¢) = v, |, e que T;(¢) = w, |r, , por defini¢do
dos operadores lineares F; e T;. Além disso, definindo ¢ := v — w, ou
seja, ¢ € H(Q) é solugio do problema de valor de contorno misto

Aq:(), Qa q;/|1"1 :’U,,|1"1 ) q‘l—‘z :0’

tem-se que F}* (v, |r, ) = ¢u |, , Pelo lema anterior.
Portanto, como gy [r, = (v—w)y[r, =vv|r, —wy|r, = =Ti(p),
tem-se que Fy*Fi(¢) = ¢ — Ti(p). |
Agora, o ultimo lema antes do teorema principal deste capitulo.
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Lema 3.3 Para o par de dados de Cauchy (f, g) € H1/2(I‘1)><H352(I‘1)'
consistente, tem-se que F}*(h) =Ty, em que h = g — F}.

Demonstragao: Sejam v,w € H'(Q) solugoes dos seguintes proble-
mas de valor de contorno

Av=0,Q vlr, =f; v, =0;

Aw=0, Q w,|r, =g wlr, =v|r, ;

respectivamente.

Entdo, tém-se que Fy = v, |r, e que Ty = w, |r,, por definicdo.
Note que, definindo r := w — v, r € H'(Q) é solu¢io do problema de
valor de contorno misto (bem posto [A.1])

AT:O, Qa TV|F1:g_’UV|F1;T|F2:O;
assim, tem-se que F*(h) =1, |r, = (w =), |r, = wy |1,
Portanto, F;*(h) = Tp. |

Assim, com essas ferramentas, o teorema a seguir é facilmente de-
monstrado.

Teorema 3.1 Para ¢ € HO/2(I‘2)', tem-se que L(p) =T(y).

Demonstragao: Note que L(y) := ¢+ F* (h — Fi(¢)) = ¢+ Fj(h) —
FFi(p). Como Fy Fi(p) = ¢—Ti(¢), tem-se que L(p) = ( )+T(p).

Mas Fy(h) = Tp, assim, L(y) = Ti(¢) + Tp. Logo, como T(p) =
Ti(p) + Ty, conclui-se que L(p) = T(p), Vo € H0/2( Iy). [

Entao, conclui-se assim, além da estabilidade do método de Maz’ia,
que deve-se utilizar o principio da discrepancia como critério de parada
para o algoritmo de Maz’ia, se fornecido somente dados com ruidos.
Para a estabilidade, basta observar usar a igualdade entre as iteracoes
e seguir as linhas da demonstragao para o método de Landweber.

De fato, note que se (f?,¢°) ¢ um par de dados tais que

1 = £l + 19 = S llmgew,y < 6

para (f, g) um par de dados consistente, entdo pode-se calcular o termo
ho=g° — Fs tal que

Hh - héHH;gz(rly <o
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Logo,

ot = A[, = 1T (8) — #i]
=||L (¢2) — R
=||F (n° = F ()],
< 17|11 — Fr (£3)]
< |[n® = Fy ()

*
*

Hof®(y)

HHééQ(Fl)"

Assim, como as iteracoes dos algoritmos sdo de ponto fixo e sdo
iguais, ou seja,

o =T(er) =L(#}), kN,

entao, como indice de parada para o método de Maz’ia, basta escolher
k=k (57 h‘s) igual ao k dado pelo principio da discrepancia utilizado
no método de Landweber (aplicado ao problema inverso Fj () = h°)
e concluir a mesma taxa de convergéncia k (6,h°) = O (672) para o
método de Maz’ia. Para isso, basta seguir os passos da demonstragao
do teorema sobre o indice de parada finito e taxa de convergéncia para
o método de Landweber.

Portanto, tem-se que o método de Maz’ia é também um método de
regularizacao e a taxa de convergéncia concluida é a mesma do método
de Landweber.

Vale notar que as demonstracoes omitidas nessa ultima discussao
seguem exatamente as mesmas linhas, observando apenas a igualdade
entre as iteracoes.

Assim, a igualdade entre as iteragbes dos métodos foi fundamental
para terminar a anélise do método de Maz’ia.






Consideracoes Finais

Neste trabalho foi apresentado o problema de Cauchy eliptico e,
analisado, segundo Hadamard, que o mesmo é um problema mal posto.
O problema analisado foi o da reconstrucao do traco de uma solucao do
problema de Cauchy sobre a parte da fronteira onde nao se tinha dados;
para este problema foram apresentados e analisados dois métodos ca-
pazes de resolvé-lo, o método de Maz’ia e o método de Landweber. Na
anélise do método de Maz’ia, foi demonstrado a anélise de convergéncia
para dados exatos utilizando uma topologia nao usual sobre o espaco
em questdao. Apoés a anélise completa do método de Landweber, ou
seja, uma vez demonstrado que é um método de regularizacao e obtido
a taxa de convergéncia, foi encontrada uma relacio entre os métodos
de Maz’ia e de Landweber. Sendo, assim, possivel completar a analise
do método de Maz'ia, isto é, sob dados com ruidos.

Dessa forma, pode-se considerar que a parte tedrica esta completa;
portanto, para complementar, busca-se implementar devidamente esses
meétodos e fazer experimentos numeéricos. Para além disso, em trabalhos
futuros, abordar os métodos iterativos de regularizacao tipo Kaczmarz
para o problema de Cauchy eliptico.
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Apéndice A
Resultados Auxiliares

Nesta parte do trabalho, esta apresentado os enunciados dos resul-
tados utilizados os quais nao convém enuncid-los ou demonstréa-los ao
longo do texto.

A existéncia, unicidade e a dependéncia continua dos dados do se-
guinte problema de valor de contorno misto

Au=0, & ulr, = f; uwlr, =g;
para o par de dados (f,g) € HY2(Ty) x Hy)*(Ts) (com €, Ty e Ty

como utilizados durante o texto), segue de um teorema do tipo Lax-
Milgramm, cuja demonstragdo pode ser encontrada através de [4].

Proposigao A.1 Para cada par de dados (f, g) € HI/Q(Fl)XHéé2(F2)/,
o problema de valor de contorno misto

AU:O, Q;U"Fl :f§ ul/'f‘z =9;

tem solugdo tnica u € H* (). Além disso, vale que

allars oy < € (W) + 19l gazz sy ) -

Para demonstrar a proposigao 1.1 é necessario o principio da re-
flexdo de Schwarz [3]:

Proposigao A.2 Seja Q1 um subdominio do semiespaco x,, > 0 tendo
como parte da fronteira uma se¢ao aberta T do hiperplano x, = 0.
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Suponha que u seja uma fungdo harmonica em QF e continua em QTUT
comu =0 em T. Entdo, a fung¢io

U(wl,...,xn)—{

€ harménica no dominio QT UT U Q~, onde Q= € a reflexdo de QT
sobre x, =0, isto é, Q™ := {(x1,...,2,) € R™;(x1,...,—x,) € R"}.

w(z1,...,Tn), Tp >0
u(xl,...,—xn), T < 05

Um resultado importante na defini¢do dos operadores involvidos na
definigdo dos métodos de Maz’ia e Landweber é o teorema do trago [4]:

Proposigao A.3 O operador do trago de Neumann definido sobre o
espago C*°(Q2) com imagem no espago C*°(L';), i = 1,2 tem uma inica
extensao definida por
1/2
s HY Q) — Hyp (D)5
para v =1,2.

A proposicdo seguinte foi largamente utilizada nas demonstracoes
de todo o trabalho, a seguinte féormula de Green, cuja demonstragao
pode ser obtida através de [4]:

Proposigao A.4 Dadosu € H'(Q) e
ve {v e HY(Q); ywr, (v) € HY2(D): i = 1,2} :

entdo vale que

/Auvdx:/ uyvdaﬂ—/ (Vo) (Vu) dz.
(9] ' ul's Q

O ultimo resultado neste apéndice é essencial para a anélise de con-
vergéncia do método de Landweber, na proposigao 2.5, a demonstra-
¢do encontra-se em [p. 72, 2].

Proposigao A.5 Seja, para todo o > 0 e algum € > 0, a fun¢do defi-
nida por g, : [0, ||T||2} — R tal que satisfaca as sequintes condigoes:
Jgo € continua por partes; Ic > 0 tal que

Aga (M| < ¢
lim go (A) = 1/X;
para todo X € (0,]|T||*]. Entéo, para todo y € R(T"), tem-se
lim g, (T*T) T*y = «T;
a—0

onde xt = T (y). Sey ¢ D(TT), entio lim, ¢ ||ga (T*T) T*y|| = +oc.



