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: D - Equivaléncia entre figuras geométricas
- planas. Areas. Teorema de Pitagoras e suas
S aplicagoes

: _§_-1._.'_'aneralidades.

- L. Nogiio intuitiva de equivalénecia plana. Sabemos
que dois poligonos tguais, isto €, sobreponfveis, tém superficies
~ tguais (*). Também dois cfreulos iguais ou dois setores iguais.
- tém as suas superficies respectivamente iguais, e, assim por
diante. Na vida prética, porém, encontramos, muitas vézes,
figuras %le tém superficies iguais tendo, contudo, formas dife-
rentes. & o que acontece, por exemplo, quando, para assoa-
Ihar o piso de duas salas, uma de forma quadrada e outra de
forma retangular, empregamos o mesmo nimero de tacos de
um d&dy tipo. Dizemos, simplesmente, que os dois pisos tém
superficies iguais, embora tenham formas diferentes.

A relacio que exprime a igualdade entre as superficies
de figuras geométricas planas, de mesma forma ou nfo, recebe
0 nome de equivaléncia plana. Logo: dois poligonos, ou duas
Jiguras de contornos quatsquer, sdo equivalentes quando tém super-
$ tguais. Vemos, assim, que duas figuras iguais (sobre-

gon?e:ﬂ 880 sempre equivalentes, enquanto que duas figuras
quivalentes podem deizar de ser iguais.

rﬁgggnﬁ:ruggegl clnnceitu & mais gic uma superficie, consi-
Gitts Beflaradna mp 0, 0 caso de dois terrenos contfguos que
obteremos um tgrre::ma& ki S‘IPT:lmlndD-se a cérca comum
meiros. Por outro | 3 S de“ﬂmma(‘l{}. soma dos dois pri-
cérea de separagio g ;l"“ terreno tinico colocarmos uma
remos a difer » queé o desmembre em outros dois, obte-

enea entre o terreno todo e uma de suas partes.

C 7 :
va.lemo:: ;l;q"*ﬁnn s ﬂgur‘as geométrieas planas equivalentes,
tes critérios de equivaléncia, que nio podem

d - *
exar dividas quanto 2 sua evidéncia :

.-{"‘I '-'i_n':r Matembitica, Curso Ginasial, 34 Série, pdg. o5,
: 182

do meamo autor.
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l'n)_ Duas fiﬂ‘urﬂﬂ fqu{ﬂa—lentﬂﬂ a uma lerceira 80 mwdmws
entre 8i.

2.°) Se de duas figuras fgtmin ou equivalentes se somam (ou se
subiraem) figuras tguais ou equivalentes, obtém-se figuras
equivalentes.

§ 2. Areas das principais figuras planas.

2. Medida dos poligonos: drea. fiste estudo é feito
niio levando em conta a forma dos poligonos e sim as super-
ficies dos mesmos, Désse modo cada poligono pode ser substi-
tufdo por um seu eqiiivalente e a sua medida é expressa por
um numero denominado drea.

Por ser praticamente impossivel a determinagio direta da
grea de um poligono é usado o quadrade como elemento de
confronto. No sistema métrico decimal, que é o adotado por
nés, a unidade fundamental é o meiro quadrado (m?) — fres
do quadrado de um metro de lado —. Na Inglaterra, nos
Estados Unidos, usa-se o yard quadrado (sq.yd.).

3. Retangulo. A drea do retdngulo & igual ao produto
da base (*) pela altura.

] s=bh |

De f.'i'l.t.l')t Eﬂ!‘lﬂidf_‘T‘l‘ml];J 0 rr-t;'u'l_ll;llll"l D
ABCD (fig. 12), onde a base AR mode,
por exemplo, 6m e a altura DA, 4m.
Assinalados os quatro metros em AD e,
tragando pelos pontos de divisio as pari-
lelas 8 AB, o retingulo ABCD aparece
dividido em quatro retingulos i1guais.

"
-
3

T
A

Fazendo o mesmo em rela¢iio & base 4 B RS
obteremos, pelas intersecgdes das parale- A | :g5m —=I8
las tracadas, 24 quadrados, eada um com 6. 18

1m? de érea. Logo, a firea do retdngulo
ABCD é igual a 24m?, isto &, niimero que ‘ et
se obtém g}:lbalnlijmdutﬂ dns medidas da base e da altura (AB X CD)

E evidente que, conhecida a drea de

dimensoes, a outra é obtida dividindo a drea e

um retdngulo e uma de suas
Jla dimensio conhecida.

' ado
4. Quadrado. 4 drea do qtu;dmdo 6 igual ao quadr

do lado.

() Estamos nos referindo & medida

da base (como também & medida da altura).
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ﬂnm- B o quadrado & um retdngulo que tem as duas dimeneq.
is (b _ffhé g;la. a razdo porque a segunda poténeia de um nﬁuu-r':-, :

0.
'!. S‘=b!

5. Paralelogramo. A drea de um paralelogramo ¢ {gual
a0 produto da base pela altura.

S=b.h

Teto devido ao fato do paralelogramo ABCD (fig. 13) ser egiifvalents

de eqtisvaléneia.

FIG. 13

6. Tridngulo. A drea de um tridngulo é igual ao semi-
produlo da base pela allura.

Realmente, o trifingulo ABD (fig. 13) ¢ eqiivalenie d metade do paraleio-
gramo ABCD, de mesma base e altura.

No caso do iridngulo retdnguls, um cateto pode ser considerado como
!:lue e outro como altura. A frea do trifngulo retdngulo serd, portanto,
igual 8o semi-produio dos catelos.

1. Trapézio. A drea do tra-
pé2to ¢é dgual ao produto da semi-
soma das bases pela altura.

S=-(—!Z..4_-2!_j:)_‘,l I""‘""" b =
FIG. 14

e De fato, o h:lpr{:in (fig. 14) & eqiivalente & sgoma de dois tridngulos,
a mﬂ . do primeiro déles a base muior do trapézio e a base do scgundo,
menor, ¢, tendo ambos & mesma altura do trapéaio
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8. Losango. A drea de um losango ¢
igual ao semi-produto das diagonais.

De fato, o losango (fig. 15) & eqiiivalente a qualro
tridngulos reldngulos iguars, cujos caletos eflo, respec-
tivamente, a8 metades das diagonais.

C B i
S=—
2
FIG. 15

4

9. Poligono regular. A drea de um &3

poligono regular é igual ao sema-produlo do =

perimelro pelo apdiema. i

0

SA

.ﬁ_

o} =

PR )l o SRR >4

S = SR . pXa I:

) ;

FIG. 16 il
Basta verificar que, um poligono regular (fig. 16), é eqpiivalentie a um '. "i
lridnyu!o, tendo por base o pertmelro do poligono e, por allura, o seu apolena i
10. Poligono qualquer. I determinada decompondo-se 3

o poligono em figuras de dreas ja& conhecidas. k
3
§ 3. Teorema de Pitdgoras e suas aplicacoes.

11. Teorema de Pitdgoras, Para os tl'i:rlﬂ.‘-tlll“ﬁ rviﬁi?'
gulos existe um teorema de L‘t|ll'l':.':1h"'.ll'lil. que € l””,;llf?lmmg 3
importantes de toda a Geometria I't{-:”h.“l.‘ltr' :Unf}' {Ir:;] én?l |
gebmctrth grego P!‘“m”nm ﬁ. [ f“'éli_ 11..“. J 0 T‘.U. i;-ll_l.llltfliu:‘k e
seguinte : o quadrado consiruido sébre a hipotenusa

tridngulo retdngulo é equivalente a soma dos quadrados cons- _;

truidos sdbre os catelos. “ A &
Seja, de fato, o tridngulo retdngulo A BC (fig. 'u| - ‘*x“}

17), onde b e ¢ o o8 catetos e @, & ij'-l"'“'“”‘““'_ A . ) 3

verificagio do Teorema de Pitdgoras ¢ feita da ol s FIG. 17 5

maneira : =

18-1) de lado b+c ¢ adapta- A
sidngulo ABC, formando ;
hipotenusa @ ;

adrado MNP (fig.
!"Lllguln:l retosg 0 L
cujo lado € &

1) construimos o qu
mos em cada um de seus
assim o quadrado XYZT,

- s TR
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FIG. 18-1 : FIC. 18-1T

2) fazemos, agora, outra distribuigio dos quatro trifingulos retan-
gulos no quadrado MNPQ (fig. 18-II), de modo que fiquem indi-
viduados os quadrados, cujos lados sfio os catetos b e ¢, respecti-
vamente,

_ Observamos, assim, que, se da fig. 18-I subtrairmos quatro vézes o
tridlngulo retingulo ABC, obteremos o quadrade de lado a, e, fazendo 4
mesma operagio na fig. 18-11, obteremos a soma dos quadrados de lados

b e ¢, respectivamente. Logo, &stes resultados sio eqitivalentes, como quer
o Teorema de Pitdgoras,

12. Aplicagbes. As diversas aplicagdes métricas do Teo-
rema de Pitdgoras foram estudadas na 4.* Série Ginasial, de

acﬂrd? com os programas vigentes (*). Limitar-nos-emos aos
enunciados das mais importantes :

1. determinacfio do comprimento da hipotenusa de um

tridngulo retfingulo do qual se conhecem os compri-
mentos dos catetos :

2. detern:}inngﬁo do comprimento de um dos catetos de
um triingulo retdngulo, do qual sio conhecidos os
comprimentos da hipotenusa e do outro cateto;

3. determinacfio do comprimento da diagonal de um

retngulo conhecidas as suas dimensodes ; idem para

0 quadrado ; '

gemrminagﬁo dos comprimentos do lado, altura e base

€ um trifngulo isésceles conhecido dois désses ele-
mentos ;

5. determinagfio do lado e da altura de um triAngulo
equilatero econhecido um désses elementos.

(% Ver Matemtica, Curso Ginasial, 40 Bérls, Dhe. 103, do mesme autor.

I1) Comprimento da circunferéncia.
Area do circulo

§ 1. Determinacio do comprimento de uma
circunferéncia.

13. Nociio intuitiva. Consideremos, por exemplo, uma
roda de bicicleta. Contornémo-la com um barbante que fique
bem ajustado & sua periferia e sébre uma régua procuremos ler,
com a melhor aproximagfio possivel, o resultado dessa medida.

Dividindo-se &sse resultado pelo didmetro (2R) da cir-
cunferéncia, representada por essa roda, obteremos para quo-
ciente um ndmero nido exato (irracional), de valor aproximado

~a 3,1415926... Repetindo-se a experiéncia com outras cir-
!

cunferéncias representadas por outras rodas, 0u 8TC08 de bar-
ris. notaremos que 08 quocientes entre as medidas de seus con-
r iy : :
tornos e dos respectivos didmetros & sempre o mesmo, valendo
aproximadamente 3,1415926. .. Tt
Indicando por € o comprimento de qualquer circunfe-
réncia e por 2R o seu difimetro, temos que
f:' - 1
— 3 1415926, . ...
2R
Pase niimero nio exato, i conhecido dos antigos, & ”}{rh-
ecado com a letra =, que se 1& “‘p1”’, e pertence uo alfabeto grego.
(7
ik 2R

donde | ¢=2R.= | ou | C = 2=R

: L Dl S Pl ee lo produto
isto é, o comprimento de wma crcu nferéncia ¢ dado peio P
g |

& “': i ¢ tomado com um érro menor
I [ r = & 1om cuod I
.\‘ cﬂ]{‘uh}“' rl-!":‘[tll"qqu 0oy le_h o : tt ’ I ;
‘ ] 7 3,1 sxemplos :
que 0,0001 por excesso, Ou seja €om © valor ﬁ,l'llt?. i_ Llu:- A
. |.L-- ¥ W b 1iL (
1.9 Caleular o comprimento de uma eireunierend
| ' Aacim 08
raio. Aplicando 2 formula acima, tzl:}- it
C=2XeXR=2X 3,1416 XK ocin

o4 (¢ = 31,416cm.

4]__‘
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2.%) Determinar o valor do raio de uma cireunferéneia, cujo compri.
mento é 12,6664cm, .

Como C = 2. % . R, segue-se que, dividindo o valor do com.-

- primento (C = 12,5664m) por = (3,1416) encontramos o dif-

metro (2R). Dividindo o didmetro por 2 encontramos o valo s Sl S A - : AL
R i ! | ITI) Equivaléncia entre figuras geometricas
_lzﬁﬁﬁizﬁ=g-l41;;; dem solidas. Definicoes. Areas das superficies

Logo, 0 raio mede 2cm. lateral e total. Volumes

§ 2. Determinacdo da drea do circulo. § 1. Generalidades.

- 14, Nogc#io intuitiva. Seja a circunferéncia (fig.19-1) de
centro 0 e raio R. Para a obteng¢do da drea do circulo limitado
por essa circunferéncia, pode-se, primeiramente, dividi-la em
4 partes iguais, depois em 8, em 16 e assim sucessivamente,

15. Superficie poliédrica. Poliedros. Chama-se super-
ficie politdrica (convexa fechada) toda figura constituida de
poligonos situados em planos diversos e dispostos de tal modo
que cada lado seja comum a dois déstes poligonos e o plano
de cada um déles deixa todos os outros situados numa mesma
regiao do espac¢o. Estes poligonos dizem-se faces, e os vértices,
os lados e os fingulos, respectivos, denominam-se: vérlices,

] arestas e dngulos da superficie poliédrica. As arestas que par-

R tem de um mesmo vértice determinam um angulo sélido deno-

_L : minado anguloide. Chama-se poliedro a figura geométrica
MR

constitufda por todos os pontos comuns aos anguléides de
uma superficie poliédrica. Os prismas e as pirimides sfio par-
ticulares poliedros. Um poliedro é designado pelo niimero de
FIG. 19- 11 faces que possui (no minimo 4). Assim, chamamos de:

Estag operagdes mostram-nos que o8 pequenos arcos iguais tetraedro, ao puliud_ru de quairo faces;
nascidos das divistes sucessivas, B o Fandir rr:n; 4 peniaedro, ao de eineo faces ;
a corda respectiva, : ’ ] hexaedro, ao de seis ;
g Considerando 08 setores correspondentes a éstes arcos e heptaedro, ao de '-“'"“";
:rlspundﬂ-ﬂa como indica a fig. 19-1T obtemos (no caso dos ffff:d;"' o []f. a;{? ;,
.te:nm ;g Eﬂnfundlrem com as cordas) um paralelogramo que d&ijh:;:l:ffm‘r"(’u:'{{1:‘:;{;&_
R da.p cir Eﬁ' ﬂéﬂefﬂl-mrcunferﬁn?m (xk) e por altura o raio 1cosaedro ao de vinte j?am:q
R 1 uﬂul; ;;rﬁziz-gral;ggﬂ,‘:plfﬂandn a férmula que d4 a | ‘ BBV} ao de 8. | |
, Ve ! Entre os poliedros destacam-se o0s poliedros regulares. Diz-
I S=zR? _ ge regular um |'mli.+5im que tem tddas as faces ;'egulures e lguais,
| e, todos os anguléides iguais. Logo, um poliedro regular tem
NoTa : Conhecida a drea do efreulo o seu raio & iguais todas as arestas e todos os diedros.
| Enquanto que no plano existem poligonos regulares pos-

Rt %_ e guindo um numero gualquer de lados: 3, 4, 5, 6, 7, 8, ...

dado pela expresséo :

180
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g;nm.ﬁ poliedros existem samente cinco que 3do regulareg .
o telraedro regular, o hexaedro regular {cubn),‘n octaedro regular,
" o dodecaedro regular e o icosaedro regular (fig. 20).

DODECAEDRO

OCTAEDRO
FIG. 20

ICOSREDROD

TETRREORD HEXAEDRO

16. Nociio intuitiva de equivaléncia espacial. Assim
como os poligonos (e mais geralmente as superficies planas
de contdrno qualquer), também os poliedros (e em geral as
figuras sélidas de contdérno qualquer), podem ser confronta-
das, levando-se em conta a forma e a extensio. Désse modo,
podemos reconhecer, experimentalmente, se dois sélidos sio
tguats, ou com mais precisio, equivalenfes, considerando-os
como recipientes e notando se contém a mesma quantidade de
liquido (ou de areia finfssima) ou também, se modelados com
a mesma argila, resultam com o mesmo péso.

Geometriecamente, podem-se aplicar 08 mesmos eritérios
estudados na equivaléncia plana. Assim, reconhecem-se como
equivalentes, duas figuras sélidas que se obtenham a partir de
figuras iguais ou equivalentes somando ou subtraindo figuras
iguais ou equivalentes. :

Y 2. Principais sélidos geométricos (poliedros).
Desenvolvimentos das respectivas super-
ficies. Volumes.

17. D:esanvulvimenta das superficies lateral e total.
A superficie plana que se obtém com as faces laterais de um
poliedro, quando desenvolvidas em um plano, é denominada
mgm:fim lateral do poliedro, Acrescentando-se a essa super-
ficie, as faces tomadas como bases, obtém-se a superficie total.
Chama-se drea de superjicie lateral, e indica-se por S,;, a soma
das fireas de t6das as faces laterais do poliedro, e, drea da super-
J;m (8) a soma das 4reas de tddas as suas faces (laterais

MATEMATICA E ESTATISTICA

18. Medida dos poliedros: volume. A medida dos
poliedros e de todos os sélidos em geral é chamada particular-
mente de volume. Logo, volume de um sélido, é o nimero que
exprime a sua medida. A determinagfo direta do volume de
um solido é geralmente dificflima e praticamente impossivel.
Daf a sua determinacfio indireta usando para o confronto o

volume de um cubo. :
No sistema métrico decimal adota-se como fundamental

o metro cibico (m?), que é o volume de um m;bo de 1lm de
aresta. No sistema inglés, usa-se a jarda cubica (cu.yd.).

PRINCIPAIS SOLIDOS GEOMETRICOS
POLIEDRICOS

19. Paralelepipedo retéingulo. 1.7) DEFINIGAO : éo
sélido geométrico (poliedro), cujas faces sdo retangulos (fig. 21).

|

a

|
e~ o, 47
NP7 /f;;/ﬁ' ,;fé,,fc_'

—c —

a

|

FIGC, 21 FIG. 22

2.9) DESENVOLVIMENTO DA SUPERFICIE : Suponhamos ter
um paralelepipedo retingulo, limitado por cartolina de dimen-
gbes : a=4m, b=3m e ¢=2m, Cortando-o segundo as arestas
EA, EF, FB, FG, GC, CH e HD, e estendendo o cartio sbbre
uma félha de desenho (fig. 22), obteremos o desenvolvimento
da superficie do paralelepipedo. Reciprocamente, recortando
essa superficie segundo as arestas assinaladas e com oportunas
ligaduras, chega-se a construir o sélido. A drea da superficie
lateral é dada pela soma dos produtos 4X3 e 2X3, tomados
duas vézes, ou seja, [(4X2)X3]2, isto é: a drea da super-
Hiele lateral de um paralelepipedo reldngulo é igual ao produlo
do perimetro da base pela aliura. Somando a essa frea o ddbro

o LA




obtemos a superficie total. lm férmulas,

da 4rea da base,
temos :

S, = 2(a + ¢)b |

No exemplo, temos : 5; = 36m? e S; = 52m"~.

3.°) VoOLUME: O volume de um paralelepipedo retdngulo ¢
igual ua produdo de suas irés dimensdes. Se a, b e ¢, 840 as tris
dimensdes, temos:

S, = 2(a + )b + 2ac

=aXbXe

Substituindo o produto aXb, que indica a drea do retin-
gulo da base, por B e a outra dimensdo ¢ (altura) por h, o
volume do paralelepipedo retdngulo pode também ser expresso

po | V=BXxXh I

De fato, o paralelepfpedo retingulo ABCDEFGII (fig. 21),
onde as trés dimensoes caracterizadas pvla.js arestas que par-
tem de um mesmo vértice m{.-dem,_ r_ESpEL*tl".'uuu*n1'.1‘, 4m, 3m
e 2m. Tracando pelos pontos de divisio de AB planos para-
lelos a face AEHD e procedendo andlogamente com 0% pontos
de divisio das outras arestas com relagdo &s demuis fuces
obtemos, pelas intersecgdes désses planos, 24 cubos de Im de
aresta, ou seja 4mX3mX2m =24m?,

20. Cubo. 1.°) DEeFNIgiO : E um paralelepipedo relin-
gulo, cujas arestas sio tédas iguais (fig. 23-1). O 1"11i1-n é, por-
tanto, um poliedro regular, tendo, por faces, quadrados 1guals.

2.°) DESENVOLVIMENTO DA SUPERFicIE : Na fig. 23 I
vemos o desenvolvimento da superficie do cubo. Temos, agora ,

Si=4a? l S,=6a"
{
a
bl :
e
i : I
s o ke ?

MATEMATICA F ESTATISTICA

3.°) VoLume: O
dida) da aresta,

% 0 caso particular do paralelepfpedo re
as trés dimensdes iguais entre si (a=b=¢),

volume de um cubo é igual ao cubo (me-

tngulo que possui

l V=aXaXa=a?

21. Prisma reto. 1.°) DeriNigio: B o sélido geomé-
trico (poliedro), cujas faces laterais sio relangulos de mesma
altura ¢ as bases sio poligonos iguais situados em planos para-
lelos (fig. 24). A distlncia entre as bases é a altura do prisma.

2.°) DESENVOLVIMENTO DA SUPERFICIE: é dado pelos
polfgonos das duas bases e pelo reténgulo de altura igual a
altura do prisma e base igual ao perimetro da base do prisma,
Portanto, a drea da superficie lateral de um prisma relo é igual
ao perimeiro da base pela altura. Somando a essa firea o débro

dﬂ_ﬁrﬂn da base, obtemos a drea da superficie tolal. Vém,
assim, as férmulas ;

Si=2pXh I 2p — perimetro da base
onde l h — altura

B — frea da base.

Si=8,+28B

FI1G. 24

3.°) VoLuME : O volume de um prisma refo qualquer é
igual ao produto da drea da base pela altura.

V=Bxh

A regra enunciada para a determinagio do volume de
um paralelepipedo retéingulo pode ser estendida a um prisma
reto quando se usam 08 crilérios de equivaléncia.
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 dtrico (poliedro) (fig. 25)

i tendo por altura 0 apdtema da

'.'! \:.""‘3_;.;:‘ - -y
| ‘94 S VALDD SANGIORGI B

2. Pi gmide cota., 1.9 Dermigko: E o sdlido geo-
922, Pir : '

cujas faces laterais sdo tridngulos

dotine comum, €, dots a dors, lados
5 - do todos um vértice ¢ '
isgsceles, paswmdé um poligono qualquer (convexo).

LVIMENTO DA SUP]:JHI*‘fi’_'.'IE * Se a }.li:":ﬁlmi‘ai-!
ar, as faces laterais qiiu t_-t:umu:ulm 1sOsceles
pirfimide. O seu desen-
no da base e de tantos triingulos

9.0) DESENVO
& reta de base regul
iguais,
Tifgﬂulvil:r:n‘:n1:t:a consta do poligo

FIG. 25

isésceles iguais quantos forem os lados do P{blig:.rllnf mxj
A 4rea da superficie lateral & dada pela soma 511: k._-.u_rt.;“nj;
todos sses trifingulos. Portanto: a drea da superficte lm
de uma pirdmide rela de base rﬁ'gufﬂr é zguq!_ag :x.-:‘;rr.-r-pu_;rfl.x..l
do perimetro da base pelo apdtema. Temos, assim, as férmulas

=M=p}(a S;,=S;+8 1

i 2 L

39) VoLuME: O volume de uma pirdmide ¢ igual a un
térco do produto da drea da base pela allura.

V=—;—Bh

I

A regra para calcular o volume da pirfm:jchr EEaS =
verificada experimentalmente da seguinte maneira @ TODE~

uma caixinha de forma de um paralelepipedo reténgulo ¢ ru‘.l.e

tréi-se com o mesmo material uma pirdmide que tenha &

S : MATEMATICA E ESTATISTICA 105

e n u!t.m:u, respectivamente, ignais s da caixinha. Enchendo-a
com arela bem fina e, em seguida, vertendo o seu nnnim’;dn na
caixinha, notar-se-6 que serao necessérias frés dessas op.r-rf:r,-gﬁea
para a encher exatamente. Tsto veém mostrar, f!}:p{?]’in'-][:']][ﬂl-
mente, que o volume da pirdmide é um térco do volume do
paralelepipedo retingulo de mesma base e altura. F

% » _- .- g LI Ny LI F ®

Y 3. Principais sélidos geométricos redondos,
Desenvolvimento das respectivas super=
ficies. Yolumes.

23. Cilindro circular reto. 1.°) DerinNicio : E o sélido
geométrico gerado pela rotagdo completa de um retdngulo em térno
de um de seus lados (fig. 26). O lado que permaneceu fixo diz-se
eixo e o lado que girou, geratriz,

SUPERFICIE LATERAL

FIG. 28

2.°) DESENVOLVIMENTO DA SUPERFICIE : Suponhamos um
cilindro de cartolina (fig. 26). Depois de cortado, segundo as
circunferéneias das bases e uma geratriz, estendamos a car-
tolina obtida s6bre uma fdlha de desenho. A superficie desen-
volvida do ecilindro constarda de dois eirculos (bases) e de um
retAngulo (cuja altura é & altura do cilindro e cuja base é
igual ao comprimento da circunferéneia da base do cilindro).
O retdngulo constitui a superficie lateral, e, o retingulo, com
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; superficie total do cilindro. Logo
os dois cfrculos ({l; b?ﬂ'ﬁ;.g dﬂp:l'm ctlindro cireular reto é igual
a drea da E‘HWJ :t"l'ﬂtﬂiﬂ da cfrmmfer&ncfu da base p(‘fﬂ altura
ao produlo do comp grea o dobro da drea do circulo dg

gcmﬂﬁeﬁgxﬁg&&f;ea da superficie total. Portanto,
ase, 0

S,=2= Rh+2zR%?=2=R(h+ R) ‘

S = 2zRh

3.°) VOLUME : 0 volume de um clindro circular reto é igual

ao produlo da drea da base pela altura.
V= x. R?. h |.

l V=B.h

Para encontrar &sse resultado, pensemos inSCrito numa das
bases um poligono, e, consideremos o prisma reto que tem p

base 8ste poligono e por altura a mesma do cilindro. E evident:
que o volume do prisma é menor que o volume do cilindro

que & diferenga entre 08 dois sélidos € tanto menor quanto
menor fér a diferen¢a entre as superficies .l_lu {'ITF‘1111'1 da bas
do cilindro e a do poligono da base do prisma. I'al al;fl-.n
serd praticamente desprezivel se o pnligmm_’m*er um |1,, .
tdao grande de lados que possa ser confundido com o circulo
da base. Logo, o volume do cilindro € igual a0 volume de um
prisma de mesma altura e tendo por base um polfgono de frea
igual a0 cfrculo da base do cilindro.

24, Cone circular reto. 1.°) DEFINICAO ! E o sdl

geométrico gerado pela rotagdo completa de um tridngulo rel

gulo em tbrno de um de seus calelos (fig. 27). A sua base ¢

SUPERFICIE
LATERAL

FIG. 27
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circulo de raio igual ao cateto que girou. O cateto fixo é de-
nominado etze e a hipotenusa, geratriz ou apdtema.,

2.°) DESENVOLVIMENTO DA 8UPERFfcim © Usando Processo
andlogo ao estudado anteriormente, temos que o cone desen-
volvido sdbre uma folha de desenho constard (fig. 27) de um
circulo (base) e de um setor eircular, cujo raio é-iﬂual A peratriz
do cone e o arco é igual ao comprimento da eircunferéncia da
base do cone. O setor circular constitui a superffcie lateral
do cone, e, ésse setor mais o efrculo da base, a superficie total.
Assim, a drea da euperficie lateral de um cone circular relo &
tgual ao semi-produto da geratriz pela ctreunferéncia da base.
A &rea da superficie total serd obtida somando-se a S; a drea
do cfrculo da base do cone. As férmulas, sio. pois

S = xRpe Si=wRg+rR*=»R(R+g)

3.°) VoLuMme: O volume de um cone é igual a um térgo

do produto da drea da base pela allura.

: 1 |
V = — Bh ou V = 3 rR-=h

A justificacio é a mesma feita para o volume do cilindro
desde que se inscreva na base do cone um poligono e consi-
dera-se a pirimide que tenha ésse poligouo por base e 0 mesmo
vértice do cone.

25. Esfera. 1. Durinigio: E o sdlido geométrico
gerado pela rolagio completa de um sem i-circulo em térno de seu
didametro (fig. 28). Os pontos da semi-
eircunferéneia deserevem, no mesmo mo-
vimento, uma superficic denominada
superficie esférica. Qualquer das cir-
ﬁ“ltllfl'l'l‘"f'i.":.‘w' de centro 0 e raio B diz-se
mdrima da superficie esférica.

2.°) AREA DA SUPERFPICIE ESFE-
ricA : O problema de medir uma su-
perficie esférica é mais delicado do
que os problemas andlogos relativos aa
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cone, em virtude da impossibilidade de se esten.
bre um plano, nem mesmo recortando-a. Fste
{ ite diﬁﬂr que il ESJEI‘H nao é .‘IH'H{I Hllpr‘?jif'n- ,»fpll.:;,h
i el dos que, dificilmente poderiam ser aqui explica-
;ﬂfﬂﬂfiﬁEr:tl;ua aqunr;cluir que : a drea ffe’;m}m :mp;*rjh-;'.;- esfé-
o ) do circulo limilade pela suqg
rica é igual a quatro vP2es a drea

circunferéncia mdrima.

cilindro e a0
der a esfera s0

Experimentalmente, considor{mdo uma esfera, .f'ilj::l Super
ficie esférica seja de latéo (de mfnima espessura) e l"l;'_'f_flitn.,(-
uma félha de latdo, de mesma espessura, ql.lzltn‘: ( IH'I%E“‘ r-
culares de diimetros iguais ao da esfera, obteremos o !'*I-: .'l al
dos pratos de uma balanga quandﬂ coloeamos !‘H}I“l'l deles ;
esfera (superficie esférica) e no outro, os quatro nhlw'rn-f. st
fato mostra que a superficie esférica e 0s quatro discos tém :

mesma Area.

3.°) VoLume: O volume de uma esfera é igual a qualro
tércos do produto de = pelo cubo do rato.

Vim— zR® |,

4_
3

A justifieacio désse resultado pode ser feito da seguint
maneira: tomemos uma parte bem pequena de uma super-
ficie esférica, e que seja limitada por pequeninos arcos de
cunferéncias mAximas. Unindo os vértices desta parte
superficie esférica com o seu centro obteremos um sdlido que
muito se aproxima de uma pirdmide, visto a base ser aproxi-
madamente plana. Déste modo, tdda a esfera pode ser 1mi-
ginada como obtida somando um grande nimero de pirfmides
construfdas da maneira exposta. Logo: o volume de umé
esfera é igual ao volume de uma pirimide, cuja base tenba .
mesma firea que a superffcie esférica e cuja altura seja 1Zu%
80 raio da esfora, ou seja:

V= *%‘ma -%'4:}?2}( R = l—i-,—_R:‘_

___MATEMATICA E ESTATISTICA 109
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6.

=]

14.

1y

EXERCICIOS SOBRE AREAS E VOLUMES

Caleular a dre: TeT —r : iy -
2 3m ir & drea do retdngulo cujas dimensdes sio: base 4,5m ¢ altura

O perfmetro de um retdngulo é igual

2601 % d 2wy W
y T - \ ‘ 32dm e a base vale o triplo
da altura. Qual é a sua frea?

Caleular, em dam®, a drea das seguintes figuras

1.°) retingulo (base: 12,32dam; altura: 8dam).
9 oy

2.°) quadrado (lado: 4,21dm),

9 i i % i T = i . y TR -

3.2) paralelogramo (base: 18,30m: altura = do valor da base),
._‘i drea de um retdngulo & igual a 12dm2. O débro de sua base vale
Ridm Qual é o valor de sua alturs ?

Um quadrado tem 36dm por perimetro. Qual é o valor de sua frea?

Caleular a base de um retAngulo sabendo-se que sua altura mede 9m
€ sua dren ¢ o mesma que a de um quad ado de 12m de lado.

Um losango tem as 1 diagonais medindo respectivamente 12,35dm

e 8,4dm. Calcular o valor de sua drea em oIm*.
A drea de um losango ¢ igual a 72dm? e uma do suas diagonais mede
60cm. Quanto mede a outra 7

Caleular, em dam®, a drea de um tridingulo de base igual a 48,30m

e de altura igual a 12m

Um tridogulo tem 64m? de 4rea e a sua altura é igual a 80dm, Qual
¢ 0 vilor de sua base?

3.8m, a base menor 2.6m e a altura 3.2m.

Caleular a drea de um trapézio, sabendo-se que a base maior mede
A frea de um trapézio ¢ de 150em? e as suas bases 88D, Tt‘.‘"-hl.'(‘fi.\'ﬂ'
mente, 18cm e 12em. Caleular o valor de sua altura.

Qual é a fdrea de um circulo de raio igual & 6em T (usar = com o valor

3,14).

Calcular a drea de um semi-cirenlo pertencente a uma cireunferéneia
de 20dm de diimetro.,

Quanto ge gastou para ladrilhar uma sala de 7,5m de comprimento
por 4,8m de largura, sabendo-se que o8 ladrilhos usados sio de forma
quadrads, de 0,20m de lado, e custaram Cr3 10000 o eento.

Jodo tem uma propriedade em forma de trapézio, medindo as bases

718m e 484m, respeetivamente, e o altura 520m. No centro do ter-
reno hd um tanque de forma eirenlar de Sm de raio. A residéncia de
.||:|_‘|,|p ¢ um Ii"'l:‘iilu' QUCUPAI nNesse terreno uma dren iE'L‘ll all S00m2,
Qual é a drea do terreno disponivel pars se plantar?

Num paraleleplpedo retAngulo cujas dimensdes sio: 6dm, 4dm e
3dm, respectivamente, calcular : as dreas da superficio lateral e total ;
o volume.
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20.
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Caloular a Sy, Si @ o vol
“cujo pertmetro
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8. Qual & gren da superficle total de um cubo de 2m de aresta? Quq

Jume 7 :
é o ve ume de uma pirdmide de base quadrads,

mede 24m, & altura 4m e o apdtema 5m.

Calcular a S;, 8 S e o volume de um cilindro de 5em de raio e 16em
de altura. (% = 3,14) |
Determinar & S;, & S; e 0 volume de um cone que possui 20dm de
didmetro e 15dm de geratriz. : _

Qua) ¢ a superficie da esfera de 3dm de raio? Qual é o volume?

Conhecend am paralelepfpedo retAngulo o seu volume que ¢
de lﬂdm’ﬂ-:aai:m a]tﬂm que mede Odm, caleular o valor da dreq

da base désse paralelepfpedo.
A soma de tbdas as arestas de um cubo é 36m. Calcular, em dm?
o seu volume.

de um um trapézio, cujas bases medem, respectivs-

é 10, CU] °m, _ \
A base Ep]‘i!llx'nile e | s B pectin
IIIE:I]tal I‘E dII E[hm '. I Urs Ecl'] 1 A8 ura :‘il:l l-: m

© 98dm. Caleular o sen volume.

8% 8 8

H

35!

pirdmide de 12dm de altura tem por base um retdngulo cujas
Eiﬂ'm LE:: 1Eiﬁch:n:m e 3dm, respectivamente. Calcular o volume
dessa pirdmide. |
Calcular & altura de uma pirdmide de volume igual & 93dm?® e cuja
grea da base ¢ de 31dm?.

Num cilindro circular reto temos: volume 9 420cm? e drea da basc
314cm?. Caloular & drea da superficie lateral.

O raio de uma esfera 6 igual & 6em. Calcular 0 volume dessa esfers,

Determinar o volume de um cone de 10dm de altura, sabendo-se que
a circunferéncia de suas base mede 28 26dm.

Pagaram-se Cr$ 13 500,00 pela construgdio de um muro de 3m de
altura por 0,30m de espessura. Qual é o seu comprimento, se 0 progo
do m? foi d¢ Cr$ 300,007

As dimensbes de uma &rvore jequitibd, de forma cilindrica, =i0
altura 15m e raio da base 0,70m. Sabendo-se que 0 m? dessa Arvor
fﬂiﬁr\;endidu A razdo de Cr$ 900,00, pergunta-se quanto rendeu tdda
B are.

Antflo tem um sapo de borracha que cheio de ar ocupa um volume

igual ao volume de uma esfera de 3dm de raio. Qual é o volume
do sapo?

Um vagio de estrada de ferro medindo 18m de comprimento por

8m de largura e 2,6m de altura estd cheio de areia. Qual ¢ o t]m 00
total do transporte dessa areia se 0 prego do transporte de - ¢
m? de areia custa Cr$ 30,007 :

Um reservatério de forma cilfndrica, cujas dimensdes sio: raio 2m
¢ altura 10m estd cheio de uma certa substdneia. Qual ¢ o valor
dessa substAncia, sabendo-se que 10m® velem Cr$ 12 000,007

MATEMATICA B ESTATISTICA
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ResrosTas:
1. 10,35m2, { 5. 8ldm?2, I 11 10,24m?,
2. 48dm?2. 6. 16m. i 12. 10em.
3. 1. 08,56dam? ; | 7. 5187em?. | 13. 113,04cm?.
2% 0,00177241dam?®; | R, 24dm. 1 14, 157dm?.
3°) 1,123632dam?. | 0. 2,8980dam3. ' 15, Cr$ 2 700.00.
4. 3dm, ! 10, 16m. 1l 16. amml,aﬁmt
17. S; = 60dm?; S, = 108dm?: V = 72dm?®.
18. 24m?; Sm?.
10. S; =60m2; S; = 08m?: V = 48m?,
20. 8;=47Im?; 8, = 628m?; V¥V = 1177,500m3.
21. 8; = 471m2; S, = 785m?; V = 1 570m3.
22. 113,04dm? ; 113,04dm?
23. 16dn2. | 28, 1884cm?. i 32. Cr$20771,10.
24. 27 000dm?, |20, 904320em®. | 33, 113,040dmd.
25. 1 400dm3. i 30. 211,950dm3. ! 34. Cr$ 12 150,00.
20. 60dm?. i 3L 50m. | 35. Cr$ 150720,00.
27. 9dm. : I
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CAPITULO TERCEIRO

Nocdes de Estatistica

INTRODUGCAO

1. Origem ¢ natureza dos dados estatisticos. Todo

rogresso do conhecimento humano é dqmirnulu mmi_f*r-l: mente
3 o de medida. Essa tendéncia, como ndo poderia
dei.ul?c;;: ger, também fez-se notar na Psicologia, na Soeio-
logia, na Educagio e, de um modo geral, umh_: I;. medida dos
fenémenos que se estudam é ponto fl.lll!l:frl‘tt*ni_aﬁ I! _.
dade dos resultados encontrades. A m‘13t11q5ﬂ da :m]. | \h\
por exemplo, onde se destacam 0 f&ﬂll"l‘!m"?‘m11.11-4_1‘1'1_ .,,.: 1[.-_1 :
(1879) e a revisio da Escala de BHL:FE [red;.-"lr:_l-n}-;;:.:;_. ) 1.
pela Universidade de Stanford, 1937), fo g ssivel gracas
decisiva contribui¢io recebida pela estatfstica.

Desta maneirs, nos campos cientffico, econdmico, estil

ete.. ... estudo algum deixa de apresentar mumerica
seus fatos, empregando geralmente a palavra estafisfica
médico mostra as suas esfafisticas de cura; 0 Digenisy
suas esfalisticas de mortalidade ; o edueador, as suas ¢
ficas de crescimento das matrfculas escolares ou das crial
separadas em grupos de inteligentes, médias e retardadas;
politicos (ou as organizagdes especificas), as suas est Lic:
ds opinido piblica sbbre as preferéncias do povo, cte. =
assim_ as informagdes estatfsticas, de grande valia para
homem que deseja curar, educar, fazer ciéncia ou Ging’
polftica de scirdo com os reais desejos do povo.

2. Definicio de Estatistica. A palavra Lsfaiistica. df
origem latina (*), introduzida nos meados do século XVIIH
por Godofredo Achenwall, foi considerada por muito termp
como ciéncia dos negécios do estado. Os que governadihh
sentindo & necessidade de informacdes sObre os respecity
pafses, organizavam departamentos aos quais eram conliadss
essas investigagdes. Hoje, porém, nfio sdmente 0z gOV¢
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como também as emprésas particulares e gendricamente fodos
08 ramos de estudos, lidam com tdda espéeie de investigacdes
estatisticas, que tém, por assim dizer, um ecaracteristico em
comum : {ralam de falos que sdo erpressos numéricamente.
Habitualmente toma-se por “Estatfstica” qualquer tabela
ou grifico que apresente os resultados numéricos de uma obser-
vagio. De um modo mais rigoroso, chamando de fenémenos
coletivos aquéles que dependem de uma multiplicidade de eau-

sas, e, portanto, sujeitos a uma tendéncia imprecisa, podemos
definir Estatfstica da seguinte maneira :

Estatistica & o mélodo que tem por objelo o estudo
dos fendémenos colelivos traduzidos nas suae exrpressies
numéricas.

[}, pois, a Estatistica um dos ramos da matemética apli-
cada a dados gquc =¢ observam e que procura, sob forma anali-
tica ou grifica, estudar as tendéneias da variacdo désses dados.
Os processos usados pela Estatistica (*), filiam-se todos éles,
ao chamado método indulive, isto é, aquéle que, partindo dos
fatos verificados por melo de observacdes e E.‘."&[J(‘I‘il}!l{.‘ju, pro-
cura chegar aos principios que os regem.

Na FEducacio, o método estatistico é empregado com
grande freqiiéneia para estudos dos problemas quer pedagogi-
cos quer administrativos. Nos problemas pedagégicos enqua-~
dram-se, por exemplo, os relativos s capacidades ffsicas (dis-
tribuicoes de alunos por estaturas, por influéneias de efeitos na
aprendizagem, etc....); aos rendimentos mentais das crian-
cas ; nos diversos processos de ensino, e assim por diante.
Nos problemas administrativos, destacam-se os concernentes
aos planejamentos e restruturagoes de departamentos educa-
cionais: aos estudos sdbre vencimentos, qualificagdes e efi-
ciéncia dos professores; aos estudos sébre o custo do ensino,
capacidade de prédios escolares, ete. :

Chama-se universo estalistico ou populagao estatistica ao
conjunto de entes portadores de, pelo menos, uma curaCIE_'
rfstica em comum. Assim, por exemplo, os estudantes consti-
tuem um universo estatistico, g)n)i.\i, possuem }ll‘ln menos uma
caracterfstica em comum : §do 08 que estudam. ;

Denomina-se amostra a uma parte r:*prvm-ntativa do uni-
verso estatistico que se estuda. Désse modo, se quisermos estu-

(%) Ver Elemenios da Estallstica Qeral — MiLrox pa SiLva Ropmcums (Fublicaghe
da Companhia Editora Nacional).
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Weeni . ony
dar a variagio da estafura dos alunos que cursam os Grupog
* Escolares, podemos recolher amostras representativas de todog
‘08 Grupos Escolares para proceder tal estudo. Devemos frisar,
peste instante, que existe uma técnica especializada (técnicq
" de amostragem) para escolher amostras, no minimo 109 do
universo estatfstico, que garante, tanto quanto possivel o

 aeaso na escolha, _ :
Exprimindo por numeros as observagdes feitas a entes de

um mesmo universo estatistico, obteremos os chamados dados
eslalisticos relativos a ésse universo.

3. Séries ou distribuicoes estatisticas., Série estat{s.
tica é o nome que se atribui a um conjunto de dados estatisti-
cos distribufdos segundo as diversas modalidades do fenédmeno
que representam (no exemplo acima o fendmeno € a estatura),
0Os dados de uma série estatistica sfio também denominados
térmos da série. As séries sfio classificadas atendendo-se nos
trés elementos principais: tempo, local e categoria, que todos
nds estamos familiarizados a ver nas tabelas estatfsticas cons-
tantes na maioria dos livros didéticos, anudrios, jornais, etec.
Podemos, assim, destacar quatro tipos de séries ou distribuicoes -

1*) Série cronolégica (ou distribuigio temporal): Quando os

- dados forem distribufdos de acérdo com o tempo em que
se Prnduziram, Nessas séries 0s elementos loecal ¢ cate-
goria ndo variam. Exemplo :

MOVIMENTO DA POPULACAO DO ESTADO DE
SAO PAULO* (1940-1960)**

ANOS | POPULAQIO | ANOS | POPULAGAD | ANOBR | POPULACHO
mwm e =

1940 | 7155000 | 1947 | 8512200 | 1954 | 10081000
ig:; ;3?4800 1948 | 8726100 | 1955 | 10330000
1943 ?gug 100 | 1940 | 8945300 1956 | 10585 000
1044 | 1708000 | 1050 | 0142000 | 1957 | 10847000
1945 g]mﬁm 1951 9 368 000 1058 11 115 000
1948 100 | 1952 1 9600000 | 1959 | 11390000

8303600 | 1953 9 837 000 1960 | 12930 000

e —— S | e

(% Fontes: ; G
Bio Paulo, dnwwlzul;mﬂf";} Llﬂ?"g do Departamonto de Estatistics do Estado de

%) Ver qusdre da GE (1951-1061).
oto de 1960), na m&m‘ do Brasil, por Unidades da Federagho
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2.*) Série geagrdjfcal (np distribuigdo territorial): No caso dos
dados serem distribuidos de acérdo com 08 locais onde

foram obtidos. Agora, os elementos que nfio variam sdo
0 tempo e a categoria,

ANALFABETISMO NAS AMERICAS (1052) (*)

(a partir de 15 anos)

PAfSES | PORCENTAGEM
Canadd. ;e . 2,5
Iistados Unidos. 3,0
Argentina. . ..... 16,6
i) v TR 220
11§, e SR 27.0
Panam4........ ato
Colémbia....... 440
Méxien......... 03,9
iy T A 56,0
Peru..... i .0
Venezuela....... 58.5
Hoonduras. ,..... 65,7
Fl Salvador. ! 72,4

Norta : Faltam os dados relativos ao Urugual, Repiblica Domini-
cana, Kquador, Nicardgua, Bolivia, Guatemala e Costa Rica.

Meditemos, diante désse quadro, com a realidade brasileira: em
cada grupo de cem cidaddos, maiores de 15 anos, apenas 44 sabem ler, escrever
e contar. I imprescindivel, aos que tém a felicidade de estudar, contribuir
para a alteragio désse quadro to contristador para nos.

3.8) Série calegérica (ou distribui¢do especifica): Quando os
dados sdo distribuidos de acérdo com a sua espécie. Sfo
fixos o tempo e o local. Exemplo:

COMERCIO EXTERIOR PELO PORTO DE SANTOS (**)
(Exporta¢gio — Julbho de 1952)

QUANTIDADE VALOR
MERCADORIAS I.’n:g"l ff*r‘S:l
Animais vivos, , ..... PR i =
Matérins-primas. ... . 8 041 T%h l'l;'ll. }_?I .‘-»{3}'4:
Géneros allmenticios. 62 173 4?'-! : 08 -J‘I-JE h‘r.:d
Manufaturas, . ...... : 223 116 ; 4 150 669
MO R Ty s, i sl 3 70 498 323 1013 885 131

i < = 8. Paulo,
(%) Foote: Servigo de Educagio de Adultos ¥ ;
(*%) Fonte: Servigo de Estatlstica Feondmica @ Finanosira.




305 s . OSVALDO SANGIORGI

S —

4%) Seriagdo (ou disiribuiedo por Jrequéneia) : Quando os dados

" gfio distribufdos de aedbrdo com a sua grandeza em ordem
crescente (ou decrescente) obedecendo gradagdes conve-
nientes, pois, o tempo, 0 local ea categoria permanecem
fixos. Nestas séries, aparece O importante pt’uhlrmuli]:l
{abulagdo, de grande aplicagdo no campo da estatistiea,
e onde os dados sfio dispostos em classes oportunas, como
veremos nos parfgrafos seguintes. Exemplo :

COMPOSICA0 DEMOGRAFICA DO DISTRITO
FEDERAL (1949) (*)

IDADES PONTOS MEDIOS FREQUENCIA
(Classes) (das classes) (por 100 000 hb.)
TG RS LTS T S
De O0a 10 anos(*) 5 20 208
De 10a 20 anos... 15 20 306
De 20a 30 anos ... 25 21 939
De 30 a 40 anos... 35 16 5588
De 40a 50 anos... 15 10 433
De 50a 60 anos... 5b 6 056
De 60a 70 anos... 65 2 006
De 70a 80 anos... 75 1 082
De 80 a 00 anos. .. 80 205
De 90 a 100 anos ... 05 79
De 100 e mais anoa, — 18
e T R e e S AR 100 000

§ 1. Levantamento estatistico.

4. Defini¢cfio. Fases de um levantamento. Levanla-
mento esfalislico € a operacfio que possibilita estudar os uni-
versos estatisticos, determinando a tendéncia caracteristica de
seus dados, As principais fases de um levantamento estatistico
sflo :

a) Coleta de dados;

b) Disposigio dos dados, tabulacio e distribuigio por
freqiiéneia ;

(v E:;i;:-in.
(%%) Foute: Boletim do M. T. I. C,

P—
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¢) Andlise das distribuicdes por freqiiéncia ;
d) Conelustes s6bre resultados obtidos.

r 5 . - . - -
Vamos desecrever, inicialmente, as duas primeiras fases e,

a seguir, depois da introducfio de novos conceitos e de um
exemplo-modélo, as duas dltimas.

a) Coleta de dados.

E o primeiro trabalho estatistico do levantamento. A co-
leta pode ser feita diretamente ou indiretamente, segundo os
dados sejam obtidos pelo préprio organizador ou por inter-
médio de outros. Em qualquer dos casos, os dados devem ser
em totais que possam justificar a divulgagio que se queira
dar acos resultados (o tamanho minimo da amostra represen-
tativa deve ser de 109, do universo que se estuda),

b) Disposicio dos dados, tabulagio e distribuicio por
freqiiéncia.

Coligidos os dados, éstes siao dispostos num quadro ou
tabela inicial denominada tabela primitiva. Em seguida, pro-
cura-se imprimir uma certa ordem aos dados que facilite o
estudo dos mesmos. Se o0s dados forem medidas é comum
disp6-los por ordem de grandeza (crescente ou decrescente)
constituindo, assim, uma nova tabela, agora, denominada rol.
Os dados que compdem o rol passam a ser seus térmos.

Logo depois vem a fase da tabulagio. Tabular significa
registrar o niimero de vézes que cada térmo aparece ]"m‘tﬁhﬂlﬂ.
primitiva ou no rol. Chamando fregiiéncia absolula ou simples-
mente freqiincia ao nimero de vézes que cada térmo figura
no rol, podemos dizer, também, que tabular é regisirar a fJre-
quéneia de cada térmo do rol. 1

Com essa finalidade procuramos reunir todos os térmos
do rol em convenientes grupos denominados classes, a fim de
melhor distribuir as Jreqiéncias.

A tabulagem manual (*) é feita, [
pessoas : 4 primeira enunciando os dados que r*ﬂnturztn da
tabela primitiva ou do rol e a S{‘;i‘.l]rlll.'l n*[.{t:-:tr;uuhrm, 1:3(?!‘
meio de sinais (geralmente pausinhos), na I'rvl']tre de cada classe
substitufdos por ndmeros que repre-
¢lasse, como veremos no exemplo-

[uase sempre, por duas

cujos totais serio no final
sentam a freqiiéncia de cada :
modélo que serd estudado logo mais.

(" A tabulagem mecAnien
rolhos doa tipos Powers ou Hollerit

& foita, geralmente, por miquinas de cdleulo ou apa-
h.

§ A
TR e e e

Rt =
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Cada classe tem por extremo dois nﬁmgrqs que sfio deno-
minados limites da classe. O menor déles limite inferior, cuja
indicacfio & I; e o maior, limite superior, de indica¢io 1,
Chama-se amplitude de classe ou intervalo unitdrio de uma
classe a diferenca entre 08 limites superior e inferior dessg

classe. Indicagfo: A.
Logo: h=1-1

Amplitude total ou intervalo total de uma distribuicio de
freqiiéncias & diferenga entre o maior l, e o menor I, figurantes
na distribuicdo. Isto significa que o Iy e o I, que definem a
amplitude total, podem deixar de constar como dados do rol.
Indicagdo: A.

I evidente que dividindo o valor da amplitude total (A)
pelo valor que representa a amplitude de classe (h), comum a
todas, obtemos o niumero de classes da distribuigiio.

Para melhor compreendermos as duas primeiras fases de
um levantamento estatistico consideremos um exemplo, que
serd modélo para o desenvolvimento de nosso curso.

....

Exempro-moptLo : Efefuar o levaniamento estatistico das
estaturas das alunas do 1.° Ano Normal, de um Instituto de
Educagio, usando como amostras as estaturas de 40 alunas,
conslanies da labela primiliva ao lado, As medidas foram afe-
ridas em em e se aplicaram as con-
vengbes usuais de arredondamento :
se 0 algarismo seguinte A casa a
que se quer aproximar for inferior
a cinco, despreza-se ésse algarismo,
conservando-se apenas os que vém
antes ; se 8sse algarismo fOr igual
ou superior a ecinco, deve-se au-
mentar uma unidade na casa an-
terior. Assim, por exemplo, uma

estatura de 153 4cm serd arredon-
dada para 153e¢m; uma outra de 153,7em serd arredondada

para 154cm e, em ambos 0s casos, diremos que as medidas

TABELA PRIMITIVA

160 163 165 151
152 156 178 158
166 162 152 166
154 161 157 1690
LNl se ey 170
162 171 160 158
162 160 170 160
161 156 156 168
150 155 164 164
160 1583 155 163

MATEMATICA E ESTATISTICA

Joram efetuadas com érro inferior a meio centimetro. O rol

correspondente a essa tabela primitiva, ou seja a disposigdo

1 désses dados por ordem de grandeza crescente é :

H Entremos, agora, na tabula-

b ¢do. Como a menor estatura & 150 156 161 164

nf de 150cm e a maior 178cm, po- Wl 156 161 165

i demos distribuir os dados relati- }:’,% Il:; 112: {E‘;

lL vos a essas 40 estaturas, constantes 153 158 162 168

i da tabela primitiva ou do rol, 154 160 162 169

[_' num intervalo total, cujos limites B A0 g T

p sejam 150cm e 180em, respectiva- {rlr; :E?} }23 ig?
mente, isto é de amplitude total (A) 156 160 164 178
igual a 180cm -~ 150cm = 30em.

Tomando para as classes que vio compor essa distri-
buigio, uma amplitude (k) igual a 5em, teremos um total de
30cm : S5¢em = 6 (seis) classes, cada uma de amplitude igual
a Sem, as quais compreenderfio todos os dados da tabela pri-

mitiva.
.' As seis classes: de 150¢cm a 155¢m ; de 155¢m a 160c¢m ;
! de 160em a 165em; . .... . de 175¢m a 180cm, serfio repre-

sentadas por intervalos fechados & esquerda e abertos & direita,
da seguinte maneira :

! |-- — | | |
150 155 155 160 160 165 165 170 170 176 178 180

i p—

Surge entfio a pergunta: A que classe pertence o dado
155cm, & primeira ou & segunda classe? Com a notagio
usada podemos, desde jé, situar o valor 155em (que é o limite
guperior da 1.* classe) na 2. classe, como seu limite inferior.
Estamos, agora, aptos para a construgio do quadro relativo

* As distribuicbes por freqiéncias das 40 estaturas em estudo,
Para isso, dispomos as classes numa 1.* coluna engm_mhi por
um X que simboliza as classes (de estaturas) da distribuigfo ;
na 28 coluna & feita a tabulagio, em que um dos operadores
“oanta'’ os dados da tabela primitiw} (ou do rol) e o outro
vai registrando por meio de “pauzinhos”, marcagfio alids

' conhecida em diversos jogos; na 3.* coluna, encimada por F
gfio escritos os totais de valores (freqiiéncia) de cada classe,

Temos, assim, o quadro:
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h=5 . Classes (X) Tabulagdo Fregléncias (F)
r Bi 6
150 155 20 :
155 160
: Z2BAI 16
w0 165
- E g
165 170
i i LJ 3
7 175
= i i
s 180 ' _
; _J ZF =40
Nora:

h = 5 (amplitude de cada classe: 5Sem).

XF = 40 (Freqiiéncia total: soma de tdHdas as [reqiidneias que se
distribuem).

A letra grega E, que se 1& sigma maidseulo ou somatdrio, é o sfmholo
matemdtico para indiear soma. Logo: XF indica a frequfncia iotal de
uma distribuigfio.

5. Ponto-médio de uma classe. ¥ de muito interésse,
para os estudos que se seguem, concenfrar os valores perten-
centes a uma mesma classe no valor médio dessa classe. Surge,
assim, um novo elemento denominado ponfo-médio de uma
classe, que é definido como o nimero que se obtém quando
ge soma ao limite inferior de uma classe a metade de sua
amplitude. Indicando o ponto-médio por P, temos:

h

P..=I.+—2-—,

Na prética o P, de uma classe pode ser obtido efetuando-se

a semi-soma dos [, e [,. Assim, por exemplo, na classe | -
150 4+ 155 R 19
o sen P 1 .
- 6 152,5 ( - )

6. Outros tipos de freqiiéncias. Numa distribuigio
destacamos, ainds, os seguintes tipos de freqiiéneias :

1) FH};Q@N“HH ACUMULADAS. Acumular freqiiéncias,
numa distribuigio, significa somar cada freqiiéneia (absoluta)
com & soma das que lhe sdo anteriores na distribuigio. Ao

MATEMATICA E ESTATISTICA

rBBU]tHdD dessa soma damos 0 nome de
e indicaremos no quadro por F,. B légico que, 4o acumular
a freqiiéncia da tltima classe de uma distribuicdio com as fre-

'] Cha )

. - \ F 0 -"ar 4 # P ; i
qiionaias ]di.“'i.{‘”'ml".ll“'.p"_“‘_“' niltima, obteremos a freqiién-
cia t{ll.ﬂl (...lr‘_l l.l.'l.. l]l:ilrlh!nr:;]-;_

freqiiéncia acumulada

) 1 REQUENCIAS RELATIVAS. Freqgiiéneia relativa de uma
distribuigiio € o quociente da divisiao de cada freqiiéneia (abso-
luta) pela freqiiéneia total, Indicacio: F..

: F
Logo : r = s
aF

Multiplicando-se cada freqiibneia relativa por 100, obte-
remos a jreqiéncia relativa perceniual. Tndieacio: Fe.

Logo : Fe = 100 X F,.

J4 podemos, neste instante, escrever no quadro de dis-
L]"“ﬂiil;ﬁ!'ﬁ o fre (] iF."I 18, C Cspol ente A0 erarmi -mruff'hi,
novas colunas destinadas aos elementos ora definidos: Pp,
Fu, F, e f"r.;_.. Temos, entio :

i !
h=35 X R o el | Fq o Fe,
‘ — - S—
—— - . = | 4' . :
——— | 152,5 6 G 0,150 | 15,0
150 155 |
.—-—m : 157.5 0 15 0,225 I 22,9
I:.r .llidl |
.”._.__ 1625 16 1 0,400 | 40,0
. : ' |
160 165 - )
|p—— - 167.5 5 ab 0.125 I 12,5
5 70 | A
-“_'._'_ . : 172.5 g | 80| 0,075 I 7,0
II () l l-: 177.5 1 {0 f'l',ﬂ‘.l’.'i | 2.5
176 180 BehEe |
2 , |
Y =40 i YF.=1000 | }__F- o= 100,0
76 | i

Nora :

F:- evidente que': ! .
i. J"L BOINA dfl' l..fnl.u-i = fru'-|!']|".:'lil:-'- {...Jr’ T\II i
9. A soma de tHdas as freguéncias relativas

a 100,

igual & unidade.
percentuals (XF%) & igual

A Rt it it s 5 - ot
% i 15wl i =T

ey g 18
ir .

™ |

S —— e -
v s

——

VAL - T T e T g

- e A L T, | (Ll S v T R
F 1 T i :
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E possivel, agora, responder, por exemplo, s seguines
perguntas :

1*) Quantas alunas de estatura inferior a 165cm existem enire
as 40 alunas?

Resposta: 31 (Basta procurar a F, correspondente i ¢]asse

e — —

160 IM)'

2*) Que porcentagem representa sébre as demais alunas, aque-
las que possuem estaturas superiores a 175cm ?

Resposta: 2,59, (Basta procurar a Fg correspondente
classe

176 180 )

3.*) Que porcentagem representa na distribuicdio, as alunas de
estaturas menores que [,70m ?

Resposia: 90 % (Por qué?)

¢) Andlise das distribuicdes por fregiiéncias.

E uma das partes mais importantes do levantamento
estatistmq, pois, perrplte estudar as tendéncias caracteristicas
de cada distribuigfio, isoladamente ou em conjunto com outras.

Cum‘éme objetivo sio introduzidos simbolos numéricos que
pérmitem :

By Representar as distribuigdes por um valor central, me-
diante as medidas de posigio: médias (aritmética,
geométrica, harmoénica), mediana e moda ;

2°) iﬂméir;: gfggi&pers&o na distribuic¢iio, mediante

sl ersao ou de variabilidade : desvio
Mmedio, desvio padrdo e coeficiente de variagiio ;
3.°) Verificar

¢do, medi
metria,

qual o grau de assimetria de uma distribui-
ante a medida de assimetria : {ndice de assi-

Todos &sses

X simbolos n 4 ;
minados uméricos, que sfo também deno-

8 tipicos de uma distribuj d
s : ¢fio, serdio estudados
paraldamente A4 proporgio da importénoia (que representam
num levantamento,
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d) Conclusdes sébre os resultados obtidos.

Os resultados obtidos, apds as trés fases iniciais de um
levantamento EEtBtthil’.‘[], devem permitir conclusoes que, além

de estabelecerem um balango da realidade, fornegam, princi- 2
palmente, elementos para a indugiio e previsio futuras. Daf s
a necessidade de se avaliar o grau de precisio em que foram ¥
tomados o8 dados, corrigindo tanto quanto possivel erros co- S

metidos a fim de que o levantamento estatfstico possa real-
mente preencher a sua finalidade precipua: servir ao homem
e a4 sociedade.

§ 2. Representacoes graficas.

7. Generalidades. Além da representaciio dos dados
estatisticos por tabelas e quadros de distribui¢io de frequén-
cias é muito comum apresentar ésses mesmos dados mediante
formas ilustradas denominadas grdfices. Os graficos tém a
vantagem de produzir ao grande publico uma ?ﬂﬂ[)['f;‘ﬁ::ii?lb mais
I‘fk[)idu e viva do (que ns tabelas comuns. Para isso éles devem
ser simples e de fdeil compreensao,

ENSINO SECUNDARIO E NORMAL

b unm'c:;;_:;'!f{. NOS u'nur_;_u:rm :;::-::::!T OE A0 M%';G i
Fonte: Servige #e tatotintico do Sesratdrie v ﬁ\\q %'—
60 000 %ﬂ%j
N
7 \u%—i
40 000 % \\._%.-
& P \L%H i
20 uuu————-——'%;b\_\ ,;E',ﬁ / \ %_
10 000 S % 7 7 %_

1947 1948 1949 9%0 1991 952 1953

3

FIG. 28
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Dividiremos os grificos em duas categorias: os de
informagdo e os de andlise. Os primeiros se destinam ao grande
piblico e, geralmente, sio feitos com a finalidade de “chamar
a atencdo”, enquanto que os grificos de andlise, tendo em
vista os estudiosos, sio baseados na preeisio e no rigor mate-
mético.

8. Alguns grificos de informacio.

a) Grafico de barras ou de colunas: Compde-se de
rgtﬁn_gulns de mesma base (arbitrdria) e de alturas propor-
cionals aos valores (dados estatfsticos) (fig. 29).

b) Gréfico em setores: Os valores sio dispostos num
circulo, onde o valor total equivale a uma amplitude

de 360°. O céleulo do setor correspondente a cada valor 6

feito por uma regra de trés (fig. 30).

e

]
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¢) Cartosramas:
estatisticos relacionados

(fig. 31).

. d) Graficos pictoricos: Sio os preferidos para escla-
recimento do g]’il]](llﬁ i}l_l’b’i]f‘.’ﬁ, pfliﬁr os dados 880 representadﬂﬂ

por figuras semelhantes diretamente proporcionais aos valores
gue se representam (fig. 32),

F'ém por objetivo representar os dados
com- arcas geograficas ou politicas

9. Alguns grificos de anilise.

a) Diagramas cartesianos: Sio os mais usados em
Estatfstica. Enquanto que os gréficos de informaciio se earac-
terizam na representacio de valores que ndo se apresentam
com continuidade, os diagramas cartesianos, como de resto
todos os sistemas que usam coordenadas, representam a varia-

DENSIDADE DA POPULACAO NO

RECENSEAMENTO BRASIL
0E 1940

0,26 A 3,00

3,00 A T,00
7,01 A 44,00
11,01 A 25,00 FONTE: C.N.Est.
25,01 A 33,00 P27 —
33,01 A 44,00 g 2t

NAIS DE 1,500,

B & -
C - P

T T

W P T

L
. i | K i



' - 216  OSVALDO SANGIORGI

ENSINO PRIMARIO EM S.PAULO
(ESTADUAL,MUNIGIPAL E PARTICULAR)

v./'
|

1.000.000
FONTE!
Deport? de Estotistica
do Eshvde Soo Paulo
800.000 31-3-1954

600.000

400.000

B &

200.000

I (

100:.000 -
554,332 | 636.010 | 800.687
1940 1945 1950 * (954
FIG. 32

¢do confinua de um mesmo fenbmeno. Pode-se, assim, ao
variar uma das grandezas, estudar atentamente a variacio
dos valores correspondentes de uma outra que lhe esteja ligada
funcionalmente, mediante um diagrama cartesiano.

Os elementos de referéncia désse diagrama sfio dois eixos
(retas orientadas) que se interceptam num ponto 0 denomi-
nado origem. De preferfneia os eixos sfio tomados perpendi-
culares entre si e nesse caso o diagrama diz-se cartesiano

ortogonal (fig. 33). O eixo 0z é denominado eizo das abscissas
e 0 eixo Oy, das ordenadas.

~ Qualquer ponto P do plano z0y, determinado por &sses
elxos, 6 representado por dois ntimeros a e b que representam,
respectivamente, as medidas dos segmentos 04 e 0B quando
e tra?am por P as paralelas aos eixos, O nimero a é a abscissa
€ 0 numero b, a ordenada do ponto P. Ambos dizem-se coorde-

nadal:s .?arteaianaf de P em homenagem a Descartes (Cartesius
em latim), seu introdutor. Indicagio: P(a,b).

e
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Os eixos dividem o plano em quatro quadrantes, tais que :

{ abscissa negativa

abscissa positiva N Aea
i, B i ‘I_‘ 3 ¥ "
I thﬂ, { ,;}r.-[pp,w.-i.:l [lu,-Lt[V.;l [l t‘l [ ordenada negallva E
[ abscissa negativa 3 r Od | abseissa positiva
a & f dte. e L
ShaNae: \ ordenada positiva | IV 9 \ ordenada negativa
Os pontos de abscissas nulas estdo sbbre o eixo das orde- :
nadas (0y) e os de ordenadas nulas estdo s6bre o eixo das =
abscissas (0x). A origem tem as (-1I.rmIN!u-].;'-.Erﬂ"-.lii'.ri. ;\ I‘rt: f:g,'..':jg : i
temos representados os pontos @ A(3,2) ; B(-53); C(-2, —5); :
i
D(0,5) e E(-3,0). :
!

1 3 ' 1 1Q I £ : !_
b) Diagramas polares: Se no invés de dois numeros L

para representar um ponto de um plano usarmos wm numero
e um dngulo, estaremos usando as coordenadas polares que
, €8

caracterizam o diagrama polar (fig. 34).




foee :
.

m uma reta orientada, tomada

da,numiﬂﬂdﬂ polo; & reta é chamadg €120 polar
o ponto P, do mesmo plano, fazemos correspon oy 11
ro a, que & & medida do segmento 0 e um fingy), - 2%
L elo; Ploo).

- Pla,d)

BE" o EIX0 POLAR
Qs el
i X

FIG. 34

Eate_t}‘pq" de grﬁficﬂ‘é usado quando o fendémeno que se
estuda v_anfl. em certos intervalos constantes. Por exemplo
- 0 comparectmento dos alunos durante o ano letivo (9 me.

¢ - mészes)
F"dﬂ Ser muito bem representado graficamente (fig. 35 por

e um di:"lgr:'lm:x polar, onde
St | 0 ano todo é indicado
por uma circunferéncia
(360°) e o8 méses, por
arcos de 40° (360°: 9)
Sobre a bissetriz de cada
um désses angulos (40°),
a partir do vértice co-
mum (no centro), mar-
Ca-se um segmento pro-
pnrrinnnl i rm-{'n'-r*li‘.':i
freqiiéneia média men-
sal. Unindo-se os extre-
mos livres de tais seg-
mentos obtemos o dia-
grama polur correspon-
dente.

FREQUENCIA
MEDIA ANUAL DE
- ALUNOS DO G.E."X

¢) Diagramas de
curvas: No caso parti-
cular de variagdo sempre

MILHARES DE CRUZE'ROS

5 800

| |
5ugur._____.1!_CUSIE10 DA |

800 }——CAMPANHA DE EDUCACAD_

I
4.000 _.____%_ DE ADULTOS

e _(FEDERAL)

3.000—F—— l —f———

2.500

. | FONTE: SERVICO DE EDuUCACAD
2 000 I——1 L _;___'_I_.I__U'E_Abll;l..fﬂ_?n__l'lgﬂal |

,[ 1.500 -’F.W"- ' :

(5497 1948 1949 1950 1991 ANQ S

FIG. 38

contfnua, e sdmente nesse easo, poderemos unir por seg-
mentos de retas os diversos pontos obtidos por pares de
coordenadas cartesianas e encontraremos um :Ii:l{.gmma COns-
titufdo por uma linha poligonal denominado diagrama poli-
gonal. Costuma-se na pritica chamar a essa diagonal de
curva, e, portanto, impropriamente, diagrama de curvas. Fsse
fato provém de que, aumentados, cada vez mais, os fatos obser-
vados, a linha poligonal tende, cada vez mais, para uma curva
que seria, assim, a posigio limile do diagrama poligonal (fig. 36).

10. Representacio grafica das distribuicdes. As dis-
tribuicdes por freqiiéncias construfdas, até agora, por tabelas,
também pU-:_]F.‘m ser representadas por _.r:.“iflcr_‘_-.-‘c (que permitam
a0 observador uma impressio geral da variagio das mesmas.

a) Poligonos de freqiiéncia: Num %iﬂ[ﬁ}'n:t de ﬂnm‘d‘e—
nadas cartesianas ortogonais tomamos sdbre o eixo das abseis-
gas segmentos proporeionais aos valores -:_im. pontos-
valores assumidos pelo atributo, que se

1 | g == 1 1 1]
médios das classes de va _
estuda, e, sdbre o eixo das ordenadas, segmentos proporcio-

nais s freqiiéncias respectivas. ["nindo-se os pontos i'lht-li'ltﬂs
determinamos um diagrama poligonal que, mm'e:nt_'mn&]l‘ﬂflﬁﬂ e,
é fechado no eixo das abscissas pelo ponto-médio da . classe

imediatamente inferior & classe inicial e pelo ]}m.].m;médmfc{rlrff
RIRER I ediatamente superior i wl_:m.»:e fum’I; Drﬁ-}:t f;‘rrr:‘:g:miu
mamos wn poligono que é .-lu::unln:l*.:uln_!-pa\.‘l_'fﬂ:ulaqr“f'v_u t:;‘f djfztri:
Na figura 37 temos O poligano aé Jrequcncia Tel: I

buigso, que corresponde 80 nosso exemplo-madélo,

i
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~ Osserwacio: No eixo das abscissas, entre a origem 0 e o limite
- Inferior da 1. classe, consideraremos, sempre que fAr necessdrio, um inter-
~ valo interrompido que quer significar as unidades existentes entre 0 ¢

;;mn limite, O mesmo acontecer§ com 0 eixo das ordenadas, quando

= dm%:{zzﬂ” vantagens oferecidas pelos poligonos de fregitncia,

1-."}_'65? a0 observador uma idéia da curva que represen-
taria o fenbmeno estudado ;

2-’) Servem para confrontar diversas distribuicdes entre si.

& E mmto mm_um I‘Epraaentar, num mesmo sistema de

s resp -I_Mﬂﬁmﬂnns, duas ou mais distribuigtes. Os gré-
ﬁm ~HECHVOS 880 destacados por linhas cheias, interrom-
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pidas, pontilhadas, etc., permitindo comparar, em poueo tem-
po, & marcha das variacdes das diversas distribuicdes,

b) Histogramas: E o gréfico construido mediante um
niumero de retdngulos contiguos, igual ao nimero das classes
da distribuigio. As suas bases, iguais para todos, tém por
medida comum a amplitude usada para as classes e as suas
alturas sfo diretamente proporcionais A8 freqiiéncias das res-
pectivas classes (fig. 38).

A o s 0 weppapa i
= et i
s gera s

PeArsoN denominou &sse grafico de histograma, em vir-
tude das freqiidncias serem representadas por dreas. Sendo a
firea de cada retingulo, que compde o histograma, proporcional
a uma certa freqiidneia da distribuigio 6 evidente que a édrea
de todo o histograma é proporcional & soma de tddas as fre-
qiibneias ou seja ao ndmero total de casos estudados pela

HISTOGRAMA

 FREQUENCIAS
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‘.-'-af-A'.;_I-ﬂf_ﬁl‘ﬁ:R-Gl ;

et diatﬂbui;-iﬁ-ﬂﬂ figﬁrﬂﬁs temos o histograma correspondente
3 distribuigao do exemplo-modélo.

- 1) No caso da amplitude de classe ndo ser a mesma para tddas ns
Ty m a altura do correspandente retingulo STl obtida pelo quoeciente
" da divisio da freqifneia da classe, pela respectiva amplitude,

L T 2.5 Gnﬁumﬂnte nio se fazem figurar no histograma as linhas auxi-
" Hares. a fim de melhor ressaltar o fendmeno que se estuda. O contdro
'\ externo do histograma é denominado paligonal caractertstica.

G | mmem oferecida pelo histograma estd no fato de que,

 qualquer que seja a fragio do intervalo, tomado sébre o eixo
: 3:5 abscissas, a drea do retdngulo construido & proporcional
4 mesma fragio da drea representativa da freqiiéncia total.

~ ¢) Curvas de freqiiéncia: Se o nlimero total de casos
observados aumentar cada vez mais, isto é, tender ao infinito,
a0 mesmo tempo em que as amplitudes de classe se tornem
cada vez menores, a poligonal earacterfstica (contérno do his-
. tograma) tenderd a se confundir com uma curva denominada,
- geralmente, curva de fregiéneia. A figura 39 representa o
grifico relativo a um grande nimero de estaturas e que
- se aproxima da curva de freqgiifneia ora definida. E notdrio
que a frea da superficie compreendida entre a curva e duas
- ordenadas quaisquer estd em rigorosa correlacdo com o nimero
- de observagdes (freqiifncia) correspondente ao intervalo con-
~siderado (drea hachuriada na fig 39).
~ As curvas de freqiiéneia mais ou menos regulares, que
traduzem séries de observagdes numerosas, apresentam grande
nimero de formas diferentes que dependem da distribuicio
ser simélrica, moderadamente assimétrica ou extremamente assi-
métrica. Para cada uma das formas as curvas recebem deno- :

e

-
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minagdes J4 consagradas com os nomes: eurvas em sino, cur-
vas em J (jota), curvas em U, ete. Vejamos nlgumn:s das
mals importantes curvas de freqiiéneia : .

: 1._ CLFT?‘V.\.H EM 8INO. Sio grificos relativos a distribuicoes
Hlll‘lll‘-'!l_.ru*.:i:-;, Isto €, dquelas que apresentam a freqiibneia mé-
Xima no centro e, diminuindo gradativamente, 3 medida que
se atingem as classes correspondentes a0s menores e nos maiores
valores da distribuigio. Sdo numerosos os fendmenos que
apresentam formas de distribuigio em sino ou campanular :
a estatura, por exemplo (fig. 39), é um atributo que se distribui
simetricamente, nido exigindo, portanto, um grande nimero
de observacoes para =e terem curvas bastante regulares ; os
pesos dos adwllos, as distribuigdes dos quocientes de inteligéncia
(Q.I) apresentam-se, da mesma maneira, por curvas em sino.

OBSERVAGAO : A curva em sino, também denominada normal ou
de Gauss, tem uma importincia bem declarada no estudo da probabilidade,
por ger 4 curva (e distribuigio dos fendémenos (ue ocorrem por acase (esta-
tura, inteligéucia, pressio atmosférica, ete..).

2, CURVAS MODERADAMENTE AssIMETRICAS. (fig. 40-a e
40-b). Quando a distribuicio é moderadamente assimétrica,
1sto €, afasta-se ligeiramente do tipo de simetria, ji4 descrito,
hd um decréscimo mais acentuado da freqiiéncia, de um lado
do méximo da curva do que do outro. Esta é a forma que mais
ocorre nas distribuigdes de frequiéncia, sendo encontrada na
maioria dos fendmenos estudados. No campo educacional, as
notas de aproveitamento obtidas por meio de testes (Testes de
Binet), apresentam-se numa distribui¢io moderadamente assi-
métrica, havendo uma diminuigio gradativa da fregii€ncia
para as notas baixas, enquanto que, para as notas altas, ha
uma diminuicdio bem mais acentuada.

S
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# J Sio os grificos relativos a distr

5 EX ! ’ ibuigses relativo As distribui¢des de freqibncias acumuladas, Daf o fato .
extremamente assimétricas, 1sto é,_ dquelas em que as freqiidn. de ser também chamada curva de acumulagio de [requéncias, L
~ cias aumentam rd _idn_meptg #t‘? 0 mﬁifﬂmﬂ €m uma das extre. b As freqiiéneias acumuladas figuram como ordenndas e os limi- 4
- midades (fig. 41-a) ou diminuem rapidamente até o mfnimg tes superiores de cada classe, como abscissas. Podem-se acum -
- (fig. 41-b). & _ lar as freqiiéneias no sentido dos valores crescentes (ogiva cres-
~ Rstes tipos de distribuigdes sio mais comuns nos fepa- : cente) ou no sentido dos valores decrescentes (ogiva decres-
~menos econdmicos, como, por ex‘emplp, _ha distribuicdo de cpnte}. .E\:‘:L I’Iiguf'u.__-ilj, temos a Ogiva de G ulEUIl (crescente) rela-
- rendas individuais, onde a freqiiéncia vai diminuindo, 3 medids tiva & distribuicio do nosso exemplo-modélo.
3 5 que o seu valor aumenta. Outro EJEIEIIII]:!]D, nos é dado pelos ! OssEnrvagio : Pode-se, para melhor estudar uma distribuicdo, eons-
- gréficos concernentes as alturas dos ediffcios, onde a frE‘qt;ﬁn;_-i;L truit uma escala relativa de freqiéncia, sob forma percentual, indicaude |
e e rareando com o aumento da ﬂltura, a partir do méximo : por 100 a ordenadn maxima. que acumula todas as fn:q:'u'-nf'i:‘m (1007). ’
":-'dé' um sé hndur B ' Assim, a ogiva pode determinar, imediatamente : o valor da distribuigio, i
Y S e ik que ocupa a posigio do meio, isto ¢, aquéle que supera 50 %, dos valores ¢
' e ¢ superado pelos restantes 50 %, denominado mediana : o valor quée tem ]
5 23 % dos vulores antes de si e o8 75 % restantes depois, denominado
‘ primeiro quaritl ; o valor que tem 75 % dos valores antes de #i e oe restantes :
25 % depois, denominado lerceiro quartil. Estes valores tipicos, de uma ].
N O distribuigiio serdo estudados, pormenorizadamente, no préximo pardgrafo 1
o L e ]
o O | :
<l - 1 koA eyt ik el b e = ol :
:gl ERITERE A T T R T T T i A AT e e e i R T (
ISy IR 000 el o e LR .f |
w S b ol 3% |
- x @ | | |
; u,l ek 3 O ! B
. : L e m et e L E A L R e ey i e ]
| VALORES VALORES = 30 X e 1o g e % "-
| FIG. 41 o] ; |
_ =1 OGIva . : .;
. : O] 2s : L : :
s d.;-.,l?‘?“iﬂ EM U (fig. 42). Sao graficos correspondentes <l DE ! ‘ ; .'
iy routglien, que apresentam o mfnimo de frequéncia na 1) GALTON . : ; . :
- Simfem central, e, .dms MAXiMOS nos extremos. FEstas curvas = 20 T ER e T AR [ois s e o B PON
Por E?El:ﬂlbﬂ-&nmﬂlmente dos tipos até agora estudados. 5l f : : :
o Xempio, a l_'on:na da distribuigio da mortalidade por T ' : ]
ldﬂdﬂﬂéﬂmﬂ s : L1 T - : ; :
e pois, a freqiién- = : . \ |
U8 € méxima logo depois do | & ‘ : ! :
- Dascimento, vai  diminyindo 12 : ‘ .
__Prﬁgl'emvamente até atingir p = wl A B MRS maddaien et R
minimo entre 19 e 15 anos 5 iy : : :
X ' - ¥ ] I J 4 1 -
-P:él'ﬂ flﬂppm recomecar g subir = S i b Jeé) ' : ;
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~ freqiiéneia: medidas de posicio, de dis.
- persiio e de assimetria.

11_ '@nEHMadm. 0 estudo das distribui¢tes de fre.
.~ giincia, até 8ste instante, tem-nos permitido descrever, de

~ um modo geral, os grupos de valores representativos da varia-

~ gfio de um fenbmeno. Assim, por exemplo, podemos saber s»
& maior conceniragdo de valores de uma distribuiciio se situg

no infeio, no meio ou no final, ou ainda, se se distribui igual-
- mente. A fim de poder ressaltar as tendéncias caracterfsticas
 de cada distribuigio, isoladamente, ou em confronto com
outras, temos necessidade de introduzir simbolos, que possam
. traduzir numéricamente essas tendéncias, denominados ele-
~ menlos Hpicos da distribuigio. Sdo elementos tipicos de uma
- distribuigdo de freqiiéncia ;
a) medidas de posigio: médias (aritmética, peométric:
harménica), mediana e moda ; e fees,

b) madtdm de t}i&p&raﬁo : amplitude semi-quartil, desvio
médio, desvio padrio e coeficiente de variagio ;

 ©) medida de assimetria: fndice de assimetria.

O conhecimento dos elementos tipicos é decisivo para a

me"a_ ragio de duas distribuicdes de freqiiénei T
44-a, temos: § giéncia. Na figura
=
o : )
=z i '
g oy [
2 ' '
o . ,
3 u" ] I
r " |
w H :
| A
YVALORES Znes
FIC. 44-a

mﬂdal:ﬁ medi(?:.gﬁdbz €M posices diferentes (As quais cor-

e posigio diferentes) e formas iguais (48

_:i.; ‘lﬂﬂi mﬂﬂﬁm- medidsa de dispersio iguais).

§5;EIgmm;ﬂﬂ tf]iiepﬂ_.' de uma distribuicio (.

S
T
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Na figura 44-b, temos: < 03
as distribuicdes Dz ¢ Dy na S
mesma posigdo (ds quais cor- 5 ',
respondem medidas de posi- b |
¢io dguais) e formas dife- w ‘
rentes (s quais correspon- i | :
dem medidas de dispersio VALORES 573
diferentes). FIG. 44-b
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MEDIDAS DE POSICAO

I) A média aritmética e o seu cdlculo

12, Média aritmética simples. Chama-se média arit-
mélica de uma série de valores ao quociente da divisio da soma
désses valores pelo seu nimero. Indicando os diversos valores
(n), que uma variivel z da série pode assumir por: zy, 23, 23,

., To, @ por M, a média aritmética, temos:

71 -+ Tg ~=Zg.... =+ 2,
Ay — — :
o i
.':I:‘.'II
.1{u i B ¥
1

onde a letra 7 (ou outra qualquer) indica o {ndice de cada z
ao variar de 1 a n. Exemplo: A média aritmética dos valores :
35, 40, 50, 60 e G5, que representam as notas de um aluno
numa certa disciplina, é:

35 4 40 4+ 50 - 50 4+ 65

)

240

= 48 ,

M, =

13. Média aritmética ponderada. No caso dos VEI‘HI‘ES
virem aferidos por pesos, que sdo nimeros indicadores da inten-
sidade do valor no conjunto, s média aritmética diz-se ponde-
rada. A média aritmética ponderada é igual ao quociente da
é constituido da soma dos produtos
a dos
Claleular a média aritmética obtida por um
seguintes notas em Matemadtica, constan~
pesos respectivos ;

divisio, cujo dividendo la son
dos valores pelos respectivos pesos, e, cu)o divisor é a som
pesos. Exemplo :
aluno que obteve as
tes ng relagio abaixo, juntamente com 08
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s dame ¢ & respectiva freqiddocia, pels soms toie .. -
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b) Processo breve.

Usa-se a seguinte propriedade fundamental da média arit-
métiea de uma distribui¢iio : “a soma algbbrica dos afastamen-
tos dos valores de wmma série em relagio a M, é nula”’. Estamos
chamando de afastamenio (outros chamam desvio), de um valor
da série, a diferenca entre ésse valor e um outro valor qualquer
da série. Exemplo: Na série de notas

86, 40, 650, 50 o €5

cuja M, = 48 temos os seguintes afastamentos désses valores
em relacio a4 M, :

35 - 48 =~ 13
40 - 48 = - 8
50 ~ 48 = 2
50 - 48 = 2
65 — 48 = 17

cuja soma algébrica (—214-21) é nula.

Désse modo, pode-se calcular a M, de uma distribuigéo
de valores, evitando-se 0s cdlculos demorados do processo
longo. Para isso indieamos um valor qualquer da distribui¢do
como média aritmética. Estando os valores agrupados em
classes. escolhemos o P, de uma delas, sendo de preferéncia
tomado o P,, que corresponde A freqiiéneia (F) mais alta.
Se o P, escolhido coineidir com a M, da distribui¢do, o pro-
blema esté resolvido. Caso contrdrio, estaremos na depen-
déncia de uma possivel corregio C' (para mais ou para menos).

Logo :
M, = Pu+ C.

Vejamos, agora, a determinagio da corregio C' . como 08
entos (a), en : do como média
afastamentos (a), em relagio 2o valor escolhido como medi
aritmética, sdo multiplos da amplitude (h) da classe, segue
que, dividindo os afastamentos (a) pela amplitude (h), obte-

a : . e
remos, para quociente (-i) a série dos nimeros 1nteiros que
b
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(+1, +2. +3! e *)J.Hhﬂixﬂ dﬂ valor da In{?l’ﬁu
L2 -3 .), acima. Indicando @sses quo-
s por o e multiplicando, a seguir, cada « pela freqiiéneg
(Y da olas "_-jmrras_pnnd&inte.{ temos que, a soma algébriey doq
~ produtos obtidos (ZaF), dividida pela soma de tddas g fre

o5 cigs (EF), dé um nimero qhue,‘multzpltmdn pela ampl;.

Eudah(wﬁquﬁl dividimos no llltﬂ!ﬂ), fornece a Corregdo g
nﬁrf&lﬁl na média aritmética escolhida. Togo, em simbolog,

LaF

LF

M =P+ h X

e Temﬂﬂ,'m, a seguinte regra para o céleulo da M, pel,
 processo breve: iy

4% g deihe-ﬂ-e 0 P“-dﬂ uma das classes (dl‘-‘ ;fl_ru"fl-}'.-'*].'-f;] a
' de mais alta freqiiéncia) como média imaginiria -

- 2, No guadro das distribuigges de freqiiéncia, numa coluna
relativa aos quocientes a, escreve-se : um zero na linha
correspondente A classe onde se encontra o P, esco-
lhido; a série —1, —2, —3, ... logo acima do zero

@ asénie +1, +2, 438, ... logo abaixo :

3. Efetuam-se os membros de cada « pela freqiiéncia (F
correspondente & mesma linha ; somam-se algdbrica-

mente €sses produtos (ZzF) e divide-se o total pel
BOM& das fl‘EC[ﬁéIlEiﬂS (EF) s O resultado obtido (:I—f )

multiplicado pela amplitude (h), dd a CDTI‘E*(;EHHC;

4 A soma algébrica do P, escolhido com a corre¢io C
€ a M, procurada, isto é

Lal

EF

M, = P, +h X

 Como ﬁrﬁtica caleulen 8 ari :
d : 108 a média aritmética do exemplo-
modélo pelo processo breve. :

| | 152,5 | 6| - :_‘
150 1565 | I. j | : 3
| |———— | 157,5 0| -1 |
156 160 ' :
|——————— | 1625 16 0
160 165 :
| 167,5 5 1 +35
165 170 = 3
|~ 172,5 3] +2 9
170 175
!___ 175 '_: | +3 '+'-5
175 180 |
Bt - el T I~ o
| | ZF =40 ZaF = -7
|
‘1
M, =P, h X ‘{‘_IT‘F:
(=N
L 40

M, = 162,5 4+ 5 X (~0,175).
M, = 1625 - 0,875 = 161,625,
Portanto :
M, = 161,625cm

Nora : Limitar-nos-emos a definir e dar exemplos simples das outras
médias ; geométrica e harmdnice, em virtude do pouca aplicagio que teriam
essas mdédias aos ipiciantes de um curso de estatfstica.

Chama-se média geométrica de uma série de n valores a
raiz de fndice n do produto désses n valores. Indicagdo:

M,= Vo X23X..... e

Se os valores forem sdmente dois nmimeros, como, por
exemplo, 4 e 16, o célculo da M, se resume na extragdo de

uma raiz quadrada, isto 6:

M, = §42X 16 = 64 =38

}
1|




e

e '!.'B.'_IHH. lia ha-mﬁmm de uma série de n valores ¢ j,.
~ verso da média aritmética de seus inversos. Assim, por exep.
g

8

p]n, a.lf.du 5 3:8, unﬂe. 'a M, de seus inversos & 5
b o0 Al 2t e e n
 Gigual a Oy Tndicagfo: M, =

[

 ID A mediana e o seu n_:iluulu. Quartis,
B decis e centis.

15. Definicfio. Chama-se mediana de uma série de vp.
~ lores dispostos em ordem crescente (ou decrescente) ao valor

~ que ocupa & posigdo do meio dessa série. Indicando-se 4 série
* de valores por: zj, 73, T3, ..., T» €, & mediana por M, temaos
- que essa nova medida M, é um valor conlado, que vem prece-
 dido e seguido pelo mesmo nimero de valores.

~ Se existir um nlmero fmpar (2n+1) de valores na série.
- 86 teremos um valor (n+1), que preenche a definicio., Fxem-
~ plo: Sejam as 15 notas seguintes, j& dispostas em rol :

- 25, 30, 45, 45, 50, 50, 50, 60, 60, 65, 70, 70, 80, 85, 90.
———gelevalores ——— | «——— sele valores ———

: A M, dessa série é a nota 60, que ocupa a posicio do meio,
pois, existem sete notas que a precedem e sete que a sucedemn.
e Se o nimero de valores for par (2n), todo valor entre as
Posigbes n e n+1 satisfaz & definicio. Nesse caso, conven-

 Ciona-se como mediana a média aritmética dos dois valores
centrais. Exemplo: Nas notas seguintes :

. 20,26, 30, 45, 45, 50, 50, 50, 60, 60, 65, 70, 70, 80, 85, 90
_ i |

4
M,

& M, éanota 55 (média aritmética das notas 50 e 60).
16. Céalculo da mediana

. ; de uma distribui¢io por
i __:_fl'emiéllﬂﬂ. Se 08 valores de uma série estao agrupados em

: » 0 clloulo da M, ¢ feito mediante a seguinte regra:

s DFt?rmimm'ﬂe as freqiiéncias acumuladas (coluna F,) ;
ik -Dlﬂ-dm 8 8soma das freqiéncias (X F) por 2, obten-
~ dose o quociente N ;
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3. Procura-ge onde N estd inclufdo na coluna F,, mar-
can(in., com uma flecha, a classe correspondente 2
fl;eqimnmn acumulada, imediatamente superior a N.
No caso de se encontrar uma F, exatamente igual a
N, a mediana serd o limite superior dessa clusse. Cago
confriirio subtrdi-se de N a freqiiéneia acumulada que
lhe € imediatamente inferior e que ser indicada por
Fg. Obtém-se assim uma diferenca que gerd indicada
por d. Logo: d = N - F¥:

4. Arma-se a seguinte propor¢io: F : h ::d : z que
se 18 : a freqiiénecia simples F da classe marcada estd
para a amplitude h assim como a diferenca d estd
para & ;

5. A mediana serd o niimero que se obtém somando z,
da proporgdo acima ao limite inferior (que serd indi-
cado por ), da classe marcada, isto &,

h.d
F L]

Querendo estabelecer uma férmula para o célculo da M,
de uma distribuicio de freqiiéncia, vem, de acOrdo com o
exXposto na regra:

M,=1[F4=x onde z =

] : + , h(N—F)
M4=-‘:"—I—h—f:£ e como d=N —Fg, M;=1L -+ SN

Clomo aplicagiio, calculemos a mediana do nosso exemplo:
modélo :

h=5 X -7t F F'a__

— t_r-_....._.._._._ — ﬁ ﬁ
150 155

o q 16

|____._
155 160

i1 o
Slves _ 5| 36

' 0
ki e 3| 30

17 175
s ) 1] 40

| 175 180

Y F =40

T




:' 40+!-quu£}ulsnteﬁ, gque na coluna Fg estd entre 15 o 3.
20 - 15 = 5 (diferen¢a d). _ |
%3':-': iz (Fiki:d:2a).

S BX5 2

_ h(N - Fa)

hechn by
S -~ 5.(20-15
04 RO

25 e
i i = 160 + -l_ﬁ = 161,5625
M, = 161,5625cm.

17, Quartis, decis e centis. Recebem 8sses nomes oytras

: mediduqug separam o8 valores de um rol em quatro parles
fguais (quartis), ou em dez (decis), ou ainda em cem partes
tguais (centis ou percentis).

. 18. Caleulo dos quartis. Os quarlis sdo os trés valores
. Qué separam Uma série em qualro paries iguais. Costumeira-
mente sdo indicados, respectivamente, por Qy, Qa ¢ Qz. E evi-
Idente_ que o primewro quartil Qy é o valor precedido por —
. LT 3
do total e seguido pelos restantes 1 dos valores; o sequndo

2 Mﬂ s €0 vﬂ}nr fue ocupa a posicdo do meio e portanto
| € & prépria mediana da distribuiciio (Qz=M,): e o terceiro

quartil Q3 é o valor precedido por 42— de

! . todos os valores e
seguido por —-.

: m paru 0 mm do pﬁmﬁ-fﬂ quar!ﬂ QI .
13 Determinamésﬂ as freqiiéneias acumuladas (coluna F.,) :

2. Divide-se a soma das freqiiéncias (X 1) por 4, obten-
do-se 0 quociente N;

‘l;ru_ced?-sa, a seguir, de modo anélogo ao usado na
eterminacio da mediana,

Regrn para o edleulo do terceire quartil Qg :
1 Determinam-se a5 freqiiéncias acumuladas (coluna F.) ;

| |
h=5 X ‘ P, ) F ‘ P,
e
| ———— | ; [T R
| 150 155 ’
1 @) | |——m— | | 0| 15%>(0;)
155 160 | * |
*| @) | |——— 1 16 | A1 ™ (0y)
160 1G5 i
g | |—— ' 5| 30
: 165 170
__ ‘ ——— \ 3 29
B 170 75
] L ey 1 1 40
| 175 150 !
1 | | BF =40 ‘

o v T L S O T e et
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# 2. Divide-se a soma das freq

iiéncias por 4 e multiplica-se
o resultado por 3 ;

3. Procedimento andlogo aos anteriores.

Como pritica, calculemos 0 Q e o Qa do exemplo-modélo :

Circuro pE Qg
0 + 4 =10 (N)
3 10=230

30-15 = 15 (d)

Cincuro pE Q
40 + 4 = 10 (N)
10 =6 =4 (d)
Frpted te

o ou

9:5 4z 16 : 5 10 ! x

2 eSS L

T = ”_lJ o= 3 ) I=—T= 1- .-I uTRL

1T A L6
e ~ i e L % ! F -rl—*r
: t‘j] il LIJJ + i‘llllz o B3 = 160 4 1. G870
ou ou

Q3 = 164,6875cin

0, =157,222cm

19. Cdlculo dos decis. Os decis silo 0s nove valores t:E}le
separam uma série em dez parles iguais. Indicacdo: Dh, Dha,

Dg, ..., Dy. Naturalmente o J".).r, éa ]m’rpnﬂ m;nllui‘na. l:]:%")[lgﬁll; 4
culo de um decil é feito dividindo-se & soma - ;HIS 9 i
por 10 e multiplicando-se o quociente obtido por I, 14642 48 7
conforme o decil que se queira. No resto segue a mestia
cha dos cdlculos anteriores. A
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:-'—‘_ il : l.-r : ﬁl Tn
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256 *ioicﬂmlodmmtig_ Os ceniis ou percentis sfio 08
noventa e nove valores que separam uma sé€rie em cem parye
M" Indjﬂaﬁﬁo :L Ch .C.'?,_Caj avay 'Gﬁn. 1 EVifIﬂIltE' agorg,
queoCwéa propria mediana. O cﬂ.i{_:ulu de um centil Euards
~ analogia com o estudado na determinagio dos decis, doggs,
~ que se divida a soma das freqiiéncias por 100 e multiplique g
0 quociente obtido por 1, 2, 3, ..., 99 conforme o centi| que
' se procura.
mcomﬂﬂpll“&‘&“: caleculemos o D7 e o Ca5 do exemplo-

F F,

(] (V]

9 15

16 31

5 36

3 | 39

1 40
2P =40 |
|

Circuro pe Dy Circuro pe Cag
40-!_—10-4 40 + 100 = 0,4
TX4=08 25 X 0,4 = 10
28-15 =13 10-6 = 4
F:h::d:2 F:h::d:z
| SR ou
10 :5::13 : 2 D :85::4:2
- .
B - gy ‘n
Al e bk
"+ Dr = 160 + 4,0625 Cas = 155 + 2,222
| ou ou
Dy = 164,0625 e

Cas = 157,222cm

Nom: P
S E evidente que 0 Ca5=157,222 tem o mesmo valor do Q.

TR L S
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21. Iulerprf-.lm;ﬁo grafica. Grifieamente podemos re-
presentar & mediana, os quartis, bem como og decis e, mais
raramente, 08 cenl'.'u_.u de uma distribuicio de fr{zq;’.l.tlm'i’t; ITtF'-
diante a Ogiva de Galton (fig. 43). A mediana seré. a ;.ni'y.lqcisﬂﬁa
que corresponde A ordenada equivalente a 50% da distribui-
¢fio total ; os quartis Qi ¢ Q3 serfio as ahscissas que correspon-

iler{m}:l s nrfien_arlan equivalentes, respectivamente, a 25% e
75/ da distribuiciio total,

ITI) A moda e o seu edleulo

i E
PSS

: 22. Definigiio. A moda, também chamada norma de uma
distribuigdo, é o valor da série que se apresenta com maior
jreqiiéncia. No sentido lato da palavra o que estd na moda
significa o valor dominante da distribui¢do. Indicacdo: M,.
A rigor, a moda nfio é uma medida empregada em um
H nimero pequeno de observacdes, como acontece com a média
aritmética e com a mediana, e, por essa razio, contentimo-nos,

ey

: nas aplicagdes & Educacdo, com valores aproximados, j4 que o
. cialculo de seu valor exato ndo é feito por processos elemen-
tares.
E 23. Calculo empirico. Formula de Pearson. Ilxistem
férmulas, como a de Czuber e a de King (*), que calculam a
= M, com certa precisio, sendo, porém, de dedugdes compli-
¥ cadas. Nua pritica, determinamos a moda de uma distribuigéo,
l procurando o valor ou a classe de valores que apresente a
§ méxima freqiiénein. Essa classe é denominada modal e o seu
ponto-médio, meda brula, pois, representa, na verdade, uma
: aproximacio grosscira da moda verdadeira,
i
Em o nosso exemplo-modélo, temos:
classe modal: |—— e moda bruta: 162,5cm.
160 165 .
)
r i . b [ Fmaz — Fant) AEO%, 3 L
;_. (% Férmula de Ceuber: Mo = 1%+ 7 Pmaz ~ (Fant 4+ Fpost)' . ey
i‘ 1* ¢ o limite inferior da eclasse de maior freqldncia e
& 'mar ¢ a [reqlfoecia mAxing g
¥ onde i-an:r.‘ Hﬂ!r:.riphlrtrn‘iu_hlnutnm--ﬂtﬂ inferior & F:r:l.d:‘
; Fpoat d o {reqiéncia impdintamenta superior & Fma 13 - it
L oo i

Formula do King: Mo =le + Fant + Fpoal




AT [

Pm“dimibmwlavemente assimétricas pode-se aferir

melhor a moda usando & curva de freqiiéncia, onde a M, ¢
sempre a abscissa da ordenada médxima (que corresponde
freqiifneia méxima). KARL PEArsoN verificou, experimeniy).
~ mente (fig. 45), que, nas curvas de freqiiéncia moderadamente
- assimétricas (que correspondem a distribuigdes de freqiidncis
~ levemente assimétricas), a distdncia enire a média aritmética
¢ a moda (M, — M,) é sempre cérea de trés vézes maior que a

distdncia enire a média aritmética ¢ a mediana, isto 6 -
- M. - M, = 3(M, - M,).

- Dessa igualdade, tiramos o valor da M,

M, = 3M, — 2M,

7 que & a férmula empirica de Pearson.

i
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Mo MdMg. a—
Ma-Mo=3(Mo-Nd)

FIGC. 45

e E lﬁgicﬂ que P T
A i » Para as distribuicses S
b8 medidas de pogicio: M goes exatamente simétricas,

| rmula de Pearson na determinagfio da moda

de Nosso ezemplo-madélo, vem:
M, = 3 X 161,5625 — 2 % 161,625
M, = 484 6875 — 323,250

qu M, = 161,4375¢m.
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24. Interpretaciio grafica. Graficamente, pode-ge obter
a moda de uma distribuicdo a partir do histograma correspon-
dente a essa distribuicio. Basta considerar a abscissa do P““W:
de intersecgdo (fig. 46) dos segmentos, cujos extromos SRO
do primeiro, os vértices representativos dos limites SU!}‘t'”?r?.
do retAngulo de maior drea e do reténgulo contiguo .E”} .efo?ez;
do segundo, os vértices representativos dos hnglteﬂ "t;s?:rinr
do retAngulo de maior 4rea e do retdngulo contiguo pOSEETEE:




da.sm ed;dasdﬂ posiciio. Regido centrg]

ANGIORGI

--iﬂlénif.ﬂl.idﬂdu' Tddas as medidas de posi¢io que
 aeabamos de expor (Mo, My, M) pretendem ser o valor reyy,.
_ sentalo da distribuicio que se E.EELI.I(!EI. Outrossim, visam favo-
mﬂm“ comparacdes das distribuigdes entre si ¢ com fsso
nbjeti‘?ﬂpﬂd@mm dizer que tddas elas tém o mesmo grayg de
~ importéincia.
A média aritmética 6, geralmente, a mais empreganda por
ser 0 seu cdleulo o mais féeil dos trés e por ser também o mais
. compreensfvel pelos que tém algum estudo do matemédticn,
Tuda.“ﬂ,é preciso lembrar que, nos problemas edueacic
_onde os valores extremos das distribuigdes, que se estudam,
Do apresentam a mesma importénecia que os valores centrais,
~ & mais usada a mediana em lugar da média aritméties Assim,
- se, por exemplo, quiséssemos saber o aproveitamento de umag
~ classe de alunos, numa determinada diseiplina, da qual sio
~ conhecidas as notas obtidas pelos alunos, o uso da média arit-
 mética pode dar-nos uma idéin pouco precisa do aproveita-
. mento da classe, pois, bastaria a existéncid de uma nota bem
. alta ou bem baixa para modificar sensivelmente média arit-
~ Mética das notas, enquanto que 0 uso da mediana, por nio
¢ sofrer esta da influbneia direta dos valores extremos, refletird
g 'l_r_lel_hqr.'u andamento da classe bem como os processos de ensino
g e Vigor. Diga-se de passagem que & medians tem sido s
- média mais usada nas nossas Fscol
- do aproveitamento de geus alunos
- 9ue estdo os mesmos sujeitos,

NAIS,

as Militares, como afericiio
e dos métodos de ensino a

ﬁe Amoda‘, apesar de maior instabilidade que as outras duas,
M 8 sua significago, como valor representativo, bem com-
.--,.I---:__.--El'_ﬁeﬂﬂlﬁl_, POr ser o valor dominante da série.

g 26 | Hegiﬁo centr, 1bui %
Rl al. Ah‘lhu;-su 0 nome de regido cenfral
- OU regido normal de ymg i

. distribuicdio de freqiiéncia, ao con-
u ; b = o

i£?§ valores eompreendidos desde o primeiro quartil @
awﬂﬁém Quartil Q. Realmente, entre Q; e Q3 se encontra
R € todos o0s valores da distribuigdo, pois, antes de

e

e e i e il g2 g
z & .
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i 1
(1 estéio situados 7 dos valores e depois de Q3 mais outro

7 Ou seja fora do intervalo Q1Qs estd situada a metade
1 I I

(I L i 2) dos valores que compdem a distribuigéo e,

por conseguinte, entre @, e @3 estarf a outra metade. Conven-

cionalmente, os valores pertencentes A regido central 80 deno-

minados normais e o0s que estio fora, ndo normais, sendo

supernormais os valores posteriores a Qs e submormais, os ante-
riores a Q.

Para a distribuicio de nosso exemplo-medélo, como -

&1 = 157,222cm e Q; = 164,6875¢m,
temos para a amplitude da regifio normal :
Qs — Q1 = 164,6875¢em — 157,222cm = 7,4655¢m
e dizemos que

o0 97, das alunas observadas (que pertencem 2 regifio nor-
mal) medem de 157,222cm a 164,6875¢m ;

25 97 das alunas observadas medem menos de 157,222¢m ;

25 97, das alunas observadas medem mais de 164,6875¢m.

MEDIDAS DE DISPERSAO

27. Dispersiio ou variabilidade de uma di:s.trihuiq;ﬁn
por freqiiéncia. Duas distribuicdes de freqiiéneia, emlmlru.
com a mesma média aritmética, podem apresentar uma varia-
¢do de valores bem diferente em térno dessa méd_m. 1Pnr re:-:etr‘n-
Iil]ﬂ. consideremos como amostras 1'[![‘11'r*serlt:11.lv:: as lnﬁrﬂ
obtidas por dois grupos de 10 alunos, um do 1.° Norma Ao
e 0 outro do 1.° Normal “B". T"fstm?' notas dispostas em orde
crescente originam as seguintes séries :

1° Normal “A”: 35, 40, 45, 50, 50, 55, 60, 65, 70, 80.
1° Normal “B”: 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100,
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 Pstas duas séries, que possuem o mesmo niimero de tér-

 mos, admitem a mesma média aritmética (M, =55), apesar de
' apresentarem variagdes bem diferentes em tdrno dessa média,

.~ eomo & fhcil de se observar. Assim notamos que a primeirg

~ gérie apresenta notas mais uniformes com uma pequena variacio = T
. em térno da M,, enquanto que a segunda apresenta notas bem : o

. variadas indicando uma grande dispersdo em tbérno da M, ¥

Pelo fato da média aritmética, assim como as demais

= o 30, Céleulo do desvio mé
. Para dados niio tabulados o

aplicando a férmula :

dio de dados nio tabulados,
chlculo do desvio médio & feito

1‘” representa, em valor .'th'.uhltu, 0

- médias de posigiio, ndo possibilitarem exprimir essa variabili- o desvio de cada valor em relagio
- dade, temos necessidade de estabelecer novos sfmbolos numé- F s 8 M,
~ ricos que permitam medir 8ste outro aspecto de uma série esta- A n  n.°de valores que compéem o rol.
- tistica: o da variabilidade ou dispersdo de seus tbrmos. Entre i
AT _pﬁ[uﬁpaig medidas de dispersdo destacamos: a amplitude P Exemplo: Calcular o d,, do seguinte rol de 10 notas
gsemi-quartil, o desvio médio, o desvio padrio e o coeficiente ; {1° Ano “A”):
dﬂ.miﬂ'l}ﬁﬂ, que serio &Et'l.ldﬂdﬂ'ﬂ a4 seguir. i 35’ 1[] 45, 50 5{], 55’ fJ'U, ﬁar ?U, 0.
Ty A : L_ Temos :
- 28, Amplitude semi-quartil. A diferenga entre os : i
- quartis @z e @y constitui uma medida de dispersio denominada i _ :
amplitude quartil. Comumente se usa a metade dessa ampli- g n=10 | Notas (z) | desvio|d M o =55
tude como medida de dispersfio, com o nome de amplitude | e e e e
semi-quartil ou também de afastamento provdvel. Indicacio : 35 20 ()
40 15 ()
Qa — Qy 15 10 (-) |
g = ———2 ] ol o =1
_ 50 5(=)
. i ; i : 55 )
A amplitude semi-quartil do ezemplo-modélo é igual a: 60 5 (+)
65 10 (+)
164,6875 — 157,222  7,4655 | 70 15 (4)
= . 2 : = ) = 3,7327 ouq=3,7327cm. ' 5:) j 25 { +4)
. . Nota: A amplitude total, definida no infcio déste curso, pode cons- -‘E'E i
tituir também uma medida de dispersfio, embora ndo muito rigorosa. No
exemplo-modélo, a sus amplitude total de: 180em — 150em, significa que

t0da a variabilidede da distribuieiio se df em 30cm, , it eton:

29. Desvio médio ou afastamento médio. Dé-se o » My e = e i
nome de desvio médio de uma série i média aritmética dos 3 $ 1] = 11 |
valores absolutos dos desvios (ou afastamentos) dos térmos E 2 |d 1
dessa série, em relacfo A sua média aritmética (M,). Tomamos L portanto % 3 ,
o valor absoluto das diferengas para evitar que seja nula a g e bl IItE - 1] &

A -dm'mm'ﬂuﬂ_desﬁﬁﬁ; de acbrdo com a propriedade fun- e n g
 damental da média aritmética de uma distribuigsio (n.> 14-b). . B i

Indicagio; d..
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% Nota: O desvia médid das notas do 1.> Ano “B” é 25, islo 6, catas _' : .
notas sho bem mais dispersas, em trno de M 4, do que 58 nows do 1. i Os desvios ou ”'ruﬁ.mm{’"'f””- que podem ser tomados em
Ao “A”. Deixaremos a0 encargo do aluno essa verificacdo, 3 relagiio a qualquer média de posi¢do, sfio tomados, geralmente

em relaciio & média aritmética. Indicacio: d, ou 4 (glrma

Y
n:imusnu]n)_ O fato de se clevarem 08 desvios ao quadrado )
visa estudar a dispersio por um Processo que tratard bsses
mesmaos Elﬁﬁ‘flﬂﬂ como se t-]‘.’{'HHl_‘[]‘j 0O Mesmo -":‘i”&l-

31. Célculo do desvio médio de dados tabulados
Se os dados estdo tabulades o desvio médio da distribuigio ¢
~caleulado pela seguinte férmula :

Ild|. F : 33. Céleulo do desvio- vadriio de dados n3
- —_— onde, agora, |d| = |P,, - A al | pi e dados nio tabula-
du YF e, agora, |d| = |Pn - M ' : dos. Esse cdlculo 6 feito aplicando a seguinte férmula :
' : : : fua=to i : I[-Ii‘..‘-:fz
Como exercicio de aplicagfio, caleculemos o d. da distri- 5 \f_ &
buigio constante no eremplo-modélo : i
onde d e n tm os mesmos significados da férmula do desvio
sl X Pl | jd|. F M, =161,625 médio '
R i = — e = _|"'T; — - 1 i
I 1625 & e S 7E0 | Exemplo : Calcular o desvio-padrio do rol de 10 notas :
L ’ Wy
150 155 S : i S
Flﬁﬁ = 157.5 o 1125 37 195 a9, 40, 45, 50, 50, 55, 60, 65, 70, 80,
1
= 162,5 16 | 0,875 14,000 |
0. 185 n=10|Notas@) | ] | M. =0b
I 167,5 5| 5875 29,375
16‘5 l?ﬂ ¥ = el | e || — =
| 172,5 3 | 10,875 32,625 35 | 20 400
l 177,5 115875 15,875 | 15 | 10 100 | i
175 180 i : 50 5 25 | :
= | | 50 | 5 25 | 1
IF =40 X [d].F = 183,750 5| 0 0 b
60| 5 25 |
, 65 | 10 100 |
| 7l 15 225
ld] = |Pm =M, (em valor absoluto) ,c;ri 2.;: 625 |
Zld].F = G et g o = R
i vl | Dz = 550 I d? = 1750 i
s ey LR -g ' #
portanto, ChrcuLos : '[
dm = 4,59375em : 2 7, £E0 o 1
: . t Me= 2= T0
& 32. Desvio-padriio ou afastamento-padrdo. Chama- 3 S
valores ao To o8 desntny Tdlico-médio de uma série de s N d? = 1750
enis w:i Or positivo da Taiz quadrada da média aritmé- Stalistica. g
c 08 qua rﬂdqfi dos desvios désses valores. (") Yuus and Kanpau: An sntroduction (v the theary of Stoh A
] ':'."':-': | ) L -:‘#r
LU LT -y
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4 ﬁ.;_._m,gg'm:-nu (com apmxiﬁnqﬁn de 0,01),

- 34. Cilculo do desvio-padrio de dados tabulados
i Huea.uu de dados tabulados o cdlculo do desvio-padrio
- exemplo do que j4 foi estudado no cdiculo da média arif mé
- pode ser feito por dois processos: o lango e o brepe,

;) 4

tica,

g Para o processo longo usamos a férmula -
__ |Z&F
XF

_:_'_jif'&_.-'pam 0 processo breve, a férmula :
i | o 53 T
| u‘=h‘\/“aF LAY
. LF P A
onde os desvios sio calculados i
; : : em relagdo a uma média arbi-
: mﬁ"_m (de preferéncia o P, ?iﬂ classe de maior fr{'qllléu*i:;J.
g, & i
D] _mﬂ 0 quociente a = h» Por nds j& conhecido no c4l-
_'.“.‘3]” da M,, quando faldmos dea fastamento (:: = _’_'-!_) Da
B n ) D
..dmmm nﬁm’iuute Lscreve numa coluna relativa aos @, a série
acima e abaixo f_ll;ﬂs negativos e positivos, respectivamente,
Pertence a média es Eﬂlg? (0) correspondente A classe, 4 qual
serio evitados Enurclfma d:iil IMEI'E'D que, pelo processo breve,
tados com o ysg de-mdqui:::s que, somente seriam facili-

Co i
omo aplicagiio “?J-““Izmﬂﬂs pelos dois processos, o des-
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|

5

ZaF

2 : h
) =5, "-Il,-lm-5x 1,20

X

40

Céleulos
ZF
¢=6,009cm (of aproximagiio de 0,001),

59

SaiR
40

EEF -
}:ﬂaﬁ'urﬁﬂ
c-h.\/
9 U-SJ
Portanto

w

0
12

ZaF=-7|ZatF =59

) = 162,5 - 0,875 = 161,025 . *. M, = 161,625em (4 determinada)

3
=
~}

40

b

fi

5
Y af

16

TF =40

e e re——

152,56
157,5
162,5
167,5
172,5
177,5

R LR
Mg = 1625 + 5_(

155
170
180

ou

150

75

— —

Nora: Este quadro permite caleular rApidamente a M a» pois

ProcBss0 nmEve:

O desvio-padrdo 6 a medida de dispersiio maji

estudo da variabilidade das distribuicges & b L usada no
radamente assimétricas. Basta observar {ﬁ,-;“ 4;‘1; :u::ju I‘nm]_u-
com o duplo sinal (+3) em térno da média aritmét :L:L ;r;nad'o
cbrea de 68,26 77, dos valores da distribuigdo, en 11:;111: [rmEL
a regifo central, como ji vimos, abrange 5(;;1’:11.4111;-. 5UI;Jl IUE
triplo do desvio-padrio, com o duplo sinal( +3s) ff}mprﬁ;mie

praticamente todo o conjunto de valores (99,72 o7)
- LN fﬂ -

WA

AR
LU FE IR LA

o i
f,; At JU =1
e B W) -
ot J
r-; i":-.:- =]
== =
— - .r':-l_ —
== ==
= =3
ZZZ S
s ~ —
: ' === .;S_E %

-3 - = Q 3
: ol +s +2¢ T
i i
' i
.

39, Coeficiente de variacfo. Denominamos coeficiente
de variagdo ao nlimero que permite traduzir a maior ou menor
variabilidade da distribuicdo, independente da unidade em que
vém expressos 08 seus valores. Indieagio: C. V. O coeficiente
de variagio &6 dado pela seguinte férmula estabelecida por

PEARSON :

e 100. -
"o R T M

Para o ezemplo-modélo, temos o seguinte coeficiente de

variacio :

C.V= L xiﬂ_ﬁ? = 3,717 (c/ aprox. de 0,001)
161,625
Para mostrar a importincia do €. V. no conironto :’le
distribuiciio de pesos

duas distribuigoes, vamos supor que, &

m nosso exemplo-modélo apresente-se

das 40 alunas estudadas e _ ¥, o A
com um C.V. igual a 11,22, Dirfamos, entdo, qus el s
do mesmo grupo de alunas apresentou-sé CCred

mais varidvel que a estatura.

de trés vézes




~ MEDIDA DE ASSIMETRIA
.~ 36. Generalidades. Para as distribuigdes rigorosamente
- simétricas, isto 6, para aquelas que teriam uma exata repar-
' tigdo de valores em torno do valor central, a M, o M, ¢ 4 M,,
- seriam iguais (fig. 47). Como isso raramente pode acontecer,
introduziu-se um novo nimero que permite medir a assimetria
apresentada por uma distribuigio de freqiiénein. Esse nov,
nimero, que também ndo vem expresso por nenhuma umdade,
é denominado {ndice de assimeiria e indicado por J . A4
A assimetria de uma distribuigio diz-se positiva quando
- predominam os valores mais altos e a tendéneia da curva que
- arepresenta (fig. 48) é para a direita. Nesse caso vale o relacio :
M,< My < M,. A assimetria é negativa, quando predominam
08 valores mais baixos e a tendéncia da curva (fig. 49) ¢ para
& esquerds. Agora, temos: M, < M, < M,

4

L.zlk o 2 i il
| My Mdwg LRy

FIG. 49

- O indice de assimetria, dado por Pearson, tem por ex-
pressfo :

;oMM

c

que representa ym nimero,

que varia entre —1 ¢ +1.
E claro que se o [ . A

i . =0, :

perfeita simetrig estaremos diante de uma
Para o nosso ezem lo-modélo \ .

 assimelria ;- P y emos o seguinte indice de

= (161,625 — 161,5625
I.4. 6,009 ) = 0,031 (¢f aprox. de 0,001).

que revela ser g distribuigiio de Jraca

assimeiria positiva.

RESUMO DOS RESULTADOS ENCONTRA DOS NO
LEVANTAMENTO ESTATISTICO RELATIVOS
AOQ EXEMPLO-MODELO EM ESTUDO

Temos, agora, ([l‘!pﬁis de estudadas tOdas as medidas mais
importantes de paosigio, de dispersio e de assimetria, os seguin-
tes resultados relativos ao atributo estatura das alunas do 1.°
Ano Nﬂ[’m’.l], de um [[I."-‘.?ihlﬁ'} de F,fillf'.':i;‘:lu, tendo 11:-_‘[1(11]] como
amostras representativas, as estaturas de 40 alunas, constan-
tes de uma tabela primitiva dada (pfg. 208).

Média aritmética (M,)......... 161.625cm
LRI DRE o) = S st i 161,6625¢m
Medidas de posigdo { Moda (M,) Wit g ol Va v o why S A BTN
R0 TV AL ) T oo 1LOT 20 arn
a2 Cluartil (Qs). . ...\ .. 164,6875em
Amplitude total (A)............ 30,000em
Amplhtude semi-quartil (g)...... 3,7327cm
. . - AT idin (d.) 4,08375cm
{(‘_‘(]“!HH {iﬂ_: ’fi-’.‘i Ersdo I_}n-,w‘l.-'li_l AT din ) R a4 &8 Ea . .
> 3 Desvio padrio (g).............. 6,000cm
Coeficiente de variacio (C.V,).. 3.717
Medida de assimeiric — Indice de assimetria ([. 4.)..... 0,031
Regido Normal f 50 9% das alinng observadas medem

e <L By 1y [y P8 f i 1 "I_T'-' .'
(Amplitude: 7,4655cm) | de 157,222cm (Qu) & 164,6875em (Qs
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" ALGUMAS CONSIDERACOES SOBRI:
A CURVA NORMAL DE GAUSS

e Com o estudo que acabamos ‘de fn_zer sObre as medidasg
 de posigio, de dispersio e de assimetria, corrf\.spnmivmﬂ a
um conjunto de dados observados, preten_demos ter nna_h.-smm
as fendéncias caracterfsticas de tal conjunto. Todavia, ag
~ representacoes grificas das distribuigdes por freqiiéneias, aqui
_elaboradas com um mimero Limitado de amostras, apesar dg
enorme contribuigio que tiveram na apreciagfio de um fend.-
meno, revelaram por sua vez, que os puligmm.:- e 08 histogra-
mas apresentavam trregularidades, oriundas, geralmente
‘erros de amostragem.,

- Apés inimeras verificagdes préticas descobriu-co que a
maioria dos fendmenos que ocorrem por acaso, especialmente
0s de Educacio (por ex., os quocientes de mteligéneia — Q.1),
e os de Biologia (por ex., os relativos a estaturas, pesos), apre-
sentavam-se com distribuigdes aproximadamente normais, isto
€, 50 %, dos valores observados pertenciam ao intervalo limi.
tado pe?nﬁ quartis Q; e Q3. K o que aconteceria se quiséssemos
por exemplo, estudar o atributo estatura de tdda populacio
escolar de Séo Paulo. Encontrariamos nesse levantamento
uma distribuigdo de estaturas contendo uma série de medidas
desde um minimo valor coligido até um méximo e uma maior
freqiiéncia para as estaturas compreendidas entre o Q; e o
Qs da distribuigio. O gréfico correspondente seria aprozrima-

daﬂw_ﬂta stmétrico em relagio a0 eixo que passasse pela abscissa
relativa a moda,

firs s _Sen&“ g ﬁltil_:ﬂﬂ escopo da Estatfstica procurar leis que
T&am 08 falos verificados pela observagdo, surgiu a idéia de se

&Bt_aheleeereql Curvas teoricas, de equacdes determinfiveis, que
pudessem atingir tg] obje

T s tivo, j& que as curvas obtidas pelos

~ &réficos conheeidos apresentavam-se sem aquela continuidade
. que era de se desejar para estudos conclusivos. Uma das
' mod?lo de normalidade, equivalente a uma
mente siméirica, é a conhecida com o nome
ou Curva Normal de Probabilidade, ou,

de

de Curva de Gausg

e ]
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ainda, simplesmente como Cuyry
“sino” (fig. 47) foi por nés res
de freqiiéncia (pdg. 222),

A Curva de Gauss permite,
minar os erros de amostragem,
como determinar a probabilid
do fenbmeno que se estuda.

a Normal, cuja forma de
saltada no estudo das curvas

por confronto ou ajustes, oli-
tanto quanto possfvel, bem
ade de acontecimentos dentro

E evidente que a determinacio da equagiio da Curva de
Gauss (*) e o emprégo das operacoes de ajuste de dados obser-
vados a0 seu tragado, exigem conhecimentos de edleulo das
probabilidades e de matemdtica superior, que nfio se enqua-
dram no cardter elementar déste livro. Os estudiosos jA devem
ter travado conhecimentos de tabelns destinadas a obtencio
do valor da probabilidade relativa ao bom ajustamento de
uma dada distribuigio A distribuicfio normal tedrica eorres.
pondente & Curva de Gauss. Deixaremos ésse estudo para
uma outra oportunidade.

POPULACAO DO BRASIT,

Secundo og dltimos dados do H[-rﬁ.‘ir;.n Nacional de Rt‘ﬂ?l'l-
seamento do IBGE, sujeitos, ainda, a revisio, sfio os seguin-
tes os nimeros de Municipios e a populacio rE!{'!‘*l’l.-'_-'E'E:.d.'l em
1.c de setembro de 1960, por unidades da Federacio (v. pig.
seguinte).

ueida da Curea de Gausa. o
(" Equacieo re-riJu::. A v e e s
- 3 . I

"Rl i g =271828,..... itmln“:';[;}iui]a
23! onde ~ whsoissa ‘6 partic do média
gl ;' = E::Viﬂ padrio da distribuiglo

#85
i =

|
F.
L]
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POPULACAO DO BRASIL

f}
Elﬂhﬁiﬂ 0 T Nibinare de
Municipios
BIAREY S e Pe s 2 768
‘Ronddnia. . s 2
Acre...... i I e BN 7
AMAROOEE . .. ;" cvsnnerenn 44
Rio Branco 2
BRI L e e i e e b 60
T DR R S 5
T e G P 091
4 T B e N e 71
4ot AT gl 142
" Rio Grande dn Norte 83
Parafba..... 88
Pernambuco.......... 102
A BT e 69
Fernando de Nnmnhs 1
Bgipe. ..o, 62
LT e I 194
Minas Gerais............ 483
Berra dos Almnrés“ 1
Espirito Santo .. i 37
Rio de Janeiro...... . .. 61 !
Guanabara . . 1
Séo Paulo.. 504
Paran{ ., 162
Santa Cu.tmnn 102
Rio Grande do Eul 150
Mato Grosso..... 64
C-uuis .... 170
Distrito FBdH'ﬂ.l 1

POPULAQAO,

Capital

51 049
47 882
175 343
26 163
402 170
46 205
159 628
144 799
A14 818
1062 537
155 117
788 580
170 134
1 389
115713
655 735
6093 328

427 605

B85 242
245 467
3 307 163
3 776 581
361 309
98 520
641 173
od 192
153 505
141 742

Total

70 H28 625
70 783
1649 208
721 215
20 489
1 650 935
68 RS89
2 492 139
| 1 263 368
| 3 337 856
1 157 256
2017 969
4 120 000
1271062
1 380
760 273
o 940 605
Y 530 000
384 207
1 188 665
3 402 728
3 307 163
12 930 000
4 110 000
2 146 909
0448 523
950 000
14951 862
141 742

(9 Publicsdo em “A Gaseta”, de S#o Paulo,
(**) Territéeio em litigio entre os Estados de Mi

ém 168-10-1961.
nas Gernis o Esplrito Santo.

r. __..lr"-' =
2 el

fadvad 3




{- # L. = - - & =
281 verdadeiras guardiias da eivilizacio

Sio as professoras primarias as

Bertrand Ruoassell

Para os Institutos
de Educacdo e
Escolas Normais

pr Lo T T ERPRSERRRI R Gy




	IMG_2015_08_25_13_43_26_898
	IMG_2015_08_25_13_43_43_121
	IMG_2015_08_25_13_43_48_527
	IMG_2015_08_25_13_44_00_469
	IMG_2015_08_25_13_44_10_066
	IMG_2015_08_25_13_44_23_669
	IMG_2015_08_25_13_44_32_212
	IMG_2015_08_25_13_44_42_915
	IMG_2015_08_25_13_44_50_236
	IMG_2015_08_25_13_45_25_655
	IMG_2015_08_25_13_45_34_180
	IMG_2015_08_25_13_45_43_743
	IMG_2015_08_25_13_45_52_114
	IMG_2015_08_25_13_46_01_654
	IMG_2015_08_25_13_46_11_781
	IMG_2015_08_25_13_46_18_257
	IMG_2015_08_25_13_46_25_787
	IMG_2015_08_25_13_46_33_007
	IMG_2015_08_25_13_46_46_144
	IMG_2015_08_25_13_46_59_047
	IMG_2015_08_25_13_47_17_163
	IMG_2015_08_25_13_47_26_756
	IMG_2015_08_25_13_47_35_812
	IMG_2015_08_25_13_47_44_190
	IMG_2015_08_25_13_47_53_466
	IMG_2015_08_25_13_48_00_645
	IMG_2015_08_25_13_48_09_950
	IMG_2015_08_25_13_48_18_018
	IMG_2015_08_25_13_48_26_667
	IMG_2015_08_25_13_48_35_469
	IMG_2015_08_25_13_48_43_588
	IMG_2015_08_25_13_48_54_916
	IMG_2015_08_25_13_49_04_067
	IMG_2015_08_25_13_49_14_491
	IMG_2015_08_25_13_49_29_614
	IMG_2015_08_25_13_49_39_502
	IMG_2015_08_25_13_49_52_841
	IMG_2015_08_25_13_50_03_643
	IMG_2015_08_25_13_50_22_995
	IMG_2015_08_25_13_50_29_343
	IMG_2015_08_25_13_50_37_068
	IMG_2015_08_25_13_50_45_099
	IMG_2015_08_25_13_51_01_267
	IMG_2015_08_25_13_51_12_268
	IMG_2015_08_25_13_51_21_463
	IMG_2015_08_25_13_51_33_897
	IMG_2015_08_25_13_51_43_095
	IMG_2015_08_25_13_51_55_647
	IMG_2015_08_25_13_52_07_464
	IMG_2015_08_25_13_52_15_934
	IMG_2015_08_25_13_52_29_262
	IMG_2015_08_25_13_53_07_139
	IMG_2015_08_25_13_53_19_704
	IMG_2015_08_25_13_53_26_068
	IMG_2015_08_25_13_53_38_817
	IMG_2015_08_25_13_53_45_923
	IMG_2015_08_25_13_53_52_538
	IMG_2015_08_25_13_54_00_333
	IMG_2015_08_25_13_54_08_990
	IMG_2015_08_25_13_54_16_494
	IMG_2015_08_25_13_54_59_428
	IMG_2015_08_25_13_55_10_277
	IMG_2015_08_25_13_55_24_464
	IMG_2015_08_25_13_55_39_079
	IMG_2015_08_25_13_55_55_165
	IMG_2015_08_25_13_56_04_745
	IMG_2015_08_25_13_56_19_727
	IMG_2015_08_25_13_56_31_655
	IMG_2015_08_25_13_56_43_035
	IMG_2015_08_25_13_57_01_386
	IMG_2015_08_25_13_57_13_963
	IMG_2015_08_25_13_57_24_885
	IMG_2015_08_25_13_57_40_476
	IMG_2015_08_25_13_57_50_426
	IMG_2015_08_25_13_58_00_283
	IMG_2015_08_25_13_58_09_659
	IMG_2015_08_25_13_58_17_868
	IMG_2015_08_25_13_58_29_847
	IMG_2015_08_25_13_58_44_024
	IMG_2015_08_25_13_58_52_413
	IMG_2015_08_25_13_59_04_159
	IMG_2015_08_25_13_59_18_120
	IMG_2015_08_25_13_59_27_759
	IMG_2015_08_25_14_00_25_425
	IMG_2015_08_25_14_00_59_215
	IMG_2015_08_25_14_01_10_787
	IMG_2015_08_25_14_01_23_256
	IMG_2015_08_25_14_01_47_560
	IMG_2015_08_25_14_01_59_868
	IMG_2015_08_25_14_02_11_049
	IMG_2015_08_25_14_02_25_907
	IMG_2015_08_25_14_02_39_120
	IMG_2015_08_25_14_02_51_259
	IMG_2015_08_25_14_03_06_376
	IMG_2015_08_25_14_03_23_349
	IMG_2015_08_25_14_03_36_032
	IMG_2015_08_25_14_03_46_521
	IMG_2015_08_25_14_03_58_776
	IMG_2015_08_25_14_04_44_213
	IMG_2015_08_25_14_04_57_831
	IMG_2015_08_25_14_05_12_747
	IMG_2015_08_25_14_05_20_436
	IMG_2015_08_25_14_05_28_411
	IMG_2015_08_25_14_05_37_506
	IMG_2015_08_25_14_05_46_481
	IMG_2015_08_25_14_05_53_813
	IMG_2015_08_25_14_06_02_973
	IMG_2015_08_25_14_06_15_434
	IMG_2015_08_25_14_06_26_382
	IMG_2015_08_25_14_08_08_221
	IMG_2015_08_25_14_08_22_597
	IMG_2015_08_25_14_08_29_865
	IMG_2015_08_25_14_08_38_012
	IMG_2015_08_25_14_08_46_377
	IMG_2015_08_25_14_08_55_478
	IMG_2015_08_25_14_09_12_512
	IMG_2015_08_25_14_09_23_521
	IMG_2015_08_25_14_09_34_133
	IMG_2015_08_25_14_09_44_027
	IMG_2015_08_25_14_09_53_812
	IMG_2015_08_25_14_10_03_098
	IMG_2015_08_25_14_10_15_075
	IMG_2015_08_25_14_10_34_342
	IMG_2015_08_25_14_10_46_340
	IMG_2015_08_25_14_10_55_404
	IMG_2015_08_25_14_11_04_353
	IMG_2015_08_25_14_11_14_134
	IMG_2015_08_25_14_11_23_489
	IMG_2015_08_25_14_11_40_163

