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“The Riddle we can guess
We speedily despise -

Not anything is stale so long
As Yesterday’s surprise -”

(Emily Dickinson)






RESUMO

A formulacao lagrangiana para o espago-tempo curvo é desenvolvida,
derivando-se a equacao de Einstein, alguns tensores energia-momento
de interesse e a equacao de Euler-Lagrange. Resultados basicos de
cosmologia, como a métrica de Friedmann-Robertson-Walker (métrica
de FRW) e as equagoes de Friedmann, sdo apresentados. Férmions
sao incorporados na Relatividade Geral por meio do formalismo de
tetradas. Buscando uma descricao da era hadronica em termos da in-
teragao nuclear, o modelo ¢ — w — p para a matéria nuclear é aplicado
de forma inédita num contexto cosmolégico, adaptando-o para espago-
tempo curvo e derivando suas equacoes de movimento. Aplica-se a
aproximagao de campo médio ao modelo e obtém-se o tensor energia-
momento. A conservacao da energia é utilizada junto a equagao de Fri-
edmann, a equagao do campo o e a conservagao do nimero bariénico
para chegar no sistema de equagoes a ser resolvido. Uma solucao apro-
ximada, mas analitica, é obtida para explorar alguns dos fenémenos
contidos nas equacoes e comparar com resultados recentes. O modelo
apresentado possui grande potencial de refinamento e ja apresenta re-
sultados razoaveis mesmo com as aproximacoes feitas.

Palavras-chave: Relatividade Geral, Cosmologia, Modelo o — w — p,
Universo Primordial, Era Hadronica.






ABSTRACT

The Lagrangian formulation for the curved space-time is developed,
deriving Einstein’s equation, energy-momentum tensor for some of in-
terest cases, and the Euler-Lagrange equation. Basic results of cosmo-
logy, as the metric of Friedmann-Robertson-Walker (metric of FRW)
and the Friedmann equations are presented. Fermions are incorporated
in General Relativity through tetrads formalism. Seeking a description
of hadron epoch in terms of nuclear interaction, the o —w — p model for
nuclear matter is applied unprecedentedly in a cosmological context,
adapting it to curved space-time and deriving the equations of motion.
Mean-field approximation is applied and the energy-momentum tensor
is obtained. Conservation of energy is used together the Friedmann
equation, the equation field o and the conservation of baryon number
to reach the system of equations that be solved. An approximate so-
lution, but analytical, is obtained to explore some of the phenomena
contained in the equations and compare with recent results. The model
has great potential for refinement and already has reasonable results
even with the approximations made.

Keywords: General Relativity, Cosmology, ¢ — w — p model, Early
Universe, Hadron Epoch.
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1 INTRODUCAO

No atual modelo cosmolégico, o universo passou por uma série de
fases e transicoes de fase desde o Big Bang [1] (veja a Figura 1). Para os
perfodos mais primordiais e préximos do tempo de planck (~ 10~%3s),
existe uma série de especulacoes e a necessidade de uma teoria unificada
da gravidade com a mecanica quantica. Mas nas fases subsequentes
podemos nos esquivar do espinhoso terreno da gravitagao quantica e
buscar modelos efetivos que as descrevam satisfatoriamente.

Nessa dissertagao nos atentaremos para a fase do universo logo
apos a fase de plasma de quarks e glions, conhecida como era hadréonica.
Em tal fase, os préotons e néutrons ainda nao formam nricleos atomicos
e nem os elétrons estdo em estados ligados junto aos prétons. Ou
seja, o estudo feito aqui é da fase entre a formacao dos barions e a
formacdo dos ntcleos de hélio e estd compreendida entre 107 %s e 1s
apo6s o Big Bang ou, em termos de temperatura, entre 7'~ 150MeV e
T ~ 1MeV (usaremos o sistema de unidades naturais kg = ¢ = h = 1),
mas hé incertezas sobre qual realmente é a temperatura de transicao do
plasma de quarks e glions para a fase hadrénica no universo primordial
(veja a Figura 2), podendo ser entre T ~ 125MeV e T ~ 175MeV
[1,2], apesar de ser alvo de intensa investigagao tanto experimental com
colisdo de fons pesados (feita no LHC! e RHIC? principalmente) quanto
em simulagoes na rede (QCD? na rede). Se trata de um dos pontos
mais dificeis no quebra-cabeca do universo primordial. Em especial
porque a nossa teoria atual para os quarks, a QCD, que faz parte do
modelo padrao de particulas elementares, é intratdavel pelos métodos
matematicos conhecidos.

No entanto esses experimentos e simulagoes também nos ser-
vem com vasta informagao sobre a matéria nuclear para testar modelos
efetivos, que buscam ser aproximacgoes da QCD para a fase hadronica.
Nesse intuito, o modelo o —w — p [3] mostrou-se um bom modelo efetivo
para muitas situagoes, sendo utilizado para modelar a matéria nuclear
até em situagdes extremas como as da estrela de néutrons [4] e colisoes
de fons pesados [5], essa sendo uma situa¢do préxima da aqui estu-
dada (mas néo é o tinico modelo possivel ou utilizado). Apesar disso, a
modelagao da era hadrénica enquanto universo em expansao tem sido
feita se concentrando em equagoes de equilibrio térmico e quimico sem

!Large Hadron Collider.
2Relativistic Heavy Ion Collider.
3Quantum Chromodynamics.
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levar em conta algum modelo especifico para a interacao nuclear. Aqui
pretendemos dar alguns passos na direcao de uma descrigao da era
hadrénica em termos de um modelo efetivo da matéria nuclear. Fare-
mos isso através do modelo ¢ — w — p adaptado para o espago-tempo
curvo e realizando a aproximagao de campo médio, tal qual feito em
[4]. A partir disso, obteremos as equagoes a serem solucionadas simul-
taneamente e encontraremos uma solucao aproximada a fim de poder
ser comparada com a solucao exata e com resultados recentes.

A dissertagao foi dividida em quatro capitulos (fora a introducao
e conclusdo), sendo trés de assuntos introdutérios e o dltimo efetiva-
mente com o trabalho. Abaixo segue-se o contetddo resumido de cada
capitulo.

Capitulo 2: Nesse capitulo vamos introduzir a formulagao la-
grangiana para espago-tempo curvo e derivar a equagao de Einstein
nesses termos. Também vamos deduzir alguns dos tensores energia-
momento de interesse, os quais serdo utilizados no Capitulo 4. Além
disso, derivaremos a equacao de Euler-Lagrange, que também sera uti-
lizada no Capitulo 5.

Capitulo 3: Aqui apresentaremos resultados preliminares de
cosmologia. O principio cosmoldgico é apresentado com alguns detalhes
formais e mostraremos que a a métrica de Friedmann-Robertson-Walker
(ou métrica de FRW) é consistente com o principio cosmoldgico. Enfim,
com a equacao de Einstein e a métrica de FRW, derivaremos as equacoes
de Friedmann e discutiremos algumas de suas caracteristicas.

Capitulo 4: Ja nesse capitulo, vamos apresentar rapidamente
como os férmions surgem na Relatividade Restrita e, entao, nos utili-
zarmos disso e do principio da equivaléncia para desenvolver um forma-
lismo, conhecido como formalismo de tetradas, que insere os férmions
na Relatividade Geral.

Capitulo 5: Por fim adaptaremos a lagrangiana do modelo
0 —w — p para o espago-tempo curvo e derivaremos suas equagoes de
movimento. Faremos a aproximacao de campo médio e obteremos o
tensor energia-momento nessas condigoes. Finalmente, acrescentando
a equacao de Friedmann e a conservagao da energia, teremos o sistema
de equagoes a ser resolvido e obteremos uma solugao aproximada com
o propdsito de explorar alguns dos fenémenos contidos no sistema de
equagoes e fazer comparagoes.
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Figura 1 — Representagao esquematica do modelo cosmoldgico padrao
com suas fases até os dias atuais (figura extraida de http://planck.
caltech.edu/epo/epo-planckScience5.html). A transicdo do plasma de
quarks e glions para a fase hadrénica ocorre em torno de 10~%s apéds
o Big Bang a uma temperatura em torno de 150MeV .
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Figura 2 — Diagrama de fases da QCD (figura extraida de https://
www.jyu.fi/fysiikka/en/research/highenergy/parphen/QCD). Os expe-
rimentos feitos no LHC e RHIC alcangam a fase de plasma de quarks e
gliions e chegam préximos das condigoes do universo primordial (baixa
densidade e alta temperatura), embora haja algumas diferengas signifi-
cativas [18]. Apesar de muitos avancos experimentais e em simulagoes,
hé ainda muitas duvidas sobre quantas fases existem realmente e por
quais linhas ocorrem as transigoes de fase.
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2 RELATIVIDADE GERAL

Como nao é nosso objetivo uma extensa exposicao da Relati-
vidade Geral, aqui nos limitaremos a compilar alguns resultados que
serao usados nos demais capitulos.

Aqui serd apresentado como se pode usar a formulacao lagrangi-
ana dentro da Relatividade Geral e serd feita uma derivagao da equacao
de Einstein nesses termos. Também derivaremos a equagao de Euler-
Lagrange em espago-tempo curvo, um resultado que sera bastante uti-
lizado no Capitulo 5.

2.1 FORMULACAO LAGRANGIANA

O pilar central da Relatividade Geral (doravante RG) é o principio
da equivaléncia, que pode ser expresso enunciando que, dado um ponto
X mno espago-tempo em qualquer campo gravitacional, existe um sis-
tema de coordenadas, que é chamado de “sistema de coordenadas lo-
calmente inercial”, no qual vale que

guu(X) = TN (21)

Gy B
< o )X ) (2.2)

onde g,, é a métrica do espaco-tempo e 1,,, ¢ a métrica de Minkowski
(com diagonal (1,—1,—1,—1)). Ou seja, um observador no seu referen-
cial préprio se vé como, localmente, num referencial inercial. A partir
desse principio se pode derivar outro, que lhe é equivalente: o principio
da covariancia geral. Esse nos diz que as leis fisicas devem ser cova-
riantes (manter sua forma funcional) por uma mudanca arbitrria de
coordenadas e, na auséncia de campo gravitacional, a métrica deve ser
a de Minkowski. Nao nos estenderemos sobre esses fundamentos da RG
e maiores detalhes podem ser encontrados na literatura sobre o assunto
[6,7,8].

Dada a covariancia geral, devemos, entao, exigir que a agao, S,
do sistema fisico deve ser invariante por uma mudanca arbitraria de co-
ordenadas. Tendo uma lagrangiana invariante no espaco de Minkowski,
em geral se pode tornar a acao invariante por uma transformacao geral
de coordenadas realizando as substituigoes
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N 7 Guus
d'z — d*zv/—y,
O — Vi,
S = S48, (2.3)

onde g = det g,,,, V, é a derivada covariante e S, é a agao livre do
campo gravitacional. V, é definida a partir do fato de que devemos
ter V.V, =V, (90,V7) = 6,4V, V7, pois se supde que V,V, seja um
tensor e, portanto valha a ultima identidade. Dessa ultima identidade
e supondo a propriedade de Leibniz para a derivada, temos Vg, = 0,
ou seja,

Vugvy = Ouguy — Fgu%v - Fgug’jﬁ =0,
que implica
8;;91/'\/ = Fgugﬁ’y + Fgugl/ﬁ' (24)

A defini¢ao T, = $9°* (8y9au + Ougva — Oaguy), quantidade conhe-
cida como conexdo afim, satisfaz exatamente a igualdade. Com efeito,

1 (o2
Fﬁ#gﬁw + F ngﬁ = 596 (augau + augua - aagu/_t) 9B~ +
1
+§gﬁa (Oy9ap + Ougya — Oagyu) 9up
1
= 553 (6Vgau + 8ugua - aocgu,u) +

1
+ 253 (0y9ap + Ougyva — aGyu)

1
= 5 (0ugyu + 0uGvy — OyGup + OvGup + 0pGrw — Ougyp)

2
= Ouguy-

9z'P 9z°
OxP 9z'v

A quantidade F*B nao é um tensor e se transforma como I')/ B

(2.5)

oz~
oz’
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9z° 9z 9%’ : : s £
9277 g’ D27 0z fato que pode ser verificado a partir da definigao apds
um calculo tedioso.

Com as substituigoes propostas, dado um conjunto arbitrario
de n campos (¢q)_; (podendo ser escalares, componentes de cam-
pos vetoriais ou tensoriais em geral), uma acao S = S (dq,0uPa) =

[ d*zL (¢a,0,ba), covariante no espago de Minkowski, é adaptada para

S (60, V e ) = / A/ =GL (G0 V ubas o) + S (i) (2.6)

onde se omitiu dependéncias nas derivadas de primeira e segunda ordem
de g, por brevidade.

Existem vérias formas equivalentes para S, e escolheremos a de
Einstein-Hilbert, que é dada por

1
Sy () = “TorC /d4$v —gR, (2.7)

onde G ¢é a constante gravitacional e R = R, g"" é a curvatura escalar,
definida em termos do tensor de Ricci
Ry = 0,18, — 0o, + 10 T0, — 10,17 . (2.8)
Por fim, a acdo em um espago-tempo curvo é escrita, em geral,
como

R
S (¢a7 vu¢avguu) = /d4$\/jg |:‘C (¢aa Vu(baagul/) - m . (29)

2.2 ROTACIONAL E DIVERGENTE

Antes de prosseguirmos é pertinente que obtenhamos algumas
identidades que serao utilizadas nesse e nos préximos capitulos.

Sabendo que, dado um vetor V,,, temos que sua derivada covari-
ante é

V.V =8V, — T Va, (2.10)
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logo notamos que, devido & simetria I}, =I'}
escrito como

v

V.V, =V, V,=0,V, =93, V,.

No caso da divergéncia,

V,.V# =9, VF TV,

podemos simplificd-la notando que, por definigao,

1
IR

2

1
= 59#()[81/9;104

1
9" (augcw + 0w Gpa — aag;w)

o rotacional' pode ser

(2.11)

(2.12)

(2.13)

€ que essa expressao, através da identidade Tr (M~! (z) 9, M (z)) =

0, In (det M (z))=
escrita como

det M det M (x)

1
e = ay 5
Nz 2g g

donde segue

1
v,vh = o0,VF + % (Oug) V¥

1
——=0,/—gV".

0, det M () sendo M (x) =

(9ua), pode ser

(2.14)

(2.15)

Também podemos usar esse resultado para a divergéncia de um

tensor. Com efeito,

V. ITH = 9, M + Th T + TV, THe

1

= =8/ gT" + IV T

NS

INote que é um rotacional em quatro dimensoes.

(2.16)
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Em particular, se 7" = —T"#, o ultimo termo se anula, pois I, =

I't,.s € podemos escrever

1
vV, T = —0,\/—gT*" (TH = =T""). (2.17
H \/jg I ( )
A utilidade desses resultados estd em nao dependerem explicita-

mente das conexoes afim e sim do determinante g, que é muito mais
simples e menos tedioso de se calcular.

2.3 EQUACAO DE EINSTEIN

Retornemos para a agio S (¢q, V,@a, guv). Podemos agora apli-
car o principio de Hamilton (realizar a variagdo funcional §.5 e igualar
a zero) para derivar as equagdes de movimento. Isto é

/ ) [Jfg (ﬁ - 1(50)}
fate |6V (£~ ) + V73 (02 1576

_ o (L = _ R
- /dx[Z 99" 09w \ L= 155 ) T

+v—g (55 - 1212)} (2.18)

05 =0

onde se utilizou a identidade d/—g = 3/=gg""0g,, (veja (A.3)). No
segundo termo dentro da integral podemos utilizar 6 R = —R*"dg,,., +
V. (g" oI, — g ol (veja (A.8)), donde logo se percebe o termo

4 ny ST o ST
167TG/dx«/ gV, (g"6T%, — g* 6Th ) | (2.19)

que, utilizando o teorema de Gauss, se reduz a uma integral sobre a
fronteira

1
167G

/ 0,/ (g 6T, — g™sTL) (2.20)

onde JN) é a fronteira de €2, que é a regiao sobre a qual a integral da
agao ¢é feita. Ora, dg,, se anula nessa fronteira por hipdtese e, portanto,
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esse termo nao contribui para a acao. Logo,

oL n 1
09 167G

1 1
05=0= /d4:c\/—g (Qg“yﬂ + (R”” - 2Rg“”>) 3Gun-

(2.21)

Nesse tltimo passo se tomou que £ dependa apenas da métrica e nao de
suas derivadas (o que pode ser falso, mas muitas vezes e, em especial,
para os propdsitos desse trabalho, é uma hipdtese verdadeira). Além
disso, se tomou como nulas as variagoes dos demais campos de que £
depende, a fim de apenas levar em conta a variagdo da métrica. Agora,
sendo a variagao dg,, arbitraria, o integrando é nulo e, definindo o
tensor energia-momento através de

1 oL 1
Sghvp . 2.22
29 g T T2t (2.22)

finalmente temos a equacao de Einstein

1
R — SRg" = 8xGT"". (2.23)

Um resultado que ainda pode ser extraido ¢ V,T"" = 0, que
reflete a conservacao da energia e do momento? e é condicdo sine qua
non para a teoria de lagrangiana L ser consistente com a RG. Isso se
verifica a partir da identidade de Bianchi, que é

VWRHVQB + VBRMVW + VaR”um =0, (2.24)

da definicdo de temsor de Ricci R, = ¢g“"Rauyw, ¢ das simetrias
Ryuvap = —Rupag = —Ruvpa = Rapuy- Com efeito,

1 1
V# (R“y - 2Rgul/> = VILR“V - §gu,,6”R

1
= g'LmVURM,, - iayR

1
= gHGngDL‘YRaM’W - §8VR

2Esse resultado é analogo ao caso do espaco-tempo plano, onde temos o THY = 0.
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1
= g"7g" (_vuRa/w’y - V'YROWJU) - 58,,]%
1
= ia,R — V*R..

1
= _yH (Ruv - 2ng> ) (2.25)
Portanto,

1
2 (R,“, - 2Rg,w) =0=VH'T),. (2.26)

2.4 TENSORES ENERGIA-MOMENTO

No Capitulo 5, usaremos a lagrangiana do modelo 0 —w — p, que
envolve um campo escalar, dois vetoriais e termos de corrente (além
dos campos fermionicos). Nessa se¢do vamos, através de (2.22), derivar
alguns dos tensores energia-momento de interesse que serao utilizados.

2.4.1 Campo escalar

A lagrangiana covariante para um campo escalar ¢ em espago-
tempo plano é [9,10] £ = %@ﬂﬁ@“gﬁ — %m2¢2 —U(¢), onde U (¢) é
um potencial que depende apenas de ¢ (geralmente um polinémio).
Ao fazermos as substituicbes necessarias para torna-la covariante num
espago-tempo curvo, ela toma a forma

L= %gWVH¢V,,¢ - %m2¢2 ~U(9). (2.27)

Para descobrir o tensor energia-momento, devemos saber %, que é
%

definido a partir de 6L = %5%% Fazendo a variagao de (2.27),
temos

SL=96 (;g“"vﬂqus) — (;m2¢2 -U (¢)> ) (2.28)

Como estamos variando apenas g, o segundo termo se anula enquanto
o primeiro pode ser escrito (lembrando que para um campo escalar



1 1
0L = §8H¢8V¢5g“”+59‘“’6(@@8@)
1
= iama,wgw
1
= *53“@9%59#» (2.29)

onde se usou o fato de que §0,,¢ = 9,,0¢ (para anular 0 segundo termo)

e a identidade g,,09%" = —g"*8ga, 3. Logo, W 8“(;58”(;5 eo

tensor energia-momento pode ser escrito como

oL
09

= 0'pd ¢ — g* ( %P0t —

" = gL -2

1
I 2¢2U<¢>). (2.30)

2.4.2 Campo vetorial

Para um campo vetorial A, (a principio, massivo), que tem la-
grangiana no espago-tempo plano da forma [9,10] £ = fiFl“,F’“’ +
%mQA#A“, onde Fy,, = 0,4, — 0,A,, temos como adaptacao para o
espago-tempo curvo

1 1
L=—29""9" FuFop + 5m’g" A, A,. (2.31)

Da mesma forma que anteriormente, devemos fazer a variagao da la-
grangiana (2.31) e assim temos

1 o v L e v

+%m2AuAl,5g“” + %m2g’“’5 (A A). (2.32)

3Basta notar que 0 = 6 (6’;) =0 (9"Gar) = 9**0gav + guadg®
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O segundo e quarto termos se anulam, pois a variagao é feita sobre o
campo A, a qual independente da variacao de g,,,,. Portanto

1 1
L = 15 (9"“g"?) FFap + 3" 2A,A,59"
1 1
= =5 (67769" + 9" 69"7) FyuFup — 5m®AM A6,
1
= <2FWF + m2A”A”> 8Gpu- (2.33)
Entéao, B‘Zf = F“”‘F v — lm2ArAY e o tensor energia-momento

toma a forma

™

1 1
FHOF,Y + m?AFAY 4 g (4Fa5F“5 - QmQAQAO‘>

1
FHOR V4 g“”ZFaﬁFQﬁ +

1
2 (A“A” - 2g*“’AaA"‘) . (2.34)

2.4.3 Correntes

E comum que as lagrangianas possuam termos do tipo £ =
—A*J,, que correspondem a correntes de algum tipo. Para encon-
trarmos a contribui¢ao que tal termo tem no tensor energia-momento,
devemos saber como J,, varia em relagao a métrica e, para tanto, vamos
considerar que se trata de uma corrente conservada. Assim, devemos ter
V. J# = 0 e, por seguinte, para qualquer regiao €2, fQ d4x\/ngHJ“ =
S50 dQu/=gJ" = 0, onde se usou o teorema de Gauss. Obtendo a
variagao da iltima integral, temos

/ dQ,6 (v/=gJ") =0. (2.35)
oQ

Como essa integral independe de Q, § (1/—gJ*) = 0 e, portanto, (6/—g) J*+
v—gdéJ* = 0. Finalmente temos
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s = VI
V=g
1
= —iJ”go‘ﬂ(Sgag. (2.36)
Logo, a variacao do termo da lagrangiana £ = —A*J, é
oL = —(6A%)J, — A*éJ,
1 (07
= A 9" 8gas, (2.37)
donde se tem % = %AMJ“g(w e, assim,
THY = gt" A J® — Ay JJ%gH =0, (2.38)

0 que mostra que termos de corrente nao contribuem explicitamente
para o tensor energia-momento.

2.5 EQUACAO DE EULER-LAGRANGE

Voltemos para a acao S e a aplicagao do principio de Hamilton,
mas agora realizando as variagoes em relacdo aos campos e nao mais
em relacao a métrica. Assim, ja podemos de antemao ver que termos
com § (y/=g) e 6R sao nulos. Logo, podemos escrever

68 =0= /d4x\/fg5£. (2.39)

Como L possui como varigveis independentes (fora a métrica) ¢, e
Vu¢a *, temos

oL

0S=0 = /d4x\/fg (655¢a +

9627 T V0 W#%)

4E pertinente observar que, aqui, ¢q pode ser componente de um vetor ou até
mesmo de um tensor em geral e, portanto, V¢, pode ter conexoes afim.
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oL
OV ,ba

N ( b0+ 2y m)

oL
/ Tav=g (6@ - (V“ 8%%)) Oa +

\ or
/ dov/=gVu (Wma‘w )

O dltimo termo pode, através do teorema de Gauss, ser escrito como
uma integral sobre a fronteira da regiao integrada, onde, por hipétese,
d¢q é nulo. Assim, essa segunda integral é nula e, sendo as variacoes
d¢, arbitrarias, o integrando da primeira integral é nulo. Por fim temos
a equagao de Euler-Lagrange

oL oL
— — —— =0. 2.41
ViV, n  06a " (241)

Essa equacao nos fornece as equagoes dinamicas dos campos, as quais
devem ser solucionadas simultaneamente com a equagao de Einstein.
Agora podemos aplicar os resultados a casos especificos. Em especial
usaremos a equacao de Euler-Lagrange e os tensores energia-momento
deduzidos acima quando chegarmos no Capitulo 5, enquanto a equagao
de Einstein ja podera ser parcialmente solucionada no caso de nosso
interesse no préximo capitulo.

\ oL Y
J@avs (am Pat Vi (avuasa m) - (V“ awa) 5%)

(2.40)
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3 COSMOLOGIA

As equagoes de Einstein podem ser aplicadas aos objetos as-
trofisicos em geral, mas também podem ser aplicadas ao universo como
um todo, o qual pode apresentar fenémenos (o de expansao, mais nota-
damente) passiveis de serem investigados. Ao estudo desses fenémenos
déa-se o nome de cosmologia, drea que ganhou espacgo através do estudo
da RG. Nesse capitulo serao apresentados alguns resultados gerais e
preliminares nessa drea seguindo a referéncia [8]. Esses resultados nos
serao uteis na descricao que pretendemos fazer da era hadronica em
termos do modelo o — w — p, como veremos no Capitulo 5.

3.1 O PRINCIPIO COSMOLOGICO

Desde a revolugao copernicana, a percepgao de que a Terra é o
centro do universo foi, aos poucos, mudando para um extremo oposto:
nao hd nenhum centro do universo, ou seja, nenhum ponto do universo
possui alguma caracteristica fisica especial em relagao aos demais. Mais
do que isso, em grande escala (compardvel a de um conjunto com vérios
clusters de galdxias), o universo apresenta uma distribui¢cdo homogénea
de matéria e é isotropico em cada ponto.

A proposicao de que o universo é homogéneo e isotrépico deu-se
o nome de principio cosmoldgico e, atualmente, hd um grande ntimero
de evidéncias em seu favor, entre as quais, mais notadamente, a desco-
berta da radiagdo césmica de fundo (fruto do desacoplamento matéria-
radiagdo na juventude do universo) que apresenta uma grande isotropia.

Ponhamos em termos mais precisos o que se quer dizer com ho-
mogeneidade e isotropia. Estamos falando de um conjunto de sistemas
de coordenadas equivalentes em que a histéria do universo pareca a
mesma. Isto é, as quantidades g,,,,, T}, e etc. devem ser tais que, para
todo conjunto de coordenadas x* =y, vale que

9 (V) = 9 (v),
Ty (y) = T[“,(y),
etc., (3.1)

onde a aspa indica as quantidades apos a transformacao de coordenadas
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entre dois sistemas equivalentes (mas note que y é o mesmo conjunto
de coordenadas e ndo a transformacdo de z#). Em particular pode-
mos definir um escalar que apenas dependente do tempo, S (¢), e, num
sistema de coordenadas equivalente, ' = y devemos ter

SH)=8"(z')=S(x)=8(t) =>t="1, (3.2)

o0 que estabelece um tempo padrao para os sistemas de coordenadas
equivalentes.

A isotropia pode ser entendida como a existéncia de um conjunto
equivalente de sistemas de coordenadas z # (x;0;) definidas' por trés
parametros independentes 61, 05, 03 e com mesma origem espacial, isto
6z (t,0;0;) =0 2.

Para entender a homogeneidade, devemos imaginar que, num
tempo cosmoldgico particular T, seja possivel construir um sistema de
coordenadas equivalente em qualquer outro ponto do espago (localiza-
dos por suas coordenadas espaciais a’). Mas devemos notar que, dado
um ponto no espago nesse tempo 7', hd uma infinidade de trajetérias
espago-temporais X* (t) que passam por ele e ndo esperamos que ob-
servadores em cada uma delas veja o universo de forma equivalente
tal como pretendido aqui. Nossa exigéncia nao é a de que todas essas
trajetérias sejam equivalentes, mas que exista ao menos uma em cada
ponto que seja, a qual chamaremos® X, (t) com X, (T) = a. Isto &,
o sistema de coordenadas equivalente num dado ponto espacial a® é
" =" (t, X, (t);a) de forma que z'7 (£, Xa () ;a) = 0 (ou seja, que
possua origem espacial na trajetéria X, (t)).

Vemos, portanto, que ha um conjunto privilegiado de referenci-
ais para os quais o universo é isotrépico e homogéneo. Com boa apro-
ximagao, as galaxias em geral possuem sua trajetdria espaco-temporal
num desses referenciais privilegiados e, mesmo no referencial da Terra,
podemos contemplar a homogeneidade e isotropia do universo nas nos-
sas observagoes astronomicas de grandes distancias. Resta agora saber
que tipo de métrica essas simetrias nos permitem ter.

1A notagio z' (z;0;) indica que a transformagdo é parametrizada pelos
parametros 6;.

2Adotaremos a convencdo: indices latinos correspondem a coordenadas es-
paciais e o negrito indica a tripla ordenada de coordenadas espaciais, ou seja,
v = (v1,v2,v3).

3a = (a1,a2,a3).
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3.2 METRICA DE FRW

A métrica que satisfaz a isotropia espacial assim como a ho-
mogeneidade espacial é a métrica de Friedmann-Robertson-Walker (ou
métrica de FRW), a qual é dada por

dr?

Tzt r2d0? + r? sin® 0d¢? | (3.3)

ds* = dt* — R* (1)

onde k é um parametro que pode ser nulo, positivo ou negativo e R ()
é o fator de escala. Ou seja, a métrica tem a forma

_ R
— — 7‘2
(Gu) = R (1) 2 (3.4)
—R2(t)r?sin? 0

com entradas nulas omitidas. Nota-se que a parte espacial da métrica
sofre expanséo (ou contragao) a medida que o tempo cosmolégico corre,
mas precisamos solucionar a equacao de Einstein para saber como o
fator de escala evolui, ou seja, precisamos saber que matéria preenche
o universo. O significado geométrico de k, por sua vez, é o de definir
se a geometria é hiperbdlica (k negativo), plana (k = 0) ou esférica (k
positivo).

Podemos verificar a isotropia espacial ao notar que a parte espa-
cial da métrica mantém sua forma por rotagoes espaciais. Com efeito,
podemos escrever a métrica como (veja (B.4))

) . , (x~dx)2 T rsi'n90.os¢)

ds® = dt“*—R* (t) | dx —i—kﬁ , x=| y | = rsinfsing
X z 7 cos 0

(3.5)

com produto escalar usual, o que implica, para qualquer matriz ortogo-
nal A, x2 = x"x = x’ATAx = x Tx'. Diferenciando essa expressao,
temos d (XTX) = 2xTdx, o que significa que x”dx também é um in-
variante pela transformacdo ortogonal. Além disso, d (Ax) = Adx,
pois A nao depende de x, e, portanto, dx? = d(xTAT) d(Ax) =
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dx"ATAdx = dx®. Com isso podemos concluir que a métrica é in-
variante por transformagoes ortogonais (que representam rotagoes dos
eixos coordenados z, y e z, mas nao somente, pois também estao in-
cluidas as reflexdes).

J4 a homogeneidade espacial se deve a invaridncia da métrica
pela transformacgao (uma “quasitranslacao”)

X =x+a[Vi-kd - (1-Vi-ka?) 23], (36)

T

onde a é um vetor (no sentido de que a’ RT"Ra = a”a) arbitrario, o
4

que pode ser verificado com um célculo direto, mas extenso®.
3.3 EQUACOES DE FRIEDMANN

Para encontrar o fator de escala R (t) devemos solucionar a equagao
de Einstein tomando como ansatz a métrica de FRW. Portanto, de-
vemos calcular as conexdes afim em funcdo de R (t) e ter um tensor
energia-momento® para chegar no sistema de equacoes a ser solucio-
nado. Ao fazer isso, chegamos nas equagoes de Friedmann e no Capitulo
5 a aplicaremos usando o tensor energia-momento do nosso modelo.

Passemos a calcular as conexoes afim. Pela definicao de conexao
afim, '), = $9°* (8,9 + Ougva — Oaguu), logo podemos notar que as
conexoes afim nao nulas sao

F?j = —%gooaogij = RRgTj, Gij = RQgTje R= CfT]:’ (3.7)
0 = %gmﬁogm— = :iéj-, (3.8)
;‘k = %gm (Ok9aj + OkGja — Oagjk)

= 5? (Okg15 + 0w — Og5x) =Ty, g = %ﬁ (3.9)

4A nao ser para k = 0, cuja verificacdo é imediata. Nesse caso podemos ainda
notar que o grupo de simetria do espago é exatamente E (3), o grupo euclidiano de
ordem 3.

5Nem todo tensor energia momento é possivel, lembrando que o tensor energia-
momento também deve obedecer o requerimento de homogeneidade e isotropia. Na
verdade, apenas os tensores energia-momento que podem ser postos na forma de um
fluido homogéneo em “repouso” (quadrivelocidade igual a (1,0)) podem ser usados.
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donde segue que o tensor de Ricci, (2.8), tem componentes nao nulas

R . &R
R = 3=, R=— 3.10
00 Ra dt2 ) ( )
R, = Ry (RR + 2R2) 77, (3.11)
onde
Rij = 0,T%, — 4T} + ThTL, — TR, (3.12)
Um célculo mais demorado nos dé como resultado Ril] = —2kg;; e,
assim,
Ri; = — (RE+ 212 + 2k) 77 (3.13)
Tomaremos o tensor energia-momento de um fluido perfeito (???7??7),
Ty = (e + p) upy — PG, onde tal fluido é tomado como estético, ou
seja, a quadrivelocidade é u* = (1,0). Além disso, escreveremos a

equacao de Einstein, (2.23), na forma®

1
R,, =8rG (T,“, - 2gl“,TO,‘l) . (3.14)

Com o tensor energia momento na forma proposta, temos T'¢, = € — 3p
e, dessa forma,

. '
Ry = 3% = 871G (6— 2(6—3p)> = 47G (e + 3p) , (3.15)
. o o 9 1 9\

Ry; = - (RR OR? 4 Zk) Gij = 87G (—pR? = 5 (e = 3p) B* ) 75
= —4nG (e —p) R?Gi;. (3.16)

Portanto temos, finalmente, as equagoes

SPara ver que essa forma estéd correta, basta notar que, pela equacio de Einstein,
SWGT”# = R“u — %JMuR =g" Ry, —2R = R— 2R = —R, onde R ¢é a curvatura
escalar.
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.. 4
R = ZG (e +3p) R, (3.17)
RR+2R*+2k = 4nG (e —p)R?, (3.18)

que sao conhecidas como equacées de Friedmann. Substituindo a pri-
meira equagao na segunda, ficamos com apenas uma equagao de pri-
meira ordem:

&G

3

Além dessa equagao, ainda temos a da conservacao da energia e
momento,

R? = eR? — k. (3.19)

0=V,T"

u (e +p)uu” — pg"”)
u (e +p)u*u”) — g"Oup
1
= —0uW/—g((e+p)u'u”) +
\/jg + g(( p) )
+T, ((€ + p) u'u®) — g"" Oup, (3.20)

\Y
\Y

onde se usou o resultado (2.16). Como ¢ = €(t), p = p(t) e T, =
0, a equagdo é trivialmente nula para v # 0 enquanto para v = 0,

observando que \/—g = P”Glrjizif‘;e = R%?sinf, /1=, temos
L o0V Gletp) = O
oV —gleTpP = op,
\/?
r2siné
1— kr2 d
d (R*(e+p) = d—p,
R3r2sin6, ) — t ¢
:>£(R3 (e+p) = R’p, (3.21)
ou
d (eR3
(F) _ s (3.22)

dR
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Essas equagoes nao determinam ainda como R evolui com o tempo
cosmolodgico. Para avangar e conseguir solugoes para essas equagoes, se
torna necessario saber a relagao entre p e €, isto é, a equagao de estado
da matéria que forma o fluido. Dois casos particularmente interessantes
sdo o de um gas cldssico (baixa temperatura) e ultra-relativistico (ou
radiacdo).

No primeiro caso, a densidade de energia é praticamente s6 a da
energia de repouso, dada por nm, onde n é a densidade de particulas
e m a massa individual de cada particula, enquanto a pressao pode ser
desprezada , p — 0 (a qual se vincula, em termos gerais, com a energia
cinética). Assim, a equagio (3.22) nos fornece n o< 7z, um resultado
que pode ser entendido a partir da observacao de que um pequeno
volume” §V aumenta proporcionalmente a R?® (é mais facil ver isso
imaginando um pequeno cubo, onde cada aresta sofre uma expansao
pelo fator R) e, dessa forma, a multiplicagdo ndV se mantém constante.
Isso nada mais significa que o nimero de particulas numa certa regiao
em expansao se mantém constante, que é um resultado esperado.

Ja no segundo caso, a equacao de estado é 3p = € e isso im-
plica, através da equagdo (3.22), € %. Uma forma de compreender
esse resultado é observar que, além da diluicao das particulas através
da expansao, que nos fornece o fator %, a energia de cada particula
(quantica)® nesse caso é dada por E = k = 27”, onde k é o médulo do
vetor de onda e A é o comprimento de onda, e, como o comprimento
de onda é aumentado por um fator R & medida que ocorre a expansao
(a onda é “esticada”), a energia de cada particula é diminuida por um
fator %, ou seja, a densidade de energia total cai com %.

Como ultima observagdo, notemos que a expansao sofrida pelo
fluido na métrica de FRW é adiabéatica por construcao. Pode-se ver isso
ao lembrar, da termodinadmica, que dE = T'dS —pdV, ou seja, d (V') =
TdS — pdV. Assim, considerando um pequeno volume V = 6V =
R3¢V, onde 6V} é o volume inicial, devemos ter §Vyd (eR?) = TdS —
3pR?6VydR e vé-se rapidamente que essa expressio se reduz & equacio
(3.22) quando dS = 0. Ou seja, ndo hd, em média, transferéncia de
energia de uma regido para outra (contando a expansio) a medida que
o tempo cosmoldgico corre, fazendo com que qualquer regiao dada seja,
efetivamente, um sistema isolado e a densidade de entropia do fluido,

7"Aqui se estd usando a notacdo dV para um volume infinitesimal no lugar de
dV, que significa uma pequena variagdo do volume V.

8Aqui se estd ilustrando um caso particular. Claro, o resultado nio depende
necessariamente da mecanica quantica e também vale para casos em que o niimero
de particulas nao é conservado.
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s, evolua de forma que® sR3 = cte.

9Para que s6V = §S (a quantidade de entropia em §V') seja constante. Conven-
cionaremos que “cte” significa uma constante.
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4 FERMIONS EM ESPACO-TEMPO CURVO

No Capitulo 2 introduzimos o formalismo lagrangiano num espago-
tempo curvo e deduzimos os tensores energia-momento de campos es-
calares e vetoriais. No entanto o modelo ¢ — w — p, que serd apre-
sentado e utilizado no préximo capitulo, também inclui férmions (ou
espinores, como também sdo chamados) e o tratamento em termos do
principio da covariancia geral nao é capaz de, diretamente, incorpora-
los. Para que possamos trata-los dentro do arcabougo da RG, devemos,
como veremos, recorrer diretamente ao principio da equivaléncia, com
o qual podemos construir as representagoes espinoriais no referencial
localmente inercial e, entao, passar para um sistema de coordenadas
generalizadas. Tais representagoes aparecem no contexto de Relativi-
dade Restrita através do Grupo de Lorentz e veremos logo abaixo como
construi-las.

4.1 GRUPO DE LORENTZ

Antes de tentar incorporar os espinores na RG, nessa e na préxima
secao vamos ver rapidamente como os espinores surgem na Relatividade
Restrita [11,12,13].

Na Relatividade Restrita, postula-se que

ds? = n,,dztdz”, (4.1)

onde temos o tensor métrico (invariante)

1

(77;41/) = -1 1 . (42)

-1

As chamadas transformagoes de Lorentz consistem no conjunto de trans-
formacoes lineares A¥, tais que ds? seja invariante, isto é,

ds? = da’"da’™ = n,, A" dz® ”deﬁ = Napdrdz® = ds®, (4.3)
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que implica
M A Ay = s (4.4)

Na forma matricial, essa igualdade é expressa como

ATnA = 1. (4.5)

Chamaremos de Grupo de Lorentz Restrito o conjunto LL =
{A€O0(1,3) | A% >1edetA=1} = SOT(1,3). Esse grupo ¢ um
grupo de Lie (ndo compacto) e seus elementos podem ser escritos como
exponenciais, as quais sao

m
AF = {exp (;wpazpa)] , (4.6)

v

onde w”? sao parametros reais e X,, sao matrizes definidas por
(Epo)ﬂy = - (657%0 - 5g77w>) : (4.7)

Nota-se que ¥,, = —,, €, portanto, ha seis geradores independentes.
Os geradores Xg; geram os boosts! enquanto os geradores Yi; geram o
subgrupo das rotagdes (no caso, SO (3)).

Essas matrizes satisfazem a relacdo de comutacio?

s Zpo| = MpoXpr — NupSov + Moo Xpp — NvpLpo- (4.8)

Pode-se fazer uma redefinicao dessas matrizes de forma a tornar
a estrutura da algebra mais clara. Primeiro, definamos

1
Ni=3%p , M;= —§€ijk2jk (4.9)

e, entao, passemos a definir

1
Ji= = (N; —iM;) , K;=

5 (N; +iM;) . (4.10)

1
2

10s boosts nio formam um subgrupo (a nio ser boosts numa mesma diregio),
pois dois boosts consecutivos em diregoes diferentes sdo equivalentes a um boost
combinado com uma rotagao, fenémeno conhecido como rotagdo de Wigner [14].
2la, b] = ab — ba.
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Essas matrizes satisfazem as relagoes de comutagao

i, Jj] = i€k
(K, K] = iejpKy
7, K;] = o. (4.11)

Ou seja, a algebra é a® su (2) + su (2).
4.2 REPRESENTACOES DO GRUPO DE LORENTZ

O Grupo de Lorentz, formado pelas matrizes A, apresentado
acima é, na verdade, uma das possiveis representagdes do Grupo de
Lorentz (quando visto como um grupo abstrato). Usamos essa re-
presentacao para chegar a algebra de Lie que o corresponde, a qual
é su(2) ® su(2). Podemos agora investigar diferentes representagoes
dessa algebra, que geram diferentes representacoes do Grupo de Lorentz
e atuam em diferentes “objetos” correspondentes.

As diferentes representagoes da dlgebra su (2) @ su(2) sao de-
notadas como (n,m), onde n e m correspondem, respectivamente, aos
autovalores mais altos dos operadores J3 e K3.

4.2.1 Representacao (0,0); Escalar

A representacao mais simples possivel, chamada de representacao
trivial, é a que J; = K; = 0. Essa representacao atua nos “objetos”
chamados escalares, os quais sao invariantes pela transformagao de Lo-
rentz. Com efeito, A = exp (%wp"Zpg) = exp (0) = 1 e, portanto, um
“objeto” ¢ no qual atue essa transformagao é invariante.

4.2.2 Representagoes (%, 0) e (O, %), Espinores de Weyl

Agora sejam J; = %ai e K; = 0, onde o; sao as matrizes de Pauli.

Em termos das matrizes ¥,,,,, as matrizes tomam a forma ¥F, = 1o, e

iz 2

3Lembrando que su (2) é a dlgebra do grupo de rotagdes e + significa a soma
direta.
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L
1] i
—15, ¢ Ef} = —3¢€ix08. O primeiro caso apresentado corresponde

= —%qjkak. Ja no caso em que J; =0e K; = %ai, tem-se Egi =
2

a transformacao de “objetos” chamados espinores de Weyl canhotos

(denotados por ¥r,) enquanto o segundo atua nos chamados espinores

de Weyl destros (denotados por ¢r). Observemos que tanto o espinor

de Weyl canhoto como o destro possuem duas componentes complexas.

4.2.3 Representacao (%, 0) + (0, %), Espinores de Dirac e Ma-
jorana

Consideremos uma representacao que é a soma direta das repre-
sentagoes (%,O) e (0, %) Tal representagao atua em num espago em

que os elementos, numa escolha adequada de representacio?, sao da

YL

forma ¢ = ( " >, ou seja, os elementos de grupo que atuam nesse
R

espago (nessa base) sdo da forma:

5= ( AOL AOR ) (4.12)

onde Ap, = exp ($w"Eh)) e Ag = exp (3w EL,).

(4

nentes complexas. E importante para o estudo desse espinor a defini¢ao
das matrizes v* (quatro matrizes 4 x 4 que formam um quadrivetor),
que obedecem & dlgebra de Clifford® {v*,7*} = 2n**. Uma escolha
possivel para essas matrizes é°

Y= < VL é chamado espinor de Dirac e possui quatro compo-
R

A= ( 0 00“ > (sem soma), (4.13)

oM

onde o = (1,01, 09,03) e 7" = (1,—01, —02, —03).

Demonstremos que essas matrizes podem ser usadas para escre-

ver S. Para tanto, definamos 21" = X [,,7,]. Assim,

4Conhecida como representacdo quiral ou representacido de Weyl [13].

5{a,b} = ab + ba.

6Quando for posto (sem soma) em alguma equacdo, se estd indicando que os
indices repetidos ndo sao somados.
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IS i[’Yoa%}z—z (1%, %]
- =it o) (% §)- (2 T (V)]
e (s )
- (53" ?a) (4.14)

e
ir 1 1 i ;
T = Z['Yi»'Yj}:Z[’V»"/]]
_ 1 0 gj 0 0j B 0 o 0 o;
o 4 —0; 0 —O'j 0 —O'j 0 —0; 0
_ 1 - [Uia Uj] 0
o 4 0 — [O’i, O'j]
_ —%ieijkak 0
B 0 —Si€RoK )
Ora, sabemos que £f; = 0y e ¥ = —Le5,04 assim como B = —10;
eXfi = —L€;j,0%. Dessa forma,
1 . exp (lwWZL ) 0
— = prsDir — 2 Qv
s=om (o) = (PETH sy )
(4.16)

que é o que se queria demonstrar.

Um caso mais restrito é o espinor de Majorana. Tendo as de-
finicoes de conjugacio de Dirac, 1) = 1T+, e a de conjugacéo de carga,
Pe = C@T tal que CA*TC~t = —y#, CTC =1e CT = —C, ¢° des-
creve uma particula de carga —q se 1 descreve uma de carga ¢, ou
seja, ¥° descreve a antiparticula de . O espinor de Majorana é o que
satisfaz )¢ = 9 (a particula é igual a antiparticula) e esse vinculo em
suas componentes faz com que, numa base adequada, ele tenha quatro
componentes reais.
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4.3 FORMALISMO DE TETRADAS

Terminada a apresentagao de algumas das representagoes espi-
noriais do Grupo de Lorentz, passemos a investigar como inseri-las no
contexto da RG. Para tanto, vamos recorrer ao principio da equivaléncia
e chegar num novo formalismo para RG, chamado formalismo de tetra-
das [8]. Esse formalismo nao apenas é 1til por conseguir fazer a ponte
entre os espinores da Relatividade Restrita e a RG, como também faci-
lita a obtencao de varios resultados, que sao dificeis de obter por outros
meios. Além disso uma escolha especial de tetradas nos leva ainda a
um outro formalismo, conhecido como formalismo de Newman—Penrose
[15].

Como dito, devemos recorrer ao principio da equivaléncia para
incorporar os espinores e, de acordo com esse, para cada ponto X po-
demos escolher um sistema de coordenadas £% tal que seja localmente
inercial em X. Ou seja, qualquer que seja a métrica g,,, ela pode ser
escrita como”

g () = VE, (@) V7, (@) b, (4.17)

onde

Ve (X) = <a£§;f(t@>xzx' (4.18)

Tendo fixado um sistema de coordenadas localmente inercial {5
em cada ponto X do espaco-tempo, ao realizarmos uma transformacao
geral de coordenadas x — 2/, V¢, se transforma como

ox¥

V(L = wva’” (419)

pois os sistemas de coordenadas localmente inerciais nao sao mudados.
Ou seja, V9, é um quadrivetor em relagao a transformacao geral de
coordenadas. V', é conhecido como tetrada ou vierbein e é a chave
para toda uma nova formulacao da RG.

A transformagao geral de coordenadas nao é a tinica transformacgao
possivel para a tetrada. Lembrando que a métrica 1,; € invariante por
transformagoes de Lorentz, podemos realizar a transformagao

"Note que estamos usando as primeiras letras do alfabeto para nos referirmos as
componentes no sistema de coordenadas localmente inercial.
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V'e () = A% (2) VP, (2). (4.20)

Agora podemos definir para vetores e tensores em geral suas
formas no sistema de coordenadas localmente inercial {%. De fato,
tendo o vierbein, podemos escrever

AT = VeAr
T = VeVTH,
etc., (4.21)

que podem sofrer transformacgoes de Lorentz também. Além disso, de-
finamos o “levantamento” e “abaixamento” de indice

Vo ¥ = napg"’ Ve, (4.22)

E facil notar que, junto com (4.17), isso implica

v,rvh, = 8, (4.23)
v, rve = 5k, (4.24)
vevh gt = p*. (4.25)

O grupo de Lorentz, como visto anteriormente, possui diversas
representagoes possiveis e, portanto, um campo arbitrario, ¥, no sis-
tema de coordenadas localmente inercial se transforma como

' =D (A), (4.26)

onde D (A) é a matriz correspondente & representacdo do grupo de
Lorentz que atua em . Notemos que nesse formalismo temos, por
um lado, quantidades que sdo escalares pela transformacao geral de
coordenadas, mas sao quadrivetores, tensores ou espinores pela trans-
formacao de Lorentz enquanto, por outro lado, temos quantidades es-
calares pela transformacao de Lorentz, mas sao quadrivetores ou ten-
sores pela transformagio geral de coordenadas. A tetrada realiza a
“traducao” de uma forma de expressar em termos da outra.

Passemos a analisar a derivada covariante por esse formalismo.
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Dado um campo v no sistema de coordenadas localmente inercial, a
derivada V43 deve ser tal que V, ¢’ = V, (D (A)y) = D (A) V.
Supondo que derivada seja da forma V, =V, # (9, +T,), temos que

V. (D®)w) = V" (DA)0+ (@D (A)w+T,D(A)v)
= V"D (A)(Ou + T 1) (4.27)
e isso implica®
I, =D(A)T,D™" (A) — (8,D (A) D' (7). (4.28)

Para saber como sao as matrizes I',, é suficiente fazer uma trans-
formagdo de Lorentz infinitesimal, isto ¢, D(A) ~ 14 tw®Eh e
D71 (A) ~1- %w“bEfb, onde ¥5 sdo os geradores da dlgebra corres-
pondentes a representacao em questao e |w“b| < 1. Assim, desprezando
termos de segunda ordem,
! 1 ab D 1 D ab

[, =Tyt sw (5. Tu] — 5 Zap O’ (4.29)
Pode-se verificar que I’y = 1X0 VeV, VP = IxDhve (9, + Ty Vi)
9 satisfaz essa condi¢do. Definindo w,’ = V, “VbVVMVC”, podemos,
entao, escrever

1
Vo=V, "9, + iwabczb’g. (4.30)
Note ainda que w,” = —w,, pois
V,rvh v Ve = W, MV, (VE V) - Vverv, Vel
~V, MV, V= —w, . (4.31)

Agora consideremos o caso de interesse: o espinor de Dirac.
Nesse caso temos L5 = I [v,,7] e, portanto,

SD-1(A)=D (A1),
90bserve que a transformacao infinitesimal de V" é Ve o yav _ %wabvb”.



51

1
Va = Va uaﬂ + Zwabc’)’b’yca (432)

onde j4 se utilizou as antissimetrias de [y,,73] e w,’. Podemos, por
outro lado, obter a derivada covariante no referencial de coordenadas
gerais, ou seja,

1
Vu=ViVa=0,+ iw#bc'yb%, (4.33)

onde wubc = VbVVHV“”. A quantidade I', = iwubc'yb% é conhecida
como conexdo de spin ou conexao de Dirac e uma lagrangiana cova-
riante no espago de Minkowski que possua espinores de Dirac pode se
tornar covariante por uma transformagao geral de coordenadas ao fa-
zer a substituicao d, — 0, + %wubcvb% na derivada dos espinores e
Ya = Yu = V7 nas matrizes de Dirac. Fora isso, ainda podemos
notar que a algebra de Clifford definida por {~4, v} = 214 passa a ser,
num sistema geral de coordenadas, {7y, v} = 29,

Com tal resultado, portanto, podemos incorporar os espinores
na RG. Agora estamos em condigoes de adaptar o modelo 0 —w — p
para um espago-tempo curvo e obter os resultados desejados, algo que

vamos fazer no capitulo a seguir.
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5 O MODELO o — w — p NA METRICA DE FRW

Estamos interessados na era hadronica do universo, compreen-
dida entre 10765 e 1s apés o Big Bang, quando a temperatura cai de
T ~ 150MeV para T ~ 1MeV. Para realizar o estudo dessa fase,
foram feitas algumas aproximacoes buscando uma boa relagao entre a
simplicidade do modelo e seu poder descritivo. Como primeira apro-
ximagao feita, temos a adogao de um modelo efetivo para os prétons e
néutrons, o qual é o modelo 0 — w — p, que trata os prétons e néutrons
como um dupleto de férmions que interagem através do méson escalar
o e os mésons vetoriais w e p. Além disso, adotamos a aproximacao de
campo médio, onde os campos escalares e vetoriais podem ser aproxi-
mados em campos classicos e tratar os férmions como particulas que
nao interagem entre si, mas com o meio (0s campos escalares e vetori-
ais aproximados em campos cldssicos). Também aproximamos o gés de
elétrons como um gas ultra-relativistico devido a alta energia térmica
nessa fase em relagdo a sua massa (m. ~ 0,5MeV). Por fim, negligen-
ciamos as conexoes de spin dos férmions e as demais particulas (hddrons
com quark estranho, por exemplo), que podem ser acrescentadas num
refinamento posterior do modelo.

5.1 AS EQUACOES DE MOVIMENTO

A lagrangiana do modelo o0 — w — p adaptada para um espago-
tempo curvo é [3]

L=Ly+ Lot Ly+ Lo+ Lo+ Ly+ Ly + Lint + Ly (5.1)

Os termos dessa lagrangiana estao explicitados abaixo. O termo L
se refere aos bdrions (prétons e néutrons) e, de forma semelhante, os
termos L. e £, se referem aos elétrons e neutrinos respectivamente. Ja
o termo L, é a lagrangiana livre do bdson escalar o, o qual descreve a
atracdo de longo alcance entre os nicleons. Os termos £, e £, sao as
lagrangianas livres dos bésons vetoriais massivos w e p, que, respecti-
vamente, descrevem a repulsao de curto alcance entre os nicleons e a
assimetria de isospin. O termo L, por sua vez é a lagrangiana livre da
interacao eletromagnética. Por fim, o termo L;,; contém as diversas
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interagoes do modelo e £, é a lagrangiana livre do campo gravitaci-
onal. Deve-se notar que as quantidades g,, g., g, sdo as constantes
de acoplamento do modelo, as quais serao apresentadas mais adiante
neste capitulo, e e é a carga elétrica do préton.

L, = @(Mv“—ﬁb) v, (5.2)
Le = E(Z"Y#vu _me) e, (53)
1 1
L, = §vﬂawa - 5mga2 —U (o), (5.4)
1 1
L, = _EQ”"QW + §miwuw”, (5.5)
1 ey 24 1 2 o
L, = — 3 EwE + 3 MpPul” (5.6)
1 17
L, = —1Ful", (5.7)
= 1 — — (1+o0o
Lint = —gu¥V7"'w,V — 5913\1/’7’”03@1‘1’ —ely (23> AW+
ey Aptbe, (5.8)
R
Ly = — 5.9
I 167G (5.9)
com
r _ mp —Ggo0 O _ T?lp 0
M, = ( 0 My — goo ) = ( 0 i, ), (5.10)
Qu = 0wy — Oy, (5.11)
E;Ll/ = 8,u,0u - &IP;“ (512)
ELU = a,uAy - auA/u (513)
U = ( Z: ) , p — préton, n — néutron (5.14)
1, 1,
Ulo) = 3920°+ 190" (5.15)

Aqui devemos fazer uma algumas observagoes. Originalmente, o mo-
delo 0 —w—p nao leva em conta a diferenga de massa entre os ntcleons,
e, assim possui simetria de isospin, mas aqui a estamos levando em
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conta, pois esperamos verificar a disparidade entre a abundancia de
prétons e néutrons a medida que a temperatura cai [8,19]. Fora isso,
nao explicitamos a parte da lagrangiana L,, a qual se refere aos neu-
trinos (os trés sabores junto com os anti-neutrinos), j& que hé con-
trovérsias quanto a sua natureza que nao nos sao relevantes, além do
fato de ndo possuirem interacao (fora a fraca) com as demais particulas.
Logo adiante aproximaremos a contribuicao dos neutrinos como um
gés ultra-relativistico com potencial quimico nulo e sé sera relevante o
numero de graus de liberdade que acrescentarao.

5.1.1 Campo escalar o

Para obter a equagao de movimento do campo escalar o, basta
aplicar a equacdo de Euler-Lagrange (2.41). Buscando os termos que
dependam de o na lagrangiana, facilmente se percebe que

oL 9 oUu —
e
oL
= V¥to. 1
o, Vio (5.17)
Portanto
V,.Vto +mio + g—U =g, V7, (5.18)
o

que é a equagao procurada.
Utilizando a identidade V,, Vo = \/%7(% (v/—g0*0o) (veja (2.15)),
a equacao se torna 4

Oy (V=g0"o) + m2o + ?)7[;. =go UV (5.19)

b
V=g

5.1.2 Campo vetorial w

Nesse caso, ao buscarmos os termos que dependem do campo
vetorial w, temos
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oL 5 A —
= = m2wt — g U 2
B oW — gw¥y (5.20)

oL 0 1
= - -Q "y Qv
6V5w)\ 6V5w,\ < ! )

1 39#1,

2 8V5W)\

1 QWa (Opwy — Oywy,)
2 OV swa
1.0 (vuwy - vku)
5 av(;W)\

1 v
= =5 (3,0, - 6,0,)
1

— _5 (QS)\ _ Q)\ﬁ)

= —Q* (5.21)

Qr

Dessa forma, a equacao de Euler-Lagrange nos fornece

V0" + miw” = g, Uy, (5.22)

Dado que Q*¥ é antissimétrico, ainda podemos simplificar a ex-
pressao usando a identidade (2.17), obtendo

1 _
——0, (V=g") + miw” = g, Uy V. 5.23

5.1.3 Campo vetorial p

Em relagao ao campo anterior, a obtengao da equacao do campo
vetorial p apenas tem uma pequena alteracao no primeiro cédlculo, ou
seja,

oL

1
_ 2 A A
opn myp” — 59 YY" 13V, (5.24)

2
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enquanto o segundo calculo é idéntico, levando-nos a

- 1 —
V,2* + mip” = §gp\117”03\1'. (5.25)
Também podemos fazer a mesma simplificacdo de antes e ter

1

7

[ 1223 v 1 TP
O (V=g& )—l—mip = égpllw o3V, (5.26)

5.1.4 Campo eletromagnético

Para o campo eletromagnético A,temos

5£ - A ].+0'3 T A\
87/1)\_ 6\:[/’}/ ( ) )‘I’+61/Je7 1/J€ (527)

e o segundo célculo também é anilogo ao de w. Dessa forma

_ 1 _
YV, F* = eWn” ( 4;03) U — ey’ e, (5.28)

que também pode ser escrito como

.
V=g

0, (v=ar) =y (L) w - i 520

5.1.5 Campos fermidnicos

Para os campos fermionicos (fora os neutrinos), os quais sdo

U= ( W ) e 1., temos

¥n
oL . 1 1+o0 ~
5% = {7# (’Vu ~ Gl = 59p03Pu ~ € (23) Au) — Mb} v,
oL .
ﬁ = (Ve +edy) —melte (5.30)

enquanto
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or_ _, L
ov, o T OV,

(5.31)

e, portanto, a equagao de Euler-Lagrange nos fornece

. 1 1+o ~
[’Y# (Zvu — JuWy — 59/)03,% —-€ ( 2 3> Au) - Mb] r o= 0,

[ (Ve +eAy) —me]e =0 (5.32)
ou
[’V“ (ivu - Xu) - Mb} =0, [ (ivu +edy) — me] e = 0,

(5.33)

onde

1
2

Xp = JuWp + 59p03p, + € (1 —203) Ay (5.34)
Devido a complexidade que acrescentaria ao problema, optamos
por desprezar as conexoes de spin e, dessa forma, as derivadas acima
podem ser passadas para a usual, isto é, V,, — 0,,. O mesmo procedi-
mento foi feito em [4] e o acréscimo das conexdes de spin pode ser feito
numa continuagao desse trabalho como um refinamento do modelo.

5.2 APROXIMACAO DE CAMPO MEDIO

O sistema que sera tratado, a evolugdo da matéria nuclear na
métrica FRW, é homogéneo e, assim, justifica-se a utilizacao da apro-
ximagao de campo médio [16,17]. Nesse caso, as equagdes passam a
ser equagoes de valores esperados das fontes, as quais calculadas no
estado fundamental. Ou seja, as equagoes (5.19), (5.23), (5.26) e (5.29)
passam a ser

ou

1 " 9 _ —
S0, (V750" o)) + i )+ (G0 ) = 4 (V). (53
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=0, (V=3 (@) + (o) = g (T7°9) (536)
=0, (V=3 () + i () = 59, (T o). (537

]. wv —e 1+03 —e —_—
S0, (Ve lE) = e (T (57 0 - e (). (539)

Ao definirmos

(O¥) = p,, (5.39)
(UAyrw)y = J'=Jt+J8 (5.40)
(U 'rsW) = Jy=Jh—Jk  (541)

(Y the) = J¥ (5.43)

(o) = ¢ (5.44)

<Quu> :V“”,<w“>:V“,<E””> = B", <,0“> B*, (5.45)
(Fmy = F" (A,)=A,, (5.46)

onde as duas ultimas definigoes foram apenas simplificagoes de notacao
e os indices b, p, n e e correspondem a barion, préton, néutron e elétron
respectivamente, podemos reescrever as equagoes como

1 au
1
\/—_798# (V=gV")+mi V" = gvJ¢ =gvmu’ (5.48)
1 v v 1 12
=500 (VgB") e mpBY = o ()= T)
1
= 398 (np — nyp)u”, (5.49)

=0 (V=9F") = e(J; - J)
= e(np, —ne)u”, (5.50)
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onde u* é a quadrivelocidade média dos portadores de carga e

(fix + fim), (5.51)

- S
ny = Z 3 /dgk (fZJr — fZ,) =Ny + Ny, (552)

o (2
2 3
Ne = 5 | @k (fer — feo), (5.53)
(2m)
com?
i = L ) = 5.54
fix = ma t=p,n ( . )
1
fer = —m—, (5.55)

e/B(Ee¥Ve) =+ 1

as quais sao as distribuigoes de Fermi-Dirac correspondentes com indice
“+” para particulas e “—” para anti-particulas e v; junto com v, sao
os potenciais quimicos efetivos, que tomam a forma

1
vp = pp—gvV°®— 593307 (5.56)
1
Un = tn—gvV°+ 593307 (5.57)
Ve = He (558)

num sistema homogéneo e localmente neutro (em relacdo a carga elétrica)
e com ut = (1,0) (que é o caso aqui estudado). Note que o fator “2” em
cada densidade se deve a degenerescéncia de spin e que acrescentamos
nas equagoes (5.47)-(5.50) modificagdes nos indices das constantes para
evitar confusdo. Junto com a equagao (5.32) e a equacdo de Einstein
(2.23), as equagodes (5.47)-(5.50) formam o sistema a ser solucionado.

1Sempre que houver somatério com soma em p,n, o indice i ird se referir ao
indice somado.



61

5.3 MATERIA NUCLEAR NA METRICA DE FRW
5.3.1 Equacoes de movimento dos campos bosonicos

Na métrica de FRW, a qual tomada no referencial onde hd um
tempo cosmoldgico padrao, exige-se que o tensor energia-momento seja
da forma de um fluido perfeito. Isso faz com que os tensores antis-
simétricos V*, B*" e FM sejam nulos?. Além disso, a quadriveloci-
dade média dos portadores de carga deve ser (uo =1,u = O), ou seja,
nao ha, em média, deslocamento de carga de uma regiao para outra
do universo, fazendo com que a densidade de carga (de qualquer tipo)
em cada lugar se mantenha a mesma que em qualquer outro lugar num
mesmo tempo cosmoldgico. Fora isso, podemos exigir que o nimero
de prétons seja a mesmo que o de elétrons e, assim, 0 = (J;; — Jé’)7 o
que implica n, = n.. Dessa forma, as equagdes dos campos bosonicos,
(5.47)-(5.50), passam a ser

1 ou
o (vV=g0°¢) + m20 + — = s 5.59
=0 (V=90°0) +mio+ 55 = gop (5.59)
miV? = gyJP = gy, (5.60)
m3B° = gBJg(,J = gB (np — np)(H.61)

onde ja se suprimiu a equacao do campo eletromagnético, cujos termos

identicamente se anulam. Como /—g = Iﬁfiw = R3r?sin 6,/ =,
temos que
2 1
1 r<sin =T d do
0 (vV=90°9) = = <R3>
Vel ) R¥r2sin6, /L, 4\ dt
—kr

2Para os campos massivos logo vemos que 0 = T = FOiji + m2A%AT =
mQAOAiZ donde segue qu‘e‘Ai =0 se AY ndo é nulo. J4 para 0 campo nao massivo
temos T% = FOF7 + gL Fo  FOF. Se i # j, segue que 7% = 0 = F°F,’ que
implica que ao menos duas componentes F'¥ sio nulas. Suponhamos que a com-
ponente nio nula seja F1°. Entdo T!! = F10F01 + gt %FOlFOI =gl FOR, +
g“%FmFO1 =gl (—%FglFOI) ao passo em que 722 = 922%F01F01 e deveriamos
ter f%FblFOl = %F()lFOl. Logo, a componente é nula. Aqui ja se usou o fato
de que F'*J = 0, pois a parte espacial de um tensor na métrica de FRW deve ser
proporcional & parte espacial da métrica.
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¢ _Rdo
com % =R Portanto,
¢ _Rdp , OU
ﬁ+3ﬁa+m¢¢+% —g¢ps. (563)

Notemos ainda que, pelo fato do nimero barioénico ser conservado, de-
vemos ter

1
Vudy = \/7_—9‘% (V=9Jf)
1
= A (V=y9Jy
/=9 0( g b)
- dnb R .
= ﬁ + 3Rnb = 0, (564)

onde se usou o fato de que Jlf = 0. A solugao dessa equagao é

3
Ny = Npo (11{%0) (5.65)

com nyg e Ry estabelecido por condigoes iniciais. Tal resultado nao é
uma surpresa e reflete o fato de que o nimero de barions num deter-
minado volume em expansao é constante. Logo, através da equacao
(5.60), temos

0 gv Ry s
|4

Além disso, agora podemos ter o espectro de energia dos férmions.
Com os resultados e aproximagoes acima, podemos escrever

Il
o

. 1 -
{’Y“ <z<9“ —9uVo — 2930’3BO> - mN} v

(Wi0y —me) e = 0,  (5.67)
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ou, na base dos momentos,

1 ~
['y“ (ku — gV — 2930330> — mN} v = 0, (5.68)

(Vky —me)e = 0, (5.69)

donde segue que

- ) )
0 = | <k’H —gvV° - 2930330) - mN] X (5.70)

1 ~
X [7” <k‘u - 9u,Vo — 2930330) - mN] v

[ 1
= (ko — gvVO - 2930’3BO) X (571)
1 ; ~
X (ko —gvVo — 293033()) + (k'k; — m?v)} v
[ 1
= <5b —gvV’ - 29303B0) x (5.72)

1 ~
X (&7 — gy V0 — 2g30330) - (K* + m?v)} U, (5.73)

onde

k* = —kik', & = K°. (5.74)

Logo,
— 1 1
Ep =1/ k2 +m3 + g,V + 5930330 =4+FE + g,V + 5930330,
(5.75)

com sinal positivo para particulas e negativo para anti-particulas. J&a
para os elétrons, o resultado é semelhante

& =+\kZ+m2==+E.. (5.76)
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5.3.2 Tensor energia-momento

Precisamos do tensor energia-momento do sistema para poder-
mos aplicar as equagoes de Friedmann, (3.19). Através de (2.30) pode-
mos calcular as componentes do tensor energia-momento associado ao
campos ¢, as quais sao

dp\? (1 [de\? 1
T = (dt> —<2 (dt) —2m3>¢2—U(¢)>

d 2
! (dj’> +ime? 4 U(6). (5.77)
2
Téz’ = gt <; (Ccll(f) — %miqﬁ — U(¢)> , (sem soma)(5.78)

Queremos que a forma do tensor energia-momento possa ser escrita
como TH = (e + p)utu” — pg"” e de fato as componentes podem ser
dispostas nessa forma ao observar que, no referencial comovel, u* =
(1,0) e, portanto,

d 2
€y = ;(d‘f) +%mi¢2+U(¢), (5.79)
1 de\? 1,
Py = 2(dt) —§m¢¢ -U(9). (5.80)

Ja as componentes do tensor energia-momento associado ao campo
V# podem ser calculadas através de (2.34) e séo

2
T = () -3 0] = ) 581
2
7 =m0 5" (V)] = —g" (V). (sem soms2)

Semelhantemente, para o campo B* temos



65

2

700 _ B (poy2 5.83

0 2 (), (5.83)
2

T = —g”% (Bo)z7 (sem soma). (5.84)

Novamente queremos encontrar a densidade de energia e pressao
ao escrevermos na forma TH" = (e + p) v u” — pg"” com ut = (1,0) e,
pelas equagoes, temos

1g? Ro\°
v = (V) =50 (;) 7 (5.85)
2 1g? Ro\°
(V) = 5 ndy (RO> : (5.86)

(B°)” = ! 9B (n, —ny)?, (5.87)

pv =
e =

2 1
pp = B(BY)’ =B (n, —n,)?, (5.88)

onde utilizamos o resultado da segao anterior para escrever €y e py em
funcao de R.

Além dos campos escalar e vetoriais, temos os campos fermionicos
e termos de corrente. Pelo resultado (2.38) sabemos que os termos de
corrente nao contribuem explicitamente para o tensor energia-momento,
entao nos basta encontrar agora as contribuicoes para a densidade de
energia e pressao associadas aos férmions.

Como a energia térmica da fase do universo estudada aqui é
grande em relacao a massa do elétron, trataremos os elétrons como um
gas ultra-relativistico, o qual tem equacao de estado ¢, = 3p. e, como
E. =k e u. =0, tem densidade de energia escrita na forma

3Isso, rigorosamente, entra em contradicio com a afirmacdo de que n. = Np,
mas, como a temperatura é grande para os elétrons, um p. pequeno é capaz de fazer
ne = np enquanto up ainda seja muito maior que pe. Vale observar que a energia de

. . . . k
fermi dos elétrons é Ep = 4 /k% + m?2 com kp definido por n. = (287”)3 fo FR2dk =
3
8 k _ 3 ) . ca . 4
(27”)3‘% = krp = {/37?n.. Como a densidade bariénica quando a temperatura é

150MeV é aproximadamente [18] 0, 32MeV3, temos, ao considerar Nnp = Ny, Nessa
temperatura, ne ~ 0,16 MeV? e, portanto, kg ~ 1,68MeV < T.
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1 oo
€ = T / dkk?k
(2m)" Jo

1 16w [ (Bk)®

1 o0 3
T 6”3 / de—2 . (5.89)
(27‘(‘) 0 €x+1

Para os neutrinos o mesmo vale, mas esses nao possuem degenerescéncia
e, assim, o resultado para cada neutrino é metade do resultado do
elétron. Ou seja, a contribuicao dos neutrinos é

€, = —€c. (5.90)

Nao podemos fazer a aproximagao de géds ultra-relativistico para
os bérions (prétons e néutrons), pois a energia térmica é da ordem da
massa deles. No entanto podemos adotar v, = v,, (ou z, = z,), jd que,
pelo equilibrio-/3 devemos ter v, = v}, + 1. a0 passo que a aproximacao
feita para os elétrons implica p, = 0. Assim, sendo os béarions tratados
como um gés de férmions livres, a densidade de energia total deles é

sz(;)sZ/dS’f\/ k2 +mi (fir + fio) (5.91)
p,n

com o0s potenciais quimicos e temperaturas iguais. A pressao por sua
vez é dada por?

P=5—3 Z / f1+ + fin). (5.92)
27r \/

Até o momento nao mencionamos fétons em nosso modelo, pois,
ao tomarmos a métrica como rigorosamente a de FRW, somos levados
a F*” = (, como visto. No entanto devemos acrescentar a contribuicao
dos f6étons e isso pode ser feito considerando que sao um gas de bdésons
de massa nula e potencial quimico nulo, ou seja®,

4Obtida através do resultado geral p = ﬁ dekk 9E (f. 4+ f-) [19].

5Note que o fator a frente da integral é metade do fator dos elétrons, pois a anti-
particula do féton é ele mesmo ao passo que também tem dois estados possiveis
para cada energia (as duas helicidades).
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& = —& / Ak’
= 7 8” / e (5.93)
2m)* Jo er —1

L olé . _ 4 167
Assim como para os elétrons, €, = 3p,. Como e, =T Ok fo ,+1

e consideraremos que os elétrons estejam em equilibrio térmico com
os fétons assim como com os neutrinos, podemos ainda juntar as ex-
pressoes dessas particulas ao notar que®

0o 3 [ee] 3 23

/dxxi = / dzr m — x

0 e* +1 0 e*—1 e2® -1
A 3
f/ dx x
80 e’ —

e, portanto, que €, = %67- Assim,

167 1 7 3 CU3
ete+ = 71! s+sll+3 d
e T T Cy (27()3 <2 3 ( 2))/0 e 1

(5.94)

4 > 3
- o BT / de—2 . (5.95)
(2m)° Jo e’ —1
Sendo [, dxef—il = Iz, temos, finalmente,
43
€etetey=¢€ = mﬂ2T4. (5.96)

Por fim temos a expressao para a densidade de energia e pressao
completas

€ = €¢+6v+63+€e+6,,+67+6b
dd) 1 g%/ 5 [ Ro 6 gQB
= U 2V - —_JB _

6%/ns 1 2 e?®_2e741 (em*1)2
Veja que e® 1 21 3T _e2% T+l | (e —1)2(ef+1) (eerl)
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43 2 2 / 5 —
120 A’k /2 : i i—)> 5.97
1" T +(2W)3; 2 (s + i) (5.97)
P = Ppt+pv+petpetps+pytm
1 /do 29 2 .o 1 g% Ry 1 g% )
= 2<dt> —*mqs(b —U(¢)+§7V o\ B -l-im—QB(np—nn) +
43 2 4 1
T360" © 3 32/ \/ﬁ (fi+ + fi) - (5.98)

5.3.3 Conservagao da energia

Podemos agora aplicar a conservacdo da energia, (3.22). Inicial-
mente devemos notar que a parte correspondente ao campo V* satisfaz
exatamente a conservacao da energia. Com efeito, sendo € = 25 = p

d(er®)  d(R™?)

o — —4 _ _9a p2 _ _ 2
com a constante, " = O aRm = 3aR™ = —35R° = —3pR".
Dessa forma, a equacao remanescente é

d ((€¢ +e,t+eptern) R3)
dR

€
-3 (p¢ +pp+pp+ 3) R (5.99)

d(E¢R3) .

No lado esquerdo, calculemos ——

2
dery  ([3(8) + pmierv] )
dR - dR

, ]
1
> +§m;¢2+U —|—R3[

o &¢
dt dRdt

dp\? 1 de d? dp dU d
¢> +-mi¢* +U| + R [d; dtf+m¢¢¢+d¢dﬂ

2 —_— PR
tmour R

= 3R?

1 /do\? 1 ] do [d2 dU
= 3R’ <¢> + -mie° + U L g0 [¢+mg¢+d

o= | 7 ¢] (5.100)

Podemos juntar com o termo 3psR? e obter
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d (esR?) 2 2 |1 (do 2
dé [d26 AU
37
TR o [dtz +mio+ dj

+3R?

d¢ 1 2 42
(dt) “gmed U

2
= 3R’ (d(b) L {d2¢+ ¢¢+dU]

dt dR | dt? do
= o i [ e G
- RSdR %*3%%+ ¢¢+dg
= 9¢st233 (5.101)

onde foi utilizada a equagdo de movimento do campo ¢, (5.63). Dessa
forma

d ((eb +egte) R3)
dR

d¢ 3 €r 2
+ gops T = =3 (pb +pp+ E) R2. (5.102)

Notemos que, no caso limite em que nao temos a interagao B* e a densi-
dade de energia €, e os barions estdo em baixissima temperatura (T <
m;) e densidade, temos m; > kr (kp sendo o momento de Fermi e i =

~ 3
p,n),pp—0ee = Zp n M = Zp n Ti0 (%) [mi — gg¢¢]. Portanto,
d(ep R® 3
S =X, 0 (382 (%) s — B9 (% (5" s+ (%) 9088)] =
—NpGg d¢ R3. leso obtemos que ps = ny, 0 que é um resultado espe-

rado, pois a diferenga entre as duas densidades é um fenémeno rela-
tivistico7.

"Para ver isso, note que, para temperatura nula e baixa densidade (T’FL-L >

) . - _ _8m kr 2y
kr), podemos fazer a aproximacdo ps = @)’ Zmp fo dkk \/m

k 2 k k3
s S, e (15 (5)7) = S amt = 2ot o

1
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Podemos continuar o desenvolvimento da equacdo (5.102) e ex-
pressa-la em termos das varidveis de interesse, que sao a temperatura
(ou B =1/T) e a fugacidade (z = e*). Ou seja®, sendo ¢, +ep + ¢, =
€r e pp +pB + § = pr,

der dé

—3(pr +er) = (dR + gqbpst) R

Oer dg Oer dz
(ag)m r " (az)w ar"
Oery do . 49

6 ), dr 9 aR

|
&

(5, 0] )
) ),
Logo,
(%‘X)Z@ ‘j£+<aaej>57¢ %+ [(%Z)ﬁz + 9pPs % = —3:i (pr +er).
(5.104)

Tendo as equagoes (5.87), (5.88), (5.91), (5.92) e (5.96), chegamos em
s d do dR

z
A2 B L 0% L DB, 5.105
dt dt dt dt ( )
3
passo em que a densidade de barions é n, = (;27)’3 fOkF dkk? = (;7677)’3 k,TF, mos-

trando o que se queria.
80s indices nas derivadas indicam as quantidades mantidas constantes.
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com

0| 2 :
A = = k\[K2 + 07 (fir + fio) +
aﬁl%?’;/ e 1)

1 ¢ 2 43 w2
—JB —ny, -——, 5.106
+2mB (n;D n ) :| 5 30 ﬂS ( )

27

9 2 3 2 L =20t ,
B = &[%szn/dk k2 +m? (fiy + fic)+

1
+,LB (ny — nnﬁ] , (5.107)
2 mB 8.6

0 2 ~
C = %[W;/dgk\/m(fi++fi_)+

1 g% 2
+2mB(np nn) :|52+

(i + ). (5.108)

Z/d?’k\/%
b - SZ/d3k\/m( ) Ui+ 1) +

43 72

2
(= m)”F 557 -

+3

1
RmB (5.109)

Recapitulando as equacoes que temos, elas sao: a equacao de
movimento do campo ¢, a equacdo de Friedmann, (3.19), e a que aca-
bamos de obter. Isso nao é suficiente, pois temos as variaveis R, ¢, 8
e z em fungao de t enquanto temos apenas trés equagoes. A tltima
equacao ¢ obtida a partir de n, = nyg (%)3, a qual pode ser escrita
como

=D Ll ) e (#)
R — — — = Np0 \ 5 ’
(27)3 P z—leﬁ\/m +1  zefVEHME 4 R

(5.110)

onde
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2 . 1 1
27n)" o zgteov RAm 41 gpefoVEITmE 4

(5.111)

Essa é uma equac@ao autoconsistente que deve ser satisfeita para as
varidveis R, ¢, 5 e z em funcao de t.

Fagamos um caso limite para termos mais seguranga em relacao
a essas equacgoes. Se m; =0, z =1 e n, = Ny, OU seja, um gés ultra-
relativistico livre, logo notamos que f;y = f;— (implicando n, = 0) e,
além disso, que F; = ke B = C' = (. Dessa forma temos como equagao
restante A% + D% = 0, ou seja,

g | o [ 4 o 9k3 4372
o laﬁ ((2@34”/0 dkw) - 3055] =
R 4 < 8k? 43 72
% ((2ﬂ)347r/0 dh s + 306‘*) (5.112)
e, portanto,
aglo (1 4 > (Bk)® 4372
[ (e [ 5285) - 55 -
4 4 o (Bk)® 43 72
<ﬂ4 (27T)347T/0 d(ﬂk) eﬁk + 1 + 3064>
1 4 o g8 43 72
(ﬂ‘*(%)?’%/o dxe'“rl) _30651 -
R
R

(1 16 o° z3 43 72
== 4 dp——— 4 — 5.113
<64 (27r)3 ﬂ—/o meﬁk+1+30/84>’ ( )

donde se tem

_i% 16 47r/oodm cal +§7ﬁ _
podt \ (27 Jo e +1 3085 )
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R1 16 o0 23 437r2

que, finalmente, implica
— =—=0, (5.115)

cuja solucao é g = [y ( ) que corresponde ao resultado conhecido

de que, para um gés ultra-relativistico livre, a temperatura cai propor-

cionalmente a %.

5.3.4 O sistema de equagoes

Enfim coloquemos todas as equagoes a serem solucionadas simul-
taneamente. Elas sao

&G

R? = 3 eR? + F, (5.116)
26 Rdo U
o T35 Tmidt oo % = goPs, (5.117)
d d d
AP g B pif (5.118)

- ) <R°>3 (5.119)
- — = Npo 5 .
zePVEHMY 4 R

em que

1 (dé 1 g2 Ro\°
€ = 2<dt> mg¢” + U (¢) + 2:1‘%/”1270(}%0) +
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43 72 2 —
+EO@ + W;/d?’km(fw + fi-), (5.120)

U(p) = 1gz<i>3’+193<254, (5.121)

(fir + fir) (5.122)

ps = %32/ \/7

_ 9] 2 3. /12 2 (f ,
A = 85[2W3§/dk k2 +m2 (fir + fio) +

1 gB 2 43 71'2
1 | BT 5.123
+2mB (np — nn) L,cp 305 ( )
— 9 2 E 3 /1.2 ~2
1
+,LB (n, nn)z} , (5.124)
2m%

= 8¢[2W32/d3k k2 + 2 (fig + fio)

1 gB 2
+§mB (np —ny) ]8er
gqﬁmz
+— 3k v+ fin), 5.125
2W?,Z/ T Ui 1) (5.125)
k‘2
D = R(2W3Z/d3k\/k‘2+m (3+k2 )(fl++f1 )+
2 2
gB 2 43 ™
—n, 2 5.126
+3Rm2B (np —ny) + 30k 51 ( )

2 / 3 1
e = Bk _
(2’71')‘3 ; Zo—le,BU\/k2+m?O +1

(5.127)

1
zoeﬁ"\/m + 1)

Para solucionar exatamente essas equacoes, devemos ter as condigoes
iniciais (condigbes em t = 0, quando ocorre a transicao de fase para a

era hadronica), ou seja, Ry, ¢o, (d‘f) , To(=1/B0) e zo0. Tp é a tem-
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peratura da transigdo de fase, a qual estamos tomando como 150M eV,
e zo pode ser conhecido sabendo Ty, ¢p e nyy [18]. As quantidades

o € (E) podem ser conhecidas (a principio) e as discutiremos mais

abaixo. No entanto, nao temos como saber exatamente Ry sem ter mais
conhecimento sobre todas as fases anteriores do universo. Mas isso nao
é realmente um problema para nossos propésitos, pois nenhuma outra
varidvel depende essencialmente do valor de R (e sim de como ele evo-
lui) e k pode ser aproximado (se nao é) 0 devido a alta densidade de
energia nessa fase do universo [1,2,7,8,18]. Assim, podemos solucionar
as equagoes trocando R pelo valor relativo R% = R, cuja condicao ini-
cial ¢ R = 1 por definicdo. Com essa substituicao podemos reescrever

as equagées como

R? = TeRQ, (5.128)

2¢ Rdo
= gops, 12
dt2+3Rdt+ ¢¢+a¢ 9o (5.129)
Adﬁ BE L%, D——O, (5.130)

dt dt dt dt

2 / 3 ( 1
— E d°k —
3 =
(2m) o 21BN/ k2 +m? +1

1 npo
)= (5.131)
= 3
zePVEEAmE | 1) R
com
_ do 2 1 g‘z/ ”12:0 1 g3 2
<= (dt) + ¢¢ +U(¢)+2m%7€6+2m23(np n)

43 72 —
05 T P Z/d% k2 +m? (fir + fio), (5.132)

ps = 27732/ Jif (fir + fio), (5.133)

U(p) = 592¢3 + 193¢4, (5.134)
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0 2 ~

13 2 43 72
~IB (n, —n, - 1
5z M=) W (5.135)

5 - LS fenfErmu
p,n

1 2
+§5~7€ (ny — ”")1 , (5.136)
B B.é

_ 9.2 S [k2 4 2 (Foe 4 1,
¢ = 0o [(2ﬁ)3;/dk k2+mz(fz++fz—)+

1 9123 2
+2m23 (np —np) ﬁ,z+

o It A i

2 =
D = WZ/dgk\/k:Q—l—mf(S—i-
p,n

k‘2
+k:2+7712> (fir +fio) + (5.138)
2 2
9B 2 43 7
3 — Ny — 5.139
T3Rmz, () 3w (5.139)
2 / X 1
ne = ——x &k _
(2r)? ; zaleﬁm/ki’erfo 11
_ ! ) (5.140)
ZgePoV k2 +my +1

Até este momento, ndo apresentamos os parametros do modelo
oc—w—p. Existem véarios conjuntos de parametros utilizados, tendo cada
conjunto pontos fortes e fracos em relagao a descricao dos fenémenos.
Abaixo segue a tabela com alguns dos conjuntos de parametros que
comumente se utiliza, que sdo o NL3 [20], NL-SH [21], TM1 [22] e TM2
[23].
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NL3 NL-SH TM1 TM?2

mg (MeV) | 508,194 | 526,059 | 511,198 | 526,443
my (MeV') | 782,501 | 783,000 | 783,000 | 783,000
mp (MeV') | 763,000 | 763,000 | 770,000 | 770,000
94 10,2170 | 10,4440 | 10,0289 | 11,4694
qv 12,8680 | 12,9450 | 12,6139 | 14,6377
gB 4,4740 | 4,3830 | 4,6322 | 4,6783
g2 (fm~") 10,4310 [ 6,9099 [ 7,2325 | 4,4440
g3 28,8850 | 15,8337 | 0,6183 | 4,6076
Deixamos de discutir as quantidades ¢g e (%)0 logo acima.

Por ora podemos fazer algumas consideragoes razodaveis, deixando uma
determinacao mais fundamentada delas para outra ocasiao. Primei-
ramente, como esperamos uma sucessao de estados de equilibrio ter-
modinamico, nao esperamos ajustes bruscos de ¢. Portanto devemos
escolher ¢y de forma a “minimizar” a discrepancia de % a medida
que o sistema evolui. Dentro desse espirito, agora notemos que [2]
87G = 1,687 - 107**MeV =2 e, além disso, que e inicialmente (em
T = 150MeV) nao deve passar de® 109 MeV*. Logo, através de (5.128),
% deve ser da ordem de 10~'8MeV. Fora isso, a unidade de tempo
usada é ﬁ e essa corresponde algo em torno de 1072%s. Ou seja,
em 1s, que é o tempo estimado como duracao do periodo da histéria
do universo aqui estudado, temos ao menos 10?° unidades de tempo
1

contados em 7. Como, na mais extrema das hipdteses, a ordem

de grandeza de ¢ seria de 102MeV, logo vemos que sua derivada nao

deve ser expressiva e 3% % (assim como a segunda derivada) fica vérias

ordens de grandeza inferior aos termos de massa e de interacdo. Den-
tro dessas consideragoes, podemos desprezar as derivadas na equacao
(5.129). Assim, ¢ (e a evolugdo desse) fica determinado pela equagéo
auto-consistente remanescente. Note que isso possibilita que desaco-
plemos as equagoes (5.129), (5.130) e (5.131) da equagao de Friedmann
e que solucionemos elas em funcao de R.

Além das consideracoes acima, podemos ainda vislumbrar a pos-
sibilidade de que os resultados, efetivamente, sejam independentes da

¢

escolha inicial de ¢g e (E) . Com efeito, para cada temperatura,
0

existe ¢ tal que satisfaz a equagao mi(b + %—g = g¢ps. Chamaremos
esse de ¢* (T) e o conjunto desses pontos formam uma curva no dia-
grama ¢ X T. Se ¢ (T) for maior que ¢* (T) em alguma temperatura

9Essa estimativa leva em conta que o termo untra-relativistico
nante.

43 ©2 .
120 51 © domi-
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. ) ,

T, mi(b + % > geps €, portanto, % + 3%% deve ser negativo. Se,
2

além disso, fl—f > 0, automaticamente ‘ZTff < 0 até que pelo menos o

sinal de % se inverta. Analogamente, para ¢ (T) < ¢* (T') o caso é de
que mi¢ + aa% < gsps €, portanto, se % < 0, devemos ter ‘fT‘f > 0.
Ou seja, ¢ tende a convergir para a curva dada por ¢* (T'). Dado que
¢ é no maximo 102MeV, qualquer ajuste com derivada expressiva dele
deve ocorrer muito rapidamente (em muito menos que uma unidade de
tempo) e, se ele oscilar em torno da curva dada por ¢* (T') e for “amor-
tecido” rapido o suficiente, a convergencia para ¢* (T') deve ocorrer
também rapidamente. No entanto nao podemos dar maiores certezas
quanto a essa independéncia.

5.3.5 Uma solucao aproximada

O sistema de equagoes (5.128)-(5.140) é bastante complicado,
pois envolve equacoes diferenciais acopladas com coeficientes definidos
por integrais, mas, ao fazermos algumas aproximagoes, podemos ex-
plorar um pouco alguns dos fendmenos contidos nelas sem recorrer ao
célculo numérico. Notemos que a densidade bariénica é baixa (??7) e
esperamos que todos os termos da densidade de energia referentes aos
bdrions e suas interagoes sejam da ordem (ou préximos da ordem) de
np implicando que o termo de radiagdo (o com T#) seja muito maior

que esses'®. Assim, podemos aproximar a densidade de energia para

apenas %WQT‘l, algo feito usualmente'!. Dessa forma, pode-se solucio-

nar exatamente a equacao de Friedmann. Com efeito, a conservagao da
2m4 3
. d(157° TR 43 _oqupe _ T
energia nos fornece = —15o7™ 1T"R* e, portanto, T' = 72.

> dRr
Segue-se disso que

8nG 43 2261722

3 120" RA
T2
~ 0,35~7r§° 87G (5.141)

10Essa aproximacao pode ser frustrada dependendo de quio pequeno ficar o po-
tencial quimico dos bédrions, mas tomaremos a aproximagao em busca de resultados
analiticos.

Diz-se que esse periodo da histéria do universo é dominado pela radiagio
[1,8,18].
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e, como Ty = 150MeV e [2] 87G = 1,687 - 10~*3MeV 2, temos, dessa

forma,

. 5,1-107Y7

R ~ 5.142
- (5142)

cuja solucao é
R=+/51-10"17¢t +1 (5.143)

com t = 0 quando R = 1 e o tempo medido em 1/MeV. Mas é
mais conveniente escrever a equacao contando o tempo em segundos e
podemos fazer isso ao notar que 1MeV = 8065, 73-103m ! e ¢ passa a
ser ct nas novas unidades. Assim, 5,1-1071"MeV ~4,1-10"°m~! e,
sendo ¢ ~ 3 - 10%m/s, temos

R =1/12,3-103 + 1. (5.144)

Note que, sendo RT = cte, para a temperatura cair de 150M eV para

1MeV, R aumenta cento e cinquenta vezes e, assim, o tempo aproxi-
2

124 = 1125%1_0% ~ 1,8s. Ou seja, um volume

V, o qual cresce com R?, cresce cerca de 3,3 milhdes de vezes em 1, 8s!

De RT = cte obtemos também a relagao da temperatura com o tempo,

mado da era hadroénica é de

T,
T= 0 (5.145)

V12,3103 + 1
Na aproximagao que estamos fazendo, podemos ainda desprezar
a contribuicao de ¢, pois esperamos que a massa efetiva seja prati-
camente a dos barions. Fora isso, consideraremos que a temperatura
(que é uma fracdo da massa dos barions) nao é alta o suficiente para
que efeitos relativisticos sejam relevantes. Nesse caso, nos serd util a
expansao [19]

1 o A ldy 22 28
T A 5.146
T (V) /0 et 41 Tty o (5:146)

12Podemos obter o 1s, aproximadamente, que normalmente se coloca como
duragdo da era hadrénica ao colocar a temperatura final em torno de 1,35MeV, o
que ndo é uma grande diferencga.
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onde I' (A) é uma funcao gama.

Sendo a temperatura nao muito alta, podemos considerar F; ~
m; + 2 € Vi X my + vNE onde vVE ¢é o potencial quimico nao re-
lativistico (quando nao ha criacgéo e anlqulla(;ao de particulas). Dessa
forma, as distribui¢oes de Fermi-Dirac dos prétons e néutrons sao apro-

ximadas para

1 .
fir = S , t=p,n. (5.147)
e’ \2my Vi +1
1
f 66(%£Li+ygvg+2mi) i1 ( )

Com essas distribuigoes e a aproximacao feita para a energia individual
dos barions, a densidade de energia barionica se torna

1 k2 1
€ = 32/ dkk2 <mz+,rnl> [eﬂ(éﬁ2—V§R)+1+

23

1

- S E v ram;)

+1

Z . 8 /°° dkk? n
e’ Jo LG g

p,n (&

+i 8T /°° dkk* n
2m; 2n) Sy GE-T)

(& (3

8 e dkk?

SRR |

+L 8T /OO dkk*
2m; (277)3 0 65(%,}%+V7§\1R+2mi) +1

1

(5.149)

Ora, como 2 o I dka(ﬁ = n;4 (densidade dos prétons

m; i )+1
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dkk?
(2 )3 fo eﬂ 1 Tﬁ?.+V£VR+2mi)

e néutrons) = n;_ (densidade dos anti-

+1
prétons e anti-néutrons), o primeiro termo dentro de cada somatério,

ao serem juntados, formam Zp,n m; (niy + ni—), que é a densidade de

energia de repouso e pode ser aproximado em primeira ordem usando
(5.146) com = = gﬁT ez =Nt = A" (para n;y) ou z = z;— =
—B( +2ml) (

para n;_). Com efeito, sendo x = g 7’; temos m1 dx =
3

. 2
kdk e k3 = (MT””) e podemos escrever 7, como

8 & k2
Niy = 7T3 / dk 1k2_ NR
(2m)” Jo eﬂ(im. —v; ) +1

8 o k?
- 2 3 dk —1 B k2
(2m)” Jo (2NR) ez 41

(;)3 (2”6”“) NR (5.150)

vl

1

ao passo em que n;_ pode ser escrito, por via semelhante, na forma

3
2 27rm1- 2
Nj_ ~ —s Zi_ 5.151
(2r)? < 5 > ( )
Multiplicando e dividindo por e’™: e lembrando que'® eﬁmpzév R =
Blmetiy™) Zp = 2Zn = %, temos que n;4 sdo
3
2 (2mm;)? g
Nit (7rm3) zT%e_T7
(2m)
3
2 (2mm;)? m;
ni. o~ 2 ”ms) 178 (5.152)
(2m)

J& o segundo termo dentro de cada somatério em (5.149), que sao a den-
sidade de energia cinética, podem ser escritos na mesma aproximacgao
como

7H(UNR+2m 7’(1113) _
3Para n;_ fica eﬂmpzp, —e p P — 1,
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1 4
2 / dk 1 k2 NR =
m; 27T **Vi ) +1

1 8 ; > 2
— 5T 93 (m) / d:v+, (5.153)
2m; (27) B 0 (zNE) e +1

1 i 4
87T3 / dk i k _
2m; (27)” Jo FE

+1
N3 oo 3
L 57 o3 <m> / dp—22 (5.154)
2m; (27r) B 0 (i) e +1
Logo,
A (2m1)2/°° ot _ 4m (2m7)3r<5) NE
@m* 8% Jo (MM Tert1 o (2n)® g \2)7
§
~ 3 (2m;)® N
(2m)° B3
§
o 3(27rmi)2T% NR
(2m)°
3
2mm;)? my
-~ 3( 7rm3) TSZG
(2m)
(5.155)
e
3 3
; / da: _IQ :3(2ﬂm§)2T%z7167%.
B2 (zi) er+1 (2m)
(5.156)

Dessa forma, a densidade de energia total dos barions nessa apro-
ximagao é
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wlw

2mm; 3 _
eb:Z%Ti (z+271) (2m; +3T). (5.157)
pm (27)
A pressdo por sua vez é dada por'* p, = %GNR, onde
(2mm,)*
NR —1\ 3 m;)?  _mi
et =3(z+z2 Tz ——e T, 5.158
(z+27) Z oy (5.158)
ou seja,
3
27rm-)5 my
YRS D g Ul e 5.159
=2+ TEY S0 (5159)

p,n

Aqui ja podemos tirar um resultado interessante ao fazermos a

razao Zp = % De fato, a equacao (5.152) nos da
2 (27m,)?
iy =i = () TR T (5.160)
(2m)
e, portanto, segue-se
T (mnomp)
fn (m”> e T (5.161)
Mp My

Isso significa que, a medida que a temperatura cai, a densidade de
néutrons cai exponencialmente em relacao a densidade de prétons. Tal
fato se deve, como a equacdo indica, & diferenca de massa entre os
prétons e néutrons enquanto estdo em equilibrio quimico (z, = 2z,
que expressa o equilibrio- quando consideramos z, = 1) e nao encon-
trarfamos esse fenémeno se negligenciassemos essa diferenca de massa.
Os processos que participam desse equilibrio sao [8,19]

n+v. < pt+e +7,
n+et & p+U.+7,

14 _ 1 31.1.0E 1 1
Lembrando que p = 367 fd kk S5 (z_leﬁEJrl + ze[iE+1)'
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n < pte +0.+7, (5.162)

onden, p, e, e’ v, v. e T, sdo os néutrons, prétons, elétrons, pdsitrons,
fétons, neutrinos do elétron e anti-neutrinos do elétron respectivamente.
Nota-se que 2z, = 2, é o resultado quando podemos desprezar os poten-
ciais quimicos dos (anti-)neutrinos, elétrons e pésitrons!®. Enfim, com

3 Np . _ Ny — 1 2
(5.161) e observando que 7= = Tty = T3TE temos que a fracdo de

néutrons evolui com a temperatura como

Ny

np 14 (%) e(mn;’"p)

(5.163)

wleo|

Assim, dado que m,, —m, =1,293MeV e % ~ 1, temos que durante
Nn

a era hadronica a fragdo de néutrons cai de 2~ 0,5 (quando T =

150MeV) paral® Z—Z ~ 0,2 (quando T' = 1MeV), ou seja, se trata de
um fenémeno significante nessa fase do universo. Enfim, como n;, =

3
BE = Ny (Tlo) , a densidade de néutrons em fungao da temperatura é

3
T
mo (%)
Ny = Jo (5.164)
m 3 (mn-mp)
1 + <m7:) (& T

ao passo em que a densidade de prétons é dada por
7\3
Nnpo (TTJ)
3 .
2 _ (mn—mp)
1+ (—Z’;) e T

Podemos ainda descrever a evolugao dos campos vetoriais nessa
aproximagao. O campo V*# pode ser escrito em fungao da temperatura

como
1 g3 T\°
Vo=V 2 () . 5.166

np:

(5.165)

J& o campo B*, com auxilio de (5.164) e (5.165), é dado por

150bserve que o potencial quimico dos fétons é identicamente nulo.
16]sto 6, Z—’; ~ 0,8 quando T'= 1MeV.
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1 g7 2
B = -=B (n,—n,)
2m2% 7
6
_ lap 2 (T 1 - 1
szB TO m % _(mn mp) my % (mn—mp)
14 (22) e 1+ (22)
) 6 (J)% e(mn—mp) (M)% ei(mn,mp) 2
o 1 9B 77,1270 (T) My, mp
- 2m? T, 2 (mmmy ERP—
mp 0 2+(:1”)26_( )—i—(m")2e( - )

12

g (1 (55
b0

2 mB TO 1 + cosh ((mn;mp))

L 95 nZy | — 6tanh2 7(7”” —my)
2m2, O\ T, 2T ’

m 2 71
onde se tomou -2 ~ = ~ ] o que é védlido na temperatura em
n P
17

N

R

Vé-se que, mesmo com a diferenga de densidade aumen-
(mn_mp)
2T

questao

. 2 ~
tando, o crescimento de tanh ( nao é capaz de contrapor a

7, ) » fazendo a contribui¢ao desse campo, que ja ¢ pe-
quena devido & baixa diferenca de densidade n, —n, em T' = 150M eV,
fique ainda menor a medida que a temperatura cai.

Agora, usando (5.152), (5.164) e observando que z — 271 =
2sinh (B1p), podemos escrever o potencial quimico dos bérions como

queda devida a (l

vy = Tarcsinh (5.168)

é 7”774;7 ’
4(27rmnT)% (1 + (%) ’ e("T)>

cujo gréfico, ao tomarmos [18] nyy = 0,32MeV e Ty = 150MeV, é
dado na Figura 3. O gréafico foi feito j4 com base na aproximacao,

7 Tem-se que n, = nn quando T ~ 866MeV e s6 com a proximidade dessa tem-

peratura que a razao m—p se torna significante para diferenciar a funcdo aproximada
n

da original.

(5.167)
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Figura 3 — Potencial quimico bariénico em fungdo da temperatura de
acordo com a aproximacao.

mas mostra que ela é consistente, pois o potencial quimico total nao
chega a ser a massa do néutron quando 7' = 1MeV, possibilitando
que tomemos zVI' = e~z como pequeno. Mas, além disso, nos
mostra que os anti-barions se tornam bastante significativos até'® de
cerca de 45MeV. Para ver mais claramente isso, devemos escrever as
densidades individuais (ndo “liquidas”) dos béarions e anti-barions. Isso
pode ser feito através da expressao encontrada para o potencial quimico

e (5.152). Com efeito, sendo

3 M
(27)% 1o (Tl) e

a= T : (5.169)
3 5 (mnp—mp
4 (27m,, T)? (1 + () e )
e z = eresinh(@) 49 densidades sao
2 (2mm;)
nit ((;::;L;) T%e—%—&-arcsinh(a), (5170)

18Deve-se ter em mente que estamos tomando os eventos em sequéncia cro-
nolégica.
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Densidades : barions ¢ anti — barions
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107 Anti-pratons -~
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o
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1078

Figura 4 — Densidades de bérions e anti-barions. A partir de 45MeV
a densidade dos anti-barions cai rapidamente.

Njw

2 (27m; o
ni = L@T%e—?—mmh@. (5.171)
(2m)

O gréfico apresentado na Figura 4 nos dd como a densidade de cada
particula evolui com a temperatura. Nota-se, como antevisto, que a
contribuicao dos anti-barions é bastante significativa até que, em cerca
de 45MeV, a densidade dos anti-barions cai rapidamente. Ou seja,
em T = 45MeV ocorre a aniquilacao dos anti-barions. Além disso, a
diferenca de densidade entre prétons e néutrons fica clara na parte final
do grafico.

Esse caso aproximado que acabamos de fazer é bastante simples
em comparagao ao modelo original, cujas equagoes sao especialmente
complicadas, mas, ao obter a solugdo numérica das equagoes (5.128)-
(5.140), podemos compara-la com o resultado analitico aqui exposto
e verificar se se trata de uma boa aproximagao em relacao a solugao
exata.

Vamos, logo abaixo, comparar nossos resultados com um resul-
tado recente obtido na referéncia [24], mas antes é interessante fazermos
uma andlise qualitativa do potencial quimico que obtivemos, (5.168).
Observemos que toda expressao do potencial quimico vem unicamente
da aproximagao feita de energia individual dos (anti-)bérions como néo

relativistica exceto o fator myg (%) , 0 qual veio de n, = ¢ junto
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com a conservagao da energia. Se deixarmos em aberto a solugdo da
conservagao da energia junto com a conservagao do niimero bariénico,
o potencial quimico é, em geral (para a aproximacao de energia nao
relativistica), dado por

mn

27) npoR 3 (T) 7
§ —m
4(27TmnT)% (1—"(::1)26( nT p))

v, = Tarcsinh (5.172)

Isso nos indica que: o quao depressa o potencial quimico cresce a me-
dida que a temperatura cai estd essencialmente ligado com como a
temperatura cai a medida que ocorre a expansao (regida pelo fator de
expansdo R). Ora, a obtencao de R (T') se relaciona com a significancia
de cada termo na densidade de energia. No caso da nossa aproximagao,
apenas o termo de gas ultra-relativistico foi tomado como relevante e,
assim, obtivemos TR = cte. No entanto, se algum termo de particula
massiva for significativo na densidade de energia, devemos esperar que
R aumente mais lentamente com a queda de T. Com efeito, conside-
remos um caso limite em que s6 haja um gés nao relativistico, cuja
densidade de energia é nm + %nT, com n = z% sendo a densidade
e m a massa individual dos constituintes (para efeito de argumento,
seja ng > npo). Por seguinte, a pressdo é p = nT. Dessa forma, a
conservagao da energia nos da

d (g5 (m + 3T) RY)

) 2
= 32T
dR 3R3 R
3 dT no

[N

e a solugao dessa equacao é T = % Como se pode ver, R = (%) ,
que é uma fungao que aumenta mais lentamente com a queda de T.
Com essa observacao, segue-se que, ao termos contribuigao significa-
tiva de particulas massivas na densidade de energia, devemos espe-
rar a diminuicdo mais lenta de R=3 (T) com a temperatura, fazendo
o potencial quimico ser maior do que seria sem presenca significante
de particulas massivas na densidade de energia. Essa andlise foi feita
dentro da aproximacao, mas podemos ter a expectativa de que essa

caracterfstica (dependéncia do potencial quimico com a abundancia de
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Figura 5 — Abundéncia dos diversos componentes hadrénicos segundo
a referéncia [24].

particulas massivas) se mantenha no caso geral.

Agora, Rafelski et al., através da resolugdo numérica de equagoes
de equilibrio quimico dos diversos componentes dessa fase do universo
(através de uma modelagao distinta da feita aqui),obteve o grafico apre-
sentado na Figura 5 [24], onde estdo expressas as abundancias dos
componentes hadronicos. Dentre os diversos componentes expressos
no graficos, estdo os (anti-)prétons e (anti-)néutrons, que nos sio de
interesse. Para fazermos a comparagao entre o gréafico nas figuras 4 e 5,
tenhamos em mente que 1MeV? ~ 5,2-102°cm 3. Podemos comparar
trés caracteristicas dos dois graficos: as densidades iniciais, as densida-
des finais e a temperatura em que ocorre a aniquilacao dos anti-barions.

Em relagao as densidades iniciais (em 7' = 150MeV'), no grafico
em Figura 4 notemos que as densidades dos (anti-)barions comega na or-
dem de 10*MeV?3, o que corresponde a algo em torno e 5,2-10%3cm =3,
enquanto no da Figura 5 elas comecam em torno de 1036cm™3. Sao
quase trés ordens de grandeza de discrepancia, mas, ao menos parte
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dela, pode ser explicada pelo fato de usarmos uma aproximacao de
energia nao relativistica nesse trecho, afinal a densidade barionica é

_ 8w k2 _ k2
da forma n, = 775 S onp (f Ak = 5wy fdkzeﬁEiH) e uma ex
pansao incluindo termos de ordem maior na energia individual F; =
~ 2 . . . . ~
m; <1 + 2’2 S — - ) implicaria em um z menor'® do que na aproximacao
mz
k2

de primeira ordem para descrever a mesma densidade barionica, a qual
fizemos acima?’. Com efeito, através de (5.140) e dispensando o campo
escalar, podemos obter o potencial quimico vpg numericamente para a
temperatura inicial (150MeV’) e esse é dado por

vpo =~ 7,09 - 10~ *MeV. (5.174)

Com esse potencial quimico, uma integracao numérica nos fornece que
a densidade inicial dos prétons é aproximadamente 1,7 - 10*MeV3,
que corresponde algo em torno de 8,8 - 1033cm 3. Isso satisfaz nossas
expectativas de uma correcao para cima na densidade ao levarmos em
conta que a energia das particulas é relativistica, embora ainda fique
duas ordens de grandeza distante do resultado apresentado na Figura 5.
Atentemos, no entanto, que foi dispensado o campo escalar e esse ainda
pode influenciar o resultado ao diminuir a massa efetiva do préton,
tornando possivel um potencial quimico ainda menor.

Voltando a atengdo agora para as densidades finais (em T =
1MeV), os dois graficos estao mais em acordo. Com efeito, no grafico
da Figura 4, a densidade final dos prétons é pouco abaixo de 10" MeV3
e corresponde algo um pouco menor que 5, 2-10%2¢m =2 enquanto a den-
sidade de prétons no gréafico da Figura 5 também estd um pouco acima
de 10%2¢m™3. Quanto & densidade de néutrons, ambos descrevem a
diferenca de forma semelhante, nao chegando a uma ordem de gran-
deza. A concordancia aqui exposta também pode ser explicada pela
aproximagao de energia nao relativistica para a energia individual dos

9E, portanto, v, menor, pois z = Vb,
20pPara ver isso, observe que +/k2+ mf cresce mais lentamente que

~ 2 ~ .
m; [ 14+ sz , fazendo com que, ao abandonarmos a aproximagao, as duas in-
2ms*
i
tegrais na densidade fiquem maiores se mantivermos o z e T’ constantes. Mais que

isso, como as duas integrais tem a mesma forma e foram “reescaladas”, a diferenga
entre elas aumenta, dando um np maior. Para voltarmos a ter o mesmo n; de antes
na mesma temperatura, z deve ser mudado de forma a diminuir a primeira integral
enquanto aumenta a segunda até que a diferenca seja o n; inicialmente dado. Ou
seja, z deve ser diminuido.
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(anti-)barions, pois nessa temperatura (I' = 1MeV') os termos de or-

dem maior na expansao F; = m; [ 1+ 2’:;2 — --+ | realmente se tornam
menos significantes.

Por fim, analisemos a temperatura em que ocorre a aniquilacao
dos anti-béarions. No gréfico da Figura 4, a temperatura em que a ani-
quilagao comeca é em torno de 45MeV e, no grafico da Figura 5, a
temperatura que comega a aniquilagao é em torno de 35MeV . Ha duas
corregoes contrarias que podemos levar em conta, o que torna dificil de
ver se a disparidade pode ser diminuida ao solucionarmos o sistema de
equagoes do nosso modelo sem aproximagao. A primeira é a relevancia
de termos relativisticos na energia individual dos (anti-)barions que,
como ja visto, tendem a diminuir o potencial quimico em relacao a
aproximagao de primeira ordem (energia no relativistica), fazendo com
que a temperatura em que ocorre a aniquilacao seja menor do que na
aproximagao de primeira ordem. A segunda é o fato de a densidade
dos (anti-)pions, que sdo massivos, ser suficiente para se tornarem rele-
vantes na densidade de energia até essa temperatura, fazendo, como ja
explicado mais acima, o potencial quimico bariénico ser maior do que
seria no caso em que fosse apenas relevante o gas ultra-relativistico. No
entanto pode-se verificar, para essa ultima correcdo, que entre os doig
casos extremos apresentados mais acima, os quais sao ny = Ny (Tlo)
(apenas o gas ultra-relativistico é relevante) e ny = npo (Tlo) (o gés
é de particulas massivas e se comporta como um gas ideal classico), a
diferenca no potencial quimico expresso em (5.172) é tal que a tempe-
ratura de aniquilagao do segundo caso é s6 5MeV superior a do pri-
meiro e, dessa forma, talvez seja o fenémeno menos significante. Apesar
disso, os dois graficos estao em maior acordo quanto a que densidade
a aniquilagdo ocorre. De fato, notemos que no grafico da Figura 4,
a aniquilagdo ocorre quando a densidade dos prétons chega em torno
de 1072MeV?3, que corresponde algo em torno de 5,2 - 1027em™3 e
no grafico da Figura 5, a aniquilagdo ocorre quando a densidade dos
prétons chega em torno de 10%7cm 3.

5.3.6 Um complemento da aproximacao

Em toda a aproximacao feita acima, notemos que a densidade
de energia do termo ultra-relativistico ofuscou os demais termos e a
aproximagao, portanto, nao dé conta de mostrar como a conversao de
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néutrons em prétons afeta a densidade de energia dos barions e demais
particulas. Embora seja um efeito pequeno, vamos buscar uma pers-
pectiva melhor dele. Para tanto, consideremos que o gas de barions seja
desacoplado do gds ultra-relativistico (ndo troquem energia entre si) e
dispensemos por simplicidade o campo B* e os anti-bdrions. Assim,
a equacao (5.130) s6 terd termos com densidade de energia e pressao
dos bérions, pois o termo ultra-relativistico satisfara a conservacao da
energia independentemente, fazendo com que continuemos tendo a va-
lidade de (5.143) ao desprezarmos a densidade de energia dos bérions
na equacao de Friedmann?!.

Tendo (5.161), é mais simples escrevermos a densidade de ener-
gia e pressao dos barions em termos de n, e T, o que pode ser feito
facilmente e nos d4 como resultado®?

3
Mp Ny + Mpny + =T

€p 9
P (mnmmp) 3
() )
my 2
3
+my, + §T , (5.175)
= 2n M ) ® e_(mn_mp) m +§T +
Po = 3P mp L)
3
+my + 57| (5.176)

Além disso, é melhor usar como varidveis independentes 1" e n, na
equacao (5.130). Dessa forma, essa equagao pode ser escrita como

ey dT Oep dn,, B
R (8T>np dR + <5np>T ar | = 3(po+€) - (5.177)

210 fato dos dois gases poderem evoluir independentemente faz com que seja
possivel cada um ter sua prépria temperatura.

22Note que a aproximagdo em primeira ordem feita torna o gds de férmions num
gas ideal classico. Isso nao é uma surpresa, pois, sendo a densidade baixa, mas a
temperatura nao tanto, existem muito mais estados de energia acessiveis do que
particulas no gas, fazendo com que o principio de exclusao de Pauli ndo atue signi-
ficativamente.



Um célculo direto nos fornece

e 3. (ma)!
BTnp 2? P\ m,

xe~ (mn;mp) (mn + 3T)

8eb My, % _(mn*mp)
_ e T
ony ) ¢ my
3
+my + =T = .
2 np

Mas ainda temos a equacao n, + n, = np =
relagao a R, ela nos d&a

2 (my —myp)

93

72~

. (5.178)

3
(mn + 2T> +

(5.179)

Tbo

=% €, ao derivarmos em

3
My \ 2 (Mmy, —myp) _(rn—mp) dT ny
Mn = 3% (5180
+”p (mp) T2 TR R (180
Portanto
O\ dI' _3 dT _
or ), ar ~ 2""dR
3
ny  dng Mmu\? _ (mn=mp) 3
3l T gy (M Wt 2T (5181
3R+d7€<+(mp>6 ! ma+ 5T ) (5.181)

e a equagao (5.177) pode ser escrita como

R |:3nb —

)

(22 -55) -t

iy o = )

(5.182)
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ou, ao juntarmos os dois lados,

3nb(dT+ T)—(mn—mp)n (1 dn”+3)=o. (5.183)

dR R np dR R
d 2o
Notando que 7% (nl Cf;;é’ + ) =— (d’;é“) X com N = 2 ainda
podemos escrever
dT T 1 dN
— — +2 n . 184
J\/ ( + R) (M, —myp) — N R =0 (5.184)

A equacao agora estd mais simples, no entanto as varidveis ainda néo
estao separadas. Podemos solucionar isso observando que n, +n, = ng
pode ser usada para diretamente isolar 7t = = N. De fato,

3
n 2 _ (nL-,Lf'mp)
Ny + Ny <Z > e T = (5.185)
P
implica
3
n 2 _ (Nlnfﬂlp)
N=1+ (Z) e T (5.186)
P

S . (5.187)

Agora podemos substituir (5.186) e (5.187) em (5.184) e obter

wleo
—~
3
3
3
S
N>

At | [ fm = my)? ()
dR T2 my

+o |1+ —) e T
2 my
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Fazendo a substituicao B = —W, a equacao se torna

3
Dividindo por (1 + (;’%) ’ eB> temos
P

Nl

+ 5| —3B=0 (5.190)

3
(1 + (m) : 65)

Isolando R, podemos encontrar a solugao dessa equagao. De fato, ao
fazermos isso e, em seguida, integrarmos, a expressao fica

3
mn \? B
/l:dB B(1+<EL;)>§ B>2+2:; - 1RC§7;’ (5.191)
my ) €

mn % B
23Veja que alBBﬁ;2 =—d <BB> +dB (13>
(™)~ )t ()
(

Perceba ainda que usamos a notagao [f (z’ )]f0
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3
14 (mn) 2 Bo
Observando que?* fg dB[ ——L—— ] =In (7>; +(B - By),
"\ ) T (e e
a expressao pode ser escrita na forma
5
3. (B B 1+ (ni) e
L e ; +In ; (B—Bp) =In (R?)
2 Bo o\ 2 mo\ 2
1+<m"> eB 1+(m—" eB
P BO P
(5.193)
3
Ou seja, sendo (1 + <mn) eB> = 7t = = onde F, = -2 é a fracao

de prétons, obtemos

v @)

:i
- (TO>Z T gtmn=m) (+70=7570) = (+-45)) (5,194

nlw

(nbonp) —(BE2—By 222 ) +B-Bo

NpoTip

F (ma—m (A2 1 0) (1 1
Como?? f—F’Oe( o) (55— )~ (+-5)) > 1, nota-se que R cresce
P
(a medida que a temperatura cai) de forma “reforcada” pela diferenga
de massa (m,, —m,) e quio grande se torna®® F,. No entanto, nessa
aproximagao, a evolugdo de R com o tempo é governada por (5.143) e,
dessa forma, nao é R que possui sua evolugao com o tempo acelerada
pelo fendmeno de conversao de néutrons em prétons e sim a tempe-

24pPode-se  verificar isso notando que fB B | ———— =
0

3
mn\2 B
1 (5) %
B e B o - o . -
f 5 dB | ——=———= |, cuja integragdo ¢ simples, ou derivando a expressao.
0 e—B ( M ) 2
‘P

3
(mn ) 2B
My ’ .
PL— =, que é negativo

mn \2 8B
(1+ ( mp ) ¢ )
devido ao fato de que B = Mas devido ao mesmo fato B < By nos
limites da integral, fazendo a integral ser positiva.

26Como a fracio de néutrons diminui a medida que a temperatura cai, a fracdo

n . .
n—;’ aumenta a medida que a temperatura cai.

25Note que o integrando original no expoente é B

(mn—my)
T
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ratura®’ que cai mais lentamente do que cairia se ndo houvesse essa
conversao?s.
Por fim, tendo n, = 2% e a equagao (5.194), a densidade bariénica

cai com a temperatura de acordo com

3
Ny = Npo (7T10) 2 %ei(mnimp)((%fr%‘)ﬂo)i(%i%"))~ (5.195)
p

Mas a aproximagao feita aqui para os prétons e néutrons é a de que
formam um gas ideal cléssico sem graus de liberdade internos e sabe-
mos que a expansao desse gas na métrica de FRW é adiabatica por
construgdo. Ou seja, deveriamos esperar que os prétons e néutrons

- 2 -

obedecessem a relacao TV'3 = cte ou, ao elevar essa expressao a %
3

e dividir por N, (ndmero total de bérions em V), % = cte. Essa

aparente contradicao é sanada ao observar que, quando um néutron
se converte em préton por algum dos processos (5.162), a diferenga de
massa (m, —m,) é convertida em energia cinética para os prétons e
néutrons. Isso explica porque a temperatura, numa dada densidade ny,
é maior do que seria sem a conversao de néutrons em prétons, pois, a
medida que a R aumenta, a fragao de prétons — 22 aumenta e, assim, au-
menta a energia cinética em relagdo ao que seria sem essa mudanca de
fracdo, o que implica num aumento de temperatura (em rela¢do ao que
seria) de acordo com?? V% = fan No caso em que nao impedissemos
a troca de energia entrc 0s barlons e as demais particulas, essa energia
cinética acabaria distribuida também nas demais particulas, mantendo
o equilibrio térmico.

Podemos verificar explicitamente que a densidade de entropia s
continua tal que sR? = cte, isto é, que a expansio desse gés é de fato
adiabatica como se supoe. Com efeito, ao lembrarmos que a entropia é
dada por [19]

27R pertinente lembrar que a temperatura dos neutrinos, elétrons e fétons evolui
independentemente dessa, j4 que impedimos a troca de energia entre os barions e
esses.

28Para ver isso, note que, dado um R3 fixo, sem o fenémeno de conversio terfamos

3 3
RZ = (TT?) 2 enquanto que, com o fendémeno de conversao, temos um fator multipli-

3
cativo maior que um e a temperatura deve ser maior para que (%) 2 multiplicado

pelo o fator em questdo dé o mesmo R,.
29Lembrando que eNR é a densidade de energia cinética do gés.
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_ Uy — Nyvp — ppV

S T ,

(5.196)

onde Uy, Ny, vy, pp € V sa0 a energia interna, nimero de barions, poten-
cial quimico, pressao e volume respectivamente, e, portanto, podemos
escrever a densidade de entropia como

€ — Db

§= =~ In z. (5.197)

Assim, sendo €, = nym, + nym, + %an e30 p, = np T, temos

n n 1
s = —npmp;:nm + ny (21112)
_ . 1
™ (mp — ™) + nymn +np|=—Inz). (5.198)
T 2
Logo, usando (5.152), podemos escrever z = nn#e% =
an,—Sy— com a = L)Z e obter
m2T?2 2(2m)2
np (Mmp —my,) + npmy, 1 an, M, 3
s = 4+np | = —1In = | ——= +InT>
T 2 mz T
(mn - mp) 1 any 3
= P g [z =2 ) + T ). (5.199)
T 2 m2

Além disso, podemos isolar T'3 em (5.194), donde se tem

3
To 7y yome=ma) (47525 7) = (4 -15))
R Fpo
Fp o Lnrmed (7, 1)

R3 ’

s
I

— b (5.200)

[V

17 (mnome) o) . .
com b = e To 4 , € reescrever a densidade de entropia
D

o

30Veja que pp = %ENR.
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como

1 any, Fp

1 any, F, (my, —my)
= n 2—ln<m§>—ln(b7€;)— 7 P

- ; -
— 1_1n<annR )_(mn myp)

2 mi 0F, T
—1 n n -

-~ w|iom (1%3”) _(ma—my) (5.201)
I ma b "t T

3
3 _(mn-—mp)
Agora, de (5.161) sabemos que Z; = (M> P i e, portanto,

devemos ter

L mr
i 3
= n 1_111 ag an3<m">2 +(mnimp)—(m"7mp)
2 m2b my T T
3 N
= m —ln< ¢ mR? <m> ) (5.202)
2 bmz my

Enfim, sendo nyR> constante pela conservacido do ntimero bariénico, a
expressao dentro dos colchetes é constante e, por seguinte, s o 1y x %,
mostrando o que pretendiamos.

Com isso encerramos a exploracdo das equagoes (5.128)-(5.140)
sem recorrer & solugdo numérica. Mesmo que de forma limitada, con-
seguimos analisar alguns dos fendémenos contidos nelas e solugoes que
poderao ser comparadas com a solugao numérica. Fora isso, também
conseguimos ter uma perspectiva de quais corregoes a solugao numérica
poderé fazer em relacao ao caso aproximado, que podera se aproximar
dos resultados obtidos em [24].



100



101

6 CONCLUSAO

Nessa dissertacao nos propusemos a dar alguns passos iniciais na
descricdo da era hadronica (compreendida entre 107%s e 1s da histéria
do universo ou, em termos de temperatura, entre 7' = 150MeV e
T = 1MeV) em termos de um modelo efetivo da matéria nuclear. Para
isso desenvolvemos o formalismo lagrangiano em espago-tempo curvo
e obtivemos a equacao de Einstein, de Euler-Lagrange e, além disso,
obtivemos tensores de energia-momento que foram utilizados posteri-
ormente. Em seguida desenvolvemos alguns resultados gerais e pre-
liminares de cosmologia, onde solucionamos parcialmente a equagao
de Einstein obtendo as equacoes de Friedmann. Encerrando os as-
suntos introdutorios, vimos brevemente como férmions aparecem na
Relatividade Restrita para, entao, através do formalismo de tetradas,
inseri-los na RG. Enfim utilizamos esses resultados para adaptar a la-
grangiana do modelo 0 —w — p (que j4 foi utilizado na descri¢iao de
situagOes extremas como estrelas de néutrons [4] e colisdo de fons pe-
sados [5]) as exigéncias da RG, obter as equagdes de movimento gerais
e, apés utilizar a aproximacao de campo médio, obter as equagoes a
serem solucionadas exigindo que a métrica seja a de FRW, que era o
resultado inédito almejado nessa dissertacao. Depois de termos tais
equagoes, buscamos uma solucao aproximada (mas analitica) e explo-
ramos alguns dos fenémenos contidos nelas. Comparamos os resultados
com os da referéncia [24] e adquirimos perspectivas quanto as corregoes
que a solucao numérica fard em relagao a aproximagao feita. Agora,
0 proximo passo natural é buscar a solugao numérica das equagoes
(5.128)-(5.140) e comparar tanto com a aproximacao feita como com
os resultados de [24]. Os passos seguintes serdo na diregao de refinar
o modelo (acrescentar particulas aqui ignoradas, as conexdes de spin,
etc.) e acreditamos que os resultados obtidos possam motivar avangos
nessa diregdo. Além disso, o caminho aqui tragado também pode ser
adaptado para outros modelos de interagao nuclear se algum se mostrar
mais apropriado na descri¢ao desse periodo do universo.
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Al év/-G

Da algebra de matrizes temos que, para uma matriz M com de-
terminante diferente de zero, In (det M) = T'r (In M) *. Realizando
a variagao nessa expressao, obtemos

ddet M

= -1 . Al
Tt M Tr (M 5M) (A1)

Sendo M = g, e, portanto, M ~1 = gh, segue que

dg o v
ri Tr (g"*09av) = 9" 09,0
=09 = gg"”ogu.- (A.2)

Dessa forma,

o/—g = ;\/_5( 9)
= ;\/—( 9) 9" 69,

= 5 V —QQ’W(SQWJ- (A3)
A2 R

Como R = g*”R,,,, segue-se

SR = R,,6g"" + g"“SR,,,. (A.4)

Pela definicao de R,,,, temos

SR = 8(8,T%, — 8als, + Taglh, — T4, T5,)

= 0,07y, — 0a0T, + 55610 + T 6T, —

10 que vem da identidade det e = eT74.
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B I€]
—quéraﬁ — I‘aﬁJI‘Z‘V. (A.5)
Por outro lado?

o o e 6} B [e B o
VASTS, = Ox0TS, + T5,8T7, — 9,675, — T2,6T%,.  (A.6)

Dessa forma, podemos reescrever (A.5) como

SRy, = V08, — VoIS, (A7)

e finalmente temos

SR = R,,0g" + g" (V”M‘g‘a - vaargu)
= B30 4V, (90TS,) — Ve (70T, )
= —R"4g9,,+V, (g“"&l‘ﬁ‘a — g°“’61"gu) , (A.8)
onde se usou o resultado g,a09*” = —g”*0ga, no primeiro termo e

V,Lg’\” = 0 no segundo.

2Deve-se notar que, embora I‘,‘/‘A nao seja um tensor, JF’:A, que é a diferenca
entre duas conexdes afins, é um tensor.
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Tendo a métrica

dr? 2 102 2 . 2 2
T oz + r“d0* + r“sin” 0dop*|, (B.1)
r

ds® = dt* — R? (t) L

podemos escrevé-la como

1
ds? = dt? — R? (t) {dr2 + dr? (1—k:7°2 — 1) +
+72d6? + r?sin® 0d¢?]
= dt? — R?(t) [dr® + r2d6® + r?sin® 0d¢*+
n kr2dr? } (B.2)
1— kr2

Os primeiros trés termos dentro do colchete reproduzem a métrica usual
de um espago plano em coordenadas esféricas e logo podemos identificar
essa parte com dx? = dx? + dy? 4+ dz2, onde © = rsinf cos ¢, y =
rsinfsin¢ e z = r cos 0. Observando que r2 = x2 + y2 + 22 = x?
e, portanto, que dr = % (xdx + ydy + zdz), temos que o tltimo
termo no colchete pode ser posto na forma

kr?dr? k 5 1 d d do)?
I —kr? T 1 k2 gz (dEtydy o+ zdz)
k 2
k (x - dx)?
= T (B.3)

e, assim, a métrica de FRW em coordenadas cartesianas é

. dx)?
ds? = dt? — R? (t) (dx2 + k(lx—:x)2> . (B.4)



