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Este (rabalho sdo apenas apostilas que
coslumamos distribuir as alunas com o pro-
posilo de [acilitar as aulas de Metodologia do
Cdaleulo, ou diddlica da Aritmética, no Insti-
tuto de Educacdao do Estado da Guanabara,

Com o inluilo de conlornar dificuldades
que o servico de mimeografo acarrela, é que
resolvemos imprimi-las alé que nos seja
possivel apresenlar, como esperamos, obra
mais cuidada e definitiva. E possivel, toda-
via, que os presenles reswmos siroam, mesmo
assim, as normalislas e aos professores de
curso primadrio,

Franga Cayiros

Master of Arts, Master or Education
George Penbody College for teachers, Nashville, tenn.,, EE.UU
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b)
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OBJETIVOS DO ENSINO DA MATEMATICA
NA ESCOLA PRIMARIA

Desenvolver, na crianca, a capacidade de pensar,
em qualquer situacao. Dar-lhe o poder de abstrair-
se, concentrar-se, raciocinar ¢ discernir.

Dotar o aluno de conhecimentos e habilidades que
o possibilitem a analisar uma sitnacao quantitativa.
ou um problema ,de modo que, percebendo as re-
lacoes existentes entre dados e incognitas, venha a
descobrir ou determinar cada uma destas, por meio
de operacoes efetuadas com seguranca e rapidez.

Levar o estudante & aquisicio de habitos e atitudes
desejaveis, que se transfiram aos demais setores de
suas atividades, assim as presentes como as fuluras.
Sao habitos que merecem firmados: o de exatidao,
o de ordem e clareza, o de linguagem precisa e cor-
reta, o de observacio cuidadosa, o de julgamento
sobre bases seguras. Sao atitudes a desenvolver: a
de apreciar o que ¢ precioso e meritorio, a de res-
peitar a verdade, a de ser atento, a de interessar-se
pela beleza das formas geométricas ¢ pelo aspecto
quantitativo das coisas.

Lancar os fundamentos para estudos mais avan-
cados que porventura venha o aluno a fazer.



2)

3)

FRANCA CAMPOS

CONTAGEM

Na aprendizagem da Matemilica, a experiencia
fundamental ¢ a contagem. Contar constitui o
primeiro passo. para adquirir o sentido de m-
mero ¢ para cunun'ocmh-r a adicio ¢ a multipli-

€acio.

Nos primeiros estigios da contagem, os nomes
dos nimercs, como também ¢stes, niao lém sen-
tido para as criancas, que 6 se apropriam déle,
¢ o vio dilatando, gradativamente, atraves de
experiéncias sucessivas,

0 processo de contar consiste em fazer correspon-
der, sucessivamente, um ¢ somente um dos nomes
dos nimeros, em sua sucessio natural, a um ¢
somente um dos objetos ou clementos de um con-
junto. £ isto a contagem racional. A contagem
comum, ou contagem-recitacio, consiste simples-
mente em enunciar ou recitar os nomes dos ni-
meros segundo a ordem em que éstes se apresen-
tam na sucessio natural. Embora éste lipo de
conl:lgt'.m mereca ser considerado, convém que se
ponha énfase na contagem de objelos ou coisas.

& muito que contar numa sala de aula, Podem
contar-se os livros de uma prateleiva, ou os livros
de historias, ou os (qUE 30 NECESSarios a um gr i
de leitura, Podem contar-se os cadernos de lil)\:lm
nho, os de Aritmélica, os de Portugudés, l’mI::\.\

contar-se apis, os ¢
nlar-se os lapis, os apontadores, as borrachas

)
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as paslas, os armarios, as lampadas, as janclas,
os vasos de [lores, as floves, os peixes do aquario,
as ferramentas, os blocos de madeira, os recorles
de revista, os acroplanos ou aulomoveis de uma
figura, as figuras de um mostrador, os alunos
presentes, os meninos, as meninas, os sevs brin-
quedos, os passos de um grupo em marcha, os
ponlos ganhos ou perdidos num jogo, clc....

Além da contagem-recitagio, um, dois, trés..., €
da contagem dos elementos de um conjunto, ¢ de
toda a conveniéneia a contagem por grupo: dois,
quatro, seis..., trés, seis, nove..., qualro, 0ilo,
doze. . ., cinco, dez, quinze..,, dez, vinte, trinta. ..,
cem, duzentos, trezenlos.... Esse tipo de conta-
gem conslitui apreciavel auxilio & adicio e &
multiplicacio. Deve conlar-se também segundo a
ordem decrescente: dez, nove, oito.. ., dez, oilo,
seis. .. O limite a alingir, quando se conta em
ordem erescente, ou o ponto de partida para a
contagem em ordem decrescente, depende da ca-
pacidade do aluno ¢ da série (que esteja cursando.
Compete ao professor, todavia, muito mais do

que atender ao programa, fazer quanto puder,

em beneficio da erianca.
NUMERACGCAO
O primeiro sentido de niimero a ser desenvolvido

deve ser o de ntumero cardinal, Em fase de ex-
periéncias semiconerelas, convém, para evitar
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confusies, dispor os simbolos numéricos dos nii-
meros cardinais logo abaixo das respecti

s co-
lecoes. Assim, por exemplo:
0 00 000 00 00
00 0 Lle.
00
1 2 3 1 5

Na aprendizagem dos numeros digilos, quase
sempre ji conhecidos da crianca em idade esco-
lar, podem observar-se as seguintes elapas:

a)  Apresentacio do nome
simbolo. (Enquanto a ¢ 1ca ndo sabe ler
nem ('s(:rc\'cr. dapresentacio do nome do nii-
Mero so se faz oralmente),

» nimero ¢ do seu

b) Identificacio do mimero de objetos com o

simbolo numérico ou com o nome do niimero,

csu:-rilu ou cnunciado, (So enunciado, se a
tranca ainda nig sabe ler),
¢)  Aumento do nimero de o
junto, a fim de obter-
isto ¢, de nime
aprendido, Fsy

14 aprendizage

bjctos de um con-

SC um conjunto maior,

Yo igual a0 que esta sendo

A elapa ndo existe, portanto,

M do nimero ym,

d) Diminuicio
conjunlo,
unto com

do ntmero de
a fim de obler

um nime
que esta sende

objetos de um
“S€ um outro con-
ro de objetos igual ao
aprendido,

8)

9)

10)

DIDATICA DA ARITMETICA 9

¢) Representacio, por escrito, do nome do ni-
mero cardinal de um conjunto ¢ de seu sim-
bolo (ou s6 do simbolo se a erianga nio sabe
escrever),

O niimero dez pode ser aprendido do modo como
se aprendem os digitos ¢ em relagio com cada
um deles, até o ponto em que os alunos scjam
capazes de perceber, claramente, que ¢le ¢ 9 mais
1, 8 mais 2, 7 mais 3..., 1 mais 9. E necessario,
lodavia, chamar a atenc¢io para o seguinte: os
numeros represenlativos das varias colecoes de
objetos, como também o numero representativo
de um sé6 objeto, eram escritos com um simbolo
tnico, ou um s6 algarismo. O ntiimero dez, porém.
¢ oulros muitos, nio podem ser escritos com um
sO algarismo, sendio com dois cu mais.

E oportuno mostrar que, se o numero dez se es-
creve com um zero, a direita do algarvismo 1, do
mesmo modo, os nimeros vinte, trinta, quaren-
la... novenla, sio escritos com um zero a4 direita
dos algarismos 2, 3, 4... 9. O zero a direita in-
dica que o conjunto considerado tem um niimero
exato de dezenas: uma dezena, duas dezenas, trés
dezenas. .. nove dezenas.

Quando ha num conjunto, mais de dez clementos
mas nio hd, exatamente, duas, trés, quatro ou
mais dezenas déles, nem chega a haver uma cen-
tena, entdo ésse conjunto deve ser considerado
como composto de dois outros. Exemplos:

16 ¢ 10 mais 6
23 ¢ 20 mais 3.
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Facasse comparar 10 com 16, 20 com 23, Tm 10 ¢
|-m. 90 hi o zero; em 16 ¢ em 23 ndo ha. O sim-
holo 10 representa um conjunto de dez coisas ¢
somente dez. O simbolo 16, porém, representa um
conjunto composto de dez mais seis coisas.0 sim-
holo 20 representa um conjunto com somente dez
mais dez elementos, ou duas dezenas de elemen-
tos, ou ainda vinte clementos. O simbolo 23, po-
rém, representa um conjunto com dez mais dez,
mais {rés clementos, ou seja, vinle mais trés, ou
vinte ¢ trés elementos, Tenha-se, pois, em mente
que, no sistema de base dez, a idéin de dezena

¢ fundamental,

A medida que os alunos se vio adiantando no es-

tudo dos nimeros ¢ da numers

210, a idéia funda-

mental de dezena, se vai também dilatando. Che-
sam como que a ver, dentro de um ntimero, as
dezenas de que ¢ constituido, Assim ¢ (que em
130, 275, 4023, por exemple

, podem enxergar, res-

pectivamente, 13, ou 27, ou 402 dezenas, O dbaco,

que tanto se presta o fornay
cipio fundamental da num

também perfeitame

do zero, presta-se aind
nitido, as dezenas de

O professor deve
servindo-se (e
Nes
medida que se e
um me

banhos de seq pai,
dades, dezenas o

nte ¢l
aa

m‘wmr O ensino da numeracs
e diboco de greg
5 A8 marcas fe

Por exemplo, re

centen

itas por cria
( S conly
nino da antiguidade

compreendido o prin-
eracio  escerita, como
‘o a funcio primordial
evidencior, ¢ de modo

aue um nimero se constitui,

¢ilo,
a, de trés secaes,
neas da classe, a
uma historia de como

tomava conyy dos re-

; presentam ynj-
U, respectivamente, 17
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11)

13)

16)
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razoavel, sem davida, que nas primeiras expe-
riéncins se empreguem apenas duas secoes do
abaco: as que representam as ordens das unida-
des e das dezenas,

No estudo da numeragio, ¢ conveniente fazer ye-
presentar no dbaco os seguintes nimeros, entre
oulros: 1,9, 19, 29, 39, 19, 59, 69, 79, 89, 99, 10, 20,
30, 10, 50, 60, 70, 80, 90, 100,

0 dbaco ¢ o melhor instrumento para levar o alu-
no a ter bem clara a idéia fundamental de de-
zena, ¢ a de dezena de dezenas ou centena, ' o
mais apropriado recurso com que conduzir 2
erianca a compreender a funcio primorvdial do
zero no sistema indo-ardbico de numeracio: a de
indicar, no simbolo numérico, a auséncia de uni-
dades de uma ou mais ordens. O simbolo 502,
por exemplo, ¢ representativo de um conjunto de
cinco centenas de unidades simples, mais  duas
delas. Num dbaco leriamos a indicacio:

O sistema decimal de numeracio ¢ um sistema
de posicoes hierdrquicas, 15 ¢ facil conduzir o
aluno a bem compreender o que ¢ o valor de po-
sigio, ou o valor relativo de um algarismo, ser-
vindo-se do ibaco.

Devem-se por, no quadvo negro, esquemas de
dbacos de lrés seeoes, com mareas de unidades,
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dezenas e centenas; de unidades ¢ cenlenas; de
unidades e dezenas; de dezenas e cenlenas. De-
ve-se também, fazer com que os alunos escrevam,
cada um no seu caderno, todos os niameros re-
presentados, ¢ que representem, em esquemas ou
desenhos de @bacos, outros nimeros que se es-
crevam no quadro.

Vale a pena preparar um conjunto de cartoes, de
dimensdes apropriadas, dividido, cada um déles,
numa face ¢ noutra, em trés secoes distintamente
visiveis. Cada aluno, quando nomeado, apds a
classe ter visto o cartdo apresentlado, devera di-
zer qual o numero que néle figura, Um so cartiao
representa quatro abacos ¢, portanto, quatro mi-
meros. Se forem preparados vinte cinco, haveri
cem nimeros diferentes para exercicios de inter-
terpretacio. Exemplo de um cartio:

Face a: 506

oo

Face a: 605

| -
( | voo 000 | 00
| © | | s
0 |
l Qi | 000 | 000 | 00
Face b: 390 -
T Face b: 93
| 00 000 | TS e
" 0 | 000 I 00 0
| 0
I | 000 | ___I I | ogg 00

Em virtude das classes
gurismossl eL (;Ld;utl:z::;c\;r:l: ‘.“‘ll'or o
e 1 : 101 tal do zero, ¢ sem-
P ,.-¢'~. 'hlb ema indo-ardbico de nume-

<0 Fepresentar um namerg inteiro qualquer

P e

<.

19)

20)

21)
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com o emprégo de um simbolo ideal, compacto,
expressivo, ¢ do qual nio participe nenhum cle-
menlto diferente déstes: 0, 1, 2, 3, 1, 5, 6, 7, 8, 0.

Os alunos devem eserever no quadro negro ¢ no
caderno de Aritmética nameros virvios, de (rés,
quatro, cinco o mais algarismos Escrevendo-os
no quadro negro, deverio enunciid-los com énfase
¢ pausa nas palavras que designam as classes,

No sistema decimal indo-avabico, sio as classes
que permitem nomear, com 1o poucos nomes, tio
grande nimero de nimeros.  Se um aluno sabe
contar e, portanto, dar nome aos nimeros, des-
de 1 até 999, sabera também, com o s6 aprender
os nomes das Irés classes seguintes & primeira,
nomear lodos cs nuameros, desde 1 até . .......
999699999999, Sio ainda as classes que facilitam
escrever nimeros como ésle, por exemplo,  ou
maiores: quatrocentos ¢ vinte bilhoes, sete mi-
Ihades, trinta e cinco mil e dois (120007035002) .
SO ¢ facil. todavia, escrever niumeros assim,
quando se tem em mente que todas as classes,
excluida a mais clevada, apresentam necessavia-
mente teés ordens e, porlanto, (rés algarismos,
ainda que seja zero cada um déles. A classe cujo
nome primeiro se enuncia ¢ a tnica que pode
ter um, dois ou trés algarismos,

As ordens se classificam  em 1Y 27 37 L%
5.4 ete, sendo de 1% ordem o algarismo das
unidades simples. No ntimero 728963, por exem-
plo. o algarismo de 1" ordem ¢ 8. Classificam-
se lambém as ordens em parves ¢ impaves, Or-
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dens pares sio s 28 18 6.0 ete, e impares as
1.5 38 5.7 ele. No numero 728063, sio algarismos
de ordem par: 6, 8 ¢€7; sio algarismos de ordem
jmpar: 3,9 ¢ 2.

Quando os alunos se iniciam na leitura de ni-
meros cujos algavismos se distribuem por duas
ou mais classes, ¢ razedvel permiliv que usem
fracos separatrizes que as lornem evidentes ¢ sir-
vam também para sugerir ou lembrar que enun-
ciem enfaticamente, apos os nomes um, dois, (rés,
... novecentos ¢ novenla ¢ nove, aqueles oulros
que as designam: mil, milhoes, bilhdes cle.

Vale a pena recorrer po sistema romano de nunie-
racio ¢ estabelecer paralelos que evidenciem a

simplicidade do decimal indo-arabico. Vale a

pena também fazer perguntas que conduzam o
aluno a redescobrir, uma a uma, as razoes pelas
quais, num sistema, em relacio ao oulro, os ni-
meros porventura dados podem ser escritos de
modo tio simples. Exemplos: 535, DLV: 1111,
MCXI; 333, CCCXNXUIL; 761, DCCLXIY, '

A numeracio romana deve ser ensinada, nio por-
que .tcuhzt real ¢ encontradico emprégo, mas por
s(-l"\-.xr 4 éstes dois objelivos: evidenciar o sim-
1fl|uldudc da numeracio indo-arabica ¢ cm;cm'-
|.or para um. certo desembaraco inicial em cal-
::lus mentais de adicio e sublracio. Com vf.ci
HE H i ' ) i
€ um aluno tiver de eserever, em rGIanos,

a)
b)
c)
i)

¢) 1768 ou MDCCLXVIII

925)

206)

580 ou DLXXXIX
191 ou CDXCIV

DIDATICA DA ARITMETICA 15

os nameros dados i esquerda, por exemplo, hi
de fazer mentalmente as operacoes @ direita,

40 ou XL a) 50 — 10
b) 100 -+ 100 - 100
300 ou CCC ¢) 500 4 (50 -+ 30) -
(10 — 1)

&) (500 — 100) + (100 —
10) + 6 —1)

¢) 1000 + (500 + 200) -+
(50 + 10) 4+ (5 + 3)

f fundamental, em numeracio romana, que os
alunos aprendam a ler ¢ a escrever os seguintes
nimeros-somas ¢ nimeros-diferencas, usados
como parcclas na composicio de oulros:

IL 1L XN, XXX, GC, CCC, MM, MMM, LX, LXX,
LXXX. DC. DCC, Deec, 1V, IX, XL, XC, €D,
CML

Quando um numero nio indica quantos objelos
existem num conjunto, ou nio lhe caracleriza a
.ardinalidade, nio ¢ possivel chamar-lhe cardi-
nal. Muitos pensam que os numeros cujos sim-
bolos sdo um ou mais algarvismos indo-aribicos
como, por exemplo, 2, 25, 301, sio necessaria-
mente cardinais. Quando digo, lodavia, que moro
num apartamento de nimero 102, que dou au-
las numa sala de nimero 221, ou que viajo no
bonde 12, estou empregando 102, 221 ¢ 12 como
nimeros ordinais, Com efeito: 102 indica o 2.°
apartamento do 12 andar; 221, 21% sala do 2!
andar: o 12, o bonde da 12* linha, Nimeros or-
dinais nio sdo, pertanto, somente éstes: 1.7, 20
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a0 ete. Quando informo que Maria se levanla
as 6 horas, toma café as 7, sai de casa as 8, che-
ga a0 colégio as 0. entra na sala 15, guarda seus
livros No arnKrio 18 ¢ senta-se a4 mesa 20, estou
empregando como ordinais os nameros 6, 7, 8, 9,
15, 18 ¢ 20

97) Quando um numero ca acteriza a cardinalidade
de um conjunto que se pode dividir em dois ou-
tros iguais, ¢sse nimero ¢ chamado par. A no-
ciio désse tipo pumérico ha de ser dada atraveés
de experiéneias conerelas e semiconeretas de di-
visio de um conjunto em dois oulros, cada um
dos quais com 0 MEsMo NMero de clementos, E
cabe aos alunos descobrir que o simbolo nume-
rico de qualquer conjunto divisivel em dois idén-
ticos ¢ tal que o algarismo da 1." ordem nio pode
ser outro senio 0, 2, 4, 6 ou 8. Ninguc¢m preten-
da ensinar o que ¢ nimero par, servindo-se de
pares de luvas, brincos, sapatos ¢ meias, ou de
]:ogus de “quem ¢ meu par?”. O procedimento ¢
{mpr(x!»rio. por conduzir a falsa idéia de que par
¢ o numero cardinal de um conjunto de so dois
fl]cmcnlos. Note-se ainda que o ntmero par ou
impar, por sua natureza, ¢ necessiviamente car-
dinal. Se o nimero de uma sala ¢ 12, por exemplo,

«:ut 13, nio chamaria par aquele, nem impar a
esle,

ADICOES E SUBTRACOES FUNDAMENTALS
— UNIDADES BASICAS
28)  Adicdes fundamentais sio adic

icdes oes indicadas d
Mg ; i adas de
IS numeros de um 6 algarismo. Exemplo:

0 1 4 L. 2.5
+ 0,140,042 5 4 3,9 4 90, Subtracoes

20)

30)
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fundamentais siio sublracoes indi adas cujos tér-
mos — subtracendo e resto sio ntumeros de um
so algarismo. Exemplo: 0 — 0,5 — 0,6 6,
9 — 3,18 9,

As adicoes e as subtracoes fundamentais dividem-
<o em faceis, dificeis ¢ com zero. Sio faceis as
adicoes fundamentais de soma igual ou inferior
a 10, cujas parcelas sio nameros digitos; sio di-
ficeis as de soma maior que 10, Sio faceis as sub-
tracoes fundamentais de minuendo igual ou in-
ferior a 10, com subtracndo e resto digitos: sio
dificeis as de minuendo maior que 10 Adicoes
ou subtracoes fundamentais com zero sio as do
tipo 0 - 0, n + 0,0 -+ n, ou 0-—0,n—0n—nmn,
respectivamente, onde n ¢ digito. Chamamos di-
gilos aos numeros 1, R S RS Rl et 2 S B

As adicoes fundamentais, ou as subtracaes, assim
se distribuem: 15 faceis, 36 dificeis, 19 com zero.

ADICOES FUNDAMENTAIS FACEIS:

15102 3UAgiL Hi1H0E1S7 28
Toe13i 451561 61571 851

343536373454645
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ADICOES FUNDAMENTAIS DIFICEIS

"‘)3.\‘39-I718I9565758

9283937I.\‘|9|6n758;)

5966768697787‘.!8899
978989

-
o>
-1

0567686967
ADICOES FUNDAMENTAS COM ZERO:

0010203040506070809
0102030405060708090

SUBTRACOES FUNDAMENTAIS FACEIS:

234567893156 10 10 10
) 65159 63 9 16 159 [ v b S ) 1 2 3
T80456789567 10 10 10
2122333333444 45 57 6
896789780809 10 10 10
115555666778 78 9

SUBTRACOES FUNDAMENTAIS DIFICEIS
WAL 10 11 11 11 11 12 12 12 12
-15-1.’)(37893'13(3
121212 13 1313 13 13 1311011 1

789-[5(;730567

al)
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10015 15 15 15 16 16 16 17 17 18
8§ 9 6 7 8 978 9899

SUBTRACOES FUNDAMENTAIS COM ZERO:

01122334455667788949
001020301050607080%9

As adicaes ¢ subtracoes fundamentais faceis de-
vem ser paralelamente estudadas ¢ aprendidas
através de unidades basicas, cuja apresentacio,
em fase inicial, ha de ser objetiva. Com lapis de
cor, por exemplo, ¢ com desenhos déles em le-
ques de cartolina, que se tomem dois a dois, ¢
pussi\"cl representar, uma a uma, as adicoes ¢ as
subtracoes de cada unidade, E toda a classe deve
usar, ao traduzir as varias representacoces, lin-
guagem usual, economica e apropriada. Ao acom-
panhar, por exemplo, as operacoes da unidade 2
esquerda, o aluno deve empregar linguagem
como a que vem a direita:

3 1 Trés menos um: dois
2 41 Dois ¢ um: lrés
3— 2 Trés menos dois: um
1 4 2 Um ¢ dois: trés

Enquanto o professor acompanha micialmente o
aluno, dizendo *T'rés menos um: dois™, retira com
uma das mics um dos lipis que a oulra segura
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¢ o faz como que
costas. Ao devolve-lo,
dizer com ¢le:
diante.

desaparccer, |

evando-o até as

hit de ouvir do aluno, ou

“Dois ¢ um: tres™.

Ha 25 unidades basicas faceis, de

{ragio:

9_1=1 3-—1
14+1=2 2+1
— 3—2
- 1+ 2
§—2=2 5—1
2+ 2=1 I +1
— |
= 144

S4+1=26 (HEL )
6—5=1 06—
1 +-5=0 244
7—1=0 1=
BElSTE=7 i 0
7—06=1 et
I'+6=7 245
8—7=1 8 — 6
1 4+7=8 246

I

I
~1

I

~1 o

0
=

o I

ot

+ |+ |

~

12 assim por

adicao ¢ sub-

Il

.
Il

!

S e

Il | 1 | |
~1

I

i

- = 03

LI

<

1 -

(]

*x =

33)
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§i— 4= g — 8 =1 0 2o==17
fLi=8 8+41=9 7+4+2=9
= 9 —8 =1 i) =i
— 1 +8=19 24 7=19
Qi —3 =0 9 -4 =5 10—1= 9
6+3=9 5+4=9 9+1=10
96 =3 g—5=4 10—9= 1
346=9 44+5=9 149=10
10——2_—_81()——3:71()--1:(;
8§ 4+2=10 743=10 64+ 4 =10
10 —8= 2 10—7= 3 10—06= 4
2 4 8= 10 3 7i=:10 - 6="10
10i—=5 =15
545 =10
Passada a fase de objetivacio, as 25 diferentes

unidades acima podem ser reestudadas com mais
comoda apresentagio: com aquela onde se dis-
poem primeiramente as adigoes ¢ depois as sub-
tragoes. Exemplo: 1 + 2 = 3, 2 + 1 = 3,
3—2=1,3—1 =2 Damos, a seguir, a opera-
¢iio inicial de cada unidade a completar:

1) 141 H o1 N 147
2) 142 5 1+5 8) 148

3) 143 6 146 9 149
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10 2+ 2 12) 2414 1) 2+ 0

"~
-+
~1

1 2+3 13) 249 15)

16) 287 21)) 3+ 7
17 34+8 2 444
18) 341 2) 445
19 34+5 2) 4+ 6

20 346 ) 545

31 Independentemente do estudo das 25 unidades bit-
I

wd)

sicas de adicoes ¢ sublragoes, convém que se
aprendam ¢ se fixem, tio cedo quanto possivel as

scguintes relacoes: 2 - 2 = f; | —— 2 = 2:
B+3=060—3=3h4+4=8;8—414=1;
545 =10; 10 — 5 = 5. Com tais relacaes,

pode-se conduzir o aluno a raciocinios como os se-
duintes, por exemplo: s¢ 2 + 2 — I, enliio 2 4 3
=03 4+2=>5;5¢8 —d =l entiod —5 =3,
ous —3 =5,

As adicoes ¢ subtracoes fundamentais dificeis, de
soma, ou minuendo, maior que 10, respectiva-
m'cnlc. devem ser estudadas, como as ficels, atra-
ves de unidades bisicas, de experiénei oncre
lus‘ ¢ semiconcretas, ¢ de
guinles: Se 2

“
RS

as conere-
‘aciocinios como os se-
L +8 =10, entao 2 4+ 9 — 11, Se
=10, entio 3 T8=11L0u8 -+ 3 =11 ‘

i

36)

37)
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I5* convenienle que, Lo cedo quanto possivel, sc-
jam aprendidas ¢ fixadas as seguintes relacoes:
646=1212—6=6;74+7=114—7=7;
8+8=106;16—8=289+49=18;18—-9=79.
Sio ponlos de apoio para relacdes como estas:
Se 64 6=12, entic 6+ 7 =13, ou7 + 6 = 13:
se7 4+ 7=1ecntio 7 48 =15 0u8 + 7 = 15.
ele.; se 12 — 6 = 6, entio 12 — 5 =7, ou 12 — 7
—fise 1l —7 =7, entdo 1l — 6 =38, 11 8 =
= 0, clc.

As 20 unidades que encerram as adicoes e sub-
tracoes fundamentais dificeis sio as seguintes:

2:-E 0 =11 34+ 8=11 309 =12
942 =11 843 =11 QL egi=—"12
11— 9= 2 TI——=8=3 12—=0"=1>J
11 245=i0 J18—:3E="18 12 3= 19
447 =11 {8 =12 i+ 9 =13
74 =11 8=fadi=112 9+ 4 =13
11— 7 = 12—:8 = 4 13 — 9 = 4
11—1 = 7 12— 4 = 8 13—ali=":9
9 +46i= 11 ey s — b 54 8=13
64 5=11 7 o= 12 8L 5i=13
11 — 0/= 5 12— 75 =279 13— 8= 5
11T —5= 06 12— 5= 7 13—5= 8
D4 9= 14 6 4 6 = 12 6 =7="13
945 =14 12— 6= b 7 4 6= 13
14 —9= 5 — 13— 7= 10
1 —5= 9 — 13— (= 7



24 4
g+ 8=H l‘»+9:15 7+ii1j
§40=1 gl e SR =
Hog=86 1B—9=0

1 — 6 = s 15 ===

-¢S:‘l.—\ 7".

Slig=is1 Dag=d0  B=8=10
e 7 1B—0=T

7= R 10—T= 0

8§40 =17 94 0=18
9 8—=17 I8—9= 0
17 —-0= 8
1D ==, —

38) As adicdes e sublvacdes com zero devem ser es-
tudadas em atencao a principios gerais, ¢ em mo-
mento oportuno: gquando se considerem adicoes
de nameros de dois on mais algarismos, nos quais
ocorra o zero, como em 40423, por exemplo. Os
alunos podem aprender, de uma vez, todas as adi-
gats ¢ subtracoes com zero, compreendendo que:
a) dados dois nimeros, se um déles ¢ zero, a so-
ma dos dois ¢ igual a0 outro; b) se de wm mimero
subtrairmos outro igual, o resultado ¢ zero: ¢) se

ck.- um numero subtrairmos zero, o resultado ¢ o
numers dado,

MULTIPLICACOES E DIVISOES FUNDAMENTAIS
UNIDADES BASICAS
39 A multiplicacio deve ser o

A nsinada como um cas
Particular da adicio: i

uma adicio de nameros

10)

11)

12)
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iguais. Exemplos: 22 04.9: I = 242424
{7 = T-HT+7+7.

Multiplicagoes fundamentais sio multiplicacoes
indicadas de dois inteiros, ambos inferiores a 10,
Dividem-se em faceis, dificeis e com zero. Sio
faceis aquelas em oque o multiplicando, o multi-
plicador, ou cada um dos fatores ¢ 1, 2 ou 5%
X8, 2%

Exemplos: 41, 16, 247, 92, 3
1% 1. 2%2, 55, Sao dificeis aquelas outras que
tém, por multiplicando e multiplicador, niumeros
digitos diferentes de 1, 2 ¢ 5. Eexemplos: 38,
G 6, 91 Sao multiplicacaes fundamentais com
zero as de produto zero. Exemplos: 050, 60,
09,

Divisoes fundamentais sio divisoes indicadas, de
quocicente ¢ divisor inferiores a 10, nao sendo zero
o divisor. Exemplos: 8:2, 12:3, 45:9, 7:1, 6:6, 0: L
Dividem-se em faceis, dificeis e com zero. Faceis
sio aquelas eujo divisor ou cujo quociente ¢ 1, 2
ou 5. Exemplos: 6:1, 6:6, 16:2 16:8. 3025, 357,
10:2, 1 Dificeis siao aquelas outras nas quais
o divisor e o quociente sio nimeros digitos dife-
rentes de 1, 2 ¢ 5. Exemplos: 9:3, 32:4, 56:8. Di-
visoes fundamentais com zero sio as de quociente
zevo., Exemplos: 0135, 0:5.

Note-se que em multiplicacio, nio € o produto,
menor ou maior, que indica ser facil o elementa
de tabuada. Consideremos as multiplicagies fun-
damentais faceis. As do tipo IXN ou NXI, onde
N 1, 2, 3... 9 sio faceis porque o resultado ¢
sempre N, Faceis sao tmmbém aguelas nas (uais
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um fator, pelo menos, ¢ 2on 5.A \C '.’ ¢o llllllll.llllll:
ado da fundamental, @ experiencia anterior, de
orna facil descobrir-lhe o produto.

11. Com

Exemplo: X2 = 92949424242 = ]

9 1. 6.8, 10,12, 11, Se 2 ¢ o mul-
tiplicador, como em 2T 747 11. entio a
nocio elementar de dobro
vesultado. Se o multiplicando ¢ 3,
15 — dd404+a = 20, interyém ginda a conta-
cem: 5. 10, 15, 20. Se o multiplicador ¢ 5, pode
o produto ¢ 10, 20, 30 ou 10,

i
contagem, !

efeito, contesse:

quxilia a descoberta do
como  em

nolar-se o seguinte:
se o multiplicando & par; e ¢ 15, 25, 35, 45, s¢ 0
multiplicando ¢ impar. De um mado geral, ain-
da: ¢ zero (0) ou 5 o algavismo da 1.2 ordem do
produto de dois nameros, se um deéstes; pelo me-

nos, multiplicando on multiplicador, ¢é 5.

Consideramese realmente fiaceis, ou dificeis, as di-
visoes fundamentais assim qualificadas, porque
umits ¢ outras se relacionam, respectivamente,
com as multiplicacoes fundamentais ficeis, ou di-

ficeis. Exs.: a) 5x7 3: 75 =35:; 7
5010 7: b)) 8x9 72; Ox8 =
72:8 =9,

DIDATICA DA ARITMETICA

20354555657 585H19

902535415

DIVISOES FUNDAMENTAIS FACEIS:

11 2 92 3N 3/3 11
5/1 5/5 G/1 G/6 7/1 7/7
88 91 09 1/2 G/2 /3
&/ 10/2  10/5  12/2 12/6 1472
162  16/8 18/2 18/9 15/3  15/5
205  23/5 30/ 30/6  35/5 857
4078 45/5  45/9

MULTIPLICACOES

331363738391
313637383931

(>
~

FUNDAMENTAIS DIFICEIS:

MULTIPLICACOES FUNDAMENTAIS FACEIS :

1647148196676

6171814916768
869778798899
6967879078989

P12151415161718
l'.'l.’:lllf.lt)lTINI

19223249

926272

o

123949 =
V1232425908920 s
'-"-’U.‘t.’h

-~

DIVISOES FUNDAMENTAIS DIFICEIS:

98 12/3 12/4
203 248 27/3
28/1 28/7 32/
12/6 42/7 48/
56/7 68 63/7
81/9

18/3 18/6  21/3
27/9  16/1 2171
32/8  36/4  36/9
48/8  B1/6 549
63/9  GI/S 728

21/7
21/6
36/6
19/7

72/9
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DIVISOES FUNDAMENTAIS COM ZERO:
a2 03 04 0 5 06 07 0/8 0/
0 nimero de nnllllplxmwu fundamentais l':'mf’is.
mnm o de divisdes, ¢ 15, Mas éste numero baixa
a 28, visto que hi 17 clementos em cada um Qos
Iun primeiros quadros acima, que podem  ser
aprendidos, todos de uma vez, em atencio ao se-
guinte: a) dados Jdois fatores, diferentes de zero,
se um deles ¢ 1, 0 produto ¢ ignal a0 outro; b) da-
dos dois nimeros, dividendo e divisor, se ésle ¢
1, o quociente ¢ igual ao outros ¢) dados dois mi-
meros iguais, diferentes de zevo, dividendo ¢ di-
visor, 0 quocienie ¢ 1.

Cabe aes alunos descobrir os resultados das mul-
tiplicacées ¢ divisdes fundamentais, que devem
estudar e aprender através de experiéneias com
as unidades bisicas que as encerram.

Ha 15 unidades basicas, de multiplicacoes ¢ divi-
soes fundamentais:

20512 = dx2=0 1% 2=38
=22 2x3=0 2% 4 =18
— 6-2=73 ' = 2=
— h=~3=2 S+ 4=2
2X 2=10 6 x2=12 TX2=14
e ¥ 2=
= A0=1 2w =12 P 7
DS RE Tt £ 2XT7T=11
£ =y 222= 4 14 =3 = 7
1055572 12 - =
2 2 -6G= 19 M =7—= 9
: =22

A8)
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8 X D= 16 9 ¥ 2 =18 o 5 =10
2% 8 =16 2% 9=18 o 3 =15
16 2= 8 18 =~ 2= 9 15 = D = 3
16 =8 = 2 18 == )i= 2 5 =3 = '3
1 .5 =20 5 Wahi=:22 6 % 5 =230

54 ="20 25+=5=5 5 x 6= 30
A =5 = | -— 0 =5 = 6
20 == D - 30 ==06'= =5
7. YD ) S X o=40 9w ad3=15

5157, D DX 8 =10 5% 9= 15

P =H= 7 {0 2=5i= 8 A5 == 9
D=7 =5 10 -8 = 5 15 =0"= =5

O ponto de partida para o estudo de qualquer das
unidades acima ¢ nma adicio de parcelas iguais,
cuja soma pode ser obtida por meio de simples
contagem, ou de contagem por grupos: 204 6, ...
ou s 10, 15. .. Exemplo: 6 3 5 (leia-se seis veézes
Cineo) = 3 49 4+ D 4 5 45 4 5 = 30, Contando:
10,15, 20, 25, 30,

possivel ao aluno escrever todas as unidades
bisicas do paragrafo 16, desde que the seja dado,
para a devida orientacio, o primeivo elemento de
cada uma delas, sem o produtoe, ¢ claro, ou sem a
soma das pareelas ignais, G de ter pereebido,
todavia, ndo sé a comutatividade  da multipliea-
¢ido, mas ainda: que dividindo o produto de dois
nimeros, por um déles, o quociente ¢ o outro.
Compele ao professor conduzir de tal modo a in-
frodugio ao estudo de tais unidades, que os alu-

nos venham a pereeber, por exemplo: que, senda
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315 s = ox3 = 15
an =13, entio A3 15; sendo 3XH X .
VNV g 2l
entio 13=3=3 ¢ 15+-3=3.

incialmente, ¢ sempre que nes
cossiirio, as relacdes que carnclerizim essas -
dades de multiplicagio ¢ divisao, servindo-se de

; & EX To®
(bjetos ou de figaras. Exemplo:
00 =004 00=000000

Convém esclarecer

3x2=2+4+2+4+2=0
3=3+3=0
a0 /00 00 (scis em Lrés partes iguais)

000, ouo (seis entduas partes iguais)

0004 000=000000

]

\
-

[0 o [0 0] 0o
! 0o ( 1 0o o ‘ (4} 0 ‘
],uu Ioo_ | o 0‘

.—_ 6 3)-:'.:'5 1‘»:'.;;:;

Os alunos devem organizar ibuas como as se-
guintes, gue evidenciam o futo de a maltiplicacio
serum caso de adicio de parcelas iguais:

.

X2 1 2%2 | 3%2 | A%2 | 5X2| ...
2] 2 z*uuéx‘ 2|
|

2| '.'! 9 9
il el 2| @

3 )
Gl 2 a
& 2|
)
10 |

<

=

b pr——

al)
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DXL 2523233

el Pdat AR Ll
TR 3 1
13/ 3 I
P | — — -
T I l 8
13D | 2245 | 345 | 145
5| 51 5 5
5{ 3| 5

— | |
10 3 )
15 )
2
ax1 [ 5x2 | 5x3 | x|
1R |5 H (s |
1 ‘ 2| 8 |
1 2| . ‘ |
1 | 2 3| |
1 2 3 | 1
= (=
5(.10] 15| 20

[
|
|

| 2%1 | 2%5 | ...

As mulliplicacoes e divisoes fundamentais dificeis

estudame-se atraveés das 21
suinles:

0= l)(:i;
D+-3=1 ST =
— 12 - 3 =

unidades basicas se-

12 G 3 =18
2 3o b8
! IS =3 — 6
3 18 == 0i= 3



52)

FRANCA CAMPOS

7T 3=2 S ¥ 3 =21 ) X 3 =97
SaT==21 3 xS =21 3% 0 =297
N =-=3= 7 20 -8 = 3 =)=
AN=7:=" 3 21 =3 = .8 W =3 = 9
{1 =106 60X 1=21 7 % 1 =98
160=-1= 1 1% 6 =21 1 %X 7 =98

- 2 =1 = 6 s = )

— 2l - 6= 1 N = | = 7
S X4 =32 9 x 1 =36 63 6= 36
I X 8 =32 I 29 =36 J36'=06'= ¢

B2 =-1= 8 -1 = 9 —

7T X0 =2 S x 6= 18 926 =51
§ X T =42 6% 8 = I8 G X 9 = 51
R2=6G= 7 IS = 6= 8 Ma=G= 9
12 7= ¢ 8 +-8= ¢ M= 9= ¢
?XZ%I‘-_’ 8§ X 7=1:56 O %7 =063
W=7 = 7 7T X8 =56 7 %Y = 0

- :rh =7= 8 63 -7 = 9

e ah -8 = 7 63 - 9= 7
.HXS:(” !lxx:,') ) ot :
S8 =n sl =i m::g'l;b{l,

28 =
— 29§ (B

Cada alung dever
resposta g 1.0
CUjOs restantes
lando-gs cop,y O

& descolyrip, por
clemento dado
Componentes ::
S resultados,

siomesmo, g
de eadg unidade,
sereverd, comple-
Exemplo: eslu-

53)

51)
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dante, i vista do que lhe ¢ proposto como em (1),
deve apresentar o que se nota em o (b).

(a) (h)
G X 3 = 6 < 3 =18
- 3% 0. =18
= 18 = 0= 6

18 = 6 = 3

Para que seja possivel ao aluno descobriv o resul-
tado chave, ou o primeiro vesultado, de qualquer
uma das 21 unidades basicas de mulliplicacoes ¢
divisoes fundamentais dificeis, ha de ¢le conhecer
as adicoes complementares.

Chamamos complementares s adicoes indicadas
de dois niimeros, um de dois algarismos, ¢ntro
digito, devendo éste ser somado aquele, Exem-
plo: 19 4+ 3. Adicoes complementares Ficeis, sio
as que correspondem, como extensaes ou prolon-
gamentos, adicoes fundamentais faceis, Exem-
Plos 13 =323 43,35 4 3: 128,92 - 8,32 - 8.
Dificeis sio as complementares correspondentes
as fundamentais dificeis. Exemplo: 17 + 6, 27 +
-+ 6, 37 4 6. Adicoes complementares com zero
S0 as que corresponden, como prolongamentos,
as adigoes do tipo 0 4 1.0 4+ 2,0 - 3 ote. Exeme
plos: 10 - 1, 20 - 4, 30 4 1. As adicdes comple-
mentares sio facilmente aprendidas em virtude
do fenomeno psicoldgico conhecido por transfe-
réneia, o qual ocorre quando hi, numa situagio,
clementos idénticos aos observados em outra.
Assim, quem sabe 7 - 6 = 13, sabera logo 17 -
+6=23, 27 - 6 =33, 37 + 6 = 13 cle., em vir-
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tude de ocorrerem nas complementares o 7 ¢ ¢ ¢
da fundamental 7 -- 6.

Quem sabe as adicoes complemenatres, (odas ne-
cessirias na adicio de Irés ou mais nimeros, e
175 delas na multiplicacio \pode  descobrir, por
adigio, o resultado de qualquer clemento da ta-
bua de multiplicar. Exemplo: 6 X 8 = § 4
+8 48 4+ 8 4 8 4 8 = 48, Fazendo as adicoes
16, 21, 32, 10, 8. Nesla adicio ocorrenm as seguin-
les complementares: 16 4- 8 = 21; 21 4 § =— 32;
3248 4-10; 10 4+ 8 = 8. As duas primeiras sio
adigoes complementares dificeis: a lereei ta, adi-
xl;:;:“o::)llll:::c::\;:‘::l::“f::wil; ¢ a ullima, adicio com-

L conveniente que os alunos organizem, ji agora,
lnl.)uas. completas das mulliplicacées fundamen-
lais, facc}s ¢ dificeis, como ja terago organizado as
de multiplicacaes fundamentais faceis l";cm )lo
de porcoes de tabuas: =Rk

AN SRlEGX S v
3| Tal s o

3l sl s 3! 3 |
> 3\ 3 3( 3 |
RS AR s s |
e ol o
Ly 3103
12] 3 3
15 g
18 |

N
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BX1 | 32 | 33 | 8% 1] x5 | 3x6 | ...
) | PSSR
1 , o s| 4| 5| 6
1| 2 3 I (Rt
1| 2 4| 5| o
3 6| 9of 12| 15| 18

TABUADAS EM GERAL

Nio hi caminho suave para o ensino das tabua-
das. 2 necessario, pois, ensina-las com esforco,
dedicacio, inteligénein ¢ entusiasmo, evitando,
com imaginac¢io criadora e exercicios inleressan-
tes, que venham a transmudar-se, como nio pou-
cas vézes, em horriveis espantalhos,

No ensino das tabuadas, convém ter em mente o

seguinte:

a) A resposta individual ¢ valiosa, mas a toada
coletiva pouco adianta aos que nio sabem,

b) A repeticio individual de uma labuada exi-
ge do aluno esforco por lembrar-se dela; mas
a repelicao coletiva, nunca de toda a classe,
demonstra simplesmente haver  estudantes
que a conhecem,

¢) As relacdes entre elementos de tabua nio
devem passar despercebidas. Além de algu-
mas ji apontadas em pardgrafos anteriores.
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podem apontar-se onlras, ui“m (‘ﬂ:ls, por
exemplo: Se 9 % 7 = 14, entao 4 X 7 =-28;
sc3x8=‘2l.cl|lﬁo(‘)x8=18: sed X 5=
— 20, entio §XdH= 10; se 10 X 9 — 90, en-
o 5 X 9 =15 Se 91 = 7 = 3, entdo 12 =
L 7=0;s¢16+8=2 entio 32 = 8 = 45

sed2=-8=14, entio 64 =~ 8=38.

d) Os alunos, habilmente conduzidos, devem

descobrir certas propricdades que Ihes des-
pertem o interésse. Exemplo: Em 2 X 9 = 18,
3x9=27.~lx9=36.5x9=-l:’»,6x9=
—5L7X9=03,8%9=729%X9=8l,
deve-se notar que, considerado qualquer dos
resultados, desde 18 a 81, a soma dos valores
absolutos dos dois algarismos ¢ sempre 9.

E compensador guiar os alunos na organizagio
sistemalica de todas as 81 unidades basicas  de

clementos de tabuadas: 25 de adigoes ¢ subtra-
¢oes fundamentais faceis, 20 de adicoes ¢ sublra-
coes dificeis, 15 de multiplicages e divisdes fun-
damentais faceis, 21 de multiplicacdes ¢ divisges
fundamentais dificeis. £ razodvel exigir que o-
dos lenham um caderno nio pautado, em cad

uma de cujas paginas devam representar, sob foa
ma abreviada ou compacta, como que 'cm qu;:

dros ou molduras, quatro, seis ou oilo unidad

o 1 3 ot e 1 ( cs
bissicas, cada uma a sugerir ou lembrar s impor
tantes relacoes entre o minuendo-som :

e : 4 ¢ os sub-
tracndos-parcelas, ou a maneira como se relaci
Q-

ST
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nam, com igual importancia, o produto-dividendo
¢ o fator-quociente-divisor.

= ] ]
7 + 5 8 X 6

| 12 — 18 -+

| |

| 5+ 7 6 X 8‘

|

£ indispensavel, i pratica e fixagio das tabuadas,
(ue se organizem cartoes-relampago, cada um dé-
les para uma das 81 unidades em que se distri-
buem os elementos das varias tabuas. Esses
cartdes devem apresentar-se em quatro cores dis-
tintas: segundo cncerrem adigoes e subtragdoes
faceis (25), adicoes ¢ subtragdes fundamentais di-
ficeis (20), multiplicacdes e divisoes fundamen-
lais faceis (13) e multiplicacoes e divisoes funda-
menlais dificeis (21). Cada carldo lerd as opera-
¢oes indicadas de uma unidade basica: numa face
as adicoes, e noulra as sublracdcs; ou numa as
multiplicacdes ¢ noultra as divisoes,

Convém verificar, de vez em quando, por mecio
de testes de tempo determinado, os pontos fra-
cos de cada um dos alunos,

Exemplo de um teste que inclui as 36 subtracées
fundamentais dificeis:

12 —7 = 11 — 5 =
14 —9 = 12 — 9. =
11 —2 = 13 — 8 =
18 — 5 = 16—
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15 —0= . “—':j::
16— 8i= 1L ==
12 —3= 12 — 0 =
H—6= Ehe=th=
13 —17:= ) —
14— h= 17 — 8 =
]2__‘_—_ 12-)—-7’—'
15—8= 16=—==
17— 9 = 15— 9=
12—6= 1—4=
13—9= 1 —8 =
13—4 = 12 - 8 =
H—-7= 13 —0=

62) Das 810, ou 9 X 15 + 9 % 36 + 9 (19 — 10) adi-
¢oes complementares existentes, 175 podem ocor-
rer na multiplicagio. Com cfeito: consideremos
umas poucas multiplicacdes ¢ vejamos quais as
complementares, que ocorrem durante a opera-
¢do que, em cada caso, se efelua. Reparando em

como surgem, e qual a sua natureza, ¢ facil des-
cobrir um meio de obté-las (odas,

Comple-
12 7 vézes2... 1 ... voi 1 s
_z Tvézesd...28 ... Be1 ...99 RN 41
201
46 7 vézes 6., 42 ... vio 4
_’{' 7 vézes -|...23...2304...32 28 4
322
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49 7 vézes 9... 63 ... vio 6
7 7 vézes 4... 28 ... 28¢6 ... 31

28 4 6
_3_':.;

79 A veézes 9... 36 ... viao 3

4 4 vézes 7...28 ... 28¢c3 ... 3 28 ++ 3
316

Nole-se o seguinte: a) o numero de dois algaris-
mos de wma complementar que ocorre em mul-
liplicagiio ¢ necessariamente produto de dois di-
gilos: 28 = 1 X 7 = 7 %X 1; b) o maicr numero
digito de uma complementar (ue ocorre em mul-
tiplicacdo ¢ igual ao excesso sobre 1, do maior
dos dois falores em que se decompoe a 1.° paree-
la dessa complementar. O 3.° exemplo de mulli-
plicacio acima mostra claramente que 6, ou
7 — 1, ¢ a maior reserva que se pode somar a 28
visto que a dircita do algarismo 1, do nimero 49,
nio pode estar nenhum algarismo de maior valor
que 9. Convém observar finalmenle o seguinte:
se multiplicamos 79 por 1 em vez de 19 por 7,
pendo o 7 no lugar do 4 ¢ o 1 no lugar do 7, a
primeira parcela da complementar que ocorve ¢
ainda 28. Mas se o multiplicador ¢ 1, a maior re-
serva ¢ 3. Pode parccer assim
cagio, so podem ocorrer, com o nimero 28, as
complementares 28 4 1, 28 +4- 2, 28 -4~ 3. Dada,
pois, a maior parcela de uma complementar ca-
paz de ocorrer, ao multiplicar-se um niimero por
oulro, ¢ necessario, nio s6 decompo-lo de modo
que um dos seus fatores digitos seja o maior pos-
sivel, sendo ainda considerar como provavel mul-

que em multipli-
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tiplic
o namero 36,
de 4 por 9, considerand (
temos as seguin

tiplicador,

63)

Parcela
maior

10
12
11
15
16
18
20
21
21
25
27

28

32
35
36
10
42
15
18
49

0 quad
todas as 170 adigdes comp
em multiplicagio:

capazes de

Fatores

2¢H
2¢06
e
3ed
2¢8
2¢9
1e¢ed
3e7
3¢8
5¢d
Jel

-
[ L
- 0o &~

-'c-.:nc.;;v-‘-:.‘-i-:—"'
P R e

TR IEN -

ador o maior d
produto de 6 por 6,
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Complementares
10 + 1... 10 4+ 4
124 1...12 45
1. 146
154+ 1...15 + 4
16+1...16 47
18 +1... 18 4 8
20 4+ 1... 20 4 4
204 1... 21 + 6
204+ 1... 21 4 7
25 +1...2 4+ 9
21 +1...27 4+ 8
8 4+1...2846
30 4+1...30 45
2 4+1...82 47
B 413546
36 4 1... 36 4+ 8
"0+1...4“+7
241...42 46
B+ 1... 4548
A8 4 1... 48 4. 7
19 4+1... 40 4+ ¢

¢sses digitos. Exemplos: com
de 9 por 4 ou
o 9 como o provavel mul-
les complementares
surgir em multiplicacio: 3641, 364-2,
3643, 3641, 3645, 3646, 364-7, 364-8.

ro seguinte encerra, ¢m forma compacta,
lementares necessiarias

Numero de com-
plementares

1
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a1
51 6e9 5 4-1... 51 4+ 8 8
56 7¢8 5 4- 1... 56 4 7 7
63 7¢9 63 10 638 8
61 8¢S 61 4 1... 61 47 7
72 §c¢H 79 U 728 8
81 9¢9 811581 -8 8
175

61) Do quadro acima destacamos as 11 adi¢oes com-

plementares dificeis, que devem ser apresentadas,
de vez em quando, em exercicios orais, a fim de
que os alunos, ao estudarem a operagio de mul-
tiplicacio, possam progredir, vindo a multiplicar
com desembaraco.

16 16 16 18 18 18 18 18 18 21 27

R G IS S S R BN 7 8 T
97 27 27 27 28 28 28 28 35 36 36
5 6 7 8 3 4 5 6 6

3]
=0

36 36 45 45 45 48 48 48 48 A8 19
7 '8 6 ‘7 8 3 4 5 6, 7 2
49 49 49 49 51 5t 56 56

56 63 61
3 4 7

o
<
~1
=*
{3}
=2

ADICOES AUXILIARES FACEIS

65) Chamamos adicoes auxiliares ficeis ds adigoes
indicadas de trés niimeros digitos, de soma menor
que 10 ou igual a 10. Sio 120 adi¢oes com as
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quais se pmlcm m'_u:miz:n" upurlmmmcn.lc exerei
cios de adicio de trés numeros de dois ou Irés
algarismos, sem reservi a transl)_“l'lﬂl‘. T nis.ndi-
¢oes permitem ainda que se pratiquem em silua-
¢io nova as fundamentais faceis. Com efeito: em
2 44 4 3, por exemplo, o aluno soma um A vi-
sivel a um 2 também visivel, mas soma, por fim,
um 3 visivel a um 6 invisivel. As 120 adi¢des au-
xiliares faceis decorrem do quadro que apresen-
tamos a seguir. Basta nolar o scguinte: a cada um
de seus clementos, de dois niumeros iguais, cor-
respondem 1rés adigcoes auxiliares, enquanto que
a qualquer outro de trés nimeros diferentes cor-
respondem scis adigoes auxiliares. Exemplos: ao
cemento 1 4+ 1 4 2, do quadro, correspondem
1414214241241 4 1; ao clemento
1 4243, correspondem 1 4- 2 4+ 3,2 41 +4 3,
14+34+23 4142243 +4+1,3+2+1

QUADRO-FONTE DAS ADICOES
AUNILIARES FACEIS
1111111111111111
11111111222292233
1234567823456734

111122222292929433
3314422222333433
56452345634543,

66) A seguinte disposicio da 1abua de

S e DD dividi
encerra as 36 divisoes fundamentais div, que

dificeis ¢ 35

- E \ L -

(2)
(3)
n
)
(6)
(7)
(8)
(9)

67)
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das 15 faceis, facilita organizar os virios grupos
de exercicios relativos a cada um dos casos de di-
visiio a serem estudados oportunamente, Os divi-
dendes correspondentes #s divisdes faceis sio
apresentados entre parenteses. Nio sio dados os
de todas as ficeis porque as divisoes de divisor 1
nio tém sentido pritico.

DIVIDENDOS DIVISOR
) (6 (8 (10) (12) (11 (16) (18) 2
¢ 9 12 (15 18 21 21 27 3
8 12 16 (20) 21 28 32 36 A
(10) (15) (20) (25) (30) (35) (10) (15) 5
(12) 18 21 (30) 36 12 48 5 6
(14) 21 28 (33) 42 19 56 63 7
(16) 21 32 (10) 48 56 61 72 S
(18) 27 36 (45) 51 63 72 81 9

Além da tabua fundamental de dividir, que en-
cerra as divisoes fundamentais, existe outra: a de
divisdes fundamentais inexalas, como 19/2, 28/3,
37/5, ele., em que o divisor ¢ o quociente sio nu-
meros digitos. Parece que a um bom nimero de
professores passa despercebida a vantagem de es-
tudar, como eclementos de tabuada, as divisoes
désse tipo. Entrelanto, nio se pode admitiv que
seja perfeitamente claro aos alunos que em 58/6,
por exemplo, o quociente ¢ 9, com resto 1L Bles
1ém, a0 contravio, dificuldades em reconhecer, a
principio, que 58 estd compreendido entee 51 ¢
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o‘r:\is para a aprendizagem ¢ pratica de todas as
360 divisoes fundamentais inexatas. Sem  essa
aprendizagem ¢ essa pratica, as 01)01‘:1(%605 de di-
yisio, a partir de certo ponto, serdo feitas moro-
samente ¢ com dificuldade, como veremos opor-
funamente, O seguinte quadro apresenta, para
cada divisor, o menor e o maior dividendo. Os de-
mais sio 0s NUMeros compreendidos entre éstes
¢ nao multiplos do divisor, Exemplos: Os divi-
dendos, para o divisor —2— sdo: 1, 3, HA7=9,
11. 13, 15, 17, 19. Para o divisor —3— temos: 1,
9. 4.5, 7,8, 10, 11, 13, 14, 16, 17, 19, 20, 22
23, 25, 26, 28, 29.

63. Vale a pena, entio, fazer exercicios escritos e

DIVISOR DIVIDENDOS N.% DE DIVISOES

MENOR MAIOR

2 1 19 10
3 1 29 20
4 1 39 30
5 1 49 10
& 1 50 50
' 1 69 60
B 1 79 70
9 1 89 20
360

68) Quando tivermos de tratar do problema da divi
. 8 vi-
que ninguém pode divi-
€z sem que fe
L esely nha per-
feito V(lmmmo sobre as subtra¢oes cmnplcmclm
res. Chamamos subtragoes complementay. =

sdo de inteiros, vereimos
dir com desejavel rapid

es ds

69)

70)
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sublracdes que se efetuam mediante o raciocinio
“sparam ... 1" onde s, sublracndo, ¢ m, minuen-

do, sao numeros de dois algarismos, ¢ 1 = 0, 1,
9,3 ... 9. Verifica-se facilmente que sendo digito

um divisor d, o resto r, das complementares que
possam ocorrer na divisao, varia de 0 a (d—1).
Excmplificando: a) a complementar 514 para 63
s6 pode ocorrer em divisdes de divisor polidigilo,
pois o maior resto ¢ 8, se o divisor ¢ digito; b) a
complementar 36 para 41 pode aparecer em qual-
quer divisao, visto que o subtraendo 36 pode ser
produto de um quociente parcial 4 por um divi-
sor 9.

As sublracdes complementares dividem-se em fi-
ceis, dificeis e com zcro. Sio faceis ou dificeis se-
gundo correspondam as fundamentais faceis ou
dificeis, respectivamente. Exemplos de faceis: 14
para 18, 36 para 40, 47 para 49. Exemplos de di-
ficeis: 56 para 61, 18 para 25, 64 para 73. Sub-
tracdes complementares com zero sao aquelas que
procedem das fundamentais seguintes: 0—0 ou
0 para ¢, 1—1 ou 1 para 1, 2—2 ou 2 para 2 ...
99 ou 9 para 9. Exemplos: 10 para 10, 35 para
35, 29 para 29.

No ensino da contagem, da numeracio e das ta-
buadas, convém alender as seguinles direlrizes
gerais:

a) Fazer contar sob multiplas formas, mas in-
sistir, de preferéncia, em que se contem ob-
jetos ou coisas.
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p) Tornar claros, quando for np'm‘lt.uw, 0s con-
ceitos de mameros cardinal ¢ ordinal. A im-
porl:‘uu:ia do numero ordinal nem sempre ¢
pcrccbida pelos pais ¢ professores, 0s quais
induzem a crianca, & compreender somente o
nimero cardinal, fazendo-a responder @ per-
gunla “quantos?”. Dever-se-ia perguntar tam-
hém: “qual déles?” ou “qual delas?”, “que
pagina?”, “que armario?”, “que sala?”, “que
classe 27, Nimeros ordinais nio sao apenas
astes: 19, 20, 32 ete. Os pameros 1, 2, 3, ele,
podem ser ordinais. Exemplo: Maria l¢ anta-
se ais 7 horas, sai de casa as 8, chega @ escola

as 0, divige-se i sala 1 ¢ senta-se A carteira 12,
Aqui, os nimeros 7, 8, 9, 4 ¢ 12 sdo todos or-
dinais.

¢) Fazer uso do dbaco no estudo da numeragiiv.

Um tabuleiro ou uma caixa, com arcia, que

se divide em trés secdes, substitui um abaco

melhor ¢ presta-se perfeitamente o represen-
taci v S ¢ i

cio de nimeros de lrés algarismos, com

suas Irés ordens: das unidades, das dezenas
¢ das cenlenas.,

d) l’n..\'e-r experiéncias de composicio e decom-
posicio de grupos, de modo que as adicoes e
subtracoes fundamentais, assimi \ \f‘;“f 'L‘
como as dificeis, se estudem ¢ se ot

4 e aprendm
simultineamente, como, por ex c‘m P l‘ .
> 0

8—3=5;54+3=88—-5=3;315=—38

¢)  Ensinar a fazer hem os algavismos. Aprese

far simbolos numéricos bem feitos, pa e
Ny anr

i SCr-

f)

g)

h)

)
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virem de modelos, mas reparar constanle-
mente ¢m como as criancas o fazem. Aju-
di-las, uma de cada vez, ¢ em pequenos ¢ru-
pos. A simples copia nio basta. Um algaris-
mo. como o 6, pode estar bem feilo; mas quem
o féz, pode t&-lo feilo de baixo para cima.

Lembrar-se de que nem todos os alunos de
1. série se encontram igualmente preparados
para a aprendizagem das adicoes ¢ sublra-
coes fundamentais, o que vale dizer que Do
¢ convenienle tratar a classe como um todo,
mas dividi-la em grupos mais ou menos ho-
mogeneos.

Ter em mente que, lanto quanto possivel cabe
aos alunos descobrir por si mesmos, 08 resul-
tados das adicoes, sublracoes, multiplicacoes
¢ divisoes fundamentais.

Usar carldes-relampago para 2 pritica das

. labuadas. Usi-los com toda a classe, ¢ com

pequenos grupos homogeéneos.

Ensinar a Arilmética como wm sistema de ve-
lacdes. Lembrar-se de que, a medida que o
aluno progride, o que vai aprendendo sio
extensoes do que ja aprendeu. Ixemplos: Se
34-2=5, entio 3004200=500.

300
200

'J‘l | SR

500
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Ensinar Avitmélica como um sistema de
dezenas. Mostrar, por meio de objelos que
se vao grupando, que podemos pensar nas
colecoes de menos de dez déles como cole-
q{\cs-uu grupos simples; que, do mesmo modo,
podemos considerar 0s conjuntos maiores,
isto ¢, de mais de dez cbjetos, como grupos
compostos, cujos componenles sio conslitui-
dos. todos ¢les, de dezenas, ou de dezenas ¢
unidades. Exemplos: 30 = 10 4 10 + 103
34 = 10 4+ 10 + 10 + 1.

Reconhecer que a Aritmética, ¢ wma parte
importante da vida do aluno, dentro ¢ fora
da escola. Ela ndo se confina a um simples
curriculo, mas auxilia, da sentido ¢ permeia
todas as outras disciplinas, Embora seu es-
tudo organizado ou sistemitico possa limi-
lar-se as atividades de aulas regulares, cla
esta presente no desenvolvimento de todas as

demais atividades que resultam do ensino
globalizado, ‘

.’ ) o H 9 9 e H
N¢ drsmn. em geral, hit de convir o professor em
que ¢ necessario atentar para outras diretrizes:

a)  Apontar relacdes. A aprendizagem n

b)

o Saaus a0 <
siste_ em juntar pecas desgarradas d:: ccon
S Xpe-

riéncias; consiste anles, em percehey rel

dentro de um todo. acoes

Variar as situacoes-problemas. Se ¢ verdad
N "dade

que aprender ¢ reagir, ¢ também verdade que
A

¢)

"o

d)

¢)

f)

8

h)
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quanto mais variadas sdo as reagocs, mais

facilmente se aprende.

Reparar constantemente, nio s6 no trabalho

eserite, senio também nas operacoes mentais
dos alunos, a fim de poder leva-los & aquisi-
G0 de bons habitos ¢ a0 abandono dos maus

porventura adquiridos.

Usar linguagem inteligivel, ao propor uma
questio, scja por escrito, seja oralmente.

Recenhecer que 0s individuos sio diferentes
¢ nio exigir da crianca nenhum trabalho que
esteja acima de sua capacidade.

Nio ser tio apressado, nem tio abstrato nas
explicacdes, que os alunos nio as entendam.
Niio ser, porém, tio minucioso, que nio lhes
sobre nenhuma oportunidade para pensar ¢
descobrir.

Considerar na oportunidade ¢ conveniéncia
dos exercicios de treino. Estudado algo novo,
sio abundantes os exercicios imediatos. Pou-
¢o a pouco, porém, vai-se tornando menor o
nimero déles. Os intervalos entre os perio-
dos de pralica, curlos @ principio, vio-se tor-
nando cada vez mais longos.

Fazer que as dificuldades se acompanhem de
situacoes que despertem o interésse. Usar 0
10go, o problema, o desafio.
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Lembrar-se de que ha estreila relacio entre
o interésse ¢ o esforgo; que o progresso do
aluno depende, por conscguinle, do grau de
«ua salisfacio no trabatho.

Apresentar a matéria ciclicamente. As parles
mais faceis de um topico sio estudadas anles
das mais dificeis; as vézes, anos anles,

Vigiar as respostas do aluno, as (quais sio,
is vézes, simples ecos de palavras que se re-
petem vazias,

Lembrar-se de que sé se aprende o que s¢
compreende ¢ s6 relém o que sc pralica,

Ter em mente, a lodo instante, que o s6 dizer

nio ¢ ensinar, nem o simples repetiv ¢ apren-
der.

OPERACOLS FUNDAMENTAIS COM INTEIROS

72)

I
PROPRIEDADES DAS OPERACOLS

Na adicio ¢ subtracio de inteiros, como na mul-
tiplicacio ¢ divisio, & necessario que as primeiras
experiéncias scjam de natureza concreta. Cabe
a0 aluno verificar ou descobriv todo o processo
operalgrio. O professor de Melodologia poderi
mostrar a mancira de conduzir o estudante a que
descubra como fazer uma operagio ¢ porque fa-
zé-la de tal ou qual modo.

0Os lipos de exercicios de adicao ¢ sublracio, apre-
sentados nesta apostila, nio sio nicos. Repre-
sentam sugestoes bascadas em experiéncias de
ensino nas varias séries do curso primdrio.

Os virvios grupes de exercicios sio em geral orga-
nizados de mancira que através déles, os alunos,
i medida que vio aprendendo as operacacs, vio
praticando, para fixacio, os clementos de ta-
buadas. Dadas, por exemplo, as adi¢oes funda-
mentais de soma menor que 10, enquanto as va-
mos riscando, organizamcs um grupo de exerci-
cios, justapondo-as duas a duas ou trés a trés (1.0
caso de adicio, grupo « ou grupo b).

Adi‘gdu ‘(’(' inleiros. Casos a considerar, A adicio
de inleiros ¢ a operagio pela qual se ¢blém um
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nimero que encerre todas as unidades de dois ou
mais oulros, ¢ somenle essas.

1.° caso. Adicio de dois niumeros de dois ou lrés
algarismos, sem reserva a transportar. Grupos de
exercicios:

a) s < 10 (1) Exemplos:

53 5 3 13 1 3%

26 2 8 2 4 2 18 cxercicios
Obscrvacdo: Com s < 10 queremos significar
que no grupo de 18 exercicios se empregam, para
pratica ¢ fixagio, as adicoes fundamentais de
soma menor que 10. Usaremos também outros
simbolos: m < 10, m <9 s>10,m > 10, s = 10,
m=10,c/o,a4Db + ¢ = 10. Sc qualquer désles
simbolos vem acompanhado de (1), ou de (q),

deve entender-se que sio empregados todos os
clementos indicados, oy quaisquer
mente. Os simbolos s < 10 (1),
a ~~:-.l) + ¢ < 10 (1), por exemplo, indicam, res-
]wclwamfnle: 1) todas as adicoes fundamentais
de soma .mfcrior a10; 2) todas s subtracoes fi 3
dm'ncm:ns de minuendo igual g 10: 3) (‘u' "--
adicoes ou subtracdes com zcrus: .-I) st
adicoes auxiliares faceis de som:hn.

déles, respecti-
m=10 (1), ¢/o (q),

todas as
inferior 4 10,

b) s<10 () Exemplos:

153 15 3 674
426 5 . i 6 7 .
126 §.2 § 2 3 y o

12 exercy cios

DIDATICA DA ARITMETICA 53
¢) s<10 (Y c/o (q) Excemplos:
201 9 % 615 § 1y
316 3 6 320 3 2

—

18 exercicios

Observacao: Os exercicios désle grupo ¢ intro-
duzem as adi¢oes com zero, niao porque sejam
praticadas, mas com o fim de o aluno adquirir
bons habitos de somar, no caso de niimeros com
ordens vazias. Ao fazer as adicoes 201 - 316,
615 + 320, por excmplo, devera pensar ou dizer
como em I ou como em II.

I

Um e seis: sele. Quatro. Dois e trés: cinco 201
Cinco, Um ¢ dois: trés. Seis ¢ lrés: nove 316

II
Um... scte. Qualro. Dois,.. cinco. 615
Cinco. Um.... trés. Seis.... nove, 320

Representadas em dbacoes estas adigdes, percebe-
se a nenhuma razio de se pensar ou dizer “zero ¢
quatro™: “qualre™ ou *“cinco e zero™: “cinco”,
pois o zero, num ¢ oulro caso, nada mais repre-
senta que um vazio,

d) s <10 (1), s =10 (1) Exemplos:

315 3 4 5 462 4 6 2
721 (8 ed 136 1 3 &

15 exercicios
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& facil pereeber que em 9 dos 15 exercicios ha-
verd, na coluna correspondente a ordem das cen-
tenas, uma adicio fundamental facil, de soma 10.

90 caso: Adicio de trés ou mais numeros de
dois ou trés algarismos, sem reserva a lransportar.

Grupos de exercicios,

2) a+b4ec<10(t),a+b4e=10(t).

Excemplos:

43 1 3 34 3 3
21 S A 127 21 2
RO - 21 2 1%

60 exercicios

Observacdo: Para ndo haver reserva a trans-
portar, ¢ necessirio que, ao se organizarem os
('XOI'(.‘I:L'i()S relativos a éste grupo, e ao seguinte,
as adigoes auxiliares de soma 10 sejam dispostos
a esquerda,

b) a-i—b-i-c(lO(l),a+b+c=l()(t).

Exemplos:

615 6K 1 5 393 -
212 2 4 2 21 i
s 151 Lnly

40 exercicigs

78)
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¢) Excrcicios organizados i vonlade, com cm-
prégo de zeros, Exemples:

321 20 102
40 51t 20
502 30 201
213 403 410
_ — 63

3.2 caso: Adicio de dois numeros de dois on
trés algarvismos, sem reserva a transportar,

Observacao: Bsle caso ¢ diferente do primeiro
cujos exercicios s6 conduzem a prilica de funda-
mentais faceis. Daqui por diante pretende-se,
sobretudo, o exercicio das dificeis. Grupos de
exercicios:

a) s <10 (t),s > 10 (t) Exemplos:

82 8 2 63 6 3
;_')_l 5 4 95 9 o

36 exercicios
bh) s <10 < (1),s > 10 (1) ¢/o (q) Exemplos:

805 G638 & 3
561 910 9 1

T o
-

36 exercicios

) s<10(t),s=10(t),s > 10 (1), c/0 (q)

LExemplos:
8 8 & 43 4 3 91 I
Ty 62: & 2 30 3

45 exercicios, 9 dos quais com zera.
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70) 4° caso: Adigio de dois mimeros de dois ou
mais algarismos, com reserva a transportar, Gru-
pos de exercicios:

a) s> 10 (1), s <10 (q). Reserva das unida-
des para as dezenas. Exemplos:

s ~1
Z

8 G628 & 8
3 37 1

w
o~

18 exercicios

b) s> 10 (1),s <10 (q). Reserva das deze-
nas para as centenas. Exemplos;

307 4 9 803 9 9
062 9 § 615 & 3

18 exercicios

€) s > 10 (1). Reservas conseculivas, Exemplos:

819 9§ 5 g 23 3 7
185 1 8§ xsusgg

12 exercicios

80) 5° caso: Adica is i
) 5.° caso: Adicio de dojs inteiros  quaisquer

Exemplos:
18 5006 3860 7
- 2 % 9 I
,‘(,3 807 1035 (i.'ll;')!: ig;gg
Observacio:

‘ : Daqui para diante cessa
cupagio de organizar exercicios
adicoes fundamentais, £ que a c'st

7 a preo-
Justapondo-ge
a altura cale

81)

82)

83)
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admitir que todas clas, praticadas tantas vézes,
ja tenham sido devidamenlte fixadas.

6.2 caso ou caso geral: Adicio de Irés ou mais
nimeros (uaisquer, Exemplos:

896 -} 2079 - 508; 8596 - 791 4 27309 -4 86.
Nole-se que ninguém poderda somar com desem-
baraco, Irés ou mais nameros quaisquer, sem o
conhecimento ou o dominio das adi¢oes comple-
menlares.

Sublracao de inteiros. Casos a considerar. A
subtragio de inleiros ¢ a operacio pela qual, da-
dos dois ntiimeros, minuendo e sublracndo, oblém-
se oulro, resto, excesso ou diferenca, que, somado
ao subtraendo, da o minuendo.

1.°caso: Subtracio sem recurso a unidades de
ordem superior. Grupos de exercicios:

a) m < 10 (t) Exemplos:

8 8 & 78 7 8
328 2 a4 1
18 exercicios
b) m < 10 (t) Excmplos:
745 7 4 5 97 9 & 7
312 3 1 2 832 § 3§ 2

12 exercictos
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¢ m<10(t),m=10 (t). Exemplos:

7 37 9 4
837 8§ 3 7 l()!tl 1 0 )
G611 6 1 o 863 8§ & 3

15 exercicios
d) m <10 (1), ¢/o (q). Exemplos:
678 & 047 9 7
128 4 06 5 6

<~

18 exercicios
) m <10 (1), c/o (q). Exemplos:

580 79 6869 5 &6
5203 2 3 6119 11
18 cxercicios
Observacio:  Exercicios como os do grupo d e ¢
acima ndo sio organizados para que se pratiquem
as subtracdes com zero

» Mas para que o aluno
aprenda que,

o alo de subltrair, nio deve colocar
zero i esquerda de um resto, como tende
em 5780 — 5203, ¢ muito menos dize
Moito menos zero: ojto™

a fazer
I Ou pensar:
» bor exemplo,

2° caso: Sublracio sem recurso
ordem superior, mas de n
conhecimento de toda o
Grupos de exercicios:

a unidades de
atureza tal que exige o
tabuada (¢ sublrair,

a) m > 10 (1), m<10 (1), Exe

mplos:
139 13 9 168 15
8 8§ 5 71 24

3 exercicios

85)
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b) m > 10 (1), m < 10 (1), ¢/o (@). Exemplos:
1568 15 8 BLICEL
5

865 8 '
36 exercicios

¢) m > 10 (1), m =10 (1), ¢/o (q). Exemplos:

106 10 131 13
0 7 ol o

45 exercicios

A -
3.7 caso: Subtracio com recurso, uma sd vez, a
unidades de ordem superior, Grupos de exerci-

cios:

a) m> 10 (1), m < 9 (1). Recurso as dezenas.

Exemplos:
97 8 17 62 5 12
28 2 8 6 4 g

36 exercicios

Observacio: Repetem-se 8 sublracdes ficeis, por-
que sd existem 28 sublracdes de minuendo infe-
rior a 9,

b) m > 10 (), m = 10 (), m < 9 (1). Recurso
as dezenas, Exemplos:

807 10 9 8 13
36 6 27 3 7

45 exercicios

Observacio: Repetem-se 17 sublracdes fiaceis,
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¢ m > 10 (). m < 10 (q). Recurso ds centenas,

Excemplos:
1027 ) & 1319 12 11
L A I 185 4 N

I8 ecxercicios

86) 4" caso: Subtracio com recurso, duas ou trés
vézes consecutivas, a unidades de ordem superior.
Grupos de exercicios:

al m > 10 (1), m < 9 (q). ¢/o (q). Recurso as
dezenas ¢ as centenas, Excmplos:

962 15 12 123 11 13
80§ 9 359 5 9

18 cxercicios

by m > 10 (). Recurso i dezenas ¢ as cente-
nas de unidades simples, como também  as
unidades de milhar, Exemplos:

53313 14 12 1813631 10 15 v
BIGT 8 8 6 7 380 3 lg 5 1;

9 exercicios

87) 5.0 vaxo: Subtracio com Feeurso o unidade
cujns ordens sio ocupadas por zeros, Exerciei s‘
organizados i vontade, istg ¢, sem pre‘()cu i ‘?5
de se empregarem, para pritica, sty on mlul?l“o
fundamentais, visto J terem sido, 16das -ll i
ficientemente exercitadas, e

Exemplos: 805 — 3885 7002 — 6931,

88)
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90)
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6.0 caso ou caso geral: Sublracio em que 0 mi-
nuendo ¢ o subtracndo sdo inteiros qUaIS(UEr.
Exemplos: 80010 — 7208; 213000 — 83066,

Feita uma adicio ou uma subtracio, convem li-
Nio se recomenda a dos nove.

rarv-lhe a pro
Na vida pratica ninguém a usa: nem mesmo 0s
professores que a ensinam. O que se I':w: ¢ isto:
soma-se ou subtrai-se de novo. O comum ¢ somar,
no mesmo sentido, uma segunda vez, Melhor, po-
rém, ¢ fazer esta segunda adicio, de baixo para
cima, se a primeira se féz de cima para baixo.
Quanto @ subtracio, a prova deve consistic em
fazer-se a operacio inversa, isto ¢, somar o resto
a0 subtraendo, ou o subtracndo ao resto, para
obter-se o minuendo,

METODOS DE SUBTRACAO

Existem quatro métodes principais de subtracio:
) de clwmnpmiq:’m; b) de Compensacao; ¢) .:l(li~
tivo de decomposicio; ) austriaco. No método
(lt: decomposicio, uma unidade de certa ordem do
:numcmlu decompice-se em ez da ordem imedia-
amente inferior, Exe Em 736 258 diz-s

16 menos 8., .. §: ll.’\n(lltl::::l:.)'» '.."'l-'“', : -).)8')(IM.M‘
Vo indlode g HOR Oy A6 menos 2., 9,

pensacio  (od

que sesomam ao minye
certa ordem, somy

a5 as vézes em
ndo dez unidades de uma
i -se .tu.ml)vm 20 subtraendo uma
e ordem imediatamen e superior, Exem
plo: Em 736-258 diz-s¢ 16 menos 8 Tainae.
nos G... 7 7 menos 3., ;
de dccompusiq :

s 8513 me-
! « No método aditivo
40, procurasse em Passos isolados
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da operagio, o nimero que sou-m(‘k) :lu; stl:).lra:::‘;
do, d¢ o, minuendo, ou _cs!c (l_mun.l'm‘ n- de u
unidade. Exemplo: Em 13()-2':)3 diz-se: 8 pare
16... 8. Procura-se aqui o numero que somado
ao subtraendo 8 dé o minuendo 16. Con'llnuandn:
3 para 12... 7. Procura-se agora o numero que
somado ao subtracndo 5 dé o minuendo 13-1 ; ou
12. E finalmente: 2 para 6... 1. Diz-se também:
$c¢8...16;5¢e7...12;2¢ 4... 6. E uma va-
riante do mesmo método. No método austriaco,
procura-se, em passos isolados da opcrnq:’x?. o ni-
mero que somado ao subtraendo, ou a éste au-
mentado de uma unidade, dé o minuendo, Exem-
plo: Em 736-258 diz-se: 8 para 16... 8; depois:
6 para 13... 7, isto ¢ (541) para 13... 7; depois
ainda: 3 para 7... 4, isto ¢ (24-1) para 7... 4.
Diz-se também:8¢8...16;6¢7...13;3 ¢ 1... 7.
Estes quatro métodos devem ser conhecidos do
professor, que, no entanto, nio deve exigir que
os alunos que tenham aprendido a subtrair por
um déles, aprendam ou empreguem um outro,

Diretrizes gerais para o ensino das operagoes de
adicio e subtracio:

a)  Organizar os excreicios relativos ao
primeiros casos de adig
modo que conduzam i I
todas as adicaes ¢ subty

s qualro
a0 ¢ sublracio de
pritica suficiente de
raches fundamentajs,

b) Ensinar, paralelamente, as duag operagoes
apresentando, a um lempo, exercicios (lc’
uma ¢ de outra: os maijs faceis da adiciio com
0s mais ficeis da sublragiio, os mais dificeis
de somar com os mais dificeis de sublraiy,

)

d)

c)

)
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Introduzir os casos mais dificeis (adicio com
reservas, ¢ sublracio com regursos a unida-
des de ordem superior), recordando ¢ obje-
tivando, primeiramente, o principio funda-
menlal da numeracio indo-arabica,

Conduzir os alunos & pritica das adi¢oes
complementares  dificeis, prolongando, até
certo ponto, num estudo de tabuada, cada
uma das 36 adicoes fundamenatis correspon-
dentes. Exemplos: 2 4 9, 12 4 9, 22 4 9,
32 4+ 9....

Evitar os maus habilos ¢ os métodos de des-
perdicios, 12 método de desperdicio, por exem-
plo, fazer a adicio dos nimeros, 8,9 et
do scguinte modo: 8 ¢ 9. . AT 1T e o 1
21 e 6... 27. Melhor ¢ dizer-se ou pensar:
8...17... 21... 27. £ mau habito por exem-
plo, o fazer a sublracio 532 - 181, ccm ¢sle
murmario: “Dois menos qualro, nio pode;
pede-se emprestado, ficam doze. Doze menos
quatro, oito. Trés empresta um, ficam dois.
Dois menos oilo, nio pode”. ..

Insistic em que os alunos adquiram bons hi-
bilos, como ¢éstes; o de dispor bem os numeros,
0 de eserevé-los com algarismos bem feitos,
o de calcular em siléncio, o de fazer os de-
veres com ordem ¢ asseio, o de lirar a prova.

Prover exercicios como os dos tipos sugeridos
para o 2.° caso de adi¢io. No exercicio
23 4 42 + 31, por exemplo, ter-se-i de somar
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(coluna das unidades) um 3 visivel com um 2
também visivel, mas um 5 invisivel (resulta-
do de 3 4 2), com um 4 visivel, A adigio fun-
damental 3 + 1 ¢ praticada em situagio nova,
que exige, portanto, reagio nova. Aprender
¢ reagir.

92) Multiplicagio. Casos a considerar. 1.° caso: Mul-
tiplicacio sem transporte de reservas; mullipli-
cador digito. Exemplos;

3 32 52 51 51
. 114 6 6 6
Assim como nos casos de adicio ¢ sublracio, os

exercicios sio organizados diretamente com os cle-
mentos da tabuada de multiplicar.

93) 2°) caso: Mulliplicacio com transporte de re-
serva; multiplicador digito. Exemplos:

28 8
2 2

83 3 8 619 § 4 9
TR 9 9 9

1<

. os i T
M) 3.° caso: A\l‘ull’lphcaq;m com zeros no mullipli-
cando; multiplicador digilo, Exemplos:

1200 42 6300 § 3 7o
6 R R S
ou
420 ou G300 6008 & g
6 1 7 1 3

N e 5~ ———”

T 3 el

95)
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Antes de serem apresenlados os primeiros exer-
cicios relativos ao 3.° caso, convém insistic em
que fique perfeitamente entendido que o produto
de dois fatores ¢ zero, se um déles ¢ zero, Exem-
Plos: 6 X0 =00 X 3=0,8 X 0=0,0x<15=0.
Organizam-s¢ os excreicios com os clementos da
tabuada, os quais, sempre que possivel, devem
ser todos ulilizados, para a nceessiaria fixacio.
As mulliplicagées com zero, como 0 X 2, como
6 % 0, e todas as outras, compdoem o5 exercicios,
mas nio siao primordialmente usadas com o fim
de serem sujeilas & pratica, Por isso, a0 organi-
zar-se, por exemplo, um grupo de exercicios do
lipo 3001 X § ,ou 3100 X 8, ou 301 X 3, ou ainda
310 X 8, consideram-se apenas as multiflicacdes
fundamentais em que ndo figura zero, Tais excr-
cicios siio necessarios, como lodos os oulros, para
que os alunos aprendam a operacio de multipli-
cacio, com bons hiabitos de caleular., Assim, ao
multiplicar 3100 por 8, nio deverda dizer ou pen-
sar: “oito vézes zero ... zero, oito vézes zero ...
zero™, mas colocar os dois zeros ¢ continuar:
“oilo vézes qualro ... trinta ¢ dois, oilo vézes
frés ... vinte ¢ quatro, ¢ Irés: vinte ¢ scte”. Se
os zeros eslio pelo meio do multiplicando, como
em 3001 X 8, deverd proceder assim, por exem-
plo: “oito vézes qualro ... trinla e dois™ E co-
loca a reserva 3, 4 esquerda de 2, sem dizer: “vio
trés™, “trés ¢ zero rés”, I continua: “oito vézes
trés, vinle e quatro”, escrevendo, antes, o zero
correspondente ao novo 8 X 0, sem dizer, toda-
via: “oito vézes zero ... zevo™. Cabe ao profes-
sor eslar vigilanle para nio permitiv que se fags
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uma operagio com’ vicios que entravem o pro-
cesso de caleular,

I conveniente, senio necessiario, recordar, de
quando em quando, que a multiplicacio constitui
um caso parlicular da adicio: uma adicio de
parcelas iguais, 473 X 4 = 473 4 173 - 473 + 473,
Sem ésle fato em menle, nio ¢ possivel tornar
claro o transporte de reservas. Os primeiros e
mais simples exercicios devem ser ensinados as-
sim, ¢ at¢ objetivados. Exemplos: 36 X 2.

Coloquem-se, sobre a mesa, dois conjuntos de
objetos, cada um dos quais com trés dezenas e
e mais seis déles. Ao formar-se um grupo nico,
fica evidente que os seis objetos de um conjunto
¢ os scis do outro, permitem obler uma nova de-
zena déles, ¢ mais dois. Temos depeis: trés de-
zenas com trés dezenas sio seis dezenas, as scis
d.czcnns mais uma dezena sio sete dezenas. A me-
dida que se vai chjetivando a adicio das duas
parcelas iguais a 36, vai-se tambhém just.ificanl

do, com a operacio
> 10 no quadro negro roces
de multiplicar, AP0 S

4 caso: O mulliplicadoy ¢

S 5 um nimey e
algarismos, Exemplos: 89 X 9 de dols

147; 251 ¥ 38,
Multiplicacdes fundamentais pr

alicadas,
8 8 9 8 g =
A7 4 A 7 =2
B 383883 3

—
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£ conveniente, seniio necessario, que antes de
apresenlarmos os primeiros exercicios relativos
a éste caso, levemos o aluno a descobrir ou ve-
vificar, por exemplo, que 7 X 10, ou 10 X 7, ¢ 70,
que 23 X 10, ou 10 x 23, ¢ 230. £ oportuno lem-
brarmos também, que hda uma razio pela qual
para multiplicar-se um niimero qualquer por 10,
basta colocar um zero i sua direila: ¢ o principio
do valor relativo. Em seguida, ¢ de tode a vanta-
gem que facamos o aluno descobrir e compreen-
der que para mulliplicarmos um ntimreo qual-
quer por 20, ou 30 ou 40, podemos multiplicia-lo
primeiro per 2 ou 3 ou 4 e,em seguida, multipli-
car por 10 o resultado obtido, ou colocar zero @
sua direita. £ cousa facil de conseguir, ¢ vale a
pena. Teremos, assim, recursos para lornar per-
feitamente entendido éste 1.2 caso de multiplica-
¢iro. Com efeito: Seja multiplicar 51 por 23, Fa-
zer esta multiplicagio ¢ procurar a soma de vin-
te ¢ trés parcelas iguais a 51, as quais podemos
grupar de modo a termos dois conjuntos, um com
vinte parcelas, oulro com 3. Mas vinle parcelas
iguais a 51 ¢ o mesmo que 51 X 20 ou 1080; ¢ trés
parcelas iguais 51 ¢ o mesmo que 51 X 3 ou 162,
Temos entdo: 51 X 23 = 1080 4 162. Pratica-
menle, procedemos assim: colocamos o multipli-
cador sob o multiplicando. Multiplicamos 51 por

3 ¢ achamos 162. Mulliplica- 51
mos, em seguida, 51 por 2, em 23
vez de 20, ¢ achamos 108 em R.".
vez de 1080. Mas somar 108 na 108

posicio em que aparece, ¢ o 1212



68

99)

FRANCA CAMPOS

mesmo que somar 1080,

5.2 caso: O multiplicador ¢ um ntimero de trés

algarismos, sendo zero o das dezenas, Exemplos:
2617 X 308.

Assim como se mostron que 51 X 23 & igual a
54X 20 + 51 X 3 ou 1080 - 162, pode-se também
mostrar que 2617 vézes 308 ¢ igual a 2617 X 300 -
+ 2647 X 8, ou 79100 - 21176. Na pratica, mul-
tiplicamos primeiramente 2617 por 8, ¢ depois por
3; mas o segundo produto parcial ¢ disposto de
mancira a permitir que o resultado da multipli-
caciio seja, de fato, a soma de 3617¢8 com 3617 x
X 300. Daqui para diante, pode cessar a preo-
cupacio de se organizarem sistematicamente os

de supor que, atraves daqueles
les relativos aos casos precede

tiplicacoes fundamentais ji

exercicios, pois ¢

ntes, as virias mul-

tenham  sido  devidame e
: nte 308
pl‘ﬂl‘lt':ldﬂs ¢ fixadas. £ con- e
veniente, contudo, que uma 21176

ou outra vez s recorde “on
toda a tabuada, 3?)?(;
B ]

A : A,
6.° caso: () multiplicando ¢ o m

; ultiplicador 3
numeros  quaisquer, s

Exemplos: 5 101
- . e SRRt X 530;
70800 % 6800, Multiplicar 5101 por 530 ¢ muylyi-

100)
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plicar 5101 por 53 e, em seguida, multiplicar por
10 o produto obtido. Temos, pois:

5101

16203
27005

2862530

Das adi¢oes complementares existentes, relativas
as adigoes fundamentais, desde 0 4+ 0 até 9 - 9,
175 delas, 131 faceis e 41 dificeis, podem ocor-
rer na multiplicacio. £, pois, de toda a vanta-
gem que sejam exercitadas oralmenle, ao menos
estas altimas. Consulle-se o disposto no parigra-
fo 61 destas apostilas.

Divisdo. A divisiio de inteiros ¢ a operacio pela
qual chegamos a saber quantas vézes um nime-
ro, chamado divisor, esta contido em outro, a
que chamamos dividendo. O resultado da divi-
sio ¢ um terceiro nimero, cujo nome ¢ quocien-
te. Exemplo: 20 = 4 = 5. Nesta divisio, o divi-
dendo ¢ 20, o divisor 1 ¢ o quociente 5. O nime-
ro 4 estd contido 5 vézes no ntimero 20. Com efci-
0: 20 =4 4- 4+ 4 + 1 4 4. A divisio de intei-
ros apresenla, ds vézes, um quarto numero, que
¢ o resto. Exemplo: Ao dividirmos 23 por 4, en-
contramos um quociente 5 ¢ um reslo 3. Signifi-
ca isto que o numero 23 ¢ maior que a soma de
5 parcelas iguais a 4 nio sendo, todavia, igual &
soma de 6 parcelas. 5 ¢, peis, o quociente, ¢ o ex-
cesso, 3, de 23 sobre 1 X 5, ou 20, ¢ o resto da
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divisio. A divisio por zero ¢ impossivel; ¢ a di-
visio por 1 nio tem sentido pritico.

Estudada a primeira parte da tabuada, isto ¢, as
divisoes fundamentais faceis, podem ser apresen-
tados alguns dos exercicios relativos ao 1.° caso
de divisio e também um primeiro grupo dos que
sio relativos ao 2° caso. Consulte-se, entre ou-
tros, os §§ 41, 16, 49, 51 ¢ 66, destas aposlilas,

Casos de divisdo: 1.° caso: Divisio exata, sem re-
servas; divisor digito contido em cada um dos nii-
meros representados pelos valores absolutos dos
algarismos do dividendo. Exemplos: 36/3; 186/2;
814/4; 66/6.

2. caso: Divisio exata, sem reservas; divisor di-
gito, contido no nimero formado pelos dois al-
garismos de ordem mais clevada, do dividendo,
¢ nos nimeros simbolizados pelos valores absolu-
tos dos demais algarismos, Exemplos:  357/7;
156/3; 408/8; 305/5. Exercicios, como ¢ >
organizados da seguinte manceira, tendo
a tubuada de dividir, Para cad
locar-se, & direit ivide i
garismos, um nul{l"oddccl::::\ (sl(";"dmd'(-) 25 Jots b
5 algarismo. Os exer-

cicios (Iv\'t'm. ser lais que, por meio déles, sejam
praticadas todas as divisges fundamentais por-
ventura ja estudadas, -

stes, sio
em visla
a divisor, deve co-

3.2 caso: Divisio exala;
da primcira para o segunda divisio, |2

Yo 4o . - !
s'l,/'b, 172/1; 370/5; 512/8: os dividendog
clcios relatlivos a éste ¢

divisop digito; reserya
xemplos:
dos exer-
as0, podemog prepari-los

106)
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assim: Dada uma linha de dividendos da tabua-
da fundamental (pariagrafo G6), ¢ considerado o
respectivo divisor, mulliplicamos ¢ste por um nti-
mero qualquer de 1 a 9, ¢ somamos ao produlo
o numero representado pelo algarismo das deze-
nas do dividendo da fundamental a usar. A di-
reita da soma obtida, colocamos, entio, o algaris-
mo das unidades désse dividendo. No ltimo dos
exemplos dados, 512/8, o nimero 512 foi obtido
desta maneira: Multiplicando o divisor 8 por 6.
Ao produto 18 somamos 3 (do dividendo 32, a ser
usado). A dircita da soma, 51, colocamos 2. De-
vem organizar-se exercicios de modo que todos
os dividendos da tabuada sejam usados, cada um
com o scu respeclivo divisor,

Nesle lerceiro caso de divisio, como em oulros
a estudar, ocorrem divisdes fundamentais nio fa-
miliares a quem inicia o estudo desta operacio.
Sio elementos de uma segunda tabuada de divi-
dir, ou scja, de uma tabuada em que nenhuma
divisio ¢ exata. Chamamos a ésses elementos di-
visdes fundamentais inexalas.

4.? caso de divisdo: Divisiao exala; divisor digito;
reserva da primeira para a segunda divisio, ou
da segunda para a terceira. Exemplos: 1968/1;
G328/8; 14272/6; 7296/8. Execrcicios como os que
constituem os dois primeiros exemplos, podem
ser organizados do mesmo modo que o0s corres-
pondentes ao 3.° caso. Oblidos, porém, os dividen-
dos, acrescenta-se & direita de cada um déles mais
um algarismo, que tem de ser, necessiviamente,
igual ao divisor, se ésle ¢ 5 ou maior que 5. Quan-




~1
[*)

108)

FRANCA CAMPOS

to aos excreicios do tipo dos que apresentamos
como os dois ultimos exemplos, sio preparados
da seguinte mancira: Considerado um divisor
d, colocamos, a direila de cada um dos dividen-
dos, um algarismo tal que o nimero por éle re-
presentado deixe resto quando dividido por d.
Ora, como ¢sse reslo deve representar as dezenas
do 1ltimo dividendo parcial, o algarismo das uni-
dades ¢ escolhido de modo que a tltima divisao
se faca exatamente. Exemplificando: O dividen-
do do exercicio 7296/8 foi achado assim: Ao lado
de 72 colocamos 9. Ora, o resto de 9 por 8 ¢ 1;
portanto, para ser exala a iltima divisio, tivemos
de por 6 a direita de 9. Chamamos a alengiip para
0 seguinte: Nio ¢ possivel organizar exercicios
déste tipo para o divisor 9, pois devendo ser exa-
ta a primeira divisio parcial, ¢ devendo haver re-
serva da segunda para a ferceira divisio, o se-
gundo dividendo parcial deve ser maior que o
divisor 9. Mas ésse segundo dividendo tem de ser,
tn'mhém, um nimero de um so algarismo, Ora,
humero de um s¢ algarismo, major que 9, nio
ci\lsl_t;uf;;);\'(-xll reparar ainda, voltando ao exen-
PIO 720678, em que nio poderiamos coloear & 1
reita de 72, ncnllmm u]g:ln'ism(l) ::100:":101?%{;)" (11 s
menor que 8 ou igual a8 01 - .('" d' = lllo‘
a segunda di’\'isf\o SO stl‘ri'; l)o ino] L
de \'ista de (“\’lbi.l(). dc. int‘eilr(:)s“(b ~$S()h gl
Zero mo quociente (8.° case dz ‘I'0~'l~.igm]d0 denr
gundo, niio havyerig I‘Cs‘(:l‘\'zl n(cms‘llo)‘ s o o
para a segunda divisiio, nem ,du~ Am = ])l"un.en-u
) sta para a \iltima,

A0 e " Tvies S vt
2.% caso: Divisip exala, divisor digito

: ] ! } reservas
consecutivas, Exemplos: 1518/4; / .

1781/7; 47173,

— g
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37928/8; 30879/9. O dividendo 1518 foi prepara-
do déste modo. Tomamos um niumero qualquer
(15) de dois algarismos, nio multiplo de 4. &
evidente que, sendo 3 o resto de 15 por 4, e de-
vendo a segunda divisiio parcial ser também inc-
xata, colocamos, a direita de 15, um algarismo
tal (4, no exemplo), que, baixado para ficar a
direita do 3, formasse com ésle um segundo di-
videndo nio multiplo do divisor. Ora, como o
resto de 34 por 4 ¢ 2, e como a ullima divisio
devia ser exata, é claro que o algarismo a ser
tomado como o das unidades do dividendo ti-
nha de ser 4 ou 8. Quanto aos exercicios que
constituem os dois ultimos exemplos, nada ha de
novo, a nio ser que, preparados os dividendos,
como acima indicado, pusemos 2 direita déles
(3792 e 3087) um 5.° algarismo, obiendo, enlio,

os nameros 37928 ¢ 30879.

6.° caso: Divisio com resto ¢ com reservas; divisor
digito. Exemplos: 3757/5; 4945/6; 8792/9; 1016/7.
E facil, jd agora, descobrir como sio preparados
exercicios como éstes. Sio de tal natureza que
conduzem, principalmente, & pratica das divisoes
fundamentais inexatas, Alids, as divisdes funda-
mentais propriamente ditas, ou divisdes funda-
mentais exatas, como 35/7, 61/8, 45/5, por exem-
plo, nio sdo praticadas, a nio ser nas operagoes
de divisio em que ocorrem dividendos parciais
miltiplos do divisor. E esta ¢ a razio pela qual
a maioria dos casos de divisao, alé agora con-
siderados, siio casos de divisio exala. O que se
pretende, alids, com os varios grupos de exerci-
cios relativos aos casos de divisio, nio ¢ apenas
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a pralica do processo de dividir, mas ainda a fi-
xagio das divisoes fundamentais.

72 caso: Divisio com um zero no fim do quo-
ciente: divisor digito. Exemplos: 3926/7; G185/8;
21571/3. Para que o algarismo das unidades do
quociente scja zero, basla que seja exata a pe-
nultima divisio parcial e que o numero represen-
tado pelo algarismo, das unidades do dividendo
seja inferior ao divisor. Nio hi, pois, dificuldade
em preparar exercicios relativos a ésle caso,

8.2 caso: Divisio com um zero pelo meio do quo-
ciente: divisor digito, Exemplos: 5127/9; 4836/6;
35138/5; 32190/8. E ficil de pereeber que, para
haver um zero pelo meio do quociente, ¢ neces-
sirio, apenas, que, no decorrer da divisio, um
dos dividendos parciais, do segundo ao pentlti-
mo, seja um nimero menor que o divisor,

92

caso: Divisio com zeros sucessivos, ou, pelo
meio do quociente, ou no fim: divisor digito.
Exemplos: 19063/7; 36081/9; 57602/6; 32803/4.
Pereche-se facilmente como se organizam exer-
cicios como éstes, Para que ocorram dois zeros
sucessivos pelo meio do quociente, ¢ neeessario
que, apds um dividendo parcial miltiplo do di-
visor, haja um zero a ser baixado,
a éste um algarismo que represente
soluto, um nimero menor que o (I}
haver dois zeros consecutivo
ciente, ¢ necessirio que os do
dos parci

¢ em seguida
em valor ab-
visor, E para
s no-fim do quo-

: : is Wllimos dividen-
ais scejam, rcSpech\'annte, zer

’ 0, ¢ u
numero menor que o divisor, g

-

—
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A divisao de inleiros ¢ a operacio mais dificil de
ensinar ¢ de aprender. Dai a necessidade de nio
precipitar o seu ensino, mas conduzi-lo de modo
que os alunos vio veneendo as dificuldades, uma
de cada vez, alravés de excercicios relalivos aos
diferentes casos que a operacio apresenta, I ne-
cessario, também, que os alunos nio memorizem,
apenas, o processo de operacio, mas o entendam.
Cabe ao professor, portanto, moslrar como ¢é ¢
por queé.

Consideremos alguns exercicios de divisio, cor-
respondentes a casos bem distintos, dentre os ja
estudados, ¢ vejamos como explicar, objetivando,
se necessario, a operacio de dividir,

Do 1.° caso: 16 -~ 2 ou (10 4 6) = 2, ou (1 de-
zenas - 6 unidades) + 2 = 2 de-
zenas 4 3 unidades = 23.

Facil ¢ objetivar o que estd aqui indicado. £ bas-
tante que se disponha de um bem nimero de ob-
jetos, como, por exemplo, pequenos blocos de
madeira, alguns dos quais reunidos em dezenas.

Do 2° caso: 123 = 3 ou (120 + 3) = 3 ou (12
dezenas 4 3 unidades) = 3 = 4
dezenas - 1 unidades = 1,

Do 3.° caso: 68 = 4 ou (60 + 8) = 1 ou (G de-
zenas + 8 unidades) = 1 ou (1 de-
zenas + 2 dezenas - 8 unidades)

= 4 = 1 dezena - (28 unida-
des <= 1) = 1 dezena 4 7 unida-

des = 17,
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OBJETIVANDO:

Cada trago representa um
objeto, ¢ cada sinal de pa-
| ragrafo, uma dezena déles,

r
s
s

s
v
o

Tentada a divisio das dezenas em J parles iguais
(de dezenas) verifica-se que cada parle tem uma
s6 dezena,

G |

2

4
1
Resta dividir:

B O MR
ou
L 1 1 O O T B

Feita a divisio destas dez mais dez mais oito coi-
sas, ou 28, temos 7 por quocicnte, Com efeito,

28 | 4 . Ou, continuando:
7

68 | 4

28 17

L facil, pois, explicar porque se divide,

- : primeiro,
b por 1; e pe se baix ari

‘ 1 ! e 1 )r que se .b.u.\a 0 algarismo 8, colo-
cando-o a direita de 2, que representa 2 deze-

nas ou 20, E que 20 4- 8§ — 28,
1.2 caso: 3786 =~ 6 ou (37 cenlenas 4 §

leze-
nas + 6 unidades) - G, ou G cen s

lenas,

P -
o
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de 37 cenlenas por 6 -+ (1 cenlena -
+ 8 dezenas 4 6 unidades) = 6, OU

G cenlenas - (18 dezenas - 6 unida-
des) = 6, OU

6 centenas - 3 dezenas, de 18 dezenas
por 6, - (6 unidades = 6), OU

G cenlenas 4 3 dezenas - 1 unidade,
ou, finalmente: 631,

A explicagio acompanha, paralelamente, o pro-
€ess0, nas suas varias clapas:

3786 | 6

i 3786 | 6 37806 |6 378 | 6
1 6 18 6 18 63 18 631

0 06

b) 1261 = 1, ou (12 cenlenas 4- 6 dezenas - 4
unidades) -= 4, OU

3 centenas, de 12 centenas por 4, 4 (6 deze-
nas -4 4 unidades) = 4, OU

3 cenlenas, -- 1 dezena, de 6 por 4, 4 (2 de-
zenas - 1 unidades) = |, OU

3 centenas + 1 dezena + (21 unidades = 1),
(919

d centenas < 1 dezena - 6 unidades, ou fi-
nalmente: 316,
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Paralelamente:

1261 /4 1261 /1 1264 /4
0 3 06 31 06 316
2 21
0

Qualquer exercicio relativo a éste 1.2 caso de di-
visio, ou aos demais, ¢ dificil de ser objelivado.
Seria necessirio, para tal fim, um nimero muito
grande de objetos. Dever-se-d, lodavia, usar uma
semi-objetivacio, com figuras ou desenhos no
quadro negro, se necessiario, apelando-se sobre-
tudo, a conhecimentos de numeragio,

5. caso:
1518 /1 1ce+4d8u /4
31 087 Je+8d+7u
28 Je=30d
0 —
Jid
2d=20u
28u
0
6.7 caso:  Explicacio semelhante a do caso an-
terior,
7.° caso:
Glx.',/_x_ Gle+8d+4+5u /8
08 810 Oc¢c 84 TR
o 8c4Td

Su
Sob o ponto de vista da div

) isio de inteiros
quociente de 5 por i

8 (altimg parcial) ¢ Zero,
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sendo o resto o proprio dividendo 5. Verifica-se
também que o quociente de toda a divisio ¢
8 ¢ 41 d ou 81 d ou ainda 810,

8.° caso:

2118 /6 2lec41d+8u /6
018 108 Oc 4d=40u 4dc <+ 8u
0 =
18 u
Ou

Neste caso, depois de dividir-se 21 ¢ por 6, ter-
se-ia de dividir 4 d por 6. Divide-se porém, por
6, 1 d - 8 u ou 48 unidades, obtendo-se, por quo-
ciente parcial, 8 unidades. Ora, se o quociente de
toda a divisio ¢ 1 ¢ 4- 8 u ou 108, verifica-se que
¢ necessiario colocar-se um zero apos o quociente
parcial, 4, quando se divide segundo o processo
usual,

0.° caso:

a) 43206 /9 43m + 2¢ 4 0d 4 Gu _/ 9

72 4800 © 7m = 70¢ 4m-+-8¢
006 —

72¢

0 0d  Gu

Sendo 4m - 8¢ ou 1800 o quociente de toda a di-

.visio, percebe-se a necessidade de se colocarem

dois zeros consccutivos apos os quocientes par-
ciais 4 ¢ 8; um como quociente da divisio de 0d
por 9, e outro como quociente da divisio de Gu
por 9. Convém ter em mente que, sob o ponto de
vista da divisio de inteiros, o quociente da divi-



80

115)

FRANCA CAMPOS

<o de dois nimeros ¢ zero, se o dividendo ¢ me-
nor que o divisor.
b) 19063 /7 A9m 4 0¢ 4 6d 4-3u /7

0063 7000 Om  Oc  6d=60a 7m--9u
0

63u
Ou

0 quociente de toda a divisio ¢ 7m -+ 9u ou 7009,
Os dois zeros entre os quocienles parciais 7 ¢ 9
sio, pois, necessirios. Ocorrem, um apés oulro:
o primeiro, quando se baixa o algarismo zero, dos
centenas de 19063, ¢ o segundo ao haixar-se o al-
garismo G, das dezenas.,

O emprégo das subtracoes complementares, na
divisio, embora recomendivel, por conduzir i
rapidez, nio ¢ necessirio ou indispensavel, Pode
dividir-se, ainda mesmo as ignorando, Basta que,
em cada divisao pareial, colocado sob o dividendo
o0 produto do divisor pelo respectivo quocicnte
parcial, se faca a subtracio pelos métodos co-
muns.  Exemplos:

Nio usando subtracdes complementares,

4539 /7 617 /28
2 6 56 923
33 87
28 81

5 3

5

3

-

DIDATICA DA ARITMETICA 81

Usando sublracoes complementares.

4539 /7 617 /28
J3 G618 87 23
59 3
3

I interessanle observar, para explicacio aos alu-
nos, a mancira como se obtém, por meio das sub-
tracoes complementares, a diferenca entre um
dividendo parcial ¢ o produto do divisor pelo res-
peclivo quociente, Vollemos ao exemplo 617/28
(617/28). O resto 8, entre o primeiro dividendo
parcial 61 ¢ o produto 56, ¢ achado assim;

Primeiro: 2 vézes 8 .......... 16

16 para 24.... 8
Depois: 2 vézes 2 ciiviiion.. ik

4 parad...zcr0
O e T O

6 para 6...zero

O que se passa ¢ equivalente ao seguinte;

G1d ou Gee 4d ou dce 21d
=56 d 1c e 16d dce 16d
Sd

Como se vé, sublraimos, primeiro, das 21 dezenas
do minuendo, as 16 dezenas do sublraendo, I,
numa segunda operaciio, subtraimos as 1 cenle-
nas do subtracndo. Se, ao subtrairmos segunda
vez, nito dizemos ou pensamos “4 para 4%, mas
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sim “6 para 6", ¢ porque cslmn_os subtrnind«: sC-
qundo o mélodo austriaco (pm‘ugrj\l‘o ). Nesle
caso, quando dizemos “16 para 21", as (lu:‘!s cc_n-
tenas, de 21, nio provém das centenas de 61. Sio
duas centenas somadas ao minuendo parcial Gl
Ora, para que uma diferenca nio se altere, ¢ ne-
cessario que, somando-se certo nimero 4o mi-
nuendo, se some também, ao sublraendo, o mes-
mo nimero. Com efeilo: 8 —3 =5, (8 4 1) —
(3 + 1) = 5. Sc ao minuendo G¢ + Ad, somamos
20 dezenas, ou 2 cenlenas, ¢ necessiario que, ao
subtracndo 56d, ou 40d -4 16d, ou ainda 4d¢ - 16d,
somemos também 2 cenlenas, Temos, pois, desig-
nando por m o minuendo, ¢ por s o subtraendo:

G1d (Ge 4= 1d)
ou ou
6d  — (e + 16d)

(Ge 4 21d)
— (e + 164d)

Note-se que m— s = (m 4 20 d) — (s 4+ 2¢)

Trataremos, agora, dos casos de divisio em que
o divisor ¢ nimero de mais de um algarismo,
10 caso de divisio: Divisio sem nenhum zero no
quociente; dividendo ¢ divisor maiores que 10 e
multiplos de 10; diviscr de dois algarismos, Exem-
plos: 1560/60; 73280/30. Ao fazermos divisoes
como eslas, nio devemos de inicio, e sem nenhu-
ma explicagio, cortar o zero do dividendo ¢ o do
divisor. Mclhor ¢ dividirmos, primeiramente,
mantendo o zero; e depois mostrarmos que, em-
:mlru cm;lando-os, 0 qu\(lxcicnkc da divisio ¢ abso-
utamente o mesmo. Mas ni is

mos considerar duas (li\'is(:::.oull):::li.\'l;::-e 1())‘9‘::
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com resto, e levar os alunos a compreenderem
que o resto fica allerado (dividido por 10), quan-
do fazemos a divisao sem levar em conla os refe-
ridos zeros, ou melhor: quando primeivo dividi-
mos por 10 o dividendo ¢ o divisor,

Lxemplos:
3710 /70 WX 70+ 3=3710 + 3=3713
21 53
30 53 X 70 + 30 = 3710 + 30 = 3710

11.” caso: Divisiio inexata, sem nenhum zero no
quociente; divisor de dois algarismos, multiplo de
10 ¢ maior que 10. Exemplos: 967/30; 1752/20.
Os casos anteriores de divisio ja devem ler con-
corrido, ndio s6 para fixacio das tabuadas de di-
vidir, como também para que ficassem os alunos
bem familiarizados com o complexo mecanismo
que esta operagio envolve; determinacio dos quo-
cientes parciais, multiplicacio, subtracio e baixa
de algarismos do dividendo. Neste caso, porém,
¢ muito mais nos seguintes, surgem novas dificul-
dades, sendo evidente que entre tadas se destaca
a que diz respeito & estimativa do quociente em
cada divisdo parcial. Quanlo aos exercicios cor-
respondentes a ¢ste caso, ao anferior, ¢ aos sec-
guinles, ¢ certo que podem ser preparados com os
clementos das labuadas. O prepara-los assim, po-
rém, exige, além de grande atencio, uma séric
de cuidados especiais. Aconselhamos, por isso, ¢
para evitar descrever o processo em cada -caso,
que scjam organizados indiretamente, isto ¢, mul-
liplicando-se o divisor pelo quociente desejado.
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Nos casos em que deva haver resto, b_:ls‘la somar
ao produto um numero menor que o dmso:‘. Seja
organizar um excreicio rcla.h'\'o a éste 11, caso.
0 quociente pode ser 68, o divisor 10, c. (:.rcslo lll:.
por exemplo, Temos 68 X 10 4 16 = 2:.’()-'—}: 16
= 2736. O exercicio ¢ entdo, o seguinte 2736/40.
Facamos agora, esta divisio, explicando o pro-
cesso de dividir,

2736 /10
33 6

ou (273 dezenas 4 6 nidades) = 40

O primeiro dividendo parcial ¢ 273, ou melhor:
273 dezenas, pois nio ¢ possivel obter-se um ni-
mero inteiro de centenas (inteiro difcrente de
zero), dividindo-se 27 cenlenas por 0 ou em
quarenta parles iguais. Dividindo-se, porém, 273
dezenas por 10, ou em quarenta parles iguais, 10-
das com um numero inteiro de dezenas, cada uma
dessas parles tera 6 dezenas; pois 6 dezenas x 10
= 210 dezenas, enquanto que 7 dezenas X 10 =
= 280 dezenas.,

2736 /40

336 68

16

As 33 dezenas que sobraram, feity 4 1.0
sido cquivalentes a 330 unidades. Ora, se o essas
330 unidades sio somadas as 6 outras do nimero
2736 (pois 2736 —= 273 dezenos ¢ unidades), te-
mos, ainda, para dividiyp por 10, a somyg 330 '+ G
unidades, ou o nimero 236,

divisio,

118)
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Na pratica, dada a disposicio, ou arrumacao, do
dividendo, do divisor ¢ do resto, ao haixarmos o
algarismo 6, colocando-o 4 direita de 33, obtemos
imediatamente o nimero 336 ou 330 4 6, Divi-
dindo, finalmente, por 10 as 336 unidades, temos
8 delas por quociente, ¢ ainda um resto consli-
tuido de 16 outras,

Uma das maiores dificuldades, com que se cs-
barra, ao dividir, ¢ a estimativa dos quocienles
relativos aos dividendos parciais. Alunos ha, em
grande nimero, alé mesmo em curso secundirio,
os quais, ao dividirem, fazem duas ou mais “con-
tinhas” subsididrias até¢ acertarem com o quo-
ciente, algarismo por algarismo. E nio se pode
negar que essa falha da parte déles ¢, muilas vé-
zes, conseqiiéncia de os seus professores nio lhes
terem indicado um caminho menos arduo para a
descoberta de cada um dos simbolos indo-arabicos
que representam os resultados das divisoes par-
ciais que vio fazendo. Lembremo-nos do seguin-
le: o quociente da divisio de dois inteiros, a ¢ b,
¢ 0 mesmo que se obtém quando se dividem, um
pelo outro, os resultados préviamente obtidos
com a divisdo de « ¢ b por um mesmo divisor.

Com cfeito:

60 - 30 = 2 } =3 =2
30 - 70 =5 3 =7=5
4800 = 800 = 6 8 -8 =06

Consideremos, agora, as seguinles divisaes, que
podemos supor parciais ¢, portanlo, ocorrenles
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em operagaes de dividir: 78/31; 92/26; 521/78.
0 quociente de 78 por 31 tem de ser 2, porque
31 % 2 = 62, enquanto que 31 X 3 = 93. Mas o
quociente de 80 (numero proximo de 78) por 30
(nimero proximo de 31) o qual ¢ 0 mesmo quo-
ciente de 8 por 3, ¢ também 2. Entdo, ¢ melhor
dividir, nao 78 por 31, mas &) por 30, ou 8 por 3.
Melhor ¢ também dividir 90 por 30, ou 9 por 3,
em vez de 92 por 26; 500 por 80, ou 50 por 8, cm
vez de 521 por 78. Assim, para acharmos os quo-
cientes das divisdes de 78 por 31, 92 por 26, 521
por 78, os quais sio 2, 3 ¢ 6, respectivamente:

nao dividimos 78 por 31, mas 80 por 30, ou 8 por 3,
preferivelmente.

nio dividimos 92 por 26, mas 90 por 30, ou 9 por 3,
preferivelmente,

nio dividimos 521 por 78, mas 500 por 80, ou 50
por 8, preferivelmente,

Esse recurso com que cstimarmos o quociente, em
cada divisio parcial, ¢ o melhor que existe, em-
l;.ura partca cnganoso, uma ou outra vez, Na
divisio de 3596 por 52, por exemplo, ao dividir-
mos 360 por 50, ou 36 por 5, em vez de 359 por 52
achamos 7, que nio ¢ o (quociente convinlu’n\'cl.'
Coxn. a pratica, chegamos a pereeber, num golpe
de \'l'xl(l, ou de cileulo, a razio pela qual um certo
quociente nio ¢ o nimero n, ¢ sim o nimero
n-41coun-—1 Nesle exemplo, verifica-se que

119)

120)

122)
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7 ¢ “forte”, porque, do produlo de 2, do divisor 52,
por 7, provém uma dezena, que ¢ somada is ou-
tras trinta ¢ cinco, do produto de 5 por 7.

Continuemos com c¢s casos de divisio. 12.° caso:
Divisio sem nenhum zero no quociente; divisor
de dois algarismos, sendo 1 ou 2 o das unidades.
Exemplos 2016 / 32; 4792 / 81; 19291 / 51;
41186 / 72. Os exercicios sio organizados da
maneira sugerida no paragrafo 117. Assim ¢ que,
para obtermos o dividendo de 11186 / 72, multi-
plicamos 613 (quociente sem nenhum zero) por
72 ¢ somamos 50, que serd o resto da divisio.

13.° caso: Divisio sem nenhum zero no quocien-
te; divisor de dois algarismos, sendo 8 ou 9 o das
unidades. Excmplos: 2129/29; 10800/18; 2301/39;
3717/58.

14.° caso: Divisio sem nenhum zero no quocien-
te; divisor de dois algarismos, sendo, 3, 4, 5, 6 ou
7 o das unidades. Exemplos: 3866/57; 20318/73;
6538/11; 1782/36; 987/25.

15.° caso: Divisio com um zero no fim do quo-
ciente; divisor de dois algarismos. Excmplos:
53021/57; 60863/78; 26058/12; 23217/61. Ja mos-
tramos, no caso de o divisor ser numero de um
s6 algarismo, como ¢ facil explicar ésse zero no
quociente. I a explicagio ¢ igualmente facil, se
o divisor ¢ niimero de dois ou mais algarismos:

26058 / 42
8 62
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Dividindo-se 260 por 12, achamos 6 centenas por
quociente, e ainda um resto constituido de 8 cen-

lenas,

"

26058 /1S

S centenas sio 80 dezenas, Ora, 80 dezenas mais
5 dezenas sio 85 dezenas. Dividindo-se 85 deze-
nas por 12, achamos 2 dezenas por quociente, e 1
dezena por resto.

26058 /42
8 62
18

1 dezena ¢ igual a 10 unidades, Mas 10 unidades
mais 8 unidades sio dezoito (18) unidades ¢ nio
podem ser divididas em 42 partes iguais, sob o pon-
to de vista de divisio exata, O quocicnte pois, de
26058 por 42, ¢ constituido de 6 centenas e 2 de-
zenas, ou 62 dezenas ou 620 unidades,

26058 /42

8 620
18

0 llllfll.ll)- dividendo parcial 18, ¢ também 0 resto
da divisio,

16.” caso: Divisio com um zero pelo meio dg quo

ciente; divisor de dois algarismos, Exemplos:
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17622/29; 10318/67; 8688/12; B1176/78. Explique-
mos o zero pelo meio do quociente, Scja a divi-
sio de 311476/78.

31176 / 78
2 4 cenlenas

Dividindo-se por 78 as 311 cenlenas do dividendo,
achamos o quocienle 4 cenlenas, ¢ o reslo 2.
(duas cenlenas)

31476 / 78

27 14 cenlenas

Ao baixarmos o algarismo 7, colecando-o i di-
reita de 2, formamos o nimero 27. Sio 27 deze-
nas, ou seja: a soma de 2 centenas, com 7 deze-
nas, Temos de dividir, agora, 27 dezenas por 78,
ou em 78 partes iguais, o que nio ¢ possivel, a nio
ser fracionando as dezenas, Fazemos, enlio o se-
guinte: somamos a essas 27 dezenas ou 270 uni-
dades as 6 outras do nimero 31476, ¢ lemos um
novo dividendo parcial, de 276 unidades. Divi-
dindo, finalmente, por 78, essas unidades, acha-

mos um quociente de 3 unidades ¢ um resto de
42 unidades,

31176 / 78

276 1 centenas ¢ 3 unidades
i
2

Se o quociente ¢ conslituido de 1 centenas ¢ 3 uni-
dades, o niimero que o representa ¢ 103. O zero ¢,
Pois, necessirio, Colocamo-lo no lugar convenien-
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te, no momento em que ocorre um dividendo par-
cial que, em valor absoluto, seja menor que o di-
visor. No exemplo considerado, o zero é escrito
a0 ocorrer o dividendo 27,
JLI76 /78

276 103

42

17.° caso: Divisio com zeros conseculivos pelo
meio do quociente, ou no fim; divisor de dois al-
garismos. Exemplos: 115079/23; 313098/49;
210631/78 167740/43. A ocorréncia dos zeros, on
a razio por que colocd-los entre os demais alga-
rismos do quociente, ¢ explicada do modo como
o fizemes com um dos exemplos do caso an-
terior.

18.” caso: Divisio em que o dividendo ¢ o divisor
sido numeros quaisquer, £ o caso geral, Vencidas,
clapa por etapa, segundo os casos anteriores, as
virias dificuldades que a operacio de  dividir
apresenta, julgamos estarem os alunos capacita-
dos a dividir dois nimeros inteiros quaisquer,
um p(:lo o'ulru. E’ claro que ésses nimeros nio
SErao 1guais: e nem serd o dividendo menor que
o (h\'nsur._O razoivel ¢ apresentap exercicios em
que o divisor seja nimero de mais de dois alga-
rismos,

Exemplos: 210731/517; 1210196 s T008:
68]70(;/8029. feiac l-wl-b/m’ heisifed

Caso especial de divisio:

Divisio em i
f ; S que o dj-
visor ¢ 10, 100, 1000, el

¢ Exemplos: 3 18/10;

127)
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50683/100, 29665/1000, Nesles exemplos, os quo-
cienles, sob o ponto de vista da divisio de intei-
ros, sio 31, 506, ¢ 29, respectivamente, pois o di-

videndo ¢ igual ao produto do divisor pelo quo-
ciente, mais o resto. E lemos, realmente:

318 = 10 X 31 4 8

50683 = 100 x 506 4 83
20665 = 1000 x 29 4+ 665

Prova das operacées de multiplicacio e divisio:
Apos multiplicarmos ou dividirmos, tiramos a
prova. No caso da multiplicacio, a prova mais
comum consisle simplesmente em repetir a ope-
ragio. Tiramos prova também, ¢ muito boa pro-
va, quando fazemos uma segunda multiplicacio,
tendo anles trecado o multiplicando pelo multi-
plicador. Nem sempre, todavia, convém esla pro-
va, pois, s vézes, a troca de um fator pelo outro,
acarreta, numa scgunda multiplicacio, um ni-
mero muito maior de produtos parciais. Um ter-
ceiro meio de tirarmos a prova da multiplicagio
consiste em dividirmos o produto pelo multipli-
ador e lermos, por quociente, o multiplicando.
A melhor prova da operacio de divisio ¢, sem
diivida, a multiplicagiio. Multiplicamos o quocien-
le pelo divisor, ou o divisor pelo quociente, ¢ a0
produto somamos o resto, se o houver. O resul-
tado deve ser o dividendo. O que comumente fa-
zemos, no entanto, é dividirmos segunda vez, Nio
recomendamos a prova dos nove,
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PROPRIEDADES DA ADICAO

1) Propricdade comutativa: a ordem das par-
celas ndo altera a soma. Exemplo: 20 4-
418 4 30 = 30 + 20 + 18.

II) Propricdade associativa: a soma de virias
parcelas niao se allera quando se substi-
tuem duas ou mais delas por outra que
lenha tantas unidades quanlas a soma das
parcelas  subslituidas, Exemplo: 14 4
+ 26 4+ 50 = 10 4 50,

HI) Propricdade dissociativa: dadas vérias
parcelas a somar, pode-se substituir uma
delas por duas ou mais oulras cuja soma
tenha tantas unidades quantas a parcela
substituida.  Exemplo: 50 + 80 = 50 4
+ 50 -+ 30,

Observacaes

1.")  Cabe aos alunos descobriy o enunciar nio
$6 estas propriedades, mas todas as outras, g
bastante, para isso, que o professor os desafie ¢
os oriente. Por exemplo, dada g soma indicada

20 4+ 18 + 30, o professor fard um aluno escre-
ver no quadro negro:

20 4 18 4+ 30 — 68

18 4 20 4 30 = 68

129)
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20 + 30 4 18 = 68
30 4 20 + 18 = 68
18 + 30 4+ 20 = 68

30 4 18 4 20 = 68

“Que descobriu voed?”, perguntara. A resposla
nio serd bem enunciada, mas sera provavelmen-
te certa. O bom enunciado vira, aos poucos, dos
proprios alunos, através de um oportuno exerci-
cio de redacio oral.

2.")  Estudar as propricdades so por estuda-las
nio vale a pena. I imprescindivel que haja opor-
lunidades para a sua utilizacio. Assim, por exem-
plo, a adicio de 280 + 700 4 320 deve fazer-se
mentalmente, associando-se primeiro 280 ¢ 320.

3.%)  Ha propriedades que sio muito importantes
pela frequéncia com que podem ser empregadas
no cileulo. E ¢ s deslas que tratamos,

PROPRIEDADES DA SUBTRACAO

I) O resto aumenta ou diminui do nimero so-
mado ou subtraido ao minuendo Exemplos:
50 — 30 = 20 50 — 30 = 20

55 — 30 = 25 40 — 30 = 10
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O resto diminui on aumenta do nimero so-
mado ou sublraido ao subtraendo. Exem-
plos:

S0 — 60 = 20 80 — 60 = 20

80 — 70 = 10 80 — 50 = 30

0 resto ndo se altera, se um mesmo nime-
ro ¢ somado ou sublraido ao minuendo ¢
ao subtracndo. Exemplos:

60 — 10 = 20 60 — 40 = 20

65 — 45 = 20 50 — 30

20

Para subtrairmos de wm nimero uma
soma indicada de virias parcelas, pode-
mos subltrair désse ntimero g primeira de-
las; do resultado obtido, a segunda;
novo resultado, a terceira;

do
¢ assim pros-
seguirmos alé que tenhamos subtraido a
ultima parcela, Exemplos:

00— (024845 =10_12_§_ 5

Para subtrairmos de um nimero ym
ferenca indicada, podemos somay a ¢sse
niamero o subtracndo, ¢ da soma (*l)li(|ﬁ
sublrair o minuendo, Exemplo: ;

a di-

20 — (30 — 18) = (20 +4- 18) — 30

130)
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PROPRIEDADES DA MULTIPLICACAO

)

1I)

111)

V)

Propriedade comutativa: a ordem dos fa-
Lores ndo allera o produto. Exemplo:

2003 L=, 24 d X 2X%3=21
32X A= 21 3 XA NX2=21
2X 4 X3 =21 4 X3 xX2=21

Propriedade associaliva: o produto de vi-
rios fatores nio se altera quando se subs-
tituem dois ou mais déles por um outro
que lenha tantas unidades quantas o pro-
duto dos fatores substituidos. Exemplo:

4 X 25 X 36 = 100 X 36

Propriedade dissociativa: o produto de vi-
rios falores nio se allera quando se subs-
titui um ddes por dois ou mais outros
cujo produto tenha tantas unidades quantas
o falor substituido. Exemplo:

06X 25=9%1X2

Propricdade distributiva em relagio a adi-
¢io: para multiplicarmos por um nimero
uma soma indicada de virias parcelas, po-
demos multiplicar por ésse nimero cada
parcela da soma ¢ fazer a adicio dos re-
sullados, Exemplo:

(8+10+6)X!)=72+90+5l:2lﬁ.
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V) Propriedade distributiva em relagio a sub-

Vi)

VI

tragio: para mulliplicarmos por um mi-
mero uma diferenca indicada, podemos
multiplicar por ¢sso niimero o minuendo e
o sublracndo ¢ do primeiro produto sub-
trair o segundo. Exemplo;

(12 — 30) X 5 = 210 — 130 = GO0.

O produlo de dois fatores fica aumentado
ou diminuido do produto de um déles pelo
nimero somado ou sublraido ao oulro.
Excemplos:
SX4=32 15 X 6 =9
12 =71 %3 30i=:0¢:5
11 X 4 = It 10 X 6 = G0

Para multiplicarmos por um nimero um
produto indicado, mulliplicamos por ésse
mumero um so fator do produto, Exemplo:

a) 2X3X7) X10=

=20X 3 X 7=42
b) X3 %7 xX10=

= 2X30X 7=42
) @X3IXT7 X10=

= 22X 3X7 =42

s

L iRt et -
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PROPRIEDADES DA DIVISAO

O quocienle varia na razio direta do divi-
dendo. Exemplos:

21/ 6 2 X3 =72
4

72 /6 1 X3 =12
12

2 /7 2 -2 =21
G

2157/47 6 +-2= 3
3

II}) O quociente varia na razio inversa do di

visor, Exemplos:

a8 /2 2X 4= 8
21

18 / 8 2 =1= 6
6

5"/9 9+3=3
6

51 /3 6 X 3 =18
18
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1) Propricdade distributiva da di\'i:s'x'm exala
em relagio & adigio: para dividirmos por
um ntmero uma soma indicada de vivias
parcelas, podemos dividir por ésse Ill'I.III.l‘-
vo cada paveela da soma e efeluar a adigio
dos quocientes, Exemplos:

(1248420 -1 =34+2+5,

ou

12 4 8 + 20
1

IV)  Propriedade distributiva da divisio exala
em relagio & sublragio: para dividirmos
por um ntunero uma diferenga indicada,
podemos dividiv por ¢sse ntimero o minuen-
do ¢ o subtraendo, e do primeiro quociente
subtrair o segundo, Exemplo:

(18 —18) ~6=8—3

ot

ou

18 — 18

=8 —-3=05

i

6

V) Para dividirmos por um nimero u
dulo indicado, basla div
numero um (|05 fulél'cs (

m pro-
idirmos por ésse
lo produlo, o que

132)
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serd possivel, se um déles, pelo menos, for
miulliplo do nimero divisor, Exemplo:

a) (8 X 10X 7) =5 =

b) (20 X 8 X 12) = | =
= H X 8 X 12 =180

¢) 20 X 8X12) -1 =
=20 X 2 X 12= 18

d) (20 X 8 X 12) -1 =
=20 X 8§ X 3 = 180

Direlrizes gerais para o ensino das operacoes de
multiplicagio ¢ divisio de inleivos, Dirvetrizes ge-
rais de ensino,

I — Insistiv em que se tornem claros os con-
ceitos de mulliplicacio e divisio.

Il — Organizar (éenicamente os exercicios de
mulliplica¢iio ¢ divisio, de maneira que,
por meio déles, ndo somenle se fixem os
processos de multiplicar e dividir, mas se
praliquem, para a fixagio desejavel, to-
dos os clementos das respectivas labua-
das, ¢ principalmente os mais dificeis,

I —Por reparo nas dificuldades que estas
duas operagoes apresentam, notadamen-
te a de divisio, ¢ conduzir o ensino de
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modo que os alunos lenham de veneer nn
s6 obsliculo de cada vez, Apreseniar os
casos de mulliplicagio ¢ divisio, ¢ os r
exercicios correspondentes, segundo a or-
dem sugerida,

culdade, a estimativa do quociente cm
cada divisiio parcial ¢ niio dominarem as
subtragées complementares a fim <e obte-
rem, por meio delas, a diferenca enlre um
dividendo parcial e o predule do divisor

IV — Explicar, objelivando se necessario, o mo- 1’01_0 {uociente estimado. ‘ 4\l!r(‘5¢l;l=\l:.
tivo de se transportarem reseryvas, na mul- ! DOIS, jos  el0s com (jue fa\.ﬂl}l l".(‘! ‘1f)l‘-
tiplicacio. Explicar, também, ¢ analili- 11_10“10 cssa estimaliva; ¢ prover '~~"‘f‘"
camente, o processo de dividiv, em cuda cios orals, para (ue pratiquent as sublra-
um dos casos de divisio, ¢ principalmenle ¢ées complementares.

nos mais dificeis. VIII — Prover exercicios para a prilica das 3G9

Y —Reconliceer, ao ensinar mm novo topico, divisdes fundamentais inexatas, conlidas
ou um novo processo, a necessidade de o ' no quadre do parigrafo 67. Apresenli-
aluno mover-se, gradativamente, <dec wm las por eserilo, ¢ oralmenle. Exemplos:
cstigio de experidneias concrelas para 2376, 6179, 33/1, ou 23 por G? G1 por 9?
um ontro, intermedidrio, em que sc apre- 33 por 1?7
senlem os nimeros por meios semi-con- 2 PR i
eretos, ¢ désle para um derradeiro, cm IX — Usar o joge conio recurso com qnc'prah-
yue se empreguem simbolos abstralos, car para a fixagio. Verilicar, porém, se

¢éle apresenta ésle minimo de (ualidade:
ser agradavei on interessanle, conduziv
ao fim em visla e dar ensejo a que par-
ticipem déle, alivamenle, o maior namero
possivel de alunos da classe.

VI— Convir em que ¢ necessiario estudar e pra-
lil:.ur as -1 adigoes complemenlares difi-
ceis (parigrafo 61), como 36 4 7,45 + 8,
238 - 5, por exemplo, as quais, além de
ocorrerem na adigio de Irés on mais ng- |
meros, como tédas as oulras, sio ainda X=lepstad e que,campasndy com X sapi

ou:urrc_nlcs na multiplicagio, Reparar em ez fos cllouies, 3 entliilo £ s Y
e nio ¢ possivel adiantar-se em multi-

s portante, Lembrar-se ainda de que a ra-

DIICACA 0, inli . g . s

lo s:m' ““l "“}"l‘lﬁlc:u com desembara- pidez ¢ a exatidio podem ser aumenta-
4 0 3 n ¥ A a0 3 :
<0, conhicce-las ¢ emprega-las, ) das pela ulilizagio de processos mais

VII—Ter em menle que as duas principais cau- simiples ¢ mais inleligiveis.

sas de os alunos dividirem com demaor

- ’ -~ - 1\
lastimdvel siio: o nio fazerewy,

s NI — Pretender, a cada passo, & compreensiio,
sem difi-

que se podc ASSCRULAL, cOom nmenor os-
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forgo, focalizando poucos conhecimentos
de cada vez.

Ensinar a Aritmélica como um sistema
inteligivel, de idéias, principios e proces-
sos. Nao dividi-la em unidades estanques,
independentes, ou nio relacionadas. Sa-
ber que o ideal nio ¢ apenas calcular,
mas generalizar, transferiv e aplicar,

Conter o desejo de ensinar um novo 16-
])i(‘(). ou um novo processo, se os ﬂlllll().\',
no momento, nio se acham intelectual-
mente preparados para compreendé-los.

Sentir que a Matemalica, em qualquer de
seus ramos, reclama uma sequéncia logi-
€, que nio se poderia observar sem aulas
préeviamente planejadas, Reparar, entio,
na impossibilidade de ensina-la inciden-
talmente, ou apenas através de projelos,
centros de interésse, ou oulros métodos
de globalizacio. Servir-se, todavia, das
cxp.criéncins da crian¢a, nio s6 como
meios de motiva-la, mas ainda como re-

Cursos com que enriquecer-lhe a idéia de
niimero,

Provocar reacées, Aprender ¢ reagir. O
sentido real, oy a significaciio de um fato
ou processo, depende (e reacées. Quanto
mais variadas forem eslas, lanto mais
profunda sera o penetracio, e mais se-
gura a compreensio, i

todos dogmati-

A
! XVII —
NIX —

\
XX —

y
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cos, ou de exposiciio, pretendendo (rans-
mitir conhecimentos a criancas passivas.
Usar, porém, os métodos euristicos, ou de
investigacio, estimulando-lhes o interésse
¢ a iniciativa, a fim de que realizem, por
si mesmas, a aprendizagem real,

Ter em menle que um conhecimento ¢
adquirido com maior rapidez quando a
atividade que a éle conduz ¢ motivada
pelo interésse, Lembrar-se, todavia, de
que um objeto nunca ¢ interessante por si
mesmo; que o interésse por ¢le depende
da disposi¢iio psico-fisiologica de quem o
considera, Lembrar-se também de que o
interésse ¢ dindmico, e nio estatico, Muda
com as experiéncias, com a idade, com a
cultura ¢ com o meio social.

Conduzir o ensino com a convicgio de que
o ideal ndo ¢ acumular conhecimentos,
mas descnvolver capacidade, Fazer da
crianga, “nio um armazém, porém, uma
fabrica; nio um deposilo para encher,
mas sim wm mecanismo, bem lubrificado,
pronto para funcionar e funcionar bem™,

Por empenho em criar um meio propicio
a0 esludo ¢ & aprendizagem, arrumando
de tal modo a sala de aula, que possa
apresentar, além de atrativos, conforto
razodvel e recursos didaticos indispen-
siveis,

| XXI — Concorrer para a disciplina da classe,
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planejando devidamente cada uma das
aulas.

XXII — Medir, com padroes adequados, a capaci-
dade da crianga. Nio irritar-se com o
fato de lhe ser, as vézes, tdo dificil o que
parece tio ficil. Nido usar expressoes co-
mo estas, que podem causar uma inven-
civel inibicio: “Voeé nio aprende mes-
mo”, “faz tudo errado™

X1 — Procurar educar-se para educar, lem-
brando-se de que a crianga clabora es-
pontincamente a sua conduta, cm con-
formidade com exemplos ¢ modelos que
observa, ¢ nio segundo o que lhe ¢é indi-
cado ou imposto. Usar de delicadeza, se
pretende delicados os alunos, Ser pon-
tual, se os quer pontuais, Usar boa lin-
guagem, se deseja que falem bem,

XXNIV — Atentar para o fato de que o fenémeno
educativo, que ¢ também um fendomeno
biologico, esta condicionado por éstes trés
falores: contingente hereditario, meio
ambicnte ¢ comportamento individual,
constituido de agdes ¢ reagoes.

XXV — Promover, para os alunos, uma vida es-
colar aprazivel, fazendo da escola nio
um lugar onde apenas se preparem para
a vida, mas uma comunidade onde cada
um déles conviva feliz, servindo e coope-

rando para o hem de si mesmo e de todo
o grupo.

NOUMEROS PRIMOS — DIVISIBILIDADE — FRACOES

133)

131)

ORDINARIAS — NUMEROS DECIMAIS —
PROBLEMAS

Nitmero primo e nitmero composto. Nimeros
primos enire si. Chamamos primo a0 namero
inteiro, maior que zero, so divisivel por outro que
lhe seja igual, ¢ por 1. O nimero nio primo ¢
chamado composto. Aos divisores de um numero
composto N, menores que N ¢ maiores que 1,
chamamos divisores proprios de N. O numero 12,
por exemplo, tem os divisores proprios 2, 3, 1, ¢ 6.
Dois ou mais inteiros, diferentes de zero, sio ni-
meros primos entre si, quando o tnico divisor
comum déles ¢ 1. Os numeros 8, 12, 27 ¢ 35, por
exemplo, siio primos entre si. Se dois niimeros sio
primos entre si, um déles e primo com o outro.
Considerando-se os nimeros 8 ¢ 9, por excmplo,
pode dizer-se que 8 ¢ primo com 9, ou que 9 ¢ pri-
mo com 8. Trés ou mais nimeros sio primos entre
si, dois a dois, se cada um déles ¢ primo com
qualquer dos outros. E’ o caso dos nimeros 8, 9,
25 e 49. Decorre, das defini¢oes acima, o seguin-
te: trés ou mais niimeros primos sio primos entre
si, ¢ primos entre si dois a dois, Veremos, mais
adiante, algumas aplicagdes de nimeros primos,
e numeros primos entre si.

Divisibilidade. Nio ¢ dificil ao aluno aprender
a divisibilidade, desde que atendamos ao critério
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de dirigiv a sua aprendizagem de modo que em
todas as elapas haja compreensio de principios
¢ ndo regras que apenas s¢ decorem, Facamos,
em primeiro lugar, que nossos alunos compreen-
dam que a condicio necessivia e suficiente para
que um nimero composto seja divisivel por um
niimero primo ou nip primo, ¢ que ésle seja um
de scus fatores. Assim, o nimero 30 ¢ divisivel
por 2, por ser o produlo de 2 por 15, ou uma soma
de 15 parcelas iguais a 2; ¢ divisivel por 5, por
ser 30 igual a 5 multiplicado por 6; ¢ divisivel
por 3, porque ¢ também o produto de 3 por 10;
¢ ainda divisivel por 6, por 10 ¢ por 15, por serem
¢éstes niimeros fatores de 30. B, finalmente, di-
visivel por 30 ¢ por 1. Mostremos, em seguida,
que, dada uma soma indicada, de virias parcelas,
se um niumero qualquer dividir cada uma delas,
dividira também a soma. Com cfcito: seja uma
soma de virias parcelas, todas divisiveis por 6:
18 + 21 4 12... 4 36. Ora, dividir 18, 21, 12...
36 por 6 ¢ achar quantas vézes o ntimero 6 esta
contido em cada um désses numeros.

Temos entio:

18 =064 646
2|=U+6+G+6
12=64 6

Seesssscssens,s

fhe st et sans

frereianaans

3“=ﬁ+6+6+6-{-6+ﬁ

i
-
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£ facil concluir que a soma dos nimeros dados,
qualquer que seja cla, conterda 6 um nimero exalo
de vézes, Logo, ¢ divisivel por 6. Lembramos aos
senhores professores (ue nio se prelende aqui ne-
nhum rigor l6gico, nem mesmo referéncia a qual-
quer {ecorema, pois o curso ¢ primario, mas algu-
ma coisa mais do que o simples dizer que, divi-
dindo um namero todas as parcelas de uma soma,
também divide a soma, Chamamos a alencio dos
alunos para o seguinte: vamos fazer de conta, ou
supor, (ue todas as parcelas nio aparentes, da
soma acima, compreendidas entre 12 ¢ 36, sejam
divisiveis por 6, menos uma, cujo resto por 6 é 4.
Fagamos, depois, esta pergunta: “Serd que a soma
¢, agora, divisivel por 6?". I’ quase certo que um
bom nimero de alunos tera pereebido, nio s6 o
fato de ela ndo ser exatamenlte divisivel por 6,
mas ainda o de deixar, na sua divisio, 0 mesmo
reslo 1, da parcela nao divisivel. I£ se, porventura,
nio o tiverem pereebido todos, poderd o professor
fazé-los perceber, tornando evidentes, no quadro
negro, ¢sses dois falos. Antes de prosseguir, ¢ de
toda a vantagem que verifiquem estas mesmas
verdades, considerando o caso particular de uma
soma de duas parcelas. I’ principalmente impor-
tante que fique claramenle compreendido: 1.9)
que se um niamero dividir s6 uma das parcelas,
nao dividira a soma: 2.°) que o resto da divisio
da soma serd o mesmo resto da parcela nio di-
visivel, Prosseguindo, convém mostrar que, se um
ntimero divide outro, divide os multiplos désse
outro, I’ necessario, antes fazer que fique perfei-
tamente claro o conceilo de maltiplo de um ni-
mero, Poder-se-a, depois, considerar um ntimero
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natural qualquer, ¢ um dos seus miulliplos, Scja,
por exemplo, o mimero dividendo 12 ¢ o divisor 1,
Seja tambeém um multiplo de 12, como 12 X 6 ou
12 4- 12 4- 12 4 124 12 4 12 Temos:

12=d+4 444
12=4144+41

12 =141+ 1

Visse, facilmente, que, sendo 12 divisivel por 4, o
scu miltiplo 12 % 6 ¢ também divisivel por -,
pois contém 4 um nimero exato de vézes, on seji
I8 vezes, K onio ¢ dificil compreender que, se o
miltiplo considerado tivesse sido 12 % 7, 12 < 8
12 5 0, ou qualquer outro, o quadro mostraria,
a direita, 21, 21,27 ou mais vézes o ntunero .
Assim, qualquer maltiplo de 12 sera sempre divi-
sivel por 4, por conter 4 um nimero exato de ve-
zes. Cabe aqui ao professor, como em 1odas as
situacoes semelhantes, conduzir de tal modo o en-
Sino, que os alunos, por si mesmos, cheguem a
aeneralizar, sempre que possivel, Vamos agora,
para ]){‘lii\t'gllil‘llllis, supor que ¢les tenham ja
aprendido o seguinte:

a)  Miltiplo de um nimero ¢ o produto désse
Bumero por um inteiro qualquer,

”—

135)
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1) Uma soma de duas ou mais parcelas, todas
iguais o wm nimero, ¢ um mltiplo disse
nuaniero,

¢) A condicio necessaria e suficiente para gue
um numero seja divisivel por outro, ¢ que
contenha ¢sse oulro como fator,

d) O namero que divide todas as parvcelas de
uma soma, divide a soma,

¢) O nimero que divide todas as pareelas de
uma soma, menos uma, nao divide a somaz ¢
o vesto da divisio da sowa ¢ igual ao da par-
cela nao divisivel,

f)  Dada uma soma de duas parcelas, se wm ni-
mero divide s6 uma delas, ndo divide o soma;g
o resto da divisio da soma ¢ o mesmo reslo
da parcela nao divisivel,

g) O ntmero que divide outro, divide os multi-
plos désse oulro.

Caracleres de divisibilidade. Divisibilidade  por
2, por 5 e por 10, Obténm-se o resto da divisio, de
win namero por 2, 5 ou 10, dividindo-se por 2, 5
ou 10 o valor do algavisma da 1.* ovdem. Com
cfeito: consideremos um ninuero qualquer, de
dois ou mais algarismes. Seja o nmero G157,
12 evidente que 6157 pode representar a soma de
duas parcelas: G150 4 7 ou 615 > 10 4 7. Os ni-
meros 2, 5 ou 10 dividem a paveela G150, que ¢
um nimero maltiplo de 10, ¢ como nido dividem
7. ndo dividem 6157, Alem disso, o resto da divi-

sio de 6157, por 2, 5 ou 10 ¢ o mesmo resto da
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divisio de 7 por 2, 5 ou 10. Imaginemos que em
vez de 6157, tivessemos 6150, 6152, 6151, G156 ou
(158, Poderiamos escrever:

6150 = 6150 + 0
6152 = 6150 + 2
6151 = 6150 + 1
6155 = 6130 + 5
6156 = G130 + 6
6138 = 6150 4 8

Parcce-nos que nio seria dificil, & vista deslas
igualdades, chegar as seguintes conclusées: a) um
nimero ¢ divisivel por 2, se o algarismo de sua
L ordem ¢ 0, 2, 4, 6, ou 8; b) ¢ divisivel por 5,
s¢ o algarismo de sua 1." ordem ¢ 0 (zero) ou 5;
¢ divisivel por 10, se o algarismo de sua 1.* ordem
¢ (zero). Lembramos o seguinte: um niimero nio
¢ divisivel por 2 quando ¢ par; muito ao contri-
rio: um nimero ¢ par quando ¢ divisivel por 2,
123 € i s o P

. Ass ) se evidenciaram os
caracteres de divisibilidade por 2, por

! . 5 e por 10,
evidenciam-se os re

lativos aos divisores 4, 25 ¢
u‘m, como também os que dizem respeito acs di-
visores 8, 125 ¢ 1000. Lembramos apenas o ca-
minho, sugerindo um exemplo: 5718 — 5700 -+
-+ _IX =57 X (1 % 25) + 185 5718 — 5000 + 718
=0 X (8% 125) 4 718,

——
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Divisibilidade por 3 ¢ por 9. Dizer aos alunos
que um nimero ¢ di ¢l por 3 ¢ por 9, quando
a soma dos valores absolutos de seus algarismos

¢ um namero divisivel por 3 e por 9, respecliva-
mente, ¢ muito comodo, mas nio ¢ ensinar. Temos
de ter paciéneia, ¢ mostrar-lhes o porqué da afir-
mativa. Consideremos alguns niuncros, como 60,
100, 300, 7000, 90, cle, Temos: 60 = 51 4 6; 100 -
= 99 4 1; 300 = 297 + 3; 7000 = G993 4 7; 90 =
= 81 4 9. Os alunos poderiao verificar direta-
mente, pela divisio, que as parcelas 51, 99, 207,
G993, 81 ¢ oulras, de outros exemplos, sio divisi
veis, tanlo por 3 quanto por 9. Ganhardo, assim,
uma espécie de f¢ em que, de fato, qualquer ni-
mero de dois ou mais algarismos representa uma
soma de duas parcelas, uma das quais divisivel
por 3 ¢ por 9. Consideremos, agora, o nimero
6310, Temos: 6310 = 6000 +4 300 + 10. Temos
também:;

G000 = 5991 + 6
300 = 207 + 3
0= 3644
6310 = 5991 + 297 + 36 + (6 + 3 -+ 1)

O nimero 6310 representa, pois, uma soma de
qualro parcelas, trés das quais divisiveis por 3 ¢
por 9. Mas o niuncero que divide todas as parcelas
de uma soma, menos uma, nio divide a soma;
¢ o resto da divisao da soma ¢ igual ao resto da
parcela ndo divisivel, Enldo, o resto da divisio de
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6310 por 3 ¢ por 9 ¢ igual, respectivamente, ao
rosto da divisio de 13, ou (6 4 3 + 4) por 3 e
por 9. Afirmamos, como acima i o fizemos, que
nio pretendemos seja isto uma dcmonslruq{no pro-
priamente dita, mas algo mais do que simples-
mente enunciar uma regrinha. Divisibilidade por
11. Nio recomendamos seu €nsino no curso pri-
mario. Sc o professor, no entanlo, quiser ensi-
nd-la, ou se algum aluno desejar aprendé-la,
convém que se chegue ao seu enunciado da ma-
neira pela qual se chegou ao da divisibilidade
por 9.

Mdximo divisor comum ¢ minimo milliplo comum
Ensinar a pesquisa do maximo divisor comum, na
escola primaria, ¢ perder tempo. Nio lem ¢le
nenhuma utilidade. E nio se diga que ¢ usado
para simplificar fracoes, porgque geralmente as
simplificamos por divisdes sucessivas. Quando
muito, poder-se-i mostrar que dois ou mais ni-
meros podem admitir varios divisores comuns, 20
maior dos quais chamamos maximo divisor co-
mum. Quanto ao minimo maltiplo comum de
viirios nimeros, vale a pena aprendermos a des-
clobri-lo; pois s¢ nio ¢ necessario, quando temos
de somar ou sublrair fracoes, ¢, todavi i

conveniente, Ha varios c:sos ’a a.m:(s,:(lli‘rl.:' P

o PO~ R S
1% caso: Dados deis nimeros, se o maior ¢ divi-

sivel pelo menor o maior ¢ o minimo miltiplo
comum dos dois,

0 9 . ” Q e H Y
2° caso: Dados Irés ou mais nimeros, se o

maior déles ¢ divisivel por todos os outros, o

!
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maior ¢ o minimo mulliplo comum dos ntmeros
dados.

3.° caso: Dados dois ou mais niimeros diferen-
les, cada um dos quais primo, o minimo multiplo
comum ¢ o produto déles. Bstes trés casos podem
ser facilmente explicados & luz da seguinte ver-
dade, ji estudada: a condicio necessaria e sufi-
cienle para que um namero seja divisivel por
oulro, ¢ que conlenha ésse outro como falor.

1.2 caso: Dados varios nimeros, como 3, 12, 15
¢ 20, por exemplo, ¢ tais que o maior nio seja
miltiplo dos oulros, o ma.c, déles ¢ o niimero
(que se obtém multiplicando-se os diferentes fato-
res primos dos nimeros dades, tomando-se, po-
rém, cada um désses falores com o maior expoen-
le, no caso em que scja comum a dois ou muis
numeros. Para compreender éste L° caso ¢ ne-
cessario que o aluno entenda, primeivo, que a
condi¢io necessiaria e suficiente para que um ni-
mero seja divisivel por outro, ¢ que contenha
todos os falores primos désse outro, ¢ com ex-
poentes, respectivamente, iguais ao désse oulro,
ou maiores. Exemplo: 501 ¢ divisivel por 36,
porque 501 contém os fatores primos de 36 (2 ¢
3), com expoenles iguais ou maiores. Com efeito:
em 501 os falores primos 2 ¢ 3 ¢ém expoentes 3
¢ 2, respectivamente, ao passo que os expoentes
dos fatores primos 2 ¢ 3, de 36, sio 2 ¢ 2, respec-
tivamente. Nio ¢ facil levar os alunos a tal com-
preensio, mas nao ¢ impossivel. Na pratica, da-
dos dois ou mais nimeros, decompomos em fa-
tores primos, um por um, ou simultineamente,
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os o primes ¢ os nio conlidos ¢ qualquer dos
ontros, dividindo-os sempre pelo menor de seus
divisores, pais o menor divisor de unt namero
nio prime ¢ nimera primo,  (Fale interessante
que o aluna pode verificar). Qu:m-(lu se {rala de
fragies ovdindrias, isto & de fracoes realmente
comuns, cujos denominadores siio mimeros rela-
tivamenle pequenos, sem que nenhum déles seja
O sell e, tun bom meio de achar t“.\‘S." mang,
¢ tomar o maior denominador ¢ multiplicd-lo por
2, por 3. por |, ele. Excniplo; dados os nameros
12, 15 ¢ 20, multiplicamos 20 por 2, achamos 10;
malliplicamos por 3 ¢ achamos 60, m.n.c.

Fragdo ordindrie. Chamamos fracio ordiniria ao
mimero da forma a/l, e que a ¢ & sio inteiros,
sendo B diferente de zera e de 105+, para n in-
teire. Sc b & mimera de forma 1041 sendo n in-
teivo, a fracin ¢ decimal. A fracio ordin
como a decimal, ¢ também:

a) Uma ou mais das partes ignais em que se
divide mm todo unifirio, on sejn a unidade.
Exemplo: dividimos em trés partes ignais
uma 8o coisa cu uma unidade de coisy, Se

tomamos uma dessas parles, lemos 1/3; se
duas, 203,

b} Uina ouw mais das Purles iguais em gue se dli-
vide win conjunio de unidacles, Exemply di-
vidimos em tréy pirtes iguais um conjunto
tle unidades ou coisas, Se lomamos uma sé

dessas parles, temas 173 1y que foi dividido,
se duas, 243,

c)

d)
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Um quociente: o da divisio o numerador
pelo denominador, A fragio 2/ significa qn
1érgo de dois ou a {érea parte de dois on o
quoviente da divisao de 2 por 3, Exemplo:
podem dividir-se duay ceisas  distinlas ou
duas unidades de eoisa em rés parles iguais,
dividindo-s¢ cm lrés parles iguais ecade uma
defis. Se o cada um dos {rés térgos, oblidos
com a divisio da primeira unidade, se junla
uni téreo dos que foram oblidos ap dividir-se
a segunda, ter-se-d um grupo de Irés porgaes,
cada uma das quais com dois lergos (2/3).
Ora, cada porgio represenla o quocienie da
divisio de duas unidades, ow coisas, por trés.,

Uma razio:  a razio dos dois ndimeros que
represenlam, respeclivamente, o muonerador
e o denominaddor, Exemplo:  um alune, a
quem fovam proposlos dez exercicios, acet-
tow quatro déles, ¢ erren seis, Ora, o grupo
dos exercicios corlos esti para o srupa <dos
que foram dados, como 1 esta para 10, A ra-
zio dos certos para os propostos ¢ 1/10 ou
2/35; a dos cerlos para s errados, 176 on 2/3;
a dos errado o cerla, 6/1 ou 372 Bste
conceito de razio ¢ fundmneninl cm poreea-
lagen. Quando dizemos que oitenla por cen-

to (8047) dos cundidatos a VIS DU CSCo-
Ia fovam reprovades, significames que, cm
em cida gripo e cem déles, wn grupo e
oitenta foi reprovado, Um uiimera decimal,
uma {

s decimal, ou wma feagio ovdinGg-
ria, pode indicar essa porcentagem;
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$0/100 ou 080 ou 8/1¢ oun 475,

Dos conecilos neimn, os lrés primeiros (|C\'(‘13\
ser dominados, cada mm déles em oporluni-
dadde propria, por lodos s .ullllms que che-
guem ao fim do curso prinvirio,

Fragdes decimaix ¢ niincros d('c't'umis: (Ih‘:lm.n-
mes decimal & feaglo, propria ou impropria,
ewjo denominador ¢ nimers da forma 10 sen-
do n infcire diferente de 0. Exemplos: 1/100;
47710005 101/100; H/10; 239/1€0.

Temos:

1/100 = 1/100

A7/1000 = J0/1000 4- 771000 = )/100 - 771000

101/100 = 100/100 4 1/100 = 1 4 /100

|

/10 = 10710 4 110 = 4 4 1/10

239/100 = 200/100 + 30/100 4 9100 = 2 4
3/10 ++ 97100,

Verifica-se que a fragio decimal pode represen-
tars 1.9 uma parte decimal da unidade; 2% umn
sonta de virins parles decimais a unidade (sen-
o menor que dez o ntmero de partes de eada
vrdem decimal); 32 conjunta que encerre
wma ou mais unidades, com uma on mais partes
da unidade, Estendendo-se as parles decimais <a
wnidade  aplicagio do principio de valor reluli-
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vo, ¢ possivel vepresentar qualguer fragio deci-
mal, sem escrever-lhe o denominador, A fragiio
2397100, por exemplo, que ¢ ignal, coma vimos,
i somu 2 4 3/10 -+ 9/100, pode ser escrila dn
seguinte manciva: 2,39, Com efeito: o algarvismo
trés, na posieiio em que estd, & direita da virgula
que o scparva da parte inleiva 2, representa uni-
dades dez vézes menores do que representaria se
eslivesse no lugar désse 2. Ora, 2 representla uni-
dades simples: porlanle, 3 representa décimos
da_unidade. Mas se 3 representa décimos, 9 re-
presenta décimos de déeimos, ou centésimos, 2,30
¢, pois, uma representagio decimal de 2 -+ 3710 4
-+ 9/100, vu da fragide 239/100. & wma <dizima, ou
um mumero decimal. Na <izima, dislinguimos
duas parles: a inleira, que fica & esquerda da
virguly, ¢ que pode ser igual » zero; ¢ a decimal,
fque fica 4 direitn du virgula, ¢ cujos algarismos
siie chamados algarismos decimais, Pode definiv-
se o numera dacimad, ow a dizima como o nimero
daformaa, bybe by oovivoiiii by yyeeen, em
que a ¢ inleivo, e by bay by cooiiin i by ceenis,
algarismos quaisgquer. Se o nfimero de algarismos
decimais (os algarismos a diveita da virgula) ¢
finito, o ndmero decimal ¢ finilo, ou a dizima ¢
finila. Se o namero de algarismos decimais ¢ in-
finito, nie sendo todos iguais a zero, a parliv de
n nio finito, o nfimero decinial ¢ infinito, ou a
dizima ¢ infinita. Se os algarismos <decinais de
uma dizima infinila siio todos iguais, a0 menos
a partic de am déles, on se formam, no menos a
partic de um déles, conjuntos sucessivos, ou pe-
riodos, conslituides de dois on mais déle igual-
menle dispostos, uns em relagiio nos oulros, enlio
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a dizima ¢ periédica: simples, se o periodo co-
meca imediatamente depois da virgula, ¢ com-
posta se entre esta e o primeiro pcriod.o exisle
uma parle nio periédica ou um anteperiodo. A
dizima finita, como a infinita periodica, ¢ nime-
o racional: pode escrever-se sob a forma p/q,
em que p ¢ g sio inleiros, e g diferente de zero.
A dizima infinita nio perioédica ¢ niumero irra-
cional.

Fracées ordindgrias. Fases de aprendizagem. O
estudo ¢ compreensio das fragoes deve comegar
com experiéncias concretas( objetos que se divi-
dem, folhas que se dobram ou se recortam, par-
tes que se comparam), passando-se depois @ fase
de experiéncias semi-concretas (desenhos de ob-
jetos e figuras geomélricas), e finalmente a fase
de abstracio. Nas primeiras experiéncias a crian-
ca hi de ver a fragio, pega-la ¢ senli-la, Vera o
que ¢ um meio, um téreo, um quarto, um sexto,
um oitavo, ete. Aprenderd a representacio sim-
bolica dessas fracoes. Fara a adicio de mcios,
térgos, quartos, sextos, oitavos ¢ oulras partes.
Vera que 1/2 +1/2 = 2/2 1/3 41/3 = 2/3,
1/3 4+ 2/3 = 3/3, 1/4 4 1/4 = 2/4, 1/4 4 2/4 =
= 3/4, ete. Descobrira que 2/2 — 1, 3/3 = 1,
1/1=1,6/6 =1, 8/8 =1, 12/12 = 1. Verificara
que 2/3 — 1/3 = 1/3, 3/1 — 1/4 = 2/4, 2/4 —
= /4 =1/4,5/6 — 1/6 = 4/6, 1/6 — 1/6 — 3/6,
5/6 = 2./6 = 3/06, ete. Nessa fase inicial, quando
as :I(‘I(:.(J(‘s ¢ as subtracoes de pequenas fracoes
homogéneas sio apoiadas ¢m objelivacio, nio
se lfl't‘lt'lult' ainda n simplificacio dos resultados.
Assim, as somas ¢ as diferencas obtidas podem

140)
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ser fragoes reduliveis ou irreduliveis ¢ conserva-
reni-se como lais. As somas, em alguns casos, po-
dem ser também fracoes improprias iguais i uni-
dade. Nas_vézes em que essas somas ocorram,
convém lodavia, fazé-las iguais a 1. Exemplo:
1/24+1/2=2/2=1,2/3 +1/3=3/3=1, 5/8 +
4+ 3/8 = 8/8 =1, 3/12 4 9/12 = 12/12 = 1.

Adicao de fracées. Para bem conduzir o ensino
da adicio, apos a fase inicial, convém admitir al-
guns casos,

1.% caso. Adicio de fragoes homogéneas, cuja
soma ¢ fracio propria irredutivel ou fracio im-
propria igual a 1, Exemplos:

1/3 +  1/3, 1/4:4- 2/, 2/1 4 1/4,
1/5 4 1/5, 1/5 4 2/5, 2/5 4+ 1/5,
1/5 +  3/5, 3/5 4+ 1/5, 1/6 +  4/6,
4/6 + 1/6, 2/6 +  3/6, 3/6 4+ 2/6,
1/8 4 2/8, 2/8 + 178, 1/8 + /8,
4/8 4+ 1/8, 1/8 + 6/8, 6/8 + 1/8,

2/8 4+ /8, 3/8+4 2/8, 28+ 5/8
5/8 + 2/8, 112 4+ 4/12,  4/12 4 1/12,

312 + 4712, 412 + 3/12,  5/12 4 G/12,
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124+ 1/2 1/3 +  2/3, 2/3 + 1/3
14+ 3/4, 344 174, 2/4 4+ 2/4,
1/5 L0458 /500 /5,88 O /5 LG /5,
35+ 2/5, 1/64+ 56, 5/6 4+ 1/6,
2/6 + 4/6, 4/6 + 2/6, 3/6 + 3/6,
18+ 7/8, 7/84+ 1/8,  2/8 4+ 6/8,
38+ 5/8 584 3/8  4/8+ 4/8,
1/12 + 11712,  2/12 4 10/12, 10/12 + 2/12,
3/12 + 9712, 9/12 4+ 3/12,  4/12 4+ 8/12,
8/12 + 4/12,  5/12 4 7/12,  7/12 4 5/i2,
6/12 + 6/12.

Fracies ordindriass simplificacges: Nenhum alu-
no poderd prosseguir na aprendizagem da adi-
¢do de fracdes, sem que tenha recursos com que
simplificar uma fracio redulivel, E, pois, neces-
sirio que descubra, através de experiéncias con-
cretas e semiconcretas, que dois quartos ¢é igual
a um meio, que quatro oitavos ¢ igual a dois quar-
tos, que dois sextos ¢ igual a um térco, que qua-
tro doze avos ¢ igual a dois sextos, ete. O diagra-
ma deve ser introduzido nessa fase, pois o alu-

141)

142)

DIDATICA DA ARITMETICA

121

no pode ja entendé-lo, vislo saber, de experi¢n-
cias anteriores, que 1 = 2/2 = 3/3 = 1/1, ete. Com
o auxilio do professor, a classe pode, enlio, con-
cluir, do que vé nos graficos, a seguinte proprie-
dade: quando multiplicamos ou dividimos, por
um mesmo namero, os dois térmos de uma fra-
¢ido, obtemos uma outra que lhe ¢ L‘([lli'\"al(‘lﬂ(.‘.
Nessa oportunidade sio propostos exercicios, em

apreciavel numero, de simplificacdo de fracoes.

Exemplos:
2/4, 2/6, 2/8,
3/6, 3/9, 3/12,
3/24, 3/27, 4/6,
4/16, 1/18, 4/20,
1/36, 5/15, 5/20,
6/8, 8/12, 16/20,
12/32, 16/24, 20/40,

72/81, 40/6G4,  36/45,

2/12,
3/15,
1/8,
4/214,
5/30,
11/21,
27/36,

61/72,

2/16,
3/18,
1/12,
1/28,
5/35,

28/36,

98/12,

25/45,

2/18,
3/21,
1/14,
1/32,
6/21,
18/15,
56/63,

cte.

2° caso: Adicao de fragoes homogéneas, cuja

soma ¢ fragdo propria redutivel. Exemplo:

1/4 4 1/4,1/8 + 3/8, 2/12 +7/12, 3/16 + 5/16.

Fragées ordindrias: transformacdes em geral; dia-
gramas. Quando as fragdes nio sio, a principio,
representadas objetivamente, nem sempre é facil
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comparia-las.  Dadas as fl'fl\:(')}'s 3/1 ¢ 5/8, por
exemplo, ¢ relativamente dificil, _ll_lll"»‘"_l apenas
comegou o estudo désse tipo numérico, dizer qual
¢ a maior. Talvez afirme que 5/8. Entretanto, se
dividir ou dobrar duas folhas iguais, de |_m|)cl_.
uma em quatro partes, oulra em Oi"." .n:'no 50 \'.clru
que 371 ¢ maior que 5/8, mas que ¢ n;.u.ml a 0/3
A comparacio pode comegar com fragoes f""l“'
rias, usando-se, para ésse fim, qualquer diagra-
ma conveniente. Assim, tracando-se no quadro
negro oito circulos iguais, podemos representar as
seguintes fracaes, uma so em cada um deéles: 1/2,
1/3, 170, 1.5, 1.6, 1/7 1/8 1/9, Isto ¢ importan-
tissimo, pois leva os alunos a perceberem que, tor-
nando-se maior o denominador de uma fragio,
esta se torna menor, ¢ vice versa, Um circulo, ou
um retangulo, dividido em oito parles iguais, per-
mite comparar as fracoes 1/8,2/8, 3/8 ...... §/8,
¢ ainda compreender que, enquanto o denomina-
dor nos informa da cousa que se compara, o nu-
merador nos revela quantas delas se comparam,
E também aconsclhavel que, para a comparacio
de fragdes homogéneas, se expressem numérica-
mente os numeradores, e verbalmente os denomi-
nadores, como 1 oilave, 2 oilavos, 3 oitavos, cle.
Com tal procedimento, salicnta-se o fato de que,
sendo iguais os denominadores, comparam-se, em
verdade, os numeradores. As varias modalidades
de comparacio conduzem os alunos, eventual-
menle, o descoberla dos principios que presidem
a simplificagio de fracoes ¢ @ sua substituicio por
oulras equivalenles ¢ de mesmo denominador,
Apresentamos aqui alguns diagramas, deixando

aos senhores professores, o privilégi
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oulros.

DIAGRAMA 1

1

1/3 1/3 1/3

1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6
] 1 |

DIAGRAMA 2

1

1/2 1/2
l l

|1/6'1/6,1/oi1/0 1/6 1/6
N

DIAGRAMA 3

1/2 1/2

15 | l

R T
l | | |

|l/8’l/8ll/8 18 1/8 1/8 1/8 1/8
L O S |

123

o de preparar
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Em fase de experiéncias semi-concretas os dia-
gramas permitem ao professor mostrar como e

por que:

1)

2)

3)

6)

~1

)
8)

Simplificar fragdes

Passar de fracoes heterogéneas a fragdes ho-
mogéncas equivalentes

Transformar uma fragio imprépria em ni-
mero misto

Transformar um nimero misto em fragio im-
propria

Multiplicar uma fraciio por um inteiro, ou um
inteiro por uma fragio

Dividir uma fracio por um inteiro, ou um
inteiro por uma fracio

Multiplicar uma fracio por outra
Dividir uma fracio por outra

Os trés diagramas apresentados acima, como
exemplos, mostram claramente o seguinte:

O primeiro: 2/6 = 1/3; 1/6 = 2/31/3 = 2 = 1/6;
1/6 X 2=1/3; 4/6 = 2 = 2/6 = 1/3.

O segundo: 3/6 = 1/2; 1/2=- 3 = 1/6; 1/6 X 3=
=12

O terceiro: 1/2 + 2 = 1/4; 1/2 = 1 = 1/8; 3/4 =
+2=23/8;1/8 X2 =1/4;

O terceiro: 2/4 = 1/2; 2/8 = 1/4; 4/8 = 2/4 =

=1/2; 6/8 = 3/1; 1/4 = 2 = 1/8;
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O terceiro: 1/4 X 2 =1/2; 1/8 x4 = 1/2; 3/8 X
X 2=3/1;

Todos: 1 = 2/2 = 3/3 = 4/1 = 6/6 = 8§/8.

E evidenle que o professor nio se vaj servir de
diagramas, para ensinar, num sé dia, tudo o que
permitem. Ensinara uma so cousa, cada vez, e no
momento oportuno. O cnsino se faz por clapas.

Ensinar o que ¢ fracio, cuidando de nio defini-la
inicialmente, posto que, conceilos sio substitutos
de experiéneias ja vividas, Em meio as experién-
cias concrelas, cabe ensinar a representacio sim-
bélica das fracoes: 1/2,2/3, 1/5, ete. Noulra opor-
tunidade, convém ensinar os lérmos da fracio, de-
finindo-os ¢ apontando o aspeclo quantitativo do
numerador (2 tergos, 4 quintos, cie). ¢ o aspecto
qualitativo do denominador (2 fércos, A quintos,
ele). Mais adiante (quando nas adi¢dces se vio ob-
tendo, como resullados, 2/2, 3/3, 1/1, ete.), é opor-
tuno distinguir a fracio propria da fracio im-
propria. Em elapas subseqiientes havera ensejo
para definir fragio ordindaria, em geral, = em par-
ticular, a fracio redutivel, a irredutivel, a pro-
pria, a impropria igual a 1, a impréopria maior
que 1, as fragoes homogéneas, as heterogéneas, ¢ o
nimero misto. Lembre-se o professor de que mais
vale saber o que ¢ uma fracio, déste ou daquele
tipo, do que defini-la. A defini¢io nio introduz
um conccito: substitui-o. Se éste esta formado,
ela tem sentido; caso contrario, é vazia.
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1D 32 caso: adicio de fragaes homogéneas, cuja
soma ¢ fracio impropria, maior que 1, redulivel
ou irredutivel. Exemplos:

92/3 + 2/3. /5 + 2/5, 5/6 + 3/6,
3/1 4 2/4, 2/6 + 5/6, 5/6 + 4/6,
2/8 + 7/8, 5/8 + 7/8, 7/8 + 6/8.

3/8 + 6/8, 7/12 4 8/12, 8/12 4 5/12,
512 + 11712, 912 + 7/12, 6/12 4+ 11/12,
3/12 4 11/12,  15/16 4 9/16, 15/16 4= 2/16,
1116 + 7/16,  7/16 + 12/16,

1/6 4 1/6 + 5/6, 2/5 4+ 3/5 4 1/5,

1/4 4 3/4 + 2/4, 1/3 +2/3 4 1/3,

3/8 4 1/8 4 5/8, 1/8 +5/8 4 7/8,
S5/12 4+ 1/12 + 7/12,  5/16 4- 7/16 + 6/16,
3716 4= 7/16 4 9/16.

Observacio: Passada a fase de experiéncias con-
cretas, pode estabelecer-se uma analogia entre a

adicio de objetos ou coisas ¢ a adicio de fracoes
homogéneas. Exemplos:

1 lipis + 2 lapis = 3 lipis
1 livro + 2 livros = 3 livros
1 sexto + 2 sexlos = 3 sexlos,

1/6 4 2/6 = 3/6

1 oitavo + 2 oilavos = 3 oitavos
18 4 2/8 = 38,
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115) I vantajoso que o 3.° caso de adicio seja prece-

dido do ensino sobre como lransformar o ni-
mero misto em fragio impropria, ¢ a fracio
impropria em nimero misto, Seja o ndamero
mislo:

2—1—22-}--—1—21-{-1-}-—1-
3 3 3

Temos:

] | | + |[————] + ;—— lou7/3

s s l1/:; 1/3'1/3
Ou enlio:
3 lérgos + 3 tércos - 1 (ér¢o = 7 Lércos,
Ou ainda:

3 lérgos X 2 4 1 tér¢o = 2 X 3 lérgos - 1 tér-
¢o = (2X3) lérgos + 1 térgo,

Convém se enlenda a razio porque o inteiro do
nimero misto ¢ multiplicado pelo denominador
de sua parte fraciondaria. Il4 quem transforme o
nimero misto em fracio impropria sem, contu-
do, ser capaz de explicar o fundamento do que
faz. Consideremos, agora, uma fragio impropria,
a ser lransformada em nimero misto. Refere-se
a ésle fato, dizendo-se, comumente, que se¢ vio
“extrair” os inteiros da fragio. Seja a fragio im-
propria 11/, Temos:

[ ez

) Y

1 1 1 3 3 3
A

—
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Se 4 quarlos valem 1 inteiro, o problema C(m'sisle
em verificar quantos grupos de 4 (111111‘195. ]I“ em
11 quartos. E, pois, um problema de divisio. O
quociente 2, de 11 por 4, mostra que em 1_1 quar-
tos existem 2 grupos de <L quartos, ou 2 inteiros.

Excreicios para transformagio de m'u-ncr()s m}s-
tos em fracoes improprias, ¢ fracoces improprias
em numeros mistos. Dispensam-sc exemplos nes-
ta apostila.

1° caso de adicdo: Adig¢io de nimeros mistos;
de ntmeros mistos ¢ fracoes proprias; de name-
ros mistos, numeros inteiros ¢ fracoes proprias.
Denominadores iguais. Exemplos: :

D) g . 7 1 15
ety N U = L
5 5 | { 16 16 16
B e 50 e
214 24

Observagio: Neste caso de adicdio, ndo se deve
permilir, e muito menos ensinar que os nimeros
mistos sejam {ransformados, préviamente, em
fracoes improprias. Seria isto dificultar o cal-
culo. Deve-se, ao contrario fazer a adicio dos in-
feiros dos nimeros mistos com os demais inteiros,
se os houver, e adicionar, ao resultade, a soma

obtida com a adi¢io das fracges. Exemplos:

il 5 L RIS P

12 12 12 2

2 2

148)
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Sugerimos que, uma ou outra vez, se disponham
as parcclas em colunas, principalmente quando
ha, enlre elas, dois ou mais nameros mistos. A
disposi¢iio em coluna como que sugere 0 processo
de somar recomendado acima.

5.2 caso de adicdo: Adigao de fracoes heteroge-
neas cujo minimo multiplo comum ¢é dado com
os denominadores. Exemplos:

1/2 4 1/4, 3/8 + 1/2, 1/3 + 1/6,
1/2 + 5/6,  2/3 + 5/12,
1 5 .2 5 1 SR
LR 20 g oS e g AL
2 8 3 12 4 16 5 15
3 9 : 2
G, e
1 38 1 5
SEL Sl e e e
2

12 6 16 8 15

Observagdo:

1) Daqui para o diante, usaremos a palavra fra-
c¢io como um térmo genérico, que signifique
fracio propria, fraciao impropria ou numero
misto.

2) A parlir do caso anterior (4.° caso de adi¢io),
a maioria dos exercicios deve conter ntme-
ros mistos, os quais ocorrem, na vida colidia-
na, com mais freqiiéncia que as frag¢des pro-
prias ou improprias.
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3)  Os excreicios relalivos a éste (quinto) 5.° caso
devem ser feilos como os seguintes:

a) A\ principio:

3 1 5 6 1 5 15
JEan2 s 8 8 8 8 8
Depois:
3 1 5 64145 15 7
—_——1— et — = = —=1—
1 2 8 8 8 8
b) b—+8—=l~l+8'£+_“+l_:_3='
12 2 12
—1I+1—=15l
12 12

O & 3 ~ S . - 3 -~
0.% caso de adicdo:  Adiciio de fracdes helerogé-
neas, cujos denominadores distintos sio niimeros
primos enltre si, Exemplos:

2/3 4 3/4;

3/4 4 4/5; 1/3 4 2/5;

5/8 +2/3;  2/5 4 3/8

1 1 3 :
6~ +8=; 5— 432, 152 1 02
2 3’ "3 5 5 3"
7 g Al ol Es 2t
e e

3

150)
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Observacio: o minimo multiplo comum dos de-
nominadores das fracdes acima deve ser achado
mentamente. Exemplos: o de 3 ¢ 4 ¢ 12; 0 de 1 e
5¢2:0de3edél15,0de2,5c¢2¢ 10; o de
8.3, 3¢2 ¢21; 0ded,5 8c ¢ 0. Alunos ha
que chegam ao fim do curso primario com o vi-
cio de procurar o m. m. ¢. de niimeros como 1, 5,

8 ¢ 1, fazendo isto:

4, 5, 8 4, 2

2, 5 4 2, ] 2 O professor que per-
1500 2 1, 12 mite tal cousa desme-
1, 5 1, 1, 5 rece a profissio,
B l

O menor namero divisivel por 5 ¢ por 8 ¢ 10.
Mas, 10, sendo divisivel por 8, ¢ também divisivel
por 1. Assim, dados virios niimeros primos entre
si, se alguns déles sio iguais, ou se uns sio divi-
sores de outros, o minimo multiplo comum déles
¢ o m.m.c. dos numeros distintos, entre os quais
nio se encontre nenhum daqueles divisores,

7.2 caso de adicdo: adicio de fragoes heleroge-
neas cujos denominadores nito sio nimeros pri-
mos entre si e cujo minimo multiplo comum nio
¢ dado. Exemplos:

5
1)

1
P 8= 1
6 9

1 5 5
— -i. —_—
4 G 8
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Observagio: nos exercicios relalivos a éste caso,
o minimo multiplo comum dos denominadores,
on ¢ obtido por simples inspegio e cileulo men-
tal, ou multiplicando-se, o muaior déles, por 2, 3,
4... Exemplos:

0 m.m.c. deGe9é18,0udx2

O m.m.c. de 8, 12¢16¢ 48, ou 16 X 3
O m.m.c. deGeS8¢2Lon8 X3
0O m.m.c. de8,12¢18 ¢ 72, ou 18 X 4.

A pesquisa do minimo multiplo comum pelos pro-
cessos de decomposicio dos numeros dados em
fatores primos s6 se justifica quando ¢sses nu-
meros sio lais, que tornam dificeis os meios ja
sugeridos. Para obter-se, por exemplo, o minimo
multiplo comum dos numeros 48, 32, 51, pode
proceder-se como usualmente:

18, 32, 51 |
21, 16, 27
12, F8,527
6, 8 27
3. 2 97
3N oy

e

m.m.c. (18; 32; 51) =

=2'X3°=32%27 =

WWWISIS IS 1o

j 500 & ) = 861,
1,. 1, 3
li 1‘ ]

Apontaremos, em ocasiio oporluna, como mos-

lr_m- a razao porque o m.m.c¢, de dois ou mais
numeros se pode obter como usualmente,

151)
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82 caso de adigdo, ou caso geral: adicio de fra-
¢oes ordinarias quaisquer, ou de fragoes e intei-
ros. Exemplos:
1 3 1 5 3
5— +4—+4+ 9 — 43—+ —
18 8 15 6 1

815 g O
8 12

Subtracao de fragées ordindgrias: 1.° caso: sub-
tragio de fragdes homogéncas, possivel sem re-
curso i parte inteira do minuendo, se éste ¢ ni-
mero misto,

Exemplos:

3/4 — 1/4; 5/8 — 3/8; 2/3 — 1/3; 5/6 — 1/6;
11/12 — 7/12; 8/15 — 2/15;

7 1 5 31
L BT L e
8 8 16 16 5 5

9 :
L
2 21

Nio ¢ necessirio que se estudem todos os casos
de adigiio, para comegar-se o estudo da subtragio,
Estudado o primeiro caso de adigio de fragoes
homogéncas, deve-se iniciar a aprendizagem da
subtragio, apresentande, dai para o diante, ¢ pa-
ralelamente, exercicios de adi¢io ¢ subtracio.

2. caso: fragdes heterogéneas tais, que o maior
dos denominadores ¢ o minimo multiplo comum
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déles, sendo possivel a sublragio sem recurso &
parte inteira do minuendo, se éste ¢ nimero mis-
to. Exemplos:

SISO 7 T2 BT A
T 506 ol8 412 3126k

5 §is 20
g B SN St Bxd sy
I R e T D IR

$ .2 3 5 .7 .33
b N LAY Aty g
9

y -

18 3 4 12 8 56

O nimero misto nio deve ser transformado em
fracio impropria em nenhum dos casos de adiciio
ou sublracio. Seja o ultimo dos exercicios dados
como exemplo. Deve proceder-se assim:

b 49
150 o s SO oy SIS I0 252
56 56 56 56 7
Ou, preferivelmente:
45 g ax it AV I8 0516 _ 052
8 o6 56 a6 7

3.2 caso: Fracdes heterogéneas com denomina-
dores cujo minimo multiplo comum ¢ o produto
déles, sendo possivel a subtracio sem recurso

133)
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parle intcira do minuendo, se éste ¢é numero
misto, Exemplos:

3/4 — 5/7; 1/2 — 1/3; 4/5 — 2/3; 7/8 — 3/5;
3/4 — 2/15.

1.° caso: Fracoes heterogéneas com denomina-
dores cujo minimo multiplo comum nio ¢ o maior
déles, nem o seu produto, sendo possivel a sub-
traciio sem recurso a parte inteira do minuendo,
se ¢ste ¢ nimero misto. Exemplos:

5/6 -3/1; 7/8 - 5/6; 5/8-7/12; 3/1-11/18; 5/6 - 4/9

15 3 5 1 5 g Ty )
4—e —12—- — 18— -13—; 20— - —
21 16 6 41 6 8 8 6

Consideremos Irés exemplos. Temos:

a) 5/6 - 3/1 = 10/12 - 9/12 = 1/12

10-9
Ou: 5/6 - 3/4 = ——— = 1/12
12
D10 e g
8 12 21 21 21
7 3 91 =
QU102 i sl t0 AL
2 ! 21
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5 1 22 3
3 M2 Ty 40 =5 oy 22 INETN
8 20 40 40 40

5 11 25 - 22 g

Ou: -l‘.!-i- ———14-}-—0—-: 1.1_‘3

8 20 10 40

Observacdo: Os trés ultimos casos de subtragio
de fracoes (2. 3.° ¢ 4.°) devem ser, lanto quanlo
possivel, estudados paralelamente com os casos
de adicio, correspondentes: 6.° 7.° e 8.°.

5.° caso: Subtracio em que o minuendo ¢ in-
teiro, ¢ o subtracndo fracio propria ou numero
misto. Exemplos:

8-2/3;6-5/8; 11-11/36; 23 - 8/15; 9 - 13/21

3 9
36-5—;10-3—; l"-19— 28 - 102- 7 - 41—9

16 15 18 16 20

6.° caso: Fracoes homogéneas ou heterogéneas,
em que o minuendo ¢ numero misto e o subtraen-
do fracdo propria ou nimero misto, devendo fa-
zer-se a sublraciio, com recurso @ parle inteira do
minuendo. Exemplos:

16

-3

w[.-
@

1 3 g 5
;8—-5—; 25-2- - 121; 1()-:;-- gL
1 | 8

8 16 16
91-'1-3 2 3 .3 7 .2 4 1 5

138 —-— 17— —6—- —; 15— . —

2 8 3 4 8 12 3 5 6 6

0 modo porque comumente se fazem os exerci-
cios relativos a éstes dois Gltimos casos de subtra-
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¢ito, além de exigir mais tempo e trabalho con-
duz, com maior freqiiéncia, a erros de cileulo,
uma vez que implica em transformar os numeros
mistos em fracdes improprias, muitas das quais,
nio raramente, com numeradores maiores (que
100, ou 1000. Secja o exercicio:

"
T (o
20 8

e comparem-se éstes dois processos de calcular.

Processo nio recomendavel:

20 8 20 8 20 8
o 1912 265 1611 ) 37
10 10 40 40

£ certo que um bom nimero de alunos, em meio
ao processo, teria de recorrer a “continhas” sub-
sidiarias, como estas:

48 971 53 1942 1677 / 10
20 2 5 265 77 1
960 1912 265 1677 37

Processo recomendavel:

11 2 6225 7
8 g D22 e D 02 S T
20 8 10 10 10 40 10
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Facamos oulros exercicios da mancira recomen-
davel:

a) 23-»8—-='.)'2+1;—)--§=22—Z-
15 15 15 15
9 16 9
S s Ll i ) ST
16 16 16 16
5 ] [ D
ol SO A
6 6 6 6 6 :
2 3 9 .
D a2 g8 O e 200 L
ST 12 12 12 12 12

£ melhor ainda proceder-se assim:

5 -
1) gL e S R i 22 S 025 20 i
0 8 10 10
37
S
10 10

) 8 7
2) 23 - — = 22— (resposta imediata)
15 15

%) 28515 e s e )

16 16 16

158)
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& também interessante a disposi¢io em coluna:

521 = 521—0— = :-)l‘—’—l«
12 21 21

o ‘
28— = 28-'—1- = 28:!—1-
8 21 24
23-1—3
21

Multiplicagdo de fragaes ordindgrias: A\ multipli-
cacio de fragées ¢ mais facil que a adigio ¢ a
subtragio, mas oferece, pelo menos, trés casos a
considerar: 1.°) multiplicagio de fragio por in-
teiro, ou de inteiro por fracio; 2.°) multiplicagio
de fragio por fracio; 3.°) multiplicacio de trés
ou mais fracdes, ou de fracgdes ¢ inteiros. O tér-
mo fracao, aqui, deve ser tomado gencricamente,
com o sentido de fracio propria, fragio impro-
pria, ou nimero misto.

1.° caso: mulliplicacio de fragio por inteiro, ou
de inteiro por fragio.

Exemplos:
1/4 X 3; 53X 7/86% X 3;2X 4%

Uma das maneciras de ensinar a multiplicagio,
no caso dos dois primeiros exemplos:
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1 quarto X 3 = 3 quarlos
1livio X 3 = 3 livros

_}_ >4 3 = E.
4 4
5 % 7 lapis = 35 lapis
5 X 7 oilavos = 35 oitavos
i 7 35
O X == = —
8 8

Oulra mancira ¢ mostrar, com diagramas, que,
tornando-se o numerador de uma fragio, duas,
{rés ou mais vézes maior, a fragio se torna duas,
{rés ou mais vézes maior, isto ¢, fica multiplicada
por 2, ou por 3 cte. O mau ensino ¢ responsavel,
nio s6 pelo MEDO que muitos 1ém de fragoes,
mas ainda pelo fracasso em aprendé-las. Dizer,
por exemplo, que:

9 X L ¢ 2 X L, ou 2252.

8 1 8 1x8
baseando-se numa regra ditada « priori, e nio
deduzida, ou descoberta, pelo proprio aluno, é ser
extremamente infeliz. Bsse 5 sobre 1, além de
horroroso e estipido, ¢ contribuicio para um cal-
culo mecanizado, sem nenhum sentido. O que tem
de ficar bem claro ¢ o modo pelo qual a variacio
dos térmos de uma fragio modifica o seu valor:
se o numerador cresce ou o denominador decresce,
a fracio se lorna maior; se o numerador decresce
ou o denominador cresce, a fragio se torna me-
nor. Se, por exemplo, o numerador se torna duas
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vézes maior, ou o denominador duas vézes menor,
a fragio se lorna, igualmente, duas vézes maior;
se o numerador se torna duas vézes menor, ou 0
denominador duas vézes maior, a fracio se torna,
igualmente, duas vézes menor. Isto ¢ coisa que
os diagramas deixam ver; ¢ ¢ necessdario que se
veja.  Consideremos, agora, 0s exercicios que
constituem os dois ultimos exemplos, e vejamos
como cfeluar a operagio:

‘)
6= %X3=184+2=2
3
5 5 2 ;
o1 =84+ —=8+1—=9—
6 3 3 3

Seja éste outro exemplo, que evidencia melhor-
mente a vantagem do processo:

11 2 2
X 6= 318 4+ — = 318 4 3 — = 321 —
18 3 3 3
Sera dificil ensinar ¢ explicar ¢ste processo? A
pratica de ensino em escola primaria autoriza-
nos a dizer que nio; ¢ mais: que os alunos o pre-
ferem, por evitar cileulos trabalhosos e, muilas
vézes, conducentes a crros. Recordando a multi-
plicagio de inteiros ¢ insistindo em que ¢ um caso
particular da adigiio, temos, por exemplo:

11
B

5

@+ X2=U+D+U+3)=1+1+

+34+3=4X24+3X2
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Ora:

2 2 ;
6—X3=(0+—) X3=06x3+
3 3

9
A w8 =184 2 = 20
3

Convém, durante o estudo déste primeiro caso de
mulliplicacdo, ensinar o cancelamento, eaplican-
do o que significa cancelar.

Cancelamento. Cancelar significa simplificar uma
fracio tal, que apresente, no numerador, no de-
nominador, ou nos dois térmos, um produto indi-
cado de dois ou mais fatores, Significa também
simplificar uma fracio que resultasse de um pro-
duto cfetuado, de dois ou mais fatores. E signifi-
ca ainda simplificar uma fracio em que haja no
numerador, ou no denominador, ou nos dois lér-
mos, duas ou mais parcelas a somar. Toda a ex-
tensio do cancelamento nio ¢ aprendida de uma
vez. Sua parte mais dificil ¢ deixada para as sé-
ries superiores do curso, quando os alunos ja fa-

zem, com desembaraco, os cancelamentos mais
simples. Exemplos de cancelamento:

IX5x2  3x5xe

a) S
3 X2 2SS

1l
|
X
Il

2 -
h) — %3
3
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Com efeito:

2 X3 6 6 =3 2

NS e S S e e oD
3 3 3=3 1
G
1 b5 8
) IX—X—X—=
8 6 15
1 b 8 1
= 3IX—X—X—=-
8 6 15 6

Em verdade:

1 5 8 120 120 = 3 -
G K S e e
"XSXG 15 720 720 = 3

0 40+5 8 8+8 1

o0 2005 48 488 6

1
2 5
6X 54 15 6 X 5+ 15
d) =

30 +35 X 3 30 + 35 X3
10 7

241 3 1

>4+7 9 3

A fim de tornar compreendido ésle tipo de can-
celamento, ¢ conveniente, seniio necessario, estu-
dar, ou recordar, o seguinle:
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Para dividir-se, por um nimero, uma soma
indicada, pode dividir-se, por ¢ésse nimero,
cada parcela da soma ¢ somarcm-se os quo-
cientes obtidos.

Para dividir-se, por um nimero, um produ-
lo indicado, basta dividir-se, por ésse niime-
ro, um dos fatores do produto.

1) Seja, por exemplo, dividir a soma 9 4
+4- 15 4 6 por 3. Temos:

(94+1546) ~3=34+5-+2=10

Ora, a soma 9 + 15 4 6 ¢ igual a 30; ¢
30 =3 = 10.

Pode-se explicar, de outro modo, esta pro-
priedade: 3 4- 5 4 2, ou 10, ¢ de fato o quo-
ciente, pois o produto da soma 3 4 5 4- 2 pelo
divisor 3 ¢ igual ao dividendo 9 +4- 15 4-0.

De fato:

:?10:*-13)+ 2) X 3 =94 15 4 3 (parigrafo

Seja dividir o produto 2 X 4 X 6 por 2.
Temos:

(2X4AX0) -2=1%X4x6=21

ou

@XAX0) +2=2x2X6=21

r

160)
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ou ainda

@XAX0) =2=2X1X3=2t
Com cfeito

A% A X 6=48;¢c48+-2=21

Nio se pretende aqui nenhuma demonstra-
ciio. Pretende-se, todavia, que os alunos des-
cubram, do exame de varios exemplos, as
verdades acima, e enunciem-nas éles mesmos.

Voltando ao ullimo exemplo de cancelamen-
to: na fracio proposta, o numerador ¢ uma
soma indicada de duas parcelas, 6 X 5 ¢ 15,
ambas divisiveis por 3 e por 5. O denomina-
dor, por sua vez, ¢ lambém uma soma indica-
da de duas parcelas, 30 e 35 X 3, ambas di-
visiveis por 3 e por 5. Dividindo-se, entio, por
3 ¢ 5, as duas parcelas que constituem o nu-
merador, ¢ as duas cutras que formam o de-
nominador, simplifica-se a fra¢io. Dividem-
se as parcelas que sdo produtos indicados, di-
vidindo-se um so6 de seus fatores. Assim ¢ que,
a0 dividir-se por 3, a soma 6 X 5 - 15, divi-
de-se, da parcela 6 X 5, so o fator G, obtendo-
se, como resultado 2 X 5 + 5.

2.2 caso: mulliplicacio de fracio por fracio.
Exemplos:
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1 35 7 5 30 ol
3—X—=—X—=—= P T
2 6 2 6 12 12
7
3 2 3 11 3 14 7 3
—-)(-l-—:——-,—-:—)(——:——:]_
S 3 S 3 S 3 1 4
4
2
3 1 13510 13 10 26 2
2——)(3-—--.:-—)(—:—)(—-::—:8—
D 3 ) 3 o 3 3 3

Para o ensino inteligente do 2.° caso de mullipli-
cacio de fragdes, ¢ necessirio atender s seguin-
tes fasces preparalorias:

1.2) Fase em que os alunos véem, por meio de
diagramas, que 1/2 de 12, 1/3 de 12, 1/4 de
12, por exemplo, significam, respectivamen-
te, a melade, a térca parle ¢ a quarta parte
de 12, ou 6, 1 e 3. Mas:

1/2 X 12 = 12/2 = 6. Porlanto:
1/2de 12°=1/2:3¢12'="12"%-1/2
1/3 X 12 = 12/3 = 4. Porlanlo:

1/3de 12 =1/3 X 12 =12 X 1/3

1/4 X 12 = 12/4 = 3. Porlanto:
1/4de 12 = 1/1 ¥ 12 = 12 X 1/4
27)  Fase em que verificam, também por diagra-
mas, que 3/1 de 12, 2/3 de 9, 5/6 de 18, por

3.9
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exemplo, vém a ser 9, 6 ¢ 15, respectivamen:
te. Mas:

Sed/1de12=9;ese3/1 X 12 =19,
Entio: 3/1 de 12 = 3/1 X 12 = 12 X 3/
Se2/3de 9 = 6; ese2/3X9=056,
Entio: 2/3 de 9 = 2/3 X 9 = 9 X 2/3;

Se 5/6 de 18 = 15; e se 5/6 X 18 = 15,
Entio: 5/6 de 18 = 5/6 X 18 = 18 X 5/6;

Fase em que observam, ainda por diagra-
mas, que 1/2 de 1/1, 1/2 de 3/4, 1/5 de 2/3,
por exemplo, representam, respectivamente,
a metade de 1/1, a metade de 3/1, a quinta
parte de 2/3, ou: 1/8, 3/8 ¢ 2/15. Mas jit sa-
bem (1.* fase) que tomar a metade, ou a tér-
ca parte, ou a quarla parte, de um certo ni-
mero de cousas (inteiros, quartos, térgos, li-
pis, cadernos, ete.), ¢ multiplicar 1/2, ou 1/3,
1/1, por ésse numero,

Assim:
1 1 1 1 1 131

—_—lde —=— X —=—=—=

o T o g2l

2 1 2 4 8 2 X 4
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1 2 1 2 2 12
O e D S e e
a5 3 5 3 15 HEN¢E3

Estabelecida, assim, essa como que cquiva-
léncia (que, em verdade, nio existe) entre o
sinal de multiplicacdo e a particula de (que,
sugere realmente uma divisio); ¢ facil che-
gar & regra para multiplicar-se uma fragio
por outra. Seja multiplicar 2/3 por 4/5. Te-
mos: 2/3 X 4/5 = 2/3 de 4/5. Ora, conside-
vando, por exemplo, o nimero 18, sabemos
que:

1 1
—de18=—X18=6

3 3

2 2

—de 18 = — X 18 =06 x 2
3 3

Analogamente:

14 1 a e
— de — = — Ke—= — = —
38 T3 G s

1 4 4
Mas se — de — = — ,
3 5 15
= 1 8
Entio: — de — = — | islo ¢:
3 5 15
2x1

2 4
—_— K- = —_——
5] )
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Conclusao:

Multiplicam-se duas fragoes, uma por outra,
multiplicando-se, um pelo outro, os numera-
dores ¢, um pelo outro, os denominadores,
tomando-se os produlos como numerador ¢
denominador, respectivamente, da fragio re-
sultante. Por meio de um diagrama, poder-
sc-in chegar a esta regra. Ele dificultaria,
porém, o trabalho datilogrifico.

161) 3.° caso: multiplicacio de trés ou mais fracocs,
ou de fragoes ¢ inleivos, Exemplos:

S 28 U D
— Wi Y=l =X ==
$ 5 3 8 B8 3 B
2
2 5 2 21
|X—‘XGX2—=~IX-—-)<(3><__:
8 : 8
2 2 21
= I X —XbX—=12
3 8
9

Observacdo: Na pralica nio se repetem as fra-
¢oes. Aqui o fazemos para (ue se¢ possim Ver,
sem os riscos ou cortes, os exercicios apresenta-
dos como exemplos.

162) Divisao de fracées. A divisio de fragdes sugere,
pelo menos, qualro casos a considerar: divisio de
fraciio por inleiro; divisio de inteiro por fragio;
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divisio de fragio por fragio; e divisoes sucessi-
vas de trés ou mais fragoes, ou de fragdes e in-
teiros. Chamamos a atengio para o seguinle:
aqui também, o térmo fragio pode significar, in-
distintamente, fragio propria, fragio impropria
ou nimero misto..

1.° caso: divisdo de fragao por inteiro, Exemplos:
DY . .
i =2 == i + 2= i;
5 5 1 hi
3 9 g '3
3ﬁﬁ_|=9_; 2 —+5=05—;
15 15 1 20
5 11
37 i =4 —
9 81
Explicagio:
1 2
a) — +=2=—
5 5
o] ] | [ |
15 1/5 1/5 1/5 1/5
[
1 livros = 2 = livros e 1
5
4 quintos = 2 = 2 quintos ...... AR 00ROt
{ ]

1/5 1/5 1/5 1/5
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Prova:
2 2 1 1 p
—t—=— — 2= _2_
5 B ) 5 )
Ll ]
1/5 1/5
3 3
b) —+2=—
4 8
1/1 1/1 1/1 1/1
00T W = O
1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1 8
1/1 1/1 1/1 3 G
I A I L iy
[ | L (R 3
e —_ 2= —
1/8 1/8 1/8 1 8
Prova:
3 3 6 3
—_——t— = — = —
8 8 8 1
Observacaes:
1) Melhor ¢ fazer diagramas retangulares, Nio
o fazemos aqui, para nio dificultar o traba-
Iho datilogrifico.
2) Com excercicios, como os dois acima explica-

dos, o resultado ¢ imediato, a nio ser que os
lérmos da fragio sejam nimeros que nio se
possam dividir ou mulliplicar mentalmente.
Mas nesse caso, a fra¢io nio ¢ ordindria ou

comum; ¢ “extraordinaria™ A regra corren-
te, “inverter ¢ multiplicar™, nio tem cabi-
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mento agqui. Nio se permita, pois, que se faca
isto:

o
! 3D = -.- > 1 = .:.
i N 2 5
Sha 3 1 K]
FEEET
S 2 .
o= - =0 O resultada ¢ imediato
15 15
N S 9 9
R = (M4 =) == e =0—
15 15 15 )
sy . S
2 0= O resultndo ¢ imediato
] 20
= ] w 3 .
Dy = 0= (2 4 )-~.’o:.’v}~1-
! i 20
WY 1
K7 - 9 | O resultado ¢ imediato
" S1
5 5
77 9= (37 + =) 0=
9 9
=412 4 9= (364 »1-') -0 =
9 9
1
St L
81 Nl
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Com éste exercicio procedesse assim: divide-se
37 por 9, O quociente & 1, ¢ o resto L fiste rosto

-

» -
1, on 90 & somado, mentalinente, o .\ somn

v
— ¢, entio, dividida por 9, >
0
2.° caso:
DIVISAO DE INTEIRO POR FRACAO;
Excmplos:
1 3.2
= =2HI =004 <=0 S
3 | 3
1 9 2 2
B ot v == “=2 3K — = -
2 2 t 4
Explicagio:
| i I8 /85 | ]
| R B 6 13 15 1/3
Dividir 18 por 2 ¢ achiae quantas vézes o ni-
mero 3 esti contido cm 18, Do mesio modo,
dividir 2 por 173 ¢ achar quantas vézes 173
esti contido e 2 inteiros. O quociente ¢ 4,
Pois temos: 2 == 1/3 4 1/3 5- 173 4 1/3 4
4+ 13 4 1/3.
Verifica-se, entio, que o quociente 6 ¢ o pro-
duto de 2 pelo inverso de 1/3.
T ; R ORI
BYG s o ey

1 K
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154
6 24
|| ] | S| B | At o1 6
4
| [ | S [ S | B |

3/

3/1 3/1

/ 34
(341  [34] 1341 |3/

¢)

0 quociente da divisio de 6 por 3/1 ¢ 8, pois
3/1 esla contido 8 vézes no dividendo 6. A
vista de exemplos como ¢&stes dois, ¢ de ou-
tros mais, poderd a classe, habilmente mane-
jada pelo professor, descobrir ¢ enunciar, ela
mesma, a regra: para dividir-se um numero
por uma fracio, multipica-se ¢sse numero
pelo inverso da fragio.

2-5-31:2—'.-

X
4 4 13 13

Este exemplo nio se presta a uma explicagio
grafica, pois ¢ dificil conceber que um ni-
mero esteja contido em outro 8/13 de vézes.
Melhor ¢ generalizar de exemplos como s
dois precedentes ou servir-se de analogia,
Poder-se-a, por exemplo, proceder assim:

8 inteiros == 13 inteiros — -E
13
. . 8
8 quartos = 13 quarlos = —
13
8 13 8 & 4
—_— = —_—=—0U '——I—J=£=2 -—‘-
1 4 13 1 13 13

163)
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3.2 caso:  Divisio de fracio por fracio.

Iixemplos:

5 3 2 8 3 1 3 1
— 30— — — 27— =3
7 1 3 95 1 1 9
Explicacio:
5 3 5 1 20
) —+—=—=X —=—
7 4 7 3 21
Com efeito: o quociente ¢ o nimero que,
mulliplicado pelo divisor, di o dividendo.
Assim, o quociente de 12 por 3 ¢ 4, porque
4 X 3 = 12, Do mesmo modo, o quociente
5 350 =4 20 5 4
de — por — ¢ — X —-, porque —, ou — X —,
7 4 7 3 2 5
multiplicado pelo divisor 3/1, da o divi-
dendo 5/7.
5 4 3.5
—X = X—==—
7 3 1i 7
Conclusio: Divide-se uma fracio por oulra,
multiplicando-se a primeira pelo inverso da
segunda,
5 3
2 8 20 9 5
b) li——»:-—:—-)(—-:l—z’—z'/'—l—
3 9 3 8 2 2
2

c) E-:-Q—l:———:-————x—-—
5 1
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1
4

C
31 3 s_l.x.l). 1:2
4

1 —
D 9 4l sl

1° caso: Divisdes sucessivas de trés ou mais
fragaes, ou de fragdes ¢ inteiros. Exemplos:

1 8 15 5 2
Sxplicacio: 2 3
]\|)l;'l(“15 5 3 5 \5
) —+—F—=—X=— X—==19

1 8 15 i 5 2

Com cfcilo:

g 5 2 3 8 2

e bl Gl i s ol

1 8 15 { 5 15

3 8 15 3 15

= (— X =) =i e

{ 5 2 1 5 2

; 1 1 5
b) 1—3«2—-:——+3-7-——_—

5 2 5 2

1 2 16
= — X — = -

15 5 7

Observacao: cs exercicios que apresentamos, re-
lativos as qualro operacoes com fracdes, ¢ segun-
do os diferentes casos, sio insuficientes para a
pratica ¢ fixacio dos processos de caleular, Quei-
ra o professor preparar oulros mais,
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165) Eaxpressoes fraciondrias. As expressaes fracioni-

166)

rias devem ser simples. Ndo ha nada que justifi-
que o carrocao ou o amontoado de fracoes, umas
sobre outras.

Minimo milliplo comum dificil de achar mentai-
mente. Quando ¢ necessario somar ou subtrair
fracoes cujos denominadores nio permitam, ou
dificultem, o calculo do minimo multiplo comum
déles, pelos meios ja apontados, o recurso ¢ fazer
o produto dos nameros primos diferentes que
ocorram na decomposi¢io désses denominado-
res, lomando-se com o seu maior expoente, cada
um dos fatores primos, assim os comuns como os
niao comuns. Suponhamos que G0, 72 ¢ 96 scjam
os denominadores de trés fracoes que se devam
somar. Decompondo-se cada um déles em falo-
res primos, tem-se:
00 =2'X3X5 72=2%x3; 9%5=2'"X%3;
Os niimeros podem ser decompostos, um cada vez,
ou todos simultaincamente. Na decomposi¢io si-
multanea, os fatores primos comuns ja sio obti-
dos com os maiores expoentes. Com efeito: de-
pois de dividirmos por 2 os niumeros 60, 72 ¢ 96,
dados por exemplo, tornamos a dividir por 2 os
trés quocientes obtidos, Os novos quocientes sio,
15, 18 ¢ 21. Dois déstes, 18 ¢ 21, divididos também
por 2, diao 9 e 12. Finalmente, 12 ¢ dividido por
2, e ainda o quociente 6, da divisio de 12 por 2
No caso de que tratamos, prosseguimos, fazendo
divisges por 3 e, por ltimo, uma divisio por 5
Ora, cada vez que fazemos uma divisio, simulta-
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nea ou nio, colocamos o fator primo divisor i
dircita do traco separativo dos nimeros dados,
Ha de ocorrer, por isso mesmo, lantos fatores pri-
mos iguais a 2, ou a 3, ou a 5, ou a outro qual-
quer, quantos existam, de cada um déstes, no ni-
mero que o contém com o maior expocenle. Mas,
como explicar que o m.m.c. de dois ou mais nii-
meros ¢ o produto dos fatores primos diferenles,
em que se decompoem, considerando, cada um,
com o scu maior expoente? Assim: sejam, por
exemplo, os nimeros 60, 72 ¢ 96, Temos;
60=22%3Xx5H; 72=2"%3; 9=2'"X3;
O numero 1410, ou o produto 2° X 3° X 5, ¢ mul-
tiplo de 60, 72 ¢ 96. ' um multiplo comum, Com
efeito:

1110 KRG 2 X 2D IR S EXRES G

60 2 X2 X2 X5
=2%2%X2%X3=21

1440, DICRT S BN RN 9IS Uiy IR h

HIH P e 5, G Al o G Yk
=3X5=15

1110 22X 2 X2 X2X%X2x% 3%X3X%X5

72 2R R IR ENCED Py
=2X2X5=20

O niimero 11410, porém, nio ¢ apenas um miltiplo
comum de 60, 72 ¢ 96. 2 o0 menor multiplo, I de

Al e

- ——

167)
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falo: considerando-se os fatores primos de 1110,
nas expressoes acima, ¢ facil concluir que ne-
nhum déles pode faltar, nem ler o seu expoente
diminuido. Um nimero que nio conlivesse fator
5, ndo seria divisivel por 60, Nio haveria como
cancelar o 5 do denominador da 1" expressio.
Um oulro, com um so falor 3, nio seria divisivel
por 72. E, finulmente, um lereeiro cujo expoen-
te do fator primo 2 fosse inferior a 5, niao seria
divisivel por 96.

Mdaximo divisor comum. O maximo divisor co-
mum ¢ a inutilidade maxima com que se perde
lempo na escola primaria.  Enquanto, todavia,
¢ésse frustrado pertencer ao curriculo, ¢ o profes-
sor tiver de impingi-lo, que o faga melhor que
usualmente. Leve seus alunos a descobrivem que
¢tle ¢ o produto dos fatores primos comuns, den-
lre os que ocorrem na decomposicio de dois ou
mais nimeros, tomado, cada um désses fatores,
com o scu menor expoente. Proceda-se como no
caso do mum.e. Se a pesquisa deve ser feila, por
meio do algoritmo de Euclides, entio o problema
¢ mais sério, porque, niio poucas vézes, nem mes-
mo o professor, que a *ensina”, ou pretlende que
a ensina, conhece a razio pela qual, apods sucessi-
vas divisoes inexalas, faz-se uma tltima, sem res-
lo, cujo divisor ¢ também o maximo divisor co-
mum dos niimeros dados, Para o ensino conscien-
cioso désse meledigo, por meio do referido algo-
ritmo, hi de o professor conheeer ¢, préviamente,
ensinar o seguinle:

a) O nimero que divide oulro, divide os malli-

plos désse oulro;
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b) O numero que divide as duas parcelas de uma
soma, divide a soma;

¢) O numero que divide dois outros, divide-lhes
a diferencga;

d) O numero que divide o dividendo e o divisor,
de uma divisio, divide o resto, se o houver;

¢) O namero que divide o divisor e o resto, de
uma divisdo, divide o dividendo,

Adicdo e sublracao de mimeros decimais, ou di-
zimas. Mostremos, de inicio, aos nossos alunos,
que o valor de uma dizima nio se altera quando
acrescentamos um ou mais zeros a direita de sua
parte decimal. Com cfcilo:

528/100 = 5280/1000 = 52800/10000 = .......... -

Mas

528/100 = 5,28; 5280/1000 = 5,280;
52800/10000 = 5,2800

Entdo: 528 = 5,280 = 5,2800 = .......000ve0ens

Adicdo e sublragao .

unidades de uma ordem
valem uma da ordem Exemplos:
imediatamente superior.

Dez  milésimos  valem

um centésimo, dez cen- (:':2128

tésimos valem um déci- 1_,' q 43,740
mo, dez décimos valem 5,90 28,068
uma unidade, 26,502 15,672
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Sublracao. Raciocinio: um centésimo vale dez
milésimos; portanto: 10 menos 8. Um décimo
vale dez centésimos; portanto 13 menos 6, ele.
Quando temos virias dizimas, umas para somar,
oulras para sublrair, fazemos a adi¢ao das que
devem ser somadas, somamos também as que de-
vem ser subtraidas, ¢ da primeira soma subtrai-
mos a segunda,

Exemplos:

45,36 — 18,734 + 54 — 3,065 — 7,8 = (45,36 +
+ 51) — (18,734 4 3,065 4 7.8) = 50,76 —
— 20,599 = 21,161

E conveniente distinguir, a principio, trés casos de

adi¢io e trés de subtracio: 1.°) dizimas com o
mesmo ntimero de algarismos decimais; 2.%) dizi-

mas com mimeros diferentes de algarismos deci-
mais; 3.°) dizimas e inteiros.

Adicdo, Exemplos:

10,43 8,516 14,359 42
6,02 3,97 5 6,16
16,45 12,516 19,359 48,16

Subtracao. Exemplos:

0,489 9,360 5,603 26,58 18,000
0,057 0,863 2,15 4 23,319

0,132 8,197 3,153 22,58 21,651
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Multiplicacdo de miimeros decimais ou dizimas,
Para obtermos o produto de duas ou mais dizi-
mas, fazemos a multiplicacio como se os fato-
res fossem nimerecs inteiros; e, no resultado, se-
paramos, por uma virgula, da direila para a es-
querda, um nimero de algarismos decimais igual
4 soma de quantos sio os dos falores. Se entre
éstes, houver um ou mais inteivos, fazemos, ainda,
a multiplicacio, como se todos o fossem, contan-
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No caso parlicular de ser o fator inleiro uma po-
téncia de 10, a multiplicacio se reduz, pratica-
menle, a uma mudanca da posicio da virgula, £
neeessiario que esta particularidade fique bem
compreendida @ luz do principio do valor relati-
vo: todo algarismo escrito o esquerda de cutro
representa unidades dez vézes maiores do que re-
presentaria no lugar désse oultro,

do, depois, para determinarmos o nimero de al- 170)  Divisao de nameros decimais, 1. caso: divisio
garismos decimais do produlo, os algarismos de- de um niumero decimal por um inteiro diferente
cimais das dizimas, Exs.: 2631 < 0,08 = 2,1072; de 10, 100, 10000, ete. Exemplos: 048 = 3;
56 3 12 % 0. = 26,88. 17,359 = 22,
Com cfeito:
018 /3 018 / 3

26,31 3 0,08 = 26317100 > S/100 = 21072710000 = 1816 1S 016

‘ - ) 06
— 21072 0 0
36 5125 0.0 = 56/10 % 12 3 1/10 = 2688/100 = 17.359 / 22 47,359 / 22
= 206,88

g 33 2152 33 2,152

Embor: sia facil : Hiplicaca ’ O i 115 115
-mbora seja facil a mulliplicacdo de nimeros B 50 59
decimais, convém observar, no seu ensino, dois ' fi 00.1,’;)
casos, pelo menos: 1.°) nimero decimal por in- ! '

s . . 3 . o S C P ! o S . .
teiro, ouinteiro por nimero decimal; 2.°) nime- % Faz-se a divisio, como sc o dividendo fosse in-
ro decimal por niimero decimal, Deve-se, pois, co- teiro ¢ coloca-se depois, a virgula decimal, de
mecar com exemplos como éstes: modo que o quociente tenha o mesmo nimero de

Ny | algarismos decimais do dividendo. Se a divisio ¢
008 > 85 = 8/100 % 3 = 21/100 = 0,21 ‘ ] q 5 . e 2y d-“ e
00 gy = i mexata, o rvesto deve apresentar-se, também, com

A0 =13 0/10 = 36/10 = 3,6 igual nimero de algarismos decimais,  Expli-

| 3
) . cacoes:
ANALOGIA : . &

a) Por analogia:
48 boldes =~ 3 = 16 botées

8 cadernos < 3 = 21 cadernos: 8 centésimos X
o0 = 2} centésimos; 0,08 % 3 = 024,

e
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48 cenlésimos = 3 = 16 cenlésimos
048 = 3 = 0,16

1) Por multiplicacio:
Se 0,16 % 3 = 048
Entio: 0,48 = 3 = 0,16

Se 2152 % 22 - 0,015 = 47,359
Entio: dividindo-se 17,359 por 22, o quocicn-
1e sera 2,152, ¢ o resto 0,015.

9.9 caso: divisio de dois numeros, um pelo outro:
inteiro por inteivo, decimal por inteiro, inteiro
por decimal, decimal por decimal. Ex.: 121 = 81;
37 = 49; 56 = 93; 63,397 = 58; 3,00 + 5,29;
8.4 =+ 0,23

Obscrvacao: éste segundo caso inclui o primeiro
em seu aspeeto geral, Consideremos os exemplos
apresentados ¢ caleulemos, com dois algarismos
decimais, com trés, ¢ com quatro, respectivamen-
te, os quocientes das duas primeiras divisoes, das
duas seguintes, ¢ das duas ultimas:

121,00 7 81 3,70 / 49

130 1.53 027 0,07
250
007

56,0000 / 9.3 63,3970 / 58

200 6,021 539 10,930
110 177
0.0017 0,0030

R T
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3090000 / 5,29 8,100000 / 0.2
1150 05811 150 36,5217

2180 120
610 50
0,000111 10
. 170
0,000009

O professor habil, antes de tratar déste caso de di-
visiio, conduzird de tal modo a classe, (que os alu-
nos descubram o seguinte: no quociente deve ha-
ver tantos algarismos decimais quantos tem o di-
videndo mais que o divisor. Isto ¢ facil de evi-
denciar. Com efeilo:  se lemos, por exemplo,
0,012 x 0,1 = 0,0018, temos também: 00018 =
== 0,1 = 0,012, Qualquer que seja, pois, a divisio
a fazer-se o dividendo deve ser preparado a priori
segundo o namero de algavismos decimais do di-
visor ¢ a aproximaciao em mente. Isto reduz as via-
rias regras a uma sé ¢ nio permite confusiio quan-
to a0 lugar onde colocar a virgula decimal. Se o
quociente de 8,1 por 0,23, deve ser caleulado com
qualro algarismos decimais, substilua-se o divi-
dendo 8,1 por outro equivalente, com seis algaris-
mos decimais, uma vez que o divisor tem dois
déstes algarismos. Foi o que fizemos acima.

Observacdo: Quando  dividimos dois nimeros
quaisquer, um pelo outro, o que pretendemos, se
a divisio nido ¢ exata, ou se o quociente exato tem
muitos algavismos decimais, ¢ um quociente apro-
ximado. A aproximaciio convenienle, maior ou
menor, depende do problema que nos leva a di-
vidir. Ora, criancas de curso primidrio nio po-
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Jdoent, e \':ll':ll“l‘lll(‘. acerlr com a =l|n'uxinm-
cao vazoavel hapende, por isso INCSIO, (que o
x.n'nl'\'\‘ﬁul'. em eada caso, aponte a aproximacio
com que devam caleular um quocienle,

40 eusoy divisin de pm nimero decimal por 10,
W0, 10000, ete. Exemplos: 115 == 100 = 0,0115;
AT e 10 = 1700 Divisoes como eslas devem
e explicadas @ Juz do principio do valor rela-
tive, on por meio da multiplicagio, da seguinle
manciva: se 0018 100 = 118710000 3¢ 100 =
SIS 100 = 1,18; entdo 1.8 = 100 = 0.01.18.

Conpersio. Temos neeessidade, muilas veézes, de
converter uma fracio ordindria em dizima, Jd
vimes que uma fracio representa o quociente da
divisio do numerador pelo denominador. 5S¢ a
fracio ¢ impropria ¢ o numerador ¢ um malti-
plo do denominador, o quociente ¢ um nUMero
inteivo. Se o numerador nao ¢ multiplo do deno-
minador. a divisio inexata, daguele &rmo por
éste, pode ser prolongada, transformando-sc, para
ésse fim, o primeivo, o segundo, o tereeiro, ¢ 05
demais restos, em décimos, centésimos, milé-
simos. cte. Lxemplos:

G /5 G/ 7 50 /6 =
10 1.2 10 0857112 20 08333
0 o 20
10 20
30 2
20
G

DIDATICA DA ARITMETICA 167
DIVISOES EQUIVALENTES:
60 /5

G000y /7 25,0000 /6

0.857112 20 (8500

10 1.2 10
0 a0 20
10 20
a0 0,0002
20
0,0000006

No segundo e lereeivo exemplos, por mais que se¢
prolongue a divisio, nio se enconlra resto zero,
E quando um qualquer dos restos ja encontrados,
reaparcee (como o resto G, do segundo exemplo),
¢ a divisio ¢ conlinuada, os algarismos do quo-
ciente vio reaparecendo também, uns apos outros,
na mesma ordem em que antes surgiram,  Diz-se,
neste caso, que a fragio ordinaria produz ou gera
uma dizima periddica. As sucessoes iguais, de
algarismos  das  dizimas, chamam-se  periodos.
Uma dizima periodiea ¢ simples, quando o pe-
riodo comeea imediatamente depois da virgula;
¢ ¢ composta, quando entre a virgula ¢ o periodo
Lt uma parte, que nio se repele, constituida de
um ou mais algarismos. A parte periddicn, por
sta vez, pode também constituir-se de um so al-
garismo, como se vé no lereciro exemplo, acima,
Uma dizima periddiea pode ser representada de
dois modos diferentes:

b
2. 0, (12) O.8(3) S (12) 6,8(3)
dizimas em fracoes ordindarias, Se a dizima ndo

1Y) 00120202, .. 08333, .. 5121212, 68333, ..

Assimocomo precisamos converter fragoes ordi-
nirias em dizimas, temos as veézes, de converler
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¢ periadiea, ou infinita a conversio ¢ simples,
Exemplos: 0,12 = 12/100 = 3/25; 0,125 —
= 125/1000 = 25/200 = 5/10 = 1/8. Se a dizima
¢ periodica, a conversio embora facil de fazer,
¢ dificil de explicar em curso primario; dificil,
mas nio impossivel. Seja a dizima 0124212
Representemos por n ¢ d, rcspccli\'zuncnle, 0
numerador ¢ o deneminador da fracio ordinaria
geralriz. Temos:

0421212, .. = n/d.
Temos também sucessivamente::

012024292, . . = n/d
1240421242, .. = 100n/d
124 n/d = 100n/d

12 =99n/d

12/09 = n/d

O primeiro passo ¢ ¢ste: fazermos que os alunos
entendam o raciocinio implicito nas sucessivas
igualdades, em exemplos, como éste, de dizimas
periodicas simples com parte inteira zero. Feilo
isto, mostremos que, nio sendo zero a parte in-
teira da dizima, a geralriz ¢ um nimero misto:
Exemplo: 5421212, . — 5 4 12/99. Deixemos os
alunos trabalhar com varios exemplos, pedindo-
Ihes, por fim, que enunciem a regra para a con-
versio de uma dizima periodiea simples em fra-
ciao ordindrin, Passemos, depois, a considerar na
dizima perigdica composta, Sejam os exemplos
0.7222.. .; 0,321111. ., .; 0,008222. .. Multiplicando
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estas dizimas por 10, 100 ¢ 1000, respectivamente,
temos:

722,... = 74 2/9= 63/9=(72-7/9
Portanto: 0,7222... . ...... = ( 72- 7)/90
3204, = 32 4 1/9 = 292/9 = (321-32) /9.
Portanto: 032101... . ....... = (321-32) /900
B22... = 8 4 2/9 = 74/9 = ( 82- 8)/9.
Portanto: 0,008222., . ........ ( 82- 8) /9000

Reparando em que 65 ¢ 72-7; em que 292 ¢ 321-32;
em que 71 ¢ 82-8; ¢ reparando também, nio s6
na constitui¢io dos numeradores de oulros exem-
plos, como ainda nos denominadores 90, 900,
9000, cte...., podem os alunos deduziv, por si
mesmos, a vegra para a determinacio da geratriz
de uma dizima periodica composta. Nio sera isto
uma demonstragio, mas ha de ser muito mais do
que seguir o enunciado de uma regra, porventura,
impingida. E’ evidente que, se a parte inteira da
dizima nao ¢ zero, a geratriz ¢ um namero misto.
Ex.: 8722... = 8 4 (127)/90 = 82 _ g 13

90 18

Problemas e sua resolucdo. Um problema ¢ uma
dificuldade. Néle nio esti icadas as opera-

A PTRS . - . »
coes a efetuar. Quem se dispie a resolvé-lo ¢ que
S rbadialivl el

procura descobrir que operacdes sio essas e sobre
que numeros ou quantidades deve operar a fim
de obler o resullado, ou conhecer suas incognitas,
O que muitas vézes se apresenta como problema,
nio ¢ sendo um exercicio,

Q_contetdo dos problemas. O conleido dos pro-

blemas tem de ser essencialmente dinamico, cor-
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respondendo, portanto, as necessidades e jngepa

ses humanos, os quais sio varidveis com ¢ le e
€ 0 espaco, em conseqiiéneia das conslantes .
dancas que caracterizam as diferentes civilizaqﬁcs.

Tipos de problemas. Os problemas poden ser

priticos, teoricos, recrealivos e sem niimerog
Problemas priticos sio os que t&m origem cn;
situacdes reais da vida, Exemplo: a aluna Mavia
Lucia sofrcu um acidente e estg internada na
Casa de Saide S, José. Uma de suas colegas (e
turma propos as outras de sua classe fazcr(“m-lhc
uma visita, levando-lhe flores ¢ frutas. A medida
que discutiam a proposta, varias perguntas foram
feitas: que espécie de flores ¢ frutas devemos
comprar? que quantidade? qual
dessas flores ¢ frutas? quem v
res? e as frutas? quem

serd o custo
ai comprar as flo-
X ‘ai 4 Casa de Satde? que
conducio deve ser tomada? automaovel? quanto
pagaremos de automavel? Calculada toda a des-
PEsa, que quantia cada uma deve pagar? Os
problemas praticos sio de lodos os dias e datam
da antiguidade, A construcio de uma représa ¢
pl‘(ll)'l('lll:l pritico que os Egipcios dos tempos dos
farads tiveram de resolver, pois precisaram  re-
presar as dguas do Nilo, Os problemas (edricos
nio cabem em curso primario. Sio problemas
cuja resolucio depende de um raciocinio logico,
POr exceléncia. Os problemas recreativos desper-
tam, quase sempre, o interésse dos alunos, para
O quais constituem ym desafio, Prestam-se muilo
Mals para o desenvolvimento da capacidade de
pensar, do que cerlos preblemas obsoletos,  Os
problemas sem nimero constituem também um

Mipo
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olimo meio de desenvolver o raciocinio. Para re-
solvé-los ¢ necessario centralizar a atencio nas
varias relacoes implicitas nas suas afirmativas,
Exemplo: sabendo voeé qual ¢ o luero que da a
um pequeno jornaleiro cada jornal que éle ven-
de; sabendo ainda o preco por que vende cada
jornal; como pode descobrir quantos jornais deve
¢le vender a fim de Ihe ser possivel comprar uma
palinele cujo preco ¢ wma quantia determinada?

Faléres a levar em conla na apresentacdo de
ilemas. Os falores o considerar na apresenta-
e TS R - . .

¢io de problemas sio os seguintes: a) a experién-
cia social dos alunos; bh) o vocabulario dos alunos
¢ dos preblemas; ¢) as diferencas individuais que
a classe apresenta; d) o tempo para a resolucio,

o=

I) Qualidades de wm _bom problema. Um

problema priatico deve salisfazer as se-
guinles condicoes: ser genuino; ser im-
portante; ser rveal, Um problema ¢ ge-
nuino, se alguém, em algum lugar, pode
precisar resolvé-lo, presentemente; ¢ im-
portanlte, se ocorve frequentemente na
vida pritica; ¢ real, se desafia ¢ estudan-
le, despertando-lhe o interésse,

) Falores de que depende a capacidade de
resolver problemas.” A capacidade de re-
solver problemas depende essencialmen-
te: 1.%) da inteligéneia; 2.°) da compre-
ensio da leitura; 3.°) da pratica ¢ domi-
nio das operagoes fundamentais,
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£ ’ ma, A\
resoluTao do i problema apresenly gy

seguinles fases: a) leilura e compreen-
sio; b) pereepeio de relagoes ¢ plano de
ataque; ¢) solugio segundo o plano em
menle; d) revisiao ¢ discussio,

IV) Mélodos de resolucdo. i varios mélo-

dos de resolucio de problemas, os quais,
todavia, podem ser reduzidos a éstes (rés:
método formal de andlise; método das
analogias; ¢ método grifico. O primeiro
metodo consiste no seguinte: diante de
um problema que pretendemos resolver,
fazemos as seguintes perguntas, is quais
procuramos dar respostas: que devemos
achar? quais sio os dados de que dispo-
mos? que relacoes ha entre os dados e as
incognitas? que devemos fazer com os
dados? Este método tem a vanlagem de
exigir uma leitura verdadeiramente cri-
tica do problema, isto ¢ uma leilura cons-
tantemente acompanhada de raciocinio
ou pensamento selelivo. Oferece, no en-
tanto, a desvamtagem de tornar muito
dificil a visdo, por assim dizer, de lodo o
conjunto de relacoes entre os dados ¢ as
incognitas, quando ésse conjunto ¢ rela-
tivamente apreciavel, segundo método
consiste em estabelecer uma analogia en-
tre o problema escriio ¢ um outro seme-
Ihante, facil ¢ oral, Descoberlo como re-
solver ésse outro, fica conhecido o cami-
nho que conduz i resoluciio do problema

.
!
.
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dado. O terceiro método ¢ aquéle pelo
qual o problema ¢ analisado por meio de
um diagrama, £ um método que tem a
vantagem de permitic que as relacaces,
que se vio descobrindo, entre os dados e
as incognitas, niao escapem a4 mente, De
fato: vio ficando & vista, representadas
graficamente,

Meios de o professor ajudar o aluno na aquisicio
¢mmln7ﬁ)mblrmas:‘ “Um dos meios
de o professor ajudar os seus alunos a adquiri-
rem uma léenica de resolver problemas ¢ fazer
aos alunos as perguntas que descjaria fizesseni a
¢les proprios: “qual ¢ a incognita? quais sio as
incognitas? que procuramos saber? que devemos
descobrir? O objetivo de tais perguntas ¢ desper-
tar a aten¢io para a incognica ou as incagnitas,
Outro meio, de que dispoc o professor, ¢ o de fa-
zer sugestoes: leiam oulra vez o problema; aten-
¢io aos dados; vejam bem (quais as relagdes en-

tre os dados e as incognilas cte.

Um tereeiro recurso ¢ usar a analogia, pois os alu-
nos, com o tempo, recorrerdo a ela, por si mes-
mos. Outra forma de ajudar ¢ fazer no quadro ne-
gro, um mesmo problema por diferentes métodos,
apontando as vantagens de cada um. Os alunos
estario, em breve, empregando um ou outro deé-
les, conforme a natureza do problema. Finalmen-
le, pode o professor auxiliar os alunos no desen-
volvimento da capacidade de vesolver problemas,
insistindo na observancia das quatro fases, a lli-
ma das quais (revisio e discussio) ¢ quase sem-
pre esquecida. Resolvido um problema e feita a
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revisio do raciocinio e dos cileulos, ¢ ainda con-
veniente discati-lo. A discussiio consiste em verj
ficar se o resultado obtido convém ao problema,
ou se conslilui um absurdo,

Direlrizes gerais para o ensino das [racées ordi-
ndarias ¢ dos muneros decimais.

1y}

1)

111)

V)

Prepavar de tal modo as primeiras ex-
periéncias, que os alunos vejam as fra-
coes; venham, de falo, a conheeé-las, pa-
ra s depois trabalhar com elas. Usar
objetos ¢ diagramas,

Usar sempre, ou mais vézes, fragses real-
mente ordindrias, ou comuns. Muilas das
fracoes de muilos livees de lexto so &)
o nome de ordinarias. No coméreio, na
inddstria, nos laboratorios ¢ nos demais
setores da vida, as fracoes ordinarias
apresentam, na sua grande maioria, os
denominadores 2, 3, 1, 5, 6, 8, 12, 15 ¢ 16.

Tornar bem claros, por meio de objetos
¢ diagramas, o aspeclo quantitativo do
numerador ¢ o aspecto qualitativo do
denominador.  Salientar constantemente
a influéncia da variacio désses dois tér-
mos sobre o valor da fracio.

Ensinar, por meio de objetos e diagra-
mas, a equivaléncia ¢ a comparacio de
fracoes.

V)

ViII)

VIIT)

IX)
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Insistiv em que os alunos simplifiquem
as fracoes, sempre que possivel, ¢ com
os recursos dos caracteres de divisibili-
dade,

Mostrar, e lembrar de vez em quando,
que na multiplicacio de dois nimeros, o
produto pode ser menor que qualquer um
déles; e que na divisiio, o quociente pode
ser maior que o dividendo,

Usar, de preferéncia, niimeros mistos, pois
¢stes ocorrem, na vida prilica, com mui-
lo maior frequéncia que as fracdes pro-
prias.

Alentar constantemente nas causas dos
crros mais comuns ¢ climina-las. Sio
crros comuns: 1) fazer uma operacio
em vez de outra; 2) errar nos cileulos;
3) trocar numerador pelo denominador,
nos produlos em que aparece o nimero 1,
como 6 por 1/6, cu 1/1 por 1; 1) somar
ou sublrair numeradores ¢ denominado-
res enltre si; 5) mulliplicar, sem tomar o
inverso da fracio divisora; ou tomar o
do dividendo ¢ nio o do divisor.

Insistiv em fazer compreender que a di-
zima, on representacio decimal da fra-
¢io decimal, s6 se tornou possivel com a
aplicacio, as partes decimais da unidade,
do principio do valor relativo, que pre-
side & representacio decimal dos nime-
ros inteiros.
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X) Tornar claro que um ndamero inteiro

XD

XIID)

NI

NIV)

V)

XV

qualguer pode ser considerado uma dizi-
ma. Exmeplo: 57 = 57,0 = 57,00 = ...
Lembrar, de vez em quando, a proprie-
dade fundamental; multiplicando-se¢ ou
dividindo-se, por uma poténcia de 10, os
térmos de uma fragio decimal, o valor da
fraciao nio se allera;

Apontar as consequéncias do principio
acima. Exemplos: 0,08 = 0,080 = 0,0800
= 0,080 = 0,08; 6,7 ¢ maior que 6,578, pois
6,7 ¢ igual a 6,700.

Deixar entendido que, em consequéncia
do principio do valor relativo, o eliminar
a virgula de uma dizima, ou o mudar a
sua posicio, equivale a mulliplicar ou a
dividir a dizima por uma poténcia de 10,

Fazer que os alunos compreendam que
dividir um nimero inteiro por 10, 100,
1000, ete., separando, por uma virgula,
um, dois, trés ou mais algarismos a di-
reita, ¢ tambhém aplicar o principio do
valor relativo,

Levar os alunos a fazer, constantemente,
divisdes inexatas de inleiros, com apro-
xXimagio de décimos, cenlésimos, milési-
mos, ele.

Exigir disposicio correla das dizimas, Na
adiciio ¢ na sublracio, fazer que as vir-

-

XVID

XVIII)
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gulas se correspondam numa mesma co-
luna,

Recorrer & analogia. Exemplos: 3 lapis
X 2 = 6 Lipis; 3 centésimos ¥ 2 = 6 cen-
tésimos; 0,03 x 2 = 0,06.

54 cadernos = 18 = 3 cadernos; 51 milé-
simos = 18 = 3 milésimos; 0,054 — 18 —
= 0,003.

Chamar a aten¢io para o falo de a di-
zima periddica 0,9... ndo ter geratriz.



NOCOES DE HISTORIA DA MATEMATICA

LEITURAS
Lurvea 1

Imporlancia da Histiria da Malemdlica na formacdo
do professor primdario

Desde o prineipio do mundo alé os nossos dias,
tem sido proposito da Matemdtica contribuir para uma
vida melhor. O progresso no dominio das ciéneias fisi-
¢ em biologia, medicing, agricultura, sociologia,
cducacio, psicologia, cle, s6 lem sido possivel através
da Matemdtica, que constitui também os fundamentos
da arte, da misica ¢ da poesia. Esta “rainha das cién.
cias™ ¢ um método de pensamento ¢ tem ainda a vir-
tude de contribuir para a formacio do cardler e a con-
solidacio do sentimento religioso,

Conhecendo a historia da maléria que ensina, tem
o professor de Matemilica, ndo 86 recursos mais amplos
para o molivacio da aprendizagem, senio  lambém
aquéles motivos de apreciacio ¢ entusinsmo, que inten-
sificam ¢ dilatam no estudante o gosto ¢ o interésse,
porventura despertados,

Fonte de informacoes preciosas, que facilitam  a
compreensio de falos ¢ processos, a historia da Mate-
mitica tem ainda o lado humano, que aguea a curiosi-
dade, educa o sentimento, aponta estimulo ¢ langs
desafios,
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ental de que

15 finalmente: fixando o fato fund
o conletido da {
¢ils, CONVENCe-1os, todav
na sua essencin, uma espécie de te
a rocha®™ Pois bem. Enquanto ¢
mile in ¢ a Gnica segu v langivel da civil
que desfratamos, —— permanece o NUMERO, forea vital
¢ criadora, como a chave mestra, que nos abre, dia a
din, os porlicos misleriosos do universo,

éncia divina™ esla sujeito o mudan-
a, o sua historia de que ela &,
construida sobre
multi-

Lurrvna 11
Niamero ¢ Contagem (1)

A orvigem do nimero ¢ desconhecida. Deye éle ter
nascido nas idades pre-histéricas, Foi extremamente
maodesto no seu comégo. Desenvolveu-se, lodavia, ex-
traordinavinmente, com o ter o homem procurvado re-
mediar sua o limilada pereepeio quantitativa por
meio do artificio de contar. Contando ¢ que o homem
transformon, gradativamente, a nocio concreta ¢ hete-
rogénea da pluralidade no conceito homogéneo de ni-
mero abstrato,

O homem primilivo nio via nada numdérico, mas
podia notar mudangas que se impusessem a pequer
coleghes, Dislinguin grapos maiores ¢ menores, com
mais objetos ou com menos, I deve ter tido a idéia de
wimero cardinal no dia em que porventura obscrvou

que um conjunto de (rés guerreiros, por exemplo, apre-
sentava algo em comum com um conjunto de (rés arvo-
res, o Irés passaros, ou Irés oulras coisas (quaisquer,

Os nimeros representam criagoes da mente hu-
mana. Sio individualidades arvtifie

S, ou grupos dis-
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tintos, ou ainda colecoes-modélo. Cada nimerg ¢ uma
individualidade — a individualidade do agregado lolal;
¢ uma unidade artificial, — a unidade conslituida do
todo.

Todos os lipos de sociedade humana, ainda mesmq
os de mais rudimentar cultura, adquiriram, através dos
tempos, um conceito de nimero e engend ‘aram, de al-
guma maneira, um processo de contar.,

A arte de contar ¢ a representacio simbolica do ny-
mero devem ter sido imaginadas no dia em que o ho-
mem sentin o descjo ou a necessidade de guardar uma
relacio dos scus bhens.,

De importancia vital para o homem primitivo era
saber que tribo dispunha de mais guerreiros, ou que
exército tinha mais soldados. Assim, a necessidade de
S€ compararem, wmas as oulras, as grandezas discretas,
contribuiu também, ¢ lalvez, decisivamente, para o apa-
recimento do processo de contar,

Quando o homem nio sabia contar e nio podia, por
isS0 mesmo, dispor de registro simbélico-numérico de
seus bens, zelava déles com 0 auxilio da correspondén-
cia, biunivoca ou nio, que verificava existir entre os ele-
mentos de dojs conjunlos, Descobria, assim, se o nimero
cardinal de ambos Cra, ou niao, o mesmo, Se a cada
clemento de um conjunto A correspondesse um, e so-
mente um, dos elementos de um conjunto B, ¢ recipro-
camente, concluia terem o mesmo niimero, Se isto nio
se desse, ficavy sabendo qual dos dojs ¢ra o menor, qual
o maior. Com ¢sse recurso, o pastor de ovelhas, por
exemplo, podia atinar com a falta de qualquer delas.
Com cfeito: A caqdy uma que deixasse sair a pastar, pela
manhi, faziy corresponder uma pedrinha, que colocava
num alforje, Assim, deixada sair a 1ltima ovelha, e
Posta no alforje pedrinha respeeti ‘a, dispunha de
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meio com que verificar, & tarde, por nova correspon.
déncia, se todo o rebanho tinha .\'ollu'do ao redil, Nio
so pedrinhas foram usadas pz.nra ¢sse tipo de c(frresp(?n-
déncia, mas virias outras coisas, entre as quais estrias
num tronco de drvore, ranhuras numa pedra, marcas em
arcia, nos em cordoes ¢ sulcos em varetas,

Lerrvna I
Niamero ¢ contagem (2)

O homem aprendeu, muito cedo, a servir-se de con-
Juntos conhecidos, ou grupos modelos, para comparar a
cles os que ndao eram familiares. Os olhos de um scl\'{n-
gem ou as asas de um passaro podiam simbolizar o ni-
mero dois; as folhas do trevo, trés: as pernas de um
quadrapede, quatro; os dedos de uma das mios, cinco;
os de ambas, dez. Em épocas posteriores, ésses grupos
¢ oulros mais, foram cedendo lugar a CXpressoes ou no-
mes, ¢ a simbolos numdéricos.

Enquanto o homem nio conseguiu, pela contagem,
remediar sua limitada percepcio quantitativa, ¢ nime-
ro, cuja origem se desconhece, permaneceu  extrema-
mente modesto. Inventado, porém, o artificio de contar,
foi possivel contrapor a noc¢io concreta e heterogénea
da pluralidade, o conceito homogénco de nimero abs-
trato. Dai para o diante nio cessoun o seu desenvolvi-
mento,

’ara o processo de conlar ¢ necessirio wm sistema
M que os conjuntos modelos, representados por seus
respectivos nomes, oy simbolos, se arranjem em ordem
erescente, uns apos outros. I quando contamos, estamos
fazendo corresponder os clementos de um conjunto des-
conhecido aos clementos désse sistema: um, dois, trés,
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cle. Com efeito: Imaginemos que, conhecida alé certo
ponfo, a sucessiao dos nameros nalurais, queiramos con-
tar os objetos de um conjunto. Procedemos assim: Apar-
tamos um dos objetos (ou apontamos para éle, on sim-
plesmente o fitamos), ¢ dizemos: um. Fazemos o mes-
mo com relagio a um outro e dizemos: dois. I prosse-
guimos assim até que sejam considerados todos os obje-
tos. Se o altimo nome enunciado tiver sido vinte, por
exemplo, concluimos que hi vinte objelos no conjunto
dado, isto ¢, que seu nimero cardinal ¢ vinte,

A contagem pode ser mais, ou menos, limitada, O
gran de limitagio depende da maior ou menor capaci-
dade de conceber conjuntos modelos ¢ nomed-los com
cconomia de nomes distintos ¢, conseqiientemente, fre-
qiiéncia de nomes iguais. A cconomia de nomes liga-se
diretamente a conjuntos fundamentais de unidades,
cujos niimeros constituem as bases dos sistemas em que
se conla, ou caraclerizam as modalidades de numera-
cio: bindria, decimal, vigesimal, ete,

Lereny 1V
.\’uun'l‘m;ﬁo [alada, eservita ¢ mimica

A numeracio pode ser falada, escrita ou mimica.
O homem aprenden » nomear uns poucos nimeros,
:n.ncs de imaginar como escreveé-los, I os nomes désses
hmeros estio entre aquéles que primeiro pronuncia-
mos, quando aprendemos a falar, Varios déles, de ovi-
sem comum, indiana, mudaram relativamente  pouco
em milhares de anos, Considerem-se, por exemplo, os
nemes dos nimeros 1, 2,3, 7 ¢ 8em portugués, fran-
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cés, inglés, espanhol, italiano, latim, alemio, grego,
russo, sanserilo:

un one uno uno  unus eins oinos odyn eka

m .

:ois deux  two dos due  duo zwei  duo dvo d\{o
trés trois three tres  tre tres drei treis  tei tri
selc ;cpt seven sicte  sete septem sieben hepta sem  soptam

oito huit  cight ocho oto octo acht okto vosem asto

Por que seriam G0 semelhantes essas palavras em
linguas lio diferentes? Oulrora, o povo que habitava a
india falava uma lingua conhecida por Sanscrito. Tal
povo viajou para o norle ¢ ocsle, foi & Grécia, estéve
na Itdlia, andou por oulras lerras, A sua lingua sofreu
modificacoes: surgiu o Grego, o Latim, o Alemio, o In-
glés, o Francés, ele., linguas hoje conhecidas como indo-
curopéias.

A numeracio eserita ¢ provavelmente tio antiga
quanto a propriedade particular. Quando o homem sen-
liu necessidade de guardar uma relacio dos seus bens,
imaginou os primeiros simbolos: estrias num tronco
de arvore ou ranhuras numa pedra. Foram isso os pre-
nincios da numeracio escrita,

Na numeracio mimica os niimeros sio indicados por
diferentes posicaes dos dedos ¢ das mios. Sua ovigem,
provivelmente oriental, ¢ mal conhecida. Foi usada, até
a Idade Média, por Gregos, Romanos, Arabes ¢ Hindus,
que sabiam, em geral, representar mimicamente qual-
quer niimero inferior a 10000. Com os dedos faziam
também adicio, sublracio, ¢ até multiplicacio de ni-
meros de dois algarismos. Algumas personalidades, em
anligos quadros ¢ esculluras, sio apresentadas de modo
que suas maos, ou seus dedos, indiquem on lembrem
certos niimeros, Afirma-se, por exemplo, que os dedos
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das mios de Janus, cuja estitua estd no Forum, em
Roma, representam o nimero 365. No Oriente, a nume-
ra¢io mimica ainda ¢ usada. Ela facilita aos negocian-
tes, compradores ¢ vendedores, de linguas diferentes,
efeluarem scus negocios, nos bazares. E acontece, is
vezes, que, em represilia a olhares indiscretos, nos mer-
cados piblicos, escondem suas maos sob um pano.

A numeracio falada, e possivelmente a numeragio
mimica, precedeu a numeragio escrita, que s6 aparece,
como um legitimo sistema, entre Egipcios ¢ Sumerianos,
de trés mil e quinhentos anos antes de Crislo, Sumeria-
nos cram antigos habitantes das regies montanhosas do
Iran, de onde emigraram, hi cinco mil e quinhentos anos,
para a antiga Mesopotamia, no vale entre os rios Tigre ¢
Enfrates, onde fica hoje o Iraq. A civilizagio a que atin-
giram ¢ considerada como de alto grau. Mil e quinhen-
tos anos mais larde, isto ¢, nos dias de Abrado, o patriar-
ca hebren, os Babilonios tomaram o poder aos Sume-
rianos, cujos simbolos cunciformes passaram a adotar,
Chamamos Babilonios aos povos dos antigos impérios
caldeu, assirio ¢ babilonico,

Lertvna V

A numeracio entre homens primilivos
e tribus selvagens

Parece ter predominado, entre os homens primiti-
Vos, como predomina hoje entre og scelvagens, o sisle-
ma de numeracio em que o conjunto fundamental on
bisico ¢ de cinco clementos. Bste conjunto tem sido en-
c(.;nlr:ulo, muitas vézes, em relaciao com outro maior, de
vinte elementos, A fregiiéncia de grupos quinarios, toda-
Vi, maor que a de grupos de vintenas, leva & convie-
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cio de que ¢ realmente de base cinco o sistema ma_is
usado, ¢ ainda em uso, entre o elemento humano nio
civilizado. Grande nimero de historiadores afirma que
¢ o mais antigo. As expressoes seguintes sio mostras
evidentes do emprégo do sistema quinario: mio inteira
(5), um da outra mao (6), duas miaos (10), minhas mios
e dois (12), um do oulro pé (16), homem inteivo (20),
quatro mios (20), um homem ¢ duas maos (30), um pé
do segundo homem (35). Ila tribos no Brasil, como em
todas as partes do mundo, que empregam, para os ni-
meros 6, 7, 8 ¢ 9, expressoes que significam dedos da
oulra mao, ou da segunda mio.

0 sistema decimal, usado também pelo homem pri-
mitivo, ¢ por tribos selvagens de nossos dias, predomi-
nou, no passado, entre os povos cultos, ¢ ¢ hoje o siste-
ma do mundo civilizado. Trataremos déle oportuna-
mente,

Il evidéncias de o ntimero 12 ter sido usado como
base de sistema de numeragio: 12 ponlos valem 1 linha,
12 linhas 1 polegada, 12 polegadas 1 pé. 12 dinheiros va-
lem 1 shilling, 12 unidades, 1 dizia, 12 duzias 1 groza.

A numeracio dos Maias, como a dos antigos Aste-
cas (cujo dia tinha 20 horas), era vigesimal. Uma divi-
sio do exército asteca compunha-se de 8000 homens:
203%20¢20. Nas linguas inglésa ¢ francesa encontram-
se vestigios de um sistema de base vinte: score (20).
two-score (10), three-score (60). Vingt (20), quatre-vingt
(80), onze-vingt (220), quinze-vingt (300). Onze-vingt
¢ o nome de uma corporaciio de 220 sargentos de policia;
¢ quinze.vingt, o de um hospital. Nas ilhas Kurilas, do
Japio, usa-se, ainda hoje, um sistema vigesimal.

As tribos mais primitivas da Australia ¢ da Africa
usam um sistema bindrio. Contam assim: um, dois: dois
¢ um; dois ¢ dois, dois ¢ dois ¢ um; dois ¢ dois e dois.
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Se hd mais de seis coisas, entio ha muitas, Nem sem-
pre existe propriamente um sistema, 11a tribos tio atra-
sadas, que s6 contam: um, dois, muitos,

Além do sistema binario, encont radico também no
Brasil, entre os Botocudos, por exemplo, pode apontar-
se o lernario, na Africa, ¢ o quarlendrio, na América do
Norte, onde os Yuki, da Califérnia, contam pelos espa-
cos interdigitais de cada mdo.

Lrurrery VI
Numeracdo dos Babilonios (1)

Os antigos Sumerianos, como também os Babilonios
de 3500 anos antes de Cristo, usaram um sistema decimal
de numeracio, substituido depois, por um outro, o sexa-
gesimal. A razio de os Babilonios usarem tal sistema ¢
desconhecida. O fato, porém, de dividirem o ano em 360
dias, deve té-los levado a dividir também o circulo em
360 graus, cada grau representando a porcao diaria da
suposta revolucio anual do sol em derredor da lerra.
Sabiam provavelmente que, num circulo, uma corda de
comprimento igual ao raio subentende um arco igual a
sexta parte da circunferéncia, Bsse fato pode bem ter-
Il!es sugerido o ntimerg 60, como uma unidade conve-
mu_n!o de arco, que se dividiu em 60 oulras de ordem in-
ferior (minutos), que, por sua vez, foram divididas em
60 unidades de ordem ainda inferior (segundos). Foram
também os Babilonios que dividir
a hora em 60 minutos, ¢ o minuto em 60 segundos,

Na sua numeraciao escrita, os Babilonios usavam
apenas simbolos cuneiformes, dados a conhecer, nio por
algum livro oy manuserito, mas por lextos (que si0, na
Sua maioria, simples ladrilhos oy tijolos de barro cozi-

am o dia em 21 horas,
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do, preservados durante séculos pelo séeo sol da Meso-
potamia. < o
Os mais antigos dalam do 3. milénio pré-cristio;
outros, do lempo de IHamurabi (1930 a.C.); ¢ ainda ou-
tros, do periodo compreendido entre o 6.° pré-séeulo e o
ano 300. Até hoje ja foram descobertos, decifrados e
catalogados cérea de 80.000 désses lextos cuneiformes,
que ém revelado a cultura dos Babilonios. Sdo nolaveis
os que foram achados em Nipur, em fins do século pas-
sado (1889) por uma expedicio cientifica organizada
pela Universidade de Pennsylvania. Os de maior inte-
résse matematico, todavia, sao os que o geologo W. K.
Loftus descobriu em Senkeret, em 1854, Parecem ter
pertencido & Biblioteca de Sardanapalo (9.° sée. a. C.).
O conjunto de todos ¢sses documentos (ladrilhos, tijo-
los ou cilindros, de barro cozido, ¢ tabuas metalicas)
revela, quanto & numeracio dos Babilonios, o seguiate:

a) Que o simbolo dos ninieros 1 ¢ 60 ¢ 0 mesmo:

b)  Que os simbolos dos niimeros 10, 100, 600 ¢ 1000
sdo os seguinles, respectivamente:

L V==

¢} Que, no sistema decimal, os numeros inferio-
res a 100 sio escritocs em conformidade com
um principio aditivo; e os demais segundo
principios aditivo e multiplicativo.
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d)  Que os mimeros maiores que 60 sio escritos,
quase sempre, segundo um sistema sexagesi-
mal.

¢) Que nesse sistema, um simbolo escrito & esquer.
da de outro representa um ntmero 60 vézes
maior do que representaria no lugar  désse
outro,

f)  Que raramente ¢ usado um simbolo correspon-
dente ao zero, parecendo que so fora concebido

muito tarde.

g)  Que, no sistema sexagesimal nio ocorrem os

simbolos des niimeros 100 ¢ 1000, dados no item
nb".

h)  Que era raramente empregado um principio
subtrativo,

Lerrvra VII
Numeracio dos Babilénios (2)

A falta de um simbolo capaz de indicar, sem confu-
si0, a caréncia de unidades de uma certa ordem de um
nimero, representa grave defeito da numeracio sexage-
simal dos Babilonios; POis 0 espaco vazio, maior ou me-
nor, ou o sinal, que, as vézes, ocorre, correspondente ao
nosso zero, mas conslituido de tipos cuneiformes como
os demais, nio permite, em muitos casos, que se tenha
a idéia de qual seja, em verdade, ésle ou aquéle niune-
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ro, a nio ser que se considere o sentido do conteido de
que faz parte. Com efeito: Consideremos os seguintes
conjuntos simbélicos, os quais, para referéncia, desig-
naremos por (a), (b) ¢ (¢).

QTS @0 w7

Sera o namero (a) 60 - 20, ou 1 X 60° + 0 %
X 60 4 20 ?

Serd o namero (b) 1 X 60* - 0 X 60 - 10, ou
G 4 107

Sera o nimero (¢) 60 + 10, ou 60O ?

Damos, a seguir, exemplos de viarios nameros, al-
guns escritos segundo o sistema decimal, e outros con-
forme ao sistema sexagesimal:

aw, <7 10 v
13 21 70 59
o4 60410 cu 60-1 (

Vgrr  VIpr- (P T7r< ATES A

203
s :
ou3'x 100 oul0xloco O MO0 ou 2x10043

VVVve 0338 (= T777>T4¢q v o0

308393
ou (3 x 100 +8) x 1000 + 3x100 + 90 + 3
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Lurena VI
Numeracdo dos antigos Egipeios

Os Egipeios, em sua numeraciio decimal hieroglifi.
ca, oue data do 12 milénio préscristio, representavam
O namero um por um trago  verlical, o dez por
uma ferradara, o cem por uma folha de palmeira
enrclada em espiral, o mil por uma flor de lolus, o dez
mil por um dedo indicador, o cem mil por um embriio
de i, o milhio por um homem cheio de pasmo, ¢ o ni-
mero dez milthdes por um trago horizontal encimado por
uma circunferéncia, O sistema tinha um principio adi-
livo. No eserever-se um nimero, podiam tomar-se até
nove simbolos de um mesmo valor, se necessario, dis-
pondo-se uns sobre os outros, ou em seguida aos outros,
O nimero 11221517, por exemplo, serin escrito assim:

reswr SRl SR e

Lurremy IN
Numeracio dos anligos Gregos

Os Gregos tiveram trés sistemas de numeragio. 0
mais anligo, muito simples, mas paupérrimo, compunha-
se das 21 letras do alfabeto em uso, ds quais eram aleibui-
dos valores numéricos, O valor pritico de tal sistema era
quase nenhum. Sen emprégo ocorre, todavia, na Hiada
¢ na Odisséia. O segundo sistema, chamado herodianico,
tinha por simbolos as letras Laa l,XeM, que, ex-
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ceciio feita de I, sio os iniciais dos palavras gregas para
cineo, dez, cem, mil ¢ dez mil. O sistema era quinario
¢ se regia por principios aditivo ¢ multiplicativo, A letra
w Wio cra repelida; mas as outras podiam ser tomadas
alé quatro vézes., O valor numérico de 3, 11, X ou M
ficava multiplicado por 5, s¢ uma dessas letras cra co-
locada sob a letra z, jumto ao trace horizontal, Nessa
numeragio, usada por Tales ¢ Pitdgorss, o ndmero
5826, por exemplo, era escrito da scguinte mancira:

[THHHAATT

Foi lerediano, gramitico ¢ historiador grego do
2% séeuto da era vulgar, quem reconstruiu ¢ CXpos Esse
sistema de numeragio, cujos simbolos aparcecm tambhém
numa placa de marmore, on abuco, que Mfred Nagl en-
conlrou em Salaming, cm 1516,

Fai no 3.° séeulo anterior o Cristo, ¢ em virtude do
exemplo dos Hebreus ¢ Fenicios, que os Gregos voltaram
& cmpregar, como simbolos numéricos, as 21 letras de
seu alfabeto, ds quais juntaram 3 oulras, arcaicas, de ori-
gem semitica: o stigma depois do zeta, o kappa depois do
Pi. e o xampi depois do emega, Criavam, entio, um novo
sistema, nio quindrio, mas decimal, com principios adi-
tivo e multiplicativo. Bsse sistema de numeragiao, choma-
do greco-alexandrine, foi usado por Avquimedes, Eucli-
des, Eratdstenes ¢ todos os autores clissicos da 1.* Esco-
ln de Alexandria, Aparccen nas moedas mandadas
cunhar por Ptolomen Filadelfo ¢ estéve em voga, por
muitos séeulos, ao longo do Adridtico; em verdade, até
0 século 15, quando se findoy o Império Bizantino com
A queda de Constantinopla em 1133, Das 27 letras, toma-
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das em ordem, as nove primeiras representavam, respec.
livamenle, os nove primeiros nimeros naturais; as yoye
seguintes, as dezenas, as nove ullimas, as centenas, Con.
siderando o nosso antigo alfabeto, acrescido de um sin.-
bolo qualquer, ¢ nio o atual, que encerra digramas, en
substiluicio ao grego, cujas letras dificultariam éste tra-
balho, temos:

10 20 30 10 50 60 70 80 90

s t u v w X v z S

1000200 300 100 500 600 700 800 900

Uma letra empregada como simbolo numérico era,
em geral, acentuada Exemplos: v (100), p* (70), ¢ (3).
Se um conjunto literal representava um nimero, as le-
tras eram todas acentuadas, ou encimadas por um traco

tinico. O nimero 142 seria, enlio, s'm’b’, ou smb, Podia-

se também permutar as letras: m’b's’ ¢ o mesmo numero
2. O valor numérico de uma letra tornava-se mil vézes
maior, quando se colocava, junto ao seu pé, i esquerda,
um sinal semelhante a4 cedilha. Exemplos: a (1000); n

’

’
(50000); v (100000). Em casos COmMo ¢stes nio se acen-

,
luavam as letras

- A maiiscula M, colocada em meio a
minusculas,

ou depois destas, tornava dez mil v

¢zes
mator o valor numérico do simbolo lite

ral que a prece-
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dia. Tal simbolo desempenhava, assim, a funcio de coe-
ficiente de M. O niimero 13178, por exemplo, seria escri-
to da seguinte mancira: dMevph (1 % 10000 + 31478). Em
alguns casos, o cocficiente era colocado acima de M, ou
sobre M. Exemplos:

b i c
M M Mdwki
20000 0000 31529

Lerrena X
Numeracio anliga de Chineses e Japonéses

Os antigos Chineses usavam uma numeracio linco-
grifica, posicional, de base 10:

Lhmmm T 1w — = =
‘ 2 3 4 5 [ r 8 9 o, 20 30
== L L L L o wow TT N T
“o S0 & 7o g 12 Ab) 23 7 g2 929

Mais tarde, o sistema se aperfeicoou: os simbolos
que ocupassem as posicdes correspondentes is ordens
impares do que usamos (indo-aribico) teriam tracos
verticais; e os que ocupassem as oulras posicoes seriam
representados por tracos horizontais, Esta regra, ligada
ao cileulo execulado com varetas, o qual ja er

a costu-
mado desde séculos

anles de Cristo, aparece na Aritme.
tica de Sun-Tsu, do 3.° séeulo cristio. O namero 28357,
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por excemplo, seria escerilo assim, segundo a regra de
SunTsu:

= ||

O modesto instrumento de cileulo dos antigos Chi-
neses, um conjunto portitil de varetas, estendeu-se 3
Coréia e ao Japio. Os Corcanos, alids, usavam, nio ra-
ras vézes, varetas de ossos, conliecidas como “ossos co-
reanos™,

Quando a China ¢ o Japao conhceeram o adotaram
0 zero dos Hindus, puderam representar graficamente
0s nimeros, sem nenhum embaraco. No livro de Chin
Chiu Shao, Nove Seccdes de Matemditica, escrito em 1217,
id aparece o zero. Os nimeros 70802 e 708020, scriam,

nmomon— 1L0L0-=0
Fo¥.020

0. 804

Il

O aparecimento do zero, na China, coincide com o
advento do swanpan, que, pouco a pouco, foi substituin-
do as varetas de caleular, O swanpan, dbaco que os Chi-
neses vém usando desde o séeulo 12, foi introduzido no
Japio, no séealo 16, ¢ transmudado, anos depois, em um

melhor instramento, o soroban, dbaco atual dos Japo-
neéses,

T
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A China faz-nos vollar ao sistema bindrio, tio do
gosto de Goltfried Wilhelm von Leibniz, matemiatico ale-
mio do séeulo 17, que esereveu o primeiro trabalho que
s¢ publicou sobre tal sistema, em 1703. Foi Leibniz que
decifrou uns simbolos semi-misticos encontrados em an-
tigo documento chinés, atribuido ao filosofo e legislador
Fo-Hi. Concluiu que eram nimeros escritos em um sis-
tema binario de numeracio. Os simbolos numéricos eram
apenas dois; um trago continuo, que correspondia ao
nosso algarismo 1 ¢ dois tracos menores, colincares, que
desempenhavam a funcio do zero. O nimero 37, por
exemplo, escrito no sistema bindrio, em algarismos indo-
ardbicos, apresenta-se assim: 100101, Este mesmo niime-
ro, porém, escrito com os simbolos do documento de
Fo-Ii, apresentarse-ia da seguinte maneira:
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Ioje, na China ¢ no Japiio, usame-se, em larga es.
cala, os algarismos indo-arabicos, Iimprcgum-sc, poré:ﬁ
paralelamente, nio s6 os simbolos lincograficos, sonﬁ(:
também outros, entre os quais os seguintes:

T = Z=Vlr
T T L g 3

2678 ov
2X1000+6Xx100+7x 10+8

Lerrura XI
Numeracio dos anligos Maias

Os Maias de Yucalan, cuja escrita hieroglifica atin-
giu apreciivel desenvolvimento, apresentavam.se com
alto nivel de civilizagiao, no periodo compreendido en-
tre a segunda metade do quinto séeulo ¢ o coméeo do
s¢timo. Tical, em Guatemala, onde ergueram uma fa-
mosa pirdmide com 175 pés de altura, foi um dos prin-
cipais centros de sua cultura. Criaram um sistema de
numeracio que se pode apontar como dos mais avan-
cados. Tal sistema, com um principio de valor de posi-
¢io, tinha trés simbolos apenas, um dos quais para in-
dicar a caréncia de unidades de uma ou outra ordem de
um namero. Quanto & base, nio era coerenle, embora
fosse, em esséneia, vigesimal: O valor numérico de um
simbolo que ocupasse a segunda ordem era 20 vézes
maior do que seria se estivesse na ordem das unidades
simples; mas se ésse simbolo ocupasse a lerceira, ou a
quarta, ou uma outra das ordens subscqiienles, o scu
valor, com relacio ao que livesse na primeira ordem,
nio cra 400 vézes maior (20°), nem 8000 vézes (207,
nem outro nimero de vézes representado por poténcia
inteira de 20, mas sim, respeclivamente, (18 3 20) veé.
zes, (18 X 20") vézes, ete. I3 (que o sistema ligava-se,

de certo modo, a0 fato de o ano dos Maias ter 18 meses
de 20 dias, mais 5 dias complementares, Os simbolos nu-
méricos eram ¢sles: o ponto (1), que se podia tomar
até qualtro vézes; o traco horizontal (3), que se tomava

.

uma, duas ou trés vézes; e o sinal para o zero.
Exemplos numéricos:

-

3
RN

v L )

—_—
—_—

4 A2 19
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e 6 x (18 x 20%) ou 43.200
R
S 3 o 8
TAEEC, 8§ x (18 x 20) ou 2.880
i}
=D
15
S—— 16.095

Lrrrura XII

Numeracao romana

Os principios que hoje norleiam a numeracio ro-
mana datam de poucos séculos. Na Coluna Rostrala,
em Roma, comemorativa da vitoria dos Romanos so-
bre os Cartagineses, em 260 antes de Cristo, enconlra-se
uma inscricio em que o nimero 2.300.000 ¢ escrito com
o simbolo de cem mil, tomado 23 vézes. B que durante
um lengo periodo os Romanos nio dispunham de sim-
bolos para representar nimeros superiores a 100.€00.
O nimero 1 foi, a principio representado por um tra-
¢o verlical, mais tarde substituido pela letra 1. Os oito
niumeros seguintes eram representados tamhém por tra-

€8t || @, | [ @ vomveeee [ ]I L1LLL @

Convencionou-se, depois, que, corlando-se um ou mais
déstes por um oulro, o valor numérico primeciramente
simbolizado {ornar-se-ia dez vézes maior. Assim, X
que lembra a letra X,

t por que foi substiluido, era
1 > 10, ou 10; XX era 23, Cortado, por seu turno,
o simbolo X | obteve-se > ou 10 X 10. Esle
simholo de cem transmudou-se, com o tempo, em
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em >’< e em )l( » que cedeu lugar a letra €. Mil
se represenlava, corlando-se duas vézes o simholo de
dez, Era como que multiplicar 10 por 100, ou por 10 x
X 10. O novo simbolo foi-se também transformando até
assemelhar-se, no todo, com, M, e em parte com D, Com
efeito: -

X, K, (X0, 09, M, @m,00, @, (D, b, D

Q simbolo do nimero mil foi, longo tempo, (/.) :
o de dez mil, (( b); ¢ o de cem mit ((CI)). o simbca
Io de quintenhos cra, indistintamente, C} ou i;? -
isto é, a melade do de mil. Qualquer metade de X
(V ou A) podia representar o numero 5. Prevalecen
a da parte superior, V, que coincidia, em aparéncia,
com a letra V. Segundo a regra dominanle, p
o simbolo de 50 era suficiente cortar V por um traco.
E foi assim que sc obteve primeiramente

em €pocas sucessivas, 1< (" \«<- [

Quem se inicia em numera¢io romana tem g te

ara ler-se

y €

n-
déncia a afaslar-se das regras em vigor, E nio ¢ de
estranhar, Os Romanos mesmos se afastaram ou desde-
nharam delas, nio raras vizes, Rccvnlcmcnlc, em 1919,
um sé¢lo postal emitido em homenagem ao fisico Volta,
trazia as dalas 1799 ¢ 1919 assim: MDCCIC e MCMIL,

Damos aqui alguns exemplos, dentye muitos que lemos
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colhido, os quais evidenciam a diversidade de

& modog
de escrever, em numeragio romana:

41 6000 vy
10 XXXX 199 1TIM

80, ou Ax20 [If[=*
w90 IXI1PCXxC
180600 [X1CLXXXDC

400 CCCC
83  XXCIII
8 IIX

Lerrvra XIIT
Numeragdo decimal indo-ardbica (1)

Os simbolos numéricos indianos, 1, 2, 3, ... 9, aos
quais chamaremos  algarismos indo-arabicos, datam,
provavelmente, do 3.° século antes de Cristo. Quanto
a0 zero, investigagoes recenles pretendem concluir que
procede do 2.° pré-séeulo, Os eruditos em filologia sans-
crita, todavia, fazem datar do 5.° século de nossa era
a primeira exposicio do sistema decimal indiano, com
0 uso metodico do zero. Revelam também que os Hin-
duz, que se compraziam em conceber grandes ntimeros,
chegavam a afirmar que a casa de Brahma se alegra-
Va com a presenca de cem milhédes de filhos e que o céu
era habitado por 21 milhdes de milhdes de deuses, Em
eras mais remotas, os Hindus, & mancira dos Gregos
¢ Hebreus, davam valor numérico as letras de seu al-
fabeto. Empregavam consoantes para exprimir os alga-
rismos de 1 a 9; e depois, pela justaposicio de uma vo-
gal a cada consoante, obtinham os simbolos das dife-
rentes unidades decimais. Com as letras do nosso alfa-
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beto, seriam éstes os exemplos: ga (3), gi (30), gu (3000).
O seu alfabeto se chamava dévanagari, que significava
escritura dos deuses. E' esta a razio por que, as vézes,
os algarismos indo-ardbicos sio impropriamente chama-
dos cifras dévanagari. Os Arabes também, anteriores a
Maom¢, representavam os nameros com as letras de seu
alfabeto. No primeiro século pré-cristio, os algarismos,
que hoje usamos, s¢ apresentavam assim:

B - e

JEN 28NS B 5N 67 8

Nos manuscritos da Idade Média, os algarismos in-
do-aribicos se esereviam, como ¢ natural, com acentua-
da diversidade de formas. Depois da imprensa (1112),
porém, cada um déles assume sua feicio definida e defi-
nitiva Chamamos-lhes indo-arabicos porque siao de ori-
gem indiana ¢ foram divulgados principalmente pelos
Arabes. Sua primeira aparicio no Ocidente, lodavia, pa-
rece ter-se dado por intermédio de Boécio (Anicio Man-
lio Severino Boécio), romano ilustre, nco-pitagorico,
versado em literatura e ciéncia dos Gregos. A invencio
do sistema decimal indiano teria sido comunicada aos
sibios gregos da Escola de Alexandria, na ¢poca em que
existiram intensas relagoes cemerciais entre a India ¢
o Egito. Dos manuscritos de Bodécio (175-526) apren-
deram outros mestres, inclusive Gerberto, cleito Papa,
em 999, sob o nome de Silvestre I1.

Dantzig faz consideracdes interessantes sobre como
poderia ter ocorrido, pela primeira vez, entre os IHindus,
o simbolo zero. Imagina éle que a ocorréncia poderia
ter-se dado assim: Um Hindu desconhecido, ao retratar
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graficamente um certo ntimero represent
cas no seu Labuleivo de arveia ou po, leri
idéia de indicar, de alguma maneir

ado pelag mir-
a lido o Henial
‘ . A a coluna que g
apresentava vazia, evitando, assim, qualquer divida so.
bre qual seria o nimero eserito. Se o coluna d

as uni.
dades tivesse duas mareas (a suposicio ¢ nossa),

ou dois
sulcos, se a das cenlenas, res, e se as demais se apresen-

tassem vazias de qualquer sinal, o niimero a representar

por eserito devia ser 302, O vazio da coluna das dezenas
talvez tivesse sido, entdo, indicado por algo que retra.
tasse essa coluna: |73 ,ou IJ ou l:] .
Esie vetrato de coluna ler-se-ia transmudado no zevo,

Lurrura X1V

Numeracao decimal indo-ardbica (2)

L2 possivel que os anligos Hindus, em caravanas alé
Babilonia, tenham encontrado ali, ndo s6 o germe do
sistema posicional, sendo também o do simbolo das or-
dens vazias, E' cerlo, no entanto, que o zero se lornou
com ¢les, € 56 com ¢les, no mais importante protagonisla
da numeracio. Diz Hoghen que “em loda a historia da
Malemitica, nada foi mais revoluciondrio do que a in-
vencio do zero™ Quanto no sistema que usamos, ¢ a
melhor conquista dos Hindus ¢ uma das mais felizes da
inteligénein humana, Lembra Laplace que cla “escapou
a0 génio de Arquimedes ¢ Apolonio, dois dos maiores ho-
mens produzidos pela antiguidade™, 12 ¢ falo incontesta-
vel que a numeraciio indiana faciliton de tal modo os
cileulos, que permitiu i Matemilica um surto assombro-
50 de progresso, A venerdvel ciéncia tornou-se em prin-
cipal instrumento de analise ¢ predigio, O homem, feito
profeta, vaticinoy celipses, descobriy planclas, previu
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clementos quimicos, profelisou aconlecimentos, ¢ abriu
os porlicos misteriosos do Universo, A prebabilidade de
chegar aos cingiienta anos quem hoje tem quarenta,
como também a da ocorréncia de um ciclone, ou de um
incéndio, ou de um naufragio, ¢ determinada matemilti-
camenle, ¢ nio apenas enuciada de modo vago, Impor-
tanle para os exéreilos de invasio do general Eisenho-
wer, era que ¢le soubesse, Lio precisamente quanto possi-
vel, qual era de falo, qual era exatamente, a probabilida-
de de ser o tempo bom ou ruim, em tal ou qual periodo
do ano, no Mar da Mancha ou do Norle, em lerra firme
ou no ar. Joias, pegas de arte, mercadorias ¢ utilidades
de todo género, ou tipo, provindas do Oriente, da Luropa,
das Américas, ou de qualquer parte, podem ter nemes
diferentes, ficil ou dificilmente pronunciaveis. Os ni-
meros, porény, com que lhes marcam a indistria ¢ o
coméreio, sio escrilos com os mesmos simbolos, hoje
universais,

A simplicidade de um sistema de numeragio ¢ con-
dicionada por virios fatores: a) poucos simbolos para
representar os niuneros; b) poucas palavras para nomei-
los; densidade que torne facil a percepeio dos valoves
numéricos; e d) notagio que facilite o cileulo, Nenhum
sistema salisfaz, como o decimal indo-aribico, a estas
quatro condigoes. Com efeito:

1) Comum ou mais simbolos on algavismos, dentre
dez apenas, tomado qualquer déles, ou eada um déles,
uma ou mais vézes, ¢ possivel representar todos os in-
teiros,

2) Com os mesmos dez algavismos ¢ uns poucos
sinais grificos, representam-se as fracoes, os nameros
decimais, os negatives, os irracionais ¢ os imagindrios,

3)  Dada a fregiiénein de nomes iguais ¢ a conse-
qiiente cconomia de nomes distintos, ¢ possivel nomear
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com poucas palavras, um considerivye] nimero de ntn
ros diferentes. e

1) A distribuicio dos algarismos segundo ordeps
como a conslituicao de classes, formadas de grupos de'
ordens, nio s6 permile a economia de nomes e simholos
diferentes, mas facilita a leitura dos nameros e forng

possivel ter-se a idéia imediata do valor de qualquer
déles,

5) O fato de o sistema ser decimal, posicional, ¢
apresentar-se com simbolos proprios, independentes,
para cada um dos nove primeiros nameros nalurais,
permile escrever ccondmicamente os nimercs que re-
presentam, quase sempre, somas de produtos dos intei-
ros 1, 2,3, ... 9, por poténcias de 10, Exemplo: 300 +
=+ 30 4 3, ou 333. Esta soma, os Romanos, os Egipcios,
ou os Maias apresentariam assim, respeclivamente:

CCCXXXII1, @RRN N O,

— 416 X 20
-.'&'2' ,/5

6) O simbolo zero (0), que indica a auséncia de
unidades em uma ou mais ordens, permite o cilculo
grafico-analitico, que se efetua dirctamente sobre ni-
meros representados por algarismos, nio sendo, portan-

to, necessario, nenhum instrumento mecanico de cal-
cular,

Did rOe e H £t

E' comum apresentar-se, como principio fundamen-
tal da numeracio falada, seguinte proposicio: “Dez
unidades de uma ordem formam uma unidade de ordem

imediatamente superior”, Ora, nio ¢ éste um principio

que caraclerize nenhuma numeracio falada, mas sim um
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principio basico de qualquer sistema decimal de nume-
racio. Principio de numeracio falada, como o apresen-
ta o sistema indo-arabico, seria aquéle segundo o qual
as varias ordens de unidades de um nimero se divi-
dem em classes, constituida cada uma de trés ordens:
das unidades, das dezenas, das centenas. Sio, em verda-
de, as classes que permitem nomear tio facilmente os
nimeros, islo ¢, com o emprégo de tio poucos nomes.

Lerrura XV

Numeracio decimal indo-ardbica (3)

O sistema decimal indo-arabico, lio simples, faicil ¢
clegante nio teve, de inicio, a aceitagio que era de
esperar. Travou-se, em verdade, ardua luta entre algo-
ristas ¢ abacistas, a qual se prolongou desde o século
13 até 1826, muito embora, e felizmente ,a partir do 16.°
século ja fossem bem poucos os campos onde ainda se
combatia. Ioi realmente dificil vencer a rotina dos que
habituados aos sistemas romano e grego, principalmen-
le o romano, ndo divisavam, na nova numeracio, as
vantagens com que se apresentava., E havia até, como
quase sempre, o interésse pessoal, A simplicidade do
sistema dos algoristas constituia, de certo modo, um
risco capaz de destruir o monopélio dos calculadores
profissionais, reccosos, sem divida, de perder os scus
emprégoes. Entre os muitos fatos que assinalam o longo
periodo em que o sistema romano lutou desesperada-
mente, perdendo, por fim, a batalha, apesar do poder

de Roma, suas leis, sua religiio e sua lingua, citamos
0s seguintes:

Ry
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a) Nos Estalutos da Arte de Cambio, de 1299 o
. ~ . . 5 S
banqueiros de Florenca foram proibidos de usap -

: o 0s al-
garismos indo-arabicos, chamados, enlio,

“inficis”,

b) Nos arquivos ilalianos do século 13 enconlrg.
ram-se indicios evidentes de que o uso dos algavismos
foi também proibido aos mercadores, que os emprega-
vam, no enlanto, como que & maneira de codigos se-
cretos.

¢) No oriente, no 14.° séeulo, a numeragio indo-
ardabica enconlrava-se mesclada dos sislemas romano e
grego.

d) A dirctoria da Universidade de Padua orde-
hou, em 1318, que ndo se adquirisse, para a biblioleca,
nenhum - livio cujo preco  eslivesse marcado em
L "
cifras”,

¢) Nicolau Copérnico, em sua obra sobre o siste-
ma solar, escrita em 1520, De revolucionibus orbium
coclestium, empregou uma estranha mistu ra de simbo-
los romanos ¢ indo-arabicos.

f)  No século 16 foram escritos, na LEuropa, princi-
palmente na Austria ¢ na Alemanha,
de Aritimélica, nos (quais se teim
culo por meio do abaco.

] g Na Franca, o Tribunal de Conlas, ou Cour de
f,ulmpl(-s, nio abandonou, senio no século 18, os sim-
YOlos romanos, usados até a Revoluca 78¢ a conta-
bilidade pablica oficial. Em Pa g
ediciio, em 1781, uma Arilmétic
perfection), enjo autor, 1
do dbaco, dizendo, entre

varios compéndios
ava em ensinar o cal-

ris, publicou-se, em 3.*
a (IArithmétique en sa
. le Gendre, recomendava o uso
outras coisas, ser possivel, com
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¢le, cfetuarem-se todos os caleulos necessarios em ne-
gocios. Dizia também que era usado, com enorme su-
cesso, nio s6 no Tesouro, mas em todas as reparticoes
do Govérno,

h) Na Inglalerra, no Reinado de Elizabeth I (1538-
1603), ainda se usava oficialmente a numeracio romana,
como revelam, por exemplo, registros relalivos 4 Arma-
da de Espanha. Nesse mesmo pais, o Departamento do
Tesouro empregou, até principios do século 19, o siste-
ma de réguas dentadas. Essas réguas nio eram mais que
ripas, ndo uniformes, cujos dentes, cortes ou talhas, me-
nores ¢ maiores, representavam pence, shillings e dife-
rentes unidades de libras, Tais ripas, que serviam em
contratos, eraim feitas em duplicatas, cabendo uma de-
las a cada contratante. Abolidas em 1826, no reinado de
George 1V, e mandadas guardar em Westminster, foram
transferidas, mais tarde, para a Casa dos Lords, onde

sofreram finalmente, o golpe fatal, em 1831, com o in-

céndio das Casas do Parlamento (Senado ou Casa dos
Lords ¢ Camara dos Comuns). Poucos anos depois,
Charles Dickens descrevia sarcisticamente o episadio e
estranhava que a rolina oficial, desdenhando lapis, tinta
e papel, tivesse mantido, até aquela época, “como se
fossem pilares da Constituicio”, aquéles velhos e sujos
sarrafos que o govérno, hi muito tempo, devia ter dado
aos pobres, para servirem de lenha. .

Lerrvra XVI
Zero e o verbo decifrar

A palavra zero vem de zephirum, como cifra vem
de sifr. Sifr ¢ a versiio arabe da palavra indiana sunya,
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que significa vazio ou vazia, Sunya ¢, assim, o or
do zero, Recordava aos Hindus a colung v '
tabuleiro de po, cu instrumento de caleular
porém, o térmo cifra, o qualquer dos v
ziffer, ¢ chiffre, significou, duranle longo tempo, un
mimero eserito segundo a numeracao indo-ar{lbict;. Ci:
l'r.us. plural de cifra, serviu, por sua vez, para designan,
nio apenas nimeros em simbolos indo-arabicos, ‘m:\;
cflcs mesmos simbolos. A gente do POVo ndo compreen-
dia, :\.principio. 0s cileulos em que eram usados os
".:\lgm'lsln()s" ou “cifras™. Era preciso, entio, inlerpre-
ti-los ou decifri-los. Déste estado de coisas, ¢ do fato
de os algarismos serem usados, nio raras vézes

. igem
azia do sey

ocabulos cipher,

as es-
condidas, em meio a lutas ¢ proibicdes, ¢ que n'os \\':m
o verbo decifrar, que permanccee, como afirma Dantzig,
qual um monumento a recordar os dias em que algoris-
tas ¢ abacistas se empenhavam, porfiando, uns e culros,
por defenderem os seus meios de calcular.  Algoristas
cram os que caleulavam direta e analiticamente sobre
Os numeros escritos com os algarismos; ¢ abacistas, os
que empregavam o abaco ou instrumento mecinico de
calcular, O arranjo ou a disposic¢io dos nimeros para

0 C:‘lll'lll(). entre os algoristas, era chamado algorismo
(hoje algoritmo).,

Lerrena XVI
Abacos (1)

0 abaco ¢ formado, em geral, de um quadro, ou de
uma moldura, com virios fios paralelos em que desli-
sam botdes, anéis, ou bolas moéveis, Sua origem ¢ desco-
nhc.cida ¢ remonta i antiguidade, Observaya Herodotus,
no 5.7 séeulo pré-cristao, que os Gregos, ao usarem-no

- Na Europa,

-
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em scus cileulos moviam a mio da esquerda para a di-
reita. Existivam, e ainda exislem, vivios tipos de dbacos,
Os primilivos eram simples tabuleiros de areia, dividi-
dos em seccoes correspondentes as viarias ordens  de
unidades de um namero, Foram usados na fndia, pelos
Hindus, que empregavam lambém pranchetas cobertas
de po e pequenos quadros negros onde escreviam com
tinta branca ficil de apagar. A medida que faziam os
cileulos, apagavam os simbolos numéricos de que se
iam servindo, deixando finalmente sé o resultado. Re-
ver os cileulos era-lhes, entio, praticamente impossivel.
Usavam por isso, e lalvez s6 por isso, a prova dos nove.
No labuleiro de areia, faziam-se, com cs dedos, as mar-
cas que represenlavam as unidades de diferentes ordens
de um nimero. Na prancheta, as mareas eram feitas com
estilete proprio. Enlre os Romanos anligos, estéve muito
em voga o dbaco de p6. Usavam também quadros re-
tangulares, de madeira, marmere ou metal, divididos
em seegoes onde se colocavam pedrinhas ou botdes, em
sulcos apropriados, Os dbacos foram-se aperfeicoundo.
Surgiram os que eram formados por fios paralelos ¢
verticais, de madeira ou metal, firmados sobre um su-
porte. Nesses fios corriam conchas furadas, ou andis de
diferentes substancias. Apareceram finalmente o swan-
pan dos Chineses, o soroban dos Japoneses, ¢ outros aba-
cos, usados, ainda hoje, por Russos, Turcos ¢ Persas.
Silo quadros ou molduras com fios paralelos em que des-
lisam boldes moveis.,

Na Europa Medieval usou-se muito o dbaco romano,
de linhas ou pautas horizontais, tracadas em papel,
pano, madeira, miarmore ou metal, as quais correspon-
diam, de baixo para cima, aos valores numéricos 1, 10,
100, 1000, 10000. Os espagos entre as paulas, por sua vez,
davam para indicar os ntiimeros 3, 50, 500, 5000, Com ésse
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lipo de dbaco, substituiam-se, as véze
ficos, os seixos, os boloes, on qu
dores. No seguinte abaco, acham-se graficamente pe
sentados os nimeros 1285 ¢ 131, como também :;lr(pw.
tado (1716) obtido com a adi¢do de ambos, e

YCZCS, Dor sinais grg.
Asquer oulros mareg.

M —+ L
7
C —## IIIII/II ,4 D
’ 67/
Xy [T
7 - —  —"
/

Os Hindus ¢ os Arabes faziam a adi¢dio ¢ a sublra-

cilo, .np(‘l':lnllu da esquerda para a direita, processo que
conlinuou parcialmente em uso até cérea de 1600. Atri-
l)u_i-sc a0 inglés Garth o método que usamos. A mulli-
plicagio, considerada laboriosa, efetuavam-na,, quase
sempre, com o recurso de dbacos. Quanto A divisio,
(‘!‘:I tida como a0 dificil, que s6 os matemalicos expe-
rimentados poderiam fazé-la. Remediavam a dificulda-
de, com o emprégo de tibuas de caleulo, de simples
entrada, Os resultados das trés primeiras operagoes
eramverificados pela prova dos nove, de origem indiana,
s.(‘gundu Avicena, drabe ilustre, ¢ apresentada por al-
l\.h\\':n-izmi. em sua famosa Aritmética. Os Hindus fa-
Zrm, em geral, a subtracio pelo método de decomposi-
¢a0, ou "de pedir emprestado”; mas empregavam tam-
ln.-m 0 método de compensacio. Neste método, todas as
Yezes em que se somam ao minuendo dez unidades de
tma certa ordem, soma-se também ao subtraendo uma
lll‘lllldilt;:'(' d; :rdum imediatamente superior., Exemplo:

“ 736 — 258 diz-se: 16 menos ; ;
7 menos 3... 4. l):lnl]o;,“:':::“;-:;li(‘las'clxac:l‘cl“os ? b |7:

By, Plos de adi
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¢ito, sublragio ¢ mulliplicagao, efeluadas a mancira dos
Hindus ¢ dos Arabes:

0
10 %0
251 821 4795
+ 66: — 348 8600
8§17 583 23
9 17 135

As emendas, que aqui aparecem, nio aparcciam no
iibaco; pois, 4 medida que iam calculando, novos alga-
rismoes substituiam os que se apagavam. No final, apa-
recia somente o resullado:

251 821 10005
-+663 — 318 S—

e 23

917 473 135

Lerrvna XVIIIT
Abacos (2)

O povo grego, em geral, servia-se do dbaco para as
(uatro primeiras operacoes elementares. Empregavam
também, ndo raras vézes, tabuas de caleulo, uma para
adicio ¢ subtracio, outra para multiplicacio e divisdo.
Os processos que usavam, de somar ¢ sublrair, eram,
em esséncia, iguais aos nossos. Os mais capazes, quan-
do operavam sobre simbolos numéricos, faziam a mul-
tiplicagio, dispondo o mulliplicador sob o multipli-
cando, ¢ operando da esquerda para a direita, Exemplo:

578 X 17. A operacio conduzia aos lrés produtos par-
ciais seguintes, que, somados, davam o produto total.
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500 X 40 + 500 X 7 = 20000 4 3500 = 23500
70 540 4 70 X 7 = 2800 4 490 — 399
SX W04+ 8X7= 3204 56= 378

—
271606

Os Babilonios empregavam o dbaco para a adicio
¢ a subtracao. Para a multiplicacio e a divisio, porém,
cmpregavam tabuas préviamente preparadas,  Podiam
obter prontamente vivios quocientes, inclusive o da di-
visiao de 12960000 por 81,

Os Egipcios usavam, para a adicio e a subtracio,
ou dbacos, ou tabuas de calenlo, Obtinham o produto de
dois ntmceros por meio de duplicacoes sucessivas do
multiplicando. Quanto a divisao, obtinham os quocien-
tes com o recurso de produtos, considerando que os atos
de multiplicar ¢ dividir representavam operagées inver-
sas, uma da outra, Damos a seguir, exemplos que evi-
denciam os processos pelos quais obtinham os produtos
e os quocientes, Seja obter o produto de 103 por 19, ¢ o
quociente de 657 por 34

) 103 e 103
2 ST 2006 10— 1618 103 2 19 = 5017
e 412 S PR 32006
Qe e 821 -
IS 1618 19 5017
SN 3206

657

o1, ou 31 x 16
3 N 31 —
NSO (183 113
- IO 136 068, ou 31 x 2
L ROARAAR 272 —
107z HE D] 15

3L ou 31 % 1

11
657 = 31 (16 4 2 4+ 1) + 11 = 34 % 19 + 11
Conelusiao: quociente 19; resto 11
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Os Hindus e os Arabes conhiceiam outro processo de
multiplicar, pergelosia, empregado na Idade Média, pe-
los europens, principalmente os Halianos, Damos dois
exemplos do processo, deixando aos leitores descobri-lo:

© 5 o)
1
[5) S 8
2 4 >
Y
b 2 2
8 9 3 2
€38 x 14 =932
2 5 a ”
o ¢ B &
& 6
1 q 7 5
© 5 7 1
x )
1 2 2
Iy (] o ©

2597 x 38 =98686

Foi provavelmente em Florenga que se usou, pela

primeira vez, o corvente método de multiplicagio. E foi
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na Italia, em principios do s¢eulo 14, que se comegou o
fazer a divisio da maneira como a fazemos hoje. O me-
lodo surgiu tarde. Mas nido ¢ de estranhar; pois a divi-
sio ainda ¢ hoje a operacio mais dificil de ensinar ¢
de aprender.

Lerrura XIX
A Universidade e Biblioteca de Alexandria

Quase trés séeulos depois de  Tales, Alexandre
Magno, filho de Filipe da Macedonia, dominava o mun-
do conhecido, em que o pensamento grego se tornava
universal. Fundou, entdo, Alexandria, no Igito, for-
mosa cidade, cuja conslrucio confiou a Dinocrates, ar-
quileto do templo de Diana, em Efeso, considerado uma
das scle maravilhas. Na capital do vale do Nilo, Ptolo-
meu I, um dos generais de Alexandre, feito rei do Egito,
fundou a Universidade, fadada a desempenhar, como
de fato desempenhou, o mais importante papel na ci-
vilizacdo helénica. A Universidade e sua Biblioteca fo-
ram o nucleo onde se desenvolveu uma escola de Filo-
sofia e Malematica, conhecida, segundo dois periodos
distintos em que floresceu, como 1.2 ¢ 2° Escolas de
Alexandria. Pertenceram a 1.* Escola, cujo maior brilho
foi o da época greco-alexandrina, que findou em 146 A.C.
com a queda das nacoes gregas, os seguinies matema-
ticos, entre outros: Arquimedes, o maior génio de todos
os tempos; Apolonio, que estudou profundamente as
seceoes conicas; Hiparco, eminente astronomo e eriador

da frigonomeltria; Eralostenes, sabio enciclopedista, pro-
fessor e biblioteedrio; e Buclides, o autor dos Elementos,
que siao o livro de lexto (Geomelria) mais divulgado em
lodo 0 mundo, ¢ a obra mais difundida, depois da Biblia.

BOEPow AN
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Eratoslenes era lambém alleta e campeio dos cineo jo-
gos olimpicos. Dominada a Grécia, continuou indepen-
dente o Egilo, por favor de Roma. Mas Otavio, o impe-
rador, nio pode, finalmente, tolerar a desorganizacio
a que chegara o Istado do Nilo no tempo de Cledpalra.
Subjugou, entio, o Egito, que foi anexado ao império
romano. Paralisados os estudos, durante a agitacio po-
lilica mais intensa, reabrem-se as portas da Universidade
e fem inicio, no ano 30 A.C., o periodo que marca a exis-
téncia da 2." Escola de Alexandria, em que durante seis
séeulos estudaram os mais eminentes cientistas, filoso-
fos e lileratos, nao s6 de Grécia e Roma, mas de tcdo o
mundo civilizado. Invadida, porém, a Africa, a Biblio-
leca foi incendiada pelos Arabes, que inicialmente ma-
nifestaram acentuado desprézo pelos estudos. Era che-
gado o fim. Deviam apagar-se, para sempre, as luzes do
mais altanciro farol: aquéle que tinha iluminado, du-
rante nove séculos, o roleiro laborioso e magnifico dos
ilustrados mestres e distintos discipulos das 1.* ¢ 2. Es-
colas de Alexandria.

Lerruna XX
Os Arabes e sua guerra “santa”

Pouco antes da morte de Macmé¢, em Medina, no
ano 632, comecaram os Arabes a desempenhar um pa-
pel que se tornou decisivo e notavel no drama da civi-
lizacio, Unidos pelo entusiasmo religioso, tornaram-se
em prodigiosa for¢a e conquistaram, em menos de cem
anos, a Siria, a Mesopotamia, a India, a Pérsia, o Egito
¢ grande parte da Espanha. Sob o dominio muculmano

passou a ficar, porlanto, grande parte do mundo civi-
lizado.
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Ao invadirem o Egito, em 611, sob o comando do
califa Omar, os Arabes atearam fogo & célebre Biblio-
teca da Universidade de Alexandria, a qual ja tinha so-
frido dois incéndios, um no tempo de Julio César, ¢ outro
em 389, provocado pelos cristios. Os manuscritos que
escaparam ao fogo, ¢ as copias e traducdes anterior-
mente feilas, reconstruiram, em grande parte, a civili-
zacio helénica. Dominado o Egito, os sdbios e estudio-
sos de Alexandria emigraram para Constantinopla, que
se tornou e permancceu, durante 800 anos, o centro do
ensino grego no Oriente. A Biblioteca incendiada parvece
que ressurgia em oulras academias, notadamente nas de
Aticquia e Edessa, para onde os sabios muculmanos fo-
ram atraidos desde 762 quando, na Pérsia e na Mesopo-
tamia foi restabelecida a paz pelo califa al-Mansur, que
se dedicou, como os oultros que o sucederam, principal-
mente al-Mamum, a proteger a Ciéncia, a Filosofia ¢ as
Letras. Sabe-se que uma das condi¢oes de paz que al-
Mamum impos a Miguel III, imperador bizantino, foi a
entrega de tedos os manuscritos dos sabios gregos.
Terminadas as conquistas bélicas, e cessada a cam-
panha politico-religiosa, scguiu-se um periodo de flo-
rescimento cullural, que perdurou até o século 13. Em
tio vasto império, porém, tornava-se fatal a divisio po-
litica, em virtude, ndo sd, de problemas de sucessio, mas
do fato de consliluir a religiio o tnico vinculo com que
se pretendia unir tio grande nimero de stditos. E foi
assim que, no ano 750, Abul-Abbas destronava Abderra-
me que, refugiado em Espanha, fundou, em 756, o cali-
fado de Cordova. Pouco depois, o califado do Oriente,
com sede em Damasco, transferia-se para Bagdad, que
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al-Mansur, cujo govérno foi de 751 a 775, fundara com
as ruinas de Babilonia. Destruida a formosa cidade pe-
los Mongois, em 1238, o govérno transportou-se para o
Egilo, que ja tinha servido de sede, de 909 a 1171, a um
dos dois califados em que se desdobrara o do Oriente,
em virtude de lulas partidarias,

De Bagdad, para onde al-Mansur (ransferira de Da-
masco a sede do califado, a cultura se estendeu por todo
o império muculmano. Cairo, Damasco, Alexandria, Si-
cilia, Granada, Sevilha, Toledo, Salamanca e outras ci-
dades lornaram-se em grandes centros intelectuais. Na
Espanha, os Arabes acenderam, em verdade, o facho da
civilizagdio, que nio somente iluminou toda a Europa,
na Idade Média, mas abriu-lhe o caminho para a reno-
vagilo cientifica, que se inicia no séeulo 12. Com efeito:
estabeleceu-se, na Peninsula Ibérica, um verdadeiro e
inexcedivel intercambio cientifico, filosofico e literario.
Traduziram-se os manuscritos classicos dos Gregos e as

obras nolaveis dos Hindus, dos Arabes, dos Persas ¢ de
outros povos. No secundo 13, porém, com a divisio do

império, a invasio mongolica ¢ as cruzadas, apagava-se
o brilho do mundo muculmano. Nesse mesmo século,
todavia, os sabios curopeus, principalmente os da Italia,
os da Universidade de Paris, fundada em 1200, os da
Universidade de Oxford, de 1214, ¢ os da Universidade
de Salamanca, do reinado de Afonso IX (1188-1239), dio
inicio a um novo surto cultural, cujo nivel, anos depois,
com a invengio da imprensa em 1412, e dai para diante,
supera o das escolas arabes. O império mugulmano, re-
duzido no século 13 ao reino de Granada, cai, finalmen-
te, em 1492, Neste mesmo ano Colombo desembarca no
Mundo Novo ¢ tem principio a Idade Moderna.

———
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Lerrura XXI
A Aritmélica de al-Khwarizmi

Entre as obras indianas, que se raduziram na Is-
panha Muculmana, destacamos a Arilmélica que al-
Khwarizmi escreven em 820, depois de ler voltado da
india aonde fora por ordem do califa al-Mamum, de
quem cra amigo ¢ bibliotecario. Abu Abd Allah Mu-
hammad ibn Musa al-Khwarizmi, natural da DPérsia,
homem culto, astronomo e gedgrafo, esereveu lambém,
em 825, uma notavel algebra, Hisad al-jabr wal muqa-
bala (transposi¢io ¢ remogdo de (érmos numa equacio),
considerada, 700 anos mais tarde, ¢ alé Viéle, o livro
biasico nesse ramo da Matematica. Em sua Aritmélica,
cujo original se perdeu, al-Khwarizmi expoe e usa a
numeracio indiana, scus simbolos numéricos, e a ma-
neira de caleular dos Hindus. Foi traduzida, na Espa-
nha, no séeulo 12, primeiro, ao que parece, por Athelard
of Bath, ¢ depois, por Juan de Sevilla, A primeira tra-
duciio acha-se na biblioteca da Universidade de Cam-
bridge ¢ tem o seguinte titulo: Algoritmi de numero
Indorum. Suas primeiras palavras sio estas: Divit Al-
goritmi (Disse al-Khwarizmi). A traducio de Sevilla
traz o litulo Liber algorismi de practica arithmelica.
Os nomes algarismo ¢ algoritmo, que usamos, sio cor-
rupgoes do nome al-Khwarizmi, tornado, assim, imortal.
A palavra dlgebra, por sua vez, se deriva de uma parle
do titulo de sua obra sobre o assunto. Da leilura de
virios historiadores fica-nos divida sobre de quem teria
sido, em verdade, a traducio da Aritmética de al-Khwa-
rizmi, que se acha na Universidade de Cambridge; pois
afirmam alguns que Aben-Deuth, rabino convertido ao
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Catolicismo, som o nome de Joao de Luna, ¢ quem g
traduziu ¢ lhe deu o titulo Myorilmi de numero Indo-
ram. Athelard of Bath, nesse caso, teria feito uma tra-
dugio a que dera o nome Liber Ysagogarum Alchoarismi,
Nio imporlta tanlo o tradulor, a nosso ver, mas a obra
que al-Khwarizmi escreveu em  darabe. Parcce, final-
mente, ter havido uma outra traducio, que se afirma
ter sido feila por Robert of Chester,

Outros livros, ou manuscritos, contribuiram para
difundir a numeragio indiana: o de John of IHalifax,
Algorismus Vulgaris; o de Alexandre de Ville Dieu,
Carmen de Algorismo (em versos); o de Jordanus Ne-
moravius. Demonstratio Jordani in Algorismo; ¢ o de
Leonardo de Pisa, ou Fibonacci, Liber Abaci, em que o
aulor recomenda, com todo o enlusiasmo, o caleulo i
moda indiana (modi indorum), que aprendeu com pro-
fessores drabes, no norte da Africa, onde estéve longo
tempo. Bsses qualro livros foram escritos no séeulo 13.
Outros mais foram aparccendo, em hebraico, inglés,
italiano, francés

¢ cm oulras linguas, Niao somente
¢sses manuscritos, mas também o coméreio, interior ¢
exterior, os viajantes, os mercadores, as folhinhas e os
almanaques contribuiram para a difusio dos “alga-
rismos”..

Lerrera XXII
Padroes de medida (1)
FFoi 0 corpo humano que fornecen os primeiros pa-
drdes de medida. O cubito, a mais antiga medida de

comprimento, usada pelos Egipcios ¢ Babilonios de cen-
tenas de anos antes de Cristo, era o comprimento do
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antebraco, desde o cotovélo alé a extremidade do dedo
médio. Usado por virios oulros povos durante virios
séeulos, ndo representava, enlrelanto, para todos ¢les,
uma mesma extensio. Os Hebreus, que lhe chamavam
mic de todas as medidas, admitiam dois cubitos dife-
rentes, um sagrado, outro profano, sendo éste a metade
daquele. O dtrio do taberndculo, segundo descrigio bi-
blica (Exodo — 27,18), tinha apenas 5 cubilos de altura,
o que parece justificar a existéncia de um ctbito maior
que o comum, que media apenas 45 cm.

O cubito drabe ndo era o mesmo que o romano, que
por sua vez diferia do egipeio, éste maior que o grego.
Segundo Belaiew, metrologista russo, a area do qua-
drado do cibito olimpico seria igual & darea de um cir-
culo cujo diamelro fosse o cibito egipeio.

0 digito ¢ o palmo foram também unidades usuais
de comprimento. A primeira cra a largura de um dedo;
a segunda, a distincia entre as extremidades dos dedos
polegar ¢ minimo, supondo-se a mio aberta ao maximo.
A extensio do palmo parece ter sido originariamente a
da largura da mio aberta, lomada, porém, a medida
na linha da base dos dedos de trés falanges, os quais
deveriam estar bem unidos. Alids, o ctbito egipceio, su-
posto o mais antigo, dividia-se em 7 palmos ou 28 dedos.

Uma outra unidade sugerida pelo corpo humano ¢
0 pé, medida tdo usual entre os povos de lingua inglésa.
Tem havido muitos pés, uns mais compridos, oulros
menos. O pé de Carlos Magno, por exemplo, a quem a

Historia aponta como o primeiro imperador a preo-
cupar-se com a unificacio das medidas, ja serviu de
unidade de comprimento. O pé ja foi também a média
aritmética de 16 pés de 16 pessoas que, por forca de um
decereto-lei de certo monarea, foram apanhadas ao aca-
$0, quando deixavam a igreja certo domingo de manha.

oy amenen.

D
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E foi ainda a térga parte das duas scguintes distancias:
primeira, a do umbigo de um adulto a extremidade de
seu dedo médio, supondo-se estendido um dos bragos
(deereto de um dos monarcas normandos) ; segunda, a
do nariz de Henrique I da Inglaterra & extremidade de
seu dedo polegar. Iloje, o pé representa a térca parte
da jarda de Troughton, jarda oficial inglésa, de 36 po-
legadas, adotada também pelos Eslados Unidos,

Lerruna XXIIT

Padroes de medida (2)

Desde os gregos antigos, a polegada tem represen-
tado 1/12 do pé. Mas Eduardo II da Inglaterra decre-
tou, em 1321, que a polegada seria o comprimento de
3 grios de cevada tirados do centro de uma espiga e dis-
postos um em seguida ao outro,

A milha representou, a principio, a distancia de
1000 passos, parecendo estar a sua origem ligada aos
corredores oficiais, que agiam como mensageiros no
mundo antigo, como, por exemplo, nos dias de Alexan-
dre ,o Grande, cujo império percorriam de extremo a
extremo, capacitando-se para fornecer informacaes pre-
ciosas, inclusive as que diziam respeilo as distancias
que separavam as cidades,

Outras unidades interessantes tém sido usadas para
a medida da grandeza comprimento: “tiro de pedra™,
“tivo de fuzil®, “tivo de canhio”, ‘jornada de um dia”,
“jornada de um dia de sabado™, ete. ..

E facil imaginar que, antes do sisten
medidas

1 métrico, as
apresenlavam  uma  variedade embaragosa.
Encontravam-se, nio raras vézes, no conjunto de uni-
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dades de um pais, cerlas medidas cujos nomes niig in-
dicavam a mesma coisa no sistema adotado por um
outro. Enlre nos jia foram correnles as seguintes medi-
das de comprimento, algumas das quais indicayam,
por um mesmo nome, extensoes desiguais nos sistemas
brasileiro e inglés: braca, vara, palmo, toesa, pé, pole-
gada, ponto, linha, passo, covado, jarda, légua postal,
Iégua de sesmaria, 1égua maritima, légua geométrica,
milha brasileira, milha geométrica, milha marilima. As
unidades de superficie ¢ volume eram respeclivamente
os quadrados e os cubos das lincares ndo ilinerarias.
Entre as medidas agrarias havia estas de nomes tao
exolicos: jeira, tarefa, quarta de terra, prato de terra,
sesmaria de campo, sesmaria de malo, sorte de campo.
Entre as de capacidade, nolavam-se o martelo, o quar-
tilho, a canada, o pole, a pipa, o tonel, a quarla, o al-
queire, a fanga, o almude, o celamim e o moio. Entre
as de péso figuravam a lonelada, o quintal, a arroba, a
libra, o marco, a onca, a vitava, o escropulo, o quilate e o
grio. A csquisitice désses nomes seria o menos grave;
o pior era nio saber se o almude de um lugar era o
mesmo de oulro; ou esquecer, por exemplo, que o moio
tinha 15 fangas, a fanga 2 almudes, o almude 2 alquei-
res, o alqueire 6 canadas ou 4 quartas, a canada 4 quar-
tithos, o quartilho 2/3 do celamim, o celamim 1/4 da
(quarta,

.
Lerrora XXIV
Padrées de medida (3). Dinheiro
As medidas monetarias nem sempre foram moedas

metalicas, Desde os tempos antigos até hoje, a merca-
doria chamada dinheiro, ou seja, o artigo que facilita

e Tk
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a troca ou o coméreio, por servir de térmo de compari-
¢io entre as diferentes coisas, {em-se apresentado sob
mulliplos aspectos, alguns dos (quais estranhos, em subs-
tincias ¢ naturezas diversas; wmas vézes como um tipo
vegelal, outras como um representante animal, e mui-
las mais como um espéeime mineral,

Dinhciro ja tem sido, por exemplo, o fumo, o trigo,
o algodio, a cevada, a farinha, o azcite, o chi, a ta-
mara, o coco, o milho, a pele, o boi, a ovelha, o homem
(escravo), o sal, a concha, o dente de baleia, a pena co-
lorida, a pedra de machado, o ferro, o cobre, o estanho,
o chumbo, a prata, o niquel, o ouro ¢ a platina,

Supde-se ler sido a pele de caga o dinheivo mais
antigo, havendo provas bastantes de que, nas omais
afastadas ¢pocas e regides, foi o gado a forma principal
de dinheiro entre todos os povos de vida pastoril ¢
agricola.

Em Roma e em toda a Italia, o boi ¢ o carnciro
representaram outrora a pecunia por exceléncia, E hoje,
quando os metais dominam como tipos comparalivos,
em virtude de scu valor intrinseco, permancee — como
que em homenagem acs que tanlo serviram — a pala-
vra latina pecunia, derivada de “pecus”, que quer di-
zer gado,

As mocdas, que sio hoje circulares, ja tiveram for-
mas e tamanhos diferentes. Ja foram retangulares, ci-
lindricas, hexagonais, octogonais, quadrangulares, cibi-
cas ¢ do feilio de anel. Existivam (o pequenas como
tachas, ¢ também tio grandes come ladrilhos,

Os metais e as ligas metalicas tém servido para o
fabrico de dinheiro, desde os tempos m
Antiguidade dominaram o ferrg ¢
Média prevaleceu a prala; ¢ nos le

ais remolos, Na
0 cobre; na Idade

mpos modernos dis-
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tinguiu-se o ouro. Todos ¢stes Pm'ém, ¢ porvenlury ou-
tros, coexistivam atraveés dos séeulos. Of Iebreus, cl!_]o
dinheiro era principalmente de c(:brc. En}ha.m lﬂl{lbfﬂ}]
os “talentos™ de prata ¢ de ouro, I os l'.l,'l]).CI‘()s. prm}m-
vos, como os Gregos, os Chineses ¢ os Babilonios, tive-
ram, igualmente, moedas de prata e de ouro, !
.\".:m se conheee a origem da m‘lc_ flc c.unhfuz. Sabe-
se, porém, que da Grécia f(?i transmitida a !luln{r on_(lf
o lemplo de Juno Moneta foi para os romanos ¢ pntncn.;
Casa da Mocda. E' de Monela que se derivou moeda,
As mocdas romanas, comegadas a cunhar desde
muitos anos antes de Cristo, constiluem, pelo quc.rc-
presentam o verso ¢ o reverso de cada uma, um \'.cnlu‘-
deiro arquivo oficial da historia do im.pcrfo.. Eo (!m‘h.:ll.
ro grego, que ¢ oulro orgulho da numismitica, .(léhl?f'l ;'.
pela beleza de sua cunhagem, quase sempre inspirada
nas obras de arte, ndo s6 uma verdadeira admiragio,
mas um grande e vivo inlerésse,

Lervna XXV
Medida do tempo (1). Reldgio

A grandeza que hoje medimos por segundo, milllllt.).
hora, dia, més, ano, cle., foi medida outrora por .um_-
dades que ndo mais se usam. Nem tinham os nnhg(.).s.
que mal podiam determinar as horas por Processos .|.u-
dimentares, nenhum instrumento de relativa precisio,
que lhes marcasse as pequenas fracoes do lempo. !

O relogio (*) primitivo foi uma s6 peca: uma sim-
ples estaca, cuja sombra, mais ou menos longa, dava

(*)  Aqui chomomos relégio o quaolquer ceiso que sitva ou tenha
servido pora determinar © tempo.
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uma idéia do tempo. Apareceram depois o quadrante
solar ¢ a clepsidra, relogios de sol ¢ de dgua, conhecidos
na antiguidade pelos Egipcics ¢ Babiionios, ¢ provavel-
menle por oulros povos, () primeiro consistia de uma
parte plana mareada com sinajs hordrios, sobre um dos
quais se projelava, na hora correspondente, a sombra
de uma haste; e o segundo era um reservatorio graduado
de tal mancira que a dgua néle contida, a qual escapava
conlinuamente per ym pequeno orificio, fazia que, no
fim de cada periodo regular de tempo, o nivel de sua
superficie livee coincidisse com uma das graduacies.,
A clepsidra era também um vaso devidamente marcado,
0 qual se enchia por sj mesmo, alravés de reduzida
abertura, todas as vizes que deixado vazio sobre as
dguas trangiiilas de um depasito.

Além désses relogios, surgiram oulros, como o de
arcia (ou ampulheta), o de cordio ¢ o de vela, O lempo
que a areia leva para cair de uma ampola na outra é
sempre o mesmao e serve, por conscguinte, como unidade
de medida, Do mesmo modo, é conslante o lempo em
que arde uma certa parte de um cordio, ou uma deter-
minada porgio de uma vela, Na Coréia, ¢é costume mar-
car as horas por mcio de uma corda de canhamo cujas
parles, compreendidas entre virios nos igualmente dis-
tanciados uns dos outros, ardem SCmpre no mesmo in-
lervalo de tempo.

Niio se conhece g origem dos relogios propriamente
ditos. Sabe-se, porém, Que apareceram no século XV,
quando funcionavam muito mal. Hoje sio fabricados
com muila precisio, alguns tio pequenos que fazem
parte de anéis, ¢ outros tio grandes que pesam tone-
ladas,

ey
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Luirena XXVI
Medida do tempo (2). Dias da semana

Os dias, as semanas, 0s MESCs € 0S anos sio espa-
¢os de tempo determinados pelos calendarios em gcl.'nl
¢ pelas folhinhas em particular, Deve-se aos Babilonios
o dia de 21 horas, a hora de 60 minutos ¢ o minuto de
60 segundos. E'um modo de dividir o tempo, que tem
predominado desde milénios, muito embora umas pou-
cas nacoes tenham tido uma divisio diferente. Os pro-
prios Babilonios que nos legaram a divisio atual do dia,
dividiram-no tamb¢ém em 12 periodos: seis do amanhe-
cer a0 por do sol e seis do por do sol ao amanhecer,
Os Astecas dividiram-no em 20; e os Judeus, como os
Romanos, em 12 horas ¢ 1 vigilias. Hoje, comecamos o
dia a partir da meia noite, como era coslume entre os
antigos Egipcios. Oulros povos, porém, comegavam-no
com o ocaso ¢ ainda oulros, como ¢s Caldeus, com o
nascer do sol.

A semana ¢ um periodo arlificial de tempo, que
existe desde ¢pocas remotas. Os LBabilonios deram aos
seus sete dias os nomes dos sete astros que lhes cram
visiveis na faixa do zodiaco. O nome sabado, do pri-
meiro dia da semana dos Egipcios ¢ do ltimo da se-
mana dos Judeus, ¢ o tinico nome de dia encontrado no
Velho Testamento. Era o dia do descanso, scgundo os
mandamentos de Deus (£xodo, 20), o qual foi substitui-
do pelo dia do =o0l, chamado pelos eristaos o dia do Se-

nhor, ou domingo, em homenagem a Nosso Senhor Jesus
Cristo, que ressuscilou no primeiro dia da semana. Os
outros nomes foram mudados no lempo de Constantino,
quando passaram a chamar-se feria secunda, feria ter-
cia, feria quarla, etc.
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0 més, que representa eérca de um doze avos do
ano solar, era dividido peles Gregos e Egipcios em trés
periodos de 10 dias, ou déeadas, pritica que os France-
ses da Revelueio quiseram adotar, propondo um novo
alendario, que nio foi aceito, Os Egipcios, cujos meses
eram todos de 30 dias, completavam o ano com 5 dias
inlercalados; ¢ porque ni

» tinham o bissexto, o coméco
do ano natural, com relacio ao civil, atrasava-se de um
dia em cada 1 anos. Assim, a cheia do Nilo que deter-
minava o dia de Ano Novo era também um aconleci-
mento de data variavel,

O ano natural era dividido
em Irés estacoes: a das sementeiras, a das colheitas ¢
a das inundacoes,

Lerrury XXVII
Medida do lempo €3). Os meses

Diz-se que Romulo dividiu o ano em 10 meses, dos
quais os quatro Gltimos cram setembro (de septem),
outubro (de octo), novembro (de novem), e dezembro
(de decem). No reinado de Numa, introduzirame-se dois
oulros, o de janciro, antes de marco que era o primeiro
mes, ¢ o de feverciro, depois de dezembro. Os decényi-
ros, porém, em 152 antes de Cristo, colocaram fevereiro
entre janeiro ¢ marco.

Jilio César, cujo ealenddario comecou a vigorar em
16 antes de Cristo, determinou que tivessem 31 di

as os
meses de ordem impar (

1.% 3.% ete.), e 30 os de ovdem
par (2% 1% cle), com excecio de fevereiro, que (evia
ter 30 ou 29, segundo 0 ano fosse bissexto ou ndo. Era
uma distribuicio inteligente, O imperador Augusto, po-
rém, nio pode suporti-la; Pois 0 més de agosto, que
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assim se chamava em homenagem o t"l«:, .m'\u (-ll‘\'iu ser
menor que o de Jilio César, on julho, oi, ?uluu, que o
vaidade diminuin de um dia o pobre fu:\'crvu'o‘ para fas
zer inchar o pretensioso agosto. 15 a fim de evitay que
frés meses conseeutivos  (julho, agosto e selembro) fi-
cassent com oomesma extensio; os de setembro ¢ no-
vembro, coma os de outubro ¢ dezembro muda ':u‘n 0
namero de seus dias, ficando agquéles com 30 ¢ ésles
com 31,
Jancivo, do Iatim Jamarins, era cunsngr‘mln a Juanao,
o dens ronumo das duas faces, uma |nwiflc§| ¢ oulen
sucrreira, Fevercivo, de februarius, era o ¢poca du:
hmrlil’iv:m’u-\. que preeedia o inicio do ano romano (1
de Mareo), Marco era consagrado a Mil!‘lt‘, (l.vus da
guere, ‘.\l-ril. de aperire, que significa abriv (pu?s nesse
mes os vegetais hrotavam), ern dedieado o Afrvodile,
AMaio constituia mma homenagem i deusa Main, do mes-

SUeD J )y, US-
mo modo que Junho era uma consagragio & Juno,

posa de Japiler,

Leviena XXV

O sistema métrico decimeal

A guarda dos padraes de medida

Foi o queda da Bastilha gque dea origem ao siste-
nie métrico. Os o sueessos politicos (ue  asseguraram
plenos poderes aos membros  da Constituinte, dcrm-n
nova dinimo agueles que se vinham batendo, desde mui-
los amos, pelo estabelecimento de novos padraes de me-
didi, Assim foi que Talleyrand, em 1790, submelen @
consideraciio da Assembléin o mesmo palpitante assun-
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l porque i se tnham interessado Picard, Huyuen
Mowlon, Lacondamine ¢ aulros, Os constituintes jul
v razodavel aoproposta que thes forn submelida ¢ oin-
cumbiram dos nee
nea

ios estudos uma comissio idao-
formada de membros da Academin e Cicneins de
Pavis. Entre os que compunliim o comissiio, estavim
Monge ¢ Condoree, que tovam, enteelanto, substitng-
dos, o primeiro por ter sido chamado aodivigiv o fabrico
de canhoes, ¢ o segundo por se tee suicidado para esea-
pae ao patibulo o que fora condenado conmo um dos
chefes do partido givondine, Integeada o comissiao, ficouy
constituida de Borda, Lagrange, Laplace, Brissan, ’ro-
ny ¢ Berthollet, Resolvido que se tomasse por hase do
nova sisteni uma porgio do comprimento do mevidiano
fereestve, Mechain ¢ Delambre wedivam o arco do ejr-
culo maximo que passa por Pavis, enlyre Dungquerque ¢
Barveelona, deduzindo dos resultados o medida do qua-
deante (G130710 toezas), a cujn décima miliondésima par-

e Toi dado o nome metro, sugerido pov Bovda, Traba-

lhos ulleviores vieram revelay que o comprimento deler-
minado por Mechain ¢ Delambre nio cra exatamente o
do quadrante, motive pelo qual se modificou u defini-
¢ito original do metro,

O sistema métvico, assim chamado por se deriva-
rem do metro suas diferentes unidades, sobrepuja ¢ so-
branceia o todos; POIS apresenta wing nomenclalurn
melaodica ¢ facilily extraordinirinmente oy cileulos,
conao decimal que ¢,

De acordo com a lej de 10 de dezembro de 1799,
que Tixou definitivamente o valor do metro ¢ estabele-
cen as demais medidas, foi mandady cunlioe pelo go-
verno frances, com o fim de comemoray
acontecimento, uma medalhy ¢
reverso sdo respeclivament

o importante
ujos dizeves na verso e

¢ o8 seduintes: “ A tlodos oy
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de plus

S 3 N . | quando ainda se costumavam as letras p e m
Na Franea, o sislema mélrico lernou-se obrigalorio | e minus. Supoc-se ambém seja o sinal de adic uma
a partiv de 1 de jancivo de 1810 ¢ no Brasil, desde 1.0 corrupeio do latim el, cuja abreviatura teria dado o
de janeiro de 1871, atual -,
Houve em todos os lempos um grande inlerésse em
conservar os padroes de medida, Os Gregos mantinham-
nos sob tnarda: os Bomanos, no capitolio; os Hebreus,
no templo em Jerusalém. Os tlemplos foram muitas ve- |
zes escolhidos para depositos de pesos e medidas, O de
Hérenles como o de Castor ¢ Pollux guardavam medi-
das romanas; ¢ a abadia de Westminster preserva, des-
de 250 AD. os slandards saxoes, Certas medidas sao
Lnbem conservadas em construcoes memorativas, As-
sin, na base da estitua de Vespasiano, em Roma, esti
gravada uma das medidas romanas de comprimento; ¢
no pedestal do monumento a Nelson, em Londres, esti
csenlpida a jarda inglésa, Os varios padroces do sistema
metrico estio depesitados no Departamento Internacio-
nal de Pesos ¢ Medidas, na Franca,

Revela-nos o papiro de Ahmés (de 1650 anos antes

de Cristo), que os antigos cgipeios empregavam um par
de pernas de quem marcha, como sinal de adicio, e
outro de quem recua, como sinal de subtracio.

O sinal de multiplicagio, », foi introduzido pelo
matemilico inglés William Oughtred, em principios do
séeulo XVIL quando Thomaz Harviol, seu contempori-
neo ¢ patricio, empregava o ponto, que Gottfricd Leib-
nilz usaria poucos anos mais tarde,

No séeulo XVII apareceram também os sinais de
divisio : ¢ =, atribuidos, o primeivo a Oughtred, ¢ o se-
gundo ao suico John Rahn, cuja algebra, John Pell, a
quem alguns atribuem a inveng

10 do sinal =, aju-
dou a traduziv ¢ publicar. ' possivel lambém que

tenha sido Leibnilz o primeivo a empregar a notacio : .
Lerrena XNIX 5 g 3 S
O sinal de igualdade foi usado pela primeiva vez em

1557 pelo inglés Robert Recorde, que juslificava o seu
emprégo com as seguintes palavras: “Nio ha nada que
sugira melhor a igualdade do que duas retas paralelas™

Os sinais das operacacs

Os sinais de adicio ¢ sublracio, divulgados a par-
lir do séeulo 17, foram impeessos pela primeiva vez
cm LI80, quando Johann Widman os empregou na sui
Aritmética Comercial com a mesma funcio que o co-

O de resultado, ou parénteses, dala do sée. 16, quan-
do aparccen numa das obras do matematico italiano

mércio ja lhes vinha ateibuindo: a de indicar excesso
o sinal -, ¢ deficiéncia o sinal —. Supde-se que em
cileulos nio mercantis, ¢les tenham sido primeiramente
usados pelo geometra Rudolff, em principios do sée. XVI

Nicolo Tartaglia. 86 no séeulo XVII, porém, ¢ (que ¢o-
megou o ser mais usado, principalmente a partic dos
dias de Victe (cu Viela) que o empregou sistematica-
mente.
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Lirrena XXX
A fracao ordindria entre povos da anliguidade (1)

A fracio ordindria, considerada algumas  vézes
40 a0 in-
teiro ¢ positivo, a que chamamos natural, J& era conhe-
cida pelos povos mais anligos, a que apresentava sé-
vias dificuldades.

O Papiro de Ahmds, intitulado “Instrucées para o
conhecimento de todas as cousas seerelas”, apresentava
uma tibua para a decomposicao de algumas fracoes da

9
furmu.) —ll‘lll oulras de numerador 1. Exemplo:
n

2 1 1 2 1 1 1 1
D 3 15 13 12 86 129 201
Ndo cram 56 as fracoes de numerador 2 ¢ denomi-

nador impar, que se podiam decompor numa soma de

fracoes unitarias, mas tambhém oulras,

Assim, 7/8 seria a 1/92 + 1/1 + 1/8. Na verdade.
duas tnicas fracoes de numerador diferenie de 1 nido
sofriam necessiviamente o decomposicio: eram 2/3 ¢
3/ Quanto ao processo  de desdobramento, sabe-se
apenas do caso parlicular da fracio 2/15, conforme ex-
plicado por Ahmes, que diz: “como 2/3 ¢ a soma de 1/2
com 1/6, 2/3 de 1/5 representa a metade de 1/5 mais @
sua sexta parle,

O fato de os Egipeios se reslringirem pradicamente

as fracoes da forma 1/n, revela-nos que as concebiam
como. partes aliquotas da unidade, IFoi ¢sle, alias, o
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primilivo conceito entre os demais povos, que recusa-
ram longo lempo chamar nimero s fracaes, como hoje
fazemos.

Nio foram s6 os anligos Egipeios que se limitaram
as ragdes de numerador 1. Afirma-se que virios outros
povos. Alids, num documento russo de uns trezentos
anos passados, enconlrou-se a seguinte expressio, que
significa 1/96:  “meio—meio—meio—meio—meio—tér-
co™ (1/2X1/2%1/2%1/2x1/2x1/3).

Lerrera XXXI
A [racdo ordindria enlre povos da antiguidade (2)

Os Babilonios estenderam o uso da base sexagesi-
mal as [racoes ovdindrias, cujos denominadores eram
poléncias de 60. Aplicavam lambém a ésses ntmeros
“arlificiais™ o seu principio de posicio ou de valor rela-
tivo. Digamos: os simbolos cunciformes representativos
do ntimero 3 e dos denominadores 7 ¢ 22, poderiam sig-
nificar 3 4 1/60 4 22/60" se eslivessem dispostos assim:
37 22, 0 espaco entre 0 7 ¢ 0 22 seria o da fracio
cujo denominador fosse a segunda poléneia de 60, As
fracoes dos babilonios, chamadas, as vézes, fracoes fi-
sicas ou astronomicas, foram introduzidas por Hippar-
chus (do 2" séeulo pré-aristio) na astronomia dos
Gregos.

Os Gregos representavam as fragdes unitarvias, esere-
vendo Unicamente o denominador, (que era uma letra
com um duplo acenlo agudo. Excmiplo: ¢”, 1/3. No
aso de oulras fragdes, escreviam, com um acento, a

U
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letra do numerador, ¢ com dois a do denominador, que
comumente repetiam. Assim, a fracio 2/5 seria repre-
senlada por b’ e” ou por b’ e” ¢”. E como se usassemos
{"emvez de 1/4 e 577 77, em vez 5/7.

Os antigos Romanos usavam um sistema duodecima)
de fracoes, que Ihes era vantajoso, pois o de pesos ¢ me-
didas e o monetario tinham também por base o ntime-
ro 12.

Deve-se provavelmente ao Hindus o modo por que
hoje representamos as fracoes. Sabe-se, porém, que nio
empregavam o traco separativo dos lérmos, o qual foi
introduzido pelos Arabes. Os Hindus representariam a
fracio 3/4 e o numero misto 3 e 2/5, das seguintes ma-
neiras, respectivamente:

3 3
1 2
5

Acredita-se terem sido os Hindus os primeiros a re-
duzir fracdes ao mesmo denominador, embora Euclides
(do 3.” século pré-crist.o) ja tivesse deduzido uma re-
gra para determinar-se o minimo multiplo comun.

Lerrura XXXII
O aparecimenlo dos nitmeros decimais

O nimero decimal data do século 16, quando Si-
mon Stevin, inspetor dos diques, aprovisionador geral
da armada e ministro da fazenda da Holanda, subme-
teu a considera¢iio dos homens de negicio, ¢ aos ma-
temiticos e cientistas da época, o primeiro tratado sis-

- e
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temalico sébre a forma decimal de expressar o nimero
nao inteiro.

Antes do lratado de Stevin, publicado em 1583, em
Flamengo ¢ em Francés, com os litulos La Thiende ¢ La
Disme, ja no século 14 Johannis de Muris apresentava
como raiz quadrada de 2 o valor 1. 1.1.1, declarando
representar unidade o primeiro 1, décimos o primeiro
4, décimos de décimos o segundo 1, e décimos de déci-
mos de décimos o segundo 4.

Um dos primeiros passos no caminho que levou a
descoberta e representacio das dizimas, foi dado tam-
bém por Adam Ricse, que em principios do século 16
determinou, com aproximacio de milésimos, as raizes
(quadradas de virios nimeros, obtendo-as primeciramen-
te mil vézes maiores e dividindo-as depois por mil

Sabe-se também que o alemiao Christian Rudolff
publicou em 1510, uma Aritmética em que ja apareciam
alguns numeros decimais. Em vez da virgula, ou do
ponlo decimal, que s6 se tornou costumado depois de
1616, quando John Napier, inventor dos logaritmos, o
cempregou nos seus trabalhos, o autor usava um lraco
vertical para separar as partes inteira ¢ fracionaria, Es-
crevia 3(25 para significar 3.25 ou 3,25. Supoe-se tenha
sido ésse (raco a origem da virgula decimal, que hoje
usamos.

Stevin nao foi feliz na notacao que escolheu. E?
baslanle pensar em que representaria da scguinte ma-
neira o nimero 4275: 1(0)2(1)7(2)5(3); Francois
Viele, porém, seu contemporaneo, restabeleceu o traco
vertical e ainda distinguiu as unidades inteiras das fra-
cionarias escrevendo aquelas em tipos maiores.

I possivel que a causa do aparecimento lardio dos
nimeros decimais tenha sido o trabalho cientifico dos
sabios europeus e arabes, que o calcavam essencialmen-
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te na histérica divisio sexagesimal do dngulo, perpe-
tuda nas tibuas trigonométricas que tanlo usavam, De
fato: quem tinha mais possibilidades e recursos para
descobri-los eram ¢les, os matemilicos, que se conten-
tavam, cnirelanto, com o empregar nas suas investiga-
¢oes o sistema babilonico de numeraciio, que servia aos
sens propositos,

Lerrera XXNIII
A Malemdlica alravés dos lempos

A produtividade matemaditica através dos tempos ¢
prova de que as idéias fundamentais da “venerivel cién-
cia”™ sio tho profundas ¢ grandes que tém sobrevivido a
todas as espcéeies de fanalismo, de impérios e govérnos,
de guerras e expedientes, de propositos e ambicoes. Na
historia dos séculos, ¢ a Matematica que reflete a mar-
cha do pensamento. Todas as suas criacdes, grandes e
pequenas, expostas em linguagem universalmenle inte-
ligivel, formam, sem davida, uma literatura multimile-
naria e popular: multimilendria, porque os anos nio a
extinguem, ao conlrario, evidenciam-na; popular, de
todos 0s povos e para todos ¢les, porque independente
de gosto ou preferéncia nacional. Suas paginas, tio ri-
cas de coloridos circunstanciais, sio espelhos ficis de ge-
racoes que nao morrem. Contam lulas, referem 0posi-
coes, mostram heroismo, assinalam crenca, distinguem
¢, apontam vitoria. Fundamento (io necessarvio a tedos
os tipos de progresso, quanto a luz do sol a todas as for-
mas de vida, traz consigo a Matemalica, rainha das
ciéneias e sua mao dircita, algo intangivel, misterioso
e inexplicavel, que nio sdbmente exalta e engrandece as
expressoes vitoriosas da realidade cientifica, seniio lam-
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hém eleva, dignifica e honra aqueles por cujos ceracoes
¢ cérebros, esforcos e labores, niio cessa para a huma-
nidade a corrente das grandes descobertas,

Lerrena XXXIV
A Matemdlica «a servico do homem (1)

Imaginemos que ao despertarmos amanhi esteja-
mos num mundo do qual se tenham varrido todos os
nimeros e lodas as formulas. Que tera restado? Dificil ¢
dizer,

Estario apagados os mostradores dos relogios, Te-
riio apenas nomes os catialogos de telefone, Estara ex-
tremamente complicado o mais simples dos enderecos,

Os operarvios estardo, muito cedo, de volta de suas
fabricas. Nio havera trabalho, Todas as maquinas es-
lardo paradas, Por que? Porque a miquina nio conhece
senio nimeros: o seu proprio, os que indicam as pecas
(ue a compoen, € os (Ue marcam, uma por uma, as
partes que se juntam no fabrico de um produto.

E o comércio? E os bancos? Abririo suas portas?
Nio. Sem maquinas de caleular, sem formulas e sem Li-
buas numéricas, nenhuma escrituragio seria pessivel,

Estarda morta a engenharia; pois a construcio de ar-
ranha-céus, estradas, pontes, navios, aulomaveis, avioes,
¢ tudo o mais... depende primordialmente do ealeulo,
isto ¢, do niimero ¢ da formula.

Considerai nos demais setoves da civilizacio e su-
pende-os sem ntimeros, Vereis, por cerlo, que serio como
os restos de uma tremenda catastrofe, Quanto a nos, pre-
ferimos pensar neste nosso mundo, achando-o sempre
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quantitativo ¢ numeérico, qurcmu§ l.)cm a0 nimero ¢
o desejamos em toda a parle: no vivdio, — que nos (raz
noticias, informacoes ¢ musica; no tungsténio da lam-
pada, —que transforma a noile cm‘diu; Nnos rcfrigcn-..
dores, — que mudam o verio em primavera; e nas ni-
quinas que voam, encurbindo distincias ¢ upro',\'mmmlu
POvos, movidas & gasolina, lubvifi sadas com oleo, mas
alimentadas de expoentes, de ntmeros, de equagdes ¢
de formulas,

& o nimero, on o medida, que nos poe ao correnle
de como age a natureza, Mas ¢ a formula, inloligvnl? ¢
dadivosa, que nos ensina a controlar suas forcas, diri-
gindo-as em favor do homen. el

Com a medida do sol ¢ da lua, de sua posicao, sua
massa ¢ sen movimento, prediz o homen o comporia-
mento dos mares, a que o comdéreio confia as suas em-
barcacoes, Nos, por ignal, viajando por tevra, ou sc'nln‘_c as
ondas, on enlre nuvens, estamos sempre Lrangiiilos,
constantemente informados, por instrumentos de me-
dida, da altitude que temos aleangado, da velocidade
que lemos atingido, da posicio a que lemos chegado,

Lurrona NNNV
A Matemdlica a servico do homem (2)

A medida ¢ um meio de descoberta, de profecia e de
controle, Kepler determinara o curso de Uranus, £sle,
porém, nio parecia obediente, 86 havin wma explica-
cio: algum planeta perturbava, por cerlo, a sua nar=
chia. 15 ésse intruso, que ninguém antes linha visto, exis-
tia de fato ¢ foi descoberto. Mas como? Na Inglaterva ¢
na Franea, Adams ¢ Le Verrier acharam-no atraves do

_
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cileulo; acharam-no, mas nio o vimm.  Fizeram saber
no Dr. Galle, na Alemanhia, o posicio da novo plancla,
que serin, nagquela época, visivel de Berlim, 12 no dia,
no momento ¢ na posicao que o Matemdticn determi-
nara, i estava realmente o novissimao plancta, Fis a his-
1oria de Netuno,

As Tuncaes das medidas nas pesquisas ¢ priticas
médicas formaviam wma fascinante litevatura, Mede-se
a drea de um fevimento por tivo, ¢ determina-se o dia
cm que o cura se completa; medesse o defeito de wma
visio, ¢ logo ¢ reparado por lentes que o cialeulo deter-
mina; medeme-se de mil modos o cocllio ¢ o ralo bran-
co, ¢ descobrem-se os recursos com o que a vida se pro-
longn, A arte de medir ¢
do, a cirnrg

ile dos laboratarios, Medin-

¢segurag medindo, a farmdadcia ¢ Gtil; me-
dindo, ¢ milagrosa a pralese,

A Quintiea nao prescinde dos niineros; sua i
gem=farmula ¢ uma especie de Algebra, A Matemsti
que transformouw em ciéncia o velha alquimia, forncece
Ihe hoje o instrumento ¢ o método com que estudar os
seus maltiplos fendmenos.,

Quanlo & Fisicn, ¢ Lo predominantemente male-
mdlicn, que a pausa de progresso, que acontece, as ve-
sliv nos scus dominios, reflete quase sempre o
neeessidade que tem nosua “miao diveita”™, de que lanto
depende, de descobriv novos recursos,
também,

208, )
progredindo

O méloda estatistico, essencialmente matemitico, ¢
o principal instromento de andlise ¢ predicio de todas
as cicneins socinis, Eoa Estatistica que preside aos estu-
dos da mortalidade, aos edleulos de seguros de vida o
s determinacoes de virvios ntimeros indices. A proba-
bilidade de chegar aos cingiienta anos quemt hoje tem
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quarenta, como tambén a da ocorrén.cifl de um ciclone,
ou de wm incéndio, ou de um naufrigio, ¢ sempre de.
lerminada malemalicamente, e nio apenas enuncia.
da de modo vago, “Parcce que vai chover” on “talvez
tenhamos chuva®, ou “provavelmente choveri ama-
nha”, sio sentencas sem nenhiuma preeisio. Bastam pos
dias comuns, mas nio servem ias époens deeisivas.
Quando nos dizem os cientislas da era eletronica,
yue em cada segundo de lempo passam pelo filamento
e uma impada nada menos de seis milhges de trilbges
de cletrons; e quando nos pomos a pensar em que a dis-
tincia X que nos separa <da mais proxima das estrélas
conhiccidas, ¢ mais de um quarto de milhido de vézes a
que nos afasta do sol; e quando ainda nos informam
os astronomoes que nem a0 menos vinte estrélas se c¢o-
nheeem cuja distancia ¢ menor que 3x, enchemo-nos de
admiracio ¢ pasmo, diante da audicin com que a inle-
ligéncia finita <o homem explora os infinitos de Deus.
IZ concluimos, entio, com quase um paradoxo: ndo sio
isto milagres da mente, sendo recursos da Mateméatica,
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