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MECÂNICA

Maicon Soder

ESTIMATIVA DE PROPRIEDADES ELÁSTICAS ISOTRÓPICAS
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RESUMO

Para a melhor interpretação de dados obtidos durante a prospecção de cam-
pos de petróleo se faz necessário conhecer caracterı́stica geológicas e fı́sicas
da formação rochosa onde o óleo se encontra armazenado, os reservatórios
de petróleo. Dentre estas caracterı́sticas estão as propriedades mecânicas
elásticas.

As rochas que constituem os reservatórios têm uma microestrutura
porosa, muitas vezes complexas, de difı́cil caracterização. O ramo que estuda
estas propriedades é a fı́sica de rochas. Com os avanços na área de cálculos
numéricos, tanto em métodos quanto em equipamentos, desenvolveu-se a
fı́sica de rochas digitais, que se ocupa da caracterização das rochas por
meio de simulações computacionais. Dentre os métodos computacionais
usados para este propósito estão os algoritmos de homogeneização, que usam
análises numéricas para a obtenção de propriedades homogeneizadas ou
equivalentes de meios heterogêneos complexos.

Com o objetivo de desenvolver um código capaz de processar
informações de uma dada geometria digitalizada de rocha e obter as pro-
priedades efetivas da amostra usando um software comercial de Elementos
Finitos, estudou-se os métodos disponı́veis na literatura para a realização de
tal tarefa. Escolheu-se um método de homogeneização que foi adaptado para
o software escolhido. Todas estas etapas são detalhadas.

Por fim, o modelo elaborado foi testado com algumas geometrias de
arenitos gerando estudos que indicam a influência de parâmetros de cálculo,
como tamanho da amostra analisada ou número de repetições da microestru-
tura na amostra e as diferentes condições de contorno, no resultado final.

Palavras-chave: Homogeneização, propriedades elásticas equivalentes, ro-
chas.





ABSTRACT

The knowledge of geologic and geophysics characteristics of rock formation
of oil reservoirs is necessary to better understand data obtained from prospec-
ting oil fields. Elastic mechanics properties are among these characteristics.
The complex porous micro structure of oil reservoir rocks is a challenge to
their characterization.

During the last few decades, the progress in the field of numeric cal-
culations (methods and hardware) allowed the development of methods for
rock characterization by computational simulations using digital rock geo-
metries, named digital rock physics. Among these computational methods
are the homogenization algorithms, which use numerical analysis to obtain
homogenized or equivalent properties of complex heterogeneous materials.

The methods available in the literature were studied in order to develop
a system capable of process information of a given digital micro structure and
obtain its effective elastic properties using a commercial software of Finite
Element analysis. An homogenization method was chosen after the study
and adapted for the FEM software. All the steps involved in this process are
described in this work.

At the end, the model built was tested with two digital sandstone sam-
ples. It is shown how calculation parameters such as sample size, number of
repetitions of the micro structure and different boundary conditions influence
the final results.

Keywords: homogenization, effective elastic properties, rocks.
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mografia, ela é representada por 6003 voxels, com cada voxel

tendo 5,6 µm de aresta. Verde representa os grãos enquanto
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39 Módulo volumétrico homogeneizado obtido para as geome-

trias analisadas utilizando as três condições de contorno dife-

rentes. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
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n Vetor unitário normal ao contorno
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1 INTRODUÇÃO

1.1 MOTIVAÇÃO E OBJETIVOS

O petróleo, quando de sua formação, migra de sua rocha formadora até

encontrar uma rocha permeável porosa onde, devido à certas condições ter-

modinâmicas e morfológicas, estaciona e fica retido em seus poros, formando

um reservatório. Quando encontrada uma área que apresenta uma formação

geológica com potencial para conter óleo, alguns testes podem ser efetuados

para se determinar se realmente há hidrocarbonetos na região.

Uma das diversas formas de se realizar a prospecção numa reserva são

os métodos sı́smicos, no qual ondas mecânicas são propagadas em direção ao

reservatório. Pela diferença das propriedades mecânicas das rochas, presença

e quantidade de petróleo armazenado, profundidade do reservatório, entre ou-

tros, as ondas sofrem reflexões e difrações. Capta-se então o reflexo destas

ondas e através da correta interpretação destes dados, pode-se obter uma ima-

gem geológica da área (THOMAS, 2001).

Esta interpretação trata da transformação dos dados geofı́sicos, ob-

tidos durante a sı́smica, em propriedades de reservatório. Descobrir uma

relação entre as propriedades do reservatório e os dados obtidos nos testes

é um ponto crucial neste processo e necessita da caracterização das rochas

do reservatório. Por exemplo, para se obter uma relação entre a saturação

da rocha e as caracterı́sticas da propagação das ondas se faz necessário ob-

ter propriedades elásticas efetivas da rocha que, geralmente, apresenta uma

microestrutura porosa complexa e com propriedades anisotrópicas.

Um dos principais meios usados para a caracterização mecânica das

rochas necessita de amostras do material do poço ou de rochas similares à

esperada para a região que se analisa, chamadas de testemunhos (DVORKIN

M. ARMBRUSTER, 2008).
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Os testemunhos são retirados em diversas posições do poço, com in-

tervalos regulares entre as amostras, e deles são confeccionados corpos de

provas, chamados de plugs que, por sua vez, são testados permitindo, em

combinação com os resultados de logging tests (testes realizados baixando

instrumentos ao longo do poço) obter uma estimativa da variação, ao longo

do reservatório, de propriedades como a porosidade da rocha, permeabilidade

intrı́nseca, entre outros . Os testes realizados para as obtenções destas propri-

edades são onerosos, demorados e necessitam de mão-de-obra especializada.

Uma alternativa com um custo menos elevado à tais ensaios é a análise

de amostras rochas digitalizadas, também obtidas a partir dos testemunhos ou

de fragmentos de rocha provenientes do processo de perfuração.

Pode-se aplicar a fragmentos de rochas a técnica de microtomografia,

que consiste num processo de obtenção de uma representação tridimensio-

nal da estrutura rochosa (KETCHAM; CARLSON, 2001). Com a representação

geométrica em mãos é possı́vel realizar simulações numéricas para a obtenção

de propriedades mecânicas homogeneizadas da rocha.

As propriedades ditas homogeneizadas ou macroscópicas são obtidas

através procedimentos que identificam um valor médio de uma distribuição da

mesma propriedade na microescala que se espera ser um valor representativo

dela. Essa transição de propriedades da micro para a macroescala caracteriza

os chamados procedimentos de homogeneização (NETO; FEIJóO, 2006).

Tais procedimentos, ou operadores de homogeneização, são usados

para, dentre outras aplicações, obter propriedades equivalentes de materiais

microestruturados ou multifásicos, sendo que cada uma destas fases apresenta

propriedades próprias. A escala geométrica que distingue as fases, entretanto,

é muito diferente da escala do corpo a ser analisado, situação tı́pica que ca-

racteriza os problemas multiescala. Este é o caso das rochas de reservatórios

de petróleo.

O método consiste, de maneira simplificada, em identificar uma célula
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representativa de volume, RVE, que caracteriza a microestrutura do material

e realizar ensaios numéricos dos quais se obtém estimativas da matriz consti-

tutiva de um material homogêneo equivalente à microestrutura.

Tendo um modelo numérico bem calibrado e versátil seria possı́vel

obter os valores das propriedades mecânicas elásticas mais rapidamente ou,

ao menos, uma estimativa inicial delas, de forma a ajudar na interpretação

dos dados sı́smicos.

O objetivo deste trabalho é o estudo da fundamentação teórica dos mo-

delos de homogeneização e implementação numérica de um algoritmo que

permita estimar propriedades elásticas de microestruturas de rocha. Com vis-

tas à eventual continuação e aplicação deste desenvolvimento em trabalhos

futuros, foi previsto que a implementação deverá ser realizada utilizando um

código de elementos fintos comercial.

1.2 ORGANIZAÇÃO DA DISSERTAÇÃO

Grande parte do trabalho teórico é apresentado no Capı́tulo 2. Neste

é feita uma descrição dos diferentes métodos presentes na literatura utiliza-

dos para calcular propriedades homogêneas de materiais. Continua com a

definição do denominado volume elementar representativo (RVE) e, em se-

guida, é apresentada a formulação de homogeneização utilizada neste traba-

lho.

O Capı́tulo 3 mostra como as restrições cinemáticas impostas pelas

diferentes condições de contorno possı́veis no RVE devem ser adaptadas para

sua implementação num código comercial de Elementos Finitos. Também

apresenta o método usado para obter as propriedades elásticas (isotrópicas) de

interesse a partir da matriz constitutiva (anisotrópica) resultante do processo

de homogeneização.

Alguns estudos realizados com o modelo implementado neste trabalho
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são apresentados no Capı́tulo 4. Eles investigam como o modelo se comporta

frente às diferentes condições de contorno, à diferentes tamanhos de geome-

tria de uma mesma malha, entre outros.

Por fim, o Capı́tulo 5 apresenta as considerações finais do trabalho,

conclusões obtidas e sugestões para prosseguimento desta pesquisa.
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2 REVISÃO BIBLIOGRÁFICA E FUNDAMENTAÇÃO TEÓRICA

2.1 FÍSICA DE ROCHAS DIGITAL

Entender como propriedades fı́sicas básicas das rochas, como

composição mineral, pressões nos poros, permeabilidade, conteúdo dos

poros e caracterı́sticas geométricas (forma dos poros, laminações, fraturas,

etc.) controlam as propriedades macroscópicas das rochas é um fator deter-

minante para uma melhor interpretação de medições geofı́sicas (ARNS et al.,

2002).

O ramo da geofı́sica chamado de fı́sica de rochas (rock physics) se

ocupa de estudar e modelar as relações existentes entre propriedades fı́sicas

macroscópicas ou aparentes de um meio rochoso com as propriedades fı́sicas

básicas associadas à microestrutura da rocha que constitui o meio. Para tal,

é frequente realizar estudos sobre os processos que ocorrem na escala dos

poros e, a partir destes dados, estimar ou identificar as propriedades efetivas

(macroscópicas) da amostra.

Dentre os principais fatores que influenciam as propriedades das ro-

chas porosas, devem ser citadas caracterı́sticas microscópicas como a morfo-

logia das fases sólidas e dos vazios ou poros, assim como das conexões ou

interfaces entre estes poros e a matriz.

Devido a limitações tecnológicas, por muito tempo não houve possi-

bilidade de se caracterizar com detalhes a microestrutura na escala dos poros

afim de estudar sua influência nas propriedades macroscópicas. Sendo assim,

os modelos disponı́veis para identificação de propriedades foram construı́dos

a partir de soluções analı́ticas baseadas em microestruturas idealizadas cali-

bradas com resultados experimentais ou em relações empı́ricas obtidas esta-

tisticamente através de medições em laboratório. Este tipo de abordagem é

parte do campo denominado fı́sica de rochas convencional e formam a base de
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uma técnica bem estabelecida na área. Contudo se trata de um método limi-

tado em muitos aspectos, sendo muito simplificados em termos geométricos e

em termos de interações dentro da microestrutura. Relações analı́ticas para o

cálculo de propriedades efetivas de rochas podem ser encontradas em Mavko

et al. (2009).

Nas duas últimas décadas a consolidação e disseminação do uso de

métodos numéricos propiciou o desenvolvimento de uma abordagem alterna-

tiva à fı́sica de rochas convencional, conhecida como fı́sica de rochas digi-

tal (digital rock physics, DRP) ou fı́sica de rochas computacional, definida

em Dvorkin et al. (2011) como simulações computacionais de processos no

espaço poroso para a obtenção de propriedades efetivas da rocha.

Este acontecimento foi desencadeado pelo surgimento de tecnologias

que tornaram possı́vel a digitalização da geometria das rochas com detalha-

mentos na escala dos poros e pelo crescimento da capacidade computacional

que viabilizou o cálculo das propriedades macroscópicas de amostras porosas

a partir da sua microestrutura utilizando simulações numéricas.

Uma análise de DRP pode ser dividida em três passos fundamen-

tais (ANDRä et al., 2013a): digitalização da rocha; segmentação das fases; e

simulação de processos fisicos com a microestrutura para determinação de

propriedades efetivas.

O principal equipamento utilizado para a digitalização de rochas é o

microtomógrafo computadorizado de raios-x (µ-CT), que permite gerar ima-

gens 3D de materiais porosos complexos. Elas são formadas por várias ima-

gens 2D obtidas por raios-x que são usadas para formar a representação tridi-

mensional.

Com a tomografia, é possı́vel obter a geometria interna de objetos,

através de variações na densidade e composição atômica dos constituintes

(MEES; LONDON, 2003). Uma das principais vantagens deste método é que ele

é não invasivo e não destrutivo, preservando assim as propriedades originais



33

Figura 1: Exemplos de imagens 3D de rochas digitalizadas. A aresta dos cubos
tem 1 mm de comprimento. Retirado de Dvorkin M. Armbruster (2008)

da amostra.

Por meio destas imagens é possı́vel examinar a microestrutura da ro-

cha e obter propriedades efetivas da amostra em questão. Na Figura 1 são

exibidas amostras de areia betuminosa com um milı́metro de aresta. Nelas, é

possı́vel observar grãos maiores, rachaduras, poros preenchidos com betume,

ar e outras pequenas partı́culas.

Em Ketcham e Carlson (2001) são mostradas e explicadas técnicas de

aquisição e interpretação de imagens com aplicações em geociências. Uma

revisão mostrando o estado da arte desta tecnologia, também aplicada em

geociências, pode ser encontrada em Cnudde e Boone (2013).

A segmentação consiste em identificar e classificar as fases, poros e

diferentes materiais presentes nas imagens digitalizadas, ou seja, transformar

imagens constituidas por tons de cinza em um formato discreto que permita

a identificação do espaço poroso e das diferentes fases constituintes.

O elevado número de imagens que se tem numa geometria dificulta

que tal atividade seja feita de forma manual. Deste modo usam-se algoritmos

para realizar a segmentação, lançando-se mão de processos como filtragem

espacial, remoção de ruı́do, limiarização das fronteiras das fases e operações

morfológicas (ANDRä et al., 2013a).

O resultado da segmentação não é único e depende tanto do algoritmo
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usado como da escolha, por parte do usuário, de parâmetros de controle e de

qualidade. Para uma revisão dos métodos de segmentação veja Iassonov et

al. (2009)

As duas etapas anteriores têm como objetivo a obtenção de uma geo-

metria digitalizada que represente bem a geometria real.

Assim, a disponibilidade da definição (digital) da geometria, aliada

às técnicas de cálculo numérico, abre a oportunidade para simular processos

fı́sicos que acontecem na escala dos poros, como interação entre poros, fluxo

de fluidos, efeitos de propagação e atenuação de ondas, afim de se obter as

propriedades efetivas da rocha.

Simulando o fluxo de um fluido pela rocha estima-se a permeabilidade

da mesma, a passagem de uma corrente elétrica permite calcular a resistivi-

dade enquanto uma deformação elástica fornecerá o módulo de elasticidade e,

por consequência, a velocidade da onda elástica no meio (ANDRä et al., 2013a).

Ressalta-se que o fato de representar processos que ocorrem na micro-

escala da rocha permite que se identifique como as propriedades são governa-

das por estes fenômenos, o que seria impraticável usando métodos analı́ticos

ou outros meios tradicionais de medição.

Além de uma representação fiel da amostra rochosa, as imagens digita-

lizadas permitem realizar alterações na geometria de forma a produzir varian-

tes da mesma através de alterações de grãos e poros, introdução de partı́culas

no espaço poroso, troca do material constituinte, entre outros. Isto possibilita,

com o uso de métodos numéricos de cálculo, entender como cada uma destas

variações ou fenômenos influem na propriedade macroscópica (DVORKIN et

al., 2012).

Este é o contexto em que o presente trabalho se insere. A partir da

disponibilidade da descrição geométrica detalhada da microestrutura e da

possibilidade de se utilizar uma técnica numérica para a simulação de um

fenômeno fı́sico definido no domı́nio da microestrutura, é possı́vel executar
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um procedimento de transição de escala, conhecido como homogeneização e

obter propriedades macroscópicas representativas do meio estudado.

Esta dissertação versa sobre o uso desta ferramenta para identificação

de propriedades elásticas da microestrutura da rocha como se esta fosse um

meio homogêneo. Estas propriedades macroscópicas são também conhecidas

como propriedades médias, homogeneizadas ou aparentes.

As duas abordagens numéricas mais utilizadas para este fim são as

baseadas em simulações dinâmicas (propagação de ondas) e as quasiestáticas.

2.1.1 Métodos Estáticos

Esta abordagem é largamente empregada para o cálculo de proprieda-

des elásticas equivalentes. A técnica mais comum nesta abordagem é o me-

todo dos elementos finitos (MEF) (FISH; BELYTSCHKO, 2007; HUGHES, 1987)

seguido pelo método de diferenças finitas (MDF) (THOMAS, 1995; SMITH,

1985).

Garboczi (1998) publicou um manual com algoritmos capazes de re-

alizar cálculos de propriedades elétricas e mecânicas efetivas usando tanto

MEF quanto MDF de geometrias aleatórias 2D e 3D. Há também, neste tra-

balho, uma descrição da formulação usada pelo autor.

O equacionamento clássico em mecânica dos sólidos, utilizado tanto

em Garboczi (1998) quanto em outros como Neto e Feijóo (2006) e Arns et

al. (2002), é baseado em um problema de valor de contorno, que em casos de

elasticidade pode ser formulado como minimização de uma energia potencial.

O processo de homogeneização, em poucas palavras, consiste na

execução de ’ensaios’ sobre um setor da microestrutura denominado ele-

mento representativo de volume (representative volume element, RVE).

A resposta numérica a estes ensaios fornecem campos (deslocamentos,

deformações, tensões, densidade de energia, etc.) cujos valores médios no
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Figura 2: Deformações aplicadas na imagem da rocha para cálculo das proprie-
dades efetivas. Seis casos são rodados, três deformações normais unitárias (a), (b)
e (c), e três deformações cisalhantes unitárias (d), (e) e (f). Adaptado de Madadi
et al. (2009)

RVE são interpretados como valores homogeneizados ou macroscópicos.

A Figura 2 mostra um conjunto de ensaios, controlados por

deformações aplicadas no modelo, para a obtenção das propriedades de-

sejadas em um caso tridimensional. Estes ensaios consistem em deformações

unitárias em cada uma das direções normais e cisalhantes.

Neste tipo de formulação, as equações de equilı́brio são um problema

valor de contorno. Isso significa que o resultado depende das condições de

contorno especificadas. Na Seção 2.4 são descritas condições de contorno

usadas neste trabalho e como estas condições podem influenciar no resultado

final.

2.1.2 Métodos Dinâmicos

A abordagem dinâmica segue os mesmos princı́pios na seção anterior,

mas o modelo de representação utilizado é o modelo de propagação de ondas,
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que simula a passagem da onda mecânica na microestrutura da rocha. O

MEF e o MDF permitem este cálculo, mas o segundo é mais frequentemente

utilizado nesta abordagem. Neste caso estuda-se a passagem de um pulso

de onda cisalhante ou compressiva aplicado numa extremidade do RVE. O

tempo que a onda leva para passar pelo meio é calculado e, através dele, tem-

se subsı́dios para estimar a velocidade de propagação da mesma e, com esta,

o módulo efetivo da rocha.

Mais informações sobre este modelo podem ser encontradas em Saen-

ger et al. (2000). Exemplos de aplicações podem ser encontrados em Saenger

et al. (2011).

Além do cálculo das propriedades efetivas, os métodos dinâmicos

permitem a utilização de uma formulação capaz de captar fenômenos

como a atenuação e dispersão de ondas. Segundo Quintal et al. (2011), a

identificação do principal mecanismo fı́sico responsável pela atenuação de

onda em frequências sı́smicas é um dos principais desafios na área de DRP.

Em Andrä et al. (2013b) e Saenger (2008) são feitas comparações en-

tre métodos estáticos e dinâmicos. No primeiro uma comparação é feita, não

apenas entre diferentes métodos como também entre algoritmos para os mes-

mos métodos e comenta sobre a importância destes. Os resultados obtidos e

mostrados neste trabalho apontam proximidade entre os métodos estáticos e

dinâmicos, com os dinâmicos dando valores levemente inferiores àqueles ob-

tidos pelos métodos estáticos. Já no segundo, é mostrado que as duas aborda-

gens podem oferecer resultados precisos, sem viés para nenhum dos métodos,

se aplicados corretamente. É comentado também que, em geral, os métodos

estáticos são mais eficientes do ponto de vista computacional.

Ainda, segundo Saenger (2008), métodos dinâmicos permitem uma

comparação mais direta com experimentos de propagação de ondas, visto

que simulam o mesmo fenômeno fı́sico dos testes. Por outro lado, afirma-se

em Andrä et al. (2013b) que não se pode comparar diretamente experimentos
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com simulações devido ao tamanho das amostras comparadas. Enquanto em

simulações são utilizadas amostras de poucos milı́metros de comprimento

em testes experimentais são usados core samples que, no mı́nimo, tem vários

centı́metros de comprimento.

2.2 O ELEMENTO DE VOLUME REPRESENTATIVO

Um dos aspectos importantes em procedimentos de homogeneização

é a escolha da dimensão e da forma da parcela finita de material heterogêneo

que será utilizada para identificar as propriedades homogeneizadas. Esta par-

cela é nomeada Elemento de Volume Representativo (Representative Volume

Element - RVE).

Segundo Saenger (2008), não há regras especı́ficas para se determi-

nar o tamanho do RVE. Porém, como regra geral, deve possuir dimensões

suficientemente grandes para abrigar uma amostra representativa das hetero-

geneidades no meio e ao mesmo tempo suficientemente pequena para que

seja considerada uma representação local na escala macroscópica.

Ostoja-Starzewski (1999) faz um estudo sobre efeitos de escala em

processos de homogeneização quase-estática a partir do qual mostra que os

resultados das análises com deslocamentos lineares no contorno darão o li-

mite superior das propriedades efetivas, enquanto que o modelo com tensões

constantes no contorno (LBD) fornecerá o limite inferior das mesmas. Desta

forma, com os métodos quase-estáticos, pode-se calcular apenas uma faixa

de valores dentro da qual as propriedades estarão inseridas. A condição de

deslocamentos flutuantes periódicos no contorno dará um valor intermediário

aos outros dois.

Hill (1963) escreve que um RVE está bem definido quando resultados

obtidos com tensões constantes no contorno (UTB) e LBD convergem. Entre-

tanto, isto pode ocorrer com dimensões de amostra excessivamente grandes,
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fases sólida, Ωs

µ e vazios, Ωv
µ

.

envolvendo altos custos numéricos.

Em simulações de propagação de ondas, não se observa a existência de

limites superiores e inferiores. Nestes casos, os resultados são influenciados

principalmente pela relação entre heterogeneidades e comprimento de ondas.

Nas simulações estáticas, um fator importante para o tamanho do RVE

é o contraste entre as fases.

2.3 HOMOGENEIZAÇÃO

Esta seção apresenta a descrição do modelo de homogenização que é

utilizado no presente trabalho. Tal formulação é baseada no trabalho referen-

ciado em Neto e Feijóo (2006).

Considere o corpo da Figura 3, ocupando domı́nio Ω na macroescala,

com comprimento caracterı́stico l, e considere um ponto material xxx dessa es-

cala, representado à direita da mesma figura mediante um elemento de volume

representativo definido na microescala. O domı́nio ocupado por este elemento

representativo é Ωµ ao qual se atribuiu um comprimento caracterı́stico lµ << l.

Em Ωµ é possı́vel distinguir as heterogeneidades do material que, em-

bora não distinguı́veis no comprimento caracterı́stico da macroescala, pos-
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suem direta influência no comportamento mecânico do corpo.

Considera-se, por facilidade de apresentação, um elemento represen-

tativo de volume (RVE) com apenas duas fases, uma sólida, indicada pelo

subı́ndice s e outra indicando ausência de material ou fase ”vazia”, indicada

pelo subı́ndice v.

O processo de homogeneização do modelo de comportamento de ma-

terial consiste em determinar uma relação constitutiva que relacione a tensão

macroscópica com a deformação macroscópica na forma

σσσ(t) = F(εεεt) (2.1)

sendo σσσ(t) a tensão macroscópica no ponto x e εεεt a história do tensor de

deformação.

O presente trabalho está restrito à cinematica linearizada (pequenos

deslocamentos e deformações) e a um modelo constitutivo homogeneizado de

elasticidade linear, isto é, uma lei que independe da história das deformações

e representável pela equação vetorial linear

σσσ = De : εεε (2.2)

onde o tensor De é denominado de tensor de elasticidade homogeneizado ou

representativo do elemento de volume.

A seguir se apresentará os procedimentos e a fundamentação teórica

associada ao cálculo deste tensor homogeneizado a partir de dados da micro-

estrutura.

2.3.1 Deformação homogeneizada

Adota-se a hipótese de que a deformação macroscópica ou homoge-

neizada, representada por εεε em um ponto x da macroescala pode ser calculada
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a partir da média volumétrica das deformações na microescala, εεεµ, mediante

a operação

εεε(x) =
1

Vµ

∫
Ωµ

εεεµ(y)dV (2.3)

onde Vµ é o volume da microescala, y representa a variável de posição na

microescala e εεεµ a deformação na microescala.

Restringindo nosso estudo à cinemática linearizada, o tensor de

defomação infinitessimal é calculado mediante o gradiente simétrico dos

deslocamentos (GURTIN, 1982; MALVERN, 1969):

εεεµ ≡ ∇
suuuµ (2.4)

onde uuuµ é o campo de deslocamentos da microescala e ∇s(·) é o gradiente

simétrico de (·), dado por

∇s(·) =
1
2

(
∇(·) +∇(·)T

)
(2.5)

Ainda, a equação (2.3) pode ser reescrita, utilizando o teorema da di-

vergência (MALVERN, 1969), como uma integral de uma expressão tensorial

no contorno de Ωµ, ∂Ωµ, resultando em

εεε(x) =
1

Vµ

∫
∂Ωµ

uµ⊗s n dA (2.6)

sendo n o vetor unitário normal ao contorno e ⊗s o operador tensorial

simétrico definido, para dois vetores a e b, como

a⊗s b ≡
1
2

(a⊗b + b⊗a) (2.7)
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ε(x) y uμ
~

= +

uμ

Figura 4: Decomposição aditiva do deslocamento da microescala em duas parce-
las. A primeira é proporcional à deformação macroscópica enquanto a segunda
é denominada de deslocamentos flutuantes.

2.3.2 Decomposição aditiva

O deslocamento microscópico é campo de deslocamentos definido no

elemento representativo de volume, ou seja, na microescala. Este campo

pode, em qualquer circunstância, ser dividido em duas parcelas, em forma

aditiva:

uuuµ = εεε(x)y + ũuuµ (2.8)

Nesta decomposição, a primeira parcela depende da deformação ma-

croscópica εεε e varia linearmente com a coordenada y. A segunda parcela,

ũuuµ é denominada de deslocamento flutuante e representa a diferença entre o

valor de uuuµ e a parcela linear do deslocamento, εεε(x)y, como é mostrado na

Figura 4.

O campo de deformações microscópicas pode, da mesma forma, ser

decomposto em forma aditiva em uma parcela constante e outra flutuante:

εεεµ = εεε(x) + ε̃εεµ (2.9)

Utilizando a definição (2.4), a parcela flutuante é calculada como:

ε̃εεµ = ∇sũuuµ (2.10)



43

2.3.3 Conjuntos cinematicamente admissı́veis

Define-se aqui o conjunto de deslocamentos microscópicos cinemati-

camente admissı́veis no RVE, o conjuto dos deslocamentos que satisfazem à

equação (2.6), isto é, ao conjunto K∗µ definido como segue:

K∗µ ≡

v suf. reg. |
1

Vµ

∫
∂Ωµ

v⊗s n dA = εεε

 (2.11)

conjunto que doravante será chamado de conjunto de deslocamento minima-

mente restringidos, pois na sua definição faz uso da condição mı́nima a ser

imposta aos elementos do conjunto. A condição de regularidade suficiente

(suf. reg.) é apenas para indicar que a distribuição deve ter regularidade sufi-

ciente para tornar válidas as operações de derivação e integração a seguir.

Utilizando a decomposição mostrada nas equações (2.8) e (2.9) é

possı́vel definir o conjunto dos deslocamentos microscópicos flutuantes ci-

nematicamente admissı́veis minimamente restringidos, K̃∗µ como

K̃∗µ ≡

v suf. reg. |
1

Vµ

∫
∂Ωµ

v⊗s n dA = 0

 (2.12)

de forma a reescrever a equação (2.11) como

K∗µ =
{
uuuµ = εεε(x)y + ũuuµ | ũuuµ ∈ K̃∗µ

}
(2.13)

O deslocamento flutuante pode tomar valores diferentes para a

mesma deformação macroscópica dependendo da condição de periodicidade

(condição de contorno) utilizada no campo de deslocamentos microscópicos.

As diferentes condições de periodicidade possı́veis apresentadas na

Seção 2.4 acrescentam, como já dito, restrições adicionais ao conjunto K∗µ
(2.13) que permitem a identificação de soluções únicas do problema (caso

contrário o problema pode não ser suficientemente determinado). Estes con-
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juntos são denominados de soluções cinematicamente admissı́veis reais. En-

quanto Kµ é o conjunto real dos campos de deslocamentos microscópicos

cinematicamente admissı́veis, K̃µ é o conjunto real dos deslocamentos flutu-

antes cinematicamente admissı́veis. Definidos de forma semelhante aos con-

jutos anteriores, pode-se dizer que

Kµ =
{
uuuµ = εεε(x)y + ũuuµ | ũuuµ ∈ K̃µ

}
(2.14)

com

Kµ ⊂ K
∗
µ (2.15)

e

K̃µ ⊂ K̃
∗
µ (2.16)

Além de Kµ, é necessário definir o conjunto dos deslocamentos virtu-

ais microscópicos cinematicamente admissı́veis,Vµ, de forma que

Vµ ≡
{
ηηη = vvv1− vvv2 | vvv1,vvv2 ∈ Kµ

}
(2.17)

2.3.4 Equilı́bro do RVE

A condição de equilı́brio (balanço na quantidade de movimento) no

RVE pode ser posta mediante o Princı́pio dos Trabalhos Virtuais, onde se

busca a distribuição de tensoes σσσµ(y) que satisfaz a seguinte equação integral∫
Ωµ

σσσµ(y) : ∇sηηηdV −
∫

Ωµ

bbb(y) ·ηηηdV

−

∫
∂Ωµ

te(y) ·ηηηdA = 0 ∀ηηη ∈ Vµ (2.18)

com te representando as tensões externas exercidas no contorno do RVE.

Discrimina-se a seguir a integral no volume sólido e vazio da micro-

estrutura assim como na fronteira de ambas as fases. Admitindo ausência de
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tensões e forças de corpo na fase vazia, mostra-se que a expressão (2.18) se

reduz à∫
Ωs
µ

σσσµ(y) : ∇sηηηdV −
∫

Ωs
µ

bbb(y) ·ηηηdV

−

∫
∂Ωµ

te(y) ·ηηηdA = 0 ∀ηηη ∈ Vµ (2.19)

A equação anterior também pode ser escrita, utilizando teorema de divergen-

cia na sua expressão forte, chegando as expressões de Euler-Lagrange defini-

das no dominio da microestrutura:


divσσσµ(y) = b(y) ∀y ∈Ωs

µ

σσσµ(y)nnn = ttte ∀y ∈ ∂Ωµ

σσσµ(y)nnn = 0 ∀y ∈ ∂Ωv
µ

(2.20)

2.3.5 Tensão homogeneizada

De forma semelhante à definição de deformação homogeneizada,

escrita na equação (2.3), a tensão homogeneizada é dada pela média vo-

lumétrica do campo de tensões na microescala, ou seja

σσσ(x) =
1

Vµ

∫
Ωµ

σσσµ(y)dV (2.21)

ou, separando a integral sobre o volume ocupado por cada fase e desconside-

rando as tensões na fase vazia

σσσ(x) =
1

Vµ

∫
Ωs
µ

σσσµ(y)dV (2.22)

Usando relações tensoriais pode-se, ainda, escrever a tensão homogeneizada

como função das trações no contorno do RVE e de forças de corpo.

Levando em conta as equações de equilı́brio na forma forte, a simetria
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do tensor σσσ e a hipótese de que as forças de corpo atuando nos vazios são

desprezı́veis, pode-se escrever

σσσ(x) =
1

Vµ

∫
∂Ωµ

te(y)⊗s ydA−
∫

Ωs
µ

b(y)⊗s ydV

 (2.23)

2.3.6 Princı́pio de Hill-Mandel

O princı́pio de Hill-Mandel (MANDEL, 1972; HILL, 1965), postula que

a potência da tensão macroscópica deve ser igual à média volumétrica da

potência da tensão microscópica no RVE:

σσσ : ε̇εε =
1

Vµ

∫
Ωµ

σσσµ : ε̇εεµdV ∀ ˙̃uµ ∈ Vµ (2.24)

com ˙(.) sendo a derivada temporal de (.).

É mostrado em Neto e Feijóo (2006) que tal princı́pio, chamado

também de princı́pio da macro-homogeneidade, é válido se e somente se∫
∂Ωµ

te ·ηηηdA = 0
∫

Ω∗µ

b ·ηηηdV = 0 ∀ηηη ∈ Vµ (2.25)

ou seja, se forem nulos os trabalhos virtuais das tensões no contorno e do

campo das forças de corpo.

Substituindo este resultado na equação de equilibrio do RVE (2.19),

chega-se à expressão

∫
Ωs
µ

σσσµ(y) : ∇sηηη dV = 0 ∀ηηη ∈ Vµ (2.26)

Considerando que as tensões em um ponto y da miscroescala são da-

das pelo modelo elástico linear, através do tensor Dµ que relaciona tensões e

deformações na microescala através da relação

σσσµ = Dµ εεεµ = Dµ

(
εεε+∇sũµ

)
(2.27)
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que substituida em (2.26) resulta∫
Ωs
µ

Dµ :
(
εεε+∇sũµ

)
: ∇sηηη dV = 0 ∀ηηη ∈ Vµ (2.28)

que pode ser reescrito ainda como∫
Ωs
µ

Dµ : εεε : ∇sηηη dV = −

∫
Ωs
µ

Dµ : ∇sũµ : ∇sηηη dV (2.29)

que mostra que o campo de deslocamentos flutuantes ũµ é obtido como uma

resposta do sistema (RVE) para que este esteja em equilı́brio com uma carga

produzida pela deformação macroscópica. A equação mostra, ainda, que há

uma relação linear entre a deformação macroscópica e os deslocamentos flu-

tuantes, visto que o problema foi restringido à elasticidade linear.

2.3.7 O tensor de elasticidade homogeneizado

Restringindo a equação (2.22) ao problema com elasticidade linear,

pode-se obter, tendo em vista (2.27)

σσσ(x) =
1

Vµ

∫
Ωs
µ

Dµ

(
εεε+∇sũµ

)
dV (2.30)

que, abrindo os termos da integral, se torna

σσσ(x) =
1

Vµ

∫
Ωs
µ

Dµ εεε dV +
1

Vµ

∫
Ωs
µ

Dµ∇
sũµ dV (2.31)

ou, ainda, como εεε é constante em todo domı́nio de integração

σσσ(x) =
1

Vµ

∫
Ωs
µ

Dµ dV εεε+
1

Vµ

∫
Ωs
µ

Dµ∇
sũµ dV (2.32)

É possı́vel perceber que as duas parcelas da equação (2.32) dependem

linearmente de εεε (o deslocamento flutuante depende linearmente de εεε através
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da equação (2.29)), o que permite escrever

σσσ(x) = homDεεε (2.33)

com homD sendo o operador consitutivo homogeneizado.

Para o caso de Taylor, onde ũµ = 0, a equação (2.32) se reduz à

σσσ(x) =
1

Vµ

∫
Ωs
µ

Dµ dV εεε (2.34)

o que permite definir
TaylorD =

1
Vµ

∫
Ωs
µ

Dµ dV (2.35)

mostrando que esta parcela nada mais é do que a média da rigidez da micro-

escala.

Define-se, então, D̃ como sendo

D̃ =
1

Vµ

∫
Ωs
µ

Dµ∇
sũµ dV (2.36)

logo, homD pode ser escrito como

homD = TaylorD + D̃ (2.37)

Considerando εεε em componentes cartesianas

εεε = εi j (ei⊗ e j) (2.38)

e seja ũuuµ ∈ Vµ solução de∫
Ωs
µ

∇sηηη : Dµ : ∇sũi jdV = −

∫
Ωs
µ

∇sηηη : DµdV

ei⊗ e j ∀ηηη ∈ Vµ (2.39)

pode-se escrever a equação que define D̃ em coordenadas cartesianas como

D̃ ≡
 1
Vµ

∫
Ωs
µ

(Dµ)i jpq(∇ũkl)pqdV

ei⊗ e j⊗ ek ⊗ el (2.40)
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Sendo assim, o problema de homogeneização torna-se calcular homD
dado pela equação (2.37) onde a primeira parcela é calculada por (2.35) e a

segunda por (2.40), onde o campo de deslocamentos flutuantes é calculado

por (2.39).

2.4 CONDIÇÕES DE CONTORNO

As condições impostas sobre o espaço dos deslocamentos flutuan-

tes admissı́veis Vµ são as mı́nimas, mas não suficientes para tornar o pro-

blema variacional bem posto, que no presente caso significa existência de

solução única. Para conseguir ter uma solução única de ũuuµ é preciso adicionar

condições de contorno ao RVE. Na literatura apresentam-se quatro modelos

cinemáticos para estas condições de contorno que garantem periodicidade do

campo de deslocamentos. Estes modelos são:

• Modelo de Taylor

• Modelo de deslocamentos lineares no contorno

• Modelo de deslocamentos periódicos no contorno

• Modelo com tensões constantes no contorno

Estes modelos estão listados segundo ordem decrescente de rigidez

imposta ao RVE. Segue o detalhamento de cada um dos modelos citados.

2.4.1 Modelo de Taylor

Também conhecido como regra das misturas, é o mais simples de to-

dos os modelos. Nele o deslocamento flutuante é nulo:

ũuuµ = 0 ∀y ∈Ωs
µ (2.41)
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ε(x) yuμ

=

Figura 5: Campo de deslocamento arbitrário respeitando o modelo de Taylor
para um domı́nio qualquer. Toda a deformação é homogênea de forma que a
parcela flutuante não existe.

com esta restrição imposta ao RVE, o campoVµ fica sendo

Vµ = TaylorVµ ≡ {0} (2.42)

e o campo de deslocamentos e de deformações na microescala toma a simples

expressão:

uuuµ = εεε(x) y ∀y ∈Ωµ (2.43)

εεεµ = εεε(x) ∀y ∈Ωµ (2.44)

Este modelo é tido como o mais rı́gido entre todos os abordados

pois ele impoe em todo o domı́nio da microescala uma deformação igual à

deformação da macroescala. Desta forma o modelo ignora possı́veis relações

entre as diferentes fases da estrutura, fenômeno que tem um efeito crucial no

resultado final da análise.

2.4.2 Deslocamentos lineares no contorno

Conhecido em inglês como linear boundary displacement, este mo-

delo será denotado neste trabalho por LBD. Segundo ele, os deslocamentos

no contorno do RVE são nulos. Tal imposição cinemática no campo de des-

locamentos é escrita como
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ε(x) y uμ
~uμ

= +

Figura 6: Decomposição aditiva de um campo de deslocamento arbitrário com a
imposição de deslocamentos lineares no contorno. Esta classe tem deslocamentos
flutuantes nulos no contorno, de forma que o único deslocamento nesta região é
o da parcela homogênea.

ũuuµ = 0 ∀y ∈ δΩµ (2.45)

o que torna a equação (2.8)

uuuµ = εεε(x)y ∀y ∈ δΩµ (2.46)

e o espaço dos deslocamentos admissı́veis

Vµ = LBDVµ ≡ {0} ∀y ∈ δΩµ (2.47)

A Figura 6 mostra a decomposição aditiva de um campo de desloca-

mentos arbitrário em um domı́nio. Nela, é possı́vel notar como o campo de

deslocametnos deve ser linear no contorno e o campo de deslocamentos flutu-

antes tem deslocamentos nulos nessa região pois a parcela linear cumpre essa

premissa.

2.4.3 Deslocamentos flutuantes periódicos no contorno

Este modelo permite deslocamentos flutuantes no contorno, impondo

apenas periodicidade dos mesmos no RVE.

Para ilustrar este caso, considere-se o RVE da Figura 7, que apresenta
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ε(x) y uμ
~uμ

= +
Γ

-
1

Γ
+
1

Γ
+
2

Γ
-
2

Figura 7: Campo de deslocamento arbitrário da classe PBC decomposto aditiva-
mente. No contorno da parcela flutuante são impostas condições para que pares
de nós localizados em arestas opostas tenham o mesmo deslocamento, garantindo
assim a periodicidade da solução.

pares de contornos (arestas, no caso 2D mostrado na figura) com normais

opostas. Neste caso, chama-se de Γ−1 e Γ+
1 às arestas inicialmente verticais e

Γ−2 e Γ+
2 às arestas horizontais. De forma geral, cada ponto y+ na aresta Γ+

i tem

um ponto y− na aresta Γ−i . A imposição cinematica deste modelo indica que

cada um desses pares de pontos deverá ter o mesmo valor de deslocamento

flutuante, ou seja

ũuuµ
(
y+) = ũuuµ

(
y−

)
∀ pares {y+,y−} (2.48)

Esta imposição garante que o campo de deslocamento se comporte de

maneira periódica, de forma menos restritiva que as outras duas. Assim, o

espaço dos deslocamentos admissı́veis se torna

Vµ = PBCVµ ≡
{

ũuuµ ∈ K̃∗µ | ũuuµ
(
y+, t

)
= ũuuµ

(
y−, t

)
∀ pares {y+,y− }

}
(2.49)

2.4.4 Tensões constantes no contorno

Diferentemente dos três modelos anteriores, este modelo denotado

como UBT (sigla para uniform boundary traction), não faz imposição direta-
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mente ao campo de deslocamentos, mas sim ao campo de tensões da seguinte

forma:

te(y) = σσσµ(y)n = σσσ(x)n(y) ∀y ∈ ∂Ωµ (2.50)

Como não há restrições no campo de deslocamentos, o espaço de desloca-

mentos admissı́veisVµ é, simplesmente

Vµ = UBTVµ ≡ K̃
∗
µ (2.51)

A imposição das diferentes classes de periodicidade vão gerar dife-

rentes valores para as propriedades homogeneizadas. Pode-se perceber que a

parcela homogênea dos deslocamentos possui, por construção, periodicidade

no contorno. Assim, as três primeiras classes apresentadas, Taylor, LBD e

PBC, têm deslocamentos periódicos no contorno, sendo que a terceira tem

deslocamentos flutuantes não nulos em, ao menos, um ponto do contorno.

Esta constatação mostra também que os domı́nios de resposta mais

rı́gidos são, na verdade, subdomı́nios dos menos rı́gidos, ou seja

TaylorVµ ⊂
LBDVµ ⊂

PBCVµ ⊂
UBTVµ (2.52)

Como o domı́nio analisado seria uma parcela finita da microestrutura

do material, esta deveria estar cercada de outras partes semelhantes, que for-

maria o meio contı́nuo. A Figura 8 mostra como as três diferentes classes

garantem que essa condição seja obedecida.
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(a) (b) (c )

Figura 8: Repetição de um RVE com condições de contorno de Taylor (a), com
deslocamentos lineares no contorno (b) e deslocamentos flutuantes periódicos no
contorno (c). A imposição das diferentes condições de contorno garantem que
a micro estrutura (delimitada pelas linhas espessas) se ”encaixem”com a outras
semelhantes, garantindo a formação de um meio com campo de deslocamentos
contı́nuo.
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3 IMPLEMENTAÇÃO

3.1 CONDIÇÕES DE CONTORNO

A formulação utilizada nas condições de contorno são baseadas na

escolha dos espaçosVµ apropriados que limitam a parcela flutuante dos des-

locamentos no RVE, conforme já descrito em 2.4. Foram apresentados quatro

diferentes modelos, são eles: de Taylor; deslocamentos lineares no contorno

(LBD); deslocamentos flutuantes periódicos no contorno (PBC); e tensões

uniformes no contorno (UBT).

O modelo de Taylor é considerado a aproximação mais simples e me-

nos precisa dos quatro, por isso não será utilizado nas análises realizadas.

Os outros três modelos foram implementados e utilizados para a obtenção de

propriedades efetivas de amostras de rochas.

Descreve-se a seguir o tratamento dado a cada um dos três mo-

delos cinemáticos apresentados anteriormente de maneira a facilitar sua

implementação num programa comercial. Isto será feito utilizando as

definições dos campos de deslocamentos flutuantes e virtuais cinematica-

mente admissı́veis de cada modelo para caracterizar as condições de contorno

a serem aplicadas no elemento representativo de volume.

O procedimento de homogeneização apresentado na Seção 2.3 mostra

que a matriz constitutiva homogênea pode ser descrita pela soma de uma par-

cela denominada parcela de Taylor e da parcela flutuante. A mesma operação

será feita aqui, porém de uma maneira alternativa que considera ambas as

parcelas simultaneamente, reduzindo assim o número de operações e, prin-

cipalmente, facilitando a incorporação de condições de contorno quando a

análise do RVE é feita com um programa comercial.
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3.1.1 Deslocamentos lineares no contorno

Neste modelo, o campo de deslocamentos flutuantes e virtuais é dado

pela equação (2.47)

LBDVµ ≡ { ũuuµ ∈ K̃∗µ | ũuuµ(y, t) = 0 ∀ y ∈ ∂Ωµ }

fazendo com que o deslocamento no contorno do RVE possa ser escrito como

uuuµ(y, t) = εεε(x, t) y ∀ y ∈ ∂Ωµ (3.1)

ou em componentes como

uq = εqr yr (3.2)

sendo q = 1,2,3 a direção coordenada.

Tanto (3.1) como (3.2) indicam que os deslocamentos no contorno são

linearmente dependentes da deformação homogeneizada e da coordenada do

ponto.

A Figura 9 ilustra o caso de um RVE unitário. Considerando uma

deformação εεεxx como mostrada em (3.3), o deslocamento a ser imposto nos

nós j localizados no contorno superior do RVE são dados pela expressão da

equação (3.4)

εεε =


1 0 0

0 0 0

0 0 0

 (3.3)

u j = [u j
x 0 0]T (3.4)

onde u j
x toma o valor dado na Tabela 1 segundo o nó j considerado.

Como consequência de esta ser uma operação linear, todos os nós com

a mesma coordenada em uma das direções terão, como condição de contorno,
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1 2 3 4 5
y

xx=0 x=1

1 2 3 4 5
y

xx=0 x=1 x=2

εx = 1

Figura 9: RVE na configuração original, à esquerda, e na configuração defor-
mada, à direita, após a aplicação de uma deformação normal unitária na direção
x. Os nós mostrados na aresta superior estão igualmente espaçados e mantém
esta caracterı́stica após a deformação.

Nó 1 2 3 4 5

Deslocamento 0 0.25 0.50 0.75 1

Tabela 1: Deslocamentos a serem aplicados nos nós da geometria indicada na
Figura 9 a fim de aplicar a condição de contorno de deslocamentos lineares no
contorno.

o mesmo deslocamento a ser aplicado nesta direção. Por exemplo, na Figura

9, todos os nós inicialmente na coordenada x = 1 terão como condição de

contorno um deslocamento de 1 em x, ficando na configuração final em x = 2.

A aplicação do passo de carga para os casos de cisalhamento é feita uti-

lizando uma matriz de deformação com componentes simétricas. Um exem-

plo, para uma deformação unitária nas direções 1 e 2, é mostrado na equação

que segue

εεε =


0 1

2 0
1
2 0 0

0 0 0

 (3.5)
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3.1.2 Deslocamentos periódicos no contorno

Neste modelo, o conjunto de deslocamentos flutuantes e virtuais é

dado pela equação (2.49), repetida abaixo

PBCVµ ≡
{

ũµ ∈ K̃∗µ | ũµ
(
y+, t

)
= ũµ

(
y−, t

)
∀ pares {y+,y−}

}
∈ ∂Ωµ

Considerando que o campo de deslocamentos admissı́vel é sempre

dado pela contribuição das parcelas linear e flutuante, isto é

uuuµ(y, t) = εεεy + ũuuµ(y, t) (3.6)

se tem que os deslocamentos flutuantes em pontos opostos do contorno po-

dem ser escritos como

ũuuµ(y+, t) = uuuµ(y+, t)−εεεy+ (3.7)

ũuuµ(y−, t) = uuuµ(y−, t)−εεεy− (3.8)

Como estes valores devem ser iguais, obtem-se, após breve arranjo, a

seguinte restrição a ser aplicada nos deslocamentos totais de nós opostos de

contorno:

uuuµ(y+, t)−εεεy+ = uuuµ(y−, t)−εεεy− (3.9)

onde os valores de deslocamentos uuuµ(y+, t) e uuuµ(y−, t) são desconhecidos ao

passo que a coordenada dos pontos, y+ e y−, e a deformação εεε são conhecidas.

Separando as incónigas de um lado da igualdade e os valores conheci-

dos de outro, a equação anterior é reescrita como

uuuµ(y+)−uuuµ(y−) = εεε (y+−y−) ∀ pares {y+,y−} ∈ ∂Ωµ (3.10)

A Figura 10 mostra um exemplo de RVE plano com oito nós no con-

torno. As arestas do RVE (um quadrado) são nomeadas baseadas na sua
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1
2

3

4 5

y

x
6

7

8

y-
y+

x+

x
-

Figura 10: RVE fictı́cio com nós nas arestas, nos quais serão aplicadas condições
de contorno de periodicidade.

direção com sub ı́ndice 1 se paralelo à x e 2 se paralelo à y, com um su-

pra ı́ndice que é ’-’ se a aresta é coincidente a um eixo e ’+’ caso o contrário.

Desta forma tem-se dois pares de arestas paralelas, {Λ−1 ,Λ
+
1 } e {Λ−2 ,Λ

+
2 }. A

Tabela 2 mostra os nós que correspondem a cada aresta.

Contorno Nós

Λ−2 1 4 6
Λ+

2 3 5 8
Λ−1 6 7 8
Λ+

1 1 2 3

Tabela 2: Nós pertencentes a cada aresta conforme representado na Figura 10.
Cada nó está em coluna equivalente ao seu par na aresta oposta, como por exem-
plo nós 1 e 3 nas arestas Λ−

2
e Λ+

2
, respectivamente.

Nota-se neste caso, que cada um dos vértices (pontos 1, 3, 6 e 8) estão

presentes em duas arestas de maneira que seus deslocamentos flutuantes res-

peitam as seguintes equações:

1ũµ = 3ũµ (3.11)

1ũµ = 6ũµ (3.12)

8ũµ = 3ũµ (3.13)
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8ũµ = 6ũµ (3.14)

ou equivalentemente,
1ũµ = 3ũµ = 6ũµ = 8ũµ (3.15)

Em outras palavras, o deslocamento flutuante nos vértices é igual a

uma constante, que, sem perda de generalidade, é arbitrada nula. Assim, o

deslocamento dos vertices é dado exclusivamente pela parcela linear definida

pelo tensor de deformação homogeneizado.

Caso similar ocorre num RVE em 3D, onde o valor de deslocamento

dos vértices é definido pela parcela linear enquanto o resto dos nós de con-

torno estão sujeitos a restrição de periodicidade (3.10).

Em Li e Wongsto (2004) é possı́vel encontrar um método para

implementação destas condições que já leva este efeito em consideração.

3.1.3 Tensões constantes no contorno

Nesta classe cinemática, as restrições não são explı́citas em termos de

deslocamentos, de maneira que os campos de deslocamentos microscópicos

flutuantes e virtuais cinematicamente admissı́veis são, conforme mostrado na

equação (2.51)
UBTVµ = K̃∗µ

Os deslocamentos microscópicos, uµ devem satisfazer a equação (2.6), re-

escrita abaixo, provenientes da relação intrı́nseca entre a deformação ma-

croscópica e o deslocamento no RVE:

∫
∂Ωµ

uµ⊗n d∂Ωµ = εεεVµ

Para mostrar de forma mais didática como essa equação gerará

condições de contorno possı́veis de serem aplicados no RVE, mostra-se na
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Figura 10 um exemplo utilizando um RVE em 2D. Neste caso o contorno

pode ser dividida em quatro conjuntos:

Γ+
1 ≡{ y ∈ ∂Ωµ | n(y) = [ 1 0 ]T } (3.16a)

Γ−1 ≡{ y ∈ ∂Ωµ | n(y) = [ −1 0 ]T } (3.16b)

Γ+
2 ≡{ y ∈ ∂Ωµ | n(y) = [ 0 1 ]T } (3.16c)

Γ−2 ≡{ y ∈ ∂Ωµ | n(y) = [ 0 −1 ]T } (3.16d)

de forma tal que

∂Ωµ = Γ+
1 ∪Γ−1 ∪Γ+

2 ∪Γ−2 (3.17)

o que permite que a integral da equação (2.6) seja dividida em quatro inte-

grais, cada uma com um domı́nio de integração diferente∫
Γ+

1

u⊗ [ 1 0 ]T dΓ+
1 +

∫
Γ−1

u⊗ [ −1 0 ]T dΓ−x +∫
Γ+

2

u⊗ [ 0 1 ]T dΓ+
2 +

∫
Γ−2

u⊗ [ 0 −1 ]T dΓ−2 = εεεVµ (3.18)

Chamando de ux e uy, respectivamente, as componentes do vetor uµ
nas direções x e y e aplicando o produto tensorial indicado, a equação anterior

resulta

∫
Γ+

x

 ux 0

uy 0

dΓ+
x −

∫
Γ−x

 ux 0

uy 0

dΓ−x +

∫
Γ+

y

 0 ux

0 uy

dΓ+
y −

∫
Γ−y

 0 ux

0 uy

dΓ−y =

 εxx εxy

εyx εyy

Vµ (3.19)

equação que pode, por sua vez, ser dividida em outras quatro, uma para cada

componente tensorial. Isso feito para o primeiro termo, resulta, eliminando
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os termos nulos ∫
Γ+

x

uxdΓ+
x −

∫
Γ−x

uxdΓ−x = εxxVµ (3.20)

As componentes da equação (3.19) pode, ainda, ser escrita de maneira

indicial como ∫
Γ+

j

uidΓ+
j −

∫
Γ−j

uidΓ−j = εi jVµ (3.21)

onde se mostra que a diferença das integrais do campo de deslocamentos em

um par de contorno é proporcional à deformação imposta. Esta é a equação

que permite a imposição da condição de tensões uniformes no contorno.

Esta operação pode ser realizada mediante integração numérica, uti-

lizando pontos de integração e pesos correspondentes. Uma forma simples

e viável de implementação é utilizar a coordenada dos nós como pontos de

integração, avaliando nestes os valores de deslocamento e tomar como pesos

de integração os setores de área (ou segmentos) de contorno vinculado ao nó.

Sendo N+ e N− o número de nós em cada aresta do par e ak o peso do k-ésimo

nó na integração (superfı́cie ou comprimento equivalente do nó), a equação

(3.20) é escrita na forma discreta como

N+∑
k=1

akuk
x −

N−∑
k=1

akuk
x = εxxVµ (3.22)

equação que é utilizada para gerar as condições de contorno para todos os

pares de contornos.

Por questão de simplicidade, o exemplo foi feito para o caso 2D,

porém esta abordagem pode ser usada sem quaisquer dificuldades ou nuances

adicionais para um caso 3D.
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3.2 DETERMINAÇÃO DAS PROPRIEDADES EFETIVAS A PARTIR
DA MATRIZ ANISOTRÓPICA

A operação de homogeneização acima apresentada fornece uma ma-

triz constitutiva do material que depende das caracterı́sticas microestruturais

e, em termos gerais, é anisotrópica.

Entretanto, um dos objetivos deste trabalho é a identificação de um

módulo volumétrico K e um módulo de cisalhamento G que representem

o material e permitam o cálculo de velocidade de onda volumétrica e cisa-

lhante. Estas propriedades correspondem a um material isotrópico. Assim,

para o cálculo destes coeficientes, optou-se por encontrar a matriz isotrópica

mais próxima da matriz obtida através do processo de homogeneização. Para

tal utilizou-se um processo de minimização de uma norma que quantifica a

diferença entre as duas matrizes, anisotrópica e isotrópica.

Os coeficientes de uma matriz elástica isotrópica dependem de K e G

segundo a expressão

Ciso =



C1 C2 C2 0 0 0

C1 C2 0 0 0

C1 0 0 0

C3 0 0

C3 0

sim C3


(3.23)

onde C1, C2 e C3 assumem os valores dados nas equações que seguem:

C1 = K +
4G
3

(3.24)

C2 = K −
2G
3

(3.25)

C3 = G (3.26)
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Por outro lado, a matriz anisotrópica resultante do processo de

homogeneização é dada genericamente por

Caniso =



C11 C12 C13 C14 C15 C16

C22 C23 C24 C25 C26

C33 C34 C35 C36

C44 C45 C46

C55 C56

sim C66


(3.27)

O processo de mı́nimo é realizado através da operação

min
G,K

D(G,K) (3.28)

onde

D(G,K) =
∑

i

∑
j

(
Caniso

i j −Ciso
i j

)2
(3.29)

assim os valores G, módulo de cisalhamento, e K, módulo volumétrico, mi-

nimizadores do problema acima, serão os coeficientes homogeneizados da

amostra.

O módulo de cisalhamento é definido como a razão entre a tensão de

cisalhamento e a deformação de cisalhamento (LERNER, 1996)

G ≡
τxy

γxy
(3.30)

com τxy sendo a tensão cisalhante e γxy a deformação cisalhante.

O módulo volumétrico é definido como a razão entre a pressão apli-

cada e a deformação relativa do material. Em outras palavras, é uma cons-

tante que descreve como um sólido ou fluido tende a se deformar em todas as

direções quando encontra-se carregado hidrostaticamente (BAUER et al., 2013)
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K ≡ −V
∂P
∂V

(3.31)

onde V é o volume da amostra e P é a pressão aplicada.

Valores tı́picos destas propriedades para arenitos (rochas analisadas

neste trabalho, veja Capı́tulo 4) encontrados em trabalhos disponı́veis na lite-

ratura (ANDRä et al., 2013b) são de 19 a 23 GPa para o módulo de cisalhamento

e de 18 a 20 GPa para o módulo volumétrico. Os valores variam em função

dos diferentes métodos usados para obtenção dos resultados.
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4 RESULTADOS

4.1 CONSIDERAÇÕES GERAIS

São apresentados no presente capı́tulo as considerações e os resultados

de alguns dos estudos feitas utilizando o modelo desenvolvido ao longo do

trabalho.

4.1.1 Geometrias

Os estudos aqui presentes são fruto do tratamento de duas amostras ro-

chosas (arenitos) diferentes, digitalizadas através de microtomografias, cha-

madas aqui de MP1 e MP2.

A microtomografia MP1 fornece uma amostra com 3003 voxels, mos-

trada na Figura 11. Em 11a tem-se uma imagem 3D da geometria completa

e em 11b tem-se uma representação da um recorte do interior da amostra, no

qual é possı́vel observar a complexa estrutura porosa presente neste tipo de

rocha. Nesta microtomografia, cada voxel representa um cubo de 4,6 µm de

aresta, fazendo com que a amostra total seja um cubo com 1380 µm de aresta.

Esta geometria será tratada no que segue como MP1 300, devido ao nome da

microtomografia da qual ela provem e do número de voxels em cada aresta.

A microtomografia MP2 fornece uma representação da amostra ro-

chosa com 6003 voxels. Dela, duas geometrias são geradas: uma da amostra

completa, com 600 voxels por aresta, e outra com 300 voxels por aresta, que

é uma sub-amostra da primeira. Estas geometrias serão chamadas, respecti-

vamente, de MP2 600 e MP2 300. Nesta microtomografia, cada voxel repre-

senta um cubo de 5,6 µm de aresta, de forma que as geometrias sejam cubos

com 3360 e 1680 µm de aresta.

Uma representação 3D da geometria MP2 300 é mostrada na Figura
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(a) Geometria (b) Recorte da geometria

Figura 11: Imagem da geometria MP1 300. Obtida através de microtomografia,
ela é representada por 3003 voxels, com cada voxel tendo 4,6 µm de aresta. Verde
e branco representam os grãos enquanto vermelho e preto representam poros.

(a) Geometria (b) Recorde da geometria

Figura 12: Imagem da geometria MP2 300. Obtida através de microtomografia,
ela é representada por 3003 voxels, com cada voxel tendo 5,6 µm de aresta. Verde
e branco representam os grãos enquanto vermelho e preto representam poros.

12a e um recorte da mesma na Figura 12b. A geometria MP2 600 é mostrada

em 3D na Figura 13.
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Figura 13: Imagem da geometria MP2 600. Obtida através de microtomografia,
ela é representada por 6003 voxels, com cada voxel tendo 5,6 µm de aresta. Verde
representa os grãos enquanto vermelho representa poros.

4.1.2 Propriedades materiais

Para estimar as propriedades elásticas efetivas das rochas mostradas na

seção anterior utilizou-se propriedades materiais que representam arenitos.

O principal constituinte desse tipo de rocha é o quartzo, havendo ou-

tros mineirais, em menor escala, como calcita e dolomita.

É mostrado na literatura (ARNS et al., 2007) que pode-se representar

a fase sólida das rochas arenı́ticas apenas com as propriedades mecânicas do

quartzo e obter boa concordância com resultados experimentais. Desta forma,

se adotou essa abordagem. Os vazios são representados por elementos com

propriedades de rigidez iguais a 1x10−2 (equivalente a aproximadamente 1
4000

do módulos de rigidez do arenito). Desta maneira representa-se os vazios e
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Densidade 1, quartzo 0,75 0,50 0,25 0, vazio

K [GPa] 37 15,61 1,95 0,03 0,01
G [GPa] 44 18,56 2,32 0,04 0,01

Tabela 3: Propriedades materiais utilizadas nas homogeneizações realizadas. Va-
lores retirados de Andrä et al. (2013b). Propriedades para densidades inter-
mediárias calculadas segundo equação (4.1).

se evita o aparecimento de singularidades na solução do sistema linear. .

As propriedades utilizadas para o quartzo são mostradas na Tabela 3.

4.1.3 Redução do número de voxels da geometria

Devido a limitações computacionais, as simulações não puderam ser

realizadas contando com número de voxels total das geometrias obtidas por

microtomografia (3003 e 6003). Para contornar tal limitação, foi feito um

tratamento para reduzir o número de voxels utilizados na representação da

estrutura rochosa.

O algoritmo criado recebe como dados de entrada a geometria origi-

nal (a qual se deseja reduzir) em forma de voxels e a quantidade de elemen-

tos finitos hexaédricos com que se deseja realizar a análise e operação de

homogeneização. Como o número de elementos da nova geometria é me-

nor do que a original, existirão diversos voxels ocupando o espaço que será,

posteriormente, ocupado por um único elemento. Cada voxel das geometrias

provenientes das microtomografias tem associado a si uma propriedade ma-

terial indicada como 0 se vazio ou 1 se sólido. Caso o elemento finito esteja

composto apenas por voxels sólidos, será adotado para este elemento a propri-

edade do quartzo. Se, pelo contrário, for composto apenas por voxels vazios,

a propriedade deste será vinculada a um material suficientemente flexı́vel.

A dificuldade surge quando um elemento finito ocupa uma região do

contorno dos poros, contendo voxels sólidos e vazios. Algumas alternati-



71

vas podem ser adotadas neste caso. Para este trabalho, foram testadas duas

soluções. A primeira é atribuir a propriedade sólido se a função da fração de

volume entre sólido e vazio (densidade) existente neste elemento for maior

que 50% e vazio caso contrário. A segunda é atribuir uma propriedade inter-

mediária (fases) para este elemento, proporcional à fração de volume menci-

onada.

Em homogeneização é frequente a utilização de leis que relacionam as

propriedades mecânicas do material com a sua fração de volume (doravante

chamada de densidade), ρ, do tipo (HASSANI; HINTON, 1999)

Kρ = ρ3 Kquartzo Gρ = ρ3 Gquartzo (4.1)

Escolheu-se, neste trabalho, criar três fases intermediárias entre a ma-

triz (sólido) e os vazios, representando densidades de 25, 50 e 75%. A fase

do material é aquela que a média da densidade calculada pelo algoritmo está

mais perto do valor correspondente à fase.

Uma esquematização do processo de definição da densidade dos ele-

mentos é mostrada nas Figuras 14a e 14b. Comparações entre estes dois di-

ferentes métodos foram realizados e são mostrados neste capı́tulo. Eles serão

chamados de ’2 fases’ e ’5 fases’.

4.2 ESTUDO DE CONVERGÊNCIA EM RELAÇÃO AO TAMANHO
DO RVE CONSIDERANDO A PERIODICIDADE DA MICROES-
TRUTURA

O objetivo deste estudo é verificar, para uma dada resolução fixa de

descrição da geometria (isto é, para um mesmo número de voxels num único

elemento finito), como se comporta a solução da homogeneização com o au-

mento do tamanho do RVE. Para tal estudo, escolheu-se arbitrariamente um
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Figura 14: Ilustração do algoritmo usado para a definição das propriedades ma-
teriais aplicadas nos elementos em função da fração de volume.

padrão, obtido através de um tratamento na geometria original MP1 300 e

foram simuladas três células geradas pela repetição linear deste padrão.

As geometrias são mostradas na Figura 15. Na primeira, Figura 15a, é

mostrado o padrão escolhido. Para a geração dessa geometria, uma amostra

de 1003 elementos foi retirada da geometria original e, reduzindo para 303

elementos finitos, utilizando o procedimento descrito na seção anterior com

duas fases. Nas figuras 15b e 15c se ilustram as outras duas geometrias uti-

lizadas neste estudo, geradas pela repetição linear da malha da Figura 15a

em cada direção, resultando em geometrias com 603 e 903 elementos finitos,

respectivamente.

As figuras 16 e 17 mostram os resultados obtidos nas análises. A pri-

meira mostra o módulo volumétrico homogeneizado, K, enquanto a segunda

mostra o módulo de cisalhamento, G. Observando os gráficos, é possı́vel notar

que os valores das duas propriedades obtidos com a condição de deslocamen-

tos periódicos no contorno (PBC) se mantém praticamente constantes, com

K ≈ 27GPa e G ≈ 30GPa. As simulações utilizando as duas outras condições

apresentaram valores qualitativamente esperados, com UBT ficando abaixo
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(menos rı́gido) dos valores de PBC e LBD acima (mais rı́gido) dos dois.

Percebe-se que os valores das análises com tensões constantes no con-

torno ficaram bem mais distantes da curva PBC do que o modelo com deslo-

camentos lineares no contorno. As propriedades elásticas efetivas com LBD

para três repetições ficaram em K ≈ 28GPa e G ≈ 31GPa, uma diferença na

ordem de 3%. Já os valores com UBT, K ≈ 18GPa e G ≈ 23GPa, repre-

sentando uma diferença percentual de 33% e 25%, respectivamente, quando

comparados com aqueles obtidos utilizando a condição PBC.

As curvas de convergência mostram, assim, o comportamento espe-

rado: mantendo a mesma resolução de representação geométrica da micro-

estrutura, ao aumentar o tamanho de repetições da microstrutura no RVE há

uma tendência à convergência dos valores homogeneizados, sendo que o LBD

fornece um limite superior enquanto o UBT fornece um limite inferior

Além disto, mostra que para tais casos, onde a microstrutura pode

ser descrita pela repetição de um padrão regular, a condição PBC é a mais

indicada para a obtenção de propriedades efetivas.

(a) 303 elementos (b) 603 elementos (c) 903 elementos

Figura 15: Geometrias geradas utilizando o método descrito no estudo 4.2. As
geometrias são criadas pela repetição linear do mesmo padrão, apresentado em
(a).
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Figura 16: Módulo volumétrico homogeneizado obtido utilizando 1, 2 e 3
repetições lineares da microestrutura básica, para as três condições de contorno
diferentes.
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Figura 17: Módulo de cisalhamento homogeneizado obtido utilizando 1, 2 e 3
repetições lineares da microestrutura báscia, para as três condições de contorno
diferentes.
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4.3 ESTUDO DE CONVERGÊNCIA EM RELAÇÃO AO TAMANHO
DO RVE CONSIDERANDO MICROSTRUTURA NÃO PERIÓDICA
(ROCHA)

O objetivo deste estudo é observar a variação que ocorre nos resulta-

dos obtidos utilizando diferentes tamanhos de RVE, mas agora sendo tratados

com microestruturas representativas de amostras de rocha. Neste caso, o au-

mento do RVE não envolverá uma repetição da microestrutura como no caso

anterior. Os RVEs foram construı́dos utilizando as geometrias de MP1 300 e

MP2 300.

Como a microtomografia MP1 tem cada voxel representando 4,6 µm

de aresta, o tamanho da aresta da geometria com 1003 é 460 µm, de 2003 é

920 µm e de 3003 é 1380 µm. Já para MP2, na qual cada voxel representa

5,6 µm, os volumes tem arestas de 560 µm, 1120 µm e 1680 µm.

De forma a viabilizar a análise de Elementos Finitos, cada um destes

RVE teve o seu número de elementos reduzido, cuidando para que a resolução

dos elementos finitos seja mantida em cada caso, de maneira a representar

igualmente as caracterı́sticas geométricas da microestrutura. Assim, os RVEs

de 1003 foram reduzidos para 303, os RVEs de 2003 foram reduzidos para 603

e, finalmente, os RVEs de 3003 foram reduzidos para 903 elementos finitos.

Ressalta-se que a redução feita nas três geometrias obedece a mesma

proporção, de dez voxels na geometria original para três na reduzida fazendo

com que cada elemento finito represente o mesmo volume em todas as três

geometrias. Busca-se com isto que todas as análises sejam realizadas com

malhas de elementos finitos que representem a geometria da microestrutura

com a mesma resolução, isolando esta variável das comparações.

Por outro lado, sabendo a priori que a geometria irregular dos poros

na microestrutura tem influência nos resultados de homogeneização quando

representada em forma pobre, foram feitas comparações utilizando 2 e 5 fases
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(a) Duas fases (b) Cinco fases

Figura 18: Amostra de 1003 voxels discretizada com 303 elementos finitos utili-
zando duas e cinco fases, represetando uma amostra com 460 µm de aresta.

de material para aqueles elementos que possuem intersecção com o contorno

da microestrutura.

4.3.1 RVEs baseados em MP1 300

As geometrias geradas para este estudo são mostradas nas figuras 18a

e 18b, respectivamente, as geometrias com 303 voxels, 460 µm de aresta,

segmentadas em duas e cinco fases diferentes. As geometrias com 603 ele-

mentos, 920 µm de aresta, são mostradas nas figuras 19a e 19b, segmentadas

com duas e cinco fases respectivamente. Já as figuras 20a e 20b mostram a

geometria com 903 elementos, 1380 µm de aresta, para duas e cinco fases,

nesta ordem.

Os resultados obtidos para as geometrias acima descritas segmenta-

das em duas fases são mostradas nas figuras 21 e 22. A primeira mostra o

módulo volumétrico efetivo para cada uma das geometrias em cada condição

de contorno, enquanto a segunda mostra o módulo de cisalhamento efetivo,

nas mesmas condições.
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(a) Duas fases (b) Cinco fases

Figura 19: Amostra de 2003 voxels discretizada com 603 elementos finitos utili-
zando duas e cinco fases, represetando uma amostra com 920 µm de aresta.

(a) Duas fases (b) Cinco fases

Figura 20: Amostra de 3003 voxels discretizada com 303 elementos finitos utili-
zando duas e cinco fases, represetando uma amostra com 1380 µm de aresta.

O comportamento relativo das curvas entre si é semelhante para as

duas propriedades e mostra que as curvas LBD e PBC seguem bem próximas.

Quando comparadas às outras duas condições, as análises utilizando

tensões constantes no contorno (UBT) apresentam valores muito distantes
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Figura 21: Módulo volumétrico homogeneizado obtido para diferentes amostras
da geometria MP1 300 segmentadas com duas fases, utilizando as três condições
de contorno diferentes.

para os dois menores RVEs. Já para o maior, o resultado das simulações utili-

zando UBT tem apenas uma pequena diferença para as outras duas condições

de contorno. Em especial, para o módulo de cisalhamento (Figura 22), o va-

lor obtido em UBT está bem próximo dos outros dois. Nota-se uma grande

evolução nos valores do RVE intermediário para o maior RVE.

Destaca-se ainda, que, para o módulo volumétrico, não há nenhuma

evolução no valor para a condição UBT com os dois menores RVEs (30 e

60).

Os resultados obtidos para as geometrias com cinco fases são mostra-

dos, respectivemente, nas figuras 23 e 24. A primeira mostra a evolução do

módulo volumétrico e a segunda do módulo de cisalhamento homogeneizado

com o aumento do tamanho da amostra.

Da mesma forma que ocorrido para as geometrias discretizadas com

duas fases, as curvas de LBD e PBC caminham bem próximas.

Os valores obtidos utilizando trações constantes no contorno estão
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Figura 22: Módulo de cisalhamento homogeneizado obtido para diferentes amos-
tras da geometria MP1 300 segmentadas com duas fases, utilizando as três
condições de contorno diferentes.

bem afastados dos outros dois para a menor geometria. Esta distância dimi-

nui para a intermediária e evolui para valores satisfatórios na terceira, ficando

muito próximo das outras duas condições.

Isto pode ser observado na Figura 24, por exemplo, que mostra que o

módulo de cisalhamento na condição UBT quase coincide com o valor obtido

para a condição PBC.

4.3.2 RVEs baseados em MP2 300

O mesmo procedimento descrito em 4.3.1 , para a rocha MP1 300, foi

aplicado na amostra MP2 300.

A Figura 25 mostra as geometrias com duas (25a) e cinco (25a) fases.

Elas foram criadas retirando uma amostra de 1003 elementos da geometria

original, MP2 300, e utilizando a técnica de redução do número de voxels,

descrita em 4.1.3, reduziu-se para 303 voxels.
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Figura 23: Módulo volumétrico homogeneizado obtido para diferentes amostras
da geometria MP1 300 segmentada com cinco fases, utilizando as três condições
de contorno diferentes.
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Figura 24: Módulo de cisalhamento homogeneizado obtido para diferentes amos-
tras da geometria MP1 300 segmentada com cinco fases, utilizando as três
condições de contorno diferentes.
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(a) Duas fases (b) Cinco fases

Figura 25: Amostra de 1003 voxels discretizada com 303 elementos finitos utili-
zando duas e cinco fases, represetando uma amostra com 560 µm de aresta.

A segunda geometria é uma amostra de 2003 voxels, retirada da rocha

original e reduzida para 603 voxels. É mostrada segmentada em duas fases na

Figura 26a e em cinco fases na 26b.

Por último, a geometria original foi reduzida para uma com 903 ele-

mentos, e depois segmentada em duas e cinco fases, como mostrada nas Fi-

guras 27a e 27b respectivamente.

A Figura 28 mostra os módulos volumétricos efetivos para as geome-

trias com duas fases. Já na Figura 29 são mostrados os módulos de cisalha-

mento efetivos.

Nestes gráficos é possı́vel notar um comportamento não observado

anteriormente e diferente do esperado. Os valores obtidos para ambas pro-

priedades na condição com tensões constantes no contorno diminui com o

aumento do tamanho da menor geometria para a intermediária. Porém, ao au-

mentar ainda mais o tamanho da amostra analisada, passando da intermediária

para a maior, há o enrijecimento esperado.

Deve-se notar que, diferentemente do exemplo 4.2, ao aumentar o

RVE neste caso, não há repetição de um padrão de microestrutura, sendo
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(a) Duas fases (b) Cinco fases

Figura 26: Amostra de 2003 voxels discretizada com 603 elementos finitos utili-
zando duas e cinco fases, represetando uma amostra com 1020 µm de aresta.

(a) Duas fases (b) Cinco fases

Figura 27: Amostras utilizadas na análise de convergência da geometria MP2
300. O tamanho do voxel foi aumentado na proporção de 3 para 10. A
segmentação foi feita em duas e cinco fases. A amostra conta com 1680 µm de
aresta

incorporadas novas geometrias cuja rigidez homogeneizada pode variar alte-

rando um padrão monotônico de convergência. Espera-se entretanto que para

um RVE suficientemente grande, esta convergência seja observada.
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Figura 28: Módulo volumétrico homogeneizado obtido para diferentes amostras
da geometria MP2 300 segmentada com duas fases, utilizando as três condições
de contorno diferentes.
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Figura 29: Módulo de cisalhamento homogeneizado obtido para diferentes amos-
tras da geometria MP2 300 segmentada com duas fases, utilizando as três
condições de contorno diferentes.
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Figura 30: Módulo volumétrico homogeneizado obtido para diferentes amostras
da geometria MP2 300 segmentada com cinco fases, utilizando as três condições
de contorno diferentes.

Considerando os fatos mencionados anteriormente, as curvas mostram

que com o aumento do tamanho da amostra há uma convergência nos valo-

res, principalmente ao notar-se que os valores homogeneizados para a maior

geometria são muito próximos.

São apresentados nas figuras 30 e 31, respectivamente, os módulos

volumétrico e de cisalhamento homogeneizados, para as geometrias discreti-

zadas em cinco fases.

Como para as geometrias com duas fases, há uma inesperada redução

da rigidez para a geometria intermediária com a condição com tensões cons-

tantes no contorno.

Além disso, outro fato diferente ocorreu, com o valor do módulo de

cisalhamento homogeneizado para a condição com tensões constantes ficando

acima do com deslocamentos periódicos.

Os valores das curvas LBD e PBC começam relativamente próximos

e se aproximam mais ainda com o aumento da amostra simulada. Já a curva
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Figura 31: Módulo de cisalhamento homogeneizado obtido para diferentes amos-
tras da geometria MP2 300 segmentada com cinco fases, utilizando as três
condições de contorno diferentes.

UBT começa mais afastada, mas, para a maior geometria, apresenta valores

bem próximas das demais, mostrando que esta condição necessita de uma

amostra maior que as outras para alcançar valores confiáveis.

4.4 COMPARAÇÃO ENTRE SEGMENTAÇÃO COM DUAS E CINCO
FASES

Visando avaliar a influência do tipo de segmentações com duas ou

cinco fases os gráficos dos resultados em 4.3 são adaptados para ressaltar esta

comparação.

4.4.1 RVEs baseados em MP1 300

As geometrias consideradas nesta análise são as mesmas da Seção

4.3.1, mostradas nas figuras 18, 19 e 20.
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Os resultados das figuras 22 e 24, que mostram os resultados indivi-

duais do módulo de cisalhamento para a geometria com duas e cinco fases,

respectivamente, são mostrados, juntos, na Figura 32. Nesta figura, os resul-

tados para duas fases são representados pelas linhas vermelhas. Já as linhas

pretas mostram os resultados para a geometria com cinco fases.

O mesmo procedimento foi feito para o módulo volumétrico. A Fi-

gura 33 compila os mesmos resultados mostrados nas figuras 21 e 23 para,

respectivamente, duas e cinco fases.

Comparando os resultados, é possı́vel notar que para as condições

LBD e PBC os valores com cinco fases são menores, i.e. a geometria apre-

senta uma rigidez menor, enquanto para a UTB os resultados mostram uma

rigidez maior.

O fato de UTB ter uma rigidez maior e LBD uma menor faz com que

os contornos inferior e superior dos valores esperados estejam mais próximas.

Isto quer dizer que os resultados para as geometrias se aproximam mais de

um resultado central (se aproximando mais da convergência) que a mesma

geometria segmentada com duas fases.

4.4.2 RVEs baseados em MP2 300

Os resultados obtidos com as geometrias mostradas na seção 4.3.2, nas

figuras 25, 26 e 27 são usados nesta análise.

Nas Figuras 34 e 35 são mostrados os módulos de cisalhamento e vo-

lumétrico, respectivamente, homogeneizados, para as geometrias segmenta-

das em duas e cinco fases, compilando resultados já mostrados anteriormente

nas figuras 28, 30, 29 e 31.

É possı́vel observar que as curvas para LBD e PBC para a geometria

com cinco fases (curvas em preto) apresentam resultados menores, i.e. menos

rı́gidos, do que aquelas para a geometria com duas fases.
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Figura 32: Comparação entre os módulos de cisalhamento homogeneizados ob-
tidos para amostras de diferentes tamanhos retiradas de MP1 300, segmentadas
com duas e cinco fases, utilizando as três condições de contorno diferentes.
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Figura 33: Comparação entre os módulos volumétricos homogeneizados obtidos
para amostras de diferentes tamanhos retiradas de MP1 300, segmentadas com
duas e cinco fases, utilizando as três condições de contorno diferentes.
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Figura 34: Comparação entre os módulos de cisalhamento homogeneizados ob-
tidos para amostras de diferentes tamanhos retiradas de MP2 300, segmentadas
com duas e cinco fases, utilizando as três condições de contorno diferentes.

Para a condição com tensões constantes no contorno, tem-se resulta-

dos bastante semelhantes para os dois tipos de segmentação, ao contrário do

apresentado nas geometrias MP1 300, na qual a geometria com cinco fases,

com a condição UBT, apresentava valores mais rı́gidos do que os apresenta-

dos pela geometria de duas fases.

Como consequência da menor rigidez apresentada pelas geometrias

com cinco fases nas condições LBD e PBC, os valores finais para a geome-

tria maior ficaram mais próximos entre si para segmentação com cinco fases

do que para duas fases, mostrando que é possı́vel obter uma melhor taxa de

convergência de tal forma.
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Figura 35: Comparação entre os módulos volumétricos homogeneizados obtidos
para amostras de diferentes tamanhos retiradas de MP2 300, segmentadas com
duas e cinco fases, utlizando as três condições de contorno diferentes.

4.5 ESTUDO DA VIABILIDADE DE ESTIMATIVA DE PROPRIEDA-
DES USANDO SUB-AMOSTRAS DO RVE

Através deste estudo, procura-se investigar se é possı́vel determinar

as propriedades efetivas de uma amostra com um grande número de voxels

através da média das propriedades de sub-amostras desta geometria.

A amostra rochosa estudada é a MP2 600, mostrada na Figura 13, que

conta com 6003 voxels com 5,6 µm de aresta.

Os testes foram realizados com dois tamanhos diferentes de sub-

amostras. No primeiro, elas foram geradas a partir da divisão da geometria

original em 3x3x3 = 27 subgeometrias de 2003 voxels cada uma, que foram

reduzidas para 603 elementos finitos e segmentadas utilizando cinco fases.

No segundo teste a geometria original foi dividida em 2 x 2 x 2 = 8

subgeometrias com 3003 da geometria original, reduzidas para 903 elementos

finitos cada uma com segmentação de cinco fases.
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4.5.1 Amostras 603

Exemplos das geometrias analisadas neste estudo são mostrados na

Figura 36. Observando os resultados sumarizados na Tabela 4 e mostrados

nas figuras 37 e 38, que apresentam os valores das propriedades homogêneas

obtidas para cada sub-amostra em função da sua porosidade, e , nota-se que:

1. As análises com condição LBD são as que apresentam os valores mais

elevados, como esperado. Também são os que apresentam menor dis-

persão (menor coeficiente de variação).

2. Simulações com UBT resultam em valores bem dispersos e muito bai-

xos, principalmente se for observada a região com porosidade média,

0,22, nota-se que os resultados estão bem mais distantes do que para as

mesmas geometrias com as outras duas condições.

3. A condição com deslocamentos periódicos no contorno (PBC) resulta

em valores intermediários entre as duas outras condições. O coefici-

ente de variação também é intermediário com relação aos casos com as

outras duas condições.

4. No gráfico é possı́vel observar a dependência das propriedades com a

porosidade. Isso é visto pela tendência formada nos gráficos para os

casos LBD e PBC.

5. A causa da grande variação nos resultados para UBT pode estar na

quantidade de poros no contorno do RVE. Como são aplicadas tensões

no contorno, uma grande quantidade de vazios na mesma dificultaria

tal tarefa.
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Figura 36: Exemplos de sub-amostras analisadas neste estudo. As geometrias
tem 603 elementos e representam 1

27 da geometria MP2 600.
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Figura 37: Módulo volumétrico homogeneizado obtido para as geometrias ana-
lisadas utilizando as três condições de contorno diferentes.



92

Propriedade CC Mı́nimo Máximo Média Coef. de Variação

Porosidade - 0,164 0,267 0,214 0,107
K LBD 17,79 23,94 20,44 0,070
K PBC 15,56 22,72 18,67 0,088
K UBT 7,56 20,77 12,73 0,252
G LBD 19,58 26,78 22,69 0,074
G PBC 15,90 24,22 19,43 0,100
G UBT 7,33 23,18 13,82 0,266

Tabela 4: Resultados mı́nimos, máximos e médios obtidos para o módulo de cisa-
lhamento e volumétrico nas 27 subamostras com 603 voxels com as três condições
de contorno estudadas.

Figura 38: Módulo de cisalhamento homogeneizado obtido para as geometrias
analisadas utilizando as três condições de contorno diferentes.

4.5.2 Amostras 903

Os resultados das análises das oito geometrias geradas são mostradas

nos gráficos 39 e 40 e na Tabela 5. Nota-se que:

1. Como esperado, as análises usando LBD apresentam os valores maio-

res de rigidez, seguidos por PBC e depois UBT.
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Figura 39: Módulo volumétrico homogeneizado obtido para as geometrias ana-
lisadas utilizando as três condições de contorno diferentes.

2. Não é possı́vel observar claramente nos gráficos uma tendência da in-

fluência da porosidade na rigidez, como para os casos com 603 ele-

mentos. Isto pode se dever ao fato de haver um número insuficiente de

amostras para representar tal fenômeno.

3. Novamente os casos UBT mostram uma grande variação nos resultados

apresentados, com altos coeficiente de variação.

4. Tanto os casos de LBD quanto os de PBC apresentam coeficientes de

variação na mesma ordem de grandeza.

4.5.3 Comparação entre 603 e 903

Ao se comparar os resultados obtidos nas análises com amostras de

603 e 903 pode-se fazer algumas conclusões sobre influência do tamanho das

sub-amostras no resultado. Sumariza-se os resultados médios das análises na
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Figura 40: Módulo de cisalhamento homogeneizado obtido para as geometrias
analisadas utilizando as três condições de contorno diferentes.

Propriedade CC Mı́nimo Máximo Média Coef. de Variação

Porosidade - 0,200 0,230 0,214 0,042
K LBD 18,28 20,17 19,48 0,033
K PBC 17,64 19,22 18,48 0,028
K UBT 12,40 17,79 15,47 0,124
G LBD 18,20 20,11 19,19 0,032
G PBC 19,51 21,95 21,15 0,038
G UBT 11,70 19,14 16,54 0,150

Tabela 5: Resultados mı́nimos, máximos e médios obtidos para o módulo de cisa-
lhamento e volumétrico nas 8 subamostras com 903 voxels com as três condições
de contorno estudadas.

Tabela 6.

A análise dos resultados mostra que há uma melhora dos resultados

para o caso LBD quando se aumenta o tamanho da amostra. Há uma redução

de 5% e 7% nos valores de K e G, respectivamente, quando se aumenta o

tamanho da amostra.

Para a condição UBT há um aumento de 16% e 17% nos valores de de
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Propriedade CC Média Coef. de Média Coef. de
60 Variação 60 90 Variação 90

Porosidade - 0,214 0,107 0,214 0,042
K LBD 20,44 0,070 19,48 0,033
K PBC 18,67 0,088 18,48 0,028
K UBT 12,73 0,252 15,47 0,124
G LBD 22,69 0,074 21,15 0,032
G PBC 19,43 0,100 19,19 0,038
G UBT 13,82 0,266 16,54 0,150

Tabela 6: Resultados médios de módulo volumétrico e cisalhamento obtidos nas
análises de subamostras com 603 e 903 voxels.

K e G respectivamente, tomando como referência o valor obtido para análise

com a maior sub-amostra. Há também uma redução no desvio padrão. Com

condições periódicas a diferença é pequena para os dois casos, na ordem de

1%.

Considerando essas observações, é possı́vel concluir que as amostras

com 603 são suficientes para representar a amostra com condições periódicas,

visto a pequena diferença nos resultados quando se aumenta a amostra.

Para as análises com LBD, há uma redução considerável nos valores e

as médias se aproximam bastante daquelas com PBC, mas não se pode afirmar

que o tamanho da amostra seja suficiente para representar a geometria.

Já os valores médios obtidos nas análises com UBT estão distantes das

obtidas com outras condições de contorno, mostrando que amostras maiores

são necessárias.

O menor desvio padrão obtido nas análises com 903 elementos mostra

que tais análises conduzem a valores de homogeneização mais confiáveis e

repersentativos do material.
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5 DISCUSSÕES E CONSIDERAÇÕES FINAIS

A caracterização de rochas de reservatório é um passo importante para

o melhor entendimento e interpretação de dados sı́smicos obtidos durante a

prospecção de campos de petróleo.

O objetivo deste trabalho foi desenvolver um método numérico capaz

de fornecer propriedades elásticas efetivas tendo como entrada a geometria

digitalizada de uma rocha e as propriedades elásticas de seus constituintes.

Tal modelo foi elaborado e implementado em um software comercial de Ele-

mentos Finitos.

Como parte desse processo, um estudo sobre os diferentes tipos de

abordagem para este problema foi feito, considerando os dois principais

métodos presentes na literatura, dinâmicos e quasiestáticos. O modelo de

homogeneização foi escolhido e detalhado, assim como as diferentes classes

de periodicidade utilizadas. A formulação foi adaptada para a forma discreta,

possibilitando assim a sua implementação num código numérico.

Devido à limitações computacionais foi necessário se reduzir o

número de elementos usados na amostra. Para tal, se desenvolveu um código

que recebe a geometria original e a discretiza com o número de elementos

desejado, preservando as caracterı́sticas geométricas da mesma. Esta nova

geometria pode ser descrita com dois materiais ou mais (considera-se então

materiais intermediários entre matriz e vazios) de forma a suavizar a fronteira

entre matriz e poros.

A solução do problema através do modelo desenvolvido, por fim,

passa por diversas etapas. Começa pela redução do número de voxels da

amostra, determinação do número de fases com que se deseja representar a

geometria, escolha entre as três condições de contorno estudadas, realização

dos ensaios numéricos, extração da matriz constitutiva equivalente e a

extração das propriedades elásticas equivalentes isotrópicas.
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Tendo todo este aparato pronto, foi possı́vel realizar alguns ensaios

com amostras de arenitos obtidos através de microtomografia. Dentre os estu-

dos realizados procurou-se observar como o modelo e as diferentes condições

de contorno se comportam: aumentando o número de repetições da micro-

estrutura dentro do RVE; aumentando o tamanho da amostra da rocha; uti-

lizando duas ou cinco fases para a definição da geometria; utilizando sub-

amostras do RVE para calcular as propriedades do RVE completo.

A utilização de um código comercial inviabilizou o tratamento

numérico das condições de contorno de maneira a reduzir o tamanho e

acoplamento das equações. No caso, por exemplo, de condições de contorno

com deslocamentos flutuantes periódicos no contorno (PBC), cada restrição

associando o deslocamento relativo entre dois nós envolve a adição de três

equações no sistema. Isto, ampliado para o número de nós da superfı́cie

do RVE, não somente faz aumentar em forma significativa o número de

equações, mas também modifica a estrutura do sistema algébrico reduzindo

de forma importante a performance de solução. Códigos próprios entre-

tanto permitem tratamentos mais eficientes como eliminação de equações e

variáveis, reduzindo e não ampliando o sistema.

Durante estes estudos pôde-se observar que, de maneira geral, os re-

sultados confirmam a literatura, mostrando que a condição LBD é a mais

rı́gida dentre as três, fornecendo um limite superior para as propriedades efe-

tivas enquanto a UBT é a que impõe menos rigidez ao sistema, configurando

um limite inferior para tais valores. A condição PBC apresenta valores inter-

mediários entre as duas.

Notou-se também que, geralmente, com o aumento do tamanho da

amostra ou do número de repetições da célula básica, os valores para LBD

e UBT foram se aproximando dos de PBC, configurando o efeito da con-

vergência das propriedades aos valores esperados.

Ainda, para um material com microestrutura periódica, onde é possı́vel
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isolar a célula básica desta microestrutura, a condição PBC apresentou os

mesmos resultados para a célula básica e também para RVEs com repetição

linear de duas e três células por aresta, mostrando-se recomendável para este

tipo de estrutura. As outras duas condições, LBD e UBT, definiram os limites

superiores e inferiores para os resultados, aproximando-se de PBC com o

aumento do número de repetições da célula básica.

Observou-se em quase todos os estudos que o aumento do tamanho da

amostra analisada leva os resultados obtidos para as três condições de con-

torno para valores mais próximos, mostrando que estes estão convergindo,

tanto para duas quanto para cinco fases.

Quando comparados, os resultados obtidos com geometrias discreti-

zadas com cinco fases fornecem valores menos rı́gidos do que para a mesma

geometria discretizada com duas fases para as condições LBD e PBC e mais

rı́gidos para UBT, diminuindo assim a diferença entre os limites inferior e

superior das propriedades. Sendo assim, pode-se afirmar que há um incre-

mento na velocidade de convergência dos resultados ao utilizar mais fases

para representar a geometria.

Quanto ao uso de sub-amostras para o cálculo das propriedades efeti-

vas, tem-se que quanto maior o valor da amostra, mais confiáveis estes serão,

o que já era esperado pelos resultados dos estudos com diferentes tamanhos

de sub-amostras. Análises com sub-amostras maiores apresentaram valores

mais próximos entre as diferentes condições de contorno, além de menor co-

eficiente de variação.

Por último, devido à forma que as condições de contorno são aplica-

das, a condição UBT mostrou-se muito sensı́vel à área porosa no contorno do

RVE, fornecendo resultados com uma rigidez baixı́ssima e/ou fora do padrão

esperado, como por exemplo no estudo das sub-amostras, onde se observa

uma linha de tendência para os resultados de LBD e PBC em função da po-

rosidade e tal comportamento não é visto para UBT.
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Considerando tais conclusões e outras dificuldades encontradas du-

rante a execução deste trabalho, ficam propostas como sugestões para traba-

lhos futuros:

• Resolver o problema de limitação numérica para que o modelo possa

ser capaz de analisar RVEs maiores, como alguns trabalhos na literatura

mostram ser possı́vel.

• Trabalhar, de forma tensorial, com a matriz obtida do processo de

homogeneização afim de observar direções principais, de forma a po-

der identificar propriedades efetivas em cada direção (propriedades or-

totrópicas).

• Melhorar o método de aplicação das condições de contorno UBT, de

forma a evitar os problemas observados para amostras pequenas com

muitos vazios no contorno.

• Conduzir tratamentos estatı́sticos na microestrutura buscando melhoras

na convergência e na exatidão dos valores homogeneizados da micro-

estrutura, abordagem já presente na literatura (COTTEREAU, 2013).



101

REFERÊNCIAS
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