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RESUMO

Obtivemos o controle sobre as dindmicas coletivas de um duplo conden-
sado de bdsons através do uso de técnicas de impressao de fase sob uma
abordagem de campo médio. Um condensado de bésons armadilhado
em um potencial de duplo pogo (uma juncao Bose-Josephson) foi abor-
dada por meio de simulagoes diretas da Equacao de Gross-Pitaevskii.
Com conservagdo de numero de particulas e uma definigdo apropri-
ada de diferenga de fase fomos capazes de obter uma representacao no
espago de fases das dinamicas coletivas. O transito entre diferentes
regimes dinamicos coletivos foi gerado de forma controlada através do
uso de impressoes de fase.

Alguns resultados secundarios foram a avaliagdo numérica da validade
do modelo de dois modos na descri¢ao da dindmica de Gross-Pitaevskii
e uma aproximagao nao perturbativa semi-analitica das solugoes com
contrapartida linear da Equacao de Gross-Pitaevskii unidimensional
independente do tempo.

Palavras-chave: Condensados de Bose-Einstein, Equacao de Gross-
Pitaevskii, Juncoes Bose-Josephson






ABSTRACT

We had obtained the control over the collective dynamics of a double
Bose-Einstein condensate by the use of phase imprinting techniques
through a mean-field approach. A condensed Bose gas trapped in a
double-well potential (a Bose-Josephson junction) is treated by direct
simulations of the Gross-Pitaevskii equation. With number conserving
and an appropriate definition of phase-difference we had been able to
obtain a phase-space representation of the collective dynamics. The
transit among the different collective regimes are generated in control-
led way by the use of phase imprinting.

Some secondary results were the numerical evaluation of the validity
of the two-mode model to describe the Gross-Pitaevskii dynamics and
a non-perturbative semi-analytic approximation of the solutions with
linear counterpart of the time-independent Gross-Pitaevskii equation
in the unidimensional case.

Keywords: Bose-Einstein Condensation, Gross-Pitaevskii Equation,
Bose-Josephson Junction
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1 INTRODUCAO

Ao classificar as particulas da natureza de uma maneira bastante
generalizada temos duas grandes classes: os férmions e os bdsons.

Os férmions sao particulas cujos estados quanticos nao podem
ser coincidentes para quaisquer duas delas. Esse impedimento tem ori-
gem na chamada simetria de troca, existente em sistemas compostos de
particulas idénticas e corretamente previsto pela Mecanica Quantica.
Como consequéncia observavel deste impedimento podemos citar a es-
tabilidade das anas brancas e estrelas de néutrons contra a atragao gra-
vitacional e a distribuigao eletronica dos atomos obedecendo o Principio
de Exclusao de Pauli.

Ja com os bosons a histéria é diferente. Muitos deles, até mesmo
infinitos, podem possuir o mesmo conjunto de nimeros quanticos iden-
tificadores de seus estados. Além disso, quando mais que um bdson
ocupa um determinado estado microscépico hd um aumento de pro-
babilidade de aquele estado ser populado. Caso haja uma ocupacgao
macroscépica diz-se haver uma condensagao de bosons naquele deter-
minado estado de uma particula.

Uma maneira pratica de distinguir entre um férmion e um bdéson
é por meio do spin total do objeto considerado: se o spin é inteiro entao
temos um bodson, caso seja semi-inteiro temos um férmion. Esta relacao
entre o spin e a estatistica bosonica ou fermionica foi demonstrada
em 1940 por W Pauli [1]. Sendo assim, um néntron, um préton, um
elétron, cada um deles isolados sdo férmions, pois possuem spin semi-
inteiro S = % No entanto, um atomo neutro qualquer possuira igual
nimero de protons e de elétrons, de modo que se o niimero de néutrons
N for par, tal &tomo serd um boéson e, se N for impar serd um férmion.
Note-se que uma dada estrutura obedecera a estatistica fermionica ou
bosonica se a soma dos spins das particulas que a constituem for inteira
ou semi-inteira.

A condensagao de bésons em um 1nico estado disponivel foi pre-
vista em 1925 por Albert Einstein quando ele aplicou & particulas com
massa o tratamento que Sathiendra Nath Bose deu para fétons em
1924. Por isso o fenémeno é também conhecido como condensacgao de
Bose-Einstein [2]. Durante 70 anos houve pesquisa intensa buscando
a observagao pura do fenémeno [2, 3]. Embora os comportamentos de
supercondutividade em sélidos e superfluidez do Hélio liquido pudes-
sem ser associadas a condensagao, a prova concreta de que todo um
sistema de particulas idénticas pode estar ocupando um tnico estado
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da matéria foi dada somente nos célebres experimentos realizados em
1995 com gases rarefeitos de Rubidio, Sédio e Litio [4, 5, 6]. Devido
a esta observacao indubitdvel da condensacao os autores dos trabalhos
[4, 5] foram agraciados com o Prémio Nobel em 2001.

Embora trabalhos tedricos relacionados a condensacao de bésons
tenham sido desenvolvidos no decorrer da busca experimental desta,
uma grande avalanche de pesquisas sobre este tipo de sistema veio a
ocorrer somente depois do registro inequivoco da tal condensagao. Ex-
perimentos que se seguiram demonstraram a possibilidade de controlar
alguns parametros de sistemas quanticos nao controldveis em outros
sistemas senao na presencga de condensacao de bdsons. Por exemplo: a
interagao entre particulas - nos condensados de bdsons, a intensidade
dessa interacao e até mesmo o seu sinal podem ser controlados por
meio de ressonincias de Feshbach [7, 8, 9]; o tratamento tedrico dado
a sistemas de particulas em potenciais periédicos pode ser diretamente
testado em potenciais periddicos gerados por feixes de lasers aprisio-
nadores de condensados de bdsons [10, 11, 12]; a quebra de simetria
na fase de um sistema de muitos corpos idénticos ocupando um unico
estado, quebra esta que evidencia a relagao candnica entre fase global
de um sistema e o niimero de particulas deste [13], pode ser investigada
em condensados de bdsons - em supercondutores o efeito Josephson tem
como base esta canonicidade, e em condensados bosonicos podem ser
geradas juncgoes do tipo Josephson, e o chamado efeito Bose-Josephson
tem sido explorado teorica e experimentalmente [14, 15, 16, 17]; existe
a interferometria com lasers - com condensados existe a possibilidade
de interferometria com ondas de matéria [18]; pode-se controlar a tem-
peratura de um gas nao condensado e armadilhado juntamente com
um condensado, levando-o, sob resfriamento criogénico, a temperatu-
ras ultrabaixas do condensado [19]. Enfim, estas sdo algumas das inu-
meraveis possibilidades de controle e pesquisa que se abriram somente
apos a observagao da condensacao de bésons em gases de atomos alca-
linos rarefeitos e ultrafrios. Nao deve ser desapercebida a diversidade
de enfoques que pode ser dada: tudo isso porque os condensados, no
fundo, constituem um excelente laboratdrio para teste de vérios as-
pectos de sistemas quanticos de muitos corpos. E como se pudéssemos
saborear a exaustao as previsoes dessa teoria fantastica; com aplicagoes
tecnoldgicas imprevisiveis em um futuro préximo, é claro.

Dentro desta imensa gama de possibilidades investigativas, o
nosso interesse veio a se concentrar na juncao Bose-Josephson (JBJ)
cuja dindmica é similar & de um péndulo de inércia varidvel [21, 22].
A analogia péndulo-JBJ aparece quando abordamos a jungao na apro-
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ximagao de dois modos. Surgem entdo equagdes semicldssicas para
descrever a dinamica diferenca de fase - diferenca de populacao. Esse
sistema tem regimes dinamicos curiosissimos sob a perspectiva da ana-
logia péndulo-JBJ. Como um péndulo de inércia variavel, hd um regime
onde este oscilaria em torno de seu ponto mais alto (péndulo invertido
- modo 7), isto é, no entorno de sua posigao invertida, assim como o
faz normalmente no entorno de sua posi¢ao de equilibrio; este regime
corresponde aos de auto armadilhamento quantico, onde a populagao
média na juncao é diferente de zero (auto armadilhamento quintico
macroscépico com diferenga de fase limitada). Esses regimes sao exci-
tados com parametros de armadilhamento da jungao ja acessiveis em
experimentos [17, 22].

Por meio de diagramas de Husimi a ponte entre a dindmica de
muitos corpos puramente quantica e as trajetérias semiclassicas do mo-
delo de dois modos j4 estd bem estabelecida [23]. Desse modo o nosso
interesse foi outro: como controlar transi¢oes entre os varios regimes
de excitacao coletiva?

A analogia do péndulo vem a calhar para responder a esta per-
gunta. Se desejamos que um péndulo simples esteja em regime de
oscilagao, simplesmente o deslocamos de sua posigao de equilibrio sob
um angulo 6 < 180° e o soltamos. Por outro lado, se desejamos que este
fique girando indefinidamente basta que o soltemos de um dado angulo
e com uma velocidade inicial que permita a ultrapassagem do ponto de
equilibrio instdvel em # = 180°. Ora, se o angulo corresponde a dife-
renca de fase entre as componentes da JBJ entao entendemos que um
controle sobre essa diferenca de fase poderia originar o controle sobre
as diversas transicoes entre os regimes dinamicos distintos acessiveis a
juncao.

O controle sobre a diferenca de fase entre componentes de uma
jungao pode ser obtido de algumas formas ja realizadas experimental-
mente [17, 23, 24, 25]. A critério de exemplo citemos a impressao de
uma determinada fase em apenas metade de um condensado tipo cha-
ruto [24]. No caso de um condensado unidimensional aprisionado em
um duplo poco a impressdao de uma fase em apenas metade do con-
densado corresponderia & geragao de uma diferenga de fase entre as
componentes da JBJ - essa seria a maneira mais direta de imprimir
diferenca de fase entre componentes de uma juncao. Outra forma seria
gerar dois condensados em apenas um poco em estados hiperfinos dife-
rentes. Caso o sistema seja submetido a um laser nao ressonante entao
uma das componentes do condensado poderia absorver mais energia
que outra, o que implicaria na introdugao de uma diferenca de fase
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entre as componentes.

Uma vez que o controle sobre a diferenca de fase parece estar ex-
perimentalmente acessivel, testamos numericamente a ocorréncia deste
tipo de controle de regimes dinamicos. Mostraremos que este tipo de
controle é vidavel. No decorrer da busca desta demonstragao houve-
ram resultados secundarios, entre eles a redefinicao da diferenca de
fase e de diferencga de populagao entre componentes da juncao, de uma
maneira aparentemente mais precisa que a comumente adotada na li-
teratura porém ainda concordante com aquela. Estas novas defini¢oes
permitiram uma exploragao direta da dinadmica nao-linear dada pela
Equagao de Gross-Pitaevskii (EGP) que rege o fenémeno semiclassica-
mente. Também possibilitaram explorar os limites da validade da abor-
dagem do modelo de dois modos, sempre presente nas investigagoes do
problema presentes na literatura. Em outras palavras, dentro de uma
abordagem de campo médio da JBJ pudemos acessar o grau de pro-
ximidade entre uma dinamica restrita a um modelo de dois modos e
uma dinamica completamente nao linear regida pela EGP, sendo estes
os resultados que esperamos que sejam mais significativos para a éarea.

O interesse no controle sobre regimes dinamicos nao é s nosso
[26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 33]. J4 houveram trabalhos com objetivos
semelhantes, porém com sugestoes de metologias de controle comple-
tamente distintas das apresentadas aqui. Por exemplo, ja houve a su-
gestao de que a altura da barreira de potencial fosse periodicamente
variada de modo a, fazendo uso de estados de Floquet, ligar e desligar
estas oscilagoes gerando transi¢oes entre os regimes dindmicos [30, 31].
Também houve a sugestao de ligar e desligar uma variacao periédica
na intensidade de interacao entre particulas por meio do uso das res-
sonancias de Feshbach, de modo a gerar transicao de populacao nao
em uma JBJ mas em uma rede de condensados periédica [33]. A nossa
proposta é inteiramente diferente destas: ao invés de variar a barreira,
uma propriedade da armadilha tal que pequenas variagoes alteram sig-
nificativamente a dinamica do sistema, ou a interacao, o que sugerimos
é variar a diferenca de fase entre as componentes da juncao, fazendo
assim uso da canonicidade natural entre nimero de particulas e fase
global para obter o controle desejado sobre o sistema. Até onde sabe-
mos esta metodologia é original e constitui o resultado principal desta
tese.

Os assuntos serao desenvolvidos na seguinte ordem: primeira-
mente falaremos um pouco mais em detalhes da fenomenologia envol-
vida no estudo de condensados, como eles sao gerados, qual o controle
existente sobre os potenciais aprisionadores e sobre a intensidade da
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interacdo. Falaremos também mais especificamente do nosso problema
de estudo. Em seguida, descreveremos em detalhes a metodologia de
estudo adotada. Por fim mostraremos os nossos resultados, discutindo-
os, apontando possiveis dificuldades experimentais a serem superadas
e mostraremos as perspectivas de estudos futuros, alguns ja em curso.
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2 FENOMENOLOGIA E PROBLEMA ESPECIFICO

2.1 GERANDO UM CONDENSADO DE BOSONS

Descreveremos de uma maneira bastante simples o modo como
um condensado de bésons é gerado em uma armadilha magneto-éptica
seguindo o relato da primeira experiéncia a observar a ocorréncia do
fendmeno [4].

Primeiramente uma célula de vidro, digamos um cubo por simpli-
cidade, é totalmente preenchida com um tnico tipo de atomo a tempe-
ratura ambiente. Obtém-se assim um sistema puro com uma densidade
de aproximadamente 106 particulas por centimetro cibico.

Uma vez puro e rarefeito o gds a temperatura ambiente é res-
friado. O resfriamento pode ser conseguido alinhando-se 3 pares de
lasers contrapropagantes e ortogonais entre si e que possuem um ponto
do espago, dentro da célula de vidro, onde se encontram. Esses la-
sers formam ondas estacionarias em cada uma das direcoes e possuem
frequéncia um pouco abaixo daquela de absorcao dos dtomos da célula.
O efeito Doppler é o responsével pelo resfriamento [34]. Para facilitar a
visualizagao pensemos em apenas uma dimensao: atomos que se movem
de encontro a um feixe estarao submetidos a uma frequéncia levemente
acima daquela da do laser. Uma vez que o laser tem frequéncia leve-
mente abaixo da de absorgao, o movimento do 4tomo de encontro ao
laser compensa este levemente abaizo de tal maneira que ele absorve
fotons de uma tunica diregao - aquela do laser - e os reemite em uma
diregao aleatéria quando de sua deexcitagao. O efeito liquido fica evi-
dente: o dtomo é freado na direcao do feixe. Porém o resfriamento Dop-
pler tem limitagoes e permite que um condensado alcance temperaturas
da ordem de centenas de microkelvins. Para alcangar as temperaturas
de condensacgao é necessario recorrer ao resfriamento evaporativo.

Passado tempo suficiente para que a regiao de encontro dos la-
sers na célula de gas seja preenchida pelas particulas lentas ligam-se
campos magnéticos externos a célula de tal maneira que, exatamente
no ponto onde as particulas estavam aprisionadas, exista um minimo
de campo magnético (um méximo de campo magnético nao pode exis-
tir em regiao livre de correntes [35]). Deste ponto em diante, pode-se
desligar os lasers: o armadilhamento torna-se puramente magnético.
Ele ocorre devido a estrutura hiperfina do atomo sendo tratado. Exis-
tirao dtomos da amostra em niveis hiperfinos cuja energia diminui com
o aumento do campo magnético e atomos cuja energia aumenta com o
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aumento do campo magnético. Os dtomos que tem energia diminuida
com o aumento do campo serao repelidos da regiao de minimo enquanto
que aqueles cuja energia aumenta com o campo serao mantidos neste
minimo. Uma vez que os niveis hiperfinos estao separados por uma
quantidade de energia pequena, justifica-se o resfriamento éptico ocor-
rer antes do armadilhamento magnético - se nao fosse assim a energia
térmica seria suficiente para retirar os 4tomos da armadilha magnética.

Uma vez presos pela armadilha magnética segue-se um ainda
maior resfriamento, chamado de evaporativo. Um campo de radio-
frequéncia é aplicado na célula de tal maneira que gere transi¢oes hiper-
finas apenas nos atomos mais energéticos da amostra resfriada. Estas
transigoes fardo com que estes dtomos mais energéticos sejam ejeta-
dos da armadilha. Ora, se os mais energéticos sao ejetados restam
0s menos energéticos que, por sua vez, retermalizam em uma tempera-
tura inferior. Sendo este processo semelhante aquele da evaporagao das
particulas mais energéticas de uma xicara de café e cujo efeito liquido
é o de resfriar a bebida, entao deriva-se o nome do processo para os
gases: resfriamento evaporativo.

Com os métodos de resfriamento 6ptico e evaporativo juntos faz-
se com que a amostra de gas puro e rarefeito da célula atinja tempera-
turas ultrabaixas - da ordem de nanokelvins - e esteja restrito a uma
pequena regiao da célula - a armadilha magnética - atingindo densi-
dades da ordem de 10'2 particulas por centimetro ctibico. Sob estas
condigoes a amostra atinge o novo estado da matéria batizado de Con-
densado de Bose-Finstein.

2.2 0S TIPOS DE ARMADILHA DISPONIVEIS

Os primeiros experimentos foram gerados em armadilhas mag-
néticas harmoénicas [4, 5, 6]. Porém, uma vez estabelecido o caminho
para obter a condensac¢ao, um nimero sempre crescente de diferentes
armadilhas tem sido relatado: armadilhamento unidimensional e bidi-
mensional [36, 37]; redes uni [10, 38, 39], bi [40] e tridimensionais [41]
de pogos de aprisionamento de condensados; pogo toroidal [42]; apenas
um pogo duplo [16, 43], entre muitos outros. Essa grande variedade de
pogos distintos explicita a gama enorme de fendmenos a serem investi-
gados com este tipo de sistema.

Além de existirem estas armadilhas estaciondrias é possivel que
elas sejam alteradas durante o decorrer de um experimento. Por exem-
plo: uma armadilha magnética unidimensional pode ser, por assim di-
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zer, fatiada em duas partes pelo acréscimo de uma barreira de potencial
no centro da armadilha [16, 17]. Este tipo de armadilha de duplo pogo
é 0 que estd mais ligado ao nosso trabalho.

2.3 O CONTROLE DA INTERACAO

Nao s6 o potencial aprisionador de condensados pode ser alte-
rado. Uma abordagem de campo-médio a temperatura zero aplicada a
descri¢ao do condensado de bdsons fornece uma equacao efetiva que é
nao-linear. Toda a interagao é levada em consideragao neste termo nao-
linear cuja relevancia energética é ditada apenas por um parametro: o
comprimento de espalhamento de ondas s. A estimativa tedrica da or-
dem de grandeza deste parametro pode ser feita via Teoria de Espalha-
mento. Tal equacdo nado-linear efetiva recebeu o nome de Fquacdo de
Gross-Pitaevskii em homenagem aos dois primeiros autores que a de-
duziram. Ela tém-se mostrado muito eficiente para descrever sistemas
adequados a ela [2, 3, 44].

O fato é que, experimentalmente, até mesmo o pardmetro nao-
linear da Equacao de Gross-Pitaevskii pode ser controlado por meio
da aplicacao de campos magnéticos apropriados que ativam as res-
sonancias de Feshbach em processos de colisao atomica de baixa ener-
gia [9, 45, 46, 47] (ver também [8] e referéncias dentro para maiores
explicagoes do fenomeno). Conforme citado na introdugdo, propos-
tas tedricas de controle de populagao em cada poco de uma armadi-
lha multipla tém sido feitas com base nesta possibilidade de controle
de interagdo (ver [33] como exemplo). Tal controle de populagdo em
armadilhas poderd ter importancia fundamental no armazenamento e
processamento de informagoes via ondas de matéria, caso esse tipo de
tecnologia venha a ser desenvolvido e adotado.

2.4 A ENGENHARIA DE FASE

Além do controle da interacao e do tipo de armadilha onde um
ou muitos condensados podem ser gerados, ja em 1999 deu-se inicio a
exploragao experimental dos efeitos da canonicidade entre nimero de
particulas e fase global da onda tinica que as descreve. Estas primeiras
propostas de introducdo de gradiente de fase no condensado objeti-
vavam gerar estruturas previstas pela teoria nao-linear descritiva dos
condensados. Estas estruturas sao chamadas de sélitons em alguns ca-
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sos - onde ondas solitarias de densidade de bdsons se propagam através
do condensado, e nao se tratam de ondas sonoras [24] - e de vértices
em outros - onde singularidades na densidade de condensados bi e tri-
dimensionais se movimentam através do condensado, como pequenos
buracos ambulantes [48, 49]. Neste ultimo caso a presenga da singu-
laridade esta associada a presenga de momento angular na nivem de
particulas.

De acordo com o relato experimental dado em [24] pode-se en-
tender que o processo de insercao de gradiente de fase é facilmente
implementado: parte do condensado é submetida a radiacao fora de
ressonancia com qualquer das transigoes atomicas da espécie aprisio-
nada e o efeito geral dessa exposicao é a mudanca da fase global da
parte exposta. O condensado exposto a um laser fora de ressonéancia
com um certo padrao de intensidade espacial I(x,y) expoe os dtomos do
condensado a um potencial espacialmente varidvel U (x, y) proporcional
a intensidade do feixe e com isso estes adquirem uma fase correspon-
dente ¢(z,y) = —U(z,y)T/h, onde T é a duragao do pulso do laser.

As aplicacoes da engenharia de fase nao estao limitadas a geracao
de vértices ou sélitons. Ha a proposta do uso de insercao de fase em
um condensado duplo objetivando gerar um estado emaranhado [50],
por exemplo, e neste trabalho também usamos esta engenharia de fase
como geradora de controle de excitacao coletiva em condensados duplos
gerados em jungoes Bose-Josephson [16].

2.5 UMA JUNCAO BOSE-JOSEPHSON

Os supercondutores sempre atrairam, e ainda atraem, a atengao
dos fisicos, tedricos e experimentais, por causa de suas propriedades
curiosas. A investigacdo de uma juncao de supercondutores no inicio
da década de 1960 levou D Josephson a desvendar um comportamento
completamente contraintuitivo dos portadores de carga da jungao: (i)
mesmo na auséncia de diferenca de potencial entre os componentes
da jungao haveria fluxo continuo de portadores de carga de um com-
ponente para o outro; (ii) caso uma diferenca de potencial constante
fosse estabelecida entre os elementos entao haveria, além da corrente
continua, uma corrente alternada de fundo [14]. Muito intrigados com
a previsao tedrica, no ano subsequente a previsao, 1963, foi relatada a
observagao experimental do fenémeno [15] e Josephson veio a ser laure-
ado com Prémio Nobel pela sua previsao em 1973. Este comportamento
estranho dos portadores de carga recebeu o nome de efeito Josephson.
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Uma vez que o efeito Josephson acontece devido a existéncia de
uma funcao de onda macroscopicamente ocupada em superposicdo com
outra funcao de onda também macroscopicamente ocupada, cada uma
tendo fase global bem definida, ainda na década de 1960 seu trabalho
foi estendido para tratar de quaisquer dois sistemas que exibam essas
propriedades de fase bem definida e duas ondas superpostas que per-
mitam troca de particulas entre si. Uma jungao de superfluidos ou de
condensados de bésons também exibirdo efeito Josephson [51].

O efeito Josephson em superfluidos foi observado com 3He, em
1997 [52]. O experimento contava com dois containers deste super-
fluido separados por uma membrana nanometricamente fina e porosa,
de modo a permitir fluxo de particulas através dela.

Ja o efeito Josephson com dois condensados de bésons foi obser-
vado com um potencial de duplo poco onde a barreira entre os pogos
permitia tunelamento de particulas através dela [16]. Desse modo as
fungoes de onda macroscopicas se sobrepunham e o efeito ocorria - com
uma pequena diferenca dos casos anteriores em superfluidos e super-
condutores.

Em supercondutores ou superfluidos, um modelo de dois modos é
capaz de descrever o comportamento do fluxo de particulas do sistema
como sendo exatamente aquele de um péndulo simples. No entanto,
quando o mesmo modelo de dois modos é aplicado para descrever uma
juncao de condensados de bdsons o péndulo deixa de ser simples para
tornar-se um péndulo fisico de inércia variavel, particularmente, com
a inércia dependente do momento angular do péndulo. Esse compor-
tamento curioso foi descrito em detalhes em 1997 [20, 21] e pdde-se
observar a veracidade da descrigao ja em 2005 [16].

Existem mais curiosidades em relagao a este tipo de juncao. Por
exemplo: um tnico pogo pode conter uma juncao Bose-Josephson se
forem armadilhados nele duas espécies de bésons distintas com possibi-
lidade de interconversao entre espécies. Isso é feito com dois niveis hi-
perfinos distintos em uma mesma armadilha. E mais, todos os regimes
dinamicos habilitados por um modelo de dois modos aplicado a des-
crigao do sistema ja foram experimentalmente acessadas neste tltimo
caso [25].

Um bom trabalho de tratamento da JBJ sob o modelo de dois
modos que explicita os regimes dinamicos acessiveis de excitagao cole-
tiva do sistema, com analogias com o péndulo fisico de inércia variavel,
é a referéncia [22].
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2.6 JBJ E IMPRESSAO DE FASE

Digamos que uma JBJ seja formada em uma armadilha de duplo
poco simétrica, ou seja, temos a mesma espécie de boésons aprisionada
em dois pogos espacialmente separados, porém com formas idénticas, e
onde ha possibilidade de tunelamento de particulas através da barreira
de potencial que os separa (ver Figura 1). Neste caso, o que ocorre se for
gerada uma impressao de fase na nivem condensada de tal maneira que
o gradiente de fase ocorra exatamente dentro da barreira de potencial?
Esta é a pergunta central deste trabalho.

£ [
o —

V (x)

N NV

i E

Figura 1: Potencial unidimensional exemplo de nosso trabalho (linha
s6lida) juntamente com o espectro de uma particula correspondente (em
linhas pontilhadas). Notar a presenga de dubletos abaixo da altura da
barreira enquanto que acima dela temos aproximadamente um espectro
de oscilador. O potencial (adimensional) desta figura é do tipo V(x) =
%xQ + %Vg [1 + cos (2”71)], com Vp =4.28 e d = 4.28.

Os regimes dinamicos de populacao observados em juncoes Bose-
Josephson podem ser visualizados mais facilmente em um espago de
fases caracteristico, como o da figura 2. Deve-se notar que existem
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Figura 2: Regimes dinamicos caracteristicos de uma jungao Bose-Josephson.
As coordenadas sdo: z - diferenca de populagio entre pogos, e ¢ - diferenca
de fase entre fungbes macroscépicas de cada pogo. As trajetérias fechadas no
entorno da origem, indicadas por JO (Josephson oscilations), representam
os regimes de oscilagdo simples de populacdo entre um pogo e outro. As
trajetérias abertas em ambos os lados de z = 0, indicadas por STRP (self-
trapped, runing-phase), representam regimes de auto-armadilhamento com
fase corrente: a diferenca de populacdo média é diferente de zero e a diferenca
de fase aumenta de modo ilimitado. Por fim, as trajetérias fechadas em
ambos os lados de z = 0, indicadas por STLP (self-trapped, locked phase),
correspondem a dindmicas auto-armadilhadas com diferenga de fase limidada.

algumas trajetérias curiosas neste espaco de fases. Por exemplo, nos
regimes fechados no entorno da diferenga de fase ¢ = 7 (indicados por
STLP) as populagoes oscilam em torno de um valor médio diferente
de zero, ou seja, um dos pogos (ou lados da jungdo) tem sempre uma
populacao significativamente maior que o outro. Por esta razao este
regime recebe o nome de auto-armadilhamento quantico macroscopico
(AAQM). Ainda hd o AAQM com diferenga de fase ilimitada (indi-
cado por STRP), onde o crescimento ilimitado da diferenga de fase
faz lembrar, na analogia com o espago de fases caractaristico de um
péndulo simples, as trajetorias de rotagao do péndulo onde o angulo
cresce indefinidamente e o momento angular oscila no entorno de um
valor diferente de zero. Uma comparagao completa com o péndulo esta
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disponivel em [22].

Um dos nossos interesses neste sistema foi estudar os modos de
AAQM afim de explorar a evidente quebra de simetria de ocupagao para
obter o controle de populagao em armadilhas duplas. A explicagao do
fenémeno ja foi dada: no ambito da Teoria Quantica de Muitos Corpos,
trata-se da ocorréncia de um tempo de tunelamento ultralongo entre
pogos [53]; no ambito de Teoria de Campo Médio, j& foi associado &
nao-linearidade da equagéo efetiva que dé a dindmica do sistema [21].

Ja houveram tentativas outras de obter o controle de populacao
em condensados miultiplos. Entre tais tentativas, sejam citadas a va-
riagao periddica da barreira de potencial entre os pocos permitindo o
acesso aos estados de Floquet associados a tal variagao, e a variagao
peridédica da intensidade da interagao entre particulas.

Nosso trabalho d4 um enfoque totalmente distinto ao problema.
Nossa proposta é transitar entre os diferentes regimes dinamicos acessi-
veis ao sistema usando para isso mecanismos de impressao de diferenca
de fase entre as componentes da juncao.

Voltando a pergunta do final do primeiro paragrafo desta subse-
¢a0, o que é esperado acontecer quando da insercao da fase apenas em
um dos componentes da jungao é que o sistema transite entre regimes
dinamicos distintos de uma maneira tao suave quanto pegar um péndulo
com a mao e simplesmente soltd-lo de um dado angulo. Apds algumas
oscilagoes damos um piparote na massa oscilante levando o sistema a
oscilar em outro regime a ele disponivel.

A canonicidade entre dngulo e momento angular do péndulo é
responsavel pelos regimes dinamicos distintos dele do mesmo modo que
a canonicidade entre diferenca de populagao e diferencga de fase sao res-
ponsaveis pelos regimes dinamicos distintos em uma JBJ. Sendo assim,
o controle sobre uma das variaveis ocasiona o controle sobre a outra. Na
JBJ ja mencionamos o controle experimental sobre a fase na secao 2.4.
Sendo assim, mostraremos, através de simulagoes numéricas confiaveis,
que este controle gera o controle nao sé sobre a populacao mas sobre
todos os regimes dinamicos de excitagao coletiva acessiveis ao sistema.
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3 TEORIA DE FUNDO E METODOLOGIA ADOTADA

3.1 DESCRICAO DE CAMPO-MEDIO E REDUCAO DE DIMEN-
SOES

Consideremos a nivem de particulas idénticas constituidora de
um condensado de bésons. Esta nivem pode ser considerada a tempe-
ratura zero, o que leva todas as particulas a ocuparem o estado fun-
damental do sistema. Caso nao houvesse interagao entre as particulas
entao a fungao de onda seria apenas o estado fundamental da armadilha
que aprisiona os bdsons.

A presenca da interacao altera significativamente o tratamento a
ser dado a dinamica do sistema. Considerando interacao do tipo delta
entre particulas e minimizando o funcional que fornece a energia do
sistema condensado chega-se & seguinte equagao nao-linear de campo-
médio

2 o
—2%?2\1/(?, H+UE)(F,8)+g(N—1) | ¥(r, t')‘2 U(F,1) = zh%%ﬂ (3.1)
que ficou conhecida como Equacao de Gross-Pitaevskii (EGP daqui

pra frente) [2, 3]. Trata-se da Equacao de Schrodinger acrescida de um
termo nao linear responsavel por levar em conta a interacao entre as
particulas da nivem. Contando-se da esquerda para a direita temos
o primeiro termo representando a energia cinética de uma particula
do sistema com massa m, sendo & a constante de Planck dividida por
27, o segundo termo a energia do potencial aprisionador U(r) ao qual
o sistema estd submetido, o terceiro sendo o termo nao linear citado
anteriormente e, finalmente, ao lado direito da igualdade, temos a re-
presentacao da evolugao temporal do sistema por meio do operador
energia. Resta dizer que a funcdo ¥ estd normalizada & unidade

/‘\if(nz)rdf =1 (3.2)

O termo nao linear possui intensidade mensurada em termos de
um fator g que, por sua vez, é dado em termos fundamentais por

B 47rh2as

m

g (3.3)

e pode ser obtido da teoria de espalhamento de duas particulas idénticas
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a velocidades baixissimas (ver [34], capitulo 5). O fator as é cha-
mado de comprimento de espalhamento de ondas s e funciona como
um parametro de impacto efetivo das duas particulas colisoras. O va-
lor de a4 varia de espécie para espécie, sendo da ordem de nanémetros;
pode, porém, ser controlado por meio das ressonancias de Feshbach
[8]. J& o fator (N — 1) que multiplica o g tem sua origem no fato de
que uma particula do sistema de muitos corpos interage com as outras
(N — 1) particulas e nao consigo mesmal. Por fim, resta notar que as
dimensoes de g sao energia vezes volume, uma vez que o produto g\\i/|2
tem dimensao de energia.

Nao nos referiremos a Equacao de Gross-Pitaevskii como Equa-
¢ao Nao-Linear de Schrédinger uma vez que pode-se notar na literatura
que a segunda nomenclatura é mais comumente usada para particulas
livres [U(r) = 0] interagindo umas com as outras (g # 0).

A EGP foi deduzida na década de 1960 independentemente por
Gross e Pitaevskii, dai resultando seu nome. Sua validade foi larga-
mente testada em experimentos com condensados de bdsons e até hoje
ela se tem mostrado extremamente robusta para descrever estes sis-
temas, fornecendo concordancia quantitativa estupenda com os dados
extraidos dos experimentos (ver a revisao [2]). Por esta razao, a EGP
serd usada por nés como modelo mateméatico para simular condensa-
dos em armadilhas. Devemos ter em mente, porém, as limitagoes de
nossa equacao modelo: trata-se de uma equagao de campo-médio des-
crevendo somente uma func¢do de onda macroscopica. Isso quer dizer
que particulas presentes em estados excitados nao sao consideradas por
ela e, ainda, que correlagoes de duas ou mais particulas também sao
negligenciadas neste tratamento.

Como faremos simulagoes numéricas, é util adimensionalizar a
EGP, equagao 3.1. Para isso devemos estabelecer que o potencial arma-
dilhador mais comum a ser trabalhado é o harménico simples acrescido
de alguma outra funcao U’(T):

U(r) = gmwg 2+ Ly + Y24 U'(r). (3.4)

Sendo assim, as dimensoes de trabalho convenientes sao as de oscilador

1Embora os experimentos atuais ndo sejam capazes de contabilizar ezatamente o
numero N de particulas, o que invalidaria a subtracdo de uma unidade neste termo,
insistiremos na notacgdo (N — 1) para evidenciar a necessidade de mais de uma
particula em uma armadilha para que o termo nao linear da EGP seja nao-nulo.
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harmonico dadas por

h
[comprimento] = a; = - (3.5)
[tempo] = w;*' (3.6)
[energia] = hw, (3.7)

onde estabelecemos, sem perda de generalidade, a direcao Z como
padrao. Chamaremos as razoes entre as frequéncias de armadilhamento
nas outras diregoes, ¥y e Z, e na diregao padrao, Z, quando necessario,
de

_ Yy
Kk = o (3.8)
W,
A = == .
- (3.9

Levando estas dimensoes na EGP, equagao 3.1, obtemos a se-
guinte forma adimensional da EGP

_Ou )

5 VAU, 1)+ V)U(r, 1) + fop [W(r, ) W, 1) = 170

(3.10)

onde as varidveis r e t e a amplitude de probabilidade ¥(r, t) sao agora
adimensionais, ou seja

Ty z T
= Y, = Ty T ) — —— 3.11
=) = (L D=2 (311)
t = wet (3.12)
U(r,t) = a3 (¥, 1) (3.13)
O potencial armadilhador foi reescrito como
Ur 1
V(r) = ux) = (2% + &% + X222 +u(x), (3.14)
hwg 2
com v(x) = I{,L’“Ei) , € 0 parametro de interagao passou a ser representado
por ‘
N -1
Bap= V=D v % (3.15)

hw,a Gg
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Por fim, a normalizacdo é reescrita como

/|\Il(r,t)|2dr =1 (3.16)

Fisicamente, quando as frequéncias de armadilhamento nas di-
mensoes y e z sao muito maiores do que na direcao padrao x temos
a dinamica do sistema reduzida somente a uma dimensao. Neste caso
formam-se os chamados condensados tipo charuto. O quantum de ener-
gia para excitar uma particula para o proximo nivel harménico nas
dimensoes transversais é muito maior do que as energias de excitacao
coletiva da nivem condensada e também muito maior que a excitagao
térmica. Esse fato acaba por restringir a dinamica do sistema a apenas
uma dimensao, validando processos de reducao dimensional que obje-
tivam uma diminuigao do esfor¢co computacional para obter simulagoes
da EGP.

Utilizamos, ao longo do trabalho, dois processos de unidimensi-
onalizacao. Os descreveremos a seguir.

O primeiro deles usa o seguinte ansatz para a funcdo de onda
total

2
U(r,0) = {52 e (e (3.17)
e

ou seja, ha um congelamento da dinamica nas diregoes y e z, estando a
funcao de onda no estado fundamental destas direcées. Quando levamos
a equagao 3.17 na EGP adimensional, equagao 3.10, com o potencial
dado pela expressao 3.14, e multiplicamos o resultado pelos estados
fundamentais em y e z devidamente normalizados, presentes no ansatz
3.17 (a constante multiplicativa e as duas exponenciais), e integramos
o resultado em y e z, ficamos com a EGP unidimensional (abreviada
EGP1D a partir de agora [54])

1 82 x7t A 2
# [f + =+ -z + v(x):| Y(x,t)
31D |w($, )‘Qw( ,t) _ Zw (3 8)

onde foi definido o termo de interacao unidimensional 8;p como

mﬂw — (N — 1)VrA 2. (3.19)

21 Ay

BlD =

Seja notado que este termo de interacao efetiva agora depende da ge-
ometria da armadilha, termo vk e do termo de interagao tridimensi-
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onal, B3p, ou entdo, de modo mais fundamental, do comprimento de
espalhamento de ondas s, as, e do nimero de particulas do condensado,
N.

A forma unidimensional dada na equagao 3.18 é muito parecida
com a equagao original que a gerou, havendo apenas uma redefini¢ao
na origem da energia (constantes aditivas x/2 e A/2) e no termo de in-
teragdao $1p. Embora esteticamente parecida, resultados de simulagoes
mostraram que este processo deixa a desejar em algumas situagoes.
Por exemplo, a frequéncia de respiro de um condensado é maior em si-
mulagoes com a EGP1D do que com a EGP [55]. Desse modo, visando
maior concordancia entre simulagoes unidimensionais e tridimensionais,
torna-se 1til outro processo de unidimensionalizacao.

O segundo método de unidimensionalizacao supoe que variacoes
temporais na fungao de onda transversal de uma armadilha axialmente
simétrica do tipo charuto ocorrem muito lentamente em comparacao
com as variagoes da direcdo axial. Através de um ansatz gaussiano
para a direcdo transversal, com uma largura descrita por uma funcdo
dependente do tempo e da coordenada axial z, os autores da referéncia
[65] obtiveram uma equagcao efetiva para o movimento axial e reduziram
a EGP a uma equagao nao polinomial unidimensional.

Embora os resultados quantitativos desta abordagem sejam mui-
to mais satisfatérios que os da EGP1D quando comparados com si-
mulagoes diretas da EGP, a forma funcional da equagao nao é nada
atraente, conforme pode ser notado

R L ) [C Ry P LG s—ER
z 1+ 82 y(2,1)[2
+% /BID ac t (z, t
1+ /31D |w z, t
:i%.(azo)

Esta equacgao recebeu o nome de Equacao Nao-Polinomial de Schrodin-
ger (abreviada ENPS a partir de agora) [55]. Aparecer somente um
fator geométrico na equacao, o termo A, é um reflexo da simetria axial
da armadilha (A = k para comparagoes com a EGP1D). J§ o coefici-
ente nao linear unidimensional possui a mesma definicao que no caso
da EGP1D, equacao 3.19.

Duas caracteristicas importantes devem ser notadas na ENPS,
equacao 3.20. A primeira delas é que, caso o termo nao linear seja
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muito pequeno, podem-se desprezar os termos quadréaticos em (1 p, que
se originariam da expansao em série de Taylor das raizes que tornam
a equacao nao-polinomial, e facilmente se recupera a EGP1D - é uma
mostra de consisténcia. A segunda caracteristica é uma adverténcia:
alguém poderia afirmar, em uma olhada rapida para a ENPS, que no
caso de B1p nao ser pequeno bastaria aumentar a assimetria da arma-
dilha, tornando o coeficiente A > B1p, analiticamente o efeito seria o
de desprezar termos quadréticos na razdo 3/A. No entanto, ao analisar
a razao B1p/A, conforme aparece na equagio, nota-se que

Bo _on 1%

21
3 o (3.21)

ou seja, a razao entre a nao linearidade unidimensional e a assimetria
independe da assimetria. Ela depende apenas do comprimento de es-
palhamento de ondas s e do niimero de particulas. Desse modo, ¢é a
interacao, de fato, que deve ser pequena para que a ENPS seja trans-
formada na EGP1D.

Embora a EGP1D seja mais parecida com a EGP, sempre re-
alizamos simulagoes unidimenaionais com a ENPS, dada a sua confi-
abilidade quantitativa quando comparados os seus resultados com os
oriundos da EGP [55].

De posse das equagoes modelo tedricas, equagoes EGP, EGP1D
e ENPS, devidamente justificadas podemos tratar agora do modelo de
dois modos que visa simplificar a descrigao analitica do sistema. A des-
crigao pormenorizada dos métodos numéricos utilizados para realizar
simulacoes e obter as constantes necessarias a descricao de dois modos
foram deixadas para o apéndice A.

3.2 MODELO DE DOIS MODOS

Nas segOes anteriores mencionamos algumas vezes o fato de a
fase de um condensado de bdsons ser bem definida. No entanto, o que
nao mencionamos foi a dificuldade de se construir um operador que
extraia essa fase da fungao de onda quando damos um tratamento de
muitos corpos, problema este bem abordado na década de 1960, revi-
sado em [13]. Ainda ji notado na mesma década foi o fato de que,
embora um operador extrator da fase de uwma funcao de onda fosse
dificil definir, um operador extrator da diferenca de fase entre duas
fungoes, dois condensados, é bem definido em uma abordagem de mui-
tos corpos. No entanto, em uma abordagem de campo médio retratada
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pela EGP, até onde sabemos, ndo hé operacdo que defina diferenga
de fase entre componentes de um modelo de dois modos, embora ja se
tenha tentado definir tal operagao por meio das fases dos nimeros com-
plexos que representam cada parte da fungao numérica [57]. Nao hé
uma forma bem definida de extrair da funcao que esta sendo evoluida
pela EGP a diferenca de fase entre os dois modos que supostamente a
representam bem em uma jungdo Bose-Josephson. Assim sendo, pro-
pomos um método de extrair tal diferenca de fase e, a partir desta
proposta, fomos capazes de redesenhar o espago de fases referente ao
modelo de dois modos utilizando somente simulagoes diretas da EGP,
conforme mostraremos mais tarde. Com essa definicao de diferenca
de fase entre componentes do modelo de dois modos fomos obrigados
a redefinir a diferenca de populacao entre os modos de uma maneira
consistente com aquela de diferenca de fase. Também mostraremos
que, embora analiticamente distinta da definicao comumente utilizada
na literatura para diferenca de populacao, resultados numéricos dessa
grandeza aproximam-se muito daqueles apresentados na literatura para
a definicao convencional de diferenga de populagao, o que vem a solidi-
ficar a robustez das novas definigoes.

Da mesma forma que a redugao de dimensoes facilita as si-
mulagoes, a representacao de dois modos facilita abordagens analiticas
dadas as jungoes Bose-Josephson e a investigacao sistemética dos regi-
mes dinamicos de excitacoes coletivas disponiveis ao sistema. Poder-
se-ia questionar a validade de uma abordagem de dois modos a uma
equagao nao-linear, no entanto esta abordagem estd fortemente aba-
lisada pela estrutura energética caracteristica das jungoes: as ener-
gias de excitagoes coletivas do sistema, que envolvem tunelamento de
particulas, sao muito menores que as energias de excitacao de uma
particula para um possivel préximo nivel do espectro. Existem dois
niveis energéticos muito préximos um do outro, cuja degenerescéncia foi
quebrada justamente pela possibilidade de tunelamento de particulas,
e o proximo nivel acessivel a qualquer particula estd separado destes
dois primeiros niveis por uma lacuna energética muito maior que as
de excitagao térmica ou de excitagbes coletivas (ver espectro na figura
1). Sendo assim, a fundamentacéo para uma abordagem de dois modos
dada ao problema é completamente fisica, nao matematica.

Relembraremos algumas previsoes do modelo de dois modos para
a dindmica da juncao Bose-Josephson, em especial as ja citadas de 1997
[21], e realizadas em 2005 [16]. Neste processo de revisdo ficard clara
a canonicidade entre diferenca de fase e diferenca de populagao em um
duplo condensado.
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Deixamos dois resultados semi-analiticos obtidos durante o nosso
trabalho e relacionados a esta segao nos apéndices. Um deles (apéndice
B) trata semi-analiticamente do ponto de bifurcagao entre solugoes com
contrapartida linear e sem tal contrapartida da EGP1D [57, 58, 59, 60,
61, 62]. A bifurcacdo apareceu como uma divergéncia na série nao-
perturbativa 14 abordada. Esse resultado dé certa credibilidade até
a modelos multimodos j& apresentados para a EGP, desde que a in-
teracao nao linear nao leve as solugoes a atingir os valores de potencial
quimico de bifurcagao [57]. O outro (apéndice C) trata do modelo de
dois modos aplicado & equagao nao polinomial de Schréedinger e leva a
termos de correcao na Hamiltoniana semiclassica que nao estao presen-
tes nos tratamentos classicos de dois modos presentes na literatura. No
entanto tais correcoes mostram-se completamente despreziveis dentro
dos parametros de condensacao unidimensional dupla e por isso nao
foram notados até agora; além de serem termos pequenos nao pode-
mos esquecer se tratarem de corregoes a um modelo unidimensional de
condensado tipo charuto axialmente simétrico que tenta levar em conta
os efeitos da dinamica de fundo ocorrendo na dimensao transversal ao
eixo de simetria.

3.2.1 Modelando a dinamica de um condensado duplo - espaco
de fases

Sempre que pudermos reduzir o espago de possibilidades da dina-
mica de um sistema fisico a apenas dois estados entao um modelo de
dois modos para tal problema mostrar-se-a conveniente. O caso de uma
JBJ nao é diferente.

Em uma JBJ temos um condensado de bdsons gerado em uma
armadilha do tipo duplo pogo. Para simplificar nosso trabalho vamos
supor sempre que tal potencial de duplo pogo é simétrico. Sendo as-
sim, quando a barreira que separa os dois pogos € infinita entao os dois
primeiros estados do sistema sao degenerados. Ao diminuirmos a al-
tura da barreira do infinito, a degenerescéncia destes dois estados vai
sendo quebrada e comeca a haver a possibilidade de tunelamento de
particulas. Nestas circunstancias ocorre que os dois primeiros estados
possuem energias muito préoximas uma da outra enquanto que o ter-
ceiro estado possui energia muito acima da energia do segundo estado.
Desse modo um modelo de dois modos é valido desde que as energias
envolvidas nos processos dinamicos coletivos que venham a ser gerados
nao sejam capazes de excitar particulas para este terceiro estado do
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sistema.
Vamos reescrever a equagao 3.10 aqui

_%VQ\I/(r,t) +V(£)U(r,t) + Bap| ¥ (r, t) U (r,t) = i%’

(3.22)
e, & base da descricao do paragrafo precedente para validade de um
modelo de dois modos, vamos aproximar a solugao desta equagao por

U(r,t) = yo(t)po(r) + 1 (t)er (r) (3.23)

onde as fungoes @;(r), ¢ = 0, 1, sdo fungoes reais, sem perda de genera-
lidade, e satisfazem a EGP independente do tempo

~5V20i(r) + Vi) + ol 0) Pinle) = ) (3:24)

onde p; é o potencial quimico da solugdo i. A solugdo ¥(r,t) estara
normalizada a unidade

/|\I/(r,t)|2dr =1. (3.25)

Uma vez que supomos potencial V(r) simétrico podemos afirmar
que as fungoes ;(r), i = 0,1, sdo ortonormais

/%(r)%(r)dr = 0ij. (3.26)

Esta afirmacdo nao é Obvia, uma vez que estamos tratando de uma
equagdo nao linear. No entanto, no trabalho [56] hd a demonstragio
de que, para interagao repulsiva entre atomos, ou seja, para parametro
Bsp > 0, o estado fundamental do potencial é par e o primeiro ex-
citado é impar, o que valida a ortogonalidade. Vale lembrar que a
normalizacao no caso de uma solucao de equagao nao linear nao é
simplesmente multiplicar por uma constante. Uma solucao qualquer
da EGP multiplicada por uma constante continua sendo solucao da
EGP sé que para um parametro de interacao nao linear modificado
pela mesma constante que multiplicou a solugao. Entao, nem a or-
togonalidade nem a normalizagao expressos na equacao 3.26 merecem
ser consideradas como simplistas. No caso de interagao atrativa os es-
tados fundamental e primeiro excitado do duplo pogo vao obedecer a
equacgao 3.26 somente caso a intensidade dessa interacao seja pequena.
Caso atinja um valor critico (ver apéndice B) entdo os dois primeiros
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estados sao assimétricos, localizados cada um deles em um dos pogos.
Ainda nesse caso podemos aplicar o tratamento dado aqui por cons-
truirmos, a partir destes estados assimétricos, combinagoes simétrica e
antissimétrica deles, de tal modo que a equagao 3.26 ainda continuard
sendo valida. Um exemplo grafico das fungoes solugao da equagao 3.24
para o caso unidimensional é dado na figura 3 - quadrados e circulos
abertos.

1,0 g T

Fungdes (1D) do modelo de dois modos

-0,8 3

-1,0 T T T T T T T T T

Figura 3: Solugoes da EGP1D independente do tempo para o mesmo
potencial da Figura 1, aqui com parametro de interacao Sip = 5.
Os simbolos abertos representam as fungoes simétrica (quadrados) e
antissimétrica (circulos) {¢o, 1}, respectivamente, enquanto que as li-
nhas representam as combinagoes lineares das primeiras, resultando nas
fungoes localizadas nos pogos da direita (sélida) e esquerda (tracejada),

{00, 91}

Voltando ao modelo de dois modos para a solucao da EGP,
equacio 3.23, as funcdes 1);(t) irdo descrever a fracdo de populagio
que estd em cada um dos estados simétrico e antissimétrico, respec-
tivamente ¢ = 0 e ¢ = 1. Mas mostra-se contra-intuitiva uma inter-
pretacao de populagoes em estados simétrico ou antissimétrico, sendo
de mais facil e rapida visualizacdo uma interpretagao de populacoes
em pogos fisicos distintos, neste caso que estudaremos de JBJ. Sendo
assim, propoe-se uma mudanca de base para descrever a dindmica do
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sistema. A nova base é dada pelas funcoes localizadas

bo(r) = —=[po®) + ¢1(r)] (3.27)

-5

p1(r) = —=[po(r) — p1(r)] (3.28)

S

novamente com a condicao de ortonormalidade

que é uma consequéncia natural da ortonormalidade das fungdes {¢;(r)}.
(As linhas sélida e tracejada da figura 3 exemplificam as fungoes {¢g, ¢1}
para o caso unidimensional.) Levando esta nova base no modelo de dois
modos, equagao 3.23, temos:

U(r,t) = 1o(t)po(r) + Y1 (t)¢1(r) (3.30)
onde também as fungoes temporarais passaram por uma redefini¢ao, a
saber

Yo(t) = [o(t) +¢1(2)] (3.31)

Yi(t) = —=[o(t) — Pa(t)] (3.32)

e agora cada 1;(t) fornecerd diretamente a fracao de populac¢ao em cada
lado do duplo poco.

Prossigamos por incluir o modelo de dois modos dado pela equa-
¢ao 3.30 na equagao 3.22. Depois dessa inclusao, que seja tomado o
produto, em ambos os lados da equagdo resultante, por ¢g(r) e haja a
integracao em r; que seja feito o mesmo processo com ¢4 (r). O resul-
tado final destes processos corresponde as seguintes equagoes descritivas
das dinamcias populacionais em cada pogo

P90~ (B Alwl? + D] v
B
-5 - Dltpo|> — Ciapr | 1 (3.33)
b

i— [E + Al |? + Dgapr] o
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B *
|3~ Dl = Cpiabo | o (3.34)
onde usamos a equagao 3.24 e a condigao de normalizagao

[¢ol* + 1] = 1. (3.35)

Também foram definidas, em analogia com o trabalho [57], as seguintes
constantes

A = iﬁgp(lO[@l —Ipo — I11) (3.36)
B = wm—po+ %ﬂw([oo —1I11) (3.37)
¢ = i/@?,D(Ioo + 111 — 2Ip1) (3.38)
D = 35313(100 — 1) (3.39)
E = w — Bsnlon (3.40)

com as integrais I;; dadas por:

I; = /(p?(t’)(p?(r)dr. (3.41)

Se agora tomarmos o produto de 3.33 (3.34) por ¥(t) (¢5(t))
e subtrairmos da equagao resultante deste produto o seu préprio com-
plexo conjugado obteremos as duas novas equagoes

d|o)? )
OF Bl sin(0s — )
+2C o |*[¢1* sin 2(61 — bo) (3.42)
i _ g o
o = Blvollva|sin(6: —6o)
—2C|o|?[1|? sin 2(61 — o) (3.43)

onde foi usado o fato de que podemos escrever qualquer niimero com-
plexo sob a forma polar

i(t) = [i(t) e (3.44)

com 6; sendo a fase do correspondente nimero complexo v;, e fez-se
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uso da regra de derivagao do produto de funcgoes.

Por outro lado, a adigdo do produto de 3.33 (3.34) por ¢§(t)
(11 (¢)) com o seu préprio complexo conjugado e o uso da regra de deri-
vada da divisao de fungoes fornecerd as equagoes de evolucao temporal
das fases dos niimeros complexos que estao representando as populagoes
em cada pogo

)

_ _ 2
+%(B — 4Dl ):Zl: cos(f — )
—CW}llQ COS 2(01 — 90) (345)
v 5
= = —(E+ AP
1 |70
+§(B — 4D [? )m cos(fy — bo)
—Cl1o|? cos 2(61 — 6p). (3.46)

Como ultimo passo, se subtrairmos da 3.43 (3.46) a 3.42 (3.45)
e definirmos:

1 ()] — (1) (3.47)
o(t) = 01(t) —0o(t) (3.48)

I
—~

o~
~

obtemos a forma padrdo, encontrada na literatura [22, 57|, para a
dindmica diferenga de fase (¢) versus diferenca de populagéo (z):

% = BV1-22sin¢ — C(1 — 2%)sin2¢ (3.49)
dé — —Az-B—2 cos ¢ + Czcos2¢. (3.50)

dt V1—22

As equagoes de movimento 3.49 e 3.50 podem ser obtidas a partir
da relacao canoénica:

) )

com a Hamiltoniana H(z, ¢) dada por:

1 1
H(z,¢) = §A22 — By\/1—22cos¢ + 50(1 —2%)cos2¢.  (3.52)
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e vemos que z e ¢ sdo varidveis canonicamente conjugadas?.

Sabemos que o sistema é conservativo, de modo que valores cons-
tantes de energia corresponderao a curvas de nivel da Hamiltoniana ob-
tida. Estas curvas, por sua vez, fornecerao as dinamicas semiclassicas
acessiveis ao sistema e estarao representadas no espaco de fases corres-
pondente ao par de varidveis canonicas (z, @).

As constantes A, B e C' dependem das integrais de superposicao
dos dois modos utilizados, da diferenca de potenciais quimicos, do
pardmetro de interacdo nédo linear B3p e da altura de barreira (ver
definigdes 3.36-3.38), valendo notar que existe correlagdo direta entre
cada uma destas grandezas que definirdo os valores das constantes A,
B e C. Por exemplo, se variamos a altura de barreira mantendo in-
teracao entre particulas inalterada, naturalmente os dois modos serao
alterados, uma vez que houve modificagao do potencial. Também os
potenciais quimicos serao alterados e as integrais de superposicao, pela
mesma razao. Ou seja, mudando um parametro de potencial todas as
constantes se modificam.

Conforme notado por Ananikian - o primeiro a dar um trata-
mento exato para o modelo de dois modos aplicado & EGP sem recorrer
a argumentagoes fisicas para aproximar a validade da ortonormalidade
dos dois modos [57] - e por Albiez - que realizou a primeira JBJ ex-
perimentalmente [16] - a constante C' é sempre muito menor que as
outras duas, A e B, de modo que a maioria dos autores que tratam de
um modelo de dois modos sob esta abordagem hamiltoniana acabam
desprezando-a. Ja as constantes A e B competem entre si gerando
espagos de fase caracteristicos de cada razao A/B assumida.

No caso de baixos valores de interacao entre particulas a cons-
tante B domina sobre A, implicando em A/B < 1, e neste caso temos
somente regimes dinamicos de oscilagao de particulas entre pogos de
modo simétrico. Para valores 1 < A/B < 2 vemos o surgimento de
regimes dinamicos cuja diferenca de populagao média é diferente de
zero, o que equivale a uma quebra de simetria, uma vez que o du-
plo poco é simétrico e nado deveria haver preferéncia por nenhum dos
pogos. Notar que estes regimes AAQM possuem diferenca de fase li-
mitada. Finalmente, para valores A/B > 2 temos regimes de AAQM
com fase ilimitada, que equivaleria a um péndulo simples cuja energia
total supera a energia potencial do ponto de méxima elevacao da massa
oscilante de modo que ele fica girando indefinidamente.

2Para esta Hamiltoniana fornecer os mesmos valores de energia que sio obtidos
por simulagoes diretas da EGP temos de adicionar a constante E, dada na equagao
3.40, a ela. Como sabemos, esta adigao ndo alterard as equagdes de movimento.
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Figura 4: Hamiltonianas possiveis conforme a razao entre os parametros
A e B vai variando. O ajuste das razoes A/B foi obtido por variar o
pardmetro 1 p de modo a obter em (a) A/B = 0.78,em (b) A/B = 1.55
eem (c) A/B =3.1.

A figura 4 exemplifica as trés configuragoes arbitrarias dos va-
lores das constantes A e B (desprezamos C para desenhar a figura e
para a descricdo precedente). Utilizamos as razoes entre estas cons-
tantes conforme elas foram relatadas no experimento que reproduziu
completamente o espago de fases relacionado ao modelo de dois modos
descrito aqui objetivando manifestar a proximidade entre simulacGes
numéricas e dados experimentais [25]. O duplo condensado utilizado
no caso citado foi de estados hiperfinos distintos em uma mesma arma-
dilha, diferente do nosso, mas onde a abordagem de dois modos também
é vélida. Utilizando como ferramenta de controle dos coeficientes A e
B a ressonancia de Feshbach, capaz de controlar o comprimento de
espalhamento das particulas do condensado, os autores com sucesso
obtiveram todos os regimes dinamicos possiveis disponibilizados por
este modelo. Em outras palavras, a propria interagao entre particulas
foi alterada de modo a escolher entre as hamiltonianas disponibilizadas
pelo modelo.

O alcance experimental de hoje nao estava disponivel em 1997,
quando da previsao do AAQM a partir do modelo de dois modos. De
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fato, uma tnica JBJ s6 foi relatada em 2005, conforme ja dissemos
[16]. Dada a capacidade deste modelo simples de descrever a dinamica
da JBJ, aprendemos que o condensado de bdsons é mais robusto do
que parece. Podemos afirmar isso porque, conforme vimos no capitulo
anterior, a EGP é uma equagao de campo médio a temperatura zero
com interagao tipo carogo duro entre particulas, um modelo bastante
restritivo. Mas o fato de carregar consigo informagcoes qualitativas e
quantitativas do problema mostra claramente que o grosso do processo
fisico em si esta descrito nela - e muito bem, diga-se de passagem.

3.2.2 O espacgo de fases a partir da EGP

Os espagos de fase apresentados, robustos, confidveis e comple-
tos no que diz respeito as dinamicas acessiveis ao sistema, nao provém
diretamente da EGP; eles provém de uma dinamica restrita a dois mo-
dos. Os trabalhos mais classicos que aplicam o modelo de dois modos
a EGP e que reproduzem o espago de fases correspondente usualmente
seguem duas metodologias: ou usam as equacoes dinamicas 3.49 e 3.50
conforme fizemos, ou, em uma abordagem de muitos corpos, usam do
formalismo das fungoes de Husimi para transitar do quantico para o
classico e entao reobtém o espago de fases.

Neste trabalho nés reproduzimos completamente os espagos de
fase disponiveis a um duplo condensado espacial (ou, um condensado
em duplo pogo simétrico), de acordo com os valores acessiveis & razao
A/B, diretamente a partir de simulagées da EGP. Estes resultados,
por provirem de simulagoes diretas, naturalmente nao estao restritos a
aproximagao de dois modos. Sendo assim, o fato de representarmos os
espagos de fases partindo de simulacoes diretas prova, numericamente,
que a dindmica ocorre em um espago de fungoes restrito a apenas dois
estados. Vale destacar a indispensabilidade de uma boa definicao de
diferenca de fase e de populagao numéricas entre os dois modos do
modelo para a reprodutibilidade do espago de fases semicléssico.

Em um tempo ¢ qualquer de uma evolugao temporal da fungao de
onda U(r,t) representativa de uma JBJ sob a EGP, o modelo de dois
modos prevé uma funcdo dada pela equagao 3.30. O que propomos
de diferente dos outros trabalhos é que as constantes ;(t), ¢ = 0,1,
representativas do percentual da fungao de onda que estd em cada pogo,
sejam dadas pela integral

»i(t) = /(bi(r)\ll(r,t)dr (3.53)
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que é o produto interno da fungao ¥(r,t) pelo modo ¢ que temos inte-
resse, sendo ¢ = 0 ou ¢ = 1. A soma apresentada na equacao 3.30 com
as constantes v;(t) dadas pela integral 3.53 nao serd capaz de represen-
tar completamente a fungao ¥(r,t), uma vez que esta nio estd restrita
a ser uma combinacao perfeita dos dois modos durante a simulacao
completa da EGP. Desse modo, ganhamos naturalmente uma forma de
avaliar o quao boa estd a aproximacao dos dois modos para a funcao
ao definirmos outra fungéo, que chamaremos de resto, R(r,t), como

R(r,t) = WU(r,t) — Po(t)Po(r) — Y1 (t)P1(r). (3.54)

Ora, as fungoes ¢; sao ortonormais, de modo que podemos afirmar a
validade da seguinte equagao

()2 = / IR(r, 1)|2dr = / (e, D]2dr — [o(t)? — [ (D) (3.55)

onde definimos o nimero € como o representativo do erro cometido
ao tomarmos a aproximagao de dois modos. Assim, em cada simulagao
podemos acompanhar a evolucao temporal de cada componente |1 (t)|?
e também do erro |e(t)|?.

Notar que em 3.55 nao igualamos a condi¢ao de normalizagao
da funcao ¥ a unidade porque, eventualmente, devido a flutuacoes
numéricas durante a simulacdo, a norma deixara de ser 1. A critério de
completeza na apresentacao de resultados, os graficos que apresentarem
a evolucao temporal das componentes e do erro também apresentarao
a norma. Serd visto que ela se mantém préxima de 1 em todas as
simulacoes feitas, o que fortalecerd a confianca nos métodos numéricos
utilizados.

A partir dos niimeros complexos 1);(t) definidos na equacao 3.53
podemos, consistentemente, definir a diferenga de populagao, z(t), e a
diferenga de fase, ¢(t), entre modos conforme segue

2(t) = [ () — [o(t)]? (3.56)
o) = arg (Zgg) — 6, — 6, (3.57)

onde 6; corresponde a fase do ndmero complexo ;(t) em sua repre-
sentacao polar. Estas definigoes sao exatamente as dadas pelas equagoes
3.47 e 3.48 s6 que agora, juntamente com a equacao 3.53, tém relacao
direta com a funcao ¥(r,t) evoluida pela EGP.

A definigao de diferenga de populacao dada aqui, equacao 3.56,
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difere daquela comumente apresentada na literatura para o estudo de
pogos duplos espaciais. Esta tltima é frequentemente apresentada como

) 0
ao(t) = /O W (r, ) 2dr — / U (x, ) 2dr (3.58)

— 0o

com o indice s evidenciando ser a definicao padrao de diferenca de
populagao. Note-se que esta definicao, embora seja apropriada para o
estudo de condensados duplos espaciais mostra-se deficiente para tratar
de condensados sobrepostos em uma mesma armadilha enquanto que
aquela dada pela equacao 3.56 nao apresenta tal limitacao.

Analiticamente a relagao entre z5(t) e z(t), assumindo o modelo
de dois modos como exato, é dada por

2o(t) = 22(1) /0 ~ o)1 (r)dr (3.59)

com as duas fungoes no integrando sendo aquelas que satisfazem a EGP,
ou seja, sendo as que possuem simetria definida e nao as funcoes loca-
lizadas ¢;(r). Termos notado numericamente que zs e z sdo préximos
indica que a integral relacionando estas defini¢oes de diferenca de po-
pulagdo é préxima de 1/2, o que também foi notado verdadeiro para
um intervalo significativo de valores de nao linearidade para o caso de
armadilha unidimensional semelhante & do trabalho [57].

Com o fim de explicitar a consisténcia das defini¢oes de diferenca
de fase e de populacao apresentadas aqui com aquelas dadas pela lite-
ratura, reproduziremos os espagos de fases correspondentes a figura 4
sé que com parametros de armadilhamento equivalentes aos apresenta-
dos no experimento [16], que corresponde um potencial armadilhador de
duplo pogo espacial, ou seja, uma JBJ. Nos restringiremos a simulacoes
unidimensionais para esta apresentacao e, para atingirmos os valores
requeridos de nao linearidade que permitam o acesso aos espagos de
fases daquela figura vamos supor que uma das seguintes opcoes expe-
rimentais acontegam: (1) o comprimento de espalhamento é tornado
pequeno ou (2) o nimero de particulas é tornado pequeno. Tal ob-
servagao estd embasada na equagao 3.19, que mostra a dependéncia do
parametro efetivo de interagao nao-linear unidimensional $;p com os
parametros experimentais. Numericamente o acesso aos valores de nao
linearidade que reproduzem os espacos de fase daquela figura 4 sdo ob-
tidos por tentativa e erro: sabemos o valor da razao A/B que gera as
curvas daqueles espagos de fase e sabemos que os valores de A e de B
provém de integrais de superposi¢ao dos dois modos e do valor da nao-
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linearidade efetiva (ver equagoes 3.36 e 3.37, notando que S3p deve ser
substituido por 1p quando a simulagao for unidimensional); os dois
modos, por sua vez, dependem da nao linearidade efetiva. Sendo assim,
testamos valores de nao linearidade até que os valores das razoes A/B
desejadas fossem obtidas. Os valores de $1p que permitiram o desenho
dos espagos de fases equivalentes aos da figura 4 sdo: f1p = 0.0326
para a parte (a) da figura, 51 p = 0.0654 para a parte (b) e, finalmente
Bip = 0.1338 para a parte (c¢). Vale notar que para cada uma das
dindmicas necessarias para a reconstrucao de cada um dos espagos de
fases da figura 5 a partir da EGP, o erro definido em 3.55 assumiu
valores muito menores que quaisquer das componentes ¥ (t) ou ¥1(t)
durante todo o tempo de simulagao.

(@)

2,0

0,0 L A
-1,0 -05 00 05 1,0
z

Figura 5: Demonstragido da possibilidade de reconstrucao do espago de fa-
ses correspondente a um modelo de dois modos diretamente a partir de si-
mulacGes da EGP. Essa reconstrugao acaba por demonstrar nao sé a validade
do modelo de dois modos mas também a consisténcia das defini¢oes de dife-
renca de populagdo e de fase conforme dadas a partir dos nimeros complexos
1;(t) definidos na equagao 3.53. As linhas sélidas de fundo em cada parte,
(a), (b) ou (c), sdo curvas de nivel da Hamiltoniana semicldssica dada em
3.52. Ja os circulos vazios provém das simulagoes da EGP unidimensional.
Cada trajetdria em cada espago de fases corresponde a uma simulagdo com
uma condigao inicial diferente.

Por fim, na figura 6 representamos o espago de fases da JBJ
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apresentada no trabalho [16] segundo o modelo de dois modos para o
problema, com parametros equivalentes ao relato experimental, e se-
gundo a EGP tridimensional. A concordancia entre as descrigoes é
notdvel. (O trago central mostra a instabilidade do primeiro estado
excitado. Antes da instabilidade se manifestar o sistema esteve esta-
cionério por aproximadamente 70 unidades de tempo. Esse tempo de
simulacao antes da manifestacao da instabilidade gera certa confianca
no método numérico, porém revela também sua limitacdo.)
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! !
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Figura 6: As linhas sélidas ao fundo mostram as curvas de nivel da Ha-
miltoniana semiclassica proveniente de uma abordagem de dois modos dada
a JBJ gerada no experimento [16]. J4 os simbolos vazios correspondem as
simulagoes diretas da EGP tridimensional. A trajetdria de circulos vazios, no
centro do gréfico, corresponde ao estado do ponto de sela da superficie hamil-
toniana, onde pequenas flutuagdoes numéricas fizeram que o sistema perdesse
o equilibrio apés longo tempo de simulagdo. Notar que o estado fundamental
é estdvel (quadrado vazio na origem do grafico, quase invisivel).

Uma vez que temos ferramentas capazes de redesenhar o espago
de fases diretamente a partir de simulagoes da EGP e, simultaneamente,
fornecer informacoes a respeito do erro cometido na abordagem de dois
modos para o problema, entao estamos habilitados a explorar o controle
de populagéo disponibilizado pela canonicidade entre as varidveis (z, ¢),
controle este valido enquanto os dois modos forem suficientes para des-
crever a dinamica do sistema. Faremos isso no préximo capitulo, sendo
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esta exploracao o ponto chave de todo o trabalho.
3.3 A INSERCAO DE FASE NUMERICA

Ja definimos uma forma consistente de extrair a diferenca de fase
entre componentes de uma jungao. Embora até agora tenhamo-nos
prendido a condensados espaciais, ou especificamente & JBJ, o traba-
lho pode ser naturalmente estendido para quaisquer tipos de conden-
sados duplos que permitam uma impressao de fase entre componentes.
A definigao coerente de diferenca de fase a uma simulagao numérica
permitiu-nos explorar os efeitos que uma impressao de fase do tipo
apresentada nos trabalhos [37, 24] teriam sobre os regimes dindmicos
de uma juncao Bose-Josephson e apresentar esses efeitos em um espago
de fases correspondente a um modelo de dois modos do sistema.

A impressao de fase citada anteriormente funciona de maneira
bastante simples: um feixe de laser que atravessa um condensado de
boésons tém como efeito alterar sua fase. Tal alteragao é proporcional a
amplitude do feixe e ao tempo de exposicao do condensado ao mesmo
[24]. Ora, se parte do condensado for privada desta exposicao entao esta
parte nao tera fase alterada enquanto que a parte exposta o terd. Desse
modo um gradiente de fase pode ser gerado no condensado e o efeito
deste gradiente em um condensado tipo charuto foi a geracao de um
séliton ou trens de sélitons, a depender dos parametros de impressao
de fase.

Ora, juntando a informacao da possibilidade do controle da fase
sobre parte de um condensado duplo com a de que pode-se obter o
controle sobre a dinamica coletiva de um condensado duplo alterando
a diferenga de fase entre as componentes deste entao exploramos nu-
mericamente os efeitos da impressao de fase em apenas uma das com-
ponentes de um duplo condensado de bésons.

O método de impressao de fase numérica foi o mesmo utilizado
no trabalho [24]. Em um dado instante da simula¢do multiplicamos a
fungao de onda que esta sendo evoluida por um gradiente de fase

W(r,t) — eOW(r, t) (3.60)
onde a fungao ¢(r) é dada por

(r) = % (1 + tanh %) (3.61)
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com ¢q sendo a diferenca de fase efetivamente impressa entre as com-
ponentes do condensado e x a diregao tomada como aquela onde o
gradiente de fase ird ocorrer - dentro do intervalo espacial de aproxi-
madamente 2! unidades de comprimento?®.

Em varias simulagoes numéricas notamos que esse intervalo es-
pacial onde deve ocorrer o gradiente de fase, 2[, podera ser uma possivel
fonte de dificuldades experimentais. Em casos em que este espacgo ex-
cede a largura da barreira nota-se que a fase impressa tem um valor
diferente do previsto ¢q, sendo levemente menor que este. E como se
uma parcela significativa da funcao de onda total adquirisse uma fase
intermediaria entre 0 e ¢y e o efeito liquido desse espago de transicao
acaba se manifestando como uma diminuicdo da diferenca de fase im-
pressa. Por outro lado, a diminui¢ao do intervalo espacial em que ha
o gradiente de fase tem o efeito de aumentar a energia inserida no sis-
tema a cada impressao de fase. Desse modo deverd haver um certo
valor 6timo do parametro [ que identifica o espago de mudanca de fase
na funcao de onda total.

Por fim, ainda com respeito a esse processo de insercao de fase,
vale lembrar que o estado fundamental do duplo poco simétrico nao
tem densidade de probabilidade nula no centro da barreira. Isso signi-
fica que a cada insergao de fase havera a geragao de um séliton escuro
no condensado. A ideia é que tal séliton nao seja tao representativo na
dinamica de populagoes, uma vez que a parcela de particulas perturba-
das quando das impressoes de fase é esperada ser pequena em relagao
a populagao total. Tal afirmagao mostrar-se-4 verdadeira quando da
apresentacao dos resultados.

Com o fim de eliminar o séliton anteriormente citado propomos
ainda outro procedimento (ndo simulado neste trabalho): a impressao
de fase poderia ser estudada em um condensado duplo formado em um
unico pogo. Para que isso seja factivel é necessario que cada estado
hiperfino reaja a presenga do feixe de laser nao ressonante impressor
de fase de forma distinta. Assim, embora seja impressa uma fase si-
multaneamente em ambos os componentes, dada a reagao distinta de
cada componente ao feixe impressor de fase haverd, efetivamente, uma
impressao de diferenca de fase entre as componentes. Por agora nos
abstenhamos destes efeitos indesejaveis e idealizemos o sistema para
poder continuar o trabalho.

Imprimimos, em um tempo muito curto, uma diferenca de fase

3Notar que a funcio ¢(r) e a constante ¢o nio tem qualquer relagio com as
fungdes da base localizada do modelo de dois modos {¢;} usadas nas subsegdes
anteriores.
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na JBJ. Este tempo muito curto serd quantificado por algum tempo ca-
racteristico do sistema. Em nosso caso mostra-se apropriado o periodo
de oscilagao de populacao na JBJ dado por

27 27

s J(B_20)(ArB_0) (3.62)

conforme podemos deduzir das equagoes 3.49 e 3.50, apresentadas na
segdo anterior e aplicadas para regimes onde o par (z,¢) < 1 [57].
Desse modo, o tempo de impressao de fase devera ser muito menor que
To para caracterizar uma impressao instantanea de fase. Para o caso
da barreira de duplo pogo apresentada em [16] temos este periodo da
ordem de 34 ms, que é mais ou menos o medido por eles em sua figura
1 - aproximados 50 ms. No experimento [24] as impressdes tiveram
duragao da ordem de 1 ps, justificando assim a ideia de impressao
instantanea de diferenga de fase, conforme simulamos em alguns casos.

Uma possivel forma de relaxar este requisito sobre o tempo de
insercao de fase foi testado, também objetivando minimizar a energia
inserida no sistema a cada impressao de fase. O que fizemos nestes
testes foi multiplicar, a cada passo temporal de simulagao, a funcao
que estava sendo evoluida pelo fator insersor de fase

; 2
U(r,t) — exp {; (1 + tanh %) (30?% exp { (%) ] } U(r,t)
(3.63)
onde a diferenga de fase ¢q foi impressa durante um intervalo de tempo
aproximado de 30; no entorno do tempo do pulso t,. At representa o
passo temporal na simulagdo numérica, de modo que a razao 3oy/At
representa o total aproximado de passos necessarios para completar
a impressao de fase, enquanto que o produto ¢o/(30+/At)exp[—(t —
tp)?/0?] esté representando a diferenga de fase impressa em cada passo
da simulacao. O gradiente de fase continuou ocorrendo em um intervalo
aproximado de 2] unidades de comprimento.

Observamos o efeito desejado de diminui¢do de energia inserida
no sistema a cada impressao, neste caso, as custas de um aumento
de dificuldade em saber a diferenca de fase efetivamente impressa no
sistema.

Uma vez que a diferenca de fase é adquirida, seja instantanea-
mente ou nao, o sistema simplesmente segue a trajetoria que o ponto
do espaco de fases seguiria.
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4 RESULTADOS, DISCUSSAO E PERSPECTIVAS

4.1 RESULTADOS E DISCUSSAO

Para apresentagao de resultados cabe estabelecer os tipos es-
pecificos de potenciais de duplo poco com os quais trabalhamos. Eles
foram os seguintes

Viz) :%ﬁ+%a®2 (4.1)
V(z) = %1’2 + %Vo {1 + cos (27r§)] (4.2)

ambos unidimensionais e simétricos, uma vez que tratamos sempre com
potenciais do tipo charuto e nossos resultados numéricos precisam do
primeiro estado excitado do poco, que pode ser obtido via relaxacao
apenas no caso de pogos simétricos e interacao repulsiva entre particulas
[56].

O primeiro dos potenciais, equagao 4.1, foi extraido do trabalho
[57] e foi o primeiro dos potenciais trabalhados em nossas investigagoes
por ser de fécil visualizagao o efeito que as variagoes de seus parametros
tém sobre a armadilha: Vj fornece a altura da barreira de potencial (néo
a altura efetiva, pois o minimo de potencial nao é zero!) e ¢ controla a
largura da barreira.

O segundo dos potenciais, equagao 4.2, foi extraido do trabalho
[17] e foi escolhido por ser experimentalmente realizado, o que torna
os nossos resultados préoximos de algum grupo experimental. Este po-
tencial muda muito de forma de acordo com os parametros escolhidos:
quando Vj é pequeno o potencial é quase harmoénico puro; quando Vj
é grande, o potencial é quase peridédico. Entre estes extremos existe a
escolha de V) que fornece apenas dois pogos no entorno da origem e
estes parametros foram escolhidos experimentalmente e estes mesmos
parametros foram os que escolhemos.

Na figura 7 vemos o espago de fases semiclassico gerado pelo
modelo de dois modos aplicado & EGP com linhas sdlidas indicando
possiveis regimes dinamicos para um potencial do tipo 4.1 com parame-
tros Vo = 3,7 e 0 = 1,5248 e interagcao dada por Sip = 1. Além
do espago de fases semiclédssico, colocamos neste grafico algumas si-
mulacoes estacionarias da EGP para dar confiabilidade no método
numérico. Estas simulagbes correspondem aos pontos: (i) aquele da
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origem do espago de fases, correspondente ao estado fundamental que
possui diferenga de populagao nula e diferenga de fase nula; (ii) aquele
do centro do espago de fases, correspondente ao primeiro estado ex-
citado, um estado instavel e que durante 100 unidades de tempo de
simulacao permaneceu fixo no ponto de diferenca de populagao nula
e diferenga de fase mr; (iii) os dois estados metaestdveis, um a direita
e outro a esquerda do ponto central do espago de fases, com mdédulos
de diferenca de populagao aproximadamente 0.9 e diferengas de fase m,
estados estes correspondentes aos maximos da superficie Hamiltoniana
semiclédssica. Simulagoes da EGP que explicitam a existéncia destes
modos acabam por conferir ao modelo de dois modos o seu devido res-
peito para atacar este tipo de problema. Por fim, vemos na figura uma
série de circulos abertos, alguns meio desengongados no entorno das
trajetorias semiclassicas. Explicaremos por qué.

Iniciamos uma simulagao em tempo real do sistema tendo como
fungao inicial o estado fundamental do duplo poco, estado este ob-
tido por relaxagao. Apods algumas unidades de tempo de simulacéo,
tempo esperado para confirmar a estabilidade do estado fundamental,
inserimos uma diferenca de fase ¢9 = 5 na funcio que estava sendo
evoluida, de acordo com as equagoes 3.60 e 3.61, com o parametro
I = {5 = 0,15248, que corresponde a 10% do valor atribuido a largura
de barreira com o fim de garantir que o gradiente de fase ocorresse den-
tro daquela. O resultado foi que, conforme podemos ver indicado apds
a seta enumerada (1), o sistema transitou do regime dindmico esta-
ciondrio equivalente ao estado fundamental para o regime dinamico de
oscilagao Josephson de populacao entre pogos da armadilha, que cor-
responderia a uma combinacao entre os estados fundamental e primeiro
excitado. Deixamos entao que o sistema evoluisse nesta trajetoria até
que um ciclo de oscilagao fosse concluido.

Entao inserimos uma nova diferenca de fase, sob a mesma me-
todologia da primeira insercao, s6 que agora com ¢y = 7 e exatamente
no instante em que o sistema estava passando pelo ponto da trajetéria
no espaco de fases que corresponde a um méaximo de diferenca de po-
pulagdo. O efeito foi o de levar o sistema para um novo regime dinamico,
um de auto-armadilhamento quantico macroscépico com fase limitada,
conforme indicado pela seta com ndmero (2) correspondente.

Mais uma vez permitimos que o ciclo de oscilagao fosse concluido,
até para termos certeza de que o sistema estava autoarmadilhado, e in-
serimos mais duas fases: aquela indicada pela seta (3), que levou o
sistema novamente a um regime de oscilacao Josephson, e aquela indi-
cada pela seta (4), aplicada quando o sistema havia trocado a maioria
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Figura 7: Amostra de confiabilidade de métodos numéricos, dada pela es-
tabilidade das trajetérias correspondentes a estados estacionarios, mesmo
que instéveis, representados por pontos cheios no grafico. As curvas sélidas
mostram as possiveis trajetorias semicldssicas habilitadas ao sistema. J& os
circulos vazios espalhados pelo grafico representam um resultado de simulagao
da EGP1D cujo potencial é o dado pela equagdo 4.1 com parametros Vp = 3,7
e 0 = 1,5248 e interacao f1p = 1. Nesta simulagao houve impressao de fase
e consequénte acréscimo de energia ao sistema. Esse acréscimo é responsavel
pelo cambalear das trajetdrias apds transigdo entre regimes dinamicos indi-
cados pelas setas enumeradas de (1) até (4), correspondentemente & ordem
de insercdo de fase.

da populagao entre pocos e que acabou levando-o ao regime de auto-
armadilhamento no outro lado da barreira.

A figura 8 mostra a evolugdo temporal da diferenca de populacio
enquanto as fases eram impressas. Nela colocamos as duas definigoes de
diferenca de populagao, aquela comumente apresentada na literatura,
indicada por z, e correspondente a curva tracejada do gréfico, e aquela
definida neste trabalho, a partir da parcela da funcao de onda total em
cada um dos modos, indicada por z e correspondente a curva sélida do
grafico. Notamos que, grosso modo, as duas defini¢oes sdo equivalentes,
sendo aquela dada neste trabalho correspondente ao comportamento
médio da definicao padrao z;.

A figura 9, ainda com respeito a mesma simulagao, mostra a
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Figura 8: Comparagao da evolugdo temporal da diferenca de populagao
segundo a definicdo dada neste trabalho (z - linha sélida) e a comumente
encontrada na literatura (z - linha tracejada). A linha sélida em z = 0 serve
para guiar os olhos quanto a estar o sistema ou nao em um regime de auto-
armadilhamento. Notar que a definigdo dada aqui trata-se de uma espécie
de comportamento médio da definigdo padrao encontrada na literatura, ou
seja, os resultados sd@o compativeis.

evolucao temporal da densidade de probabilidade em escala de cinza,
sendo o escuro correspondente a populacao nula e o claro a méxima
populagao. Deve-se notar nesta apresentagao da simulagao o continuo
acréscimo de perturbacgoes na fungao de onda, a medida que mais pulsos
vao se acrescentando a ela, porém que o comportamento geral da po-
pulagao é preservado nos regimes indicados. Estas perturbagoes provém
da geragao de solitons escuros dentro da barreira a cada impressao de
fase. Podemos ver estes solitons se propagando na figura, em cada um
dos pogos, por meio de pequenas depressoes da densidade de probabi-
lidade dentro dos pocgos.

Possivelmente este venha a ser um problema experimental a ser
enfrentado no caso de controle de populagao via impressao de fase em
um condensado de duplo poco espacial, conforme simulado aqui. Este
problema pode ser contornado no caso de impressao de diferenca de fase
em duas espécies distintas armadilhadas em um mesmo poco, conforme
o experimento relatado em [25], uma vez que o séliton escuro nao seria
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Figura 9: A figura ao lado esquerdo mostra a evolugdo temporal da densi-
dade de probabilidade. Notar que, embora existam perturbagoes na densi-
dade de probabilidade o comportamento geral dela segue o que esta indicado
no espago de fases da figura 7. Ao lado direito temos a mesma dinadmica
representada pelas componentes em cada um dos modos, sendo os quadra-
dos (pretos) representantes da componente |1o(t)|* e os circulos (vermelhos)
representantes da componente |t (¢)|?. Inicialmente, antes de t = 2, temos o
sistema estacionario no estado fundamental. Com a introdug@o do primeiro
pulso, em ¢t = 2, vemos o estabelecimento do regime de oscilagdo Josephson.
Ap6s o segundo pulso, em t = 34, 8, o sistema transita para o regime de auto
armadilhamento quantico macroscépico. Um terceiro pulso, em t = 60, leva o
sistema ao regime de oscilagdo Josephson novamente. Permite-se que a maior
parte da populagao transite para o outro poco e entao um quarto pulso, em
t = 72,7, é inserido, deixando o sistema novamente auto-armadilhado, s6 que
desta vez no outro pogo.

gerado neste tipo de sistema.

A figura 10 mostra a evolugao temporal das amplitudes de pro-
babilidade em cada uma das componentes do modelo de dois modos,
bem como o resto definido em 3.55. Os tempos de impressao de pulso
ficam muito nitidos nesta figura, bem como as transigoes entre regimes
dinamicos. Primeiramente temos o estado estacionario com populagao
igualmente distribuida entre os pogos; em seguida o regime de oscilagao
Josephson; entao o autoarmadilhamento. Apds, vemos o transito de
populagao entre pogos novamente e, finalmente, o novo autoarmadilha-
mento. Em acréscimo, fica explicita a quantidade da funcao evoluida
que estd efetivamente sendo representada pelos dois modos através da
apresentacgao da evolugao temporal do resto juntamente com as compo-
nentes do modelo de dois modos. Mesmo com o resto crescente a cada
impressao de fase, temos, ao término da simulacdo, praticamente 70%
da fungao total sendo representada pelos dois modos. Por fim, vemos
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a norma sendo conservada no valor 1 durante toda a simulagao, o que
dé certa confianga no método numérico.
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Figura 10: Densidade de probabilidade em cada um dos modos, |1;(t)]?, e
resto, |e(t)|?, conforme equacio 3.55 e parte direita da figura 9. Os sfmbolos
quadrados (pretos) representam a componente | (t)|?, os circulos (verme-
lhos) representam a componente |t1(t)|? e os tridngulos (verdes), o resto
le(t)]? da fungdo. A cada impressio de fase nota-se o aumento do percentual
de funcao que nao estd sendo descrita pelo modelo de dois modos. Ainda apds
as 4 impressoes de fase vemos cerca de 70% da fungao sendo representada
pelo modelo. Por fim, os tridngulos invertidos (azuis), que estdo préximos
da ordenada 1, representam a norma em funcao do tempo. Ela foi colocada
ali para aumentar confianca no método numérico utilizado.

Como 1ltimo resultado associado a simulacao de 4 pulsos indi-
cada pela figura 7 vemos a figura 11, que contém a evolugao temporal da
energia e do potencial quimico. Vemos que, embora haja conservagao
de energia entre as insercoes sucessivas de pulsos, hd um acréscimo
desta a cada pulso. Possivelmente essa insercao de energia no sistema
venha a ser significativa do ponto de vista experimental, uma vez que
podemos associar o acréscimo de energia a um possivel aumento de
temperatura do condensado.

Como ultima dificuldade experimental a ser citada para realizar
o experimento de transicao entre regimes dinamicos mostrado acima
devemos citar que os tempos de insercao das fases devem ser escolhidos
precisamente. Por exemplo, para gerar a transi¢ao entre o regime de
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Figura 11: Energia (linha sélida) e potencial quimico (linha tracejada) em
fungdo do tempo. Notamos que a cada inser¢do de fase hd uma insercao de
energia, sendo esta possivelmente responsdvel por um aquecimento no con-
densado. A conservagao da energia entre insergdes de pulsos também é expli-
citada nesta figura, mais uma vez dando credibilidade ao método numérico
utilizado.

oscilagao Josephson e o de autoarmadilhamento deve-se inserir o pulso
de fase exatamente no instante em que a diferenga de populagao é
méxima. Esperamos que essa dificuldade possa ser contornada por meio
de métodos nao destrutivos de observagao da dinamica do condensado
duplo. Essas observacoes permitiriam uma determinacao precisa dos
tempos de insergao de fase, conforme requerido pelo método.

Todas as figuras acima referem-se aos resultados de uma si-
mulacao unidimensional gerada com potencial armadilhador dado na
equagao 4.1 e com modelo de unidimensionalizagdo da EGP 1D. Re-
sultados analogos sao gerados com o modelo unidimensional da ENPS,
com parametro de assimetria A = 1, devendo haver corre¢ao de tempos
de insercao de fase para produzir as mesmas transicoes de modos'. Nao
mostramos estes resultados para nao sobrecarregar o texto com figuras
repetitivas.

LConforme comentado na referéncia [55], que deduziu o modelo, os tempos das
duas equagoes sao realmente distintos - mas a concordancia qualitativa é notéavel,
dada a diferenga analitica entre as equagoes de evolugao temporal.
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Realizamos também uma simulacao tridimensional com o poten-
cial ndo axialmente simétrico descrito no experimento do artigo [16].
As figuras 12-14 mostram os resultados desta simulagao, evidenciando
que nao temos o controle sobre regimes dinamicos como uma particu-
laridade da abordagem unidimensional mas como um comportamento
realmente possivel do sistema.

2,0
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Figura 12: Transigdo entre regimes dinamicos gerada por impressdo de
fase em uma simulagao tridimensional com parametros de armadilhamento
harménico dados por k = 11/13, A = 15/13. O potencial de duplo pogo foi
gerado de acordo com 4.2 e com parametros Vo = 206/39 e d = 4,276 e o
parametro de interagao foi tomado Bsp = 56,57. A escolha de parametros foi
aquela que melhor descrevia os pardmetros da armadilha da experiéncia [16].
A largura do gradiente de fase foi escolhida como [ = 1,639 - ver equacao 3.61
- que é o valor aproximado da largura de gradiente de fase do experimento
[24]. As linhas sélidas de fundo correspondem as curvas de nivel da Hamil-
toniana semicléssica correspondente a abordagem de dois modos enquanto
que os simbolos vazios correspondem aos dados da simulagao da EGP 3D. As
setas pontilhadas e enumeradas indicam o efeito das inser¢oes de fase sobre
o sistema. Por ultimo, as setas cinzas indicam o sentido da trajetéria dos
pontos no espago de fases.

Um ultimo resultado a ser apresentado é o da impressao de fase
extendida no tempo. Para os mesmos parametros apresentados ante-
riormente, excetuando-se a largura de impressao de fase, agora tida
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Figura 13: Evolugao temporal da norma (linha sélida fina com ordenada
constante em 1), da energia (outra linha sélida) e do potencial quimico (linha
tracejada) - notar a quebra de escala - no caso da simulagao tridimensional
apresentada na figura 12. A cada impressdo de fase ha inser¢do de energia
no sistema, porém a energia é conservada entre impressoes. A conservagio
de energia e da norma d&o credibilidade ao método numérico utilizado.

como [ = 0,5, e acrescentando o; = 0,4, ver equagao 3.63, obtivemos
as figuras 15-16. Na figura 15 vemos que a inser¢ao de fase extendida
no tempo torna a transi¢cao entre regimes mais suave, até alguns pontos
da transicao sao salvos durante a simulagao. Na figura 16 vemos que,
embora haja insercao de energia, essa inser¢ao é menor que no caso de
pulsos instantaneos durante a simulagdo (comparar com figura 13 - a
escala foi inalterada para facilitar a comparagéo).

Observamos que a quantidade de energia inserida a cada pulso
aumenta quando diminuimos a largura de gradiente de fase e quando
aumentamos a fase impressa. Ainda nao estabelecemos relacdo analitica
entre estas grandezas mas pretendemos investigar esta dependéncia.

4.2 PERSPECTIVAS

Embora nossa compreensao da dindmica nimero-fase tenha avan-
cado significativamente no desenrolar deste trabalho, ainda carecemos
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Figura 14: Evolugao temporal da densidade de probabilidade integrada em y
e z correspondente a simulacdo apresentada na figura 12. Os tragos verticais
claros representam os tempos de insergdo de fases. Do mesmo modo que na
simulagao unidimensional, vemos a presenca de sélitons escuros que se pro-
pagam e distorcem a densidade de probabilidade. No entanto, o comporta-
mento geral pode ser visto obedecendo as transi¢ées entre regimes dindmicos
indicadas no espago de fases.

de um modo de imprimir fase que minimize a insercao de energia no
sistema. Notamos que alguns casos de fase impressa nao instanta-
neamente retiram energia do sistema ao invés de inseri-la, indicando
ser a extensao de tempo de impressao de fase um passo da solugao
do problema enfrentado. Também notamos que um aumento de lar-
gura de gradiente de fase (parametro [ na impressdo de fase) diminui
a energia inserida, sendo este outro passo na minimizacao da energia
inserida. Os contras dos dois passos na dire¢do de resolver nosso pro-
blema de insercao de energia se resumem na imprecisao da previsao
da diferenca de fase impressa e na possivel perda de coeréncia de fase
dentro de cada componente. Acreditamos que essa inser¢ao de energia
seja a responsavel por deformar levemente a superficie hamiltoniana
semicléssica, conforme pode ser notado pelo deslocamento dos pontos
criticos de auto armadilhamento na figura 7.

Em outra direcao, mas ainda complementando o trabalho de-
senvolvido aqui, pretendemos concluir a andlise de efeitos da geometria
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Figura 15: Transi¢ao entre regimes dindmicos gerada por impressao de fase
em uma simulacdo tridimensional com parametros idénticos aos da figura 12,
exceto a largura de gradiente de fase, que foi tomada aqui como [ = 0,5, e
que a impressao de fase ocorre em um tempo extendido (ver equagio 3.63
com o = 0,4).

unidimensional sobre a superficie hamiltoniana semicldssica associada a
ENPS (apéndice C). Além de ser um trabalho ainda néo realizado, este
de aplicagao de modelo de dois modos a uma equagao nao polinomial,
uma comparacao direta dos espacos de fase gerados pela EGP tridimen-
sional, EGP1D e ENPS, tornara evidente a importancia de escolha de
modelo unidimensional para simulagdes prévias da EGP tridimensional.

Como extensao de nosso trabalho, pretendemos aplicar o forma-
lismo aqui desenvolvido para o caso de condensados com trés compo-
nentes espaciais. Esse estudo viria a contribuir na busca por controle
populacional em muitos pogos. Além disso, ampliaria a compreensao
das dinamicas coletivas a luz da canonicidade niimero-fase, uma vez
que ainda ndo sabemos se uma impressdo de fase (ou muitas) poderd
gerar transicao entre os modos coletivos.



66

E(t), u(t)
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Figura 16: Evolugdo temporal da norma (linha sélida fina com ordenada
constante em 1), da energia (a outra linha sélida) e do potencial quimico
(linha tracejada) - notar a quebra de escala - no caso da simulagio tridimen-
sional apresentada na figura 15 onde a impressdo de fase foi estendida no
tempo (comparar com a Figura 13, com impressdo instantanea de fase).



APENDICE A - Métodos numéricos
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Estivemos interessados em resolver a seguinte equagao

0¥ (r,t)
1——— L —

o = VPR + VR 1) + Ban ()P )

(A1)
onde definimos o parametro de interacao nao-linear simplesmente por

Bsp = 4m(N — 1)?. (A.2)

X

Esta é a EGP em sua forma adimensional e foi a equagao central de
todo nosso trabalho.

Pela finitude da representacao dos ntimeros nos computadores
sabe-se que nao é possivel resolver equagoes diferenciais como a apre-
sentada em A.1 no dominio do continuo-infinito. Com o fim de resolvé-
la numericamente o primeiro passo a ser dado é transformar as varidveis
continuas (x,y, z,t) em varidveis discretas (€;, Yi, 21, tn) ¢ limitar a
representagao do espago-tempo infinitos das varidveis continuas para
uma regiao espacial de interesse em um intervalo de tempo apropriado
para que observemos o fendémeno que desejamos. Em outras palavras,
0 espago-tempo continuo infinito deve ser convenientemente reduzido
a uma grade finita de pontos capaz de representar completamente o
fenémeno fisico que estamos interessados. O segundo passo serd a
transformagao de derivadas em diferencgas finitas, sempre tendo em
mente a ordem do erro cometido nesta transformacao para que sai-
bamos o quao bem estamos tratando do sistema. Por fim, escolhe-se
um algoritmo apropriado para otimizar o trabalho numérico. Vamos
ao primeiro passo.

Estaremos interessados especificamente em simulagoes de siste-
mas do tipo apresentado no experimento de Albiez et al [16] onde o
sistema possui um tamanho maximo da ordem de 20 pum em uma das
diregoes (a definiremos como a diregdo @, pois é a que possui os dois
pogos) enquanto que um bom tempo de simulagao é da ordem de 50
ms. Desse modo, apenas para termos uma nocgao da regiao espacial a
ser representada numericamente, tomemos a massa do 87 Rb dada por
m =~ 87m, ~ 1.46-1072° kg onde m,, =~ 1.673-10727 kg ¢ a massa
de um préton livre obtida da tabela de constantes universais em [63],
com a devida conversao de unidades. Também daquala tabela obtemos
o valor de h =~ 1.055-10734 J . s e finalmente do préprio experimento
[16] extraimos w, = 2w - 78 Hz. Com estes valores de m, f e wy
podemos obter a, ~ 1.214 pum que implica diretamente em que o
espago maximo necessario para representar a simulacao seria aquele de
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aproximadas 16 unidades de comprimento (a;). Jé os tempos totais de
simulacao devem superar as 25 unidades de tempo (w_ 1) apresentadas
no experimento. Em resumo, nas simulagoes teremos espago e tempo
da seguinte ordem para os nossos propoésitos:

—-10< z,y,z <10 (A.3)
0< t <25 (A.4)
Dividiremos todo o espago em (Ng+1) X (Ny+1) X (N, +1)

pontos e o tempo total de simulacdo em Ny 4+ 1 pontos, sendo estes
dados por:

T; =xo+ JjAxT com AmETeOSjSNm (A.5)
— _ YNy, — Yo
Y = Yo + kAy com Ay= N e0< k<N, (A6)
y
z1 = 20 + 1Az com AzE%eOSlSNZ (A7)
tn, = nAt com At= ?Vvt e0 <n< N (A.8)
t

Deveremos escolher apropriadamente (Ng, Ny, N, N;) para que o
tempo de simulacdo seja razodvel (dentro da finitude do tempo para
defesa da tese!).

Agora vamos ao segundo passo em dire¢ao a solugao numérica do
problema: transformar derivadas em diferengas finitas tendo consciéncia
aproximada do erro cometido. Como todas as derivadas presentes na
equacao A.l sdo parciais, ou seja, variam somente uma das varidveis
da funcéo ¥(r,t), podemos desenvolver a discretizacao das derivadas
com uma fungao exemplo f(x), de apenas uma varidvel, e depois apli-
car o resultado a cada derivada de interesse. Sejam entao as seguintes
expansoes em série de Taylor

f(x+h) = f(w)+f!im ij:J;m
3 43 4 g4
+ZZJ ijf (A.9)
fa-w = f@-1 2 + 2
—fiflzm ’zz{er--- (A.10)
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para valores de h muito pequenos. Somando e subtraindo as equagdes
A.9 e A.10 obtemos

h2n dan

f(z—h) —2f(z) + f(z+ h) @n)! do?n

(A11)

n=
h2n+1 d2n+1 f

f®+h)—f(@—-h) = @n ¥ 1)! da2ntt

(A12)

n=0

Tomando somente o primeiro termo de cada umas das séries acima ob-

temos as aproximacoes finitas para as derivadas de primeira e segunda
ordem de f(zx) em relagio a & com erro da ordem de h? para cada
uma delas

d*f f(@—h)—2f(z) + f(z +h)

o1~ — +O(h?) (A.13)
df _ f@+h)—f@—h) 2
P o + O(h?). (A.14)

Caso haja a necessidade de reduzir o erro, que ndo é o nosso caso,
entao basta combinar linearmente equagoes do tipo A.9 e A.10 para
expansoes no entorno de (x £2h), (x £ 3h), etc., até obter a ordem de
erro desejada. Notar que, necessariamente, para cada redugao de erro
existe um aumento de pontos necessarios para o cédlculo das derivadas
neste tipo de abordagem.
Identificaremos os pontos discretos da fungido ¥(x,y, z,t) da
seguinte forma:
(X, Yy 21y tn) = q’?kl (A.15)

e entao, aplicando a ela as derivadas parciais necessarias conforme da-
das pelas aproximagoes A.13 e A.14 obtemos:

v oAt et

B e L E— L SA: J (A.16)
o?w - W ik — 29 T (A.17)
oxr2 Ax2 '
o*w - Vo1 — 2¥ g 1 (A.18)
oy2 Ay?

o*w - Volit1r — 2¥ g + Wy (A.19)
0z2 Az2 ) '

Aqui ja comega a surgir um problema de implementacao: enquanto
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as derivadas espaciais podem ser bem definidas em qualquer tempo,
a derivada temporal precisa do valor da funcao ¥ nos passos anterior
e posterior a n, a saber, em (n £ 1). O valor de ¥ em n + 1 é o
que desejamos saber, no entanto, em n = 0 nao temos passo anterior
(n—1) e, portanto, ndo somos capazes de resolver o primeiro dos passos
da simulacdo temporal. A solucao deste problema reside no terceiro e
tltimo passo a ser dado para implementar um programa: a escolha do
algoritmo. Nos deteremos, neste trabalho, em dois algoritmos simples
mas muito eficientes para os nossos propédsitos. Eles sdo muito bem
descritos nos trabalhos [56] e [54], no entanto, por razoes de completeza
de apresentacao, falaremos um pouco deles aqui.

A.1 METODO BACKWARD EULER

O primeiro dos algoritmos é um método implicito, pois toma as
derivadas em tempos distintos em cada lado da igualdade da EGP, e
sera aplicado somente em problemas que possam ser tratados unidi-
mensionalmente, ou seja, problemas cuja dinamica permite a reducao
da EGP tridimensional para uma unidimensional. Abordamos os pro-
cessos mais difundidos de unidimensionalizacao na subsecao 3.1. Tal
algoritmo recebeu o nome de Backward Euler [56] e serd abreviado por
BE daqui pra frente. Na pratica o BE ocorre do seguinte modo: ao
invéz de subtrairmos as equagoes A.9 e A.10 para discretizar a deri-
vada temporal, objetivando diminuir a ordem do erro, simplesmente
truncamos a equagao A.9 logo no termo de derivada primeira, ficando

com
daf _ f(z+h) - f(z)
de — h

que, quando na linguagem dos pontos finitos da representagao da nossa
funcéo de interesse W fica

+ O(h) (A.20)

n+1
ov ~ M (A.21)
ot At
Entao, ao substituir na EGP esta discretizacao de derivada temporal,
toma-se todo o lado direito da EGP, equagao A.1, no tempo (n + 1)
e nao no tempo n, mantendo somente a intensidade da interagao nao
linear no tempo n. Vamos admitir aqui que o processo de unidimensio-
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nalizagdo a EGP tridimensional, equagdo A.1, gera a seguinte equacao

Ov(@,t) _ 10%9(,t)

ot 2 8:32 + V(:I})’(/)(w’t) +g(|'¢(ac, t)lz)'(/}(q;,t)

(A.22)
com V() sendo a parte do potencial dependente de & que nao foi in-
tegrada no processo de unidimensionalizacao e a fungao G (|1 (x, t)|?)
sendo resultado do processo de unidimensionalizagao e contendo de-
pendéncia nos parametros de interacao Gs3p e de armadilhamento k e
A

Levando entao a discretizacao da derivada temporal dada em
A.21 e a discretizagdo espacial dada em A.17 na A.22, lembrando de
tomar o lado direito em um tempo posterior, obtemos o método de BE:

n+1 n+1 n+1 n+1

i%+_%#:_E%L_a%++%%Z+Wwﬁﬂﬂmwﬂ

At 2 Ax? J 773

(A.23)

onde tomamos V; = V(x;) e GF' = g(|¢;|2). Deve-se notar que o
termo de interagao é tomado fixo durante o passo de integracdo. (Uma
maneira de testar o método é gerar simulagoes com passos temporais
e espaciais distintos e ver se os resultados sao os mesmos. Dentro do
possivel isso sempre foi feito para os resultados apresentados.)

Apés um simples rearranjo podemos reescrever a equagao A.23
sob a seguinte forma

iAt i iAt | o] mgr AL
T 2Ax? ¢j+1 + [1 + Ax? + At (VJ +9 )} ¢j T 2Az2

¢;l_+11 = ":b;L

(A.24)

que é um sistema tridiagonal de N, — 1 equacoes, pois 1 < 5 <

N, — 1, a N, — 1 incégnitas, uma vez que as condigoes de contorno
fornecem os valores de gt e de 1/)17{,':1, a saber

ot =0=qy} (A.25)

No trabalho do Adhikari [54] encontramos uma receita muito
inteligente para resolver sistemas deste tipo. A receita consiste em
forcar a validade da seguinte relagao de recorréncia entre os valores de
1 em tempos futuros

1 1
Y = Attt + B (A.26)
com 0 < j < N, — 1. A igualdade é forcada pela escolha apropriada
dos coeficientes A;’s e B;’s. Mas como determind-los em associacao
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com o sistema tridiagonal apresentado em A.247 Basta notar que po-
demos reescrever A.26 para j — 1 ficando com

Wit = A 9t + B (A.27)

e que, ao levarmos A.26 em A.24, reescrevendo o resultado para asse-
melhé-lo a A.27 obtemos

it iAt
J 2Ax2

-1
At ) n n41
|:1+m(2—Aj)+zAt(Vj+gj )} v

iAot int ) A7t
+ (P B ) [t s 2 A +ia; + o7 (A.28)

e imediatamente identificamos as recorréncias que fornecerdo A;’s e
Bj’S

iat iAt ) w1t
Aj_q = TAL3 1+ SAL3 (2 — Aj) +iat(V; +67) (A.29)
. ) -1
= n At g 1 At o a iAt(V, " A.30
Bj_1 = ¥ +m 5 +2Am2( —Aj) +iat(V; +95) - (A30)

Ora, notando que as condig¢oes de contorno A.25 devem ser satisfeitas
durante todo o tempo de simulacao, entao temos de forcar que

AN,_1=0=Bn,_; (A.31)
que fornecerd sempre 't,b;,':l = 0 em virtude da equagdo A.26. Estes
valores fixos de An,—1 e Bn,—1 permitem usar as equagoes A.29 e
A.30 em retrocesso desde j = N, — 1 até j = 1 e determinar os
valores de A;’s e B;’s para todo j no intervalo [0, N, — 2]. Levando
estes valores na recorréncia A.26, utilizando a condigdo de contorno

01 = 0 e variando j de modo crescente no intervalo [0, N, — 1]

obtemos todos os valores de 1#7.”'1

i 0que conclui o passo temporal.

A.2 METODO DE CRANK-NICOLSON COM PASSO TEMPORAL
FRACIONADO

Um segundo algoritmo a ser apresentado é o denominado Crank-
Nicolson (CN) [56, 54]. Trata-se de um método semi-implicito, por to-

mar as derivadas dos dois lados da igualdade da EGP, equacao A.1, em
um tempo intermediario, (n + %), resultando em um erro temporal de

ordem O(At%, Ax?) provindo somente do processo de discretizacio,
conforme passaremos a demonstrar. Além do erro cometido no processo
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de discretizacao, mostra-se pratico também a quebra do passo tempo-
ral em partes distintas. Tal quebra consiste em notar que a evolucao
temporal da fungdo ¥(r,t) ocorre com uma operagdo unitéria do tipo

U(r,t + At) = e—iAt[—%Vz—i-V(I‘)-thD|\I’(I‘,t)|2]\I;(r,t) (A.32)

com At muito pequeno. Ora, se At é pequeno podemos separar o
expoente em véarias partes e evoluir cada parte individualmente em
cada passo temporal At. O erro que se comete na quebra de passo
temporal que implementamos é da ordem O(At), pois a quebra que
fizemos foi a seguinte:

—i _108%2
T (r,t + At) = e ol éamz]q’(r, t) (A.33)
—i _18%
T (r,t+ At) = e ar[-435] T*(r,t + At) (A.34)
—i _1 82
T (r,t + At) = e ar[-3 5] T (r, t + At) (A.35)
U(r,t+ At) = e—iAt[V(I‘)+ﬁ3D|\Il***(I',t+At)|2]\IJ***(I"t+At).

(A.36)

Novamente, uma forma de testar o método é comparar resultados de
simulagoes com passos temporais distintos e grades distintas e ver se
sao iguais. Podemos também comparar resultados deste método com
os métodos em [56, 54].

Mostraremos somente a implementagao do programa tridimen-
sional, uma vez que a implementagao do programa unidimensional é o
caso particular do caso tridimensional onde hé apenas uma quebra de
passo, ao invés das trés mostradas acima. Na pratica, temos de resolver
em cada passo temporal as seguintes equagoes

ov 19%%

i— = —= (A.37)
ot 2 0x2

oV 19%%

i— = —= (A.38)
ot 2 9y?

or 19%°% (A.30)

Yot T 2022 ’
ov

ia = V(r)¥ 4+ B3p|P|?T. (A.40)

Seja a equacao A.37: o CN exige que apliquemos as derivadas
em ambos os lados da igualdade no tempo intermedidrio (n + %), ou
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seja, devemos obter a discretizagao da seguinte equacao:

1 929

. ov¥

Pk _ (A.41)
at (myyiz7t+%)

2 81:2 (m’y,z,t-l‘%)

A forma mais simples de fazer com que essas derivadas aparecam é
expandir a fungdo W¥(r,t) em série de Taylor. Como o tempo é in-
termedidrio entre t e (t + At) e ndo desejamos mostrar parcialidade
no tratamento de cada uma das varidveis da funcdo ¥ (r,t), faremos
seis expansoes, duas para cada valor de x que fornecerd a segunda
derivada espacial da funcao ¥(r,t), todas elas no entorno do ponto

(:B, Yy, z,t + %) Primeiro, sejam as aproximagoes para ¥ (x, y, z, t)

e U(x,y, z,t + At)

At At 8%
Y(x,y,2z,t) =~ ¥ |x,y,z,t+—)—— —
2 2 ot
at2 92w
a.21 a2 N
(eaer 4¢)
+o(at?)
At At 8w
Y(x,y,z,t+At) ~ ¥z, y,z,t+— |+ — -
2 2 ot
at?2 82w
4.2! ot2
(sae 4
+o(at?).

e

atd 3w
at3

8 . 3!

——

(A.42)

ey

at3 83w
at3

8 . 3!

(somes )

(A.43)

Agora, as aproximagoes para ¥ (z+Ax,y, z,t) e U(z+ Az, y, z,t+

At)

¥(z + A, y, 2, t)

At
w m,y,z,t-~-7 + Az

At ¥

2 ot

A

(@yy,2,t+ 45t)
AzAt 82w
Odxdt

2!
(=,y,2,t+45t)

83w
a3

A3

(@,y,2,t+ 55t)

3!

83w
oxdt2

3 a2
+ A ——
3! a

t+oaz? — azBAat + ax?at?

At
~
2

T(z 4 Aw,y,z,t+ AL) = T (z,y,z,t+—

oz

2!

(@,y,2,t+ 5t)

ow
+ Az —

(w,y,z,H-%)
z2 82w
8x2

(@,y,2,t+ 4t)
at? o2w
at2

4. 2!

(®,y,2,t+45t)
83w
oax28t

3, At

2

3!
(@,y,2,t+5t)

atd o8w
31.8 8t3

— azatd 4 at?)

(@,y,2,t+5t)

(@,y,2,t+4¢)

(A.44)
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Ax? 82w
2! 9x2

(@,y,2,t+5t)

(@,y,2,t+4t)
AxzAt 82w at? o2w

2! Sz ot

4.2! 8t2

(@,y,2,t+4t) (@,y,2,t+55t)

3  ,at 83w
@x
3! 2 B8z28t

aAz3 88w

3t 9x3
(@urmit+Bt)

(@,y,2,t+ 5t)
atd 83w
3!.8 ot3

3 at? 83w
4+ —Ax——
3! 4 8zdt2

(@,y,2,t+ 5t)

(A.45)

(@,,2,t+4t)

x @« t x t TAt t7).
o(az? + azlat + az?at? + azatd + At

Finalmente, para ¥(x — Az,y,z,t) e ¥(x — Az,y, z,t + At)
obtemos

(@,y,2,t+45¢)

At v
Y(x — Az,y,2z,t) =~ ¥ |z yz,t+—|—Ax —
2 ox

At 9w A2 82w
2 8t 2! 8x2
(@,y,2,t+ 4t) % l@y,2t+4L)
AxzAt 82w at? o2w
2! dxdt 4.2! 8t2
PO (@ y,2,t+ 4t (@,y,2,t+4t)
az3 83w 3  ,at 83w
T8t 9a3 31 2 oz2at
(@,y,2,t+4) (@,y,2,t+ 4)
at? 83w atd 83w

Az
3! 4 obxzot2 3t.8 ot3

(@,y,2,t4+ 5t)

(=,y,2,t+45t)

t+oaz? + az3Aat 4+ az?2at? + Axatd + at?) (A.46)

At aw
V(x — Az, y,z,t+At) =~ Uz y zt+ —|— Az —
2 oz

(w,y,z,t+%)

At 8w aAx2? 82w
2 ot 2t 9x2

(@,y,2,t+ 5t) (@yy,2,t+ 4E)
AzAt 82w at? 92w

- 4.2! at2
(@,y,2,t+ 5t)

2! Bzt
O @,y 2,0+ 4L
3  ,at 83w
+ —Az® —
3! 2 8x206t

azd 83w
3! 9=x3

(@,y,2,t+45t)

(@,y,2,t+45)
atd 88w
31.8 ot3

3 at? 83w
—— Az

3! 4 ozot2

(@,y,2,t+ 5t) (@,y,2,t+5t)

t+oaz? — ax3at + ax?2at? — azatd + at?). (A.47)

Agora, se somarmos as expansoes A.44-A.47 obtemos uma ava-
liagao da derivada segunda de ¥ na direcdo = aplicada no tempo
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(t+ %), conforme segue
F(w+ Az, y, 2, t) + ¥(@ + A,y 2t + At)

82w
ox2 - 2422
7 l@y,2,t+ 41 *
V(z — Aw,y,z,t) + T(z — Az, y, z,t + At)
+ 2
2Ax
4w (w,y,z,t + %) At2 82w
- 2822 T 4nx2 a2
- o 7 | (e 42)
2 N
+o | az? + at? + . (A.48)
Ax2

Precisamos de uma avaliacao do valor de ¥ no tempo intermediario
(t + ﬁ) Tal avaliagao pode ser obtida ao somarmos as duas ex-

2
pansoes A.42 e A.43 chegando em
v (m,y,z,t + %) ~ Y@y zt)+ ‘I;(w,y,z,t + At)

2 2
B Ast %t\f + o(Aat?)
(zy2,t+4E)

(A.49)

que tem erro de ordem O(At?), conferindo consisténcia & aproximagao
do valor da derivada segunda. Levando este resultado em A.48 obtemos

Y(r+ Az,y, 2,t) + ¥(x + Az, y, z,t + At)

o*v N
022 | yrsaty 2822
‘IJ(:E - Aw? Y=z, t) + ‘Il(w _ Aa’? Y, 2, t + At)
+
2Ax2
. 2 (x,y, z,t) + 2¥(x,y, z,t + At)
2Ax?
(A.50)

+0 (Aaz® + At?).
Levando esta discretizagdo na linguagem (j, k,l,n) da rede espago-

temporal numérica obtemos:
2

ad o ey — 2%+ sy
022 |(2,y,2,4+48) 2Az?

n+1 n+1 n4+1
Vitamt = 2% + V0 e

+ 2Ax2
+0 (Az® + At?).

(A.51)

De modo curioso, a avaliacao da derivada segunda em um tempo inter-
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mediario entre n e n+ 1 trata-se da média entre as avaliagoes das deri-
vadas em cada um dos tempos, fornecendo um erro de ordem O (At?).

Para podermos implementar a evolugao temporal desta nossa
primeira parte do passo temporal, ainda resta obter uma avaliagao da
derivada temporal de ¥ no tempo intermediario. Essa é facilmente
obtida ao subtrairmos as expansoes A.42 e A.43 chegando no resultado

87‘11 ~ ¥(z,y,2,t+ At) — ¥(z,y, 2, 1) +O(At2)
ot (z,,2,t+4¢) At
(A.52)
que reescrita nos indices (g, k,l, n) fica
n+1 n
o ~ Yik ~ Yiu + o(At?) (A.53)
ot (25,2t 48) At

Levando agora as equagoes A.51 e A.53 na equagao A.41 obtemos

iAL i QAL N\ a1 GAL a1
" 4Ax? Yitrme + (1 + 24Aw2) Vi = 4Ax2 ~I-LkL T
iAt . iAL N\ . iat .,
= gags U+ (1= 25500) W & g2 ¥iaen (459

que é uma equacao do mesmo tipo que aquela resolvida para o método
BE, equacdao A.24, e, portanto, podemos usar o mesmo método para
resolvé-la. Supomos a recorréncia entre valores futuros da fungéao pro-
curada, equacao A.26 e, utilizando as mesmas condi¢ées de contorno
daquele caso, a saber:

woht=0=w¥, (A.55)

encontramos apropriadamente os valores de A;’s e Bj;’s que validarao
a relagdo de recorréncia entre W’s; equacao A.26.

As mesmas discretizagoes se aplicam nos dois préximos passos,
equacgoes A.38 e A.39, trocando-se apropriadamente as variagoes espa-
ciais Az por Ay ou Az e lendo-se N, e IN, onde escrevemos N, na
deducéo apresentada para evoluir a equagao A.37.

O dltimo passo consiste em tomar a evolugao unitaria dada na
equagao A.36, apds o passo com derivadas em z ser dado. Assim se
completa o passo temporal do método de CN com passo quebrado.



80

A.3 METODOS DE RELAXACAO

Sao chamados de métodos de relaxacao aqueles propostos com o
fim de obter o estado fundamental de um dado problema por fazer a
seguinte transformacao na varidvel temporal

ou seja: o tempo é simplesmente tornado complexo. Esta transformagao
simples do ponto de vista analitico tem consequéncias Fisicas chocan-
tes. Quando a fazemos na EGP3D, equagdo A.1, aquela equagdo deixa
de ser uma descritiva de onda propagante para tornar-se em uma de di-
fusdo. Para explicar qualitativamente porque isso ocorre vamos abusar
temporariamente da linguagem, esquecendo por um tempo que estamos
tratando de uma equacao nao-linear. Se lermos a EGP 3D da seguinte
forma mais simples

ov
1— = HT A.57
5 (A.57)
e transformarmos o tempo conforme equagao A.56, obtemos
ov
= —HP (A.58)
or
cuja dindmica é do tipo
U =e My, (A.59)

com Wg sendo a funcao inicial. Sabemos que toda fungao pode ser
decomposta em série em termos de fungdes que formem uma base do
espago que a contenha, entao decompomos W¥g da seguinte forma

‘IJO(I‘) = Z and)n(r) (A.GO)

onde as fungoes {¢pn(r)} formariam uma base de H (note que é um
absurdo falar de base de um problema nao linear; encaremos como
descricdo qualitativa, que é o que de fato estamos fazendo). Ora, se
levarmos a série A.60 na equacao A.59 obteremos

v = e_HTZan(;&n(r)
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v = Z ane " Pp(r)

n

onde €, seriam os autovalores de cada uma das fungoes de base. Aqui
vemos claramente que quanto maior o autovalor mais rapidamente a
funcao associada a ele é amortecida pelo decaimento exponencial no
tempo, de modo que, em uma simulacdo com tempo suficientemente
grande, restaria apenas a fungao de menor autovalor, ou seja, o estado
fundamental.

Todo o afirmado acima tem validade para problemas lineares,
sem sombra de divida. J& para problemas nao lineares a demonstragao
de que a evolucao temporal acima descrita leva ao estado fundamental
do problema correspondente jé é mais complicada, mas foi realizada no
belo trabalho [56]. L4 ha a demonstragao de que, além de obter o estado
fundamental, se o potencial for simétrico, pode-se obter o primeiro
estado excitado do problema, bastando para isso iniciar a evolucao
temporal com uma funcdo fmpar.

Um detalhe que nao deve passar despercebido é que a cada passo
temporal de uma simulagao de relaxagao a fungao deve ser renormali-
zada, isso para que os valores da fungao evoluida nao se tornem muito
pequenos e seja perdida precisao no calculo. No trabalho supracitado do
Bao [56], ele mostra que o préprio passo de renormalizagao da fungao é
importante para o funcionamento dos métodos de relaxagao, tanto que
ele denomina a evolucao sob relaxacao de fluro de norma.

Os métodos de Backward Euler e Crank-Nicolson desenvolvidos
anteriormente, nas subsegoes A.1 e A.2; respectivamente, podem ser fa-
cilmente implementados para evolucao complexa lendo-se —tAT onde
antes lia-se At. Utilizamos largamente estes métodos em nosso tra-
balho para obter os estados fundamental e primeiro excitado de pocgos
duplos contenedores de condensados de bésons. Resta dizer que sao
métodos eficientes e rapidos.
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APENDICE B - Solugao analitica formal para estados com
contrapartida linear da EGP unidimensional
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Seja a equacdo de Gross-Pitaevskii unidimensional e adimensi-
onalizada com unidades de oscilador harménico, com pogo V (x) ar-
bitrario:

1 9%y oY
—= 1% 2 =i—. B.1
S V@Y + Bl =i (B.1)
Seja o ansatz separador de varidveis temporal e espacial:
Y(x,t) = p(a)e it (B2)

que, substituido em B.1, leva a Equagao de Gross-Pitaevskii indepen-
dente do tempo:

1d?%p
—3 gz T V(@ +Blel*e = pe. (B.3)
X

Seja agora um conjunto ortonormal completo de funcoes {¢., (x)}
que satisfaz a equacao B.3 para 3 = 0, ou seja, para o caso linear:

1d%pn
2 dx?

+ V(x)pn = €n@n. (B.4)

Propomos que todas as solugoes da equagao nao-linear B.3 que
possuem contrapartida linear sejam do tipo:

n(B,m) = > i (x)8™ (B.5)

m=0

e que seus respectivos potenciais quimicos sejam dados por:

pn(B) = Z a B™ (B.6)

m=0

pelo menos para algum intervalo de valores do parametro nao linear 3.
Definimos em B.5 e B.6, implicitamente, o seguinte:

no(®) = ¢n(2) (B.7)
ag = € (B.8)

com o objetivo de que, quando 8 — 0, as solugoes conhecidas do
problema linear sejam reobtidas. Este é, intrinsecamente, o significado
da expressao solucdo com contrapartida linear.

Levando as propostas B.5 e B.6 na equagao B.3 e reagrupando
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poténcias de mesma ordem em 3, obtemos:

d2 0 n n_mn
,30 ( d;,"? —2Vno + 2a9 "70>

o~ | d®n7 n N mm
+>.8 ldwz —2Vnn +2) alnn

m=1 1=0
m—1m—Il—1
=D n?n?nﬁl_l_j_ll = 0 (BY
=0 j=0

Dada a arbitrariedade de 3 devemos exigir que cada termo da
soma infinita de poténcias em 3 seja nulo, ou seja:

dznn
y > —2Vng 4+ 2agmy = 0 (B.10)
T
d2,,7n m
dm;n -2V, +2 Z arny
=0

m—1m—Il—1

2% > mrmnn ;= O (B.11)
= j=0

onde a segunda das equagoes é valida para todo m > 1.

Ora, a primeira das equagdes s6 faz identificar as funcoes ng (x)
com as fungoes conhecidas do problema linear ¢, (x) e os coeficien-
tes af com as autoenergias conhecidas também do problema linear
€n, mostrando consisténcia com as equagoes B.7 e B.8, conforme era
de se esperar. Resta-nos, na equacao B.11, um sistema recorrente de
equagoes a ser resolvido ordem a ordem, equagoes estas agora lineares
nas funcoes 0% (x), sendo m o indicativo da ordem considerada. Para
perceber que se trata de um sistema recorrente basta notar que a soma
dupla contém termos até a ordem m — 1 e a soma que vai até a or-
dem m possui a funcao 7}y, multiplicada pelo coeficiente ag, um termo
sempre conhecido, de modo que a equacao ¢ linear em 7]}, e possui uma
espécie de termo de forcamento que depende de todas as outras ordens.

Sem perder generalidade, uma vez que o conjunto {¢,(x)} é
completo, vamos supor que as fungoes 1, (x) pertencem ao mesmo
espago de fungoes representado pela base {5 ()} e, portanto, possam
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ser expandidas por este conjunto. Assim escrevemos:

n(z) =Y A g (x) (B.12)
=0

com os coeficientes )\l(m’n) ainda a serem determinados.
Levando B.12 em B.11, pois B.10 ja esta resolvida, usamos o fato
de que () satisfaz B.4 e que aff = €,, equagao B.8, para obter:

. m—1m—I—1 m—1
Z)\l(m’”)(en—el)gol = Z Z N Myt —j—1— Z i
=0 =0 j=0 =0

(B.13)

Usamos agora a ortonormalidade das fungoes {¢;(x)} para obter

0s A’s. Vamos tomar o produto interno dos dois lados da igualdade por
@ € integrar em x para obter:

m—1m—1l—1 m—1
Afcm,'n.) (En_ek) — Z Z /m"n?n:;_l_j_lgokdm— Z a:ln—lA,(cl,'n)
1=0 j=0 =0
(B.14)

Supondo que estamos tratando somente dos estados ligados de
V (x), entao nao existem estados {¢n} que sejam degenerados no caso
unidimensional®. Sendo assim, temos, para k # n:

m—1 [m—Il—-1

(mm) _ 1 nonn no o y(n)
N = 2| 2 /m M5 M1 —1PkdT — A"

1=0 j=0

(B.15)

Caso k = n, ou seja, € = €5, entao obtemos o coeficiente o :

m—1 m—1m—Il—1

Soan Alm=3% Y / T o ndz (B.16)
=0 7j=0

=0

1A demonstracdo de nio existéncia de estados ligados degenerados no caso unidi-
mensional é simples (Problema 2.45 do livro [64]): (1) suponha a existéncia de dois
estados degenerados, ¢q1 () € @az(x); (2) multiplique a equagéo de Scrhoedinger
- linear e independente do tempo - de @41 (Pd2) por @dz (@d1); (3) subtraia as
duas equagdes resultantes; (4) integre uma vez e use que @; (|| — oo0) — 0 para
dizer que a constante de integragdo é nula; (5) integre uma segunda vez para provar
que @q2 € igual a uma constante multiplicada por ¢41, ou seja, para concluir que
a densidade de probabilidade dos dois estados supostos distintos é idéntica, o que
iguala os dois estados, concluindo a demonstragao.
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(se chegamos na ordem m todas as fungoes n}*(x) e coeficientes aj*
com I < m — 1 sao conhecidas, de modo que esta equacgao determina
univocamente o, para todo m > 1).

Ainda falta determinar )\slm’"). Como fazer? FExigindo a nor-

malizagao da funcdo ¢, (x):
/ Gpldr = 1

/Z npn At e = 1

m,l=0

Zﬂm<2/mnml ) =1
Zﬁm<2/mnml ) =0

onde usamos, no ultimo passo, a normalizacdo das fungoes de decom-
posicao do espago funcional que estamos considerando. Novamente a
arbitrariedade em (3 exige que:

Z/nl"nzb_ldm =0 (B.17)
=0

para todo m > 1. Inserindo nesta exigéncia a expansao das fungoes
N () em termos do conjunto {¢;(x)}, equacao B.12, e utilizando a
ortonormalidade deste conjunto, obtemos:

SN Al =g (B.18)

1=035=0

para todo m > 1. Devemos lembrar que a igualdade ng () = @n(x)
implica em

A0 — 5, (B.19)

onde 8y, é o delta de Kroneker usual.

Com isso a parte formal esta concluida.

Nas figuras 17 e 18 mostramos alguns resultados procedentes
desta abordagem.

A figura 17 apresenta uma comparagao do raio de convergéncia
dos potenciais quimicos dos primeiros trés estados de um potencial de
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duplo poco quadrado infinito do tipo:

0 b<|z|<a
V(z)={ Vo |z|<b (B.20)
oo x| >a

com o ponto de bifurcagao dos potenciais quimicos conforme previstos
em [61] indicados em linhas pontilhadas.

A figura 18 ja explicita como o raio de convergéncia de cada
funcao com contrapartida linear varia consideravelmente de acordo com
o estado considerado para um poco quadrado infinito, o mais simples
possivel dos potenciais

0 0<Lz<n

V(w)z{oo r<Ooux>m (B-21)

Essa divergéncia d4 a idéia de que é possivel a existéncia de estados
sem contrapartida linear mesmo para o problema de pogo simples. Essa
possibilidade ainda estéd sendo considerada numericamente.

Vale apresentar, por fim, a seguinte relacdo obtida numerica-
mente entre os potenciais quimicos dos vérios estados com contrapar-
tida linear do pogo quadrado infinito

Hn [(n+1)2ﬁ} = (n+1)2/'1’0(ﬁ) n=0,1,2,.--.
(B.22)
Essa relagao implica que, conhecendo-se o potencial quimico do estado
fundamental do pogo quadrado infinito podemos calcular o potencial
quimico de todos os estados com contrapartida linear!

B.1 UM RESUMO DOS RESULTADOS ANALITICOS

Base {¢n(x)} satisfaz:

1d%p,
2 dx2

+ V(2)pn = €npn (B.23)

Solugodes {Gn ()} satisfazem:
1d*g,
2 dx?

+ V(®)fn + BFn® = pnbn (B.24)
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Ordem 10 V(¥)=Double square well - Mahmud, WeiDong Li Ordem 10 V()=Double square well - Mahmud, WeiDong Li

484 4 168 4

=1000

1, (B)

164 4

T T T T T T
08 04 00 04 08 2 o 2

Linhas pontilhadas em |B"™[=0.319 98 b Linhas pontilhadas em [8.'"=1.459 2

Ordem 10 V(X)=Double square well - Mahmud, WeiDong Li

1764

u,(B)

1724 4

2 0 2

woL,_

® Linhas pontinadas em B™[=1.479 9

Figura 17: Grafico do potencial quimico em fungdo do parametro de in-
teragao nao linear B para os trés primeiros estados com contrapartida linear
de um duplo pogo quadrado infinito. As linhas pontilhadas verticais indi-
cam os pontos onde haveria quebra de simetria nas solugoes e a consequente
separagao entre estados com e sem contrapartida linear correspondentes ao
problema, conforme previsto semi-analiticamente por WeiDong Li em [61].

e sao dadas por:
Gn(Br) = )y, (x)B™ (B.25)
m=0

e 0S y’s, por sua vez, sao dados por:

pn(B) = > ol ™ (B.26)

m=0
As funcoes 12 (x) sdo representadas por:

oo

(@) =Y A" o) (B.27)
=0
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Ordem 20 Nx=2000 Previsto
Infinito 80 Dx=r2000 OSXSTU g < 2 m(n+1)?
47T T I T T T Y‘I ] s T L
60 ‘ ‘ 7
0 :
20 B
2 o] ]
=] ]
204 ; 3
] [1BI<6.28
| :
]  IB<25.13 ]
0 Ipi<25.13 3
] | |Bl<100.53]
'80-'I""I""i'"'I""I""I""'I""'I""'I"'"I""I""I':"I""I""I':

-140-120-100 -80 -60 -40 -20 O 20 40 60 80 100 120 140
B

Figura 18: Amostra de como os raios de convergéncia das fungoes tn (3)
variam de acordo com o estado m considerado, mesmo para um pogo de
potencial simples, neste caso, um pogo quadrado infinito. As divergéncias
apresentadas para um determinado valor da interacdo nao linear sugere a
existéncia de estados sem contrapartida linear (assimétricos) mesmo para
pocos simples. O mesmo comportamento é observado no caso de um potencial
harmoénico simples.

com coeficientes A’s dados por:
casol #m em > 1:

—1 [m—k—1

(mm) _ 1 n (k)
N =—a > | /flkn?m'%—k—j—lwdw—a%-kkl "

k=0 =0
(B.28)
caso m = 0:
A0 — g, (B.29)
caso l = n:
A = 0
LS S (k) o € )
(m,n) _ = k,n m—k,n
I 3D DEVEA

k=1 j=0
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para m > 2.
Finalmente, as constantes de correcao ao potencial quimico, a’s,

sao dadas por:

a; = €
n o __ 4
al = /(pnd:c
m—1m—Il—1 m—1
n o __ n, n,_mn n 1,m)
Cm = Z Z /77[ nj nm—l—j—l(p’ndw - Z am—lAn’
=0 j=0 =1

para m > 2.



APENDICE C - Modelo de 2 modos aplicado &4 ENPS
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Iniciaremos nossas consideracoes a partir da equagao 3.20 da
subsecao 3.1

o 82 2
2F 1ot U

ot 2 0x2 /1—+—§|f|2
A 1 3
S| ———=+\1+IfI?||f (C1
2\ Y+ gire A

onde trocamos a fungéo ¥ (x, t) pela fungéo f(x,t) e a constante B1p
foi abreviada para 3 por simplicidade. Além disso o potencial armadi-
lhador foi redefinido como V (x) = %CEZ +v(x). Aplicaremos o modelo
de dois modos a esta equacao e tentaremos comparar os resultados com
o modelo de dois modos aplicado & EGP1D. A ideia é investigar os efei-
tos de geometria na hamiltoniana semicldssica associada ao modelo de
dois modos.

Seja o potencial armadilhador V' (x) simétrico de duplo pogo.
Concluimos que existirao, para barreira entre pogos alta, dois estados
quase degenerados no fundo do pogo. Chamemos o estado simétrico de
¢o(x) e o estado antissimétrico de ¢y (x). Estes dois estados sdo tais
que satisfazem as seguintes equagoes:

2 T2
fd@+V@+ﬂ |5l

——0i
2d V14 212

+

A 1 / 8, - _ _
+5 f +4/1+ Xl‘bzlz b = s (C.Q)
1+ 5|2
onde ¢ = 0,1 e p; sdo os respectivos potenciais quimicos dos esta-

dos. Notar que a relacao de ortonormalidade entre os dois estados é
exatamente satisfeita, dada a paridade distinta dos dois estados con-
siderados: aqui reside a exigéncia de paridade definida no potencial
armadilhador.

Iremos tratar de uma aproximagio para a dindmica de f(x,t)
que envolva somente estes dois estados, ou seja, consideraremos

f(@,t) = Yo(t)po(x) + Y1 (t)Ps(x) (C.4)
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Muito embora nas contas consideraremos somente integrais que
envolvem as funcoes ¢;, ficard mais facil interpretar a dinamica do
sistema se considerarmos as componentes locais que serao definidas
conforme a mudanga de base que segue:

bo(z) + 1 ()
V2
po(®) — ¢1(x)

p1(x) = T (C.6)

que imediatamente implicam nas transformagoes inversas

¢o(x) + ¢1(x)
V2
$o(z) — p1(x)

$1(x) = T (C.8)

que, por sua vez, quando substituidas no modelo de dois modos para
f(x,t), equagao C.4, reexpressam f(x,t) na nova base conforme segue

f(x,t) = o(t)do(x) + ¥1(t) 1 (x) (C.9)

onde fomos levados de modo natural & definicao das amplitudes em
cada estado localizado

dpo(z) =

Po(z) = (C.7)

o (t) + P (t)
V2
tho(t) — 1 (t)

Pi(t) = — 5 (C.11)

Po(t) = (C.10)

A relagdo inversa destas amplitudes é

Po(t) + Y1 (t)
V2
po(t) — P1(t)

Pi(t) = — (C.13)

Po(t) = (C.12)

e com isso iniciaremos as contas.

Vale ressaltar que as equacoes dinamicas a serem obtidas estarao
expressas em termos de 1’s e nao de 1’s por termos uma visualizacdo
fisica da dinamica de modo imediato no primeiro caso. No entanto, as
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integrais serdo sobre ¢’s e nio sobre ¢’s, uma vez que as ultimas nao
possuem paridade definida e integrais de poténcias delas ndo poderiam
ser facilmente eliminadas por consideragoes de paridade.

Quando substituimos na equagao nao polinomial de Schroedinger
(ENPS) para f(x,t) o modelo de dois modos proposto, diferentemente
do que ocorre com a EGP para o caso unidimensional, nao obtemos
diretamente as equagoes de movimento para 1¢’s em termos de integrais
puras. Isso ocorre por termos a funcao f dentro das raizes na ENPS.
Sendo assim, uma forma de eliminar as raizes é por fazer aproximacoes
sistematicas do termo dentro delas adicionado a unidade.

Vemos que o termo dentro das raizes é do tipo 1+ € onde € pode
ser grande ou pequeno, a depender da relacao entre B3, o determina-
dor da interacao unidimensional entre particulas, e A, o determinador
da assimetria da armadilha. Vale lembrar que tal relacao é iluséria,
conforme chamamos atengao na subsecao 3.1, uma vez que podemos
escrever simplesmente g = 2(N — I)Z—;, ou seja, a fracao tratada
depende somente do ntimero de particulas e do comprimento de espa-
lhamento de ondas s, as.

Consideraremos em detalhes somente o caso em que o termo
adicionado a unidade dentro das raizes da ENPS é muito menor que
a unidade. O caso em que tal termo é muito maior que a unidade
serd abordado superficialmente ao término deste apéndice, mas pode-
mos adiantar que, mesmo neste caso, quando a funcao se aproxima do
contorno do potencial aprisionador ela tende a zero, tornando nova-
mente o termo adicionado a unidade dentro da raiz muito pequeno e
voltando ao caso que consideraremos em detalhes aqui, o que justifica
nossa escolha de estudo em detalhe.

Sendo assim, apenas como critério de ordem, dividiremos a con-
sideracdo do espago de fases gerado pela ENPS em dois casos: (1)

1P < 1e(2) BIf12 > 1.
C.1CASOL: 8|F2 « 1

Neste caso, expandimos as raizes presentes na ENPS em série de
Taylor no entorno da origem conforme segue:

(2n)!

227 (n + 1)!n!an (C.14)

o oo
1ta = 1+5nz=:0(—1)
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n (2n)!

o — L

que permitem escrever:

——a" (C.15)

+\/1+—Oé_22( yn 20) <2n_1)a” (C.16)

\/T (27n!)2 \2n —1

onde, para haver convergéncia, deve-se ter |a| < 1 em todas as trés
séries apresentadas. Olhando para a equacao C.1 imediatamente iden-
tificamos o = 2| f2.

Levando estas séries na equagao C.1 obtemos:

af o 19%f
“or 232

A 0 s () (Ris e

+(V+Nf

lembrando que tal resultado ¢é valido se: ’g IfI? < 1.

J& observamos na equagao C.17 dois fatos dignos de nota. Pri-
meiro, se 3 = 0 recuperamos a equagao de Scrhoedinger com uma
redefini¢ao na origem da energia, redefinicao esta oriunda das energias
de ponto zero nas outras dimensoes que foram integradas quando do
processo de unidimensionalizacao. Segundo, no caso em que 3 < 1, de
modo que pode-se truncar a série infinita ja no primeiro termo, entao
recuperamos a EGP1D:

Bf 192 ,
i5r = “agpz T VNI HBIITS (C.18)

onde também observamos apenas a redefinicdo de origem de energia
-tal correcao estara presente em todas as ordens.

Ainda antes de aplicar o modelo de dois modos ao problema
vale notar que, caso a intensidade de interagao seja pequena - suficiente
para validar as expansoes em série dentro de todo o dominio das fungoes
representativas dos dois modos - entdo os dois modos ¢; irao satisfazer
a igualdade

oo
1dq>1 _ N n (20! n+1 B _2\" _ _
S (VNG - A E SRy <2n_1) (;ldm ) =pid;  (C.19)
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exatamente, para ¢ = 0,1, uma vez que esta é a prépria ENPS ex-
pressa em série.
Levando o modelo de dois modos localizado para f(x, t), equagao

C.9, na equagao C.17, e ja utilizando o fato de os modos considerados
satisfazerem a equacao C.19, obtemos

¢0+¢1[ —

8
iy (Yobo + Y141) = V3 ro%o

oo

_ n (20! n+1 B\"™
trdo Z(fl) (@7 nt)2 (2n—1) (;)

n=1

|¢‘_U|2n

Po — Y1 [ 16

+ 7 pn1d1

2n)! 1 ™o
AL E (- 2L <n+ ) (E) |6 ]2™
(2nnt) 2n — 1 BN

—>\('¢0¢0 + Y11) -

2n)! 1 "
E i et (n+ ) <E> I¥odo + w1d11*™
(2™ nt) 2n — 1 bN

(C.20)

resultado longe de ser apresentavel.
Iniciamos o trabalho de simplificagdo da equagao C.20 por utili-
zar os seguintes resultados faceis de demonstrar

/<25_0<15'(Jdﬂ'>=/(75_1<1>0dm
/4;0502"¢0dm— % b0 b0 2™ poda =/ 50 602" 1 da
/4;14;12n¢0dw= % 1612 drde = —/ 51 612" py dr.

Tomando o produto de C.20 por ¢ (¢1) e integrando em x obtemos
as equagoes de movimento para ¥ (11):

I
& =
I
—
&
he
I
8
I
—
he
N
&
8

i
dt 2

) (2n)! n41 B\"™ om - o
— dx dx
tz Z( (2"n‘)2 2n — 1 bY $o®0” " Pode + 1617761
-2 E E ") (wi‘)”‘mwéwf‘L/¢o¢;"+l¢f"‘m_’¢odw

m=0 l=0

s [u

dap, +
. 0 — ¥o |:”0 K1

2
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(2n)! n+41 B\"™ o _ I _
*s Z( n(znnv)z (2n—1) (I) (/¢1¢12n¢1dw_/¢0¢02n¢0dw
+2 E E (wo (wI)"—mwéw?‘l/qsm,T“(pf" ™l pod

m=0 l=0
(C.21)

_dpy [uo + p1
i = Y1 |——
dt 2

2n)! 1 m _ _ _
+= E (-p™ (")2 <"+ )(E> (/¢o¢02"¢odw+/ 1612 d1 da
(2™ nt) 2n — 1 A
—2 E E (wo M T b T /¢1¢m+‘¢f"‘m‘l¢1dm

m=0 l=0
2
A (2n)! n41 B\"™ o om - o om -
+ E (-)™ (2nnv)2 p— N 1617 p1da — ¢oP0” " Podx
n n
#2323 () () epman by / 8043 17" e
m=0 1=0

(C.22)

onde ainda resta trabalhar as integrais dentro das somas duplas em
cada uma das equacoes de movimento.

Pode-se observar claramente que o termo de tunelamento é o
mesmo para ambas as equagoes de movimento. Ja o termo de interagao
em cada pocgo individual é diferente apenas pelas integrais dentro da
soma dupla.

E facil ver que as integrais ainda nao determinadas nas somas
duplas tem importancia que decresce com —= em termos de integrais

271.
das funcoes com paridade definida, basta notar que:

/4)1 m41 2n m_ld)jdm — 2%/d)i(qgo_i_d;l)m-i-l(d;o_cf;l)z'ﬂ—m—ld)jdm.
(C.23)

O outro fator % que se origina ao substituirmos ¢; e ¢; por suas
respectivas combinagdes em termos das funcoes ¢o e ¢y ird cancelar
o fator 2 em frente a soma dupla. Tudo isso estaria indicando que os
termos oriundos desta soma dupla seriam cada vez menos relevantes
conforme avancgdssemos na ordem mn das séries que vieram das raizes.
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Sabendo que todo nimero complexo é composto de um médulo
e de uma fase escrevemos as amplitudes 1;(t) em sua representacdo
polar

P = |tpslet® (C.24)

para j = 0, 1.

Dando os mesmos passos da subse¢ao 3.2 a caminho da obtencgao
das equagbes dinamicas para diferenca de fase e de populagao, vamos
multiplicar a equagao C.21 (C.22) por g () e tomar o complexo

conjugado da equagao resultante.

A subtragao da equagao original de seu respectivo complexo con-
jugado resulta na regra do produto de derivadas aplicada a diferen-
ciagao do médulo quadrado da componente 1) em questao. Obtemos
entao duas equagoes para as populacoes:

d|o|? (2n)! n+1 B\"™
= = - 2 1 -
dt Ivol® Z( " 2"n')2 (2n - 1) (A)
. E E (:L) (7;) /¢0¢m+l 2T g da g ™ gy 2T

-sin [(m — 1)(81 — 6g)]
—I"Jloll“l’1| {11 — po) sin(01 — 0g)

(2n)! n 41 B\"™
+x E (- n(z"n')2 (2n — 1) (;) [(Io,n+1 — In41,0)sin(81 — 6g)
+2 E E (”)(7)/@4»’”*%?" " podalpo ™ g 2T

m=0 =0

< sin[(m — L4 1)(81 — 60)]]} (C.25)

d|pq |2 (2n)! n 41 B\"™
- = = 5N e .
dt w112 Z( " (2nn')2 (271.—1) ()\)
§ : § : ny (n 41,2 m4l 2n—m—1
. (m) (l) /d>1¢m ¢1" m= ¢1dm|¢0| + [l

m=0 l=0

- sin [(m — 1)(61 — 6¢)]
+I¢0II¢1I {(r1 — o) sin(01 — 6g)

(2n)! n41 B\" .
+2x E (=™ @ran? (2" — 1) (;) [(10,n+1 — In41,0)sin(61 — 6g)
2 :2 : ny m 41, 2n—m—1 mtl 2n—m—1
—2 (m)(l) /0504%“ ¢1n ™ gy dalwgl + |1l

- sin[(m — U — 1)(81 — 00)]]} (C.26)
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com as integrais I,,, definidas como

Iy = / 60" b " de. (C.27)

Por sua vez, a soma da equagdo original com o seu respec-
tivo complexo conjugado, juntamente com a regra da diferenciacao de
fragoes de fungoes, fornece as seguintes duas equagoes para a dinamica
de fase das componentes do condensado:

d60 __motm1 (2n)! n+ 1 B\"™
dt B Z(_l) (@nnn2 (2n — 1) (A) (I"+1’0 o1
n n p— — — p—
—2 E E (m)(L)/¢o¢{,"+‘¢§" T podalwol ™ wy 2T

m=0 l=0

«cos [(m —1)(61 — 6g)])

pleal e = ro o)~ ag)
Yol 2

(2n)! n4+1 B\"
+ E (=™ @ranz (2n — 1) (;) [(Io,n+1 — Inp41,0) cos(61 — 6g)
+2 E E ™) /¢1¢3‘+l¢f"*m*’¢odmwo|"‘+‘|¢1|2"—"‘—‘

m=0 l=0

“cos [(m — 1L+ 1)(01 — 60)]]} (C.28)

doq u0+u1 (2n)! n 41 B n
W - - Z< o gz (355) (2) (msni tr0mis
n n
-2 E E ) (’;)/mw‘“ #3 T gy dalwg T g 2T

m=0 l=0

-cos [(m —1)(81 — 69g)])

el Jrr— ko 60— 6g)
11l 2

(2n)! +1 B\™
* Z< " i (3 25) (5) o = rmpaipeosor o0
+2 E E (")(7)/¢o¢m+’¢f" T 1 dlwo ™ uy PR
m

m=0 l=0

-eos [(m — L — 1)(81 — 60)]]} (C.20)

Nas equacoes C.25 e C.26 temos a seguinte soma dupla para cada
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n
s7 = E (:) (:L)/¢i¢g"+1¢f”‘m‘l¢idw|wo|m“|w1|2"—m—’

-sin[(m — 1)(81 — 60)] (C.30)

onde ¢ = 0 para a equagao C.25 e ¢ = 1 para C.26.

Se nesta soma dupla trocarmos m — l e I — m, que pode ser
feito uma vez que os indices de soma sao mudos, entao notamos que
todos os termos permanecem inalterados, exceto o seno. No entanto,
apés a troca de indices este pode ser reescrito como o seno antes da
troca de indices, bastando haver uma troca de sinal, uma vez que a
funcao seno é fmpar. Ora, se a soma inicial é igual ao negativo dela
mesma, entao ela toda s6 pode ser nula. Com isso escrevemos:

ST =0 (C.31)
Como isso acontece para todo n em cada %, concluimos que os primeiros

termos das equagoes C.25 e C.26 sao nulos.
Observa-se também a presenca do seguinte termo:

oo
_ (2n)! n4+1 B\" .
S1 = E (=)™ o (2'n — 1) (;> (Io,n41 — Tn41,0) sin(61 — 80) (C.32)
n=1

Conhecemos os seguintes resultados:

n—+1 n—1+ 2
2n —1 2n —1 2n —1

> n (2n)! n—1Y\ _ 1
2;(_1) (2nn!)2 <2n—1>w = Jiga TViteo?

> . (2n)! 1 no T
;(_1) (2nn!)2 <2n—1>m T 1+1+tw

onde o primeiro vem de somar e subtrair 1 no numerador, o segundo
vem da soma dada no inicio destas anotagoes, equagao C.16, e o terceiro
foi fornecido diretamente por programa de computador que executa
contas analiticas.

Usando estes resultados de somas podemos reescrever S7 con-
forme segue:

1
Sl = E(Ll — Lo) sin(01 — 00) (033)
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onde foi definido:

Li=/¢_1:2 t4/1 $i2 (C.34)
14+ 5 ¢~2 +/1+ 5 ¢>2

Resta apenas tratar um pouco as seguintes somas duplas nas
equagoes C.25 e C.26:

" on
n n
sz = ( )(l)/"""f’m“ @2l dal g | g 2R
§ : § : .

m=0 1=0
.sin[(m — L 4+ 1)(81 — 60)] (C.35)
sg E E /¢0¢m+l¢fn ™ gy dalwg| T gy 2T
.sin[(m — L — 1)(81 — 6g)] (C.36)

Notando que uma troca de indices mudos m — L e I — m leva
ao resultado
Sy = =83 (C.37)

reescrevemos as equagoes C.25 e C.26 da seguinte forma:

2
ML — [ = o) + 3 (L = Lo) | ol sin(o — 66)
. (@) (n1) (B\"
—2x ol Y (1" o (Zn_ 1) (;)
n=1
S [ et tons
m=0 l=0
o™ 1 |2 "™ sin [(m — L+ 1) (61 — 60)] (C.38)
dlya® A (0, — 0
at = (11— po) + *(Ll — Lo) | |voll1]|sin(61 — 60)

+2)\|¢0||’¢’1|Z( 0" ez (355) (5)

Z Z /¢1¢m+l¢i"‘m‘l¢odw

m=0 l=0

|0l ™ pa |27 ™ sin [(m — L4 1)(81 — 60)](C.39)

e agora fica evidente a conservacao da norma durante a evolugao tem-
poral em todas as ordens de aproximacao, conforme ja era de se esperar
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que ocorresse.

Tratemos das dinamicas de fases, equagbes C.28 e C.29.

Apenas usando os resultados para as somas que foram obtidos
até agora ja podemos reescrever as equacoes das dindmicas das fases
conforme segue:

de BN 1 A 2P
= - _toter —(Lo+L1)+ — |(r1 — mo) + —(L1 — Lg) el cos(61 — 6g)
dt 2 4 2 2 |0l
+>\Z( yn ("+1 ) ( ) ZZ Yo 1™ g 2R
(2 n!) 2n — 1
m=0 l=0
{/¢0¢m+l¢f"—m—l¢0dmcos [(m — 1)(01 — 69)]
+:"J’1: /¢1¢;"+’¢f"‘m“¢odmcos [(m — 1+ 1)(61 —90)]} (C.40)
%o
de bN 1 A P,
P ot X b r 4 S [ so) + 221 - Loy | 20 cos(oy — a0
dt 2 4 2 2 |1
(2n)! [ m41 _
BN n m—+1 2n—m—1
+ E e (225 (5) 33 ()€ wormtiren
m=0 l=0
~{/¢1¢m+l 2n_m_L<151dw005[(m—l)(91 — 60)]
1Yol m4l  2n—m—1
+i | ereg el $odm cos [(m — L+ 1)(81 — 6)] (C.a1)
1

Diferentemente das equagbes nas populagOes, aqui nao vemos
conservagao da fase total e nem mesmo o seu crescimento continuo no
tempo com velocidade dada pela energia do sistema, o que é estranho,
uma vez que esta variavel é uma varidvel ciclica da Hamiltoniana. As-
sim como outros autores faremos vista grossa a esse fato neste modelo
e continuaremos as contas. Mas esse é um problema do modelo que
merece atengao.

Fazendo a diferenca entre C.39 e C.38 e entre C.41 e C.40 obte-
mos as seguintes equagoes para z e ¢:

% |:(u1 — ko) + 2(1-1 - Lo):| \/Ssind)
hiad n

\/32 s (222) (2)

(2"11')2 2n — 1 2

n=

n n

YD) [erern oo

m=0 =0
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.\/(1 —z)ym=l1 4 z)2n—m—lgin(m — 1 4+ 1)¢

(C.42)

do bN z
w - |:(M1—M-o)+;(L1—L0):| 7300545
(2n)! n 41 B \"
+)\Z( 2 (2nn')2 (2n— 1) (;)
> 3 () Ve
m=0 l=0
»{{/m&"‘*%f" m= ¢1dz—/¢o¢g"+‘¢f" m—t cos(m — )¢
/qslq:»;"“ T egds ————cos(m — 14+ D p  (Ca3)
A/ 1— 22
Com o fim de enxugarmos os resultados vamos definir as novas
constantes:
(2n)! n+1 B\"
a, = (=1)" — C.44
" =1 (2"n!)2 2n—1/ \A (C44)
c = (m1— po)+ E(Ll — Lo) (C.46)
A
d = # + 2 (Lo + L) (C.47)

para reescrever as equagoes de movimento em (z, ¢) sob o seguinte

aspecto menos ruim de se observar:

dz
— = cy/1—22sin¢
dt

5

>

|

NN
M]3
N‘:n
M:
M:

do z
dt

bt \/(1 —z2ymtl(1 4 2)2n—m—Llgin(m — 1 + 1)¢

(C.48)
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O™ — 653 cos(m — Dé — 26T —Z—— cos(m — L+ 1) (€49

1— 22

Notar que para escrever as equagdes em (z,¢) na forma acima é
necessario usar a normalizacao.
Vamos também reescrever as equacoes em populagao e fase, equa-
¢oes C.38-C.41, utilizando as defini¢oes das novas constantes a, b e c:

d 2
Aol _clyoliyal sin(0s — 60)
—2X 2o ¥1 | Z an Z Z BT abo] ™ H fapa 7
m=0 l=0
- sin [(m —141)(01 — 6p)] (C.50)
d 2
WAl = eiyol sl sin(os — 60)
+2A 4ol |91 Z“" Z Zb;‘g"‘w“’wuz"—m—l
m=0 l=0
- sin [(m —141)(61 — 69)] (C.51)
de
TtO = —d+ lc:il: cos(01 — 0g)
3 e 33
m=0 =0
{b""” cos [(m — 1)(61 — 60)]
+ormt :Zl: cos[(m — 1+ 1)(01 — 90)]} (C.52)
de
T; = —d+ 1 :zo: cos(01 — 6p)
23 e 3 Yt
m=0 =0
{bnml cos [(m —1)(61 — 69)]
+prmt :zo: cos[(m — 1+ 1)(8; — eo)]} (C.53)

lembrando que aqui ainda ndo foi usada a condicdo de normalizacdo’.

Ao truncarmos estas equacoes em n = 1 reobtemos as equacoes
apresentadas pelo Ananikian em [57] j4 com uma corre¢do no coefici-
ente da Hamiltoniana responsavel pelas oscilagoes Josephson. As novas

1O uso ou ndo da condigdo de normalizagdo é relevante para evidenciar posteri-
ormente a presencga da varidvel soma de populagoes na hamiltoniana, cuja varidvel
conjugada é a soma de fases.
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equagoes Sao:

% = [(Ma — po) + %(Ll — Lo) — g(Izo - 102)] V1—22sin¢
—g(Izo + I()z — 2I11)(1 — 22) sin 2¢
% = —g(lOIu — Ioo — Ip2)z

- |:(ll/1 — po) + %(Ll — Lo) — g(Izo - 102)} % cos ¢

— 22
+§(I20 + I()2 — 2I11)Z COS 2¢

que quando aproximamos as integrais L; de suas expansoes até n = 1
reobtemos exatamente as equagoes do Ananikian. Notar que os coefi-
cientes de autoarmadilhamento nao recebem corre¢ao nesta ordem de
aproximagao. Um grafico comparativo da dependéncia do coeficiente
de oscilagdo Josephson com a nao linearidade, do Ananikian e aqui
apresentado, estd na figura 19.

Vamos continuar tentando simplificar as equagdes de movimento

em populagao e fase, equagoes C.50-C.53.
Usando as equagoes C.35 a C.37 junto com as identidades trigo-
nomeétricas do seno da soma e da diferenga de arcos podemos escrever:

ST = sin(6; — 6g) E E BT o | T 91 12T ™ T cos [(m — 1)(01 — 00)]  (C.54)
m=0 l=0

Levando C.54 em C.50 e C.51 podemos reescrever estas equacoes
na populgao conforme segue:

d 2
l:ﬁ:' = —loll¥1]|sin(61 — o)
{c+2>\zanzzbnml m+l|1p |2'n. m—1
m=0 l=0
-cos[(m —1)(61 — 60)]} (C.55)
d 2
A = apol s sin0s — 00)

{CHAZ%ZZW’"‘WO a7

m=0 =0
-cos [(m —1)(61 — 60)]} (C.56)

cuja elegancia reside na simetria dos termos da soma dupla em relagao
aos indices de soma.
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V0=7; 0=1.5; A=1
10°

T T

Constantes

10°

T T

=
S}
\

Constantes

=
o,
\

Figura 19: Comparacao entre os valores da constante B oriundos dos mo-
delos da EGP unidimensional e da ENPS, conforme obtido no texto. A linha
sélida (preta) indica a variagao do coeficiente B da Hamiltoniana de dois mo-
dos conforme dada pela ENPS. As linhas tracejada (vermelha) e pontilhada
(verde) indicam o valor da mesma constante em primeira e segunda ordem de
aproximacdo das raizes nas integrais L;, respectivamente. A primeira ordem
corresponde a constante B do Ananikian para a EGP unidimensional e a
segunda ordem leva em conta a primeira corregao a essa constante segundo
o modelo de EGP unidimensional dado pelo Salasnich. As linhas verticais
indicam: (pontilhada) o valor de 3 para o qual temos po = Vb; (sélida) o
valor de B a partir do qual o critério de expansdo das séries nas raizes da
ENPS deixa de ser obedecido (onde §| fI? > 1 para algum 2 do dominio de
)
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Igualmente, no tratamento das equagoes dinamicas para as fases
(C.52 e C.53) podemos definir as seguintes somas duplas:

bnml|¢0|m+l|¢1|2n_m_l cos [(m -1+ 1)(91 - 90)]

3!
i
hE
M:

3
I
(=]
=
Il
(=]

bnml|¢0|m+l|¢1|2n—m—l coSs [(m —1— 1)(01 —_ 90)]

i3
I
NgE
M:

3
Il
(=}
.
Il
o

Ora, dada a paridade da funcao cosseno basta fazer um in-
tercambio de indices mudos de soma, usar que bz.ml = b?jlm e entao
vemos que

" __ n
Cy =Cj (C.57)
No entanto, se somarmos C3 e CF e usarmos as identidades

trigonométricas do cosseno da soma e da diferenca de arcos, podemos
reescrever C3' como:

= cos(81 — 6p) E E BT o ™1 12 "™ " cos [(m — 1)(81 — 80)]  (C.58)

m=0 =0

Levando o resultado acima para C3' nas equagoes para dinamica
de fases, equagoes C.52 e C.53, reescrevemos estas conforme segue:

de,
T:) = —d+A§ anE E b0 1ol ™ T w1 12T ™ cos [(m — 1) (61 — 60)]

m=0 l=0
: :i1: cos(01 — 60) c+2)\§ :an § E bnml|¢0|m+llw1|2n m—1
m=0 l=0
- cos [(m—l)(91 — 60)1} (C.59)
91 a4 E an E E BT o | 41 12 ™ cos [(m — 1)(81 — 60)]
dt
m=0 l=0
o n n
1 |¢0| cos(G]_ —00){ c+2x § an § § bnml|‘¢’0|m+l|"/) |2n m—1l
m=0 =0
- cos [(m—l)(91 - 90)]} (C.60)

Com isso o novo sistema de equacoes de movimento, um pouco
melhorado, é reescrito (equagoes C.55, C.56, C.59 e C.60):

d|g |2
dt

= —l#oll¥1lsin(61 — 6g)
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oo n m
c+sz ang E BRI g ™ T 1 127 ™ cos [(m — 1)(01 — 69)]

(C.61)

d|pq |2
dt

n

oo n
c+2A§ an E E B g ™ 1 127 ™ cos [(m — 1)(81 — 60)]

(C.62)
de
d—f = —d+a E an E E 653 o 1™ 91 12T cos [(m — 1)(871 — 60)]
m=0 l=0
i |¢'1| cos(61 — 6¢g)
2 |yl
oo n n
c42x E E E BRI g ™ 1 127 ™ cos [(m — 1)(81 — 69)]
n=1 m=0 l=0
(C.63)

de
d—: = —d+AE ang E BT g ™ 41 12T cos [(m — 1)(871 — 60)]

m=0 l=0

(C.64)

Como tultima simplificacao, se agruparmos nas somas duplas os
termos com mesma frequéncia em cossenos reescrevemos as equagoes
acima conforme segue:

d|g |2 . _
—— = —|¥gllw1lsin(01 — ) { e+ 2x an bl g 2 gy P2

dt
n=0 =0

==} (== n
t+ax § : § :§ : S ;L;-m LmeAl o 2bbm 2t m—2L

m=1n=0 1l=0

-cos [m(07 — 09)1} (C.65)

o m
dlyy)? _
TP = |wollwilsin(01 — 6g) § e+ 22 E E anbPit gl e |22

dt
n=0 l=0

Lax E : § :E : antm ;Lg-m,z,m+1‘¢0‘21+m|w1|2n+m—2l

m=1n=0 l=0

- cos [m(07 — 09)1} (C.66)
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c©
dég z : z i 2n—21
j = —d+ X anbgo |¢'0| |'¢'1| i

n=0 l=0

oo oo n
+22 E E E angmbag T w0 12T gy 2P 2 cos [m(01 — 00)]

m=1n=0 l=0

oo n
1|yl _
3 Ta] SO0~ 00) § e 22 an b w2 gy 22
o]

n=0 l=0

+ax E E E Ay g Bt T T g | 2T g | 20— 2L oo [ (01 — 60)]

m=1n=0 1l=0

(==} n
ey E E i 2n—21
K = —d + X anb;tl I¥o | | 1l ™

n=0 l=0

(C.67)

+23 E E E A b T T g |2 g |22 o (01 — 60)]

m=1n=0 l=0

1 |l _
+ |w0| cos(01 — 6g) { e+ 2X E E anbPiwol 2wy |22
1

n=0 l=0

oo (== n
Fax ) TN TN et T g T g 272 con (om0, — 00))

m=1n=0 1l=0

Embora esta tltima forma apresente os cossenos agrupados, por
ser mais compacta ainda preferiremos a forma dada pelas equagoes
C.61, C.62, C.63 e C.64, lembrando que ainda nao foi usada a condi¢ao
de normaliza¢ao em nenhuma destas equagoes.

Ainda néo obtivemos uma forma fechada da hamiltoniana com
todos os termos oriundos das séries infinitas, a dificuldade residindo no
agrupamento de integrais iguais disfarcadas em coeficientes b distintos.
Este trabalho estd em desenvolvimento e ainda carece de anélise mais
detalhada de relevancia.

A titulo de curiosidade apresentam-se as hamiltonianas de ordem
0, ordem 1 e ordem 2 dadas em termos das varidveis n;, ¢ = 0,1,
definidas como

ni(t) = |[¥i(t)]* (C.69)

As equagoes de movimento sao reobtidas por meio variagoes parciais

(C.68)
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das Hamiltonianas conforme as relacoes

d0i OH dni OH
= =_——, (C.70)
dt 87?,, dt 801

Hamiltoniana de ordem O:

H()(n(), Ty, 00, 01) = —d(ng +n1) +C\/’I’L0’I’l1 COS(01 —00) (C71)

Hamiltoniana de ordem 1:

1
2 2
Hj(ng,n1,600,01) = —d(ng+mni)+ ;Aa1510(n0 + n3) + 2Xxa3 Biangny
+cy/mon1 cos(61 — 0g) + 22a1 B11(ng + m1) 4 /mon1 cos(01 — 6g)
+XayBigangni cos 2(01 — 6g) (C.72)

onde foram definidas as integrais
B, = / pa" T2 d da. (C.73)

Hamiltoniana de ordem 2:
1
Hgz(ng,m1,600,01) = —d(ng+mni1)+ ;/\a1510(n3 +n%)+2/\a1512"0"1

1
3 3
+g>\a2320(n0 + n7) + 3XazBaznoni(ng + n1)

+cy/moni1 cos(61 — 0g) + 22a1 B11(ng + m1) 4 /mon1 cos(01 — 6g)
2 2

+2Xaz2 B2y (ng + n7) /moni cos(61 — 6g)

+6XagBagngni 4 /ngniy cos(61 — 6g)

+Xay1Bizngny cos 2(61 — 8g) + 2XazBazngni(ng + n1) cos2(01 — 6g)

2
4+ —2XagzBagngni 4 /mgni cos3(61 — 6g). (C.74)
3

C.2 CASO 2: 2|F|2 > 1

Neste caso nao convém realizar a expansao das raizes do termo
nao linear porque desejamos estudar os efeitos de nao linearidade grande
sobre o espago de fases de um modelo de dois modos. A expansao das
raizes em | f| faria com que a funcao ficasse no denominador da varidvel
de expansao e sabemos que a fungao tende a zero no infinito. Ora, se
o denominador tende a zero entao a fragao diverge, e uma vez que isso
ocorra a expansao nao sera valida.
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Apenas para tornar evidente o dito acima, notemos que o termo
nao linear da equagao C.1 pode ser reescrito como:

2 PN 1 3 b
FER o Y R f=(1+—5\f|2)7f
Vit sz 2\ 1+ Lis2 > 22 Vi+2iri2

(C.75)

e agora notemos a seguinte série, onde |a| > 1:

ek v g S (220 (3]

(C.76)

Tendo observado este fato a respeito da expansao das raizes,
cabe observar também que um tratamento deste caso necessitaria de
uma nova divisao em dois casos: uma semelhante ao caso 1 que ja
estudamos (este seria por estar f — 0) e outra onde f ndo tende a
zero e é o caso em estudo.

Com isso vamos simplificar todo o trabalho e simplesmente des-
prezar o fator 1 da raiz frente a §| fI2, ou seja, vamos considerar so-
mente o primeiro termo da expansao, o de ordem O.

Fazendo isso escrevemos a equacao 3.20 conforme segue:

of 19%f 3
i—=———4+VFf+ -y c.m7
= 50 FVI+ VARl (C.77)
que é a equagao (10) do Salasnich [55], adimensionalizada, quando
ele considera o mesmo caso considerado aqui. Para encontrar esta
equacao também despresamos uma constante que carregaria o sinal

de f (%\/g ﬁ) Uma constante na derivada temporal de f quando

integrada resultaria em um termo proporcional a um tempo complexo,
devido ao ¢ em frente & derivada temporal, cujo significado seria o de
uma fase na funcao de onda, ou seja, corresponderia a um deslocamento
da origem da contagem da energia.

Aqui cabe notar como o espaco de fases de um modelo de dois
modos aplicado a esta equagao ird diferir do espago de fases do modelo
de dois modos aplicado a equacao de Gross-Pitaevskii unidimensional.
Faremos a dedugao do espago de fases da equagao acima.

Usando o mesmo modelo de dois modos do caso 1, estudado
anteriormente, onde agora temos as funcoes ¢; satisfazendo:

1d*¢;
2 dx2

_ 3 _ _
+ Vi + 5M|¢i|¢i = i (C.78)
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para ¢ = 0,1, e levando na equagao que desejamos deduzir o espago
de fases, equagao C.77, obtemos:

dyp P
1¢07 + id1 = - \foz (uo¢o - *\/ ABldoldo + w1d1 — *\/ I¢1I¢1)

dt
Pq _ 3 _ _ 3 I
+—= | roPo — =/ 2ABlPolPo — r1b1 + — 1/ ABlé1ld1
V2 2 2

3
+; ABlYodbo + P1d1l(Podo + ¥141)-

Tomando o produto da equagdo acima por ¢g (¢1) e depois integrando
obtemos:

i =y, [“O;”“ - 2VAB (o + Jl)}

4y [‘“;“" + 2 VAB (o~ Jl)}

+2V/AB [ daltboso + ¥161| (Yot + vrn)de
(S wl[w \/7(J0+J1}

—o [ L \ﬁ(Jo — Jl)}

+§\/ﬁ / P1lodo + Y101/ (Yoo + P1h1)da
onde definimos as integrais:

5= [ Gildildida (C.79)

para i = 0, 1.

Apos trabalho simples nas ultimas integrais de cada uma das
equagoes anteriores obtemos:

;Wo
dt

po + pa
2

3
—Z\/E (Jo + J1 — 2/¢0|¢0¢0 + ¢1¢1|¢0d$)]

S

M1 — Ho

[
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di
dt

o

3
+ZM (Jo —Jy - 2/¢>1|¢o¢>o + w1¢1|¢odw)

3
+Zm (Jo —Jy — 2/¢o|¢o¢o + w1¢1|¢1dw)]

(C.80)
Ho + M1
2
3 ]
—Z\/E (Jo + Jy - 2/¢1|¢0¢0 + ¢1¢1|¢1dl‘)
H1 — Mo
_— [ .

(C.81)

Em termos de populagao e fase reescrevemos as equagoes acima
como (s (t) = |ps(t)|e?®) para i = 0,1):

d|vo|?
dt

d|vy:|?
dt

do
dt

doy
dt

— [m1 — po

+3V/AB <Jo —Ji - 2/¢o|¢o¢>o - ¢1¢1|¢1dm)]
“|%bo||tp1] sin(61 — 6o) (C.82)
(11 — po

+3 V8 (Jo — 51 =2 [ dolioco + «pmﬂmm)]
‘[%bol[p1| sin(01 — 6o) (C.83)
- [

—Z«/Aﬂ (Jo + J1 — 2/¢o|¢o¢o + "¢J1¢1|¢odw)

+11
2 M1 — Ko

+5v/A8 (Jo —Ji— 2/¢>o|¢o¢o + ¢1¢1|¢1dac)

|
tbol

_ {“1—;“0

cos(61 — o) (C.84)
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—%\/)\,8 (Jo + J — 2/¢1|1/’0¢0 + 1/’1¢1|¢1d$)

1
+§ [t1 — po

+g\/m <J0 - 2/¢o|¢o¢>o + ¢1¢1|¢1dw)

2ol
b1

onde ainda nao foi utilizada a condigdo de normalizagao. Deve-se
notar a exata conservagao de norma e, mais uma vez, a fase total nao

conservada. o L -
Utilizando a condicao de normalizagao sobre estas equacgoes e as

variaveis conhecidas z e ¢ de diferenca de populagao e de diferenca de
fase, podemos obter:

d 3

d—j |:M1—M0+2\/>\I3 <J0—-’1—2/¢0|¢0¢0+¢1¢1|¢1dm>:|
A/1—22sin¢ (C.86)

de 3

o - Hl—l»L0+;\/>\ﬁ Jo—J1—2 $olvodbo + Y1d1lP1de

z

\/1— 22
3

+=1/ 28 (/¢o|¢0¢0+¢1¢1|¢0d¢—/¢1|¢0¢0+#’1¢1|¢1dw>(0-37)
2

e vemos que os coeficientes desta dinamica sao dependentes do tempo.
Apenas para melhor interpretar o resultado vamos escrever a hamilto-
niana semicléssica do modelo como se os coeficientes fossem constantes;
obtemos:

3
H(z,¢) = — |:M1 — mo + ;\/ 2B (Jo —J1 - 2/¢0|¢0¢0 +¢1¢1|¢1dw):|
‘\/1—z2cos¢:
3
— =1/ 2B (/¢0|'~P0¢0+7J)1¢1|¢0dm/¢1|¢0¢0+¢1¢1|¢'1dm> z.
2

(C.88)

cos(61 — o) (C.85)

cos ¢

Apenas por curiosidade, e para finalizar o estudo deste caso, as
frequéncias dos regimes onde (z, ¢) < 1 podem ser obtidas analitica-
mente para os casos 1 e 2, indicados pelos valores de 3 que validam as
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aproximagoes:
A
M1 — po + E(Ll — Lo)

w2 o2
B— 3 — - -

w "= g1 —po— SV AB <J0 + J1 — /¢1|¢0|¢1d$> .

Um grafico do médulo destes valores quadraticos como fungao de 3 esta
na figura 20. Seja notada a grande diferenga entre as frequéncias, perto
de 2 ordens de grandeza. (Nao podemos comparar as duas linhas, sélida
(preta) e tracejada (vermelha), para um mesmo valor de 8 pois cada
uma das linhas corresponde a um dominio de validade de interagoes.)
As linhas sélidas sao as frequéncias de plasma para baixos valores de
B enquanto que as linhas tracejadas sao para grandes valores de 3.
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Figura 20: Comparagio entre as frequéncias de plasma da jungdo Bose-
Josephson nos limites de baixa interagao (8 — 0), representado pela linha
sélida (preta) e alta interacdo (8 — o0), representado pela linha tracejada
(vermelha). As integrais em L; necessdrias para obter a frequéncia para
baixas interagbes foram aproximadas em segunda ordem nas expansoes das
raizes e o grafico é, na realidade, do mddulo do quadrado das frequéncias,
0 que explica os aparentes valores nulos da frequéncia natural para baixas
interagoes. Estes valores nulos tém origem nas aproximagoes feitas para as
integrais. A linha vertical sélida indica o valor de 3 a partir do qual o
critério de expansdo das séries nas raizes da ENPS deixa de ser obedecido
(onde §|f|2 > 1 para algum « do dominio de f.)



120



[1]

2]

[10]

[11]

121

REFERENCIAS

W Pauli, The connection between spin and statistics, Physical Re-
view 58, 716 (1940)

F Dalfovo, S Giorgini, L. P Pitaevskii, S Stringari, Theory of Bose-
FEinstein Condensation in trapped gases, Reviews of Modern Phy-
sics 71, 463 (1999)

A J Leggett, Bose-Finstein condensation in the alkali gases: some
fundamental concepts, Review of Modern Physics 73, 307 (2001)

M H Anderson, J R Ensher, M R Matthews, C E Wieman, E
A Cornell, Observation of Bose-Finstein condensation in a dilute
atomic vapor, Science 269, 198 (1995)

K B Davis, M -O Mewes, M R Andrews, N J van Druten, D S
Durfee, D M Kurn, W Ketterle, Bose-FEinstein Condensation in a
gas of Sodium atoms, Physical Review Letters 75, 3969 (1995)

C C Bradley, C A Sackett, J J Tollett, R G Hullet, Evidence
of Bose-Einstein Condensation in an atomic gas with attractive
interactions, Physical Review Letters 75, 1687 (1995)

S Inouye, M R Andrews, J Stenger, H -J Miesner, D M S-Kurn, W
Ketterle, Observation of Feshbach resonances in a Bose-Einstein
condensate, Nature 392, 151 (1998)

J L Roberts, N R Claussen, J P Burke Jr, C H Greene, E A
Cornell, C E Wieman, Resonant Magnetic Field Control of Elastic
Scattering in Cold 85 Rb, Physical Review Letters 81, 5109 (1998)

S L Cornish, N R Claussen, J L. Roberts, E A Cornell, C E Wi-
emann, Stable 8% Rb Bose-Einstein Condensates with Widely Tu-
nable Interactions, Physical Review Letters 85, 1795 (2000)

B P Anderson, M A Kasevich, Macroscopic Quantum Interference
from Atomic Tunnel Arrays, Science 282, 1686 (1998)

S Denisov, L. M-Molina, S Flach, P Hénggi, Periodically driven
quantum ratchets: Symmetries and resonances, Physical Review
A 75, 063424 (2007)


Thiago
Retângulo

Thiago
Caixa de texto
 REFERÊNCIAS


122

[12] Y V Bludov, V A Brazhnyi, V V Konotop, Delocalizing transition

[13]

[14]

i one-dimensional condensates in optical lattices due to inhomo-
geneous interactions, Physical Review A 76, 023603 (2007)

P Carruthers, M M Nieto, Phase and angle variables in Quantum
Mechanics, Reviews of Modern Physics 40, 411 (1968)

B D Josephson, Possible new effects in superconductive tunnelling,
Physics Letters 1, 251 (1962)

P W Anderson, J M Rowell, Probable observation of the Josephson
superconducting tunneling effect, Physical Review Letters 10, 230
(1963)

M Albiez, R Gati, J Félling, S Hunsmann, M Cristiani, M K
Oberthaler, Direct observation of tunneling and nonlinear self-
trapping in a single bosonic Josephson junction, Physical Review
Letters 95, 010402 (2005)

R Gati, M K Oberthaler, A bosonic Josephson junction, Journal of
Physics B: atomic, molecular and optical physics 40, R61 (2007)

M R Andrews, C G Townsend, H -J Miesner, D S Durfee, D M
Kurn, W Ketterle, Observation of interference between two Bose
condensates, Science 275, 637 (1997)

C J Myatt, E A Burt, R W Ghrist, E A Cornell, C E Wieman, Pro-
duction of Two Querlapping Bose-Finstein Condensates by Sym-
pathetic Cooling, Physical Review Letters 78, 586 (1997)

G J Milburn, J Corney, E M Wright, D F Walls, Quantum dy-
namics of an atomic Bose-Finstein condensate in a double-well
potential, Physical Review A 55, 4318 (1997)

A Smerzi, S Fantoni, S Giovanazzi, S R Shenoy, Quantum coherent
atomic tunneling between two trapped Bose-FEinstein condensates,
Physical Review Letters 79, 4950 (1997)

S Raghavan, A Smerzi, S Fantoni, S R Shenoy, Coherent os-
cillations between two weakly coupled Bose-FEinstein condensates:
Josephson effects, 7 oscillations, and macroscopic quantum self-
trapping, Physical Review A 59, 620 (1999)

K W Mahmud, H Perry, W P Reinhardt, Quantum phase-space
picture of Bose-Einstein condensates in a double well, Physical
Review A 71, 023615 (2005)



[24]

[25]

[26]

[27]

[28]

[31]

[32]

[33]

[34]

[35]

123

J Denschlag, J E Simsarian, D L Feder, C W Clark, L. A Collins,
J Cubizolles, L Deng, E W Hagley, K Helmerson, W P Reinhardt,
S L Rolston, B I Schneider, W D Phillips, Generating solitons by

phase engineering of a Bose-Finstein condensate, Science 287, 97
(2000)

T Zibold, E Nicklas, C Gross, M K Oberthaler, Classical bifurca-
tion at the transition from Rabi to Josephson dynamics, Physical
Review Letters 105, 204101 (2010)

M Holthaus, Towards coherent control of a Bose-FEinstein conden-
sate in a double well, Physical Review A 64, 011601(R) (2001)

J C A Barata, D A Cortez, Time evolution of two-level systems
driven by periodic fields, Physics Letters A 301, 350 (2002)

M Plummer, C J Noble, Non-Hermitian Floguet dynamics of argon
atoms at 248 nm, Journal of Physics B: Atomic, Molecular and
Optical Physics 36, 1.219 (2003)

G -F Wang, L -B Fu, J Liu, Periodic modulation effect on self-
trapping of two weakly coupled Bose-FEinstein condensates, Physi-
cal Review A 73, 013619 (2006)

H Deng, W Hai, Q Zhu, Ezact Floquet states of a two-component
Bose-FEinstein condensate induced by a laser standing wave, Jour-
nal of Physics A: Mathematical and General 39, 15061 (2006)

Q Xie, Nonlinear Floquet solutions of two periodically driven Bose-
Einstein condensates, Physical Review A 76, 043622 (2007)

W Hai, C Lee, Q Zhu, Ezact Floquet states of a driven condensate
and their stabilities, Journal of Physics B: Atomic, Molecular and
Optical Physics 41, 095301 (2008)

L M -Molina, E Arévalo, Accurate control of a Bose-Einstein con-
densate by managing the atomic interaction, Physical Review A
82, 013642 (2010)

C J Pethick, H Smith, Bose-Einstein Condensation in dilute gases,
Cambridge University Press, 2002

W H Wing, On neutral particle trapping in quasistatic electromag-
netic fields, Progress in Quantum Electronics 8, 181 (1984)



124

[36]

[40]

[41]

[42]

[43]

A Gorlitz, J M Vogels, A E Leanhardt, C Raman, T' L. Gustavson,
J R A -Shaeer, A P Chikkatur, S Gupta, S Inouye, T Rosenband,
W Ketterle, Realization of Bose-Finstein Condensates in Lower
Dimensions, Physical Review Letters 87, 130402 (2001)

S Burger, K Bongs, S Dettmer, W Ertmer, K Sengstock, A San-
pera, G V Shlyapnikov, M Lewenstein, Dark solitons in Bose-
Einstein condensates, Physical Review Letters 83, 5198 (1999)

F S Cataliotti, S Burger, C Fort, P Maddaloni, F Minardi, A
Trombettoni, A Smerzi, M Inguscio, Josephson Junction Arrays
with Bose-FEinstein Condensates, Science 293, 843 (2001)

J H Denschlag, J E Simsarian, H Héffner, C McKenzie, A Browa-
eys, D Cho, K Helmerson, S L. Rolston, W D Phillips, A Bose-
Einstein condensate in an optical lattice, Journal of Physics B:
Atomic, Molecular and Optical Physics 35, 3095 (2002)

J P Ronzheimer, M Schreiber, S Braun, S S Hodgman, S Langer,
I P McCulloch, F H -Meisner, I Bloch, U Schneider, Fzpansion
Dynamics of Interacting Bosons in Homogeneous Lattices in One
and Two Dimensions, Physical Review Letters 110, 205301 (2013)

M Greiner, O Mandel, T Esslinger, T W Hénsch, I Bloch, Quantum
phase transition from a superfluid to a Mott insulator in a gas of
ultracold atoms, Nature 415, 39 (2002)

E M Wright, J Arlt, K Dholakia, Toroidal optical dipole traps
for atomic Bose-Finstein condensates using Laguerre-Gaussian be-
ams, Physical Review A 63, 013608 (2000)

T Schumm, S Hofferberth, . M Andersson, S Wildermuth, S
Groth, I B -Joseph, J Schmiedmayer, P Kriiger, Matter-wave in-
terferometry in a double well on an atom chip, Nature Physics 1,
57 (2005)

E H Lieb, R Seiringer, J Yngvason, Bosons in a trap: A rigo-
rous derivation of the Gross-Pitaevskii energy functional, Physical
Review A 61, 043602 (2000)

F K Fatemi, K M Jones, P D Lett, Observation of Optically In-
duced Feshbach Resonances in Collisions of Cold Atoms, Physical
Review Letters 85, 4462 (2000)



[46]

125

A Marte, T Volz, J Schuster, S Diirr, G Rempe, E G M van Kem-
pen, B J Verhaar, Feshbach Resonances in Rubidium 87: Precision
Measurement and Analysis, Physical Review Letters 89, 283202
(2002)

M Theis, G Thalhammer, K Winkler, M Hellwig, G Ruff, R
Grimm, J H Denschlag, Tuning the Scattering Length with an Op-
tically induced Feshbach Resonance, Physical Review Letters 93,
123001 (2004)

M R Matthews, B P Anderson, P C Haljan, D S Hall, C E Wieman,
E A Cornell, Vortices in a Bose-Einstein condensate, Physical Re-
view Letters 83, 2498 (1999)

J R A -Shaeer, C Raman, J M Vogels, W Ketterle, Observation
of Vortex Lattices in Bose-Finstein Condensates, Science 292, 476
(2001)

E Sakellari, N P Proukakis, M Leadbeater, C S Adams, Joseph-
son tunnelling of a phase-imprinted Bose-FEinstein condensate in
a time-dependent double-well potential, New Jounal of Physics 6,
42 (2004)

J Javanainen, Oscillatory exchange of atoms between traps contai-
ning Bose condensates, Physical Review Letters 57, 3164 (1986)

S V Pereverzev, A Loshak, S Backhaus, J C Davis, R E Packard,
Quantum oscillations between two weakly coupled reservoirs of su-

perfluid 3 He, Nature 388, 449 (1997)

A N Salgueiro, A F R T Piza, G B Lemos, R Drumond, M C
Nemes, M Weidemiiller, Quantum dynaics of bosons in a double-
well potential: Josephson oscillations, self-trapping and ultralong
tunneling times, The European Physical Journal D 44, 537 (2007)

P Muruganandam, S K Adhikari, Fortran programs for the time-
dependent Gross-Pitaevskii equation in a fully anisotropic trap,
Computer Physics Communications 180, 1888 (2009)

L Salasnich, A Parola, and L Reatto, Effective wave equations for
the dynamics of cigar-shaped and disk-shaped Bose condensates,
Physical Review A 65, 043614 (2002)

W Bao, Q Du, Computing the ground state solution of Bose-
FEinstein condensates by a normalized gradient flow, SIAM Journal
on Scientific Computing 25, 1674 (2004)



126

[57]

[58]

[61]

[62]

[63]

[64]

D Ananikian, T Bergeman, Gross-Pitaevskii equation for Bose
particles in a double-well potential: two-mode models and beyond,
Physical Review A 73, 013604 (2006)

R D’Agosta, B A Malomed, C Presilla, Stationary solutions of the
Gross-Pitaevskii equation with linear counterpart, Physics Letters
A 275, 424 (2000)

R D’Agosta, C Presilla, States without a linear counterpart in
Bose-Finstein condensates, Physical Review A 65, 043609 (2002)

K W Mahmud, J N Kutz, W P Reinhardt, Bose-Finstein conden-
sates in a one-dimensional double square well: analytical soluti-
ons of the nonlinear Schrodinger equation, Physical Review A 66,
063607 (2002)

WD Li, Stationary solutions of Gross-Pitaevskii equations in a
double square well, Physical Review A 74, 063612 (2006)

XY Jia, WD Li, H Ezawa, The symmetry breaking states and bi-
furcation of Bose-FEinstein condensates in a double well, Journal

of Physics A: Mathematical and Theoretical 40, 6023 (2007)

A L Fetter, J D Walecka, Quantum Theory of Many-Particle Sys-
tems, McGrow-Hill Book Company, 1971

D J Griffits, Introduction to Quantum Mechanics, 2ed., Pearson
Prentice Hall





