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Esta Dissertação foi julgada adequada para obtenção do Tı́tulo de Mestre
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O objetivo desta dissertação é propor um procedimento para a sı́ntese
estrutural e a otimização dimensional de mecanismos de direção. A sı́ntese
estrutural de mecanismos de direção consiste na listagem de todos os me-
canismos que cumprem os critérios de mobilidade e simetria necessários.
Na sı́ntese estrutural foram consideradas cadeias cinemáticas de quatro, seis
e oito elos, com juntas simples e, logo formando mecanismos com juntas
prismáticas e rotativas. A sı́ntese dimensional consiste na determinação das
dimensão do mecanismo de modo que cumpra com os critérios cinemáticos
desejados. O problema de sı́ntese dimensional foi formulado como um
problema de otimização, considerando a geometria Ackerman como a função
de movimento desejado. No método de sı́ntese ótima proposto, utilizou-se
coordenadas naturais na modelagem matemática que descreve a cinemática
do mecanismo, e propondo um algoritmo genético implementado no software
MALAB. Para a validação dos resultados foram considerados os mecanis-
mos de direção tradicionais e, comparando-os com métodos da literatura. O
método de otimização também é aplicado a novos mecanismos encontrados
com a sı́ntese estrutural.
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The aim of this work is to propose a procedure for structural synthesis and di-
mensional optimization of steering mechanisms. The structural synthesis of
steering mechanisms is the list of all the mechanisms that meet the criteria of
mobility and symmetry required. In the structural synthesis were considered
kinematic chains of four, six and eight links with simple joints, forming me-
chanism by the permuting of the joints between prismatic and revolute joints.
The dimensional synthesis determine the dimension of such mechanism that
have the criteria kinematic desired. The problem of dimensional synthesis
was formulated as a optimization problem, considering the Ackerman geo-
metry as a function desired movement. In the optimal synthesis method pro-
posed was used natural coordinates by mathematical modeling that describes
the kinematics of the mechanism, and propose a genetic algorithm implemen-
ted in Matlab. To validate the results were considered traditional steering me-
chanisms with recent steering methods from the literature. The optimization
method is also applied to new mechanisms found to structural synthesis.
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3.15 Cadeias cinemáticas de um elo quaternário, dois ternários e
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5.4 Diagrama de fluxo do algoritmo genético proposto. . . . . . 67
5.5 Modelagem do mecanismo de direção trapezoidal. . . . . . . 69
5.6 Modelagem do mecanismo de direção de seis barras. . . . . 69
5.7 Modelagem do mecanismo de direção pinhão e cremalheira. 70
5.8 Modelagem do mecanismo de direção multi-barras. . . . . . 71
5.9 Comparação do resultado da otimização do mecanismo

pinhão e cremalheira oferecido por De-Juan e a metodologia
proposta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

5.10 Comparação do resultado da otimização do mecanismo de
seis barras oferecido por De-Juan e a metodologia proposta. 76

5.11 Comparação do resultado da otimização do mecanismo tra-
pezoidal oferecido por De-Juan e a metodologia proposta. . . 76

5.12 Comparação do resultado da otimização do mecanismo mul-
tibarras oferecido por De-Juan e a metodologia proposta. . . 77

xii



5.13 Comparação do erro estrutural dos mecanismo de direção tra-
dicinoais. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

5.14 Modelagem do mecanismo de direção borboleta dupla. . . . 78
5.15 Modelagem do mecanismo de direção 2Q6B. . . . . . . . . 80
5.16 Erro estrutural do mecanismo borboleta dupla. . . . . . . . . 82
5.17 Posição neutra do mecanismo borboleta dupla otimizado. . . 82
5.18 Erro estrutural do mecanismo 2Q6B . . . . . . . . . . . . . 83
5.19 Posição neutra do mecanismo 2Q6B otimizado. . . . . . . . 83
A.1 Representação de grafos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
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2.4 Revisão bibliográfica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3 Sı́NTESE ESTRUTURAL DE MECANISMOS DE DIREÇÃO. . . . . 17
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1 INTRODUÇÃO

Um mecanismo de direção veicular é um dos componentes principais
do sistema de direção, o qual é o encarregado de coordenar o movimento das
rodas esterçantes para conseguir a mudança da direção de avanço do veı́culo.
Um dos mecanismos de direção mais utilizados em veı́culos comerciais é o
mecanismo de direção pinhão e cremalheira devido a sua simplicidade e ao
espaço ocupado no veı́culo. Outros mecanismos de direção são: o meca-
nismo de quatro barras ou trapezoidal, mecanismo de seis barras, mecanismo
multibarras, entre outros.

Os temas centrais desta dissertação são: a sı́ntese estrutural e dimensi-
onal de mecanismos de direção. A sı́ntese estrutural consiste na listagens do
mecanismos que atendam determinados requisitos desejados em um meca-
nismo de direção e, a sı́ntese dimensional consiste no dimensionamento dos
mecanismos de modo que atinjam determinados requisitos de movimento.

Primeiramente será definido o que é o sistema de direção. Em seguida
serão mostrados os principais mecanismos de direção usados em veı́culos
comercias, seguido pela história do mecanismo de direção e a revisão bibli-
ográfica.

Será apresentada uma metodologia sistemática para listar todos os me-
canismos que cumpram os critérios desejados em um mecanismo de direção.
As ferramentas matemáticas utilizadas na sı́ntese estrutural serão: a teoria
de grafos e a teoria de grupos. A teoria de grafos aplicada aos mecanis-
mos é muito útil porque permite tratar os mecanismos como elementos ma-
temáticos. Igualmente a teoria de grupos é importante porque permite identi-
ficar os diferentes mecanismos em uma cadeia cinemática.

Logo da sı́ntese estrutural será tratado o problema de otimização di-
mensional de mecanismos de direção, que é de grande complexidade ma-
temática, devido que a função a minimizar é descontinua e altamente não
linear. Será apresentado um método de otimização dimensional, baseado na
modelagem de mecanismos, utilizando coordenadas naturais que foram pro-
postas por Jalon e Bayo (1994). A modelagem de mecanismos com coorde-
nadas naturais é simples e sistemática o que ajuda na implementação em um
computador. Uma das dificuldades na modelagem de mecanismos é a solução
do sistema de equações que representam a cinemática do mecanismo, pois ge-
ralmente um mecanismo tem paralelamente mais de uma configuração, o que
significa, que o sistema de equações tem mais de uma solução, sendo obtida
uma solução pelo método de Newton-Raphson. Kramer (1992) afirma que
o método de Newton-Raphson pode apresentar um comportamento caótico
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2 1 Introdução

quando existe mais de uma solução e, portanto a solução inicial tem de es-
tar perto da solução real para evitar a divergência ou oscilação caótica entre
varias soluções.

Para a solução do problema de otimização será proposto um algoritmo
genético, onde as variáveis a otimizar são: As variáveis de projeto que são
as dimensões do mecanismo e as variáveis iniciais que o método de Newton-
Raphson necessita para a solução da cinemática do mecanismo, o que signi-
fica que os dois problemas serão resolvidos simultaneamente. A otimização
não garante que o mecanismo não tenha configurações indesejadas, por con-
seguinte precisa-se realizar uma análise cinemática para detectar problemas
no mecanismo.

O método de otimização dimensional será aplicado a mecanismos de
direção tradicionais e os resultados obtidos serão comparados com os da lite-
ratura. Também se aplicará o método a alguns mecanismos novos encontra-
dos com a metodologia de sı́ntese estrutural proposta.

1.1 Motivação

O interesse pelo tema surgiu da necessidade de contar com uma meto-
dologia de sı́ntese estrutural de mecanismos de direção e, assim, ter uma lista
completa de mecanismos de direção. A sı́ntese estrutural permite mapear um
grande número de cadeias cinemáticas que cumprem com determinados re-
quisitos, sendo útil para o projetista porque pode projetar novos mecanismos
de forma sistemática.

A maioria das técnicas de modelagem de mecanismos utilizam
equações que dependem das condições de fechamento da cadeia cinemática,
envolvendo parâmetros angulares, o que dificultas a modelagem. Por está
razão tenta-se utilizar coordenadas naturais, as quais não envolvem ângulos
e, por consequência funções trigonométricas.

Também um motivo do trabalho é a falta de métodos de otimização
global de mecanismos de direção. Os métodos conhecidos na literatura estão
baseados em técnicas de otimização locais e, os mecanismos otimizados estão
baseados no mecanismo de quatro barras, onde as soluções da cinemática são
fechadas. Os resultados fornecidos nesta dissertação podem ser um ponto de
partida para futuros trabalhos que envolvam sı́ntese estrutural ou dimensional
de mecanismos em geral.
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1.2 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento de uma meto-
dologia para a sı́ntese de mecanismos de direção.

São objetivos especı́ficos:

• Desenvolver uma metodologia para a sı́ntese estrutural de mecanismos
de direção;

• Aplicar a metodologia de sı́ntese estrutural a mecanismos no máximo
de oito barras ou elos;

• Desenvolver uma metodologia de otimização dimensional de mecanis-
mos de direção;

• Aplicar a metodologia de otimização dimensional a diferentes meca-
nismos de direção.

1.3 Apresentação do trabalho

A dissertacão está organizada em 5 capı́tulos e dois apêndices, além
desta introdução.

No capı́tulo 2 são definidos conceitos sobre mecanismos de direção e
é apresentada uma revisão bibliográfica.

No capı́tulo 3 é apresentado primeiramente os conceitos fundamentais
da teoria de mecanismos e, logo é apresentada uma metodologia de sı́ntese
estrutural de mecanismos de direção.

O capı́tulo 4 apresenta as definições e tipos de sı́ntese dimensional.
Também são mostrados os fundamentos da modelagem de mecanismos uti-
lizando coordenadas naturais e as diferentes técnicas de otimização, enfati-
zando nos algoritmos genéticos.

No capı́tulo 5 apresenta-se a formulação do problema de sı́ntese di-
mensional de mecanismos de direção. Em seguida é apresentada uma meto-
dologia de sı́ntese dimensional, a qual é aplicada a mecanismos tradicionais
e a novos mecanismos encontrados com a sı́ntese estrutural.

Finalmente no capı́tulo 6, conclusões sobre o trabalho são apresenta-
das e aspectos sobre trabalhos futuros são discutidos.
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2 O MECANISMO DE DIREÇÃO

O sistema de direção veicular é o componente que transforma a neces-
sidade de mudança direcional desejada pelo condutor do veı́culo identifica,
que pode ser atingida de diferentes formas no que tange ao nı́vel de esforço,
ângulo do volante, sensibilidade da pista pelo condutor e comportamentos
distintos em função da velocidade do veı́culo (FERNANDES, 2005). Sendo o
mecanismo de direção o componente principal do sistema de direção, pois é
o que permite a sincronização das rodas direcionais. Na Figura 2.1 pode-se
ver a disposição do sistema de direção em um veı́culo comercial, onde os
componentes principais são: o volante, o mecanismo de direção e as rodas
direcionais.

Volante

Mecanismo de direção

Rodas

Figura 2.1: Disposição do sistema de direção em um veı́culo comercial (REIMPELL;
STOLL; BETZLER, 2001).
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2.1 Breve história do mecanismo de direção

Os primeiros veı́culos de quatro rodas eram carruagens puxadas por
cavalos, onde o mecanismo de direção era basicamente uma barra com um
pivô no meio (Figura 2.2). Este tipo de veı́culo tinha baixı́ssima estabilidade
e, tendência ao tombamento nas curvas, tornando-os perigosos (GENTA; MO-
RELLO, 2008).

(a) (b)

Pivô

Figura 2.2: Carruagem puxada por cavalos.

Entre os anos de 1758 a 1759 Erasmus Darwin ideou um novo método
de direção para carruagens, onde a barra frontal ficava paralela à barra traseira
e, os eixos das rodas dianteiras e o eixo traseiro cortam-se no mesmo ponto
(KING-HELE, 2002). A Figura 2.3 mostra o critério de direção de Erasmus
Darwin onde os eixos das rodas A e B cortam o eixo

←→
CD no ponto E. Com esta

configuração Erasmus Darwin estabeleceu o princı́pio de direção ideal para
veı́culos de quatro rodas, tendo duas vantagens principais: o eixo dianteiro
permanece fixo melhorando a estabilidade e, podia-se utilizar rodas maiores
devido que a barra dianteira não tem de pivotar.

Erasmus Darwin teve de inventar um novo mecanismo para cumprir
ou se aproximar ao seu critério de direção, tendo como problema que em
marcha reta o ângulo das rodas eram iguais e, em curva os ângulos tinham
de ser diferentes. Para resolver este problema ele inventou um mecanismo
simétrico baseado no quadrilátero articulado (KING-HELE, 2002). A Figura
2.4 representa o mecanismo de direção inventado por Erasmus Darwin.

Segundo King-Hele (2002) só foram construı́dos cinco carruagens
com o mecanismo de Erasmus Darwin.
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A B

C D
E

Figura 2.3: Criterio de direção de Erasmus Darwin.

Junta prismática

Barra rígida puxada

pelos cavalos

Estrutura

Figura 2.4: Mecanismo de direção inventado por Erasmus Darwin.
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Mais de 50 anos depois da invenção de Erasmus Darwin, George Lan-
gensperger redescobriu o critério de direção ideal e, inventou o mecanismo
mostrado na Figura 2.5. Em 1818, Rudolf Ackerman patenteou em Lon-
dres Inglaterra o mecanismo de George Langensperger e assim ganhou os
créditos da invenção (KING-HELE, 2002), (JAZAR, 2008) e (GENTA; MORELLO,
2008). Na atualidade o critério de direção ideal é conhecido como critério de
Ackermann, devido as circunstâncias históricas mencionadas anteriormente,
os mecanismos de direção que se aproximam ao critério de Ackermann, são
chamados de mecanismos tipo Ackermann.

Figura 2.5: Mecanismo inventado por George Langensperger.

Figura 2.6: Mecanismo de direção de Mancelle de Bollée.
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Provavelmente o primeiro mecanismo de direção para um veı́culo com
motor foi inventado por Mancelle de Bollée em 1878 (ver Figura 2.6) e, em
1893 Carl Benz obteve uma patente na Alemanha para o mesmo mecanismo
(DIXON, 2009).

2.2 Geometria da direção do veı́culo

Na geometria de um sistema de direção ideal, os eixos das rodas dire-
toras se encontram no prolongamento do eixo das rodas traseiras, para qual-
quer curva a ser realizada (LEAL; ROSA; NICOLAZZI, 2008). A geometria ideal
do veı́culo é chamada de geometria Ackermann (Figura 2.7(a)), que pode ser
escrita matematicamente como:

cotδo− cotδi =
w
l

(2.1)

onde δi e δo são os ângulos de esterçamento da roda esquerda e direita respec-
tivamente, w é a distância entre os pivôs das rodas dianteiras e l é a distância
entre o eixo que une os pivôs e o eixo traseiro.

(a) Ackermann

(b) Paralela (c) Oposta

l

δ
δ i

o

Figura 2.7: Geometrias de direção dos veı́culos com rodas direcionais dianteiras.
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Uma direção com geometria Ackermann é a configuração correta
quando o veı́culo faz uma curva a baixa velocidade. Quando o veı́culo entra
em curva com uma velocidade alta, a força lateral da roda interna à curva é
menor que a força da roda externa, portanto tem-se que diminuir a diferença
entre os ângulos de esterçamento, o que pode-se lograr com as geometrias
das Figuras 2.7(b) e 2.7(c). Em veı́culos de corrida é comum usar direção
com geometria paralela ou oposta pelos motivos descritos acima (JAZAR,
2008).

A condição de Ackermann pode ser estendida a veı́culos com quatro
rodas esterçantes como mostra-se na Figura 2.8, que pode-se escrever mate-
maticamente como:

cotδo f − cotδi f =
w
l

(
1−

cotδo f − cotδi f

cotδ r− cotδ r

)
(2.2)

onde subindices f e r correspondem os ângulos de esterçamento das rodas do
eixo dianteiro e traseiro respectivamente.

l

δ
δif

of

δorδir

Figura 2.8: Geometria Ackermann em veı́culo de quatro rodas esterçantes.

Direção nas quatro rodas pode ser aplicado em veı́culos para melhorar
a resposta da direção, aumentar a estabilidade em altas velocidades de ma-
nobra, ou diminuir raio de giro em baixas velocidades (JAZAR, 2008). Outra
configuração é a mostrada na Figura 2.9, onde a condição de Ackermann pode
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ser escrita como:

cotδ2− cotδ1 =
w
l1

(2.3)

cotδ4− cotδ3 =
w
l1

(2.4)

onde δo1 e δi1 são os ângulos de esterçamento das rodas direita e esquerda do
primeiro eixo ou eixo dianteiro, δo2 e δi2 são os ângulos de esterçamento das
rodas direita e esquerda do segundo eixo, l1 e l2 as distâncias entre os eixos
de direção e o eixo traseiro.

l

δ i1

1

δ i2
δo1

δo2

l2

Figura 2.9: Geometria Ackermann em veı́culo de quatro rodas esterçantes dianteiras.

2.3 Tipos de mecanismos de direção

Nesta seção são apresentados os mecanismos de direção usados em
veı́culos comercias.
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2.3.1 Mecanismo de direção trapezoidal

O mecanismo de direção trapezoidal está formado por quatro elos
binários, como mostra-se na Figura 2.10. Este tipo de mecanismo é usado
geralmente em caminhões e ônibus com suspensão dianteira de eixo rı́gido.

2.3.2 Mecanismo de direção de seis barras ou elos

Este tipo de mecanismo é usado em caminhões de suspensão dianteira
independente, onde a distância entre o eixo dianteiro e traseiro é considera-
velmente grande. O mecanismo está formado por dois elos ternários e quatro
elos binários como mostra-se na Figura 2.11.

Figura 2.10: Mecanismo de direção trapezoidal.

Figura 2.11: Mecanismo de direção de seis barras.



2.3 Tipos de mecanismos de direção 13

2.3.3 Mecanismo de direção multibarras

O mecanismo de direção multibarras está formado por um elo qua-
ternário, dois ternários e cinco binários como mostra-se na Figura 2.12. Este
tipo de mecanismo é usado em caminhões, ônibus e caminhonetes que preci-
sam de grandes ângulos de esterçamento.

Figura 2.12: Mecanismo de direção multibarras.

2.3.4 Mecanismo de direção pinhão e cremalheira

O mecanismo de direção pinhão e cremalheira é o mais comum em
veı́culos pequenos, devido ser compacto e ocupando pouco espaço no veı́culo.
Este mecanismo está formado por dois elos ternários e quatro elos binários
como mostra-se na Figura 2.13.

Figura 2.13: Mecanismo de direção pinhão e cremalheira.
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2.4 Revisão bibliográfica

A sı́ntese de mecanismos de direção é um tópico de pesquisa impor-
tante na atualidade, onde os problemas principais a serem resolvidos são:
atingir o critério de direção desejado e manter as dimensões do mecanismo
dentro do espaço disponı́vel no veı́culo, onde estes requisitos são geralmente
contraditórios.

Na literatura existem várias propostas de novos mecanismos de
direção, como o de Fahey e Huston (1997), composto por oito elos e dez
juntas, conforme mostrado na Figura 2.14. O autor afirma que a faixa de
ângulos de esterçamento pode ser bem maior do que outros mecanismos, mas
com um erro estrutural significante.

Figura 2.14: Mecanismo de direção de Fahey.

Em Dooner (2001) propõe-se um mecanismo baseado em dois meca-
nismos de quatro barras e um conjunto de engrenagens não circulares (ver
Figura 2.15). Na otimização do mecanismo o autor utiliza dois enfoques, no
primeiro fixa as dimensões dos mecanismos de quatro barras e, utilizando o
raio de curvatura como parâmetro de entrada determina a forma das engre-
nagens, este é um processo iterativo onde intervém o projetista. O segundo
enfoque é minimizar a não circularidade das engrenagens utilizando um al-
goritmo de otimização.

Também Rustamov (2010) propõe um mecanismo de direção com en-
grenagens excêntricas, para aumentar a faixa dos ângulos de esterçamento,
em veı́culos de eixo de direção rı́gido. Venkatachalam e Rao (2012) sugerem
um mecanismo composto por duas engrenagens e duas barras conectadas por
um par superior, que pode atingir o critério de Ackermman de forma exata,
determinando o perfil das barras conectadas pelo par superior. Zhao et al.
(2013) propõe um mecanismo de cinco barras com engrenagens não circu-
lares (ver Figura 2.16), tendo o ângulo de esterçamento como parâmetro de
entrada na otimização. O trabalho também apresenta uma análise de sensibi-
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Figura 2.15: Mecanismo de direção de engrenagens não circulares (DOONER, 2001).

Figura 2.16: Mecanismo de cinco elos com engrenagens não circulares (ZHAO et al.,
2013)

lidade ao mecanismo.
Na sı́ntese ótima de mecanismos de direção se tem o trabalho de Yao e

Angeles (2000), onde se desenvolveu um método para otimizar o mecanismo
de direção de quatro barras, utilizando a equação de Freudestein (HARTEN-
BERG; DENAVIT, 1964), e a reformulação do critério de Ackerman em termos
de senos, juntando as duas equações em uma equação só, definindo a função
objetivo como a soma da metade dos quadrados desta equação. Em Simi-
onescu e Beale (2002) o problema de otimização do mecanismo de quatro
barras é abordado, tomando como função objetivo o máximo valor do qua-
drado do erro estrutural, sendo esta a função a minimizar. Também os auto-
res realizaram uma análise de sensibilidade afirmando que pequenos erros de
fabricação nas barras não influenciam consideravelmente no comportamento
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do mecanismo. Um enfoque na otimização de mecanismos é a utilização da
teoria de multicorpos, onde se faz uma simulação do mecanismo para dife-
rentes parâmetros de entrada. Nos trabalhos de Bian, Song e Becker (2003) e
Bian, Song e Walter (2004), fez-se a otimização do sistema de direção multi-
barras e o sistema de suspensão McPherson como um conjunto só. Utilizando
como função objetivo a somatório duplo da multiplicação de três funções
peso, duas para o sistema de direção e uma para o sistema de suspenção.

Uma combinação de otimização e análise de sensibilidade é feito em
Hanzaki, Rao e Saha (2009), para um mecanismo de direção e pinhão cre-
malheira, onde a função objetivo é o somatório dos valores absolutos do erro
estrutural. Os autores afirmam que a sensibilidade do sistema é bastante alta.

Um método interessante na otimização de mecanismos é a
consideração dos corpos rı́gidos como elementos flexı́veis, utilizando como
função objetivo o somatório das contribuições de energia de todos os corpos.
Esta metodologia é aplicada a um mecanismo de direção de quatro barras em
Collard, Duysinx e Fisette (2010), modelando o mecanismo como um con-
junto de molas e formulando o problema como um problema de minimização
de mı́nimos quadrados, utilizando um algoritmo genético na otimização.
Também é formulado o problema de otimização como um problema de
otimização quadrática sucessiva em (SHARIATI; NOROUZI, 2011). Os autores
afirmam que o problema é bastante complexo devido à não linearidade da
função objetivo e, para resolver o sistema de equações utilizou-se o método
de Newtom-Gauss.

Em De-Juan, Sancibrian e Viadero (2012) propõe-se um método geral
que não depende da topologia do mecanismo para a otimização de sistemas
de direção, utilizando como função objetivo a somatória da metade dos erros
ao quadrado. O método foi aplicado ao mecanismo de quatro barras, seis
barras, multi-barras e pinhão e cremalheira.
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Neste capı́tulo apresenta-se primeiramente a definição de alguns con-
ceitos fundamentais sobre a teoria de mecanismos, formulando-se em seguida
o problema de sı́ntese estrutural para mecanismos de direção. As ferramen-
tas matemáticas utilizadas neste capı́tulo serão principalmente: a teoria de
grupos e a teoria de grafos, caso o leitor não esteja familiarizado com estas
ferramentas, recomenda-se a leitura dos apêndices A e B.

3.1 Conceitos fundamentais da teoria de mecanismos

Nesta seção serão definidos os conceitos de cadeia cinemática, me-
canismo, graus de liberdade de uma cadeia cinemática ou mecanismo,
representação de cadeias cinemáticas e mecanismos e será introduzido o
conceito de simetria de uma cadeia cinemática.

3.1.1 Cadeias cinemáticas e mecanismos

Uma cadeia cinemática é um conjunto de elos ou corpos rı́gidos co-
nectados por juntas. Quando um elo da cadeia cinemática é fixado a uma
base, a cadeia cinemática torna-se um mecanismo (TSAI, 2001).

3.1.2 Representações de cadeias cinemáticas e mecanismos

As cadeias cinemáticas e os mecanismos são representados de três
formas: representação funcional, representação estrutural e representação
por grafo. Na representação funcional Figura 3.1(a), os elos e as juntas
do mecanismo representam-se aproximadamente como são na realidade. A
representação estrutural Figura 3.1(b), consiste em desenhar os elos do me-
canismo como polı́gonos, onde os vértices representam as juntas. Por último
na representação por grafo Figura 3.1(c), os elos são representados por um
conjunto de vértices e, as jutas representam-se por um conjunto de arestas.

A representação por grafo é muito útil porque permite considerar um
mecanismo como um elemento matemático.

17
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1

2

3

4

5

6

Representação funcional(a)

2

3 5

6

12 6

43 5

Representação estrutural(b) Representação por grafo(c)

Figura 3.1: Representacões de cadeias cinemáticas e mecanismos.

3.1.3 Graus de liberdade

Os graus de liberdade de um mecanismo referem-se ao número
de parâmetros independentes requeridos para especificar completamente a
configuração do mecanismo no espaço (TSAI, 2001).

M = λ (n− j−1)+
j

∑
i=1

fi (3.1)

Quando as restrições nas juntas são independentes e não se introduz nenhuma
redundância, os graus de liberdade de uma cadeia cinemática, com n elos e j
juntas podem ser calculados pela Eq.(3.1), onde λ são os graus de liberdade
do espaço no qual um mecanismo destina-se a funcionar e, fi representa os
graus de movimento relativo permitidos pela junta i.

Para mecanismos que estão formados só por cadeias fechadas a
Eq.(3.1) pode ser escrita como:

M = j−λν (3.2)

Com

ν = j−n+1 (3.3)
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onde ν é o número de subcadeias ou circuitos independentes. A Eq.(3.2) é
conhecida como critério de mobilidade do circuito (SIMONI, 2008).

No caso de mecanismos com M = 1 e λ = 3 temos que

n =


4 se ν = 1
6 se ν = 2
8 se ν = 3

...

(3.4)

3.1.4 Grafos e simetria de cadeias cinemáticas

A teoria de grafos é de grande utilidade na sı́ntese de mecanismos,
porque permite tratar um mecanismo como elemento matemático e, portanto,
o estudo de suas propriedades. Simoni, Martins e Carboni (2007), apresentam
definições importantes para o estudo de mecanismos:

Definição 1. Um grafo X = (V,E) consiste de um conjunto finito V de
vértices e um conjunto de arestas E formadas por pares {x,y} ∈V .

Definição 2. A simetria de uma cadeia cinemática é a simetria de seu
correspondente grafo. Uma cadeia cinemática é simétrica quando tem mais
de um automorfismo.

O conceito de simetria de cadeias cinemáticas é útil no estudo de me-
canismos, pois, elos simétricos em uma cadeia cinematica, representam o
mesmo mecanismo, quando é fixado um dos elos.

3.2 Definição do problema de sı́ntese estrutural de mecanismos de
direção

A sı́ntese estrutural de cadeias cinemáticas é uma das divisões da
sı́ntese estrutural, ramo da cinemática dos mecanismos, e trata da enumeração
de uma lista completa de cadeias cinemáticas que satisfazem as caracterı́sticas
de mobilidade (SIMONI, 2010). Portanto, a sı́ntese estrutural de mecanismos
de direção consiste da listagem de todos os mecanismos com ν circuitos, que
cumprem um determinado número de caracterı́sticas, que são desejáveis em
um mecanismo de direção.

Na Figura 3.2 é representado um mecanismo de direção que é
simétrico com respeito ao eixo aa’. A simetria é uma caracterı́stica desejada
em um mecanismo de direção, dado que o comportamento cinemático das
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a

a'

Figura 3.2: Mecanismo de direção simétrico de 6 elos.

rodas direcionais é igual, quando as rodas estão esterçando à esquerda ou à
direita.

Como a representação de um mecanismo não leva em conta os ta-
manhos dos elos, precisa-se da definição de simetria de um mecanismo de
direção.

Definição 3. Um mecanismo de direção é simétrico, se existe um de-
senho no plano, do grafo que seja simétrico a uma reta que passe pelo nó que
representa ao elo fixo.

Note que a definição de simetria de cadeias cinemáticas e mecanismos
de direção são diferentes.

3.3 Método de sı́ntese estrutural proposto

Nesta seção serão definidos uma série de passos para encontrar todos
os possı́veis mecanismos de direção e, logo será exposto um exemplo para
entender melhor a metodologia.

1. Encontrar todas as partições com ν circuitos e um grau de liberdade.

2. Listar todas as cadeias cinemáticas permitidas para cada partição.

3. Determinar o grupo de automorfismos e as órbitas para cada cadeia
cinemática.
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4. Escolher um representante de cada órbita e determinar se tem simetria.

5. Encontrar todas permutações válidas das juntas, entre rotativas e
prismáticas.

3.3.1 Exemplo do método proposto

Considerando mecanismos com ν = 3 e, segundo as Eqs.(3.3) e (3.4),
n = 8 e j = 10. As partições são soluções das seguintes equações:

n = n2 +n3 +n4 + ... (3.5)

2 j = 2n2 +3n3 +4n4 + ... (3.6)

onde o subindice indica o tipo de elo (binário, ternário, ...).
Resolvendo as Eqs. (3.5) e (3.6) considerando somente elos binários

e ternários temos que a partição está formada por 4 elos binários e 4 elos
ternários. O passo seguinte é fomar cadeias válidas unindo os diferentes
tipos de elos. Os métodos de formação de cadeias cinemáticas podem ser
encontrados em Simoni (2008).

6

8

5

7

Figura 3.3: Borboleta Dupla.

Neste exemplo só estudaremos a cadeia cinemática representada na
Figura 3.3, que é conhecida como borboleta dupla corespondente à partição[

3 3 3 3 2 2 2 2
]
. Uma caracterı́stica interessante deste meca-

nismo é que qualquer subcadeia do mecacanismo tem maior grau de liber-
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dade do que a cadeia completa. Da definição 1 temos que o grafo corres-
pondente ao mecanismo é X = (V,E), onde V = {1,2,3,4,5,6,7,8} e E =
{(1,2),(1,7),(1,8),(2,5),(2,6),(3,4),(3,5),(3,7),(4,6),(4,8)}. Os auto-
morfismos do grafo X são:

σ1 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 3 4 5 6 7 8

)
= (1)(2)(3)(4)(5)(6)(7)(8)

σ2 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
1 2 4 3 6 5 8 7

)
= (1)(2)(34)(56)(78)

σ3 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
2 1 3 4 7 8 5 6

)
= (12)(3)(4)(57)(68)

σ4 =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
2 1 4 3 8 7 6 5

)
= (12)(34)(58)(67)

obtidos com o programa Nauty implementado em C (MCKAY, 2004).

1

3 4

7 8

5 6
2

a

a'

Figura 3.4: Desenho do grafo do mecanismo Borboleta Dupla.

O conjunto de órbitas é O = {{1,2} ,{3,4} ,{5,6,7,8}}. A Figura 3.4
é um desenho do grafo X , no qual pode-se perceber a simetria do grafo é em
relação à reta que passa pelos vértices 1 e 2. Neste caso só temos um meca-
nismo simétrico devido a que os vertices 1 e 2 pertencem à mesma órbita.

O último passo é achar as permutações tendo em conta o seguinte:
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• cada permutação tem de manter a simetria,

• um circuito deve ter no máximo duas juntas prismáticas,

• as juntas onde estão pivotadas as rodas tem de ser rotativas.

Segundo a enumeração das juntas na Figura 3.5 temos que,

Mc =


1 2 3 4 5
3 4 6 7 8
5 6 7 9 10
1 2 8 9 10


é a matriz de circuitos, onde as linhas representam os circuitos e, cada ele-
mento da linha representa uma junta do circuito. Nos casos em que o número
de elementos dos circuitos sejam diferentes, os espaços vazios da matriz Mc
serão preenchidos com zeros.

Temos que,

Ns =

[
1 2 3 4 5 8
10 9 7 6 5 8

]
é a matriz que contêm as juntas simétricas, de modo que o elemento Ns(i,1)
é simétrico ao elemento Ns(i,2). As juntas que não são simétricas a outras
juntas, por conseguinte são simétricas a si mesmas.

O pseudocódigo para achar todas as permutações validas é apresen-
tado no algoritmo 1.

1

2

8

9

3 7

4 6

5

10

Figura 3.5: Sistema de direção Borboleta Dupla.



24 3 Sı́ntese estrutural de mecanismos de direção

Algoritmo 1 Determinação das permutações válidas
1- Entrada:

- Matriz de circuitos Mc
- Matriz de juntas simétricas Ns
- Juntas pivô

2- Permutações:
k = 1

enquanto {k ≤ 2 j}
faça

- Determinar a permutação k
se { A permutação k matem a simetria e não tem circuitos com mais
de duas juntas prismáticas e as juntas pivô são rotativas}
então

- Guardar a permutação k
fim se

k = k+1
fim enquanto
3- Saı́da

- Mostrar todas as permutações guardadas

O algoritmo 1 foi implementado em MATLAB, não apresentando
grande dificuldade devido ao pequeno número de juntas.

A matriz,

S =



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
R R R R R R R R R R
R R R R P R R R R R
R R R R R R R P R R
R R R P P P R R R R
R R R R P R R P R R
R R P R P R P R R R
R R R P R P R R R R
R P R P R P R R P R
R R P R R R P R R R
R P P R R R P R P R
R P R R R R R R P R
R P R R P R R R P R


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representa todas as permutações válidas, onde a primeira linha indica as jun-
tas e, as demais linhas são as permutações. Na Figura 3.7 são representadas
todas as permutações do mecanismo da Figura 3.5.

Figura 3.6: Fluxograma da sı́ntese estrutural.

A Figura 3.6 mostra um fluxograma do processo de sı́ntese estrutural
de mecanismos de direção, onde cada um dos blocos foi explicado anterior-
mente.

3.4 Resultados do capı́tulo

Na Tabela 3.1 são mostradas todas as partições de quatro elos, ao passo
em que a Tabela 3.2 mostra todas as partições de seis elos.

Tabela 3.1: Partições de cadeias cinemáticas de 4 elos.

Partições Clasificação dos elos
1 2 2 2 2

A única cadeia cinemática válida de quatro elos é a representada na
Figura 3.8.E existe somente um mecanismo de direção, mostrado na Fi-
gura 3.9, derivado da cadeia cinemática mostrada na Figura 3.8, tendo como
permutações possı́veis as representadas na matriz:

S1 =

 1 2 3 4
R R R R
R P P R


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Figura 3.7: Permutações das juntas do mecanismo de direção Borboleta Dupla.

Da partição 1 na Tabela 3.2 ponde-se formar duas cadeias cinemáticas
válidas, que são mostradas na Figura 3.10, enquanto que não existem cadeias
válidas da partição 2.

Das cadeias cinemáticas da Figura 3.10 existe somente um mecanismo
de direção (Figura 3.11), derivado da cadeia cinemática da Figura 3.10(a).
Tendo como permutações possı́veis as representadas na matriz:

S2 =



1 2 3 4 5 6 7
R R R R R R R
R R R P R R R
R P R P R P R
R R P P P R R
R R P R P R R
R P R R R P R


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1

2

3

4

Figura 3.8: Cadeia cinemática de 4 elos.

1

2 3

4

Figura 3.9: Mecanismo de direção de 4 elos.

Da partição 1 na Tabela 3.3 derivam-se seis cadeias cinemáticas que
são mostradas na Figura 3.13. A notação 4T 4B1 utiliza-se para representar
um mecanismo de direção de 4 elos Ternários, 4 e 4 elos Binários, o ultimo
número se utilizará para diferenciar o mecanismo de outros com o mesmo
número e tipo de elos. Está notação será adotada neste trabalho para novos
mecanismos de direção.

O mecanismo da Figura 3.12 é um mecanismo de direção derivado da
cadeia cinemática da Figura 3.13(a). Tendo como permutações possı́veis as
representadas na matriz:

Tabela 3.2: Partições de cadeias cinemáticas de 6 elos.

Partições Clasificação dos elos
1 3 3 2 2 2 2
2 4 2 2 2 2 2
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1

2

5

6

2

3

5 6

(a) (b)

Figura 3.10: Cadeias cinemáticas de 6 elos.

1 7

4

2 6

3 5

Figura 3.11: Mecanismo de direção de 6 elos.

Tabela 3.3: Partições de cadeias cinemáticas de 8 elos.

Partições Clasificação dos elos
1 3 3 3 3 2 2 2 2
2 4 3 3 2 2 2 2 2
3 4 4 2 2 2 2 2 2
4 5 3 2 2 2 2 2 2
5 6 2 2 2 2 2 2 2
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1 10

5

6

2

3 8

4 7

9

Figura 3.12: Mecanismo de direção 4T 4B1.

S3 =



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
R R R R R R R R R R
R R R R P R R R R R
R R R R R P R R R R
R R R R P P R R R R
R R R P R R P R R R
R R R P P R P R R R
R R R P R P P R R R
R R P R R R R P R R
R R P R P R R P R R
R R P R R P R P R R
R R P R P P R P R R
R P R R R R R R P R
R P R R P R R R P R
R P R R R P R R P R


O mecanismo da Figura 3.14 é um mecanismo de direção derivado da

cadeia cinemática da Figura 3.13(b). Tendo como permutações possı́veis as
representadas na matriz:
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S4 =



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
R R R R R R R R R R
R R R R P R R R R R
R R R R R R R P R R
R R R P P P R R R R
R R R R P R R P R R
R R P R P R P R R R
R R R P R P R R R R
R P R P R P R R P R
R R P R R R P R R R
R P P R R R P R P R
R P R R R R R R P R
R P R R P R R R P R


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5 6
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6
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1

2

3 4

5
6

7 8

(a) (b) (c)

(d) (e) (f)

(g) (h) (i)

Figura 3.13: Cadeias cinemáticas de quatro elos ternários e quatro binários.
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1

2

8

9

3 7

4 6

5

10

Figura 3.14: Mecanismo de direção 4T 4B2.

Na Figura 3.15 mostram-se todas as cadeias cinématicas válidas, deri-
vadas da partição 2 da Tabela 3.3.

O mecanismo de direção da Figura 3.16 deriva-se da cadeia ci-
nemática que é mostrada na Figura 3.15(a). Onde as suas permutações
representam-se na matriz S5.

S5 =



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
R R R R R R R R R R
R R R P R R P R R R
R P R P R R P R P R
R R P P R R P P R R
R R R R P P R R R R
R R P R R R R P R R
R P R R R R R R P R


Também os mecanismo da Figura 3.17(a) e Figura 3.17(b) pertencem

a partição 2, tendo como permutações possı́veis as representadas nas matrizes
S6 e S7 respectivamente.
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(c)

(d) (e)

Figura 3.15: Cadeias cinemáticas de um elo quaternário, dois ternários e quatro
binários.
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S6 =



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
R R R R R R R R R R
R R R R P P R R R R
R P R R P P R R P R
R R R P R R P R R R
R P R P R R P R P R
R P R R R R R R P R
R R P R R R R P R R



S7 =



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
R R R R R R R R R R
R R R R P R R P R R
R P R R P R R P P R
R R P R P R P P R R
R R R P R P R R R R
R P R P R P R R P R
R R P P R P R R P R
R P R R R R R R P R
R R P R R R P R R R



1 10

2 9

4 7

3 8

5 6

Figura 3.16: Mecanismo de direção Q2T 5B1.

Da partição 3 na Tabela 3.3 derivam-se as cadeias cinemáticas mos-
tradas na Figura 3.18, onde o a cadeia da Figura 3.18(a) dá como resultado
o mecaismo mostrado na Figura 3.19, tendo como permutações possı́veis as
representadas na matriz S8.
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(a) (b)

1 10

5 6

4 7

3 8

2
9

1 10

5 8

2 94 6

3 7

Figura 3.17: Mecanismos de direção de Fahey e Q2T 4B2.
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Figura 3.18: Cadeias cinemáticas de dois elos quaternários e seis binários.

1 10

5 6

4 7

3 8

2 9

Figura 3.19: Mecanismo de direção 2Q6B.
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S8 =



1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
R R R R R R R R R R
R R R R P P R R R R
R P R R P P R R P R
R R P R P P R P R R
R P R P R R P R P R
R R R P R R P R R R
R R P P R R P P R R
R P R R R R R R P R
R R P R R R R P R R


As patições 4 e 5 não produzem nenhuma cadeia cinemática válida.

3.5 Conclusões do capı́tulo

Neste capı́tulos apresentou-se uma metodologia para a sı́ntese estru-
tural de mecanismos de direção, utilizando como ferramenta matemática a
teoria de grafos e grupos.

Definiu-se como critério principal a simetria, que foi definida em ter-
mos do grafo que representa ao mecanismo, obtendo como resultado uma
lista de todos os mecanismos simétricos de 4, 6 e 8 elos. O número total de
mecanismos é 66 o que fornece ao projetista de uma ampla gama de mecanis-
mos que são soluções potenciais no problema de sı́ntese dimensional de um
mecanismo de direção.
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4 SÍNTESE DIMENSIONAL E OTIMIZAÇÃO DE MECANISMOS

Quando um mecanismo está estruturalmente definido, o passo se-
guinte a ser tomado é a determinação de suas dimensões, processo conhecido
como sı́ntese dimensional. A sı́ntese dimesional de mecanismos consiste na
determinação da proporção dos elos do mecanismo para atingir o movimento
desejado (NORTON, 1999). Em Erdman e Sandor (1997) definem-se três tipos
de sı́ntese dimensional: geração de função, trajetória e movimento.

• Geração de função: Parte da sı́ntese de mecanismos onde se busca
suas dimensões de modo a satisfazer uma relação entre as variáveis de
entrada e variáveis de saı́da, como mostrado na Figura 4.1.

x

y

Figura 4.1: Mecanismo gerador de função.

No mecanismo da Figura 4.1 a relação entre as variáveis x e y pode ser
escrita como:

y = G(x) (4.1)

Na prática a sı́ntese é feita para um número reduzido de valores de
entrada e geralmente a solução é aproximada. Para saber o quão próximo o
mecanismo está dos valores de saı́da desejados utiliza-se a função,

ξ (xi) = ydi−Gi(xi) (4.2)

37
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conhecida como erro estrutural, com valores de entrada xi e de saı́da desejados
ydi.

• Geração de trajetória: Define-se como o controle de um ponto de
modo que siga uma trajetória prescrita, como mostrada na Figura 4.2.

P

Figura 4.2: Mecanismo gerador de trajetória.

• Geração de movimento: Define-se como o controle de um corpo
rı́gido de modo que assuma um conjunto prescrito de posições sequen-
ciais, como mostrado na Figura 4.3.

A

B

A'

B'

Figura 4.3: Mecanismo gerador de movimento.
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O problema de sı́ntese dimensional de mecanismo de mecanismos de
direção é um problema de geração de função tendo como função desejada a
condição de Ackermann. No capı́tulo 5 será estudado com mais profundidade
este problema.

Na seguinte seção serão mostrados os diferentes tipos coordenadas
utilizadas na modelagem de mecanismos, fazendo ênfase nas coordenadas
naturais as quais serão utilizadas neste trabalho.

4.1 Modelagem de mecanismos planos

Para desenvolver um modelo matemático programável em um com-
putador, é preciso criar um modelo simples e eficiente do mecanismo. A
transformação dos conceitos de junta, elo, etc., em um conjunto de dados
numéricos é o processo de modelização. Na modelização de mecanismos é
importante o tipo de coordenadas empregadas, porque, das coordenadas es-
colhidas depende a complexidade das equações envolvidas no modelo. A te-
oria apresentada nesta seção foi obtida na literatura pesquisada (JALON; BAYO,
1994), (NIKRAVESH, 1988) e (ITURRIAGAGOITIA, 2014).

4.1.1 Coordenadas independentes

Na modelagem de um mecanismo em coordenadas independentes é
utilizado o número mı́nimo de coordenadas, ou seja, o número de coordena-
das correspondente ao número de graus de liberdade que tenha o mecanismo.
Por exemplo, para a modelagem do mecanismo de quatro barras da Figura
4.4(a) precisa-se de uma única coordenada, que poder ser o ângulo φ . Para
modelar o robô plano da Figura 4.4(b) precisam-se três coordenadas, que po-
dem ser os ângulos φ1, φ2,φ3 .

A vantagem das coordenadas independentes é que o número de co-
ordenadas é mı́nimo e, portanto diminuindo o tamanho do problema, sendo
adequadas para modelar mecanismos de cadeia cinemática aberta. No caso
de mecanismos de cadeia cinemática fechada, não é muito vantajoso usar co-
ordenadas independentes, visto ser possı́vel que a posição do mecanismo não
seja especificada de forma unı́voca, dando origem a ambiguidades.
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(a) (b)

φ
φ1

φ2

φ3

Figura 4.4: Modelagem em coordenadas independentes.

4.1.2 Coordenadas dependentes

As coordenadas são ditas dependentes, quando o número de coordena-
das na modelagem do problema é maior que o número de graus de liberdade
do mecanismo. A Eq.(4.3) mostra a relação entre o número de graus de liber-
dade M, o número de coordenas dependentes n e o número de equações de
restrição m.

M = n−m (4.3)

A caracterı́stica das coordenadas dependentes é que elas definem uni-
vocamente a posição de cada elemento do mecanismo. As coordenadas de-
pendentes se dividem em: relativas, de ponto de referência e naturais.

4.1.2.1 Coordenadas relativas

As coordenadas relativas são definidas em cada par cinemático, me-
dindo a posição de cada elemento com respeito à coordenada anterior na ca-
deia cinemática. Em cada par é preciso introduzir tantas coordenadas quanto
graus de liberdade tenha o par. Na Figura 4.5 as coordenadas φ1, φ2, φ3 e
s definem univocamente a posição do mecanismo. Nas coordenadas relati-
vas as equações de restrição procedem fundamentalmente das condições de
fechamento da cadeia cinemática.

Uma vantagem das coordenadas relativas é o número reduzido de co-
ordenadas que conduz a uma formulação compacta e eficiente. Seu principal
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s

φ1

φ2

φ3

Figura 4.5: Modelagem em coordenadas relativas.

inconveniente é a dificuldade de determinar de forma sistemática o número
de subcadeias fechadas e quais delas são independentes.

4.1.2.2 Coordenadas de ponto de referência

As coordenadas de ponto de referência situam a posição e orientação
de cada elemento do mecanismo de forma absoluta. A principal vantagem das
coordenadas de ponto de referência consiste no sistemático de sua aplicação,
tanto na modelização do mecanismo como na geração das equações de
restrição (Figura 4.6).

φ

x y,

{0}

3 3

3

φ1

x y,1 1

x y,2 2 φ2

Figura 4.6: Modelagem em coordenadas de ponto de referência.
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4.1.2.3 Coordenadas naturais

Nas coordenadas naturais a posição de cada elemento também se de-
fine de forma absoluta, mas neste caso não estão situadas no meio do ele-
mento, normalmente situam-se no par cinemático. Com as coordenadas natu-
rais, a modelagem de um mecanismo é mais fácil e sistemática e as equações
de restrição são mais simples. As coordenadas naturais também incluem o
uso de coordenadas relativas.

4.1.3 Coordenadas naturais no plano

As coordenadas naturais no plano se compõem de coordenadas car-
tesianas de alguns pontos do sólido situados nos pares. Para a modelagem
correta de um mecanismo em coordenadas naturais podem-se seguir as se-
guintes normas:

1. Em cada junta deve-se colocar um ponto.

2. Nos pares prismático devem existir, no mı́nimo, três pontos alinhados:
dois para definir o eixo e, um para a junta deslizante.

3. Cada sólido deve conter, no mı́nimo, dois pontos. Se esta condição não
for cumprida , é impossı́vel determinar a orientação do corpo.

4. Além do acima exposto, podem ser utilizados tantos pontos adicionais
quanto forem necessários.

A

B C

L2

L1

P1

P2

Figura 4.7: Mecanismo biela-manivela-seguidor.

Exemplo 3.1 Para a modelagem do mecanismo biela-manivela-
seguidor da Figura 4.7, utilizam-se os pontos P1 e P2. Os pontos A, B e
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C são necessários para a formulação das equações de restrição, mas não
pertencem as coordenadas naturais pois não são variáveis. Portanto o vetor
de coordenadas naturais é [x1,y1,x2,y2]. Como o mecanismo tem um grau
de liberdade e, quatro coordenadas naturais, pela Eq.( 4.3) temos que são
necessárias três equações de restrição, que são:

(x1− xA)
2 +(y1− yA)

2−L2
1 = 0 (4.4)

(x2− x1)
2 +(y2− y1)

2−L2
2 = 0 (4.5)

(x2− xC)(yC− yB)− (y2− yC)(xC− xB) = 0 (4.6)

As Eqs.(4.4) e (4.5) são obtidas da condição de rigidez das barras ou
seja, seu comprimento é sempre constante. A Eq.(4.6) correponde à junta
prismática, obtida da condição:

−→
CP2×

−→
BC = 0 (4.7)

o que garante que os pontos B, 2 e C estejam alinhados.

4.1.3.1 Restrições de sólido rı́gido

Restrições de sólido rı́gido são necessárias para que os pontos de um
elemento não tenham deslocamentos relativos. Em um elemento plano defi-
nido mediante n pontos devem existir n− 3 equações de restrição, visro que
o elemento tem três graus de liberdade. Para modelar corpos rı́gidos são es-
colhidos tantos pontos quanto forem necessários.

• Dois pontos (Figura 4.8(a)): Neste caso, a única equação de restrição
é a que permite manter a distância constante entre os pontos P1 e P2.

(x2− x1)
2 +(y2− y1)

2−L2
12 = 0 (4.8)

• Três pontos (Figura 4.8(b)): Precisam-se três restrições para assegurar
que os lados do triângulo△123 sejam constantes.

(x2− x1)
2 +(y2− y1)

2−L2
12 = 0 (4.9)

(x3− x1)
2 +(y3− y1)

2−L2
13 = 0 (4.10)
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(a) (b) (c) (d)

L12
L12

L23

L13

L12

L23

P2

P1 P1 P1

P1

P2

P2

P2

P3

P3

P3

Figura 4.8: Corpos rı́gidos no plano modelados com coordenadas naturais.

(x3− x2)
2 +(y3− y2)

2−L2
23 = 0 (4.11)

• Três pontos alinhados (Figura 4.8(c)): Quando os três pontos
encontram-se alinhados, as três equações de distância não garantem
a condição de sólido rı́gido porque as três equações não seriam inde-
pendentes. A solução deste problema é substituir duas equações de
distância por duas equações de proporcionalidade,

(x2− x1)
2 +(y2− y1)

2−L2
12 = 0 (4.12)

(x3− x1)−
L13

L12
(x2− x1) = 0 (4.13)

(y3− y1)−
L13

L12
(y2− y1) = 0 (4.14)

as Eqs.(4.13) e (4.14) representam a proporcionalidade entre o vetor−−→
P1P2 e

−−→
P1P3.

• Quatro pontos (Figura 4.8(d)): Com quatro pontos, o número de
variáveis é n = 8, portanto são necessárias cinco equações de restrição,
que são:

(x2− x1)
2 +(y2− y1)

2−L2
12 = 0 (4.15)
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(x3− x1)
2 +(y3− y1)

2−L2
13 = 0 (4.16)

(x3− x2)
2 +(y3− y2)

2−L2
23 = 0 (4.17)

(x4− x1)−η (x2− x1)−σ (x3− x1) = 0 (4.18)

(y4− y1)−η (y2− y1)−σ (y3− y1) = 0 (4.19)

As Eqs.( 4.15), (4.16) e (4.17) são restrições de distância que definem o
triângulo△123. As Eqs.(4.18) e (4.19) são obtidas expressando o vetor−−→
P1P4 como combinação linear dos vetores

−−→
P1P2 e

−−→
P1P3, com constantes

de proporcionalidade η e σ .

• Mais de quatro pontos: São estabelecidas três equações de restrição
para três pontos não alinhados e, adiciona-se duas equações de
combinação linear para cada ponto adicional.

4.1.3.2 Restrições de par cinemático

As restrições de par cinemático são necessárias para que as coordena-
das dos elementos unidos mediante um par, possam se mover de acordo com
os graus de liberdade permitidos pelo par. Os principais pares cinemáticos no
plano são: Par rotativo, prismático rotativo, prismático rı́gido.

• Par rotativo (Figura 4.9): Como no par rotativo os dois elementos
estão compartilhando o mesmo ponto, não é necessário estabelecer
equações de restrição, mas pode-se formular duas equações triviais,

x1− x2 = 0 (4.20)

y1− y2 = 0 (4.21)

que garantem que os pontos P1 e P2 estejam unidos.
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P1

P1

P2

P1 P1

Figura 4.9: Modelagem par rotativo.

• Par rotativo em movimeto deslizante (Figura 4.10(a)): Para modelar
este par é preciso dispor de três pontos alinhados. A equação que ga-
rante que os pontos P1, P2 e P3 estejam alinhados, se consegue através
da equação de produto vetorial nulo entre os vetores

−−→
P1P2 e

−−→
P1P3.

(x2− x1)(y3− y1)− (y2− y1)(x3− x1) = 0 (4.22)

(a) (b)

P1

P2
P3

P4

P1

P2

P3

Figura 4.10: Modelagem pares prismáticos.

• Par prismático rı́gido (Figura 4.10(b)): O par prismático rı́gido pode
ser modelado como o par rotativo em movimeto deslizante, mas é pre-
ciso adicionar uma segunda restrição que garanta que o ângulo entre o
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vetor
−−→
P1P2 e

−−→
P3P4 seja constante. As equações de restrição são:

(x2− x1)(y3− y1)− (y2− y1)(x3− x1) = 0 (4.23)

(x2− x1)(x4− x3)− (y2− y1)(y4− y3)− c = 0 (4.24)

a Eq.(4.24) é obtida do produto escalar
−−→
P1P2 ·

−−→
P3P4 = c.

4.1.3.3 Modelagem de pares cinemáticos com coordenadas relativas

Para modelar um mecanismo as vezes é apropriado usar coordenadas
relativas, para descrever melhor certos pares cinemáticos, como mostrado na
Figura 4.11.

(b)
s

(a)

P1

P2P3

P4

P1

P2

P3

Figura 4.11: Modelagem de pares com coordenadas relativas.

Coordenada relativa angular (Figura 4.11(a)): A coordenada angu-
lar é útil quando se quer conhecer o ângulo entre dois elementos conectados
por uma junta rotativa. A equação de restrição se consegue mediante o pro-
duto escalar dos vetores

−−→
P1P2 e

−−→
P1P3,

(x2− x1)(x3− x1)+(y2− y1)(y3− y1)−L12 cos(φ) = 0 (4.25)

infelizmente a Eq.(4.25) não é válida para valores proximos a 0 ou 180◦ e,
para solucionar este inconveniente pode-se utilizar a equação,

(x2− x1)(y3− y1)− (y2− y1)(x3− x1)−L12 sin(φ) = 0 (4.26)
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considerando que esta equação não é válida para ±90◦.
Coordenada relativa linear (Figura 4.11(b)): Geralmente em pares

prismáticos é útil modelar o par utilizando uma coordenada relativa, que de-
termina a posição de um elemento com respeito ao elemento contı́guo. A
restrição pode-se formular como:

(x3− x1)
2 +(y3− y1)

2− s2 = 0 (4.27)

Exemplo 3.2 A modelagem do mecanismo da Figura 4.12 é feita uti-
lizando coordenadas naturais e relativas. Para modelar o mecanismo são con-
siderados os três pontos móveis P1, P2 e P3, quatro pontos fixos A, B, C e D e,
o ângulo φ . O vetor de coordenadas contém sete componentes:

q =
[

x1 y1 x2 y2 x3 y3 φ
]T (4.28)

A

C D

2

B

φ

Figura 4.12: Mecanismo de retorno rápido.

são necessárias seis equações de restrição para modelar o mecanismo.
Em primeiro lugar são definidas as restrições de distância constante:

(x1− xB)
2 +(y1− yB)

2−L2
1B = 0 (4.29)

(x2− xA)
2 +(y2− yA)

2−L2
2A = 0 (4.30)
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seguem as restrições dos três pares prismáticos:

(x1− xA)(y2− yA)− (y1− yA)(x2− xA) = 0 (4.31)

(x3− xA)(y2− yA)− (y3− yA)(x2− xA) = 0 (4.32)

(x3− xC)(yD− yC)− (y3− yC)(xD− xC) = 0 (4.33)

finalmente é introduzida a restrição do ângulo φ , que pode ser uma das se-
guintes equações:

x1− xB−L1B cosφ = 0 (4.34)

y1− yB−L1B cosφ = 0 (4.35)

4.1.4 Determinação da posição inicial

Determinar a posição inicial consiste em encontrar a posição de cada
elo do mecanismo para determinados parâmetros de entrada, que representam
os graus de liberdade do mecanismo. A determinação da posição baseia-se na
solução das equações de restrição, que de forma compacta podem ser escritas
como:

Φ(q,φ) =


ϕ1(q,φ)
ϕ2(q,φ)
· · ·

ϕm(q,φ)

= 0 (4.36)

Onde o vetor q = [ q1 q2 · · · qn ]T contém as incógnitas e, o
vetor φ =

[
φ1 φ2 · · · φM

]T contém as variáveis que representam os
graus de liberdade do mecanismo. Uma solução iterativa à Eq.(4.36) pode
ser encontrada com o método de Newton-Raphson, que escreve-se de forma
recursiva como:

qi+1 = qi +∇Φ(qi,φ)−1Φ(qi,φ) (4.37)
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∇Φ(qi,φ) =


∂ϕ1
∂q1

∂ϕ1
∂q2

· · · ∂ϕ1
∂qn

∂ϕ2
∂q1

∂ϕ2
∂q2

· · · ∂ϕ2
∂qn

...
...

. . .
...

∂ϕm
∂q1

∂ϕm
∂q2

· · · ∂ϕm
∂qn

 (4.38)

onde ∇Φ(qi,φ) é a matriz jacobiana m×n das equações de restrição e, com
valores supostos iniciais qi. O processo iteraratvio termina quando este con-
verge a uma solução próxima à real, o que acontece quando a diferença entre
duas iterações sucessivas seja menor à tolerância escolhida,

|qi+1−qi|< ε (4.39)

pode-se demonstrar que o método de Newton-Raphson tem convergência
quadrática, sendo necessárias poucas iterações para a convergência.

Considere o mecanismo da Figura 4.13, que tem duas configurações
para o ângulo de entrada φ . Dependendo a escolha do qi o método de
Newton-Raphson converge a uma ou outra configuração e, em alguns casos o
método diverge. Para assegurar a convergência a uma configuração o vetor qi
tem que estar próximo da configurção desejada.

φ

A B

P1

P2

P
2i

P
2i

P2'

'

Figura 4.13: Configurações do mecanismo de quatro barras.
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4.1.5 Deslocamentos sucessivos

Uma vez determinada a posição inicial do mecanismo, segue a
determinação da posição seguinte do mecanismo, dado um incremento nos
parâmetros de entrada. Uma forma de determinar posições sucessivas é
utilizar a posição anterior como aproximação à posição posterior, sempre que
os incrementos sejam o suficientemente pequenos. A Figura 4.14 mostra três
posições sucessivas do mecanismo biela-manivela e seguidor, onde qo é a
posição inicial, q1 e q2 são posições posteriores determinadas por,

q1 = qo +∇Φ(qo,φ)−1Φ(qo,φ) (4.40)

q2 = q1 +∇Φ(q1,φ)−1Φ(q1,φ) (4.41)

a n-ésima posição pode ser escrita como:

qn = qn−1 +∇Φ(qn−1,φ)−1Φ(qn−1,φ) (4.42)

qo
q1

q2

Figura 4.14: Mecanismo biela-manivela e seguidor.

4.2 Otimização na sı́ntese dimensional de mecanismos

Em geral a sı́ntese dimensional de mecanismos é um problema com-
plexo, devido à não linearidade e a descontinuidade do espaço solução. Os
métodos gráficos e analı́ticos são uteis quando o problema não tem grande
complexidade. Por este motivo surge a necessidade de formular os problemas
de sı́ntese dimensional, como problemas de otimização.
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Na área de otimização na sı́ntese dimensional de mecanismos existe
um grande número de trabalhos publicados atualmente, dos que destacam o
apresentado por Roston e Sturges (1996), sugerindo técnicas númericas para
a sı́ntese de mecanismos de quatro barras, utilizando algoritmos genéticos
como método de busca, eliminando as limitações dos métodos baseados em
derivadas. Em Kunjur e Krishnamurty (1997) mostra-se uma técnica na
que os algoritmos genéticos utilizam-se na sı́ntese dimencional de meca-
nismos, obtendo uma redução no tempo computacional. Cabrera, Simon e
Prado (2002) projetaram um procedimento em que se aplicam os algorit-
mos genéticos como técnicas evolutivas em uma função objetivo estabelecida.
Também utilizaram números reais na modelagem e modificaram os operado-
res genéticos para acelerar e melhorar a exatidão da solução final. Pucheta
e Cardona (2003) desenvolveram uma ferramenta computacional aplicada à
sı́ntese de tipo e dimensional de mecanismos partindo de partes descritas pelo
usuário.

Quintero, Trujillo e Arias (2004) desenvolveram um procedimento
para a sı́ntese de um mecanismo para seguir uma trajetória pré-determinada
para vários pontos de precisão, aplicando o procedimento a mecanismos de 4
e 6 elos. Alternativamente Laribi et al. (2004) projetaram uma combinação de
um algoritmo genético com o controlador de lógica fuzzy. Este controlador
tem como função principal monitorar as mudanças nas variáveis de projeto
durante a primeira execução do algoritmo genético e, modificar os intervalos
de limite inicial para iniciar a segunda execução. Outros trabalhos impor-
tantes são os apresentados por: Avilés, Ajuria e Jalón (1985), Avilés et al.
(1996), Nariman-Zadeh et al. (2009), Galán-Marı́n, Alonso e Castillo (2009)
e Peñuñuri et al. (2011).

4.2.1 Otimização

A otimização é um processo que busca a melhor solução possı́vel para
um determinado problema em que podem existir diferentes soluções, necessi-
tando estabelecer uma série de critérios visando encontrar a melhor solução.
Um problema de otimização pode ser descrito como a forma de encontrar
os valores de um conjunto de variáveis de decisão em que uma determinada
função objetivo, atinge seu valor máximo ou mı́nimo, sujeita a determinadas
restrições.

Em forma geral pode-se escrever um problema de otimização mate-
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maticamente como:

minimizar f (x)
sujeito a g(x)≤ 0

h(x) = 0
(4.43)

para o vetor de variáveis de decisão ou projeto x, a função objetivo f (x) e,

g(x) =
[

g1(x) g2(x) ... gm(x)
]T (4.44)

h(x) =
[

h1(x) h2(x) ... hp(x)
]T (4.45)

são os votores que contém as restrições de desigualdade e igualdade respecti-
vamente.

4.2.1.1 Otimização dimensional de mecanismos

Para formular o problema de sı́ntese dimensional como um problema
de otimização, primeiro temos que determinar as variáveis de projeto que
definem o mecanismo, que podem ser os comprimentos dos elos, distâncias
ou os ângulos, entre outras. As variáveis de projeto são agrupadas no vetor z
como mostrado na Eq.(4.46).

z =
[

z1 z2 · · · zn
]T ∀ z ∈ R (4.46)

Deve-se considerar uma função objetivo, cuja minimização atinja-se
o comportamento desejado do mecanismo. Por consequência, o problema de
sı́ntese dimensional pode ser escrito como:

minimizar f (z)
sujeito a Φ(z,q,φ) = 0 (4.47)

onde as restrições Φ(z,q,φ) = 0 representam a cinemática do mecanismo.

4.2.1.2 Métodos de otimização

Para resolver problemas de otimização não existe um método geral
para todos os tipos de problema, portanto dependendo do problema deve-se
escolher o método apropriado. A Figura 4.15 mostra a classificacão dos
métodos de otimização segundo Gómez (2013).
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Métodos de

Otimização

HíbridosDeterminísticos Estocásticos

Algoritmos

Evolutivos
- Algoritmos Genéticos

- Algoritmos Evolutivos

Busca direta

- Nelder-Mead Simplex

- Pattern Search

Algoritmos

por enxame
- Enxame de partículas

- Colônia de formigas

Método de

gradiente

Figura 4.15: Classificação dos métodos de otimização.

• Métodos de busca direta: Estes métodos são baseados na comparação
dos valores da função objetivo em cada iteração, sem o uso das deri-
vadas. São utilizados quando a função objetivo não é diferenciável,
sendo métodos de aplicação geral pois que somente é necessário ava-
liar a função objetivo. Dentro dos métodos de busca direta se destaca o
método de Nelder-Mead Simplex (NELDER; MEAD, 1965).

• Métodos baseados no gradiente: Define-se gradiente de uma função
como, ∇ f (x) =

[
∂ f
∂x1

∂ f
∂x2

... ∂ f
∂xn

]
. Estes métodos têm maiores

exigências do que os métodos de busca direta, porque requerem que
a função objetivo seja contı́nua e derivável na região de busca. Para
mais informações sobre estes métodos ver (BELEGUNDU; CHANDRUPA-
TLA, 2011).

• Métodos evolutivos: Os métodos evolutivos são métodos proba-
bilı́sticos de busca, aplicáveis a problemas de otimização. Estes
métodos são baseados em algoritmos inspirados nas leis da evolução
das espécies da natureza.Uma referência importante nas descrições das
leis da evolução é fornecida por Darwin (1859).

• Métodos de enxame: Os métodos de enxame são inspirados na na-
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tureza, como: enxame de formigas e de partı́culas, um inspirado no
comportamento das formigas e o outro no movimento de grupos de
aves.

• Métodos hı́bridos: Os métodos hı́bridos combinam as vantagens dos
métodos de otimização locais e globais. Geralmente a hibridização
é feita para refinar os resultados obtidos com métodos de otimização
globais.

4.3 Algoritmo genético

O algoritmo genético é uma técnica de busca e otimização baseada em
princı́pios géneticos e na seleção natural. Um GA permite a uma população
composta por muitos indivı́duos, evoluir de acordo com certas regras, de
modo a maximizar suas aptidões ( minimizar a função custo) (HAUPT; HAUPT,
2004). O método foi desenvolvido por (HOLLAND, 1975) e popularizado por
David Goldberg, um de seus estudantes, quem resolveu um problema muito
complexo envolvendo o controle na transmissão em um gasoduto, ver (GOLD-
BERG, 1989).

Algumas das vantagem de um algoritmo genético são:

• otimização com variáveis contı́nuas ou discretas,

• não requer derivadas,

• busca simultânea em uma ampla faixa de valores,

• otimização com grande número de variáveis,

• é adequado na computação paralela e,

• otimização com função objetivo altamente complexa.

4.3.1 Algoritmo genético utilizando variáveis contı́nuas

Tradiconalmente em um algoritmo genético as variáveis são codifi-
cadas utilizando números binarios, que devem depois serem decodificadas
após a plicação dosoperadores genéticos, aumentando o custo computacio-
nal no caso de problemas que não são discretos. Portanto é adequando uti-
lizar variáveis contı́nuas, que são representadas em um computador como
números de ponto flutuante. A representação de ponto flutuante também uti-
liza números binários mas está codificação é feita diretamente pela maquina.
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4.3.1.1 Variáveis e função custo

O cromossoma que representa cada indivı́duo é representado por um
vetor com 1×Nvar elementos, assim:

cromossoma =
[

p1 p2 p3 ... pNvar

]
(4.48)

onde as variaveis são representadas como números de ponto flutuante.
Cada cromossoma tem um custo que é avaliado como:

custo = f (cromossoma) = f (p1, p2, p2, ..., pNvar) (4.49)

e assim, as Eqs. (4.48) e (4.49), junto com as restrições, constituem o pro-
blema a ser resolvido.

4.3.1.2 População inicial

A população inicial é um conjunto indivı́duos escolhidos de forma
aleatória, com os quais de inicia a otimização .A população inicial normali-
zada é representada pela matriz popnorm de valores aleatórios, que são gera-
dos por:

popnorm = rand(Npop,Nvar) (4.50)

a função rand retorna uma matriz de tamanho Npop×Nvar de valores alea-
torios no intervalo [0,1]. O intervalo real dos valores é [pLi , pLs], e por con-
sequência o valor de cada elemento da matriz de população é:

p = (pLi − pLs) pnorm + pLi (4.51)

onde
pLs = limite superior da variável,
pLi = limite inferior da variável,
pnorm = valor aleatório no intervalo [0,1].

4.3.1.3 Seleção

A aptidão de cada indivı́duo é medida pela função custo, portando
aqueles indivı́duos com melhor aptidão serão mantidos para se reproduzir e
os demais serão eliminados.

Nmat = round(Xrate ∗Npop) (4.52)
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O número de indivı́duos mantidos é calculado pela Eq. (4.52), onde
Xrate representa a porcentagem de indivı́duos a serem mantidos. A função
round devolve os elementos de um vetor arredondados por defeito ao inteiro
mais próximo.

4.3.1.4 Cruzamento

O primero passo é escolher os cromossomas a serem cruzados,

pa = ceil(Nmat ∗ rand(1,Nmat) (4.53)

ma = ceil(Nmat ∗ rand(1,Nmat) (4.54)

onde a função ceil devolve os elementos de um vetor arredondados por ex-
cesso ao inteiro mais próximo.

Supondo que pa =
[

1 3
]

e ma =
[

2 1
]
, significa que o

cromossoma1 será cruzado com o cromossoma2 e, cromossoma3 com
cromossoma1, que é feito mudando um elemento na posição α ,

padre1 =
[

pm1 pm2 ... pmα ... pmNvar

]
(4.55)

padre2 =
[

pd1 pd2 ... pdα ... pdNvar

]
(4.56)

de modo que,

α = ceil(rand∗Nvar) (4.57)

Combinado os elementos escolhidos,

pnov1 = pmα −β [pmα − pdα ] (4.58)

pnov2 = pdα +β [pmα − pdα ] (4.59)

onde β é um valor aleatório entre 0 e 1.
Temos que os filhos são:

f ilho1 =
[

pm1 pm2 ... pnov1 ... pmNvar

]
(4.60)

f ilho2 =
[

pd1 pd2 ... pnov2 ... pdNvar

]
(4.61)
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4.3.1.5 Mutação

Depois de ter uma nova população, o número de cromossomas a ser
mutados é determinado por:

Nmut = round(µ ∗Npop) (4.62)

Sendo µ a porcentagem de cromossomas mutados.
A mutação é relizada mudando um elemento do cromossoma utili-

zando a Eq. (4.51). Além deste, outros métodos de mutação podem ser vistos
em Michalewicz (1996).

O fluxograma da Figura 4.16 mostra os componentes principais de um
algoritmo genético.

Definição de função custo

Limites das variáveis

Parâmetros do algoritmo genético

Geração da população inicial

Determinação do custo para cada cromossoma

Seleção

Cruzamento

Mutação

Critério de convergência

fim

Figura 4.16: Fluxograma de um genético com variáveis contı́nuas.

Quando se cumpre o critério de convergência o processo iterativo ter-
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mina, dando uma possı́vel solução ao problema de otimização. Caso o resul-
tado não seja satisfatório mudam-se os parametros do algoritmo genético.
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5 OTIMIZAÇÃO DIMENSIONAL DE MECANISMOS DE
DIREÇÃO

A otimização dimensional de um mecanismo de direção é encontrar
as dimensões do mecanismo de modo que funcione tão perto quanto possı́vel
de uma função desejada. O problema de sı́ntese dimensional de mecanismos
de direção é um subconjunto dos problemas de sı́ntese de mecanismos de
geração de função visto no capı́tulo 4.

Considerando a geometria Ackermann como a função desejada, o
objetivo da otimização é minimizar o erro estrutural,

ξ = δo,A−δo (5.1)

com
δo,A = cot−1

(w
l
+ cotδi

)
(5.2)

No caso que a função desejada não seja a geometria Ackermann, a
Eq.(5.1) pode ser escrita como:

ξ = δo,D−δo (5.3)

Onde δo,D é a função que representa alguma geometria desejada.
O problema de otimização dimensional de mecanismos pode ser es-

crito de forma geral como:

minimizar f (z) =
∫ δ imax

δ imin

|ξ |dδi

sujeito a Φ(z,q,φ) = 0
z ∈ Ω⊂ Rn

(5.4)

sendo Ω o espaço das variáveis de projeto.
Neste trabalho considera-se a geometria de Ackermann como a

função desejada e, como ferramenta de otimização será utilizado um algo-
ritmo genético, pois permite abordar problemas de grande complexidade,
como no caso da otimização dimensional de mecanismos de direção.

O método de otimização proposto será aplicado a quatro mecanismos
de direção tradicionais e os resultados serão validados com os da literatura.
Também será aplicado o método a dois mecanismos novos encontrados na
etapa de sı́ntese estrutural.

61



62 5 Otimização dimensional de mecanismos de direção

5.1 Valores limites dos ângulos de esterçamento

O intervalo de esterçamento da roda esquerda é δ imin ≤ δ i ≤ δ imax,
onde δ imax = |δomin| como se mostra na Figura 5.1.

δimimδimax
δomim

l

δomax

Figura 5.1: Faixa dos ângulos de esterçamento.

Temos que

δ imin = cot−1
[
−cot(δ imax)−

w
l

]
(5.5)

note que sempre |δ imax−δ imin|= |δomax−δomin|.
Dado um δ imax determina-se o δ imin com a Eq.(5.5), o que garante

que a faixa de ângulos de esterçamento da roda esquerda e direita seja igual.
Na otmimizaçao é escolhido δ i como ângulo de entrada, mas se poderia ter
escolhido δo como ângulo de entrada.
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5.2 Descrição do método de otimização proposto

Nesta seção será proposto um método para a otimização dimensional
de mecanismos de direção, utilizando um algoritmo genético, tendo como
objetivo fornecer ao projetista uma ferramenta para dimensionar mecanismos
de direção em forma sistemática.

O primeiro passo do método é modelar o mecanismo utilizando coor-
denadas naturais, como mostrado na Figura 5.2, onde w é a distância entre os
pivôs das rodas, β é uma variável do projeto e φ é o parâmetro de entrada que
representa o grau de liberdade do mecanismo.

φ

δ

β
β

x y,

i

i i

x y,n n

δo

Figura 5.2: Modelagem de um mecanismo de direção genérico.

A relação entre o ângulo de esterçamento δi e o parâmetro de entrada
do mecanismo φ é dada por:

φ = (δi−β )+180◦ (5.6)

Logo determinam-se as equações de restrições, que podem ser escritas
de forma compacta como:

Φ(z,q,φ) =

 ϕ1 (z,q,φ)
· · ·

ϕm (z,q,φ)

= [0] (5.7)

Onde o vetor q =
[

x1 y1 ... xn yn
]T contém as coordenadas

naturais do modelo e, z =
[

a b c d ...
]T contém as dimensões do
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mecanismo. A solução iterativa da Eq. (5.7), é dada por:

qi+1 = qi +[∇Φ(z,qi,φ)]−1 Φ(z,qi,φ) (5.8)

Depois de ter a solução da Eq. (5.7) para um determinado δi, calcula-
se o ângulo δo, dado por:

δo = tan−1
(

yn

xn−w

)
−β (5.9)

onde a função tan−1 tem de estar definida nos quatro quadrantes.
A condição de Ackermann pode ser escrita matematicamente como:

sin(δi−δo)−
w
l

sin(δi)sin(δo) = 0 (5.10)

Esta expressão tem um comportamento numérico melhor devido o
lado esquerdo não apresentar descontinuidades e seus termos variarem entre
−1 e 1 (YAO; ANGELES, 2000).

Tem-se por fim que:

f (z) = sin(δi−δo)−
w
l

sin(δi)sin(δo) (5.11)

Onde z =
[

x
qi

]
, qi é vetor inicial do método de Newton-Raphson e

x é o vetor de variáveis de projeto, assim o problema de sı́ntese ótima pode
ser escrito como:

minimizar F(z) =
n
∑

k=1
f 2
k

su jeito a : Φ(z,q,φ) = 0
z− zmax ≤ 0
zmin− z≤ 0

(5.12)

A fomulação na Eq.(5.12) permite resolver os problemas cinemáticos
e de otimização simultaneamente.

Para resolver o problema utilizando como fearramenta um algoritmo
genético, é necessario converter o problema de otimização com restrições
(Eq. (5.12)), em um sem restrições, como segue,

min F(z)+κP(z) (5.13)
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definindo a penalidade como:

P(z) =
k

∑
j=1

h j (z)2 (5.14)

As restrições de igualdade (Eq.(5.7)), podem ser convertidas em
restrições de desigualdade, pois é necessario que se cumpra que:

ε− [det(∇Φz,q,φ)]2 < 0 (5.15)

para que Φ(z,q,φ) = 0 tenha solução. O termo ε é a tolerância para evitar
que det(∇Φz,q,φ) = 0. Assim

P(z) =
k

∑
j=1

g+j (z)
2 (5.16)

sendo g+j (z) = max(0,g j) e g j = ε− [det(∇Φz,q,φ)]2.
O parâmetro de penalidade κ , é definido como um valor constante

positivo, para cada restrição g j.
Na Figura 5.4 é mostrado o fluxograma do algoritmo genético pro-

posto, onde os indivı́duos e os operadores genéticos são codificados utili-
zando vetores de números reais como se mostrou no capı́tulo 4.

É importante ter em conta que a constante de penalidade κ é um va-
lor fixo para cada restrição e dependendo do problema tem-se que mudar os
valores da penalidade.

A função objetivo é penalizada quando:

1. não se cumpre que ε − [det(∇Φz,q,φ)]2 < 0 para algum valor de δi,
ou

2. o método de Newton-Raphson não converge em número máximo de
iterações Itermax.

Não é necessário adicionar penalidades para as restrições nas variáveis
de projeto contidas em z, porque o algoritmo genético limita a busca no
espaço Ω. Os valores mı́nimos e máximos são definidos pelos vetores,

zmin =
[

z1min z2min · · · znmin
]

(5.17)

zmax =
[

z1max z2max · · · znmax
]

(5.18)
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A Figura 5.3 mostra um fluxograma da metodologia proposta. A
análise cinemática é necessária para detectar problemas no mecanismo, como
podem ser colisões entre os elos ou defeitos em alguma configuração.

Modelagem

Φ z,q, )=0	

∇Φ

Parâmetros do algoritmo genético

zmin=	[	z		

1

z2min min	 ...]
zmax=	[		 z2max max	 ...]

Algoritmo genético

População inicial

z
1

Atemdem-se aos

requerimentos ?

fim

Análise cinemática

não

Figura 5.3: Diagrama de fluxo para a sı́ntese com algoritmos genéticos.
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δi( (k

δi( (k δi( (max

∇Φ
2
>

k Itermax

k=1

φ= δi( (k _β	+180°

qk+1= [∇Φ( qk ,φ (qk+ Φ( ([
-1

k= k +1

Φ
T
Φ ε

F k+1(z (= F (z (k +f (z (

δi( (k= δi( (min +passo

δi( (min=

sim

sim

sim

sim

não

não

não

não

penalidade

penalidade

F (z ( j NP

populção inicial

j =1

sim

j = j +1

convergência

seleção

cruzamento

mutação

z*

não

sim

não

z , qk ,φz ,

2

ε

Figura 5.4: Diagrama de fluxo do algoritmo genético proposto.
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A metodologia de otimização proposta pode ser resumida nos seguin-
tes passos:

1. modelagem com coordenadas naturais, mantendo a simetria do meca-
nismo,

2. escolha dos parâmetros do algoritmo genético e, determinação dos li-
mites das variáveis de projeto,

3. escolha do valor da penalidade para cada restrição,

4. aplicação do algoritmo genético proposto,

5. análise cinemática do mecanismo.

5.3 Aplicação do método proposto a mecanismos de direção tradicio-
nais

Nesta seção será aplicado o método de otimização proposto a mecanis-
mos de direção: trapezoidal, seis barras, pinhão e cremalheira e multi-barras.
Os resultados serão comprados com os resultados obtidos por De-Juan, San-
cibrian e Viadero (2012), onde os autores propõem uma técnica de otimização
local baseada no calculo analı́tico da derivada da função objetivo. Este traba-
lho é o mais recente e completo sobre otimização de sistemas de direção, por
esta razão foi escolhido para comparar os resultados obtidos com o método
de otimização proposto.

• Mecanismo de direção trapezoidal

O vetor de restrições do mecanismo da Figura 5.5 é,

Φ(z,q,φ) =


x2

1 + y2
1−a2

(x2− x1)
2 +(y2− y1)

2−b2

(x2−w)2 + y2
2−a2

x1−acosφ
y1−asinφ

 (5.19)

com

q = [ x1 y1 x2 y2 ]T (5.20)

b = w−2acos(180◦−β ) (5.21)
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w

φ

1 2

Y

X

β β

b

a a

Figura 5.5: Modelagem do mecanismo de direção trapezoidal.

z =
[

a β x1i y1i x2i y2i
]T (5.22)

• Mecanismo de direção de seis barras

w

φ

Y

X

β β
a a

e

b b
c

d d

1
2 3

4

Figura 5.6: Modelagem do mecanismo de direção de seis barras.
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O mecanismo da Figura 5.6 tem como vetor de restrições,

Φ(z,q,φ) =



x2
1 + y2

1−a2

(x2− x1)
2 +(y2− y1)

2−b2

(x4− x3)
2 +(y4− y3)

2−b2

(x3− x2)
2 +(y3− y2)

2− c2(
x2− w

2

)2
+(y2− e)2−d2(

x3− w
2

)2
+(y3− e)2−d2

(x4−w)2 + y4−a2

x1−acosφ
y1−asinφ


(5.23)

onde

q =
[

x1 y1 x2 y2 x3 y3 x4 y4
]T (5.24)

para c = 0 temos

b =

√(w
2
+acosβ

)2
+[(e−d)−asinβ ]2 (5.25)

z =
[

a d e β x1i y1i x2i y2i x3i y3i x4i y4i
]T (5.26)

• Mecanismo de direção pinhão e cremalheira

w

Y

X

β

a

2 3

c

β
a

b b
1 4

φ
d

Figura 5.7: Modelagem do mecanismo de direção pinhão e cremalheira.
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O mecanismo da Figura 5.7 tem como vetor de restrições,

Φ(z,q,φ) =



x2
1 + y2

1−a2

(x2− x1)
2 +(y2− y1)

2−b2

(x3− x2)
2 +(y3− y2)

2− c2

(x4− x3)
2 +(y4− y3)

2−b2

(x4−w)2 + y2
4−a2

y2−d
y3−d

x1−acosφ
y1−asinφ


(5.27)

com

q =
[

x1 y1 x2 y2 x3 y3 x4 y4
]T (5.28)

b =

√[
(w− c)

2
+acosβ

]2

+(asinβ −d)2 (5.29)

portanto

z =
[

a c d β x1i y1i x2i y2i x3i y3i x4i y4i
]T (5.30)

• Mecanismo de direção multi-barras

w

φ

Y

X

β β
a a

b b
c

d e

a a
1

2

3 4

5

6

Figura 5.8: Modelagem do mecanismo de direção multi-barras.
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O mecanismo da Figura 5.8 tem como vetor de restrições,

Φ(z,q,φ) =



x2
1 + y2

1−a2

(x2− x1)
2 +(y2− y1)

2−b2

[x3− x2]
2 +(y3− y2)

2−
( a

2

)2[
x2−

(w−d
2

)]
−2

[
x3−

(w−d
2

)]
(y2− e)−2(y3− e)

(x4− x3)
2 +(y4− y3)

2− c2

[x5− x4]
2 +(y5− y4)

2−
( a

2

)2[
x5−

(w+d
2

)]
−2

[
x4−

(w+d
2

)]
(y5− e)−2(y4− e)

(x6− x5)
2 +(y6− y5)

2−b2

(x6−w)2 + y2
6−a2

x1−acosφ
y1−asinφ



(5.31)

com

q =
[

x1 y1 x2 y2 x3 y3 x4 y4 x5 y5 x6 y6
]T (5.32)

b =

√√√√[(
w−4c

2

)
+acosβ

]2

+

[
e+2

√
a2

4
− (c−d)2−asinβ

]2

(5.33)

onde

z =
[

a c d e β x1i y1i x2i y2i x3i y3i x4i y4i (5.34)

x5i y5i x6i y6i
]T
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5.3.1 Resultados

Os resultados da otimização são comparados com os resultados obti-
dos com a metodologia proposta por De-Juan, Sancibrian e Viadero (2012).

A Tabela 5.1 mostra os dados que definem o tamanho do veı́culo e, o
intervalo de esterçamento das rodas direcionais.

Tabela 5.1: Dados da geometria do veı́culo obtidos de De-Juan, Sancibrian e Viadero
(2012).

w(m) l(m) δimin
◦ δimax

◦

1.5 2 −27 40

Na Tabela 5.2 é são mostrados os parâmetros de entrada do algoritmo
genético para cada mecanismo. Onde Npop, Nvar, Xrate e µ são: o número
de indivı́duos, número de variáveis, porcentagem de indivı́duos mantidos na
seleção e porcentagem de indivı́duos mutados respectivamente.

Tabela 5.2: Parâmetros de entrada do algoritmo genético.

Mecanismo Npop Nvar Xrate µ
Pinhão e cremalheira 100 12 0.6 0.3
Seis barras 100 12 0.6 0.3
Multibarras 100 17 0.6 0.3
Trapezoidal 100 6 0.6 0.3

O espaço de projeto está limitado ao retângulo determinado pelos in-
tervalos, [−0.5,2] em X e [−0.5,0.5] em Y , como critério de parada para os
quatro casos foi considerado um número máximo de 1000 gerações.

Nas Tabelas 5.3 e 5.4 são mostradas as dimesões ótimas dos mecanis-
mos e, nas Figuras 5.9, 5.10, 5.11, e 5.12 o erro estrural.

A Figura 5.13 mostra a comparação do erro estrutural para os quatro
mecanismos de direção tradicionais, onde se pode ver que os mecanismos
que estão mais afastados da condição de Ackermann em ordem são: quatro
barras, multibarras, seis barras e pinhão e cremalheira. O mecanismo pinhão
e cremalheira é o que mais se aproxima à condição de Ackermann o que
confirma porque é um dos mecanismos mais usados em veı́culos comercias.

Na modelagem dos mecanismos de direção pinhão e cremalheira, qua-
tro barras, seis barras e multibarras, foi determinado b em função do ângulo
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Tabela 5.3: Resultados da otimização obtidos com o método proposto.

Variáveis de projeto a(m) b(m) c(m) d(m) e(m) β ◦
Pinhão e cremalheira 0.41 0.37 1 0.23 − 80.54
Seis barras 0.3 0.69 − 0.2 0.14 118.2
Qutro barras 0.1 1.4 − − − −118.2
Multibarras 0.19 0.67 0.22 0.24 0 103.6

Tabela 5.4: Resultados da otimização obtidos por De-Juan, Sancibrian e Viadero
(2012)

Variáveis de projeto a(m) b(m) c(m) d(m) e(m) β ◦
Pinhão e cremalheira 0.29 0.24 1.12 0.15 − 87.2
Seis barras 0.29 0.71 − 0.27 0.05 130.15
Qutro barras 0.19 1.5 − − − 59.68
Multibarras 0.12 0.79 0.2 0.26 0.096 36.76

β isto com o propósito de diminuir o número de variáveis na otimização e,
também para garantir que o erro na posição neutra fosse exatamente zero.

Pode-se visualizar na Figuras 5.9, 5.10, 5.11, e 5.12 que o erro es-
trutural obtido com o método proposto é consideravelmente menor para os
quatro casos com exceção do mecanismo de quatro barras, no qual os erros
são bastante próximos.

O tempo médio computacional para os quatro mecanismos foi de 30
minutos em um computador com processador Intel Core i7-2640M de 2.80
GHz.

As duas grandes vantagem do método proposto frente ao método pro-
posto por De-Juan, Sancibrian e Viadero (2012) são:

• não se tem que conhecer uma configuração inicial do mecanismo,

• o método busca um mı́nimo global da função objetivo.

Alguns dos problemas que foram encontrados no processo de
otimização são:
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0.0116

Figura 5.9: Comparação do resultado da otimização do mecanismo pinhão e crema-
lheira oferecido por De-Juan e a metodologia proposta.

• o método de otimização não garante que o mecanismo entre em uma
configuração singular,

• no processo de solução das equações de restrição pode haver problemas
de mal condicionamento,

• o método de otimização não garante que o mecanismo mude de
configuração caoticamente.

Por os problemas mencionados anteriormente é necessário a análise
cinemática do mecanismo apos a otimização para identificar qualquer tipo de
problema.
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Figura 5.10: Comparação do resultado da otimização do mecanismo de seis barras
oferecido por De-Juan e a metodologia proposta.
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Figura 5.11: Comparação do resultado da otimização do mecanismo trapezoidal ofe-
recido por De-Juan e a metodologia proposta.
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Figura 5.12: Comparação do resultado da otimização do mecanismo multibarras ofe-
recido por De-Juan e a metodologia proposta.
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Figura 5.13: Comparação do erro estrutural dos mecanismo de direção tradicinoais.
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5.4 Aplicação do método proposto a novos mecanismos obtidos com a
sı́ntese estrutural

Nesta seção será aplicado o método de otimização proposto ao meca-
nismo borboleta dupla, o qual foi escolhido com o fim de comprovar o método
com um mecanismo bastante complexo. A principal caracterı́stica deste me-
canismo é que a mobilidade de qualquer subcadeia fechada tem maior mo-
bilidade do que o mecanismo. Todas as subcadeias do mecanismo borboleta
dupla estão formadas por cinco elos, por está razão a solução da cinemática
de posição não pode ser encontrada de forma fechada.

Também será aplicado o método a um mecanismo de oito barras for-
mado por Dois elos quaternários e seis Binários chamo de 2Q6B.

• Mecanismo de direção borboleta dupla

w

φ

Y

X

β β

a a

h

b b

c c

d d

e ef

g g

1

2

34 5

6 7

Figura 5.14: Modelagem do mecanismo de direção borboleta dupla.
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O mecanismo da Figura 5.14 tem como vetor de restrições,

Φ(z,q,φ) =



x2
1 + y2

1−a2

(x2− x1)
2 +(y2− y1)

2−b2

(x4− x2)
2 +(y4− y2)

2−d2

(x4− x1)
2 +(y4− y1)

2− c2

(x3− x2)
2 +(y3− y2)

2−b2

(x5− x2)
2 +(y5− y2)

2−d2

(x5− x3)
2 +(y5− y3)

2− c2

(x3−w)2 + y2
3−a2

(x6− x4)
2 +(y6− y4)

2− e2

(x7− x5)
2 +(y7− y5)

2− e2

(x7− x6)
2 +(y7− y6)

2− f 2(
x6− w

2

)2
+(y6−h)2−g2(

x7− w
2

)2
+(y7−h)2−g2

x1−acosφ
y1−asinφ



(5.35)

com

q =
[

x1 y1 x2 y2 x3 y3 x4 y4 x5 y5 x6 y6 x7 y7
]T

(5.36)

z =
[

a b c d e f g h β x1i y1i x2i y2i x3i y3i x4i y4i

x5i y5i x6i y6i x7i y7i
]T (5.37)

• Mecanismo de direção 2Q6B

O mecanismo da Figura 5.15 tem como vetor de restrições,
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Figura 5.15: Modelagem do mecanismo de direção 2Q6B.

Φ(z,q,φ) =



x2
1 + y2

1−a2

(x2− x1)
2 +(y2− y1)

2−b2

(x2− x5)
2 +(y2− y5)

2−
[( e−c

2

)2
+ f 2

]
(x6− x2)

2 +(y6− y2)
2−

[( e+c
2

)2
+ f 2

]
(x6− x5)

2 +(y3− y2)
2− e2

(x3− x5)− (x2− x5)− c
e (x6− x5)

(y3− y5)− (y2− y5)− c
e (y6− y5)

(x4− x3)
2 +(y4− y3)

2−b2

(x4−w)2 + y2
4−a2[

x5−
(w−g

2

)]2
+(y5−h)2−d2[

x6−
(w+g

2

)]2
+(y6−h)2−d2

x1−acosφ
y1−asinφ


onde

q =
[

x1 y1 x2 y2 x3 y3 x4 y4 x5 y5 x6 y6 x7 y7
]T

(5.38)

z =
[

a b c d e f g h β x1i y1i x2i y2i x3i y3i x4i y4i
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x5i y5i x6i y6i x7i y7i
]T (5.39)

5.4.1 Resultados

A Tabela 5.5 mostra os dados que definem a tamanho do veı́culo e, o
intervalo de esterçamento das rodas direcionais.

Tabela 5.5: Dados da geometria do veı́culo tomados de Jazar (2008).

w(m) l(m) δimin δimax
2.4 4.8 −45 63

Na Tabela 5.6 mostra-se os parâmetros de entrada do GA para cada
mecanismo.

Tabela 5.6: Parâmetros de entrada do algoritmo genético.

Mecanismo Npop Nvar Xrate µ
Borboleta dupla 200 22 0.8 0.4
2Q6B 100 22 0.6 0.3

Como critério de parada para os dois casos foi considerado um número
máximo de 5000 gerações.

A Tabela 5.7 mostra as dimensões ótimas dos mecanismos e, as Figu-
ras 5.16 e 5.18 o erro estrutural.

As Figuras 5.17 e 5.19 mostram os mecanismos otimizados em
posição neutra, ou seja, com ângulo de esterçamento nulo.

Para escolher os parâmetros do algoritmo genético foram necessários
vários testes, os quais foram realizados rodando-o para parâmetros arbitrários.
Se a função objetivo descia muito devagar, parava-se a execução do algoritmo
e mudavam-se os parâmetros até que se conseguisse uma decida mais rápida.

Fixados os parâmetros do algoritmo genético para os dois mecanismo,
estabeleceu-se como critério de parada um número máximo de 5000 gerações,
pois para um número maior o tempo e esforço computacional são são des-
necessariamente muito altos. O tempo médio computacional para os dois
mecanismos foi de 10 horas em um computador com processador Intel Core
i7-2640M de 2.80 GHz.
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Figura 5.16: Erro estrutural do mecanismo borboleta dupla.
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Figura 5.17: Posição neutra do mecanismo borboleta dupla otimizado.
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Figura 5.18: Erro estrutural do mecanismo 2Q6B
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Figura 5.19: Posição neutra do mecanismo 2Q6B otimizado.
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Tabela 5.7: Resultados da otimização

Variáveis Borboleta dupla Mecanismo 2Q6B
a(m) 0.279 0.419
b(m) 0.201 1.251
c(m) 1.628 0
d(m) 0.442 0.656
e(m) 0.69 0.257
f (m) 0.206 0.389
g(m) 0.397 0.749
h(m) −0.194 −0.25
β ◦ 104.58 94.53

Os resultados obtidos para o mecanismo borboleta dupla demostra que
o método proposto é suficientemente robusto, pois o número de variáveis de
projeto é consideravelmente grande, além da complexidade do mecanismo.

Algumas das vantagem do mecanismo de direção borboleta dupla são:

• o mecanismo tem três juntas que podem ser atuadas,

• a faixa de ângulos de esterçamento é maior que os mecanismos tradici-
onais.

Os ressultados obtidos do mecanismo de direção 2Q6B também foram
satisfatorios como mostrado na Figura 5.18. Um resultado interessante da
otimização deste mecanismo é que a distancia c (Figura 5.15), é zero e, por-
tanto, as juntas 2 e 3 ficam na mesma posição formando uma junta múltipla.

Algumas das vantagem do mecanismo de direção borboleta dupla são:

• o mecanismo tem quatro juntas que podem ser atuadas,

• a faixa de ângulos de esterçamento é maior que os mecanismos tradici-
onais.

A principal desvantagens destes mecanismos é a complexidade para
ser projetados.

Estes mecanismos poderiam ser aplicados a veı́culos que precisem
de grandes ângulos de esterçamento como são: caminhonetes, caminhões,
ônibus.
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APÊNDICE A – TEORIA DE GRAFOS

Neste apêndice são apresentados alguns conceitos da teoria de grafos
que são úteis na sı́ntese estrutural de mecanismos. As definições encontradas
neste apêndice foram obtidas em (TSAI, 2001) e (SIMONI, 2008).

A.1 Grafos

O conceito de grafo é muito útil devido que permite representar a
relação entre os objetos de um conjunto.

Definição 4. Um grafo consiste de um conjunto de vértices (pontos) e
um conjunto de arestas (linhas).

Um grafo será denotado por X = (V,E), onde V representa o conjunto
de vértices e E representa o conjunto de arestas.

Na Figura A.1(a) V = {1,2,3,4,5,6,7,8} e E = {(1,2),(1,4),(1,5),
(1,7),(2,3),(3,4),(3,8),(5,6),(6,7),(6,8)} onde (vi,v j) = (v j,vi).

O grafo da Figura A.1(b) tem como vértices V = {1,2,3,4,5,6,7,8} e
arestas E = {(1,2),(1,5),(1,7),(2,3),(3,4),(5,6),(6,4),(7,8),(8,4)} onde
(vi,v j) ̸= (v j,vi).

12 7

4 5

83 6

1

2 3

4

5 6

7 8

(a) Grafo não direcionado (b) Grafo direcionado

Figura A.1: Representação de grafos

A.1.1 Grau de um vértice

O grau de um vértice é definido como o número de arestas incidentes
no vértice. Um vértice de grau zero é chamado de vértice isolado. Os vértices
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podem ser classificados segundo o grau em vértices binários, ternários, qua-
ternários etc. No grafo da Figura A.2 o vértice 5 tem grau 3, o vértice 7 tem
grau 1 e o vértice 8 tem grau 8.

1 2

7

4

5
8

3

6

Figura A.2: Grafo com vértice isolado

A.2 Caminhos e circuitos

Definição 5. Um caminho é uma sequência de vértices v1, v2, ... , vn
conectados por por arestas (v1,v2), (v2,v3), ... , (vn−1,vn).

Em um caminho nenhuma aresta pode ser percorrida mais de uma
vez. No grafo da Figura A.2 a sequência 1,(1,3),3,(3,5),5,(5,6),6 é um
caminho.

Definição 6. Um circuito é um caminho fechado onde v1 = vn.
No grafo da Figura A.2 a sequência 1,(1,3),3,(3,5),5,(5,4),4,(4,2),2,
(2,1),1 é um circuito.

A.3 Isomorfismos

Definição 7. Dados dois grafos X1 = (V1,E1) e X2 = (V2,E2), X1
é isomórfo a X2 se, e somente se, existe uma função f : V1 → V2 tal que
(v1i,v1 j) ∈ E1 e

(
f (v1i), f (v1 j)

)
∈ E2 para todo v1i,v1 j ∈V1
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A Figura A.3 mostra dois grafos isomórficos onde o isomorfismo entre
o grafo da Figura A.3(a) com o grafo da Figura A.3(a) está definido função,

f =



1
2
3
4
5
6
7
8

se v =
...

a
h
d
i
g
b
j
c

(A.1)

a

b

c

d

g

h

i

j

1 2

5 6

8 7

4 3

(a) (b)

Figura A.3: Grafos isomórficos

A.4 Representação matricial de um grafo

A estrutura de um grafo pode ser convenientemente representada em
forma de matriz, permitindo a manipulação do grafo em um computador.Isso
leva ao desenvolvimento de metodologias sistemáticas para a identificação e
enúmeração de grafos.
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A.4.1 Matriz de Adjacência

A matriz de adjacência para um grafo X é uma matriz A = (ai, j)n×n
tal que

ai, j =

{
1
0

se o vértice i é adjacente ao vértice j,
caso contrário ( incluindo i = j ) (A.2)

onde ai, j representa o elemento (i, j) da matriz A.
A matriz de adjacência e uma representação vértice versus vértice do

grafo, segue que a matriz A é uma matriz simétrica com a diagonal principal
nula. A soma dos elementos de cada linha (ou coluna) da matriz A corres-
ponde ao grau do vértice correspondente. A Eq.A.3 representa a matriz de
adjacência do grafo da Figura A.3(a).

A =

1 2 3 4 5 6 7 8
1
2
3
4
5
6
7
8



0 1 0 1 1 0 0 0
1 0 1 0 0 1 0 0
0 1 0 1 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0 1
1 0 0 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 1
0 0 0 1 1 0 1 0


(A.3)

Dado um grafo, a matriz de adjacência pode ser determinada. Por
outro lado, dada uma matriz de adjacência, pode-se construir o grafo corres-
pondente.Se dois grafos tem a mesma matriz de adjacência então os grafos
são isomorfos.

Os leitores que quiserem uma descrição mais detalhada da teoria de
grafos podem consultar (HARARY, 1969) e (BOLLOBÁS, 1998).
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Grupos são estruturas abstratas e são usados na Matemática e nas
ciências em geral para capturar a simetria interna de uma estrutura na forma
de automorfismos de grupo. Para determinar as inversões de cadeias ci-
nemáticas, que são representadas por grafos, é fundamental saber quais são
as simetrias dos vértices do grafo os quais representam os elos da cadeia ci-
nemática (SIMONI, 2008).

B.1 Grupos e subgrupos

Definição 8. Um grupo é um conjunto G com uma operação binária

∴ G×G−→ G

que satisfaz os três axioma:
(i) Associatividade: Para todos a,b,c ∈ G, (a ·b) · c = a · (b · c)
(ii) Identidade: Existe um elemento i ∈ G tal que para todo a ∈ G,

i ·a = a · i = a
(iii) Inverso: Para todo a∈G, existe um elemento b∈G tal que, a ·b=

b ·a = i

Definição 9. Um conjunto G′ é um subgrupo de um grupo G se ele é
um subconjunto de G e é um grupo usando a operação definida em G

B.2 Ações

Definição 10. Se X é um conjunto e G é um grupo, então G age sobre
X se existe um função

G×X −→ X

denotada por

(g,x) 7−→ g · x

tal que:
(i) (gh) · x = g · (h · x) para todos os elementos g,h ∈ G e x ∈ X .
(ii) i · x = x para todo elemento x ∈ X (onde i é a identidade do grupo

G).

95
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Definição 11. Seja X um conjunto (finito ou infinito) e considere

SX : = {σ : X −→ X |σ é bijetora} .

Esse conjunto munido de composição de funções é um grupo,chamado
de grupo das permutações sobre X .

Se X = {1,2, ...,n}, o grupo de permutações é denotado por Sn e todo
σ ∈ Sn é denotado por

σ =

(
1 2 · · · n

σ (1) σ (2) · · · σ (n)

)
.

O conjunto de vértices de um grafo rotuladoss por naturais em ordem
progressiva (Vn = {1,2, ...,n}), forman um grupo de permutações e aplicam-
se as definições anteriores.

As Figuras B.1(b) e B.1(c) mostram as imagens das ações σ1 e σ2 do
grafo mostrado na Figura B.1(a).

σ1 =

(
1 2 3 4 5 6
3 5 4 1 6 2

)
= (134)(256)

σ2 =

(
1 2 3 4 5 6
1 2 3 4 6 5

)
= (1)(2)(3)(4)(56)

1

2

3

4

5 6

1

2

3

4

5

6

1

2

3

4

56

(a) Grafo

(b) Ação (c) Ação

Figura B.1: Ações de um grafo.
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Definição 12. Sejam G1 e G2 dois grupos. Um homomorfismo de G1
em G2 é uma aplicação

ϕ : G1 −→ G2

tal que, para todos x,y ∈ G1

ϕ (x · y) = ϕ (x) ·ϕ (y) .

Se ϕ é bijectiva a aplicação é um isomorfismo. Um isomorfismo ϕ é
um automorfismo se G1 = G2.

O conjunto das permutações, que mapeiam um grafo nele mesmo, for-
mam um gropo chamado de grupo de automorfismos do grafo.

B.3 Órbitas

Definição 13. Considere um grupo G agindo sobre um conjunto X . A
óbita do ponto x ∈ X é denotada por

Ox = {g · x|g ∈ G}

A órbita de um elemento x de um conjunto X é o conjunto dos elemen-
tos de X para os quais x pode ser movido pela ação dos elementos do grupo
G. A órbita de um vértice do grafo corresponde ao conjunto de vértices para
os quais o vértice é movido pela ação do grupo de automorfismos do grafo.

A teoria aquı́ esposta foi tomada de (SIMONI, 2008). Para aprofundar
mais no tema pode ser consultado: (ALPERIN; BELL, 1995) e (MIRMAN, 1995).
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