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RESUMO

Este trabalho apresenta uma metodologia numérica de volumes finitos ba-
seado em elementos para a resolu¢do de escoamentos bidimensionais com
aplicacdo a simulag@o de escoamentos de fluidos viscoeldsticos. O método
empregado, o EbFVM-Element-based Finite Volume Method, pode utilizar
malhas ndo estruturadas hibridas, constituidas tanto de elementos quadrild-
teros como triangulares, o que permite a discretizacdo de geometrias com-
plexas. Para vencer o problema do desacoplamento parcial dos campos de
pressdo e velocidade devido a uso de um arranjo colocalizado de varidveis,
foi empregada uma fung¢do de interpolagdo do tipo FIELDS. O uso desta fun-
¢do de interpolacdo também promoveu a inclus@o da pressdo e da tensdo na
equacdo de conserva¢do da massa melhorando, com isso, o condicionamento
da matriz de coeficientes do sistema de equagdes discretizadas. Os termos
advectivos na equacdo constitutiva foram aproximados utilizando o esquema
SPU (do inglés, Single Point Upwind).

A simulacgdo de escoamentos viscoeldsticos requer, para um problema 2D, a
solucdo de um problema de seis incognitas (pressdo, velocidades u e v, ten-
sdes normais nas direcdes x e y e a tensdo cisalhante) ja que ndo é possivel
deixar as tensdes em termos das velocidades, como feito para fluidos new-
tonianos. A estratégia de solucdo é segregada, isto €, resolver o problema
do escoamento desacoplado das equagdes constitutivas e promover a itera-
cdo entre estes problemas. Foram considerados para avaliacdo do algoritmo
exemplos cldssicos da literatura comumente utilizados para testar diferentes
aspectos das solucdes numéricas. Sdo eles, escoamento entre placas planas,
escoamento em uma cavidade fechada com tampa mdvel e o escoamento em
uma contragdo planar 4:1. Além destes exemplos cldssicos, o escoamento,
com baixo nimero de Reynolds (creeping flow), de um fluido de Oldroyd-B
ao redor de um cilindro foi resolvido de modo a aproximar, de uma maneira
muito simplificada, o escoamento do sal em torno de um pogo de petréleo
perfurado em uma zona salina. Em todos os casos o algoritmo foi eficaz na
obtencdo de uma solugdo fisicamente consistente e com robustez numérica.

Palavras-chaves: Fluidos Viscoelasticos. Oldroyd-B. Método dos volumes
finitos baseado em elementos. Malhas néo estruturadas. Cell-vertex. Fluéncia
do sal.






ABSTRACT

This work presents an element based finite volume methodology (EbFVM)
for solving two-dimensional viscoelastic fluid flows. The method can eas-
ily deal with hybrid unstructured meshes consisting of both triangular and
quadrilateral elements, which allows the discretization of complex geome-
tries. To overcome the checkerboard problem, which arises from the collo-
cated arrangement of variables in the computational grid, it is employed a
new interpolation function of the FIELDS type. The use of this interpola-
tion function also promoted the inclusion of pressure and stresses in the mass
conservation equation, improving conditioning of the coefficient matrix of
the system of discretized equations. The advection terms in the constitutive
equations are approximated using the single point upwind scheme. It was
adopted a segregated solution procedure, which consists in solving separately
the mass-momentum and constitutive equations. For testing different aspects
of the numerical solution three classic benchmark problems were solved: flow
between fixed parallel plates, lid-driven square cavity flow, and 4:1 planar
contraction flow. In addition to these benchmark problems, the creeping flow
of an Oldroyd-B fluid around a cylinder was solved in order to approach, in
a very simplified manner, the flow of salt around an oil well drilled in sub-
salt zone. In all cases, the algorithm was effective in obtaining a physically
consistent solution with numerical robustness.

Key-words: Viscoelastic fluids. Oldroyd-B. Element based finite volume method.
Unstructured meshes. Cell-vertex. Creeping of salt.
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1 INTRODUCAO

1.1 MOTIVACAO

Nos dias de hoje a simulacdo numérica tem um papel muito importante
para a ciéncia e tecnologia. Isto se deve a grande disponibilidade dos recursos
computacionais e, como consequéncia, do avan¢o dos métodos numéricos e
das linguagens computacionais. A simulagdo numérica de problemas em en-
genharia vem sendo empregada de maneira crescente por industrias das mais
diversas dreas, como uma ferramenta de auxilio na tomada de decisdes, prog-
noésticos, ajudando assim, a diminuir custos e agilizar processos produtivos
reduzindo consideravelmente a margem de erro do projeto final.

A inddtstria do petréleo e gas é uma grande consumidora das simula-
¢Oes numéricas para as mais diversas aplica¢des, como por exemplo, a pre-
visdo da produ¢do de hidrocarbonetos em um reservatdrio sob diferentes es-
tratégias de operacdo, a modelagem computacional dos impactos ambientais
associados a 4gua contaminada por produtos quimicos utilizada no processo
de fraturamento hidrdulico em reservatdrios, modelagem e simulagdo numé-
rica de problemas de propagacio de ondas em meios porosos, acoplamento
pocgo reservatério, etc. Uma aplicacdo mais atual, especialmente na industria
de petréleo e gés brasileira, € a modelagem do comportamento geomecanico
da camada de sal localizada nos reservatdrios recentemente descobertos no
Brasil. Para se chegar ao reservatério de petrdleo, o pogo tem que atraves-
sar uma espessa camada de sal, a qual pode se movimentar horizontalmente
por movimentos tectonicos, provocando pressdes nas paredes dos pocos. As-
sim, o movimento do sal deve ser previsto para que o projeto do pogo seja
realizado com eficicia.

Existem pelo menos duas maneiras para descrever comportamento de
fluéncia do sal. No contexto da mecénica estrutural, a fluéncia do sal é ge-
ralmente considerada como um problema evolutivo para o deslocamento, o
qual nos leva a equagdes para o deslocamento. No contexto da dindmica dos
fluidos, o comportamento de fluéncia é considerado como um problema de
escoamento estaciondrio incompressivel com nimero de Reynolds baixo.

Atualmente, a grande maioria dos pesquisadores aborda o problema
da modelagem do comportamento de fluéncia do sal na industria do petré-
leo no contexto da mecénica estrutural (DAWSON, ; MUNSON; DAWSON,
1981; SHEFFIELD; COLLINS; HACKNEY, 1983; COSTA, 1984; GRA-
VINA, 1997; FOSSUM; FREDRICH, 2002; WILLSON; FOSSUM; FRE-
DRICH, 2002; COSTA et al., 2005; FOSSUM; FREDRICH, 2007; BOTE-
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LHO, 2008; MACKAY et al., 2008). Portanto, fica natural a aplica¢do do
método dos elementos finitos, que ja € bem desenvolvido no tratamento de
problemas estruturais, na simulacdo numeérica da fluéncia do sal.

Como o sal encontrado na regido acima dos reservatérios de petréleo
brasileiros é um material extraordinariamente fluido se comparado com as
outras rochas, € possivel analisar o seu comportamento de fluéncia em termos
da mecanica dos fluidos (NETTLETON, 1934; CARTER; HANSEN, 1983;
MANSSINI et al., 2007). Estes trabalhos estdo relacionados a dindmica de
rochas, ao movimento de domos salinos, ou seja, sdo aplicados a tectonica
do sal. Nettleton (1934) apresentou a hip6tese da mecanica dos fluidos para
a formacdo de domos salinos, mostrando que o sal e os sedimentos vizinhos
se comportam como um fluido altamente viscoso (NETTLETON, 1934). Em
seu trabalho, Manssini et al. (2007) modelam os evaporitos (sal) como fluidos
ndo newtonianos e levam em consideracdo os efeitos térmicos. A estratégia
computacional é baseada numa metodologia lagrangeana com adaptatividade
de malha.

Como veremos posteriormente, o sal pode ser considerado um mate-
rial viscoeldstico, que pode ser governado pela equacdo constitutiva de Bur-
gers (SWIFT; REDDISH, 2005; CARCIONE; HELLE; GANGI, 2006; JAE-
GER; COOK; ZIMMERMAN, 2007) e seu movimento exerce cargas sobre o
poco de petréleo, conforme apresentado esquematicamente na Figura 1. Se-
guindo esta linha de abordagem, este trabalho propde desenvolver uma me-
todologia numérica para resolver o escoamento de fluidos viscoeldsticos que
possa ser aplicada para simular o escoamento do sal ao redor de um pogo de
petréleo.

1.2 PRINCIPAIS DESAFIOS NA PERFURAGAO EM FORMAGOES
SALINAS

A perfuragdo de pogos de petréleo em zonas de sal representa um
grande desafio tecnoldégico devido a propriedade de fluéncia do sal, que causa
fechamento do poco durante a fase de perfuracdo. Mesmo depois de o poco
ter sido revestido, essa mobilidade pode causar, a longo prazo, o colapso do
revestimento, devido a tensdes adicionais impostas por esse fechamento (Fi-
gura 1). Ou seja, a fluéncia do sal deve ser considerada em toda a vida qtil do
poco e ndo somente na fase de perfura¢do. Os principais problemas encon-
trados na perfuracdo e exploracdo em zonas salinas, na ordem de ocorréncia,
sdo: fechamento do pogo, torques elevados, repassamentos, prisdo de coluna,
desvios e colapso do revestimento, podendo levar a perda do poco e gerar
prejuizos de milhdes de délares. Consideracdes especiais, a partir da selecio
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Figura 1 — Representagdo esquematica de cargas agindo sobre o po¢o (modificado de
Willson, Fossum e Fredrich (2002))
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de fluidos de perfuragdo, implementagao de programas de revestimentos e de
procedimentos de cimentacdo sdo necessdrias para pogos nesta situaco.

Para manter o calibre do poco, os fluidos de perfuragdo devem mini-
mizar o fechamento do poco. Lamas' a base de 4gua e lamas a base de éleo
com concentragdes saturadas e subsaturadas de sal, bem como fluidos sinté-
ticos tem sido usados para furar o sal, mas nao existe um sistema unico que
seja adequado sempre.

Ap6s a perfuracdo do sal, restri¢cdes, bordas e o movimento do sal
exercem cargas nio uniformes sobre o revestimento do pogo (Figura 1). Para
aumentar a resisténcia do pogo a essas cargas, uma alternativa seria o aumento
da espessura da parede do poco. Entretanto, esta seria uma boa solug¢do so-
mente para sais com baixas taxas de fluéncias. Para os casos com altas taxas
de fluéncia do sal, € feita a colocacdo de uma coluna de revestimento dentro
do poco ja cimentado. Uma cimentag@o efetiva no anel entre o revestimento
externo e o sal minimiza os efeitos das cargas niao uniformes (Figura 2).

1.3 METODOLOGIAS NUMERICAS

Para se obter a solu¢do numérica de um conjunto de equacdes diferen-
ciais elas devem ser discretizadas no espaco e no tempo. Uma grande varie-

' Lama: Fluido utilizado no pogo durante uma operagio de perfuragdo, cuidadosamente con-

trolado no que tange as suas propriedades, servindo para: a) resfriar a broca; b) remover as
aparas do poco; ¢) evitar o desabamento do pogo; d) consolidar formagdes frouxas (areia,
cascalho); e) evitar a intrusdo de dgua, gds ou petréleo no pogo; f) lubrificar a tubulagdo de
perfuracdo; g) diminuir a corrosdo das tubulagdes de perfuracao e revestimento; h) suspender
aparas quando as operacdes sdo paralisadas. As propriedades “gel” evitam a sedimentagdo
das aparas; i) permitir sua limpeza na peneira e nos tanques de sedimentagao.
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Figura 2 — Representagdo esquematica do poco de petréleo (modificado de Fossum e
Fredrich (2007))

Anel externo
(preenchido com
fluido de
perfuracdo)

-

" sal

Poco ‘

/ *Xx

Revestimento do
poco (casing)

dade de métodos podem ser empregados nessa discretiza¢do. Na perspectiva
de métodos usados na discretiza¢do de equagdes diferenciais somos conduzi-
dos a trés grandes grupos, a saber: o método das diferencas finitas, denotado
por FDM (do inglés, Finite Difference Method), o método dos elementos fi-
nitos, denotado por FEM (do inglés, Finite Element Method) e o método dos
volumes finitos, FVM (do inglés, Finite Volume Method).

O método das diferencas finitas, apesar de ser o mais antigo, na sua
forma pura é hoje pouco utilizado e uma das razdes para isso é que ele nor-
malmente ndo verifica a conservacio das quantidades fisicas. No entanto, é
usado em combinac¢do com uma metodologia que obriga a conservagdo das
quantidades fisicas, como € o caso dos volumes finitos. Outra desvantagem
do FDM € que o mesmo requer malhas estruturadas para atingir simplicidade,
o que restringe bastante a gama de aplicacdo. Ao contrario do que se propaga
FDM podem ser aplicados a malhas ndo estruturadas, mas a um custo exces-
sivo de programagao.

Para simulacdo de escoamento de fluidos viscoeldsticos o FDM foi
usado por alguns autores como Olsson e Ystrom (1993), Olsson (1995), Webs-
ter (1959), Tomé et al. (2002), Sun et al. (2009). Outros exemplos podem ser
encontrados nos livros de Crochet, Davies e Walters (1984) e Owens e Phil-
lips (2002).

O método dos volumes finitos utiliza diretamente as leis de conser-
vagdo na formulagdo integral. As equacdes sdo integradas em cada volume
de controle da malha de cdlculo para assegurar a conservacdo das grande-
zas fisicas, procedendo-se entdo a discretizagdo das equagdes. As principais
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vantagens do FVM ¢é que a discretizacio espacial é feita diretamente no es-
paco fisico e que pode ser implementado em malhas ndo estruturadas. Esta
caracteristica faz o FVM adequado ao tratamento de geometrias complexas.

No contexto dos escoamentos de fluidos viscoelasticos o FVM tem
sido amplamente utilizado desde a década passada. Até agora é o método que
provavelmente, tenha conseguido resolver os problemas mais dificeis, especi-
almente se o fendmeno for dependente do tempo. Os mais recentes trabalhos
tem sido feitos por intimeros grupos de pesquisas, como por exemplo Oli-
veira (2001), Oliveira e Pinho (1999), Sahin e Owens (2003), Sahin e Wilson
(2007), Aboubacar e Webster (2001), Aguayo et al. (2007), Muniz, Secchi
e Cardozo (2008), Edussuriya, Williams e Bailey (2004), Nadau e Sequeira
(2007), Alves, Pinho e Oliveira (2000), Lemos (2011) dentre indimeros ou-
tros.

No método dos elementos finitos o0 dominio é dividido em um con-
junto de elementos, geralmente de forma ndo estruturada; em 3D tetraedros
e hexaedros sdo os mais frequentemente usados. A caracteristica distinta do
FEM € que as equacdes sdo escritas na forma fraca pela multiplicacdo de uma
funcao teste (fator de ponderag@o) antes de serem integradas sobre o dominio.
A solugdo é aproximada em cada elemento por uma funcio, usualmente poli-
nomial, e o resultado é um conjunto de equagdes algébricas. Uma importante
caracteristica do FEM ¢ a habilidade de lidar com geometrias arbitrarias. As
malhas sdo facilmente refinadas, pela divisao de cada elemento. Nao garante
a conservacao das propriedades, uma caracteristica fisica que sempre se pre-
tende respeitar quando simulagdes sdo realizadas.

No cenario dos fluidos viscoelasticos €, sem duvida, o mais utilizado
(CROCHET; DAVIES; WALTERS, 1984; BAAIJENS, 1998; MARCHAL;
CROCHET, 1987). O FEM tem sido aplicado principalmente para proble-
mas bidimensionais. Poucas tentativas de resolver problemas tridimensionais
foram reportadas na literatura, (YUE et al., 2010). Tanto aproximacdes poli-
nomiais de baixa ordem (LI; HAN; WANG, 2010; KHOMAMI; TALWAR;
GANPULE, 1994) quanto aproximagdes polinomiais de alta ordem (WARI-
CHET; LEGAT, 1996) foram utilizadas na literatura. Alguns recentes traba-
lhos sdo Baaijens (1998), Marchal e Crochet (1987), Chen et al. (2010), Yue
et al. (2010), Choi, Hulsen e Meijer (2010), de Araujo, Gomes e Ruas (2010),
Hao e Pan (2007), Ganvir et al. (2007), Nadau e Sequeira (2007), Sandri
(2004), Sun et al. (2009).

Existem duas questdes importantes que precisam ser enfrentadas no
FEM para solucio de escoamentos viscoeldsticos. A primeira diz respeito a
escolha dos espagos de aproximacdo para a velocidade, pressdo e tensdo. A
segunda reside no tratamento do termo convectivo, particularmente para altos
valores do nimero de Weissenberg. O leitor pode encontrar uma discussdo
muito interessante sobre esses tépicos no capitulo 5 do livro de Owens e
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Phillips (2002).

1.4 BREVE HISTORICO DO USO DO METODO DOS VOLUMES FI-
NITOS EM ESCOAMENTOS VISCOELASTICOS

Nas décadas de 80 e 90, o método dos elementos finitos dominou o
campo da reologia computacional por muitos anos. A maioria das pesquisas
focaram na solugido do problema do alto nimero de Weissenberg, referido
como HWNP (do inglés High Weissenberg Number Problem) que causa ins-
tabilidade numérica. Técnicas de estabilizagdo foram utilizadas com sucesso
por muitos autores. Para levar em conta a natureza hiperbdlica das equagdes
constitutivas, o método de Galerkin descontinuo também foi aplicado nos es-
coamentos viscoeldsticos.

Mais recentemente o interesse no FVM foi renovado para modelar os
escoamentos viscoeldsticos (seguindo o trabalho pioneiro de Patankar (1980)
para fluidos newtonianos) devido as vantagens em termos de recursos com-
putacionais, se comparado ao FEM (EDUSSURIYA; WILLIAMS; BAILEY,
2004; NADAU; SEQUEIRA, 2007). Este interesse comegou com Yoo e Na
(1991), Sasmal (1995) e Xue, Phan-Thien e Tanner (1995) que usaram ma-
lhas ortogonais com arranjo desencontrado das varidveis para resolver o es-
coamento através de uma contracdo 4:1. Nesses algoritmos, a pressdo e as
tensdes sdo colocadas no centro do volume de controle para evitar as instabi-
lidades numéricas relacionadas a singularidade do canto reentrante.

O uso de esquemas de alta ordem com diferentes arranjos desencon-
trados para escoamentos viscoeldsticos foi explorado por Darwish, Whiteman
e Bevis (1992) e Mompean e Deville (1997). Neste arranjo de varidveis, a ten-
sdo de cisalhamento é colocada nos cantos do volume de controle enquanto
que a pressdo e as tensdes normais sdo colocadas no centro do volume. Um
arranjo similar foi usado por outros autores tais como Gerritsma (1996) e
Phillips e Williams (1999). Darwish, Whiteman e Bevis (1992) estudaram o
escoamento de um fluido Convectivo de Maxwell em uma expansao abrupta
e uma solug@o analitica foi usada como valor da tensdo de cisalhamento no
canto reentrante. Mompean e Deville (1997), usaram o esquema de segunda
ordem QUICK para aproximar o termo convectivo e estender o método de
volumes finitos bidimensional para o caso tridimensional.

Entretanto, o arranjo desencontrado ndo é de facil adaptagdo para ge-
ometrias complexas e, para superar essa dificuldade, o arranjo colocalizado
comecou a ser usado por vdrios autores tanto para malhas estruturadas quanto
para malhas ndo estruturadas. Na grande maioria das vezes usou-se algorit-
mos do tipo SIMPLE para resolver o sistema de equacdes (HUANG; PHAN-
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THIEN; TANNER, 1996; OLIVEIRA; PINHO, 1999; ALVES; PINHO; OLI-
VEIRA, 2000; XUE; PHAN-THIEN; TANNER, 2002; EDUSSURIYA; WIL-
LIAMS; BAILEY, 2004). Dou e Phan-Thien (1999) apresentaram um método
de volumes finitos em malhas ndo estruturadas para simular o escoamento de
um fluido de Oldroyd-B em um canal passando por um cilindro estaciona-
rio. Utilizou um arranjo colocalizado com o método denominado CVFEM-
Control Volume Finite Element Method, junto com o algoritmo SIMPLER.
Oliveira, Pinho e Pinto (1998) desenvolveram um método para o arranjo co-
localizado em malhas ndo ortogonais estruturadas em blocos usando coorde-
nadas curvilineas. O modelo utilizado foi o Convectivo Superior de Maxwell
na forma conservativa e um termo de difusdo artificial foi acrescentado na
equacdo do movimento para melhorar a estabilidade numérica. A funcio de
interpolacdo de Rhie e Chow foi utilizada para resolver o desacoplamento
entre pressdo, velocidade e tensdo. Para resolver as equacdes foi utilizado o
SIMPLEC.

Métodos mistos (FEM/FVM) foram desenvolvidos para escoamentos
viscoelasticos a fim de tirar proveito das caracteristicas de ambos os méto-
dos em relagcdo a estrutura mista das equacdes governantes. Tipicamente o
FEM ¢ aplicado nas equacdes de conservacdo da massa e da quantidade de
movimento e o FVM nas equacdes constitutivas hiperbdlicas. Neste sentido,
pode-se citar as importantes contribui¢des de Sato e Richardson (1994) e
Wapperom e Webster (1999). Em (SATO; RICHARDSON, 1994) os auto-
res usaram um método de volumes finitos com as varidveis localizadas no
centro das células (cell-centered) para a equagdo constitutiva, ao passo que
em (WAPPEROM; WEBSTER, 1999) foi utilizado o método de elementos
finitos baseado em volumes de controle.

Este trabalho propde aplicar uma metodologia em volumes finitos, de-
nominada EbFVM-Element-based Finite Volume Method para resolver o sis-
tema de equagdes que governam um escoamento de fluidos viscoeldsticos. O
acoplamento entre pressdo, velocidade e tensdo € tratado considerando uma
estratégia semelhante a utilizada por Raw (1985) no desenvolvimento do mé-
todo FIELDS para solucéo das equagdes de Navier-Stokes em malhas de qua-
drilateros. As ndo linearidades sdo eliminadas através da iteracdo de Picard.

1.5 PRINCIPAIS DESAFIOS NA SIMULACAO NUMERICA DE FLUI-
DOS VISCOELASTICOS

Fluidos viscoeldsticos sdo definidos como fluidos que possuem tanto
propriedades viscosas quanto eldsticas.
O escoamento de fluidos viscoelasticos pode ser descrito matematica-
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mente por meio das equacdes de conservacdo da massa e quantidade de mo-
vimento e uma relacdo constitutiva entre tensdo e taxa de deformacao. Nao
existe uma equagdo constitutiva geral para descrever todos os materiais visco-
elasticos, pois a estrutura molecular de liquidos complexos difere largamente
de um material para o outro. Entretanto, um grande nimero de modelos foi
desenvolvido ao longo das tdltimas décadas para entender e predizer o com-
portamento de liquidos viscoeldsticos. Para uma visdo geral desses modelos
pode-se consultar, por exemplo Bird, Armstrong e Hassager (1987), Shaw e
MacKnight (2005), Larson (1988).

Escolher, identificar e validar um modelo matemadtico para um mate-
rial viscoelastico especifico continua uma questdo em aberto. Em geral, os
modelos matemdticos sdo ajustados a dados experimentais obtidos para um
fluido viscoeléstico sofrendo cisalhamento puro ou deformacdo elongacio-
nal, os chamados escoamentos viscométricos (TANNER, 2000; MACOSKO,
1994). Entretanto, o principal desafio da reologia estd na extensdo dessa iden-
tificacdo e validag@o a escoamentos complexos, para os quais nao estdo dis-
poniveis os resultados analiticos. Os métodos numéricos podem ajudar a ata-
car essa questdo fornecendo a conexdo ausente entre o modelo e a previ-
sdo macroscépica de escoamentos complexos (CLAUS, 2013). O primeiro
desafio na simulagdo numérica de fluidos viscoeldsticos € a escolha correta
da metodologia numérica capaz de resolver o sistema de equacdes que des-
creve o escoamento. A principal dificuldade é que se trata de um sistema
misto: conservacdo de massa e quantidade de movimento sdo equagdes do
tipo eliptica/parabdlica enquanto que a equagdo constitutiva € hiperbdlica
(OWENS; PHILLIPS, 2002). Além disso, o sistema pode mudar de classifica-
c¢do dependendo das condigdes com que o escoamento se propaga (OWENS;
PHILLIPS, 2002). Desta forma, a escolha das técnicas numéricas pode in-
cluir a implementagdo de técnicas de estabilizacdo, tais como SU (do ingl€s,
Streamline Upwind), SUPG (do inglés, Streamline Upwind Petrov-Galerkin)
(MARCHAL; CROCHET, 1987; FORTIN; PIERRE, 1989; LUO; TANNER,
1989; ERVIN; MILES, 2004) no método de elementos finitos. Esses auto-
res, em particular, observaram que o aumento da estabilidade usualmente es-
tava associado a deterioracdo da exatidao da solug¢do. Uma visdo geral dessas
técnicas pode ser encontrada em (OWENS; PHILLIPS, 2002; BAAIJENS,
1998). Metodologias que aumentam o cardter eliptico da equacdo do movi-
mento também sdo utilizadas para estabilizar o método numérico. Parte-se
do pressuposto que quanto mais dominante for o termo viscoso em relacio a
contribuicio viscoeldstica na equag¢do do movimento, melhor serd o desempe-
nho do método. Dentre essas metodologias pode-se citar a EVSS (do inglés,
Elastic Viscous Split Stress), primeiramente empregada por Perera e Walters
(1977) para o método das diferengas finitas e posteriormente para o método
dos elementos finitos por Rajagopalan, Armstrong e Brown (1990), a DEVSS
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(do inglés, Discrete Elastic Viscous Split Stress) de Guénette e Fortin (1995).
Mais tarde Sun, Phan-Thien e Tanner (1996) introduziram a AVSS (do ingl€s,
Adaptive Viscoelastic Stress Split). Essas técnicas e suas derivac¢des estdo dis-
cutidas em detalhes no livro de Owens e Phillips (2002).

Apesar de técnicas de estabilizagdo melhorarem a estabilidade da so-
lu¢do numérica, todos os algoritmos numéricos que resolvem escoamentos
viscoeldsticos enfrentam uma grande questdo importante: o chamado pro-
blema do alto nimero de Weissenberg, HWNP. Até agora, todos os esquemas
numéricos falham acima de um determinado valor do nimero de Weissen-
berg, que ¢ uma medida adimensional da elasticidade do fluido. Esse valor
critico do nimero de Weissenberg depende de varios fatores: a complexidade
geométrica do escoamento; o modelo viscoeldstico escolhido; outros para-
metros adimensionais caracteristicos do escoamento, tal como o nimero de
Reynolds; e da malha computacional (CLAUS, 2013; OWENS; PHILLIPS,
2002). De fato, o valor critico do nimero de Weissenberg geralmente parece
decrescer com o refinamento da malha (KEUNINGS, 1986).

Outro fator que impde severas restri¢des sobre o sucesso das simula-
¢des numéricas para altos valores de Weissenberg € a dificuldade de resolver
as regides de grandes gradientes da tensdo proximo as fronteiras sélidas e
cantos singulares. Por exemplo, para uma fronteira com condi¢io de nio des-
lizamento, a velocidade e todas as suas derivadas tangenciais se anulam e por-
tanto os termos advectivos desaparecem na parede. Entretanto, estes termos
fazem parte do balanco de forgcas a uma distancia muito pequena da parede.
A transicdo do escoamento viscométrico perto da parede para uma regido
dominada por adveccdo longe da parede provoca diferengas substanciais no
comportamento da tensdo em uma fina camada préxima da parede. Renardy
(2000) demonstrou que a espessura desta camada diminui com o aumento do
nimero de Weissenberg.

Nos cantos singulares, os valores da tensdo tendem para infinito pro-
vocando altos erros de aproximagdo no ponto singular. Estes erros podem,
entdo, propagar-se e crescer a jusante dessa singularidade, devido a natureza
hiperbdélica das equagdes constitutivas (OWENS; PHILLIPS, 2002) causando
oscilagdes de grande escala na solug@o. Tal comportamento foi verificado por
Fontelos e Friedman em (FONTELOS; FRIEDMAN, 2000) para um fluido
de Oldroyd-B e que também foi percebido no presente trabalho para solucdo
do problema da contracdo 4:1. Em contrapartida no modelo PTT, Renardy
(1997) ndo observou nenhum crescimento do erro a jusante. A razao para isso
pode ser porque as camadas limites no modelo PTT tém uma escala diferente
e sdo muito maiores (CLAUS, 2013).
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1.6 OBJETIVO E CONTRIBUICOES

Este trabalho segue o entendimento de que o sal, localizado acima dos
reservatdrios de petréleo da costa brasileira, pode ser tratado como um fluido
viscoeldstico, assim, buscou-se um modelo ndo newtoniano para represen-
tar o sal, e o modelo escolhido, com base nas propriedades do sal, foi de
um fluido viscoelastico de Oldroyd-B. O presente trabalho estende a meto-
dologia de volumes finitos baseada em elementos, com bastante experi€ncia
na simulacdo de escoamentos de fluidos newtonianos, para a simulacdo de
escoamentos de fluidos viscoeldsticos em geometrias 2D arbitrarias. Nesta
situagdo a equacdo constitutiva € de tal forma que ndo permite que as tensdes
sejam representadas pelos gradientes de velocidade, exigindo que as tensdes
permaneg¢am como incdgnitas na formulacdo numérica. A formulacao consi-
dera malhas que podem ser construidas por elementos de forma geométrica
diferentes, criando-se malhas bastante genéricas do tipo hibridas. A validag¢do
¢ realizada resolvendo-se problemas padrdes cujas solu¢des sdo conhecidas.
Por fim, sera aplicada na simulag@o do escoamento de um fluido de Oldroyd-
B ao redor de um cilindro de modo a aproximar, de maneira muito simplifi-
cada, o escoamento do sal (fluido viscoelastico de Oldroyd-B) em torno de
um pogo de petréleo (cilindro), com propdsito de quantificar a pressdo e a
tensdo exercida pelo sal sobre o poco.

Na formulagdo proposta sdo utilizadas malhas ndo estruturadas hibri-
das formadas por elementos quadrilateros e/ou triangulares. A possibilidade
de utilizar malhas hibridas na discretiza¢do de um dominio fisico confere um
grau adicional de flexibilidade a uma formulagdo numérica para malhas ndo
estruturadas.

O cédigo computacional foi desenvolvido em linguagem de progra-
magdo C++ com o emprego das bibliotecas EFVLib e PetSc. A biblioteca
EFVLib (MALISKA et al., 2009) foi utilizada como base para a manipula-
¢do de malhas ndo estruturadas. Alguns recursos importantes dessa biblioteca
sdo a importacdo de malhas em diferentes formatos, o gerenciamento da to-
pologia e geometria da malha e o suporte para a discretizagdo de equagdes
diferenciais aplicando o método dos volumes finitos baseado em elementos.
Ja a biblioteca PetSc permitiu a solugdo dos sistemas de equagdes lineares
oriundos da discretizagcdo, de maneira eficiente, através do método GMRES.

A programacio foi inteiramente concebida sob o paradigma de ori-
entacdo a objetos. Desta forma a incorporacdo de novos modelos de fluidos
viscoeldsticos é bastante simples. O simulador pode ser utilizado na solug¢do
tanto de escoamentos ndo newtonianos quanto newtonianos, possibilitando
rdpidas comparagdes entre os tipos de escoamentos. Desta forma o cédigo
aqui desenvolvido pode servir como base para o desenvolvimento de novas
pesquisas mais avangadas na area da dindmica dos fluidos ndo newtonianos,
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como petréleo e gds, hemodindmica (SEO, 2013), entre indmeras outras.

Em resumo, este trabalho avanca os conhecimentos na drea de simula-
¢do de escoamentos viscoeldsticos empregando malhas ndo estruturadas ge-
rais, com um robusto método de volumes finitos com potencialidade de apli-
cacdo em problemas de movimentagdo de sal bem como em outros problemas
onde fluidos ndo-newtonianos sdo encontrados.

1.7 ESTRUTURA DA TESE

Este trabalho estd dividido em seis capitulos. O capitulo 1 apresenta
uma introducao ao trabalho, incluindo motiva¢do, metodologias numéricas,
histérico do método dos volumes finitos aplicados a escoamentos de fluidos
viscoelasticos. Também ¢ feita uma rapida explicagio dos principais desafios
na simulacido numérica de fluidos viscoelasticos.

No Capitulo 2, apresenta-se uma revisao da teoria matematica dos flui-
dos ndo newtonianos com foco nos fluidos viscoelasticos, nele estdo relaci-
onadas as principais equagdes constitutivas que modelam o comportamento
reolégico dos fluidos viscoelésticos.

O Capitulo 3 é dedicado a modelagem matemaética do problema de
escoamento de fluidos viscoeldsticos isotérmicos para um regime quase es-
tatico. Faz-se a escolha da equacdo constitutiva e a adimensionalizagdo da
mesma. Por derradeiro, os tipos de condicdes de contorno utilizados para
fluidos viscoeldsticos de Oldroyd-B sdo brevemente apresentados.

No Capitulo 4, o método dos volumes finitos baseado em elementos é
apresentado em detalhes e de maneira genérica, possibilitando que as aproxi-
magdes numéricas apresentadas sejam utilizadas na discretizagcdo de equagdes
que modelam um amplo espectro de problemas. Também & descrito um es-
quema de notagdo especial baseado no esquema empregado por Hurtado em
(HURTADO, 2011).

No Capitulo 5, os conceitos apresentados no capitulo anterior séo apli-
cados na discretizacdo das equagdes que governam os escoamentos tratados
neste trabalho. A discretizacdo € mostrada termo a termo, equagdo por equa-
c¢do, até a obtencdo da forma final das equacdes discretas a serem resolvidas.
A seguir, é descrita de forma breve a montagem do sistema linear e tratada
a discretizagdo dos volumes de controle na fronteira e a aplicacdo das condi-
¢des de contorno de Dirichlet. Por fim, o algoritmo de solugdo € descrito.

No Capitulo 6, s@o apresentados os resultados numéricos em exem-
plos cléssicos utilizados para testar diferentes aspectos do método aqui uti-
lizado. Os problemas escolhidos sdo: escoamento entre placas planas, esco-
amento em uma cavidade fechada e o escoamento através de uma contragdo
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4:1. Neste capitulo, também é simulado o escoamento de um fluido viscoe-
lastico ao redor de um cilindro com a finalidade de quantificar e qualificar as
cargas exercidas por esse fluido na superficie do cilindro. Esse problema é
uma aproximagao simplificada do escoamento do sal ao redor de um poco de
petréleo.
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2 REOLOGIA DE FLUIDOS

Este capitulo tem como objetivo principal descrever matematicamente
as caracteristicas de um fluido viscoeldstico. Para isto, primeiramente, para
facilitar, define-se o fluido newtoniano. Logo apds, € apresentada uma rdpida
revisdo sobre os diferentes tipos de fluidos ndo newtonianos e suas defini¢des.
O comportamento de fluéncia dos materiais € descrito de forma sucinta na
secdo posterior. O restante do capitulo € dedicado para a descri¢io dos flui-
dos viscoeldsticos, onde sdo apresentadas algumas das principais equagdes
constitutivas que descrevem as propriedades desses fluidos. Nessa parte do
capitulo, primeiramente sdo apresentadas as equagdes constitutivas lineares,
e logo a seguir faz-se a expansdo desses modelos lineares para os modelos
ndo lineares.

2.1 FLUIDOS NEWTONIANOS

Para um fluido newtoniano as seguintes hipéteses (CLAUS, 2013) sdo
assumidas:

1. A tensdo € independente de qualquer histéria de distor¢@o, ou seja, de-
pende somente do estado de deformacdo no tempo presente (tempo
presente);

2. A tensdo depende somente do estado cinemadtico local (agdo local);
3. A tensdo depende linearmente da taxa de deformacdo (linearidade);

4. O material é considerado isotrépico, isto €, suas propriedades fisicas
sdo independentes da direcao (isotropia).

Levando em conta essas quatro consideragdes, a relagdo entre a taxa
de deformagio Yy, € a tensdo Ty, € dada por

Tyy = UYay- (2.1)

A constante de proporcionalidade u é a viscosidade dindmica (também cha-
mada de viscosidade newtoniana).

A caracteristica importante de um fluido newtoniano € que a visco-
sidade dindmica € independente da taxa de deformac@o Yy, ou da tensdo de
cisalhamento Ty, e depende apenas do material e da sua temperatura e pres-
sd0. Sendo assim, a viscosidade é considerada a constante material do fluido.
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A equagio (2.1) é chamada de equagio constitutiva e o grafico de Y,y
contra Ty, € uma linha reta passando pela origem, cuja inclinac@o € dada pela
viscosidade dindmica u. Assim, a constante u caracteriza completamente o
comportamento de um fluido newtoniano escoando a uma temperatura e pres-
sdo fixas. Tal grafico é chamado de curva de fluxo e é uma conveniente ma-
neira de ilustrar as propriedades viscosas de varios tipos de fluidos.

2.2 FLUIDOS NAO NEWTONIANOS

Um fluido ndo newtoniano € um fluido cuja tensdo de cisalhamento
ndo ¢ diretamente proporcional a taxa de deformagfo. Ou seja, a tensdo de
cisalhamento dividida pela taxa de deformacdo ndo € constante em uma dada
temperatura e pressdo mas € dependente das condi¢des do escoamento, tais
como geometria do escoamento, taxa de deformacdo, e as vezes da histéria
cinemdtica do elemento de fluido em consideracdo. Assim, ao invés de uma
constante de proporcionalidade (constante material), os fluidos ndo newto-
nianos ficam caracterizados por fungdes materiais, que estabelecem relagdes
entre tensdo e deformacao.

Os fluidos ndo newtonianos apresentam diversos comportamentos di-
ferentes que possibilitam agrupd-los convenientemente em trés classes gerais
(CHHABRA; RICHARDSON, 2008):

1. Fluidos para os quais a taxa de deformagdo em qualquer ponto € deter-
minada somente pelo valor da tensdo de cisalhamento naquele ponto e
naquele instante; esses fluidos sdo conhecidos por varios nomes como:
independentes do tempo, puramente viscosos, ineldsticos ou fluidos
newtonianos generalizados (GNF);

2. Fluidos mais complexos para os quais a relag@o entre a tensdo de ci-
salhamento e a taxa de deformagdo depende do tempo de aplicagdo da
tensdo e da sua histdria cinemdtica, sdo chamados de fluidos dependen-
tes do tempo;

3. Substancias que possuem caracteristicas tanto de fluidos ideais quanto
de soélidos eldsticos e apresentam uma recuperagdo eldstica (memoria)
apos a deformacdo sdo categorizados como fluidos viscoeldsticos.

Esta classificacdo € arbitraria, pois muitos dos materiais reais, frequen-
temente, apresentam uma combinagdo de dois ou até mesmo dos trés tipos de
caracteristicas ndo newtonianas. Entretanto, geralmente € possivel identificar
a caracteristica ndo newtoniana dominante e assim, tomé-la como base para
os célculos subsequentes.
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Embora os fluidos ndo newtonianos ndo tenham a propriedade da vis-
cosidade, pelo menos no sentido dos fluidos newtonianos, é conveniente defi-
nir uma viscosidade aparente (ou viscosidade ndo newtoniana) como o quo-
ciente entre tensdo de cisalhamento local e a taxa de deformagdo no ponto:

n=n() =2 2.2)

A viscosidade aparente ndo € propriamente uma propriedade dos flui-
dos nao newtonianos, pois o seu valor depende do campo de escoamento ou
tensdo de cisalhamento. No entanto, € uma quantidade util e as curvas de
escoamento sdo frequentemente construidas com a viscosidade aparente no
eixo das ordenadas e a taxa de deformacdo no eixo das abscissas. Os valores
resultantes da viscosidade aparente para taxas de deformagdo muito baixas
e muito altas sdo conhecidos como viscosidade de cisalhamento zero, Mg, €
viscosidade de cisalhamento infinita, N.., respectivamente.

Outras duas quantidades Uteis sdo o primeiro e segundo coeficientes
das tensdes normais ¥ e W5, respectivamente. Eles relacionam as diferencas
das tengdes normais, N; e N, no escoamento com a taxa de deformacio de
acordo com as expressoes (BIRD; ARMSTRONG; HASSAGER, 1987)

N =Ta—Ty =Y (1 Th (2.3)
Ny = Tyy — Tzz = ¥, (Y) 'Y;zcya (2.4)

em que N; é chamada de primeira diferenca das tensdes normais e N, de
segunda diferenca das tensdes normais.

Os coeficientes de tensdes normais e a viscosidade aparente sdo cha-
mados de func¢des materiais.

2.3 COMPORTAMENTO DE FLUENCIA DOS MATERIAIS

O estudo dos fendmenos de fluéncia de materiais comecou no inicio
do século em pesquisas realizadas com metais, embora diversos outros tipos
de materiais apresentem o mesmo tipo de comportamento. Decorrem dessas
pesquisas, os modelos fisicos e matematicos desenvolvidos e utilizados até
hoje que tratam da fluéncia.

Fluéncia, ou creep, é a tendéncia que um material possui de se mo-
ver lentamente ou deformar permanentemente ao longo do tempo para aliviar
a tensdo. Esse movimento ou deformacdo ocorre em consequéncia do longo
periodo de exposi¢@o a niveis de tensdo que estdo abaixo da tensdo limite do
material. Nos materiais sujeitados a altas temperaturas por longos periodos,
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a fluéncia ocorre com maior frequéncia. A taxa de fluéncia depende das pro-
priedades do material, do tempo e da temperatura de exposi¢c@o e das tensdes
aplicadas ao material. Portanto, o entendimento do fendomeno de fluéncia é
de extrema importancia na exploracido do petréleo em dguas ultraprofundas
em zonas salinas, uma vez que os pogos perfurados nessas dreas operam sob
altas tensdes e temperaturas.

A fluéncia dos materiais pode ser abordada no ambito tanto do mi-
cro quanto do macrocomportamento. No campo do microcomportamento,
estuda-se a fluéncia com base na estrutura cristalina do material e redispo-
sicdo de dtomos na mesma em busca do equilibrio 6timo das forcas interato-
micas. No campo do macrocomportamento a explicagdo do comportamento
de fluéncia pode ser feita através da Figura 3, na qual € ilustrada uma curva
da evolugdo da deformacdo de um corpo de prova de um material com ca-
racteristicas viscosas versus tempo quando este € submetido a um estado de
tensdes desviadoras constante no tempo:

e De imediato, o material deforma quase que instantaneamente apds a
aplicacdo da carga o que corresponde a uma deformacdo eldstica que
evoluird para a FASE I do gréfico. Tal fase, denominada fluéncia pri-
madria ou transiente, tem como caracteristica a desaceleracdo da de-
formacao inicial que representa uma redistribuicdo da tensdo aplicada
no esqueleto mineral, apenas parcialmente acomodada na deformagao
elastica inicial (COSTA; POIATE, 2009). Se, no decorrer desta fase, a
tensao for reduzida repentinamente a zero, ocorrerd uma restauragio da
configuracdo inicial do corpo de prova, trajetéria PQR. O trecho PQ
representa a restauracdo devido a deformacdo eldstica instantanea e o
trecho QR representa uma restauracao lenta, tendendo a zero, podendo-
se dizer que o material retornard ao regime eldstico, ndo restando de-
formacdes permanentes (GRAVINA, 1997).

e Depois, tem inicio a fase de fluéncia secundaria ou estaciondria (FASE
II do gréfico), a qual tem como caracteristica principal a constancia
na taxa de deforma¢@o do material. Ao reduzir o nivel de tensdo re-
pentinamente a zero, ocorrerd inicialmente uma restaura¢do imediata
da deformagdo elastica, indicada pelo trecho TU e, em seguida, uma
restauragdo lenta (trecho UV), tendendo assintoticamente para uma de-
formacao permanente (GRAVINA, 1997).

e Finalmente, pode aparecer a fluéncia tercidria (FASE III do grafico) ca-
racterizada por uma aceleracao da deformacao do corpo sélido, condu-
zindo-o rapidamente a ruptura.
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Figura 3 — Ensaio tipico de fluéncia de um material viscoso (modificado de Gravina
(1997))
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2.4 FLUIDOS VISCOELASTICOS

O modelo de fluido newtoniano generalizado tem a deficiéncia de nao
prever o efeito eldstico que € caracteristico dos fluidos viscoeldsticos. Na te-
oria cldssica de elasticidade, a tensdo em um corpo cisalhado, oy, € direta-
mente proporcional a deformacio, Yy,. Para a tensdo, aplica-se a lei de Hooke
e o coeficiente de proporcionalidade é conhecido como mddulo elastico cisa-
lhante (MASE; MASE, 1999), G, dado por

dx

Oy =—G &y

GYxy, (2.5)
onde dx é o deslocamento cisalhante de dois elementos separados por uma
distancia dy. Quando um s6lido perfeito € deformado elasticamente, ele volta
a sua forma original assim que cessa a tensao. Entretanto, se a tensdo aplicada
exceder a tensdo limite de escoamento caracteristica do material, a completa
recuperagdo ndo ird ocorrer e a fluéncia (creep) tera lugar, ou seja, o sélido
terd escoado.

No outro extremo, em um fluido newtoniano, a tensio de cisalhamento
é proporcional a taxa de deformagdo. Neste caso, a constante de proporcio-
nalidade entre a tensdo de cisalhamento, Ty, € a taxa de deformacdo, Yy, € a
viscosidade, 1. Matematicamente,

Ty = n'ny- (26)

Um fluido ndo possui forma geométrica definida e escoa irreversivel-
mente quando submetido a forgas externas. Muitos materiais apresentam um
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comportamento mecanico intermedidrio entre estes dois extremos, evidenci-
ando tanto caracteristicas viscosas como eldsticas e, por este motivo, s3o co-
nhecidos como viscoeldsticos. Estas substincias quando submetidas a tensdo
de cisalhamento sofrem uma deformacgio e quando esta cessa, ocorre certa
recuperagdo da deformacdo sofrida (comportamento eldstico). Portanto, ma-
teriais viscoeldsticos sdo aqueles para os quais a relacio entre tensdo e defor-
magcdo € dependente do tempo. Alguns exemplos de materiais viscoeldsticos
incluem polimeros amorfos, polimeros semicristalinos, biopolimeros, metais
em temperaturas muito altas, sangue, saliva, muco, etc. Nesta categoria po-
demos incluir também os evaporitos, encontrados nas camadas de sal que
servem de barreiras a saida do petréleo da bacia.

Certamente, a caracteristica mais marcante relacionada com a defor-
macdo de uma substncia viscoeldstica € ter, simultaneamente, caracteristicas
fluidas e sélidas. Assim, ndo € de todo surpreendente que as primeiras tentati-
vas de descri¢do quantitativa do comportamento viscoeldstico eram articula-
das na ideia de uma combinacio linear das propriedades eldsticas e viscosas
usando andlogos mecanicos envolvendo molas (componente eldstica) e amor-
tecedores (acdo viscosa). As molas s@o, essencialmente, 0s mecanismos que
armazenam energia e os amortecedores sio mecanismos que dissipam a ener-
gia (produgdo de entropia). No elemento de mola, a tensdo G,, representa
a forca que atua na mola e a deformagio 7y, corresponde ao deslocamento
da mola. O médulo de elasticidade G representa a rigidez k da mola. J4, no
elemento amortecedor, a tensdo que atua no amortecedor representa a tensao
cisalhante Ty, que age sobre o fluido newtoniano; a variacdo de deslocamento
com o tempo ou taxa de amortecimento corresponde a taxa de deformacdo
Yoy A viscosidade do amortecedor € equivalente a viscosidade M do fluido.
Estas relacdes podem ser vistas na Figura 4.

Figura 4 — Representacdo do comportamento reoldgico ideal: (a) Sélido eldstico li-
near, (b) Fluido viscoso newtoniano

G n
T T T T
=6y r=17

A partir da associagdo dos elementos simples de mola com os ele-
mentos de amortecedor € possivel formar novos modelos que representam e
se ajustam melhor as curvas experimentais de fluéncia dos materiais. Alguns
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desses modelos serdo apresentados em seguida. A fim de facilitar a notacdo
suprimiu-se os subindices da tensao de cisalhamento, da deformacao e da taxa
de deformacdo, ou seja, usou-se T, Y € ¥, respectivamente. Importante ressaltar
que T = Gyx = Tyy.

Resumindo, para cada elemento do modelo vale uma das relagdes:

T =GY 2.7)
v =1y, (2.8)

onde ¥° e t° representam a deformac@o e a tens@o agindo na mola, respecti-
vamente, enquanto que Y’ e T" representam respectivamente a deformacao e
tensdo viscosas agindo no amortecedor.

2.4.1 Fluidos Viscoelasticos Lineares

O principal objetivo desta secdo € mostrar como as ideias de elastici-
dade e viscosidade podem ser combinadas em uma Unica equagdo constitutiva
capaz de descrever vdrios efeitos eldsticos e viscosos.

2.4.1.1 Modelo de Maxwell e 0 tempo de relaxacédo

O modelo de Maxwell representa o alicerce dos modelos viscoeldsti-
cos lineares, apesar de ser imperfeito, no entanto, ele faz a captura das ca-
racteristicas marcantes do comportamento viscoeldstico, pelo menos qualita-
tivamente. Um andlogo mecanico deste modelo € obtido pela combinacido em
série de uma mola com um amortecedor, conforme mostrado esquematica-
mente na Figura 5. Se as taxas ou velocidades de deformac¢ao individuais da
mola e do amortecedor sdo, respectivamente, ¥; € ¥», entdo a taxa de defor-
macdo total, ¥, € dada pela soma desses dois componentes (JAEGER; COOK;
ZIMMERMAN, 2007):

o dy  dy
= = — —_— 2‘
Y="+7 ar + 7 (2.9)
Combinando a equacido (2.9) com a lei de Hooke para a elasticidade, equagao

(2.5), e alei de Newton da viscosidade, equacdo (2.6), obtém-se:
T+AT=nY, (2.10)

onde t € a derivada no tempo de T, 1 € a viscosidade do fluido do amorte-
cedor e A(=n/G) é o tempo de relaxagdo, o qual é caracteristico do fluido.
Tal tempo pode ser definido, provisoriamente, como uma medida apropri-
ada do tempo requerido para a tensdo de cisalhamento, em um escoamento
de um fluido viscoeldstico sofrendo cisalhamento puro, retornar a zero sob a
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Figura 5 — Representagdo do modelo de Maxwell

condi¢do de deformacdo constante. Para o caso de um sélido eldstico linear
a tensdo de cisalhamento nunca retornara para zero sob a condi¢do de uma
deformacdo constante diferente de zero. Dai toma-se o tempo de relaxacdo
como infinito. Para um fluido newtoniano a relaxagdo da tensdo é imediata
e o tempo de relaxagdo € igual a zero. Tempos de relaxa¢do que sdo infinito
ou zero nunca se concretizam na realidade: eles correspondem a idealizagdo
matematica de sélidos eldsticos de Hooke e liquidos newtonianos. Na pra-
tica, a relaxagdo da tensdo apds a imposi¢do de uma condicao de deformacao
constante ocorre ao longo de um intervalo de tempo diferente de zero. Esta é
a caracteristica que define os materiais viscoeldsticos. Visto que a lei de Ho-
oke € valida para gradientes de deslocamentos infinitesimais, parece razoavel
esperar que a equagdo de Maxwell esteja sujeita a mesma restri¢ao.

E fécil verificar, a partir da equacio (2.10), que caso o amortecedor se
torne rigido (N = o), 0 modelo de Maxwell se reduz a mola e caso a mola
seja rigida (G = o), 0 modelo se reduz ao fluido newtoniano.

Uma importante caracteristica do modelo de Maxwell é sua resposta
predominantemente fluida.

No modelo de Maxwell, a deformag@o cresce linearmente com o tempo
a partir de uma deformacao eldstica inicial, logo a fluéncia primdria nao pode
ser captada pelo modelo. Assim sendo, o modelo de Maxwell representa ape-
nas a fluéncia secunddria ou estaciondria.

Para muitos propésitos, seria preferivel resolver a equacdo (2.10) para
o tensor tensdo. Isso é facilmente feito por reconhecer que a equacdo (2.10)
¢ de primeira ordem e linear para T como fun¢do do tempo, a qual pode ser
integrada e manipulada (GRAVINA, 1997; COSTA, 1984), obtendo-se

+/ |:n0 7t t /7»:| / At 2.11)

A quantidade entre colchetes é chamada de fung¢do de memoria para



2.4. Fluidos Viscoeldsticos 53

o fluido de Maxwell, ¢ é o tempo presente € t' é o tempo passado. Nesta
forma, o modelo de Maxwell estabelece que a tensdo no tempo presente ¢
depende da histéria da deformag?o para todos tempos passados —eo < t' < 2.
O fator exponencial no integrando representa a dissipagdo da memoria (fading
memory). Ou seja, o fluido se lembra muito bem o que sofreu no passado
muito recente, mas tem apenas uma vaga lembranca de eventos no passado
distante (decaimento exponencial).

A equacdo de Maxwell desempenhou um papel fundamental no de-
senvolvimento da viscoelasticidade linear, e também tem servido como ponto
inicial no desenvolvimento de modelos ndo lineares de viscoelasticidade.

Nos ensaios de relaxa¢do das tensdes, para os quais o modelo de
Maxwell € de interesse, impde-se uma deformacdo inicial constante, Yy =
constante, ao corpo de prova, fazendo com que o nivel de tensdes no sis-
tema se eleve para Tp. Caso novas deformacdes ndo forem permitidas ocor-
rerd uma diminui¢do gradativa, ao longo do tempo, das tensdes atuantes no
corpo de prova. Matematicamente, isso pode ser confirmado, resolvendo a
equacdo (2.10), para o caso unidimensional. Mas como a deformacao inicial
€ constante e novas deformacdes sao impedidas, a equag@o (2.10) se torna
uma equagdo diferencial ordindria, homogénea, de primeira ordem, ou seja,

T+At=0 (2.12)
cuja solugdo € do tipo
t
(1) = C exp (_X)' (2.13)
Para encontrar o valor de ¢, considera-se a condi¢do inicial dada por:

T=Gyemt =0, (2.14)

obtendo C = Gy = T, (valor maximo da tensdo).
Substituindo na equacdo (2.13):

T(f) = Tmexp (—%) . 2.15)

Para condi¢des de deformacgdo constante, a tensdo decai exponencial-
mente com o tempo, como pode ser verificado no grifico da Figura 6. Nos
estdgios iniciais (+ — 0) do ensaio, o termo exponencial, exp (—¢/A), tende
a 1 e a resposta é de um fluido eldstico (somente a mola). Quando t = A, a
tensdo caiu do seu valor mdximo (T,,) para T,/e. Assim, A controla a taxa
de relaxagdo da tensdo. O tempo de relaxacdo da dgua € aproximadamente
1025, de um polietileno de baixa densidade é por volta de 10s ja o do vi-
dro é mais de 28 horas (OWENS; PHILLIPS, 2002). Pode-se concluir que a
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tensdo agindo no material ndo caird necessariamente a zero para um tempo
infinito conforme o modelo prevé.

Figura 6 — Ensaio de relaxagdo das tensdes para o modelo de Maxwell

T

G,

Este modelo € vélido apenas em regides em que a viscoelasticidade
apresenta comportamento linear.

2.4.1.2 Modelo de Kelvin-Voigt e o tempo de retardamento

Este modelo € utilizado para representar um material com caracteris-
ticas predominantemente de sélido. Um arranjo em paralelo de mola e amor-
tecedor é usado para representa-lo, conforme mostrado esquematicamente na
Figura 7.

Neste caso, a deformacao nos dois componentes € igual e a equacio
que descreve a relagdo entre tensdo e deformacgao deste sistema € obtida pela
adi¢do das tensdes individuais nos dois elementos conforme:

T=Gy+y. (2.16)

Figura 7 — Representagdo esquematica do modelo de Kelvin-Voigt
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Se a tensdo é constante em Tp e a deformacdo inicial € zero, apés a
remocgao da tensdo, a deformacao decai exponencialmente com uma constante
do tempo, A(=1/G).

Esse comportamento é mostrado no grafico da Figura 8.

A resposta predominantemente s6lida deste modelo é claramente per-
cebida pelo fato de que ele ndo exibe escoamento viscoso ndo recuperavel
ilimitado e entrard em repouso quando a mola tiver retomado a carga.

Figura 8 — Ensaio de recuperacdo das tensdes (modelo de Kelvin-Voigt)

Se uma tensdo (T = T, = constante) é subitamente aplicada em (¢ = 0)
e mantida constante, a equacgdo (2.16) fica

T = Gy+ny, 2.17)

cuja solugdo, para ¢t > 0, é dada por

Te

Y1) = (l—exp(—%)), (2.18)

onde A é o tempo de retardamento do material e no presente contexto é o
tempo tomado para a deformag@o alcangar (1 —e~!) do seu valor final t./G
depois da imposicdo de uma tensdo de cisalhamento constante T.. Alternati-
vamente, e equivalentemente, é o tempo para a deformacio reduzir para e~!
do seu valor original quando a tensdo de cisalhamento é removida.

Pela equacido (2.18) se observa que a velocidade de deformag@o tende
a zero quando o tempo tende ao infinito. Essa equacdo pode representar sa-
tisfatoriamente a fluéncia primdaria de algumas rochas. Entretanto, o modelo
de Kelvin-Voigt ndo é capaz de prever a deformacao eldstica inicial. Além
disso, este modelo ndo consegue representar a deformag@o permanente apds
o descarregamento, fluéncia tercidria e relaxacdo dependente do tempo.



56 Capitulo 2. Reologia de fluidos

2.4.1.3 Modelo de Zener

Para resolver o problema da incapacidade do modelo de Kelvin-Voigt
de prever a deformacdo eldstica instantnea, acrescenta-se um elemento de
mola, em série, a0 mesmo, obtendo assim o chamado modelo de Zener ou
modelo de sélido linear (Figura 9). A fim de deduzir a equacdo constitutiva
deste modelo se observa que a deformacdo total é dada pela soma das defor-
macodes Y] e Y2 (COSTA, 1984; GRAVINA, 1997), ou seja,

Y="1+"2. (2.19)

Figura 9 — Representagdo esquematica do modelo de Zener

7 G,

il G n

As relacdes validas para a tensdo aplicada ao modelo sdo as seguintes:

=G+

(2.20)
T= G2

Combinando as equacdes (4.36) e (4.37) para eliminar y; e ¥, obtém-se
Nt+(Gi1+G2)T= G2 (Giy+My). (2.21)

O modelo de Zener representa satisfatoriamente a fluéncia primaéria,
bem como a deformacdo eldstica inicial. Entretanto, ndo € capaz de repre-
sentar a fluéncia secundria ou estaciondria. E usado para representar sGlidos
viscoelasticos.

2.4.1.4 Modelo de Jeffreys

Acrescentando um elemento de amortecedor, em série, ao modelo de
Kelvin-Voigt se obtém o chamado modelo de Jeffreys (Figura 10).
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Figura 10 — Representacédo esquematica do modelo de Jeffreys

}/2 m

il G m

As relacdes validas para a deformacio total e as tensdes s@o as seguin-

tes:
Y="1+"
T=G6vi+Mit (2.22)
T="N2"12

Manipulando as equagdes anteriores se obtém uma expressdao em funcio da
tensdo e da deformacao total y:

Mm+M2),._ o M
T+ (G >T—112 (v+ GY) (2.23)
ou
T+t =2 (Y+M7Y), (2.24)
onde

+
M= g, =Mt
G G
sdo o tempo de relaxagdo e o tempo de retardamento, respectivamente.
O modelo de Jeffreys ndo é capaz de representar a deformacéo instan-
tinea inicial. Entretanto, representa a fluéncia transiente e a fluéncia secun-
daria.

(2.25)

2.4.1.5 Modelo de Burgers

Dentro do contexto de andlogos mecanicos, o modelo de Burgers para
um fluido viscoeldstico pode ser pensado como um sélido de Kelvin-Voigt
em série com um fluido de Maxwell, conforme mostra, esquematicamente, a
Figura 11. Como os modelos de Maxwell e Kelvin estdo acoplados em série,
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Figura 11 — Representagdo esquematica do modelo de Burgers

Maxwell + Kelvin-Voigt = Burgers

a deformac@o total do sistema € dada pela soma das deformacdes desses dois
elementos, ou seja,

Y="Ym+Ykv, (2.26)

onde Yy € a deformacdo do elemento de Maxwell e Yxy € a deformagdo do
elemento de Kelvin-Voigt.
A tensdo atuante em cada um dos elementos é a mesma:

T="Ty =TKV- 2.27)

A equacio constitutiva para o modelo de Maxwell pode ser reescrita
da seguinte forma:
™M | M
m G
Analogamente, reescreve-se a equagdo para o modelo de Kelvin-Voigt,
conforme:

=7. (2.28)

kv = GoYgv +M2¥kv- (2.29)

Substituindo as equagdes (2.28) e (2.28) na equagdo (2.27), e utilizando (2.26)
para eliminar s e Yxy das equacgdes resultantes, chega-se a seguinte equacio
constitutiva (MASE; MASE, 1999; RIANDE et al., 2000; IRGENS, 2008):

N ) n2\ .. n2 Gz)
+Gy= (= )i+ (1+ 2+ +l =T 2.30
noy+ Gy <G1> ( G 111) (m (2.30)

Rearranjando:

M2 nnz \ .. nm  M+M2).
— 2.31
ﬂl( Y+Y> (G1G2>T+<G1+ G )’H—’c (2.31)
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ou

mMy+7) = MB) T+ (B+A)t+T, (2.32)

onde

+
7\‘1 _ m’ 7\’2 _ nl T]2
Gy Gy
sdo o tempo de relaxacgdo e o tempo de retardamento, respectivamente e f§ =
N1/G) é outra constante de tempo. Com um pouco mais de dlgebra, a equagdo
(2.32) pode ser escrita como

(2.33)

QY+ @Y =1+ p1t+ paf, (2.34)

onde
G
P1=B<1+G>+7»1, P2 =MB,
2

q1 =BG, g2 =Am;.

O comportamento de fluéncia de um material utilizando o modelo de
Burgers € mostrado na Figura 12 onde se pode observar que o modelo de
Burgers consegue reproduzir a deformacao instantanea eldstica inicial (Y =
t./G1), a deformacéo na fase de fluéncia transiente e, ainda, a deformagdo da
fluéncia secunddria com velocidade de deformacéo constante (Y= T./M1).

(2.35)

Figura 12 — Ensaio de fluéncia para o modelo de Burgers (modificado de Barnes
(2000))
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A representacio do ensaio de recuperacdo de deformacgdes (impde-se
uma deformacdo instantanea de magnitude 7y, mantendo-a nesse valor até
um tempo #; enquanto a tensao resultante é medida e armazenada como fun-
¢do do tempo) € mostrada na Figura 13 na qual se observa que o modelo de
Burgers representa além da deformacéo instantanea, da fluéncia primaria ou
transiente e da fluéncia secunddria ou estaciondria, também as deformacdes
permanentes no modelo. Dentre os modelos reoldgicos vistos até o momento,
o modelo de Burgers € aquele que melhor representa o comportamento de um
material viscoeldstico em regime de fluéncia.

Figura 13 — Ensaio de recuperagao das tensdes do modelo de Burgers

rc/ <«— (Recuperagdo elastica)
Gi

(Recuperagdo viscoelastica)
/ (Deformagdo permanente)

v I it :)

Cada um dos modelos apresentados anteriormente é governado por
uma equagdo diferencial linear. Uma das principais virtudes de tais modelos
lineares é que eles podem ser convenientemente sobrepostos através da in-
troducdo de um espectro de tempo de relaxamento, como exibido na pritica,
através de sistemas poliméricos ou superior ou pela inclusdo de derivadas de
ordem mais alta. A limita¢do mais notavel desses modelos € a restricdo para
pequenas deformagdes e pequenas taxas de deformacao.

Importante ressaltar que o efeito da temperatura ndo aparece explici-
tamente nas equagdes constitutivas dos modelos reolégicos. Entretanto, sabe-
se que a fluéncia de um material viscoelastico é profundamente afetada pela
temperatura a qual o mesmo estd submetido.

Por simplicidade, os modelos viscoeldsticos apresentados nesta secio
foram deduzidos para o caso unidimensional. A fim de estender esses mode-
los para os casos multidimensionais independente do sistema de coordenadas,
todos os modelos vistos até o momento s@o apresentados na Tabela 1 em sua
formulag@o tensorial.
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Tabela 1 — Modelos lineares para fluidos viscoeldsticos

Modelo Equacdo constitutiva
Maxwell T+ A%T =ny
Kelvin-Voigt T=Gy+ny
d
Zener T]ET+(G1 +G2)T =G, (G1y+ny)
d . d .
Jeffreys T+7LQET =1 (’Y+7b1 citY>
Burgers li(')Jr' *T+(B+X)E(T)+(7\ B)d—z(T)
g ni | A2 ar Y)+Y) = 5 2B)

Obs: T € o tensor tensdo extra (BIRD; ARMSTRONG; HASSAGER,
1987), v € o tensor deformacéo e Y € o tensor taxa de deformacio.

2.4.2 Fluidos Viscoelasticos Nao Lineares

Nesta se¢do, descreve-se mais equagdes constitutivas que possam ser
usadas para escoamentos arbitrarios. Modelos ndo lineares permitem descre-
ver, a0 menos qualitativamente, o comportamento reolégico ndo linear de
materiais com a melhor precisdo possivel. Por meio de reformulacdes dos
modelos lineares sdo obtidos alguns modelos ndo lineares amplamente utili-
zados para descrever comportamento viscoelastico de materiais. Tais modelos
obtidos a partir dos modelos lineares sdo os chamados modelos quase linea-
res. A alteracdo desses modelos quase lineares para descrever uma variedade
maior de propriedades reoldgicas leva aos modelos ndo lineares propriamente
ditos, capazes de descrever a viscosidade ndo newtoniana, os efeitos eldsticos
e a diferenga de tensdes normais ao longo do escoamento. Existe uma grande
variedade de modelos, sendo que cada um € capaz de predizer um determi-
nado conjunto de propriedades. Do ponto de vista matematico, os modelos
para os fluidos viscoeldsticos ndo lineares podem ser classificados em dois
grupos: modelos diferenciais, que sdo descritos por equagdes diferenciais, e
modelos integrais, descritos por equagdes integrais.

2.4.3 Modelos diferenciais nao lineares

Uma das formas de se obter alguns modelos diferenciais nao lineares
€ pela substituicdo da derivada temporal nas equacdes constitutivas lineares
pela derivada convectiva no tempo e/ou na inclusdo de termos ndo lineares e
parametros nas equagdes. A derivada temporal, proposta por Oldroyd (1950),
e aqui denotada por 8/d¢, é definida como uma combinagdo linear das deri-
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vadas temporais covariante e contravariante de um tensor, isto &,

3 v
5, () =a®)" +(1-a) ()", (236)
em que a é uma constante (0 < a < 1), (x)V e (%)* representam a derivada
contravariante (ou derivada convectiva superior) e covariante (ou derivada
convectiva inferior), respectivamente, definidas por

(0% = £ () {0 T+ ()T ()}, 237)
(8 = o)+ {()- Ty 4 (T ()} (239)

onde D(x)/Dt é a derivada material, definida na se¢éo 3.1.

A defini¢do da derivada convectiva parte do principio que a equa-
cdo constitutiva deve satisfazer certos critérios de admissibilidade (BIRD;
ARMSTRONG; HASSAGER, 1987). Oldroyd propds que as equagdes cons-
titutivas devem ser independentes:

(i) do sistema de referéncia;

(i1) da posi¢cdo no espaco, do movimento translacional e do movimento
rotacional do elemento de fluido;

(iii) da tensdo e deformag@o na vizinhanga dos elementos de fluidos.

A seguir sdo apresentados alguns dos mais populares modelos viscoe-
lasticos nao lineares.

2.4.3.1 Modelo UCM

O modelo diferencial mais conhecido e o mais simples, matematica-
mente falando, que combina efeitos transientes e ndo linearidades, ¢ o modelo
UCM (do inglés, Upper-Convected Maxwell). O modelo UCM ¢ obtido pela
generaliza¢do do modelo de Maxwell, substituindo-se a derivada no tempo,
na equagdo (2.10), pela derivada convectiva superior, resultando

T+ATY =ny. (2.39)

O modelo UCM tem sido largamente utilizado para escoamentos vis-
coeldsticos devido a sua simplicidade. E também usado para testar metodolo-
gias numéricas, ja que a auséncia da viscosidade newtoniana no modelo torna
mais critica a estabilidade numérica do problema.
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2.4.3.2 Modelo de Oldroyd

Outro modelo muito conhecido é o modelo de Oldroyd (OLDROYD,
1950), obtido pela generalizagdo do modelo linear de Jeffreys, considerando
a derivada temporal do tensor tensdo e do tensor taxa de deformacido como
sendo uma derivada convectiva de Oldroyd. Assim, sua equag@o constitutiva
€ dada por
T+A 5 T= Y+ A S, 2.4
+ 25, —112(7+ 18tY>- (2.40)
Dependendo da escolha da derivada convectiva, existe duas possibili-
dades para este modelo:

e Fluido de Oldroyd-A:
T+MLTA =1, (y+xlyA). (2.41)
e Fluido de Oldroyd-B:

T+ LT =, <~y+ xlyv). (2.42)

Somente a comparagdo com dados experimentais ou teorias molecu-
lares podem capacitar uma escolha entre as duas equacdes acima. Os dois
modelos produzem valores constantes da viscosidade de cisalhamento em re-
lagdo a taxa de deformacdo. A equagdo (2.41) fornece N = —Nj, enquanto
que a equagdo (2.42) fornece N; = 0. O modelo de Oldroyd-B estd mais pro-
ximo dos dados experimentais, portanto, é preferido (BIRD; ARMSTRONG;
HASSAGER, 1987).

O modelo de Oldroyd apresenta relacdo linear do tensor tens@o e con-
tém todos os termos dos gradiente de velocidade e todos os produtos admis-
siveis de tensdes e gradientes de velocidade.

Do ponto de vista prético, o modelo Oldroyd-B ficou popular por pre-
ver de maneira adequada o comportamento de alguns fluidos em determina-
das situagdes, os chamados fluidos de Boger que apresentam uma viscosidade
constante, ¥ aproximadamente constante e ainda ¥, nulo. Os fluidos de Bo-
ger sdo, regra geral, solugcdes poliméricas diluidas em solventes newtonianos
de elevada viscosidade, mas também € possivel fabrica-los com solventes de
viscosidade moderada desde que estes sejam solventes pobres.

A convergéncia numérica deste modelo é geralmente mais facil, se
comparada com a do modelo UCM, devido a presenca do solvente que in-
troduz uma difusio na equacdo da quantidade de movimento, conforme serd
visto no préximo capitulo.
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Existe uma classe de modelos similares ao Oldroyd-B e UCM, mas
consideram que a viscosidade e o tempo de relaxagdo sdo funcdes do segundo
invariante, /Iy = ,/%(7: ¥), do tensor taxa de deformagdo ¥. Um exemplo
desse tipo de modelo é o de White-Metzner, cuja equagdo é

T+ (1K) T = -1 (Ik) Y. (2.43)

Existe uma grande quantidade de fun¢des que relacionam a viscosi-
dade e o tempo de relaxa¢do com o segundo invariante do tensor taxa de
deformacdo, dentre elas, pode-se citar os modelos de Cross, Carreau-Yasuda
e Larson (LARSON, 1988).

2.4.3.3 Modelo de Giesekus

Giesekus, utilizando teorias moleculares, desenvolveu um modelo com
trés constantes (19, A1, 0t), que é ndo linear nas tensdes. Este modelo descreve
as regides das leis de poténcia para a viscosidade e diferencas de tensdes
normais. Ele também fornece uma razodvel descri¢do da viscosidade elon-
gacional (BIRD; WIEST, 1995). A equaclo constitutiva para este modelo é

T+MTY — (a1 /no) {T- T} = —ne¥. (2.44)

2.4.3.4 Modelo Phan-Thien-Tanner

E um modelo de quatro constantes derivado da teoria de rede de so-
lugdes concentradas e polimeros fundidos (BIRD; ARMSTRONG; HASSA-
GER, 1987) e é também nao linear nas tensdes:

1
YT+ATY + TG T+ T 9} = —noy, (2.45)
onde
Y =exp[—e(A/no)trT] = 1 —e(A/Mo)trT. (2.46)

Uma listagem mais completa de modelos para fluidos viscoeldsticos
ndo lineares, com uma abordagem mais ampla e detalhada, podem ser encon-
trados nos trabalhos de Bird, Armstrong e Hassager (1987), Larson (1988).

2.4.4 Modelos Integrais nao lineares

Nesta secdo serd considerado brevemente algumas equagdes constitu-
tivas integrais, as quais sdo generalizacdes nio lineares do modelo de Maxwell.
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A foérmula geral para esses modelos, chamados quase lineares, é dada pela
equagdo

t
T(x,t) = /M(t—t’)‘y[o] (x,2,¢")dr’, (2.47)

onde ¥jg) € o tensor de deformagdo relativa, dado pela expressao

ax,» ox j

Yoy (x,0,0) =8 =} =5+, (2.48)

o) ; ox,,  0x,,

em que X é o vetor posi¢do de uma particula no tempo ¢ e J;; é o operador
delta de Kroenecker. Aqui, M € a fun¢ao de memoria.

Cada tipo de modelo possui uma fun¢cdo de memoria caracteristica.

Algumas dessas fun¢des de memoria sao apresentadas a seguir.

e Modelo convectivo de Maxwell:

M(t—t’)—noexp(—t_t>. (2.49)

A2 A
e Modelo de Oldroyd-B:

M(e—r) =% (1= )exp (—52) +Mra 8 —1)] . @50)

e Modelo convectivo de Maxwell generalizado:

M(t—t')zzgexp(—t;_t>. @.51)

Introduzindo ndo linearidades na equacgdo (2.47), chega-se a mode-
los ndo lineares propriamente ditos. Os termos normalmente introduzidos na
equagdo sdo os invariantes do tensor da deformacdo de Finger na funcido me-
moria, produtos do tipo YjgY[], entre outras possibilidades (BIRD; ARMS-
TRONG; HASSAGER, 1987).

Um dos mais conhecidos exemplos é a equacdo K-BKZ, do qual se
derivam diversos modelos, dada pela expressdao

t

T= / (@1 (0= 1 b)Y+ W2 (=1, 1)y (2.52)

—oo

onde I; e I, sdo respectivamente, o primeiro invariante do tensor de deforma-
cdo de Finger e o Tensor de deformacgéo de Cauchy-Green. Aqui, ¥'; e W5 sdo



66 Capitulo 2. Reologia de fluidos

fungdes escalares de /; e . O tensor || ¢ dado pela equag@o (2.48) enquanto
que o tensor 'Y[O] é dado pela expressao

ox,, Ox
[0] AN } : m m oS
Y (X7t7t) - axi + ij 8!/' (253)

m

Geralmente os modelos integrais apresentam melhores predi¢des quan-
titativas quando comparados aos seus andlogos diferenciais e sdo mais com-
pletos em relacdo ao nimero e tipos de fungdes materiais que se pode pre-
dizer. Do ponto de vista numérico, a solucio destes modelos é mais dificil
e exige um maior esforco computacional (BIRD; ARMSTRONG; HASSA-
GER, 1987).

2.4.5 Diferenca entre as estratégias newtoniana e nao newtoniana na
resolucao de um problema de mecanica dos fluidos

Nas se¢des anteriores foi dada uma breve descri¢do das propriedades
dos fluidos e dos modelos reolégicos que evidenciam as diferencas entre os
fluidos newtonianos e ndo newtonianos. Essas diferencas também se tradu-
zem na necessidade de se adotar estratégias diferentes na solucao dos proble-
mas de mecanica dos fluidos.

Para o caso dos fluidos newtonianos ndo existe necessidade de se esco-
lher uma equacio constitutiva a utilizar. As diferengas entre os resultados dos
célculos numéricos devem-se a erros de aproximacdes grosseiras na discre-
tizacdo das equagdes de conservacdo, de malhas insuficientemente refinadas,
método numérico, etc. Se o regime for laminar ndo devera sequer haver erros
de cardter fisico. A estratégia de solucdo de escoamentos newtonianos pode
ser representada esquematicamente na Figura 14.

Quando se trata de um fluido ndo newtoniano, além das fontes de erro
relatadas para o caso newtoniano, que se tornam mais agudas devido a elas-
ticidade dos fluidos, € ainda necessdrio selecionar uma equagao constitutiva
adequada. Como ndo existe uma equacdo constitutiva tnica capaz de repre-
sentar as propriedades reoldgicas de todos os fluidos, esta selecdo deve ser
feita cuidadosamente, identificando as propriedades que sdo relevantes no es-
coamento em estudo. Muitas vezes se escolhe um modelo inadequado para
a situagcdo em andlise sendo necessdrio selecionar um novo modelo constitu-
tivo. Nem sempre sdo 6bvias as vantagens e desvantagens de um determinado
modelo. A Figura 15 ilustra a estratégia de solu¢do de um problema envol-
vendo um fluido ndo newtoniano.
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Figura 14 — Solucdo de um problema de mecanica dos fluidos envolvendo fluido new-
toniano
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A solu¢do de um problema de escoamento de um fluido viscoeldstico,
além das equacdes de conservacdo de massa e quantidade de movimento,
requer a resolug@o de equagdes diferenciais parciais para cada uma das com-
ponentes das tensdes. Ou seja, ndo é possivel a substituicdo das tensdes na
equagdo da quantidade de movimento para se obter uma equagao final expli-
cita para o campo de velocidades. Isto evidencia o elevado grau de dificuldade
na resolucdo do problema em relag@o ao caso newtoniano.
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3 MODELAGEM MATEMATICA

Neste capitulo sdo apresentadas as equagdes fundamentais que regem
o escoamento de um fluido. A sua resposta depende ainda das leis constituti-
vas que modelam o seu comportamento dindmico, leis estas dependentes da
caracterizacdo reoldgica do fluido, conforme visto na se¢do 2.4. Neste capi-
tulo também se fard a escolha da equagdo constitutiva que serd utilizada nas
simula¢des numéricas.

A descricdo do escoamento de um fluido pressupde o conhecimento,
em cada instante e posi¢do, da velocidade, estado de tensdo, pressdo, e tem-
peratura (caso este ndo seja isotérmico) a que se encontra sujeito um ponto
material qualquer. A velocidade é uma grandeza vetorial; seja v esse vetor:
u, v, w serdo as componentes que a definem num referencial cartesiano. Ja
a tensdo, devido a sua defini¢do, € uma grandeza tensorial que depende ndo
s6 da posicao mas também da orientagdo do plano sobre o qual € avaliada;
concebendo a forma poliédrica mais simples, a de um tetraedro, facilmente
se intuiu que para determinar a tensdo atuante num plano de orientagio arbi-
trdria se exige o conhecimento de pelo menos trés outras tensoes.

O estado de tensdo em um ponto de um material pode ser descrito
sob a forma de um tensor desde que se conhecam seis das suas componentes
de tensdo, ndao dependentes entre si. Num referencial cartesiano, esse tensor,
denominado tensor tensio, O, escreve-se,

Goxx ny Oy
G=| Oy Oy Oy |. (3.1
Ox Gzy Oy

Este tensor apresenta as componentes das tensdes atuantes nas faces
de um volume material mostrado na Figura 16. O primeiro indice identifica a
face de atuacdo pela sua normal e o outro a direcdo atuante. Das nove com-
ponentes deste tensor, apenas seis, como ja foi referido, sdo independentes,
sendo idénticas as tensdes com indices permutados para manter o equilibrio
de momentos. O tensor € por isso simétrico.

Portanto, conclui-se que o escoamento de um fluido incompressivel
fica caracterizado, em cada instante e posicao, por trés componentes de velo-
cidade, seis componentes de tensdo, pressdo e temperatura, ao todo 11 varid-
veis.
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Figura 16 — Representacéo grafica do tensor das tensdes num referencial cartesiano
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3.1 EQUACOES DE CONSERVACAO

O movimento de qualquer fluido € descrito pelas equacdes da con-
servagdo da massa (continuidade), conservacdo da quantidade de movimento
e, se os efeitos térmicos sdo importantes, conservacgdo da energia. Neste tra-
balho, tem-se interesse em tratar apenas com problemas onde a temperatura
¢ assumida constante. A deducdo das equagdes de conservacao, empregadas
neste trabalho, pode ser consultada em maiores detalhes no Apéndice B.

A primeira lei a considerar é a de conservagdo de massa, expressa pela
equagdo

ap
L (Vpv, (32)

onde v € o vetor velocidade e p a massa especifica.
Se o fluido tem massa especifica constante, a equagdo anterior fica

(V-v)=0. 3.3)
A determinacdo do campo de velocidades sugere, naturalmente, o re-
curso a segunda lei de Newton. No caso do estudo do movimento de um

fluido, esta lei traduz-se, na forma vetorial, pela equacdo de conservagdo de
quantidade de movimento linear

0
ngZ—vav—i—V-G-&-Pg, 34)

onde 6 ¢ o tensor tensdo de Cauchy e g sdo as chamadas forcas de campo.
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Para fluidos incompressiveis, o tensor tensdo 6 é convenientemente se-
parado em uma parte isotrdpica, plI, onde p € a pressdo, e uma parte chamada
de tensor tensdo desviador ou tensor tensdo extra denotado por T. Assim,

6=—pI+T, (3.5)

onde I € o tensor identidade. Isto posto, a equagdo (3.4) pode ser reescrita
como

d
gpv:7V~pvv+V~T—V.P+pg, (3.6)

em que P = pl.

Conforme visto na se¢do 2.1, para caso de fluidos newtonianos incom-
pressiveis a tensdo viscosa € diretamente proporcional a taxa de deformacao
por cisalhamento. Isto permite que as tensdes possam ser expressas em ter-
mos de gradientes de velocidade de acordo com

T=ny=Vv+(Vy)". (3.7)

Sendo assim, a equagdo de conservacao da quantidade de movimento linear
para um escoamento incompressivel com viscosidade constante é dada pela
expressao

0
ngprvv:anvaerpg. (3.8)

As equacgdes de conservagdo podem ser reescritas utilizando a nogdo
de derivada material, a qual representa a taxa de varia¢do temporal de uma
quantidade vista por um observador se movendo com o fluido. Isto €, ado-
tando um sistema de referéncia cartesiano fixo com os vetores de base orto-
normais e, e € e; considera-se um elemento infinitesimal de fluido (parti-
cula) com vetor posi¢do

X (l‘/> = (x1 (t/) ,X2 (l‘/) , X3 (l‘/)) = x1e; +xex +x3e3

em algum tempo ¢’. Entfo, definindo-se a velocidade do elemento no tempo
t' =t como

dx (1)
t),t) = . 3.9
V(X( ) J ) dt/ iy ( )
A aceleracio da particula de fluido no tempo ' = ¢ é dada por
a(x(r),r)= Dy (x(f'),1") (3.10)
’ Dt R

O operador D / Dt' é chamado de derivada material ou derivada subs-
tantiva ou derivada espacial. Usando a regra da cadeia para diferenciacao,

obtém-se b 5 de D 3
Xi N
= — —_— = . V. .
Dt ot + dt’ ox; ot +v (x().1) G-1D
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As equagdes de conservagdo escritas em termos da derivada material,

sao

(i) Conservagcdo da Massa
— =—pV-w. (3.12)

(ii) Conservagdo da quantidade de movimento linear

Dv
—=V.T-V.P . .1
D, +pe (3.13)

De posse de todas as informacdes anteriores, pode-se construir 0 mo-
delo matematico a ser utilizado na solu¢do dos problemas de mecanica dos
fluidos de interesse deste trabalho.

3.2 PARTICULARIZAGAO DAS EQUAGCOES PARA O PROBLEMA

Sempre que o nimero de Reynolds é muito pequeno, suficientemente
menor que a unidade, as for¢as de inércia podem ser desconsideradas na equa-
¢do do movimento. Assim, para fluidos newtonianos, equacao do movimento
(3.6), se reduz a

V.P=uVv. (3.14)

Escoamentos que satisfazem a equagdo (3.14) sdo chamados de creeping
Sflows.

Naturalmente, creeping flows acontecem também para fluidos nao new-
tonianos. De fato, visto que os fluidos ndo newtonianos sdo mais “viscosos”
que os fluidos newtonianos ordindrios (no sentido que, em condi¢des cinema-
ticas compardaveis, eles exibem uma tensdo interna maior), creeping flows sdo
possivelmente a categoria de escoamentos de fluidos ndo newtonianos mais
interessante (ASTARITA; MARRUCCI, 1974).

Assumindo que o problema trata de um escoamento quase-estético,
pode-se desprezar o termo de inércia na equagdo do movimento. As forgas de
campo também s@o assumidas nulas. Aplicando estas hipdteses na equagdo
(3.13), tem-se

V.-T-V.P=0. (3.15)

Os fluidos de interesse deste trabalho sdo considerados incompressi-
veis, assim a equacdo da continuidade fica

V.v=0. (3.16)
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Para produzir um modelo fechado, é necessario que se especifique
como o tensor tensdo desviador estd relacionado com as propriedades do
fluido, ou seja, precisa-se relacionar a tensdao desviadora com o tensor taxa
de deformacio, ¥, definido como

¥=Vv+(Vv) . (3.17)

Tal relag@o entre Ye T é a equacdo constitutiva do fluido.

3.2.1 Escolha da equacao constitutiva

Conforme visto no capitulo Capitulo 2, existem diferentes grupos de
equagdes constitutivas que podem ser utilizadas para descrever o compor-
tamento reolégico de fluidos ndo newtonianos. Apesar do grande nimero
de equacdes constitutivas encontradas na literatura, ndo existe uma equacio
constitutiva tnica capaz de descrever completamente o escoamento de fluidos
viscoeldsticos. Geralmente, para se obter um modelo que prediz um maior
nimero de propriedades do fluido com mais qualidade, se aumenta a com-
plexidade da equagdo constitutiva. Consequentemente, o esforco matematico
e/ou computacional para a solucio do problema também aumenta.

Diante do exposto, fica evidente que a escolha da equagdo constitu-
tiva € um ponto de suma importancia antes de comegar a resolver o problema
de escoamento. Deve-se levar em conta qual o tipo de funcdo material a ser
predita ou o tipo de fun¢do material de maior importincia no processo, ne-
cessidade de resultados qualitativos ou quantitativos, precisao requerida, me-
todologia numérica a ser empregada e esforco computacional requerido para
a solugdo.

Neste trabalho, €é usada a equag@o constitutiva de Oldroyd-B. Tal es-
colha foi motiva pelos seguintes aspectos:

e Contém os termos ndo lineares mais comuns que aparecem nos mo-
delos diferenciais em geral. Isto possibilita a extensdo da metodologia
utilizada a equacdes constitutivas do mesmo grupo;

e E uma boa aproximagio para modelar os evaporitos (sal) (COSTA,
1984; CARCIONE; HELLE; GANGI, 2006), objetivo do desenvolvi-
mento do modelo numérico do presente trabalho;

e E um dos modelos mais usados na literatura em simula¢gdes numéricas
de escoamentos ndo newtonianos, o que possibilita a rdpida compara-
¢do de resultados.
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De acordo com a secio 2.4, a equacdo constitutiva para o modelo vis-
coeldstico de Oldroyd-B ¢ dada por

Mo (2" +7) =T+ M (1), (3.18)

onde Mg é a viscosidade do fluido, A; é o tempo de relaxacdo e A, é o tempo
de retardamento.

O tensor das tensdes extras pode ser expresso em termos de uma con-
tribuicdo dita de polimero (ndo newtoniana), € uma outra, dita de solvente
(newtoniana), de acordo com

T=ns1+7, (3.19)

onde T é o tensor tensdo eldstica e 1y = (A2 /A1)Mo € a viscosidade de solvente.
Substituindo a equagdo (3.19) na equagdo (3.18), obtém-se

T+0 (1) =, (3.20)

onde 1, = (1 —A2/A1)no € a viscosidade de polimero. A viscosidade do
fluido € dada pela soma da viscosidade de polimero com a viscosidade de
solvente, isto €,

Np +Ms = MNo- (3.21)

A equagdo do movimento pode ser escrita em termos da tensdo eldstica
tomando o divergente de (3.19) e substituindo na equacdo (3.15):

—,Vv+V.-P=V.1. (3.22)

Do ponto de vista fisico, tomar o divergente de T equivale a avaliar
a forga resultante produzida pela a¢do da tensdo, por unidade de volume,
que atua numa superficie de controle infinitesimal. O operador diferencial
divergente aplicado a um tensor reduz sua ordem, e neste caso, fornece as
componentes do vetor da forca resultante.

Para mais facil referéncia, condensamos abaixo as equacdes governan-
tes para o problema de fluéncia (creeping flow) de um fluido viscoelastico de
Oldroyd-B:

V.v=0, (3.23)
M, V2V+V-P=V.1, (3.24)
T+0 (1) =Nt (3.25)

Para uma situacio bidimensional define-se

Ty Tay
= T= . 3.26
v [ o } © [ Ty Ty ] (:20)
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Lembrando a simetria do tensor tensao, as equacdes governantes (3.23)
- (3.25) formam um sistema de seis equacdes diferenciais parciais para as seis
incégnitas p, u, v, Txy, Tyy € Txy. Com 0 uso dos operadores diferencias tenso-
riais em coordenadas cartesianas (Apéndice C), o sistema (3.23) - (3.25) pode
Ser escrito como

Ju dv
I + 5 =0, (3.27)
0 d dp %u  u B
a’txx“’ a*ytxy_a“’ns <ﬁ+ﬁ) 70, (328)
0 d ap &y 9%y B
afxy—"@'cyy— 87y+m (@‘i‘aiyz) =0, (3.29)
0 d 0 d
M (gtxx + ”atxx + Vafrxx> -2 ()bl'cxx +np) i_
Y (3.30)

Ju
27»1‘ny$ + T =0,

0 0 0 v
M (*Tyy tUus-Ty +V*Tyy) —2(MTy+Mp) 5~
ot ox dy aya 3.31)
leﬂcxya*; +Tyy = 0,
0 0 0 ov
M (—Txy—i—u—rxﬁ—v—rxy) — (Mtxx+np) ——
ot ox dy ox (332)

d
(Myy +1p) a*;t + Ty =0.

As equagdes do movimento cont€ém somente termos elipticos e as
equagdes constitutivas incluem somente termos hiperbdlicos. Observa-se tam-
bém que neste sistema de equacdes estdo envolvidos apenas os gradientes de
pressdo e ndo a pressdo absoluta, significando que o sistema tem solugdo a
menos de uma constante.

O problema governado pelas equagdes (3.27) - (3.32) opera sobre um
dominio espacial com condi¢des, em termos das varidveis dependentes e suas
derivadas, prescritas sobre o contorno. Uma solugdo fechada analitica das
equacdes governantes produz uma fungdo continua, portanto, para qualquer
ponto dado no dominio do problema os valores das varidveis dependentes po-
dem ser calculados de forma exata. Tais solugdes fechadas, entretanto, estdo
restritas a um nimero limitado de casos especiais e, em geral, solu¢des nu-
méricas necessitam ser construidas. A caracteristica essencial de uma solucdo
numérica é a obtencdo de uma solucdo, cujos valores das varidveis depen-
dentes sdo obtidos apenas em um conjunto de pontos distribuidos em todo
o dominio (os pontos nodais). A solu¢do em outros pontos pode ser obtida
por interpolacdo dos valores nodais préximos. Os valores nodais das varia-
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veis dependentes sdo obtidos a partir da solu¢do de um conjunto de equagdes
algébricas que relaciona as varidveis dependentes em um dado ponto nodal
com os valores em pontos nodais vizinhos, de acordo com o esquema de in-
terpolacdo adotado.

3.2.2 Condigoes de contorno

Nesta sec¢do, serdo descritas condi¢cdes de contorno de modo a fechar o
sistema de equacdes (3.27) - (3.32). Para as equagdes de conservacao, pode-se
distinguir entre dois tipos de condi¢des de contorno: condi¢des de contorno
de Dirichlet, para as quais a varidveis sdo prescritas na fronteira e as condi-
¢des de Neumann, para as quais a derivada normal da solucdo € especificada
na fronteira. Isto é, para a parte do contorno de Dirichlet, denotada por I'p,
impde-se

0 = gp, (3.33)

e para a parte do contorno de Neumann, denotado por 'y, € imposto
n-Ve =h, (3.34)

onde n € o vetor normal unitdrio apontando para fora do contorno.
As condicdes utilizadas neste trabalho foram:

e Condicoes de contorno de nao deslizamento: Nas paredes e obstacu-
los, I'y,, s@o prescritas condi¢des de ndo deslizamento para a velocidade
v = (u,v), isto é, especifica que a velocidade na dire¢do paralela a pa-
rede € igual a velocidade com que a parede se move. No caso de paredes
impermedveis a velocidade na direcdo normal a parede também € zero.
A derivada da velocidade na dire¢do normal a parede também é zero
(FERZIGER; PERIC, ). Para uma parede fixa, tem-se

u=v=0 em I,,. (3.35)

O tensor tensdo eldstica € obtido a partir da equagdo constitutiva pela
substituicdo das velocidades.

e Condicoes de contorno de simetria: A condicdo de simetria ¢ uma
combinag¢do das condi¢des de Dirichlet e Neumann dada por

v-n=0 em Iy. (3.36)
s-T-n=0 em [y, (3.37)
que significa que o fluido ndo pode penetrar no contorno e a tensao de

cisalhamento é nula. Aqui s € o vetor tangencial unitdrio ao contorno e
n é o vetor normal unitdrio.
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e Condicoes de entrada: na entrada do dominio I'j,;, o campo de veloci-
dade € prescrito. Para fluidos viscoeldsticos, os valores das componen-
tes do tensor tensdo eldstica também sao necessdrios, porque representa
a informacdo carregada com o fluido dos estados de deformacdes pré-
vios. Portanto, sdo impostas condi¢des de contorno de Dirichlet para o
campo de velocidade e para as tesdes eldsticas na entrada

v=v;, em [}, (3.38)
T=1T;; em I}, (3.39)

Deve-se ter consciéncia de que néo € possivel simplesmente prescrever
valores de tensdo arbitrdrios na entrada, porque eles t&ém de ser coe-
rentes com as equagdes constitutivas. Se nao € conhecida a resposta da
tensdo ao campo de velocidade prescrito assume-se que a tens@o poli-
mérica € nula na entrada, ou seja,

T=0 em I}, (3.40)

Renardy (1988) mostrou que, enquanto para o modelo de Oldroyd-B to-
das as componentes do tensor tensdo elastica devem ser prescritas, para
o modelo UCM prescrever todas as componentes da tensdo resulta em
um sistema sobre-determinado, o qual pode levar a erros. Entretanto,
neste trabalho ndo serd utilizado o modelo UCM e portanto sempre
serdo prescritas condi¢des de Dirichlet para as tensdes na entrada.

e Condicoes de contorno de saida: Na saida I',,;, geralmente considera-
se que o escoamento estd plenamente desenvolvido (aproximacdo lo-
calmente parabdlica). Nao existe fluxo difusivo nessa face. Desta forma,
tem-se que as derivadas normais em relagdo a direcdo do escoamento
sdo iguais a zero. Se for necessdrio o valor da varidvel na fronteira, o
mesmo deverd ser extrapolado de valores internos. Assim, na fronteira
de saida tem-se

v-s=0 em [y, (3.41)
v-n=v" em I,,, (3.42)

Vun=Vv-n=0 em I,,, (3.43)

Vi, -n=V1,-n=V17, -n=0 em Ly, (3.44)
Toe = Tryy Tyy = r;fy, Ty =Ty, em Doy, (3.45)

onde o sobrescrito (*) significa que o valor da variavel é extrapolado.

Em conjunto deve-se prescrever um valor para a pressio na saida.
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3.2.3 Adimensionalizagao das equagoes

Esta se¢do tem por objetivo escrever o sistema de equagdes (3.23)
- (3.25) na forma adimensional, de modo que todas as varidveis tenham a
mesma ordem grandeza. Este procedimento traz algumas vantagens. A princi-
pal delas € o surgimento de nimeros adimensionais que expressam importan-
tes caracteristicas do fluido e do escoamento, como por exemplo, o nimero de
Reynolds e o nimero de Weissenberg, importante em escoamentos de fluidos
viscoeldsticos. Desta forma, pode-se fazer comparagdes de um modo mais
eficiente variando tais nimeros ao invés de variar os pardmetros da equagéo.
Uma outra vantagem € evitar dificuldades numéricas na resolucdo das equa-
¢oes do problema, trazidas pela diferenca de ordem de grandeza das varidveis.

Introduzindo a adimensionalizacdo (SAHIN; WILSON, 2007; WAP-
PEROM; WEBSTER, 1999; GROSSI et al., 2002; OWENS; PHILLIPS, 2002)
£t', T= Mf,
Vv L
reescreve-se o sistema de equacdes (3.23)-(3.25) na forma adimensional con-
forme (as barras foram abandonadas por conveniéncia):

Vv
V:V‘ja X:va p:TIOZIav =

V.ov=0, (3.46)
—BV-Vv4+V.-P=V.1, (3.47)

T+ We z:+v~Vt—(Vv)-t—t-(Vv)T}

(3.48)
=(1-p) (vV+ (vV)T) .

Nestas equagdes, T € a contribuicdo viscoeldstica do tensor tensdo ex-
tra T, onde

T=t+py (3.49)
e We é o niimero de Weissenberg definido como
MU
We = IT (3.50)

onde L representa um comprimento de referéncia e U a velocidade caracte-
ristica do escoamento. Tal nimero pode ser considerado como a medida da
elasticidade do fluido no escoamento. Para niimeros de Weissenberg eleva-
dos, o fluido se comporta como um sdélido eldstico enquanto que para baixos
nimeros de Weissenberg se comporta como um fluido newtoniano. Por sua
vez, o pardmetro [ é definido por

7‘2 Ns
=2=2 351
p N o (3.51)
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isto é, a razdo entre os tempos de retardamento e relaxacdo do fluido (pri-
meira igualdade). Pela 6tica da segunda igualdade, pode-se dizer que este
parametro estd medindo a propor¢ao da viscosidade newtoniana, com relacao
a viscosidade total.

Neste trabalho sera considerado o escoamento em regime permanente.
Supondo um tempo suficientemente grande, a derivada temporal na equagdo
constitutiva pode ser desconsiderada, obtendo-se

V.v=0, (3.52)
—BV-Vv4+V.-P=V.1, (3.53)

T+ We [v-vt— (Vv)-T—1- (VV)T} —(1-P) (Vv+ (VV)T) . (3.54)
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4 MODELAGEM NUMERICA

A solucdo numérica de um sistema de equacgdes diferenciais parciais
envolve duas condi¢gdes: consisténcia e estabilidade. Primeiramente as equa-
¢des governantes sdo discretizadas, espera-se com um algoritmo consistente,
para que a aproximacao discreta convirja para a solug@o exata na medida em
que se refina a malha. Note que, para os sistemas de equagdes que governam
escoamentos viscoeldsticos, ndo se sabe a priori se esta condi¢do € satisfeita
para uma dada discretizacao. Para que a solucao seja convergente € necessa-
rio estabilidade, isto é, a capacidade de se resolver com precisdo o sistema de
equagdes discretas.

Dificuldades particulares associadas a discretizag@o das equagdes go-
vernantes para escoamentos viscoeldsticos estao relacionadas a caracteristica
mista do sistema de equagdes diferenciais parciais e ao tratamento do termo
advectivo. E preciso ter cuidado quando este sistema é discretizado para ga-
rantir que os varios operadores nas equagdes sejam tratados de uma maneira
apropriada, levando-se em conta a caracteristica de cada termo. Isto €, termos
com caracteristica eliptica devem ser tratados de maneira diferente dos ter-
mos de caracteristica parabdlica ou hiperbdlica. Os termos com caracteristica
hiperbélica ou parabdlica ndo necessitam de condi¢des de contorno a jusante,
j4 os termos de cardter elipticos necessitam de condi¢des de contorno tanto a
montante quanto a jusante. As caracteristicas de cada termo influenciam, por
exemplo, na escolha do esquema de interpolagdo.

Conforme mencionado anteriormente serd utilizado o método dos vo-
lumes finitos baseado em elementos (EbFVM) na solucdo do problema pro-
posto. O EbFVM utiliza a flexibilidade geométrica do método dos elemen-
tos finitos, por utilizar malhas nio estruturadas com as interpolacdes nos
elementos realizadas via fun¢des de forma, e a robustez (conserva a massa
tanto local quanto globalmente) do método dos volumes finitos por derivar as
equacdes aproximadas a partir de balangcos de massa e quantidade de movi-
mento nos volumes discretos (volumes de controle). Uma caracteristica no-
tavel desta classe de métodos € a relativa facilidade com que eles podem ser
aplicados a ambos os problemas de sélidos e de fluidos (PATANKAR, 1980;
ONATE; CERVERA; ZIENKIEWICZ, 1994; IDELSOHN; NATE, 1994; ZI-
ENKIEWICZ; TAYLOR; ZHU, 2005). A seguir, serd apresentado o método
dos volumes finitos baseado em elementos para o caso bidimensional.
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4.1 CARACTERISTICAS GERAIS DO METODO DE VOLUMES FI-
NITOS BASEADO EM ELEMENTOS

Para a aplicagdo do EbFVM na discretizagdo de equagdes diferenci-
ais que modelam o escoamento, o dominio de solucdo deve ser dividido em
subdominios chamados elementos (e), os quais cobrem completamente todo
o dominio sem se sobrepor ou deixar espagos vazios, formando a malha com-
putacional. Neste trabalho, a malha computacional é formada, por elementos
quadrilateros e/ou triangulares. As incégnitas do problema sdo calculadas nos
nos (p), localizados nos vértices de cada elemento. Esta caracteristica da ao
EbFVM a caracteristica de ser um método cell-vertex. Ao redor de cada né
€ construido um volume de controle, formado pelas por¢des de todos os ele-
mentos que compartilham um dado nd, tais por¢des serdo denominadas de
subvolumes de controle ou, quando nos referimos ao elemento essas por¢oes
chamam-se subelementos. Sendo assim, os volumes de controle também pre-
enchem completamente o dominio de solu¢do determinado pela malha com-
putacional, sem deixar espacos vazios ou se sobrepor.

A integracdo das equagdes diferenciais de conservagao € realizada nos
volumes de controle e cada volume de controle é delimitado por um certo nu-
mero de faces (f), que sdo obtidas ligando o centro de cada elemento vizinho
com o ponto médio de um lado compartilhando o n6 em volta do qual o vo-
lume de controle € construido (método das medianas). Ou seja, o contorno de
cada volume de controle é formado pela unido das faces de todos os subvo-
lumes que o formam. Esta constru¢io permite que os fluxos que atravessam
as faces, as quais estdo localizadas no interior dos elementos, sejam deter-
minados mediante aproximacdes locais da variagdo das varidveis em cada
elemento.

Os pontos centrais das faces de um volume de controle sdo denomina-
dos pontos de integracdo (f). A superficie de cada face serd representada por
um vetor normal a face apontando para fora do subvolume de controle, com
modulo igual a sua drea. A representacio esquematica de todos os entes geo-
métricos descritos acima pode ser visualizada na Figura 17, para uma malha
de elementos quadrilateros.

A configuracido dos volumes de controle na fronteira do dominio é
diferente, pois dois pontos de integracio estardo situados nas arestas dos ele-
mentos coincidentes com as fronteiras do dominio, como mostra a Figura 18.
Portanto, estas arestas tornam-se as proprias faces, que, juntamente com as
faces internas dos elementos, delimitam os volumes de controle. Outro deta-
lhe que pode ser observado é o posicionamento do né central do volume de
controle, destacado na Figura 18, exatamente sobre a fronteira do dominio, o
que ndo acontece nos métodos cell-center. Este fato tem influéncia direta na
aplicacdo das condic¢des de contorno.
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Figura 17 — Entes geométricos associados ao processo de discretizagdo (modificado
de Hurtado (2005))

. Volume de controle (AV)

|\ Elemento (¢)

® No(p)

o Pontode integracao (i)

Vetor drea
de face

Figura 18 — Volume de controle no contorno (modificado de Honério (2013))

Aresta de fronteira

No método de volumes finitos baseado em elementos, todos os cédlcu-
los requeridos para a construcdo das equacdes discretizadas sdo realizados em
nivel de elemento, dai o nome “baseado em elementos”. Depois, mediante a
um processo de montagem, varrendo o dominio visitando todos os elemen-
tos, semelhante ao empregado no método dos elementos finitos, obtém-se as
equagdes de balanco referidas aos volumes de controle. Para tanto, em cada
elemento é considerado um sistema de coordenadas locais, no qual sdo ex-
pressos todos os termos das equagdes diferenciais discretizadas. Apds serem
calculadas elemento por elemento, todas as contribui¢des sdo somadas a fim
de construir as equacdes de balango de todos os volumes de controle na malha
computacional. Essa € a ideia basica do método de volumes finitos baseado
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em elementos. No restante deste capitulo, sdo apresentadas as ferramentas ba-
sicas do método de volumes finitos baseado em elementos que serd aplicado
no presente trabalho a simulacio de escoamentos de fluidos viscoeldsticos.

42 NOTACAO

Na secdo anterior, foram apresentadas as principais entidades geomé-
tricas utilizadas no EbFVM. Como muitas das operacgdes relativas a discreti-
zacdo das equagdes envolvem diversos tipos de conjuntos de tais entidades,
uma notacgdo especial para esses conjuntos, baseada na notagdo empregada
em (HURTADO, 2011), sera utilizada neste trabalho e estd definida na Ta-
bela 2. A utilizag@o desta notacdo facilita a escrita e compreensdo das equa-
cdes discretizadas. Por exemplo, considere que ® € uma grandeza envolvida
na descricéo do problema considerado, para denotar o valor dessa grandeza
associada ao né p, escreve-se (:),,. Ja, quando se fizer referéncia ao valor no-
dal em um né [ localizado no elemento e, escreve-se @f. Neste ambito, / pode
ser interpretado como o indice local que identifica o né no elemento, ou seja,
INS {1,2, .. .N;}, onde N; é o nimero de nds associados ao elemento em
questdo. Neste trabalho, fez-se uso do sinal diacritico braquia (”) para indicar
que uma dada varidvel discretizada estd associada a um né. A notagdo para
associa¢do com outras entidades segue convengdo similar. Por exemplo, ©%
indica que a grandeza estd associada a face f, localizada no elemento e.

4.3 TRANSFORMAGAO DE COORDENADAS

Em um método de volumes finitos os balangos de conservacao para se
obter as equacdes aproximadas sdo realizados sobre os volumes de controle.
Entretanto, conforme mencionado anteriormente, a base da metodologia do
método de volumes finitos baseado em elementos € realizar os todos os cdl-
culos em nivel de elementos, € ndo trabalhar diretamente com os volumes
de controle. Sendo assim, € conveniente definir um sistema local de coorde-
nadas para o elemento, o que permite um tratamento independente para este
elemento, seja qual for sua forma geométrica especifica. Este elemento de
tamanho e forma arbitrario em relacdo ao sistema global, transforma-se em
um elemento regular de tamanho e forma fixos, quando representado num
sistema de coordenadas local apropriado. Consequentemente, a representa-
¢do, em coordenadas locais, de qualquer express@o matemadtica envolvida nas
equacdes de conservagdo, se torna idéntica para qualquer elemento da malha.

As equagdes de conservacdo e a geometria da malha estdo definidas
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Tabela 2 — Notacdo empregada nas equagdes discretizadas pelo ELFVM

Simbolo Interpretacao
p Né6
e Elemento
f Face de um volume de controle interno
b Face de um volume de controle no contorno
s Subelemento
5% Subelemento do elemento e adjacente ao n6 p
f Centroide da face
§ Centroide do subelemento
b Centroide da face de contorno
Vp Volume de controle ao redor do né p
Sy Superficie de controle associada ao volume V),
E Conjunto de todos os elementos que contribuem
P para a formacg@o do volume de controle ao redor
doné p.
F Conjunto das faces que formam a superficie de
P controle do volume ao redor do né p.
Conjunto das faces que formam a superficie de
ny controle do volume ao redor do né p, localizadas
no interior do elemento e.
S Conjunto dos subelementos que formam o volume
P de controle ao redor do né p.
T Conjunto de nés que formam o esténcil associado
P ao né p.
N¢ Conjunto de todos os nds associados ao elemento
e.
bR Conjunto dos elementos de contorno que compar-
P tilham o n6 p.
bbe Conjunto das faces no elemento de contorno ’e,
P adjacentes ao né p.

com base nas coordenadas globais (cartesianas) (x,y), sendo assim, é neces-
sdrio que as equacdes sejam transformadas para o sistema de coordenadas
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local do elemento, denotado como (&,m), através de relagdes mateméticas.
Precisa-se definir relacdes que mapeiem qualquer ponto no interior ou sobre
as fronteiras de um elemento, do espaco fisico (coordenadas globais) para um
elemento regular do espaco transformado (coordenadas locais) e deste poder
retornar ao espago fisico, por meio da relagio inversa. Ambos os sistemas de
coordenadas podem ser relacionados por equacgdes de transformacdo escritas
na forma

x(&m) =) NM(En)x,

leNe

yEm) =Y ME),

leN¢

4.1

onde N(&,m) sdo as denominadas fungdes de forma, i e j; sdo as coordena-
das globais dos nds localizados nos vértices do elemento em questdo, ordena-
dos de acordo com um sistema de numeracdo local. As expressdes matemati-
cas para as fun¢des de forma dependem do tipo do elemento.

As fungdes de forma satisfazem algumas propriedades bésicas:

e Variam sempre no intervalo [0, 1], no interior e sobre o contorno do
elemento;

e A funcdo de forma N; adquire o valor 1 no né de indice / e valor zero
nos outros nos;

e Os valores das funcdes de forma em um ponto qualquer do elemento
satisfazem a relagao

Y NEm) =1 (4.2)

leNe

Essa propriedade é conhecida como uma particido da unidade (ZIEN-
KIEWICZ; TAYLOR, 2000).

A Figura 19 ilustra a transformacao de coordenadas para os elementos
quadrilateros. Nesse caso especifico, as fungdes de forma sao bilineares e ma-
peiam os quatro nés nos pontos (1,1), (-1,1), (-1,-1), (1,-1), respectivamente,
no plano transformado.

Considerando o sistema de coordenadas da Figura 19 as expressdes
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que produzem este efeito para os elementos quadrilateros sdo

Ni&m) = 3 (1+8)(1+n),
Na(m) = 3 (1-8)(1 +n),
Ns(&m) =3 (1-8)(1 ),

Na(gm) = 3 (1+8)(1 ).

(4.3)

Similarmente, considerando o sistema de coordenadas da Figura 20,
as expressdes que produzem este efeito para os elementos triangulares sdo

_g_nv

N (ga n) 1
€, 4.4)
n

NZ(&an)
N3(Em)

Figura 19 — Transformacdo de coordenadas para elemento quadrildtero: (a) Elemento
no plano real, (b) Elemento no plano transformado (modificado de Hon6-
rio (2013))

(b)

E facil ver que as fun¢des de forma sdo nada mais do que fungdes peso
normalizadas que interpolam no interior do elemento as diversas quantidades
em fungdo de seus valores nos nds deste elemento.
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Figura 20 — Transformagao de coordenadas para elemento triangular: (a) Elemento no
plano real, (b) Elemento no plano transformado (modificado de Hondrio
(2013))

(a) (b)

4.4 APROXIMAGAO LOCAL DAS VARIAVEIS

Suponha que ® é uma varidvel local genérica, que pode representar
uma dada componente da velocidade, do tensor tensdo eldstica ou a pressao.
Pode-se descrever a sua variacdo local no interior de um elemento por meio
das fungdes de forma definidas na sec¢do 4.3 conforme

n =Y N(n)ey, (4.5)
leNe

onde N;(§,m) sdo as fungdes de forma, e (:)le sdo os valores nodais correspon-
dentes a varidvel genérica no elemento e.

Empregando a nota¢do matricial, a equagdo (4.5) pode ser escrita na
de maneira equivalente como

®=N"®", (4.6)

onde N € o vetor coluna cujas componentes sdo os valores das fungoes de
forma em uma dada posicdo dentro do elemento e, enquanto que ©° é um ve-
tor coluna contendo os valores nodais da varidvel ® no elemento em questdo,
ou seja,

0 = . . 4.7

P e
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4.5 APROXIMAGAO DO GRADIENTE DE UMA VARIAVEL

No procedimento de obten¢do das equacdes discretizadas, surge a ne-
cessidade de aproximar o operador gradiente de uma grandeza fisica. Este
operador estd presente no termo de transporte difusivo dessa grandeza. Con-
sequentemente, toda vez que for preciso aproximar numericamente um termo
de transporte difusivo em uma equagao de conservacao, serd necessario apro-
ximar o gradiente em determinadas direcdes.

Com base na aproximacgao de uma varidvel genérica ® dada pela equa-
¢do (4.6), é possivel obter o gradiente dessa varidvel em um ponto dado no
interior de um elemento através da diferenciag¢do da equagio (4.6) em relagdo
as coordenadas cartesianas, ou seja,

9,0
9,0

ve] = [ _ [ )] ]ée. (4.8)

- { [0yNT"

As fung¢des de forma sdo continuas nas coordenadas locais (&, 1), por-
tanto para computar as suas derivadas em relac@o as coordenadas cartesianas
(x,y) recorre-se a regra da cadeia. Desta maneira, as derivadas das fungdes

de forma ficam
[ Oex oy ][ [N
-l e ] e

Examinando a equagdo (4.9), verifica-se que a matriz de dimensdo
2 x 2 do lado direito € a transposta da matriz Jacobiana da transformacao
de coordenadas (4.1). Logo, a matriz Jacobiana da transformacdo é definida

como a a
=] % 9 4.10
1 { aéy Ony ] ( )

Definindo a matriz de derivadas das fun¢des de forma em relagdo as
coordenadas locais,

0N
[onN]"

T
T_ | [0eN] | _[ 9%Ni ... OeNne
D= [anN]T - aan anNNﬁ ’ @10
€ possivel escrever, a partir da equacio (4.9)
PN ] _ rim-ipyT
{ [ayN]T = [J ] D . (4.12)

Substituindo esta tiltima expressdo na equagado (4.8), obtém-se a forma
final para a aproximacio do gradiente,

ve|=[1"] ' p"é’ (4.13)
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Conforme sugerido em (MALISKA et al., 2009), o produto de matri-
zes do lado direito da equacdo (4.13) pode ser interpretado como um operador
matricial que, atuando sobre o vetor de valores nodais de uma dada varidvel
num elemento, fornece o gradiente dessa varidvel num ponto interior ao ele-
mento ou no contorno. Este operador é definido a seguir:

G"=[J""'D. (4.14)

Note-se que este operador depende exclusivamente da geometria do
elemento em questdo e da posi¢do dentro do elemento onde o gradiente esta
sendo aproximado.

A matriz Jacobiana para a transformacao de coordenadas definida pe-
las equacdes (4.1) pode ser calculada a partir da expressao

J'=Dp"™M,, (4.15)

onde M, é a matriz contendo as coordenadas dos nés do elemento, ordenados
de acordo com o esquema de numeracdo local,

XN
X M

M= | . . (4.16)
Xye  Vye

Na discretizacdo das equagdes de conservagao, necessita-se aproximar
o fluxo difusivo nas faces de um volume de controle. Esse fluxo esta definido
pelo produto escalar do gradiente e o vetor 4rea de face, ou seja

Ty =(V0);-AS; = (VO)[AS;. (4.17)

Empregando as equacdes (4.13) e (4.14), e levando em conta a comutativi-
dade do produto escalar de vetores, pode-se escrever a equagio (4.17) con-
forme

ce\T < e
Iy =(GJ8°) as; = (a5,)(G16"). (4.18)

A partir da equagdo (4.18), € possivel definir um novo operador, deno-
tado como (b;)T, que representa o produto do vetor drea da face pelo opera-
dor gradiente. Tal operador, atuando sobre o vetor dos valores nodais, fornece
o fluxo difusivo numa dada face de um elemento. Matematicamente, este ope-
rador € definido conforme

(b5)T = (AS f-)TG}. (4.19)

Desta forma, o fluxo difusivo pode ser calculado diretamente sem a
necessidade de calcular previamente o gradiente.

Assim como o operador gradiente, o operador (b;i)T depende apenas
da geometria do elemento.
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4.6 APROXIMACAO DAS INTEGRAIS DE VOLUMES

No processo de discretizacao de equagdes diferenciais, surge a neces-
sidade do célculo de integrais sobre um volume de controle. Isto é, necessita-
se aproximar uma integral da forma

edv, (4.20)
Vp

onde O € uma varidvel genérica e V,, ¢ um volume de controle genérico.

Um método simples para aproximar essas integrais de volume seria
substitui-las pelo produto do valor médio do integrando com o volume do
volume de controle. Aplicando essa aproximagdo na equagao (4.20), obtém-
se

0dV ~ ©,AV,, 4.21)
VP

onde ® ¢ o valor nodal do integrando e AV, € 0 volume do volume de controle,
ambos associados ao nd p.

Para uma malha cartesiana regular, o né p estd localizado no centroide
do volume de controle e, a aproximagao (4.21) terd precisdo de segunda or-
dem (FERZIGER; PERIC, ). Em malhas nio estruturadas, raramente o nd se
encontra no centroide do volume de controle e, assim, a precisao da apro-
ximacgdo (4.21) se reduz a primeira ordem (MALISKA et al., 2009; HUR-
TADO, 2011). Caso seja necessario preservar a aproximacgao de segunda or-
dem, pode-se realizar uma aproximagédo por meio de subelementos, uma vez
que, no método de volumes finitos baseado em elementos, um volume de
controle encontra-se formado por certo nimero de subelementos. Portanto, é
possivel escrever

OdV ~ ) @ AVY, (4.22)

§ s
v P p’
P eckE,

onde @ ¢ avaliado no centroide de cada subelemento s7, e multiplicado
pelo volume do subelemento AV e depois esses produtos sdo somados para
aproximar a integral estendida em todo volume de controle. Na formulacdo
empregada neste trabalho, as varidveis estdo armazenadas nos nds da malha
computacional, desta forma, caso nfo exista uma expressdo explicita para o
integrando em fung@o das coordenadas espaciais, pode-se utilizar esquemas
de interpolagdo para relacionar ®“ com os valores nodais.

Para a aproximacdo da 1ntegral de volume ficar completa, ainda é ne-
cessdrio calcular o volume do volume de controle ao redor do né p, AV),.
Como cada volume de controle é formado por um conjunto de subelementos,
entdo o volume do volume de controle é formado pela soma dos volumes de
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cada subelemento que o formam, assim

AV, =Y AV (4.23)

s€E,

E possivel mostrar (RAW, 1985), que a relagdo entre um volume dife-
rencial no plano real, dV* e um volume diferencial no plano transformado,
dVen, é dada pelo médulo do determinante da matriz jacobiana da transfor-
magdo de coordenadas, ou seja,

dv™ =|J|dven. (4.24)

Portanto, para determinar o volume de um subelemento, utiliza-se a expressao

AV, = / |J|dVEn. (4.25)

O valor da integral acima pode ser aproximado pela regra do ponto
médio. Aplicando essa aproximag¢do na equagao (4.25) se obtém

AV ~ |J|;AVE, (4.26)

onde |J|; é o jacobiano avaliado no centroide do subelemento e AVSén é a
magnitude do volume do subelemento no espaco transformado. Para a trans-
formacgdo de coordenadas da se¢do 4.3 com as func¢des de forma ali definidas,
a equacdo (4.26) resulta no valor exato do volume que seria obtido a partir da
equacdo (4.25).

Por fim, a expressdo final para a integral de volume 4.21 € escrita como

/ OdV ~ O|J|;AVS". (4.27)
Vp

4.7 APROXIMAGAO DAS INTEGRAIS DE SUPERFICIE

Nas equagdes de conservagdo, as integrais de superficie representam
os fluxos advectivos e/ou difusivos atravessando a superficie de controle. Por-
tanto, o fluxo total através de uma superficie de controle pode ser expresso
por uma integral da forma

W-dS, (4.28)
Sp
onde W representa o fluxo difusivo ou o fluxo advectivo e dS um elemento
diferencial de area, sendo ambas as grandezas vetoriais.
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No EbFVM a superficie de controle € formada por um conjunto de
faces, portanto a integral de superficie anterior pode ser escrita como a soma
das integrais em todas essas faces da superficie de controle. Assim, tem-se

W.dS= Y /f‘W~dS. (4.29)

Sp f€F,

Da maneira como os volumes de controle sdo construidos no método
EbFVM aqui apresentado, as faces que formam a superficie de controle se
encontram distribuidas no interior dos diferentes elementos que contribuem
para a formagdo do volume de controle em questdo. Desta forma, pode-se
escrever a equacdo (4.29), de forma equivalente, conforme

/Spfw.dsz Yy Y /fw.ds. (4.30)

€€k, feF,

Agora, precisa-se aproximar numericamente as integrais definidas em
cada uma das faces que formam essa superficie. Novamente optou-se pela
regra do ponto médio, ou seja, cada uma das integrais € aproximada pelo
produto do integrando avaliado no centroide da face e o valor da drea da face.
Ou seja,

/‘W-dS%‘Wf-ASf, 4.31)
f

onde W; € o valor da densidade de fluxo no centroide da face f e ASy ¢
o vetor area da referida face, com orientagdo positiva relativa ao volume de
controle V,, do qual a face faz parte, isto é, AS; aponta para fora do volume
de controle V), (Figura 21). Tal vetor é o produto da drea da face pelo vetor
normal unitdrio apontando para fora do volume de controle.

Do ponto de vista da implementagdo computacional, como uma mesma
face faz parte da formagdo de dois volumes de controle adjacentes, o vetor
drea ASy s6 precisa ser calculado para um dos dois volumes adjacentes, pois
para o outro volume ele terd a mesma magnitude porém com o sinal trocado.

Com esta aproximagao, a equacdo (4.29) torna-se

W-dS=Y Y W;-AS;. (4.32)
Sp €k, fEF
4.7.1 Calculo do vetor area da face

Para obter ASy, constréi-se um vetor coincidindo com a face em ques-
tdo e se aplica uma simples rotacdo em angulo reto, conforme mostra Fi-
gura 21. Matematicamente,

ASy = [ i?’; ] = [R] { i;‘ ]f, (4.33)
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onde [R] é uma matriz de rotagdo, dada por
0 1
[R] = [ o } : (4.34)

enquanto que Ax e Ay sdo as componentes cartesianas de um vetor construido
de forma a coincidir com a face. Tais componentes estdo relacionadas com as
correspondentes componentes locais, AE e An, através da expressio

Sl alls] e
Y I ey ony J,L AN |,

somente vélida para fungdes bilineares, as quais possuem derivadas lineares
em relacdo as coordenadas locais.

Figura 21 — Construcdo do vetor drea da face (modificado de Hurtado (2005))

4.8 APROXIMACAO DA DERIVADA DE UMA FUNGAO ESCALAR

Durante o processo de discretizacao, muitas vezes surge a necessidade
de aproximar a derivada de uma varidvel em um determinado ponto do vo-
lume de controle. Ou seja, necessita-se, por exemplo, aproximar a derivada

de uma varidavel ® no né p
(82) . (4.36)
ox »

No contexto de um método de volumes finitos baseado em elementos,
a abordagem usual para a determinacdo dessa derivada € a utilizacao do te-
orema da divergéncia (Apéndice A.2) para fungdo escalar, que indica que a
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integral de superficie de uma funcio escalar € igual a integral de volume (em
relacdo ao volume limitado pela superficie) do gradiente da fun¢ao escalar,
isto €,
/ VOdV = /@dS. (4.37)
1% s

Assumindo que VO ¢ constante sobre o volume de controle, a equacdo
de Green-Gauss (4.37) pode ser reescrita como

/ VOdV = (VO)V — / @ds. (4.38)
|4 S

Fazendo uso da aproximagdo (4.38), pode-se escrever

a®> 1
— | =— | ©dS". (4.39)
< ox » AV, S,

Por sua vez, a integral de superficie que aparece no lado direito da
equacdo (4.39) é aproximada empregando a equagdo (4.32), ou seja,

@ds*~ ) ) ©;AS}. (4.40)
Sp ecE), feF

Substituindo a equagdo (4.40) na equacio (4.39) chega-se a expressdo
final para a aproximacdo da derivada em um ponto nodal, conforme

90 I .
(3x>pN L L 9sASh (4.41)

P ecE, felFe,

Para a derivada em relacao y, basta substituir x por y na equacdo (4.41)

4.9 ESQUEMAS DE INTERPOLAGAO ESPACIAL

Na discretizacdo das equacdes de conservagdo pelo método dos vo-
lumes finitos, exige-se o cdlculo de valores das varidveis nas interfaces dos
volumes de controle. Porém a forma final das equacdes discretizadas apenas
pode conter valores nodais das varidveis. Consequentemente, torna-se neces-
sdrio o emprego de esquemas de interpolag@o para relacionar os valores das
varidveis nas faces do volume de controle com os valores nodais. Tais esque-
mas serdo empregados de acordo com a natureza dos termos e das equagdes.
Por exemplo, para os termos de transporte difusivo, pode-se utilizar as pro-
prias funcdes de forma como fungdes de interpolagdo, entretanto para o termo
advectivo o uso de uma funcio do tipo upwind é mais apropriado.
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Sendo assim, é conveniente escrever uma equacio genérica para um
esquema de interpolagdo restrito aos valores nodais associados ao elemento:

0;~ Y af,0, (4.42)
1eN,

onde ocf‘-’ ; sdo coeficientes escalares que ponderam a influéncia de cada valor
nodal sobre o valor interpolado na face.

A escolha do coeficiente (x? ; ha equagdo (4.42) vai definir o esquema
de interpolacdo que se quer utilizar. Por exemplo, a interpolacdo usada para
aproximar o gradiente de uma varidvel, dada pela equacgdo (4.5), pode ser
considerada como um caso especial da equacao (4.42) em que os valores dos
coeficientes Ocif ; coincidem com os valores das fungdes de forma avaliadas no
centroide da face f. Conforme mencionado na se¢do 4.5 termos de transporte
difusivo necessitam da aproximagéo do gradiente da varidvel nas faces, desta
forma o coeficiente Oc? ; para esses termos € dado por

as, =Ny, (4.43)

O termo de transporte advectivo representa uma propriedade genérica
0, que pode ser velocidade, tensdo, temperatura, etc, sendo transportada por
adveccdo. Isto é, a velocidade v do escoamento transporta a propriedade em
questdo. Sendo assim, a integral de superficie que representa o fluxo advec-
tivo pode ser escrita conforme

/ vO-dS. (4.44)
Sp

Aplicando a equagdo (4.32) na integral anterior, fica evidente a necessidade
de se aproximar os valores das varidveis nas faces. Consequentemente, deve-
se escolher um esquema de interpolacio.

Conforme comentado acima, um esquema de interpolacao muito usado
nesses casos € o SPU (do inglés, Single Point Upwind), que consiste em apro-
ximar o valor numa interface entre dois volumes adjacentes pelo valor no-
dal localizado a montante dessa interface. Essa aproximagao possui precisao
de primeira ordem e preserva a monotonicidade das solugdes discretas ini-
cialmente monotdnicas (VAN LEER, 2006) e, portanto, produz solucdes nu-
méricas fisicamente coerentes, embora apresentando forte difusdo numérica
(MALISKA, 2004).

Para o emprego do esquema SPU no contexto do EbFVM, deve-se
levar em conta que as faces encontram-se no interior dos elementos, como
por exemplo, a face Fy mostrada na Figura 22 para um elemento quadrilétero.
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Figura 22 — Interpolagdo SPU para a face Fyy (modificado de Maliska et al. (2009))

Caso (V-AS)HD >0 Caso (V‘AS)/J <0
N3 N2 N3 i N2

I AS; l AS,

No-::ﬁﬁ.ﬁi‘;\ NI NO —

N6 a montante N6 a montante

‘N

Dito isto, o valor interpolado da varidvel ® seria dado por

. ((:))p:NO se (V-AS);_po >0,
(0755, = (4.45)

- (Gv*))p:N1 se (V-AS)s_p <0.

Dependendo do sentido com que o escoamento atravessa a face, o qual
€ determinado por meio do sinal da vazdo v - AS, atribui-se o valor nodal cor-
respondente ao né mais préximo localizado a montante da face, como é mos-
trado nos dois casos da Figura 22. Equacdes equivalentes a equacgdo (4.45)
sdo facilmente obtidas para outras faces do elemento, apenas permutando ci-
clicamente os indices dos nos.

Todos os coeficientes OL? ;» definidos na equagdo (4.42), associados
ao esquema SPU sdo nulos, exceto aquele associado ao né a montante, o
qual adquire o valor um. Para o caso da interpolacdo especificada na equacdo
(4.45), tem-se

oG no =1, 0y =0, 05y, =0, 0% 3 =0, se (v-AS)rgy <0
a0 =0, 05y =1, €y =0, A3 =0, se (V-AS)ppy >0

Neste capitulo foram apresentadas as principais aproximacdes numé-
ricas utilizadas no método dos volumes finitos baseado em elementos. De
posse dessas ferramentas € possivel passar para o préximo estdgio, que € a
aplicacdo de tais ferramentas na discretiza¢do das equagdes que governam o
escoamento de fluidos viscoeldsticos. Isto serd apresentado no préximo capi-
tulo.






99

5 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES DIFERENCIAIS

O objetivo deste capitulo € a transformacdo das equagdes diferenciais
continuas, vilidas em um dominio continuo, para equagdes discretas que sdo
resolvidas em um nidmero finito de pontos desse dominio continuo. A esse
processo damos o nome de discretizacdo. No contexto dos volumes finitos
baseados em elementos, esse procedimento ¢ feito integrando as equagdes
diferenciais sobre o volume de controle em funcio dos valores nos nés da
malha computacional (dominio discreto).

Neste trabalho, serd considerado o escoamento em regime permanente,
incompressivel e isotérmico de um fluido de Oldroyd-B governado pelas
equagdes (3.52)-(3.54). Porém, essas equagdes ndo estdo escritas de forma
adequada para serem utilizadas com as técnicas de volumes finitos. Antes de
integrar as referidas equacdes, deve-se colocéd-las na forma conservativa, dada
por

V.ov=0, 5.1
—BY-Vv+V.P=V.1, (5.2)

T+ We div (veT) + We {f (Vv)-T—1- (VV)T] =(1-p) (vw (VV)T> . (5.3)
onde div (v®1) é o produto diddico!.

Integrando as equagdes (5.1) - (5.3) sobre um volume de controle (V),)
poligonal tal como o representado na Figura 17, tem-se

/ (V-v)dV =0, (5.4)
VI’
—B/V-VvdV-i—/V-PdV:/V-th, (5.5)
Vi Vp Vi
/'th+We/V vR1T)dV + We / a—t-(vwlav| =
v, v, v, (5.6)
(1 _B)/(VV+(VV)T)dv,
v,

! Usando notacdo indicial (Einstein): div (vert) = ‘C,, axk + Vi ax' onde vy é a componente da

velocidade na direcao xy
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Considera-se que V), € um volume de controle poligonal, formado por
porcdes de diferentes elementos e limitado pela superficie de controle S,
formada, por sua vez, por um conjunto de faces.

Algumas integrais de volume podem ser transformadas, conveniente-
mente, em integrais de superficie pela aplicacdo do teorema da divergéncia
(Apéndice A.2). Deste modo, as equagdes (5.4), (5.5) e (5.6) podem ser rees-
critas conforme

/ v-dS =0, 5.7)
Sp

_B/Vv.ds+/P~dS:/'c~dS, (5.8)

Sp Sp Sp

/‘ch+We/(V®T)-dS+We /—(VV)-T—T-(VV)TdV _
v, Sp v, (5.9)
(1—BX/(VV+{va)dV,

Vo

onde dS ¢ o vetor diferencial drea da face.

O préximo estdgio € a aproximacdo das integrais de superficie e vo-
lume, que aparecem nas equacdes (5.7)-(5.9), por valores discretos. Isto é
feito aplicando-se as aproximagdes apresentadas no capitulo 4.

5.1 TRATAMENTO DO ACOPLAMENTO PRESSAO-VELOCIDADE-
TENSAO

Antes de prosseguir com a discretizagdo, € importante discutir a forma
de solucdo do sistema de equacdes algébricas gerado apds a aproximacdo das
integrais nas equagdes acima. Basicamente, deve-se decidir se o sistema serd
resolvido de forma totalmente acoplada, ou de forma segregada.

Na solucdo acoplada, todas as equacgdes algébricas sdo organizadas
em um unico sistema de equacdes. Esse sistema € entdo resolvido para a ob-
tencdo de todas as varidveis simultaneamente. Neste caso, como o sistema é
ndo linear, um método para tratar as ndo linearidades deve ser empregado,
como por exemplo o método de Newton. Na prdtica, o sistema totalmente
acoplado ndo converge rapidamente e € bastante dificil de construir precon-
dicionadores robustos (SAHIN; WILSON, 2007; BAAIJENS, 1998) o que
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torna o custo computacional elevado. Neste tipo de abordagem, o sistema de
equacdes resultante tem uma dimensdo (6Nygs) X (6Nyes), isto para um pro-
blema bidimensional. A solu¢do de um problema tridimensional requer ainda
mais capacidade de armazenamento para lidar com sistemas muito grandes.

Uma maneira de reduzir os custos computacionais, especialmente no
que diz respeito a memdria computacional requerida, € a utilizacdo de uma
solugdo segregada, na qual € feito o cdlculo das tensdes viscoeldsticas sepa-
radamente do célculo dos campos de velocidade e pressdo. O acoplamento
entre os dois conjuntos de equagdes € feito iterativamente utilizando-se a me-
todologia de Picard. No entanto, esse método enfrenta alguns problemas de
convergéncia e pode limitar significativamente o valor critico do nimero de
Weissemberg. Porém, o problema do nimero de Weissemberg elevado pode
ser tratado de outras formas, tais como a utilizac¢do de técnicas de estabiliza-
¢do, como por exemplo, o aumento da caracteristica eliptica da equacdo do
movimento.

Neste trabalho, optou-se pela formulagdo segregada, em que sdo re-
solvidos dois sistemas separadamente, um para as tensdes e outro para as ve-
locidades e pressdao. Ainda poderiamos resolver o sistema velocidade/pressao
também de forma segregada, como € feito para escoamentos de fluidos newto-
nianos, onde as tensdes jd estdo embutidas nas equacdes do movimento. Esta
escolha transforma o sistema de equagdes ndo lineares em dois sistemas de
equagdes lineares. Isto fica evidente observando que as velocidades presentes
na equagdo constitutiva sao tratadas como dados de entrada conhecidos, e as
tensdes que aparecem nas equacdes de conservacdo da quantidade de movi-
mento também sdo tratadas como dados de entrada conhecidos. Por sua vez,
cada um dos dois sistemas lineares resultantes é resolvido de forma acoplada.

A defini¢do da forma de tratamento do acoplamento pressdo-velocidade-
tensdo condiciona a forma das equacdes discretizadas. Isto €, influencia dire-
tamente no tratamento que é dado aos diferentes termos das equagdes (5.7)-
(5.9). Isto ficara claro no decorrer das proximas secdes.

5.2 EQUAGCAO DE CONSERVAGAO DE QUANTIDADE DE MOVI-
MENTO

Para aproximar numericamente as integrais de superficie da equagao
(5.8) aplica-se a equagdo (4.32). Assim, chega-se a

Y [-BY (Wv);-a8+ Y (P8, = Y Y (1), (5.10)

ecE, feFe feFe e€E, [T,
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onde i = x,y e T/ é um vetor equivalente a uma linha do tensor tensdo elds-
tica 1. Por exemplo, T} tem as componentes (’cxx,’cxy). A mesma convencio €
adotada para denotar P} que representa uma linha do tensor P. Logo, P} e Pj
possuem componentes (p,0) e (0, p), respectivamente.

Para introduzir o esquema de interpolag@o € mais conveniente conside-
rar, separadamente, as equacdes das componentes cartesianas de quantidade
de movimento. Cada uma destas equagdes pode ser escrita como

Y |-BY (W)as,+ Z (PHASs| = Y Y (1);AS, (5.11)
feF

ecE, f€Fs e e€E, feFe,

onde i = x,y representa cada uma das direcdes coordenadas.
Ap6s substituir a aproximagio de (V') através da equagio (4.13), e
também a interpolacdo genérica dada pela equagdo (4.42), obtém-se

SBY Y Yo+ Y Y Y o, P)AS, =

€€k fEF; IEN, e€E), fEF4 €N,

Y Y ) (E); A8y

ecE, f€F¢ N,

(5.12)

onde b;i- ; 80 as componentes do operador b; que aproxima o fluxo difusivo
numa face f.
Nesta equacgdo usou-se a seguinte notagao para o vetor area da face

AS*,
AS; = [ As-ﬁ. } (5.13)

J4 que a forma usada na equag@o de conservac¢do de quantidade de
movimento € linear na velocidade, pressdo e tensdo, a sua forma discretizada
resultou também em uma relagéo linear incluindo os valores nodais das com-
ponentes da velocidade, da pressdo e da tensdo, na direcao i.

5.2.1 Funcao de interpolacao espacial para a equa¢dao do movimento

Para se obter a forma final da equagdo de conservacio da quantidade
de movimento (5.12), deve-se escolher o esquema de interpolagdo espacial a
ser utilizado na aproximacao segundo termo do lado esquerdo e no termo do
lado direito da equagdo (5.12). Esses termos representam, respectivamente, o
gradiente de pressdo e o gradiente de tensdo aplicado no volume de controle
centrado em p e possuem natureza eliptica. Em geral, a escolha do esquema
de interpolagdo deve concordar com essa caracteristica. Conforme sugerido
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em (HURTADO, 2011), um esquema de segunda ordem é adequado neste
caso. No contexto do método dos volumes finitos baseado em elementos, iSso
é conseguido realizando a interpolacdo por meio das fungdes de forma, ou
seja,

a;jc’l @Nf’l, (5.14)

onde N;, = Nj (& 7N f), isto &, os valores das fun¢des de forma avaliadas nos
centroides das faces.

Aplicando essa aproximacdo na equacio (5.12), e expandindo os pro-
dutos internos, com um pouco de algebrismo, chega-se

Y X X [ Bog N Ay =

€K, fEFY IEN,
(5.15)
Z Z Z [Nf',l(%xx)fAS}+Nf,l(%xy)leAS§f ,
e€E), feF IEN,
Y X X [-Bossi N sy -
eeIEpfe]Ff,leNe
(5.16)

Y X X Vi )iAS N (854S
ecE, fEFY IEN,

onde b;- ; $d0 as componentes do vetor b.

5.3 EQUACAO DA CONSERVACAO DA MASSA

Para a aproximagdo numérica da equagdo da conservagdo da massa
(5.7), aplica-se a equagdo (4.32), com ‘W = v, obtendo-se

Y Y viasy=o. (5.17)

ecE), feF,

A forma fechada da equacdo € obtida apds introduzir a aproximagao
para a velocidade nas faces em funcdo de varidveis nodais.

5.3.1 Funcao de interpolagao espacial para a equacao de conservagcao
da massa

Para aproximar a velocidade nos centroides das faces, poderia-se uti-
lizar as fungdes de forma que seria uma aproximacdo linear vélida, con-
forme foi feito na equacdo de conservagdo da quantidade de movimento.
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Apesar disto, ndo é aconselhdvel este tipo de aproximacdo, pois causaria
que apenas coeficientes associados as componentes de velocidade existissem
na equacdo de conserva¢do da massa. Isso pode produzir um severo mal-
condicionamento na matriz de coeficientes do sistema de equagdes discreti-
zadas. Além disso, existe o potencial problema do desacoplamento parcial
dos campos de pressdo e velocidade devido ao uso de um arranjo coloca-
lizado de varidveis, conhecido como checkerboard problem (PATANKAR,
1980; MALISKA, 2004). A inser¢do da pressdo na equagdo de conserva-
cdo da massa evita essas complicacdes e diversas sdo as possibilidades de
se fazé-la. A mais comum € aquela em que é tomado o divergente do vetor
velocidade, a partir das equagdes do movimento, e introduzido na equagdo
de conservacdo da massa, gerando uma equacdo de Poisson para a pressao.
Esta alternativa, entretanto, ndo garante a conservacao da massa e as veloci-
dades aparecem apenas explicitamente no termo fonte dessa equacdo, porém
o desejado € que a pressdo e as velocidades nodais aparecam implicitamente
na equag@o de conservacdo da massa. Uma estratégia a ser considerada é a
inserc¢do dos efeitos da pressdo via fungado de interpolacdo para a velocidade
na equagdo de conservagdo da massa. E uma estratégia semelhante aquela
utilizada por Raw (1985) no desenvolvimento do método FIELDS para a so-
lucdo das equacdes de Navier-Stokes em malhas de quadrildteros. O método
proposto por Raw utiliza uma aproximagao pontual da equagdo da quantidade
de movimento como base para a construcdo da fun¢do de interpolagdo. Desta
forma, para o caso considerado aqui, parte-se da equagdo de conservagdo da
quantidade de movimento (5.2) aplicada no centroide de uma face

(BV?v—V-P+V.1), (5.18)

e busca-se uma expressdo aproximada para a velocidade em funcdo das va-
ridveis nodais.

Para isso, deve-se aproximar cada um dos termos da equacdo (5.18)
em funcdo dos seus respectivos valores nodais. Isso € feito nas subse¢des a
seguir.

5.3.1.1 Termo da pressao

O termo da pressdo pode ser aproximado na face via fungdes de forma.
Sendo assim, tem-se

vP=—[J7 ' DT(#) = GT(F)), (5.19)

onde G € o operador gradiente definido na equacéo (4.14).
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5.3.1.2 Termo da tenséo elastica

Como feito para o termo da pressdo, o termo da tensdo eldstica é apro-
ximado no ponto central de uma face via fun¢des de forma, ou seja,

Vor=—[J77 DT = GT(E)". (5.20)

5.3.1.3 Laplaciano da velocidade
Raw (1985) propds uma aproximagao para o laplaciano da forma
VeN; — vy

2
Ld

(V2V) , ~ (5.21)

f
onde N € o vetor de valores das fun¢des de forma no ponto central de cada
face e L; é uma escala de comprimento para a difusdo, a qual pode ser relacio-
nada com as dimensdes do elemento considerado e € definida em cada ponto
de integracdo do elemento. A discretizacdo detalhada do operador laplaci-
ano, bem como a expressdo analitica para o comprimento Ly, para elementos
quadrildteros e triangulares estdo apresentadas no apéndice D. A matriz VT
contém os valores nodais das componentes da velocidade, ou seja,

VT iy iy - dne _ u, (5.22)
Vi Vo e e vl ’

Sem os termos da pressdo e da tensdo eldstica, a equacdo (5.18) se
reduz a uma equagdo de Laplace para a velocidade, ou seja,

Vv = 0. (5.23)

Assim, a equagdo (5.21) implica que nesse caso v; serd aproximada como
uma interpolacdo bilinear dos valores nodais de velocidade, que é uma boa
aproximacao para a velocidade em qualquer ponto interior a um elemento. A
presenca de termos adicionais na equacio (5.18) produzir4, entdo, um desvio
da interpolag@o bilinear obtida usando fun¢des de forma.

Substituindo as aproximagdes (5.19), (5.20) e (5.21) na equacio (5.18),
chega-se a aproximacao completa para a equacao de Stokes (5.18):
T
W —GT(P) +GT (%) ~0. (5.24)

B

Isolando v nesta equagdo, obtém-se

y L2 oo L
Vi~ VIN;— FdGT(P;f)E + E"GT('E}‘Y, (5.25)
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Portanto, conforme afirmado anteriormente, a interpolacdo da velo-
cidade € igual a uma interpolagdo bilinear dos valores nodais de velocidade
mais um certo desvio provocado pelos termos associados a pressao e a tensao.
A participagao de valores nodais da pressio e da tensdo na fungéo de interpo-
lacdo da velocidade promove o acoplamento entre os campos de velocidade,
pressdo e tensdo, ademais, causard o aparecimento de coeficientes associa-
dos a pressdo e a tensdo na forma discretizada da equacao de conservagdo da
massa. Isto melhora o condicionamento da matriz de coeficientes do sistema
global de equagdes (RAW, 1985; HONORIO, 2013).

Substituindo a aproximagao (5.25) na equagao de conservacido da massa
(5.17), obtém-se

Y Y vias;= Y Y AST-VIN,

e€E, feF¢, e€E, feF¢,

-X X

ecE), feF, B

FE LY

ecE), feFy, ﬁ

L[21 T T/p*\e
348G (F) (5.26)

AST-GT(%))".

Fazendo uso do operador (b‘})T a equagdo (5.26) pode ser reescrita
conforme ‘

Y Y vias,x Y ZAS}-\“IZNf

e€E), feF e€E), feF

Lé e\T p+\e

*Fe;&féﬁ(bﬂ (P7) (5.27)
Lz! e\T (z*\e

+F‘ Y Y b))

ek, feF¢,

Considerando que, segundo a equagdo (5.22), a matriz V! é formada
pelos vetores de valores nodais associados as duas componentes da veloci-
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dade, a equagdo (5.26) pode ser reescrita na forma equivalente

Y, Y viASrm Y ) Y ASNg i +ASENg v
ecE,, feFe ecE,, feFs [N

L cONPL o ONEEY
,FZ Y Z(Asfa +AS, % )p,

ek, feFs IeN,

12 Ny, (5.28)

Ny
FE LT T (a5 ean B )

ek, fels IeNe

ON; a
Sy 7y (s a5 5 ) ).

ek, feFs IeNe

As tensdes sdo tratadas como parte de um termo fonte da equacdo,
assim, rearranjando a equacdo anterior se obtém a forma final da equacdo de
conservagao

' Ly (o ONs ON
YY) AS;Nf.I’Zl*AS}Nf,sz*fd(AS?T”JFAS; afl)ﬁ? _
ecE, feF; [eN B x y
—L aNl aN]
+ Bd Y Y Y (ASfoJrASf a; )(cxy)g (5.29
ecE, feF [eN¢
L

Ny 2
5 Yy ¥y (ASX ~ L (k) +AS) ](;]y (1:\}),9).

ek, feFs IeNe

Consequentemente, a contribui¢cdo de um dado elemento na equagdo
discretizada de conservacdo de massa de um dado volume de controle possui
parcelas associadas as duas componentes da velocidade, as tr€s componentes
da tens@o e também a pressdo, segundo foi comentado anteriormente.

5.4 EQUAGCAO CONSTITUTIVA

Por conveniéncia, repetiremos a equagdo constitutiva na forma integral
(5.9) abaixo

/th+We/(v®t)-dS+We /—(Vv)-'r—'r-(Vv)TdV _
Vo S Y (5.30)
(I—B)/(VV-I-(VV)T) av.

Vp
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Lembrando da simetria do tensor tensdo eldstica, pode-se decompor a
equacdo anterior em trés equagdes, conforme

- du ou
/Txde—FWe/(V’Cxx)-dS—ZWe/ {txx+tx,} dVv =
" ¥ A (5.31
2(1_3)/8101\/ Y
ox
VP
- v av
V/ TdV + We S/ (Vi) - dS — 2We V/ [rxyax +ryyay] av =
p 14 P
5 (5.32)
2(1-B) [ Sav.
dy
VI’
- v Ju
/’nydV+W€/(V’ny) -deWe/ {T”ax +‘cyyay} dv =
Y 5 Y (5.33)

(1-3)/(3’y‘+$)dv.

Vp

Observando as equacgdes acima, percebe-se que os termos em cada
uma delas se repetem nas outras mudando apenas a incégnita em questio.
Em vista disto, somente serd feita a discretizacdo detalhada de cada termo
da equacgdo (5.31). Para as outras duas equagdes o processo € andlogo e nos
limitaremos apenas a escrevé-las diretamente no final desta secao.

5.4.1 Integral de T,, sobre o volume de controle centrado em p

Deseja-se aproximar primeiro termo do lado esquerdo da equagdo (5.31),
ou seja,

/ TodV. (5.34)
Vo

Conforme visto na secdo 4.6, a aproximacdo de uma integral de vo-
lume de € realizada pela aplicacdo direta da regra do ponto médio, isto €&,
o produto do valor médio do integrando no dominio de integra¢do multipli-
cado pelo volume desse dominio. Portanto, utilizando a equagdo (4.21) com
® = 1,,, obtém-se a aproximacdo da equacgdo (5.34) conforme

/ TudV & (%), AV, (5.35)
V

4
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onde (1), € o valor nodal do integrando e AV}, € o volume do volume de
controle, ambos associados ao né p.

5.4.2 Termo de transporte advectivo

A integral contida no segundo termo do lado esquerdo da equagdo
(5.31) tem carater advectivo. Os termos advectivos sao de natureza parabd-
lica, o que significa que a dire¢do do escoamento, particularmente os valo-
res a montante, tem grande influéncia no valor da propriedade transportada
por advecg¢do (MALISKA, 2004). Para discretizar esse termo, primeiramente
emprega-se a equacdo (4.32) com W = v1,,, para se obter a seguinte aproxi-
magdo
/S (VTa) dS= ) ), (Vi) ASy. (5.36)
P ecE), feF
O produto escalar da velocidade, avaliada no centroide da face, pelo
vetor drea da face é uma aproximacgdo da vazdo volumétrica através da face,
isto €,
Desta forma, a equagdo (5.36) é reescrita, de forma mais compacta
conforme
/ (Vi) dS= Y Y 0;(ta);- (5.38)
Sp e€E, f€FY
Admitindo que o campo de velocidade é conhecido, a tinica incégnita
é T, Portanto, necessita-se relacionar (Tyy) / com os valores nodais no ele-
mento, mediante algum esquema de interpolacdo. De maneira geral isso pode
ser feito pelo emprego da equacdo (4.42), com a qual se obtém

| m-aS= ¥ ¥ Y 00, (1. (539)

P ecE), feF; leN¢

Em funcdo da importincia da velocidade no transporte de Ty, no do-
minio, ndo € possivel utilizar as fungdes de forma para interpolar (Ty) s, pois
a aproximacdo resultante seria bilinear, caracterizando uma aproximagao em
diferencas centrais, sabidamente inapropriada para modelar os termos advec-
tivos (MALISKA, 2004). Fungdes de interpolagdo desse tipo para os termos
advectivos ddo origem a coeficientes negativos nas equagdes discretizadas
e, conforme é extensamente relatado na literatura (LEVEQUE, 2004; MA-
LISKA, 2004; PATANKAR, 1980; RAW, 1985), problemas de monotonici-
dade e de oscilacdes nas solugdes sdo produzidas nesses casos. Geralmente,
a opg¢do adotada para prevenir esse problema é o emprego do esquema de
interpolacdo SPU (Single point upwind). Portanto, no presente trabalho sera
utilizada a fun¢fo de interpolagdo SPU, dada pela equacéo (4.45).
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5.4.3 Integrais volumétricas envolvendo produto de tensoes e deriva-
das da velocidade

Esse tipo de integral aparece no terceiro termo do lado esquerdo da
equacdo (5.31). Sendo uma integral de volume, usa-se a aproximacdo dada
na equacdo (4.42), ou seja,

Ju . Ju
/V Ty = (), <ax>pAV”' (5.40)

Por sua vez, a derivada de u com respeito a x € aproximada pela apli-
cacdo da equacgdo (4.41), obtendo-se a expressdo

ou 1
TodV ~ (), | —— wiAS% | AV, (5.41)
/Vp ox P\ AV, ega'p féﬁ, 7

Apesar da integral acima estar na forma discretizada, necessita-se o
valor da velocidade nos pontos nodais, o que pode ser facilmente obtido fa-
zendo uso das fun¢Ges de forma definidas no Capitulo 4. Sendo assim, a apro-
ximacdo final da integral (5.40) € escrita conforme

ou . 1 N
/ VR (), (- & X Y Nuwasy | av,  (542)
Vo OX P ¢€E, fcFs IENe

5.4.4 Integrais volumétricas das derivadas da velocidade

A integral do lado direito da equagdo (5.31), a qual é uma integral de
volume, pode ser aproximada de maneira similar a integral (5.34). Ou seja,
o produto do valor do integrando avaliado no né do volume de controle em
questdo pelo volume do volume de controle. Matematicamente,

%My ~ (a”> AV, (5.43)
p

v, 0x ox

Para concluir a aproximagdo, necessita-se aproximar as derivada da
velocidade no né p. Para tanto, emprega-se a equacao (4.41). Desta maneira,
a forma final para a integral do lado direito fica

My | LY Y Y N uAs | Ay, 544)

v, 0X AV, ¢€E,, fEF4 [EN
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5.4.5 Forma final das equagodes constitutivas

Tendo-se discretizado todos os termos da equacdo (5.31), pode-se es-
crever a forma final da discretizacdo das equagdes constitutivas conforme

(1—2We(3’;> AV, (T),+ Y, Y Y 0505, (Ta)]

ecE, fe]F;’, leNe

) N (5.45)
u o u
— 2W€aiyAVp(’ny)p =2 (1 - B) aAV]”
a o e = e
<1 —2Weav> AV (%), + Y Y ) Qs (Tyy);
Yy €k, gew; leNe ; (5.46)
Y o 1%
_ 2W6$AVI,(‘:X),)[7 =2(1-PB) a—yAVp,
o = e av %
AV (), + Y Y Y Oty _WejAVP(TXX)p
eckE, fE]F;’,IEN“ x (5 47)

du . Jdv  du
— WeafyAVp(Tyy)p = (1 — B) <ax + ay) AVp

Por clareza, decidiu-se nio escrever explicitamente as discretizagdes
das derivadas da velocidade. Esta forma de apresentacdo das equagdes facilita
na implementa¢@o, uma vez que essas derivadas sdo calculadas a partir da
solugdo das equagdes de conservagdo da massa e da quantidade de movimento
e, portanto, sdo constantes. Isto ficard claro na se¢do 5.8.

5.5 SISTEMA DE EQUACOES

O resultado da discretizagdo de uma equagao diferencial linear, ¢ uma
equacdo algébrica, também linear, para cada volume de controle na malha.
Quando reunidas as equacdes associadas a todos os volumes de controle em
uma dada malha se obtém um sistema de equacdes lineares. A solu¢@o deste
sistema proporciona uma aproximacao numérica da solugdo da equagdo dife-
rencial no dominio de solugdo.

As equagdes discretizadas (5.15), (5.16), (5.29) (5.45), (5.46) e (5.45)
apresentam uma dependéncia mitua entre si. Por conseguinte, todas as incog-
nitas i, v, p, i, Ty, € Ty, devem satisfazer simultaneamente as seis equagdes.
Deste modo, tais equagdes, que estdo definidas em cada um dos Npss da malha
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computacional, ddo origem a um sistema de equacdes lineares de dimensdo
(6Nngs) X (6Nyés)-

Conforme discutido na sec¢do 5.1, neste trabalho optou-se por resolver
primeiramente as equagdes (5.15), (5.16), e (5.29), que formam o sistema de
Stokes, e depois as equagdes (5.45), (5.46) e (5.47), que formam o sistema
das equacdes constitutivas. Desta forma resolve-se dois sistemas lineares de
(3Nnss) X (3Nuss)-

Para construir cada um dos sistemas lineares, primeiramente, deve-se
definir a forma como as equacdes serdo organizadas. A forma de organizacdo
das equagdes empregada neste trabalho consiste no armazenamento consecu-
tivo de todas as equacdes de cada um dos volumes de controle (MALISKA,
2004; HONORIO, 2013). Por exemplo, para a montagem do sistema de Sto-
kes, nas trés primeiras linhas do sistema linear serdo armazenadas, respecti-
vamente, a equacao (5.15), (5.16), e (5.29), do primeiro volume de controle;
na 4* 5% e 6 linhas, sdo armazenadas as mesmas trés equagdes do 2° volume
de controle e assim sucessivamente. Desta forma, obtém-se um sistema linear
com a seguinte forma (HONORIO, 2013),

(C] Q] " (]
A Al 0, Bj
: = , (5.48)
(C) . ® ® 0]
Nnes 1 ANnéanr’)s ®Nﬂ‘35 BNm’)s

em que os coeficientes Af} sdo matrizes de dimensdo 3 x 3 e os coeficientes

O, e B, sdo vetores de dimensio 3 x 1, definidos da seguinte maneira

Al 0 A7 ) i By

Af =1 0 Ay A7 O = ¥ BY = BlZ , (549
u v o
Aly Aly Al pi B

onde os coeficientes da matriz A[G} representam a conexio entre a equacao
definida no n6 p e as demais equagdes dos nés s do elemento, através da face
f contida nesse elemento. A equagdo a qual pertence o coeficiente € indicada
pelo primeiro superindice e qual incégnita estd multiplicando € indicada pelo
segundo superindice. Por exemplo, o coeficiente A?]‘? pertence a equacdo do
movimento em x e estd multiplicando a varidvel p. Ademais, ele representa
a influéncia da da pressdo, definida no né /, através da face f na equagdo da
componente u da velocidade definida no né p.

Por utilizar malhas ndo estruturadas, o método EbFVM apresenta uma
configuracio onde o nimero de vizinhos dos volumes de controle ndo € fixo,
podendo assim, cada linha da matriz da equagdo (5.48) possuir um nimero
arbitrario de matrizes ndo nulas, sendo uma para os coeficientes centrais das
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varidveis em cada equacdo e as outras para os coeficientes de conexdo com
os volumes vizinhos.

Similarmente, para as equacgdes constitutivas se obtém um sistema li-
near da forma (5.48), onde coeficientes Ag, ®; e By sdo definidos da seguinte
forma

TaxTay

TXXTXX ~ XX
Alf TQ/C- A‘ltf.‘r . ( xx)l BZ

Af=| 0 Ay " AR T Or= (T BY=| B | (550)
AT g gt (Eul B

Observe-se que das seis equacdes diferencias sendo resolvidas apenas
3 sdo equagdes de conservacgdo e para as quais as integragdes foram feitas na
forma conservativa, reproduzindo o balango das propriedades, no caso quan-
tidade de movimento e massa. As outras trés equacdes sao relacdes constitu-
tivas e ndo necessitam de cuidados especiais em relacdo a conservacio, pois
ndo representam equagdes de conservagao.

5.5.1 Montagem do sistema linear

Na implementa¢do do método de volumes finitos baseado em elemen-
tos costuma-se realizar a montagem do sistema de equagdes seguindo um
procedimento de varredura por elementos, no qual cada vez que um elemento
¢ visitado, todas as contribui¢des associadas a ele sejam calculadas e adicio-
nadas em suas posi¢des adequadas da matriz de coeficientes. Esta abordagem
¢ a mais adequada, pois o proprio método de discretizag@o estd baseado em
aproximacdes locais por elemento.

Desta forma, o procedimento de montagem da matriz de coeficientes
inicia-se com uma varredura em todos os elementos da malha computacional.
Em cada elemento e acessado, sdo percorridas todas as suas faces internas
f nas quais deve-se aproximar uma certa grandeza, porém essa grandeza ne-
cessita dos valores nodais para ser calculada. Portanto, para a cada face f
do elemento e € feita uma varredura nos vértices ['s deste elemento. Dentro
desta varredura calcula-se todos os valores que compdem o coeficiente AZG}.
Cada coeficiente deve ser adicionado na sua respectiva equagdo referente ao
volume de controle correspondente ao né localizado atrds da face, nB, e sub-
traido da equag@o referente ao volume de controle do né localizado a frente
da face, nF', como indicado na Figura 23. A equacdo referente ao né a frente
ou atrds define em qual linha do sistema o coeficiente deve ser inserido. A
coluna € determinada por qual vértice do elemento estd sendo acessado, isto
é, qual varidvel nodal o coeficiente deve multiplicar.

Para inserir os fluxo dos volumes de controle de fronteira é realizada
uma nova varredura nas faces de contorno. O procedimento de montagem do
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Figura 23 — Representacdo dos volumes de controle atrds e a frente da face. (modifi-
cado de Hurtado (2011))

11 13 14

' g
AS; 9 (nF) 10

w

sistema linear pode ser encontrado com mais detalhes em (HURTADO, 2011;
HONORIO, 2013; COOK et al., 2001; HUGHES, 2000).

5.6 TRATAMENTO DOS VOLUMES DE CONTROLE DAS FRONTEI-
RAS

Nos capitulos anteriores as equagdes foram derivadas para volumes de
controle genéricos localizados no interior do dominio. Se o né p estiver loca-
lizado na fronteira do dominio, conforme mostrado na Figura 24, as equagdes
para o volume de controle ao redor do referido né devem conter, além das
contribuicdes das faces internas (/FC), as contribuicdes das faces de contorno
(BFC). Considerando-se um volume de contorno conforme o mostrado na
Figura 24, sdo apresentadas, a seguir, as contribui¢des das faces de contorno
para as equacdes de conservacdo da massa e da quantidade de movimento,
bem como das equacgdes constitutivas.

5.6.1 Equacao de conservacao da massa

A equacgdo de conservacdo da massa, para um volume de controle na
fronteira, é dada pela soma das contribui¢des das faces internas e das contri-
buicdes das faces de contorno, ou seja,

(IFC) ¢y + (BFC) ey =0, (5.51)
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Figura 24 — Volume de controle na fronteira do dominio com as faces internas f; e
faces de contorno b; (modificado de Honério (2013))

em que (/FC) é dado pela equacdo (5.29) e o termo (BFC) pode ser escrito
conforme

(BFC)epy =Y., Y, (4,85+v;S))- (5.52)

ecPE, beb]ﬁ*ie

Para obter a forma fechada da equacao (5.52), deve-se decidir como
serdo avaliadas as velocidades u e v nas faces. A funcdo de interpolagdo do
tipo FIELDS poderia ser utilizada, porém neste trabalho optou-se pelo uso
das fungdes de forma, obtendo-se resultados satisfatérios. Assim, a forma
final da contribui¢do das faces do contorno fica,

(BFC)epy =Y. Y, Y Ny (iif AS + ¥ AS}) . (5.53)

¢€E pebpbe IENC

5.6.2 Equacao de conservacao da quantidade de movimento

A equagdo de conservacdo da quantidade de movimento para um vo-
lume de controle pode ser escrita conforme:

([FC)QM+ (BFC)QM. (5.54)

As contribui¢des das faces internas sdo dadas pela equagdes (5.15) e (5.16).
Similarmente ao que foi feito para a equagcdo de conservacdo da massa, as
contribui¢des das faces do contorno para a equagdo do movimento podem ser
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escritas conforme

(BFC)QM =—B Z Z (V"i)bASb

e€lE, bEb]Fbe

) Z b ASy (5.55)

GhIEp be”]Fpe

- Y )Y @),-AS,.

ec’E, bebIF‘[;e

As equacdes de conservagdo da quantidade de movimento sdo cons-
truidas apenas para volumes de controle de fronteiras com entrada ou saida
de massa em que as velocidades ndo estejam prescritas como condi¢des de
contorno. Essas fronteiras estio localizadas em uma regido onde se possa ga-
rantir que ndo exista fluxo difusivo (MALISKA, 2004). Sendo assim, ndo é
necessario computar as contribui¢des do termo difusivo da equagdo (5.55).
Portanto, para computar as contribuicdes das faces de contorno para a equa-
¢do do movimento basta escolher uma aproximagio para a pressdo e para as
tensdes nas faces de contorno. Isso pode ser feito com o uso das funcdes de
forma. Deste modo, obtém-se

BFC)eyy= Y. Y Y Ny (B)),-ASy —Npy (%)), ASp. (5.56)

eeb]E], biFff leNe

5.6.3 Equacoes constitutivas

As equagdes constitutivas também devem ser discretizadas para os vo-
lumes de controle da fronteira. Observando a equagdo (5.45) percebe-se que
0 unico termo que inclui somatdrio nas faces € o termo advectivo, logo € o
Unico termo que deve ser avaliado nas faces do contorno. Ou seja, a contri-
buicdo das faces de contorno para a equagdo (5.45) resume-se a:

(BFC)per, =We Y. Y. 03 (Tu)y- (5.57)

e€’E, heb]sz

Conforme visto anteriormente, e repetido aqui por completeza, o pro-
duto escalar da velocidade, avaliada no centroide da face, pelo vetor drea da
face é uma aproximagdo da vazdo volumétrica O através da face, ou seja,

Op = vj, - ASp. (5.58)

Aqui as componentes do vetor velocidade, v, podem ser aproximadas
pelas fungdes de forma avaliadas no ponto de integragdo da face. J4 o valor da
propriedade t,, devera ser extrapolado de valores internos de T, ou utilizando
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algum esquema de interpolacdo adequado. Neste trabalho foi empregado o
esquema SPU. Assim, o termo com as contribuicdes das faces internas para a
equacdo (5.45) é dado por

(BFC)ge, =We ), Y. ) Op0(t)f- (5.59)

ecbEy beb]F,b,e leNbe

Procedendo de maneira andloga € facil obter as contribui¢des das faces
de contorno para as equacdes (5.46) e (5.47).

5.7 CONDICOES DE CONTORNO DE DIRICHLET

Em uma condicao de contorno de Dirichlet os valores da varidvel da
equagdo sdo conhecidos em uma fronteira. Em formula¢des numéricas com
nés localizados nos vértices (cell-vertex) existem nds sobre as fronteiras do
dominio, desta forma os valores nodais em nés localizados sobre uma fron-
teira com condic¢des de contorno de Dirichlet deixam de ser incégnitas do
problema.

Existem diferentes maneiras de se aplicar condi¢cdes de Dirichlet em
formulagdes numéricas com nds localizados nos vértices, vide (HURTADO,
2011; HONORIO, 2013). Neste trabalho, a aplicag¢@o das condi¢des de Diri-
chlet no sistema de equagdes ¢ feita impondo-se o valor prescrito diretamente
no sistema linear. Para isto, insere-se o valor zero em todos os coeficientes
da linha referente a equag@o de conservacdo do né em que se deseja aplicar
a condi¢do de contorno, exceto na diagonal principal, em que se insere um
valor igual a 1. Por fim, o valor prescrito é colocado na mesma linha no vetor
independente (lado direito).

5.8 ALGORITMO COMPUTACIONAL

O procedimento adotado para resolver o problema de escoamentos de
fluidos viscoeldsticos é brevemente descrito nesta secao.

Conforme mencionado anteriormente, foi usado o método de Picard
para reduzir o problema ndo linear & uma sequéncia de problemas lineares.
Desta forma, o procedimento de calculo é dado a seguir:

1. Inicializa as variaveis;

2. Resolve as equagdes da continuidade e conservacdo da quantidade de
movimento, de forma acoplada, para obter (v, p);
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3. Com os valores da velocidade obtidos no passo 2 compute as deriva-
das da velocidade que aparecem nas equagdes constitutivas e a vazao
massica;

4. Resolve as equagdes constitutivas, de forma acoplada, para obter T;

5. Relaxa as tensoes através da férmula
7 = (1 — o)tk — okt (5.60)

onde T¢*! denota a mais recente aproximacdo da incégnita na iteragio
externa e o € (0,1) é uma constante de relaxagdo. Estes valores sdo
utilizados nos termos fontes das equagdes de conservacdo da massa e
quantidade de movimento.

6. Volta ao passo 2 e repita até a convergéncia.

O solver GMRES, com pré-condicionador Jacobi, foi aplicado na so-
lucdo dos sistemas lineares dos passos (2) e (3) com uma tolerancia de 1078,
O critério de parada para as iteragdes de Picard é dado por

||¢,I<+1 _ q)k”z

[, < Tol, (5.61)
onde ||-||» é a norma I.? discreta, ®*! denota a mais recente aproximagio
da incégnita na iteracio externa, ®* é a aproximacdo anterior, em que ® =
(u,v,p,‘cxx,‘cyy,rxy)T e Tol =1078. O uso do limite Tol = 108 na equagio
(5.61) garante que cada uma das varidveis satisfaz a equagado (5.61) com, pelo
menos Tol = 1077,



119

6 RESULTADOS

Neste capitulo, sdo apresentados diversos problemas resolvidos pela
aplica¢do da metodologia proposta neste trabalho. Foram considerados para
avaliagdo do algoritmo exemplos cldssicos da literatura comumente utilizados
para testar diferentes aspectos das solugdes numéricas, sdo eles: escoamento
entre placas planas, escoamento em uma cavidade fechada com tampa mével
e 0 escoamento em uma contracao planar 4:1. O problema do escoamento de
um fluido viscoeldstico ao redor de um cilindro é também resolvido.

Todas as simulagdes foram realizadas em computador com processa-
dor Intel Core i7 de 2.0 GHz e 6.0 GB de meméria RAM. Conforme co-
mentado anteriormente, o cédigo computacional foi desenvolvido em lingua-
gem C++. Fez-se uso da biblioteca EFVLib (MALISKA et al., 2009), desen-
volvida no Laboratério de Simulacdo Numérica em Mecanica do Fluidos e
Transferéncia de Calor (SINMEC) da Universidade Federal de Santa Cata-
rina, como base para a manipula¢io de malhas ndo estruturadas, e da biblio-
teca PETSc (BALAY et al., 2013), que foi utilizada para resolver os sistemas
lineares.

Em todos os exemplos, o fluido considerado é modelado pela equa-
cdo constitutiva de Oldroyd-B. O tipo de escoamento € um creeping flow em
regime permanente, ou seja, governado pelas equagdes (5.1)-(5.3) que sdo
reescritas abaixo por completeza:

V.v=0, (6.1)
—BViv+Vp=V.1, (6.2)
1+W@dh(v®1}+%%—%Vv)t—t(VﬂT]:(L—m<Vv+(VﬂT>. 6.3)

Em coordenadas cartesianas, para o caso bidimensional, obtém-se

du ov
oy (6.4)
J d ap %u
P + 3 PR Tyy — a ( 8x2 ) 6.5)
8 J ap 0°y
2™ ™ oyt (axz ) o0
Tox + W 3(1: )+E(T )—21 -2t = 713 (6.7)
XX e p UTxx ay Vxx XX a xy = ax’ .
Ty + We (3 ) —, ©68)

0
3 (u‘cvy) + g (v‘cw) ZTxy a —2Tyy— 3
(

d av du du dv
Tyy + We ( UTyy) + > (viyy) ~ T —’ny$> =(1-p) {a—y + a} . (6.9
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6.1 ESCOAMENTO ENTRE PLACAS PLANAS

Este exemplo considera um fluido viscoeldstico escoando entre duas
placas planas paralelas. As simulacdes sao realizadas em uma malha ndo es-
truturada com elementos mistos para demonstrar a capacidade do algoritmo
em lidar com este tipo de malha. A Figura 25 mostra a geometria 2D, com
comprimento 4.5H e altura 2H. Neste trabalho ¢é utilizado H = 4.

Figura 25 — Geometria do escoamento entre placas planas

A
A4

O escoamento € considerado totalmente desenvolvido na entrada. Por-
tanto, um perfil de velocidade parabdlico é imposto na entrada, conforme a
equagdo (6.10), abaixo

3 2
u=5(16-y%),  v=0. (6.10)

A solugdo analitica para as tensdes em todo o dominio é dada por
(WEBSTER, 1959; WEBSTER; TAMADDON-JAHROMI; ABOUBACAR,
2004; TOME et al., 2002; YOO; NA, 1991; NA; YOO, 1991) :

T = 2We(1 —P) (gZ)z,

Ty =0, (6.11)
)
Ty = (1 _B) aiz

Usando o perfil de velocidades assumido na entrada, equacgdo (6.10), obtém-
se as condigdes para as tensdes na entrada conforme

9 2
2048”7
Ty =0, (6.12)

Ty = We (1 =)
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Condig¢des de ndo deslizamento foram impostas nas paredes sélidas,
ou seja, a velocidade na direc@o tangente a parede é nula. Como ndo existe
fluxo através da parede, a parede € impermedvel e a velocidade normal a pa-
rede é também nula. Também sdo nulas as derivadas em relagdo a direcdo
tangente e, como consequéncia da aplica¢do da equagdo da continuidade, a
derivada da velocidade na dire¢do normal em rela¢fio a dire¢do normal tam-
bém € nula. Portanto, na parede, tem-se

ou v ov
M—O, V—O, 7_07 a—O, aiy

e =0. (6.13)

Substituindo essas condi¢des de contorno nas equagdes constitutivas, as ten-
sdes devem satisfazer as seguintes condi¢des na parede:

e = 2We(1— B) (g)2

Ty, =0, (6.14)

rxy(lﬁ)gl;.

Na fronteira de saida é considerado que o escoamento esta plenamente
desenvolvido. Para que se possa aplicar corretamente este tipo de condigdo, é
necessario assegurar que a regido do dominio do problema, onde essa condi-
¢do € imposta ndo existem mais mudancas das varidveis em relacio a direcdo
normal ao escoamento. A pressao foi definida com zero nesta fronteira.

Para iniciar o processo de solugdo numérica, assume-se como estima-
tiva inicial para todas as varidveis como sendo zero.

As simulacdes foram realizadas na malha mostrada na Figura 26, que
consiste em 6800 elementos quadrilateros regulares, 3438 elementos trian-
gulares ndo regulares e 8717 nés. A utilizacdo desta malha permite avaliar a
capacidade do método para lidar com malhas nio estruturadas hibridas.

Para avaliar a exatiddo do método, as solug¢des obtidas numericamente
sdo comparadas com as solucdes analiticas apresentadas nas equacdes (6.10)
e (6.12).

Nas Figuras 28 e 27 sdo mostrados o perfil de velocidade u e os perfis
de tensdo eldstica Ty € Tyy, respectivamente. Os resultados foram gerados para
diferentes valores de We ao longo das linhas x =5 e x =9, nas quais ocorre
a transi¢do dos elementos retangulares para triangulares, e da linha x = 13. O
pardmetro P € feito igual a 1/9 por motivo de comparagdo com a literatura.
Os gréficos mostram excelente concordancia entre os resultados numéricos e
os das solucOes analiticas. Para a tensdo de cisalhamento, T,,, os resultados
sdo os mesmos para os diferentes valores do numero de Weissenberg, We.
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Figura 26 — Malha 2-D nio estruturada utilizada na simulagdo do escoamento entre
placas paralelas.

Figura 27 — Perfis das solu¢des numérica e analitica da velocidade u para o escoa-

mento viscoeldstico entre placas planas para diferentes valores do nimero
de Weissenberg
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Figura 28 — Perfis das solu¢des numérica e analitica das tensdes para o escoamento
viscoeldstico entre placas planas para diferentes valores do nimero de
Weissenberg: (a) Tensdo normal Ty, (b) Tensédo de cisalhamento T,y
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Na Tabela 3 sdo apresentados valores na norma L, do erro para as
componentes do tensor tensdo eldstica utilizando diferentes valores do nu-
mero de Weissenberg. Verifica-se que a aplicacdo do método dos volumes
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finitos baseado em elementos é capaz de produzir solu¢des muito préximas
as respostas analiticas, mesmo utilizando malhas ndo estruturadas hibridas.
Pode-se observar, também, na Tabela 3 que quanto maior o valor de We maior
o erro obtido, especialmente para a componente T,, do tensor tensdo eldstica.

Tabela 3 — Valores na norma L, do erro para as tensdes Ty, € Tyy para diferentes We
emx=13,x=9ex=5

Tensao We =0.1 We=1.0

x=13 x=9 x=5 x=13 x=9 x=5
Tyx 81x107% 25x107% 1.4x107%[82x107° 27x107% 16x107*
Ty | LIx107% 28x107* 23x107* | 1.I1x107* 29x107* 22x107*

tensao We =20 We =3.0

x=13 x=9 x=5 x=13 x=9 x=5

Ter 1.6x107% 34x107% 24x107% [24x107* 45x10% 37x107*%

Ty | LIx107* 32x107* 22x107* | 1.I1x107* 35x107* 22x107*

6.1.1 Influéncia do parametro 3

Nesta secdo é avaliada a influéncia do pardmetro B, o qual reflete a
contribuicdo polimérica na viscosidade do fluido, sendo que quanto menor
este valor, mais acentuada € a caracteristica eldstica e, portanto, maior a ten-
sdo existente no escoamento. Na Figura 29 é apresentado o efeito de B nos
perfis de tensdo T, e T,, considerando o valor do niimero de Weissenberg fixo
iguala 1.

E possivel constatar, analisando-se os perfis de tensdes na Figura 29,
que quanto menor o valor de § maior serd o médulo da tens@o, ou seja, quanto
mais pronunciado € o efeito eldstico maior € o valor absoluto da tensdo exis-
tente no escoamento. Por consequéncia, quanto menor o valor deste parame-
tro mais dificil serd a obten¢do da solucgdo. Isto pode ser observado na Figura
30, a qual mostra que, com um valor de B = 0.8, foi possivel resolver o es-
coamento para elevados nimeros de Weissenberg (We = 60). Para § = 1/9
obteve-se um We critico préximo de 6.

Analisando a Tabela 4, pode ser observado que, novamente, o EbFVM
é capaz de obter solucdes muito proximas as solugdes analiticas, utilizando
malhas nfo estruturadas.



6.1. Escoamento entre placas planas 125

Figura 29 — Perfis das solu¢des numérica e analitica para o escoamento viscoeldstico
entre placas planas para We = 1 e diferentes valores do parAmetro 3 ao
longo da linha x = 13: (a) Tensdo normal T,,, (b) Tensdo de cisalhamento
Tay
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Figura 30 — Perfis das solu¢es numérica e analitica para o escoamento viscoelastico

entre placas planas para 3 = 0.8 e diferentes valores do parAmetro We ao
longo da linha x = 13: (a) Tensdo normal T,,, (b) Tensdo de cisalhamento
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Tabela 4 — Erros L, para as tensdes Ty € Tyy para diferentes valores de § em x = 13,
x=9ex=5

Tensdo B=0.1 B=0.3

x=13 x=9 x=5 x=13 x=9 x=5
Tox 8.1x107° 28x107% 1.7x107* [ 7.7x107 1.7x107* 1.1x107*
Ty | LIx107 3.0x107* 22x107* | 1.Ox10™% 24x10™* 1.7x10*

Tensdo B=0.5 B=0.7

x=13 x=9 x=5 x=13 x=9 x=5

T | 62x107° 12x107% 7.7x107° | 41x107° 7.4x107° 4.7x107°

Ty | 85x107° 1.7x107* 13x107* | 5.6x 107> 1.1x107* 8.1x107°

Tensdo B=09
x=13 x=9 Xx=5
Ter 1.5x107° 25x107 27x107

Ty | 20x1075 3.7x107° 2.7x107°

6.1.2 Influéncia dos termos da equacao constitutiva

Conforme comentado na secdo 6.1.1, utilizando-se o valor do para-
metro 3 igual a 1/9 foi possivel obter uma solugdo até um valor critico de
We ~ 6. Para valores mais elevados do nimero de Weissenberg o método se
mostrou instdvel ndo sendo possivel a obtencio de uma solugdo.

Para identificar a origem da instabilidade na simulacdo numérica de
fluidos viscoeldsticos, dois casos de teste simples foram feitos. Como expli-
cado no algoritmo numérico, a equacao constitutiva € integrada utilizando a
velocidade obtida na solu¢@o das equacgdes de conservagdo de massa e quan-
tidade de movimento. Logo este tensor tensdo viscoeldstico atua como um
termo fonte nas equacgdes de conservagdo da quantidade de movimento e da
massa. O primeiro teste foi feito usando os valores analiticos para o campo de
velocidade. Isto significa que ao invés da solug¢do de um sistema de equagdes,
incluindo as equagdes de conservagdo da massa, quantidade de movimento
e constitutivas, apenas a equagdo constitutiva, com os valores de velocidade
de escoamento plenamente desenvolvido prescritos, foi resolvida. Uma simu-
lacdo estavel pode ser realizada para altos valores do nimero de Weissen-
berg, porém a magnitude do erro relativo da tensdo viscoeldstica é grande,
0(107!), para elevados nimeros de Weissenberg. Nesta situagio pode-se
chegar a We = 205 com erros relativos muito elevados para as varidveis com-
putadas.

No segundo caso de teste, uma expressao do perfil totalmente desen-
volvido do tensor de tensdo viscoeldstico € prescrito nas equagdes da massa
e quantidade de movimento que, entdo, sdo resolvidas. Como esperado as
varidveis computadas sdo obtidas com uma precisdo mais elevada, O(1074).
Portanto, considerando tanto a tens@o quanto a velocidade como campos pres-
critos obtém-se uma computacio estavel. Estes dois simples casos de teste
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revelam que a geragdo de instabilidade é certamente devido a equacdo consti-
tutiva e o acoplamento entre as equagdes do escoamento e as equagdes cons-
titutivas.

Considerando o termo de deformacio eldstica, (Vv)-T+7T- (Vv)T,
como um termo analitico é possivel obter-se uma solugdo estavel para altos
valores do nimero de Weissenberg, ou seja, o termo advectivo ndo tem ne-
nhum efeito sobre a instabilidade do modelo viscoeldstico considerado neste
trabalho. Este resultado esta de acordo com o exposto na referéncia (JAFARI,
2011).

6.1.3 Velocidade de entrada uniforme

Agora é considerado o escoamento entre placas planas com uma con-
di¢do de entrada nio plenamente desenvolvida, isto é, é aplicada uma condi-
¢do uniforme para a componente u da velocidade, como por exemplo u = 1.

A substituicao dessa condi¢do nas equacdes (6.12) gera o conjunto
de condicdes de Dirichlet homogéneas para as tensdes, ou seja, na entrada
t€m-se as seguintes condigdes de entrada

u=1, v=0, 14 =0, Ty =0, Ty =0. (6.15)

A solucdo analitica para a velocidade na regido de escoamento total-
mente desenvolvido € dada por

3

16—). (6.16)

Na regido de escoamento totalmente desenvolvido, as tensdes sdo ob-
tidas substituindo-se o perfil de velocidade (6.16) nas equacdes (6.11). Ou
seja,

o = We (1 — B)—-y?

2567

T, =0, (6.17)
3

Ty =—(1-P) 357"

A malha utilizada é a mesma ilustrada na Figura 26, ou seja, uma ma-
lha néo estruturada que consiste em 8717 nés, 6800 elementos quadrilateros
regulares e 3438 elementos triangulares nao regulares.

Os campos de pressdo e das componentes da velocidade sdo mostrados
na Figura 31, utilizando We = 0.7, e B = 0.1. Na regido pr6xima a fronteira
de entrada, observa-se que o campo de pressdo ¢ afetado pela parede, fazendo
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com que surja um gradiente de pressdo na direcdo y. Como consequéncia,
surgem componentes verticais da velocidade diferentes de zero nessa regido.

Figura 31 — Campos de pressio e velocidades para o escoamento entre placas para-
lelas de um fluido de Oldroyd-B, com velocidade de entrada igual a 1,
B=0.1eWe=0.7

u: 02040608 1 1.214

v: -06-04-02 0 02 04 06

P:1 2 3 4 5 6 7 8 9

Na regido plenamente desenvolvida a velocidade vertical, v, € nula,
pois existem apenas gradientes de pressdo na direcdo x. Ja a velocidade nor-
mal u deve apresentar um perfil parabdlico nessa regido. Isto pode ser consta-
tado na Figura 32, na qual sdo mostradas as componentes u e v da velocidade
ao longo das linhas x =0, x = 1.66, x =3.33, x =5, x = 18.
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Figura 32 — Perfis das velocidades u e v

ao longo das linhas x =0, x = 1.66, x = 3.33,

x =5, x =18, considerando u = 1 na entrada, p = 0.1 ¢ We = 0.7: (a)

Velocidade u, (b) Velocidad
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Na Figura 33 € mostrada a influéncia de We na componente u da velo-
cidade ao longo da linha central, y = 0, para We = 0.1 e We = 0.9. Na regido
plenamente desenvolvida, o valor médximo de u é 1.5 para ambos os valores
do pardmetro We. Esse valor foi atingido para x ~ 7.
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Figura 33 — Variacdo da componente u# da velocidade ao longo da linha de centro,

y=0
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A variag@o das tensdes para diferentes valores de x é mostrada nas
Figuras 34 e 35. Observa-se que na regido de escoamento plenamente desen-
volvido a solu¢cdo numérica tem uma excelente concordancia com a solucdo

analitica.

Figura 34 — Perfil da tensdo Ty, ao longo das linhas x = 1.66, x =3.33, x =5, x =18,
considerando u = 1 na entrada, B = 0.1 e We = 0.7
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Figura 35 — Perfil da tensdo T,y ao longo das linhas x = 1.66, x = 3.33, x = 5, x = 18,
considerando u# = 1 na entrada, B = 0.1 e We = 0.7

1 T ; ,
: Numérica em x=1.6
+ Numeérica em x=3.3
sk o Numeérica em x=5

& Numérica em x=18
— Analitica em x=18

6.1.4 Conclusoes

Nesta se¢do, foi modelado o escoamento entre placas planas paralelas,
usando uma malha computacional mista, para diferentes nimeros de Weis-
senberg. Os resultados foram comparados com a solugdo analitica. A exatiddo
dos resultados demonstra a robustez do algoritmo para lidar com escoamen-
tos viscoeldsticos em malhas ndo estruturadas. Também foi avaliado o efeito
do pardmetro  na solu¢do do escoamento. Verificou-se que quanto menor o
valor de B, maior o cariéter eldstico do escoamento e mais dificil a obtengio
da solucdo.

Por meio da andlise da influéncia dos termos da equagdo constitutiva,
foi possivel verificar que a origem da instabilidade dos fluidos viscoeldsticos
estd no termo proveniente da derivada convectiva de um tensor, que representa
o termo de deformacao eldstica.

Para o escoamento com velocidade de entrada uniforme u = 1 obteve-
se 0 mesma qualidade nos resultados. O escoamento entrou em regime ple-
namente desenvolvido aproximadamente a partir de x = 7.

6.2 ESCOAMENTO EM CAVIDADE FECHADA COM TAMPA MOVEL

O escoamento incompressivel de fluidos newtonianos dentro de uma
cavidade fechada com tampa mével é um problema muito estudado na me-
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canica dos fluidos computacional para testar metodologias numéricas. Ele
descreve o fluxo dentro de uma caixa retangular, devido a translagdo tangen-
cial de uma parede, conforme ilustrado na Figura 36. As aplica¢des podem
ser encontradas em abundancia, como por exemplo, em revestimento e dispo-
sitivos de mistura. A simplicidade geométrica do problema faz com que seja
ideal para a discretizagdo numérica. J4, a condicdo de contorno matemadtica
descontinua da velocidade leva a propriedades singulares perto dos cantos
da tampa moével e das duas paredes estaciondrias vizinhas. Estas caracteristi-
cas fizeram com que a cavidade com tampa mdvel se tornasse um caso teste
para a validacdo de diferentes técnicas numéricas para resolver as equacdes
de Navier-Stokes. O mais interessante neste contexto, é que este escoamento
tem um comportamento rico do ponto de vista de instabilidades em sistemas
fechados.

Figura 36 — Representac@o geométrica da cavidade fechada com tampa mdvel
U
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Pelo nosso conhecimento, pouquissimos estudos foram feitos a res-
peito da andlise da simulagdo e da estabilidade de fluidos ndo-newtonianos
em uma cavidade com tampa movel, apesar da importancia em muitas apli-
cacdes. Isso decorre, em parte do fato de que a simulacdo de escoamentos
de fluidos viscoelasticos € significativamente mais desafiadora do que a si-
mulacdo de escoamentos newtonianos. Isto é devido, em parte, a natureza
hiperbélica da equagdo constitutiva, bem como a dependéncia implicita do
tensor tensdo eldstica com o tensor taxa de deformacdo. Grillet et al. (1999)
simularam o escoamento viscoeldstico em uma cavidade para entender como
a elasticidade influencia a cinemadtica do escoamento. Estes autores também
introduziram uma lei de escala para a relagdo entre a razdo de aspecto e a ins-
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tabilidade elastica. O escoamento na cavidade também tem sido usado para
validar métodos numéricos para fluidos nao-newtonianos. Nesse contexto,
Pan e Hao (2007) apresentaram um método para estabiliza¢do de um cédigo
de elementos finitos usado para escoamentos a altos nimeros de Weissen-
berg. Outros exemplos de fluidos ndo newtonianos dentro de cavidade podem
ser encontrados em (YAPICI; KARASOZEN; ULUDAG, 2009; PAN; HAO,
2007; PAN; HAO; GLOWINSKI, 2009).

Para a soluc@o do escoamento de um fluido viscoeldstico de Oldroyd-
B em uma cavidade fechada com tampa mdvel, representada na Figura 36,
serd considerado L = 1 e as seguintes condi¢des de contorno:

e Tampa:

ou ov v

u=U(x), v=0, — =0, — =0, 3_0. (6.18)

ox ox

Substituindo essas condi¢des na equacdes constitutivas (6.7)-(6.7), as
tensdes na tampa devem satisfazer as seguintes equacdes

U (x)
ox

(uTey) = 2We (%) ot 2(1-B) a[éff) |

d
(1 —2We )’Exx-i-We

ox

ad
Ty + Wes (utyy) =0,

d ou ou
Txy *‘rWea (utxy) = We (iy) T}'}’ —+ (1 — B) @
(6.19)
e Parede paralela ao eixo x:
As mesmas condi¢des dadas pelas equagdes (6.13) e (6.14)
e Paredes paralelas ao eixo y:
9 a d
u=0, v=0, L_og H_o9 ZL_y, (6.20)
ox dy dy
sendo assim, as tensdes devem satisfazer
Tox = 07
v\
Ty = 2We(1—B) (8x> ; 6.21)

Ty = (1 _B)%
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Para validar o método e escolher uma malha adequada foi feita a com-
paracdo dos resultados numéricos obtidos para We = 0, equivalente a um
fluido newtoniano, com os resultados para Re = 0 e velocidade da tampa
igual a 1 obtidos em (YAPICI; KARASOZEN; ULUDAG, 2009) e (SAHIN;
OWENS, 2003), usando-se 5 diferentes malhas. As informacdes a respeito de
cada malha utilizada na simulacdo estdo descritas na Tabela 5.

Tabela 5 — Caracteristicas das malhas utilizadas nos testes de independéncia de malha
no problema cavidade quadrada

Malha Tipo N° de nés | N° de Elementos | N° de Elementos
Triangulares Retangulares
MRQ1 Estruturada 1681 0 1600
MRQ2 Estruturada 2601 0 2500
MRQ3 Estruturada 3481 0 3364
MNEM | N Estruturada 6753 4056 4532
MNEQ | N Estruturada 11811 0 11610

Analisando-se os valores dos extremos das velocidades nas linhas ho-
rizontal e vertical da cavidade, apresentados na Tabela 6, se verifica que, a
medida que a malha € refinada, os resultados obtidos neste trabalho se apro-
ximam mais dos resultados referenciados, porém sem muita variacdo. A Fi-
gura 37, onde sdo apresentadas as velocidades nas linhas x =0.5 e y = 0.5,
corrobora a afirmag@o anterior, pois, pode-se observar que as componentes da
velocidade variam muito pouco para as diferentes malhas empregadas. Isso
mostra que o método € quase independente da malha para o caso newtoniano e
as condicdes consideradas. Entretanto, uma andlise semelhante deve ser feita
para o caso de um fluido ndo-newtoniano, neste caso o fluido de Oldroyd-B.

Tabela 6 — Valores das velocidades minimas e maximas nas linhas horizontal e vertical
da cavidade

Referéncia Malha Unin Ymin Vinin o Ve T
MRQI1 | -0.2074 | 0.5250 | -0.1840 | 0.8000 | 0.1840 | 0.2000
MRQ2 | -0.2076 | 0.5400 | -0.1841 | 0.8000 | 0.1841 | 0.2000
Presente MRQ3 | -0.2077 | 0.5345 | -0.1844 | 0.7931 | 0.1844 | 0.2069
MNEM | -0.2078 | 0.5310 | -0.1844 | 0.7913 | 0.1844 | 0.2087
MNEQ | -0.2077 | 0.5400 | -0.1845 | 0.7900 | 0.1845 | 0.2100
Yapici et al. (2009) 305x305 | -0.2077 | 0.5356 | -0.1844 | 0.7890 | 0.1844 | 0.2109
Sahin e Owens (2003) | 257x257 | -0.2077 | 0.5376 | -0.1863 | 0.7894 | 0.1863 | 0.2105

Um fluido viscoeldstico ndo pode suportar deformagdes em um ponto
de estagnacao, portanto o movimento da tampa deve ser regularizado de forma
que Vu tenda a zero nos cantos (BOTELLA, 1997; BOTELLA; PEYRET,
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1998; PAN; HAO; GLOWINSKI, 2009). Especificamente, o perfil de veloci-
dade da tampa é tomado como sendo

U(x) =U16x*(1—x)?%, (6.22)
onde U é a velocidade mdxima da tampa, que ocorre em x = 1/2. Em todas

as nossas simulagdes considera-se U = 1.

Figura 37 — Perfis das velocidade u e v ao longo das linhas x = 0.5 e y = 0.5: (a)
Velocidade u, (b) Velocidade v
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As simulagdes foram feitas com as mesmas malhas caracterizadas na
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Tabela 5, com pardmetros B = 0.5 e We = 0.5. Tais pardmetros foram es-
colhidos para ser possivel a compara¢do com os resultados de Pan, Hao e
Glowinski (2009).

Analisando os graficos apresentados nas Figuras 38 e 39, percebe-se
que a diferenca entre as malhas € pequena, porém o custo computacional

aumenta consideravelmente quando se passa da malha MNEM para a malha
MNEQ.

Figura 38 — Perfis das velocidade u e v ao longo das linhas x = 0.5 e y = 0.5: (a)
Velocidade u ao longo de x = 0.5, (b) Velocidade v ao longo de y = 0.5
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Por conseguinte, escolheu-se a malha MNEM, pois é ndo estruturada com
elementos mistos, o que demonstra a capacidade do método em lidar com
tais tipos de malhas. A malha MNEM estd mostrada na Figura 40.

Figura 39 — Perfis das diferencas das tensdes ao longo das linhas x =0.5e y =0.5: (a)
Primeira diferenca das tensdes normais Tyy — Tyy a0 longo de x = 0.5, (b)
Primeira diferenga das tensdes normais Ty, — Tyy a0 longo de y = 0.5
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Na Figura 41 o perfil de velocidade « na linha central vertical (x = 0.5)
e o perfil de velocidade v na linha horizontal central (y = 0.5) extraidos do
trabalho de Pan, Hao e Glowinski (2009) sdo comparados aos perfis obti-
dos pela aplicagdo do EbFVM na malha MNEM. Pode-se verificar uma boa
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Figura 40 — Malha 2-D ndo estruturada utilizada na simulagdo do escoamento em ca-
vidade fechada com tampa mdvel
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concordancia entre os perfis de velocidade. Neste trabalho usou-se uma ma-
lha menos refinada, se comparada com a malha empregada por Pan, Hao e
Glowinski (2009), que empregou o método dos elementos finitos em uma
malha estruturada nao uniforme com 12800 nds. Mesmo assim os resultados
apresentaram uma boa qualidade.

Para avaliar a influéncia do nimero de Weissenberg na solucdo do
escoamento, simula¢des foram feitas para p = 0.5 e diferentes valores de We.
Nas Figuras 42-44 sdo apresentados os campos de velocidades, as linhas de
corrente e os campos de tensdes para We = 0.1, We = 0.5 e We = 0.9.

Observando os gréficos dos campos de velocidades percebe-se que a
medida que We aumenta o vortice central é deslocado na direcdo do canto
esquerdo superior, o que estd de acordo com o relatado por outros autores
(PAN; HAO, 2007; YAPICI; KARASOZEN; ULUDAG, 2009).

A Figura 45 mostra o efeito de We sobre a componente horizontal
(u) e vertical (v) da velocidade em x = 0.5 e y = 0.5, respectivamente. Com
o aumento de We as magnitudes maximas das componentes da velocidade
diminuem como esperado. A posi¢ado vertical dos u,,;, € deslocada para cima,
por outro lado, as posi¢des horizontais de v,y € Viin s80 deslocadas para a
esquerda em funcdo do aumento de We.

Com respeito as tensdes, nota-se altos gradientes somente na regiao
perto da tampa. Para We = 0.5 percebe-se uma estreita camada limite ao longo
da tampa para Ty, € todas as trés componentes do tensor tensdo apresentam
altos gradientes préximo dos cantos superiores.
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Figura 41 — Perfis das velocidade u e v ao longo das linhas x = 0.5 e y = 0.5: (a)
Velocidade u ao longo de x = 0.5, (b) Velocidade v ao longo de y = 0.5
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Na Figura 46 € mostrada a influéncia de We na primeira diferenca de
tensOes Ty, — Tyy, para a regido da tampa movel e para a linha central vertical.
Fica claro que a tensdo na tampa € maior que a tensdo em qualquer outro
ponto da cavidade.

O método utilizado foi capaz de obter convergéncia até um valor cri-
tico de We préximo a 1. Os resultados mostram que a discretizacdo ora em-
pregada, foi capaz de resolver os altos gradientes com uma boa concordan-
cia com a literatura, apesar de utilizar uma malha menos refinada e com um
maior grau de complexidade geométrica, pois possui elementos triangulares



6.2. Escoamento em cavidade fechada com tampa mével 141

e retangulares distribuidos de forma nao estruturada.

Figura 42 — Campos de velocidades e tensdes para We = 0.1: (a) Velocidade u, (b)
Tensdo Ty, (c) Velocidade v, (d) Tensdo 1yy, (¢) Linhas de corrente, (f)
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Figura 43 — Campos de velocidades e tensdes para We = 0.5: (a) Velocidade u, (b)
Tensdo Ty, (¢) Velocidade v, (d) Tensdo Tyy, (¢) Linhas de corrente, (f)
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Figura 44 — Campos de velocidades e tensdes para We = 0.9: (a) Velocidade u, (b)
Tensdo Ty, (¢) Velocidade v, (d) Tensdo Tyy, (¢) Linhas de corrente, (f)
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Figura 45 — Perfis das velocidade u e v nas linhas horizontal e vertical: (a) Velocidade
u ao longo de x = 0.5, (b) Velocidade v ao longo de y = 0.5
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6.3 ESCOAMENTO EM CONTRAGAO PLANA 4:1

Nesta secdo, considera-se o escoamento de um fluido de Oldroyd-B
através de um canal com uma contra¢do abrupta em que a relacdo entre as
larguras do canal antes e depois da contracio é 4:1. Este é, sem dividas, o
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Figura 46 — Primeira diferenga das tensdes, Tyy — Tyy, nas linha vertical e na tampa: (a)
Ty — Tyy em x = 0.5, (b) Tyx — Tyy Na tampa
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problema mais utilizado para testar metodologias numéricas empregadas na
solucdo de escoamentos de fluidos viscoeldsticos.

A geometria do escoamento estd mostrada na Figura 47. Geometrias
que apresentam contracdes abruptas sao facilmente encontradas em diver-
sos processos de transformacdo de materiais poliméricos, como por exemplo
os processos de injecdo e extrusdo. A grande dificuldade para a simulacio
deste tipo de problema esta na regido da contra¢io porque é onde ocorrem os
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maiores gradientes das varidveis e se observa a presenca de singularidades e
oscilacdes na solugdo.

Na regido de entrada prescreve-se um perfil de velocidade de Poi-
seuille e, devido aos efeitos de memoria dos fluidos viscoeldsticos, todas
as componentes viscoeldsticas do tensor tensdo eldstica também devem ser
prescritas. Além disso, assume-se que o comprimento de saida a jusante é
suficientemente longo para que na saida um fluxo de Poiseuille totalmente
desenvolvido também seja prescrito. Condi¢cdes de ndo deslizamento sdo im-
postas nas paredes e condi¢des de simetria sdo especificadas sobre o eixo de
simetria.

Figura 47 — Geometria do escoamento em canal com uma contragio abrupta 4:1
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O problema da contracdo € sensivel aos padrdes de refinamento da
malha, conforme reportado por Alves, Oliveira e Pinho (2003). Sendo assim,
para ser capaz de seguir o padrio de refinamento em (ALVES; OLIVEIRA;
PINHO, 2003) dicidiu-se por utilizar malhas com elementos quadrilateros.
Neste trabalho foram consideradas trés malhas diferentes, que estdo mostra-
das na Figura 48, ou seja, uma malha estruturada uniforme, formada por ele-
mentos retangulares, denominada MU, e duas malhas estruturadas nfo uni-
formes com refino na regido da contracio, denominadas MNU1 e MNU2. As
caracteristicas de cada malha sdo exibidas na Tabela 7.

Primeiramente, o escoamento é simulado com os pardmetros § = 1/9,
We = 0.5 e L =1 para as trés malhas descritas anteriormente. Os perfis da
primeira diferencga das tensdes normais e da tensio de cisalhamento ao longo
da linha y = —1 podem ser visualizados na Figura 49. Observa-se que quanto
mais refinada a malha ao redor do canto reentrante maior serd o pico. A malha
utilizada nas demais simulagdes desta secdo ¢ a MNUI, pois conseguiu cap-
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turar todas as caracteristicas do escoamento a um custo computacional baixo.
Mais uma vez € utilizado o pardmetro p = 1/9, pois € o valor mais empregado
na literatura.

Figura 48 — Malhas consideradas para o escoamento em uma contragdo: (a) MU1, (b)
MNUI, (c) MNU2

(a) (b)

Tabela 7 — Caracteristicas das malhas utilizadas no problema da contracio

Malha Tipo N° de n6s | N° de Elementos
Retangulares
MUI Uniforme 6341 6000
MNU1 | Nao uniforme 11861 11400
MNU?2 | Nao uniforme 16701 16175
A variacdo das componentes das tensdes ao longo da linha y = —1,

para diferentes valores de We, é apresentada nas Figuras 50 e 51 para x va-
riando de -10 a 20. Nas Figuras 52 e 53 foi feito um zoom na regido da
contragdo para melhor visualizar o efeito de We no ponto de singularidade.
Pode-se verificar que os valores das tensdes voltam a se estabilizar na parede
da secdo posterior a contrag@o, o que estd de acordo com outros trabalhos
(NADAU; SEQUEIRA, 2007; PHILLIPS; WILLIAMS, 1999) e é fisicamente
coerente. Para a segunda e terceira componentes do tensor tensdo, as curvas
sdo quase idénticas, configurando a independéncia em relacdo ao nimero de
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Figura 49 — Perfis de tensdes ao longo da linha y = —1 e We = 0.5 : (a) Primeira
diferenga das tensdes Ty — Tyy (b) Tensdo de cisalhamento Tyy
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Weissenberg (PHILLIPS; WILLIAMS, 1999; NADAU; SEQUEIRA, 2007).
Também percebe-se claramente que todas as componentes do tensor tensio
elastica atingem o valor maximo no ponto de singularidade, ou seja, no canto
reentrante. A componente T,, continua crescendo a medida que a elasticidade
aumenta, comec¢ando a aparecer pequenas oscilagdes logo apds o canto reen-
trante. Um comportamento similar € observado para a tensio T,y, entretanto
as oscilagdes sdo mais pronunciadas.
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Figura 50 — Perfis das tensdes ao longo de y = —1 e x variando de -10 a 20 para dife-
rentes valores de We com B = 1/9: (a) Tensao Ty, (b) Tensdo T,y
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A primeira diferenca das tensdes normais tem um comportamento pra-
ticamente idéntico a Ty,, indicando a dominancia de tal componente do ten-
sor tensdo no escoamento. Comparando-se a primeira diferenca das tensdes
normais com a tensao de cisalhamento verifica-se que o efeito das tensdes
normais € maior.

A Figura 54 mostra os campos de tensdes, utilizando a malha MNU1,
para o niimero de Weissenberg igual a 1.7. Enquanto os contornos siao suaves
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Figura 51 — Perfis das tensdes ao longo de y = —1 e x variando de -10 a 20 para di-
ferentes valores de We com B = 1/9: (a) Primeira diferenca das tensdes
normais Tyx — Tyy, (b) Tensdo de cisalhamento T,y
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ao redor do canto reentrante, a jusante hd um acimulo de camadas limites
de tensdes. Um pouco além do canto reentrante na parede do canal se forma
uma regido de concentragdo de altas tensdes para as componentes Tyy € Tyy.
Esta caracteristica, compara-se qualitativamente com os trabalhos de Abou-
bacar e Webster (2001), Edussuriya, Williams e Bailey (2004), onde um com-
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Figura 52 — Perfis das tensdes ao longo de y = —1 e x variando de -3 a 3, para dife-
rentes valores de We com B = 1/9: (a) Tensao Ty, (b) Tensdo T,y
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portamento similar é observado para We = 1.0, We = 2.0 ¢ We = 3. Neste
trabalho, assim como em outros (EDUSSURIYA; WILLIAMS; BAILEY,
2004; KESHTIBAN; BELBLIDIA; WEBSTER, 2005; PHILLIPS; WILLI-
AMS, 2002), foi observado que os contornos das tensdes ndo mudam quali-
tativamente com o aumento do nimero de Weissenberg.

Os perfis de velocidade e pressdo ao longo das linhasy=—1ey =20
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Figura 53 — Perfis das tensdes ao longo de y = —1 e x variando de -3 a 3, para di-
ferentes valores de We com B = 1/9: (a) Primeira diferenca das tensdes

normais Tyx — Tyy, (b) Tensdo de cisalhamento T,y
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sdo apresentados nas Figuras 55 e 56, respectivamente, para diferentes va-
lores de We, onde novamente observa-se os valores maximos no ponto de
singularidade. Porém, esses valores nio crescem com o aumento de We, ou

seja, sdo independentes de We.
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Figura 54 — Campos de tensdes para o escoamento em uma contra¢do plana para We =
1.7: (a) Tens@o Tyy, (b) Tensdo Tyy, (¢) Tensdo de cisalhamento Ty,
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Figura 55 — Perfis das velocidades para escoamento em contragdo plana 4:1 com B =
1/9 e diferentes valores de We: (a) Velocidade u, (b) Velocidade v
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Os campos de velocidade podem ser visualizados na Figura 57, onde
observa-se que a velocidade u é maior na regido de simetria a jusante da
contracdo. Componentes da velocidade vertical v surgem préximo ao canto
reentrante devido a influéncia da parede. O campo de pressdo é mostrado
na Figura 58 onde pode se observar uma regido de alta pressao proximo ao
canto reentrante. As linhas de corrente mostradas na Figura 59 evidenciam
o surgimento de uma regido de recircula¢do no canto inferior, o que estd de
acordo com o esperado.
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Figura 56 — Perfil da pressdo para escoamento em contra¢do plana4:1 com B =1/9 ¢
diferentes valores de We

Figura 57 — Campos de velocidade para o escoamento em uma contra¢dio plana com
We =1.7 e B =1/9: (a) Velocidade u, (b) Velocidade v
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Figura 58 — Campo de pressio para escoamento em contra¢éo plana 4:1 com We = 1.7
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Figura 59 — Linhas de corrente para escoamento em contragdo plana4:1 com We = 1.7
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6.3.1 Conclusoes

Analisando os resultados desta se¢@o se pode concluir que a metodo-
logia desenvolvida foi eficaz na obten¢ao da solugdo com todas as caracteris-
ticas relevantes. O método foi capaz de resolver o problema da contragdo até
um valor maximo de We = 1.7. A implementacgdo de técnicas especificas de
estabilizacdo em conjunto com o procedimento proposto poderia ser capaz de
aumentar consideravelmente o We critico.

Nota: E importante comentar que o aparecimento de oscilacdes a ju-
sante da contragdo foi intensificado com a utilizagao de malhas ndo estrutura-
das. Essas oscilacdes podem ser minimizadas com o refino da malha préximo
da parede apds a contracgdo.

6.4 ESCOAMENTO AO REDOR DE UM CILINDRO

O objetivo principal desta se¢do € a aplicacdo da metodologia apresen-
tada na simulagdo do escoamento de um fluido viscoelastico ao redor de um
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cilindro, com a inten¢@o de quantificar a tensdo exercida pelo fluido sobre as
paredes do cilindro. Conforme mencionado anteriormente, o sal encontrado
na camada acima dos reservatdrios de petréleo é uma rocha evaporitica que
pode ser modelada como um material viscoeldstico (COSTA, 1984). Desta
forma, o problema aqui simulado fornece uma ideia do comportamento do
sal (fluido viscoeldstico) ao redor de um pogo de petréleo (cilindro). Como
o sal € classificado como um evaporito, é apresentada uma revisao dos con-
ceitos bdsicos sobre essas rochas, dentre os quais se incluem defini¢do, for-
magcio, classificagdo e propriedades mecénicas e fisicas. Logo em seguida, é
feita a escolha do modelo do sal. Por fim, apresenta-se a simula¢do numérica
de um problema em que se tenta determinar o efeito da camada de sal sobre
as paredes de um poco de extracdo de petréleo.

6.4.1 Evaporitos

Esta subse¢@o apresenta uma revisdo dos conceitos basicos sobre ro-
chas evaporiticas dentre os quais se incluem defini¢do, formacao, classifica-
¢do e propriedades mecanicas e fisicas.

6.4.1.1 Defini¢cao e formagéo

Em geologia, evaporitos sdo sedimentos minerais que resultam da eva-
poracdo de corpos de 4gua confinados na superficie da terra. Sao considerados
rochas sedimentares. Dentre os principais minerais evaporiticos se destacam
os halogenetos (tais como halita e cloreto de sddio), sulfetos, nitratos, carbo-
natos e boratos. Apesar de todos os corpos d’dgua na superficie e nos aqui-
feros conterem sais dissolvidos, a d4gua deve evaporar para a atmosfera a fim
de que os minerais precipitem. Para que isso aconteca, o corpo d’4dgua deve
entrar em um ambiente restrito onde a entrada de dgua para esse ambiente
permaneca abaixo da taxa liquida de evaporagdo. Isso geralmente é um ambi-
ente arido, com uma pequena bacia alimentada por uma entrada limitada de
dgua. Quando ocorre a evaporagdo, a 4gua remanescente se enriquece em sais,
tornando-se saturada de forma que alguns sais comegam a precipitar em es-
tado sélido, formando, assim, os depdsitos evaporiticos que sdo encontrados
nas bacias sedimentares, formado por diversos minerais. Essa precipitacdo
ocorre em uma sequéncia progressiva bem definida, de acordo com as leis
quimicas, com diferentes minerais se formando em funcdo das solubilidades
(SILVA; SCHREIBER; SANTOS, 2000).

Os evaporitos se classificam como primarios e secundarios. Evapori-
tos primdrios foram precipitados a partir de um corpo rigido da superficie de
uma salmoura mantendo evidéncias cristalogrficas do processo de deposi-
cdo. Fora uns poucos exemplos do Neogéneo (periodo geoldgico que precede
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o periodo quaterndrio, se estendeu 23,5 a 1,75 Ma) existem poucas formagdes
de evaporitos que conservam uma estrutura completamente primaria. Quase
todas as estruturas evaporiticas subterraneas sdo secunddrias, isto é, diagene-
ticamente modificadas '.Um estudo mais aprofundado da classificacio, de-
posig¢do, fontes de formacdo, etc, das rochas evaporiticas pode ser encontrado
em (WARREN, 2006).

6.4.1.2 Propriedades mecénicas e fisicas de rochas salinas

O comportamento mecanico dos evaporitos tem sido investigado, ex-
perimental e teoricamente, nos anos recentes. A partir desses trabalhos, mui-
tas leis constitutivas para o sal foram derivadas e sdo usadas para a predicio
do comportamento da rocha salina.

A principal propriedade das rochas salinas, a qual as diferencia de ou-
tras rochas sedimentares, € a ductibilidade, ou seja, a capacidade de suportar
a deformag@o pldastica, sob agdo de cargas, sem se romper ou fraturar. A duc-
tibilidade € caracterizada pelo fluxo do material sob a¢do de uma tensdo cisa-
lhante. Isso nos permite analisar a deformacao do sal sob o ponto de vista da
mecanica dos fluidos (CARTER; HANSEN, 1983). Conforme Serata, Ada-
chi e Sakurai (1968) o sal tem um comportamento isotrépico e possui uma
homogeneidade nas caracteristicas de tensdo e deformacao.

Em termos de propriedades fisicas, as mais importantes propriedades
do sal (halita) sdo a grande solubilidade em 4gua, a dureza relativamente baixa
(2,5 na escala de Mohs), a densidade baixa a moderada (2,16 g/cm3), que ndo
muda com a profundidade, e a alta condutividade térmica. Algumas proprie-
dades fisicas da halita sdo mostradas na Tabela 8.

O sal também possui baixas porosidade e permeabilidade (DE LAS
CUEVAS, 1997), o que o torna impermedvel a hidrocarbonetos funcionando
como selante. Muitos reservatdrios de petréleo se encontram aprisionados em
estruturas salinas.

O comportamento de fluéncia dos evaporitos pode ser explicado de
acordo com a sec¢do 2.3. Cabe aqui ressaltar, que nem todos os evaporitos
possuem esse tipo de comportamento. Alguns evaporitos, tais como a dolo-
mita e a anidrita, possuem um comportamento mecanico similar ao de uma
rocha sedimentar normal. J4 a carnalita e a taquidrita possuem elevadas taxas
de fluéncia.

1" Diagénese é o processo fisico de reestruturacio interna no qual um sistema granular evolui,

em escala de tempo geoldgica, partindo de um arranjo ndo consolidado e altamente poroso
para uma outra estrutura, consolidada e de menor porosidade.
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Tabela 8 — Propriedades fisicas da halita

Propriedade Valor tipico | Variacdo (Pa.s)
Densidade 2,2 g/cm’ 2,11-2,22
Viscosidade 10™Pa.s 10" — 107 Pa.s
Condutividade termal 4,5 W/m/°C
Ponto de fusdo 804 °C
Velocidade sismica 4500 m/s 4200 5000 m/s
Sucetibilidade magnética -0 cgs

Fonte: Mohriak e Szatmari (2009)

6.4.2 Modelagem matematica

Como visto anteriormente rochas salinas ou evaporiticas se compor-
tam diferente de outras rochas no que diz respeito a sua habilidade de fluir
significantemente com o tempo (creeping flow). Em func@o das suas caracte-
risticas reoldgicas, as rochas evaporiticas promovem o fechamento dos pogos
com o tempo, podendo induzir o aprisionamento da coluna de perfuracio e o
colapso de revestimentos, tendo como consequéncia campanhas de perfura-
cdo exploratéria e de producdo de altos custos e a necessidade de aplicagdo
de novas tecnologias para vencer estas barreiras. Portanto, sdo evidentes os
beneficios significativos que podem ser obtidos a partir da quantificacdo da
magnitude de carregamento do sal sobre um pogo de petréleo.

No Brasil, além da complexidade de perfurar espessas camadas de ro-
chas salinas ou evaporiticas, tem-se o fato dos pocos estarem localizados em
laminas d’4gua superiores a 2.000 m, tornando os custos de exploracdo ainda
mais elevados. Dependendo das condi¢des do pogo (tensdo tectdnica, tempe-
ratura, peso do fluido de perfuracdo), o sal apresenta um comportamento de
fluéncia estacionaria ou secunddria, o qual pode causar o fechamento do pogo
ou perda de circulag@o.

Segundo Costa (1984), o modelo de Burgers foi o modelo que obteve
a melhor resposta quando comparado as curvas experimentais obtidas a par-
tir de ensaios de laboratério em evaporitos. Em seu estudo tedrico sobre a
estabilidade de pogos perfurados em zonas salinas, Carcione, Helle e Gangi
(2006) fizeram uso do modelo de Burgers para representar o0 comportamento
de fluéncia estaciondria do sal. A equacdo constitutiva de Burgers para o caso
multidimensional pode ser escrita como:

2
m (R @47) =T (B42) 5 D+ 0B L0 629

Como a fluéncia terciaria ndo € de interesse deste trabalho, o modelo
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de Burgers pode ser simplificado para se obter uma descri¢do matemadtica
mais simples do problema que estd sendo estudado. Fazendo f =0 (G} —
o) na equagdo (6.23) e considerando a derivada temporal dada pela equagéo
(2.36) com a = 1 € obtido um modelo (Oldroyd-B) que satisfaz as condi¢des
que se quer simular, ou seja, as fluéncias primadria e secunddaria do sal.

Portanto, o problema do escoamento do sal ao redor de um poco de
petréleo perfurado em uma zona de sal serd modelado simplificada e idealis-
ticamente, como sendo o escoamento em torno de um cilindro imerso em um
fluido viscoeldstico, do tipo Oldroyd-B. A representagdo esquemdtica de um
poco perfurado na camada de sal é mostrada na Figura 60.

Figura 60 — Representagdo esquemdtica de um reservatério de petréleo localizado em
uma zona salina

¥ Oleo esti sob camada

—— de 53l que pode ter

. o186 2 mil motros de
espessura

Flataforma perfura |
abaixo da camada de |
sal para extrair o oleo

Essas reservas
estio localizadas

nivel do mar

Fonte: desconhecida

No estudo de tensdes em corpos soterrados profundos, tal como o poco
na camada de sal representado na Figura 60, é considerado que a tensdo ver-
tical, atuante no pogo (cilindro), é fungc@o apenas das cargas sobrepostas a
ele, sendo constante ao longo da secdo transversal do poco em cada profun-
didade. E assumido, também, que a perfuragio do poco ndo altera essa con-
di¢do. Com isso, pode-se considerar que as variagdes das tensdes horizontais
atuantes sobre o cilindro, devido a perfuragdo do pogo, sdo independentes do
eixo. Essas condi¢des nos permitem tratar o problema tridimensional como
um caso bidimensional. Portanto, a simula¢io pode ser feita apenas em uma
secdo transversal do poco. Devido a simetria do problema, serd resolvido so-
mente a metade do dominio, conforme apresentado na Figura 61.
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Figura 61 — Representacéo esquemadtica da geometria do problema do escoamento ao
redor do pogo de extragdo de petrdleo
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6.4.3 Resultados numéricos

Antes de apresentar os resultados é importante ressaltar que esta é
uma aproximacao muito simplificada do problema real, utilizada apenas para
demonstrar a potencialidade da formulacdo. Aqui estd sendo considerado um
movimento unidirecional do sal. Entretanto, no problema real nio se sabe a
priori como o sal se movimenta, mas provavelmente esse escoamento seria
radial, pois a carga atuante sobre a camada provocaria uma tendéncia a ela
escoar na direcdo do pogo. Entretanto,a formulacdo que seria empregada para
o problema real é exatamente a mesma, mas em 3D. A extensdo para 3D ¢é
complexa e trabalhosa, sim, mas a formula¢do numérica em si € a mesma.

Para a simulacdo numérica do escoamento do sal ao redor do pogo
de extracdo de petréleo, as condi¢cdes de contorno consistem em velocidade
uniforme na entrada, todos os componentes do tensor tensdo iguais a zero e
o gradiente de pressao nulo. Na saida a pressdo € feita constante. Neste con-
torno, ainda, o gradiente de velocidade e os componentes do tensor tensiao
sdo considerados nulos. O contorno superior esta suficientemente afastado
do cilindro podendo ser considerado paralelo e inalterado pela dindmica in-
terna, sendo assim a velocidade é conhecida. No contorno do cilindro aplica-
se condi¢cdes de contorno de ndo deslizamento com parede fixa e condi¢cdes
de simetria sdo especificadas sobre o eixo de simetria.

Uma malha computacional nao estruturada hibrida foi escolhida para
a simula¢do numérica do problema (Figura 62). Essa escolha facilita a cons-
trucdo de uma malha refinada na regido préxima ao poco e uma malha mais
grosseira na regido mais afastada, otimizando os recursos computacionais.

Nas Figuras 63 e 64 sdo apresentados os perfis do tensor tensdo elds-
tica na superficie do cilindro, para diferentes valores de We e um [ fixo igual
a 0.3, a pressdo foi considerada nula na saida.
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Figura 62 — Malha 2-D nio estruturada utilizada na simulacio do escoamento em
torno de um cilindro
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Analisando as figuras, verifica-se que o pogo esta sujeito a cargas nao
uniformes, como esperado. Na Figura 63 percebe-se que as componentes Ty, €
T,y do tensor tensdo atingem o ponto maximo para o maior valor do niimero de
Weissenberg e o ponto minimo para o menor valor de We, isto €, conforme We
cresce o valor maximo da tensdo aumenta e o valor minimo diminui. J4, paraa
tensdo de cisalhamento, tanto o ponto maximo quanto o minimo ocorrem para
o maior valor de We, ou seja, a medida que We € incrementado a amplitude de
tensdo Ty, também € incrementada, conforme pode ser observado na Figura
64. Da comparacgdo dos graficos 64a e 64b conclui-se que as tensdes T, €
Tyy tem uma amplitude maior que a tensdo Tyy, aumentando a importancia do
efeito dessas tensdes sobre o pogo. As Figuras 65 e 66 mostram a influéncia
do parAmetro B nas tensdes ao longo da superficie do cilindro, onde observa-
se que quanto menor o valor de B maiores as amplitudes das tensdes. Também
verifica-se que as tensdes normais tem um efeito maior no escoamento, se
comparadas com a tensao de cisalhamento.

Quando se estd projetando um poco de petréleo que atravessard uma
camada de sal extremamente fluida tem-se como principal preocupacio a fra-
tura e a falha da estrutura do pogo. Em vista disso, € importante saber em
quais pontos da estrutura a tensdo normal e a tensdo de cisalhamento atingem
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Figura 63 — Perfis das tensdes ao longo da superficie do cilindro, para B = 0.3 e dife-

rentes valores de We: (a) Tens@o Ty, (b) Tensdo Ty,
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Figura 64 — Perfis das tensdes ao longo da superficie do cilindro, para p = 0.3 e di-
ferentes valores de We: (a) Primeira diferenca das tensdes normais, (b)
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Figura 65 — Perfis das tensdes ao longo da superficie do cilindro, para diferentes valo-
res de B e We = 0.5: (a) Tensdo T,y, (b) Tensdo 1y,
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Figura 66 — Perfis das tensdes ao longo da superficie do cilindro, para diferentes va-
lores de B e We = 0.5: (a) Primeira diferenga das tensdes normais, (b)
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seus valores maximos. Para se obter a tensdo normal e a tens@o de cisalha-
mento na superficie do cilindro basta fazer uma transformacao de coordena-
das (vide Apéndice E) que possibilite encontrar as componentes do tensor
tensdo eldstica normal e tangente a superficie do cilindro.

Procedendo a transformacdo mencionada sobre o tensor tensio elds-
tica T, no sentido anti-hordrio, pode-se visualizar, nas Figuras 67 e 68 as ten-
sdes normais (T,) e de cisalhamento (T,) na superficie do cilindro para di-
ferentes valores de We e B = 0.3. Observa-se que a tenséo de cisalhamento
atinge seu valor miximo, em mdédulo, em aproximadamente x = 0. O que
¢ fisicamente coerente. J4 a tensdo normal atinge seus valores extremos em
x=—1lex=1. Em x = —1 tem-se o valor mdximo para a tensdo normal
exercida pelo fluido no cilindro (sinal negativo) e em x = 1 ocorre o valor
minimo da tensdo normal exercida pelo fluido no cilindro.

A pressao na superficie do cilindro também sofre influéncia do nimero
de Weissenberg. Na Figura 69a, pode-se verificar que a pressdo na superficie
do cilindro cresce com o aumento do valor de We. Desta forma, quanto mais
elastico for o meio mais pressao é exercida no pogo. Por sua vez, o parimetro
B ndo tem muita influéncia na variacdo da magnitude da pressdo ao longo da
superficie do cilindro, conforme se observa na Figura 69b.

Comparando a pressdo ao redor do cilindro para o caso do fluido de
Oldroyd-B com o caso newtoniano, no qual o sal estaria sendo considerado
um fluido de Stokes, verifica-se uma diferenca significativa nessa pressao.
Dito isto, fica claro que é fundamental fazer uma modelagem correta do sal
para que o projeto do pogo seja bem sucedido. Caso a previsdo da pressao na
superficie do pog¢o seja subestimada (caso newtoniano), pode ocorrer um mau
dimensionamento do poco levando ao colapso do mesmo antes do completo
esgotamento do reservatorio.
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Figura 67 — Perfil das tensdo normal ao longo do cilindro para diferentes valores de
Wee=0.5
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Figura 68 — Perfil das tensdo de cisalhamento ao longo do cilindro para diferentes
valores de Wee p =0.5
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Por fim, a Figura 70 mostra os campos de tensdes e da pressdo para
We=3.0e=0.3.
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Figura 69 — Perfil da pressdo ao longo da superficie do poco: (a) Perfil da pressdo
para o caso de um fluido Newtoniano e para diferentes valores de We com
B = 0.3, (b) Perfil da pressdo para diferentes valores de f e We = 0.5 ¢
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Figura 70 — Campos de tensdes e pressdo para We = 3.0 e f = 0.3: (a) Tensdo Ty, (b)
Tens@o Ty, (c) Tensdo de cisalhamento Tyy, (d) Pressio
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CONCLUSAO

Neste trabalho foi apresentada uma formulagdo numérica para a so-
lucdo de escoamentos bidimensionais de fluidos viscoeldsticos. Entre estes
fluidos destacam-se os evaporitos encontrados nas formacdes salinas que ser-
vem de represas para o petréleo. Determinar o campo de tensdes sobre pogos
de petrdleo causados pelo lento movimento do sal foi a motivacdo deste traba-
lho. As equagdes governantes foram discretizadas pelo método dos volumes
finitos baseado em elementos, o qual admite a utiliza¢cdo de malhas nao estru-
turadas hibridas formadas por tridngulos e/ou quadrildteros. Além de facilitar
a discretizacdo em dominios com geometrias complexas, a formulagéo é con-
servativa no nivel discreto, caracteristica fundamental para respeitar a fisica
do fendomeno em todos os niveis de discretizagdo.

A utilizac¢do de uma fungdo de interpolacdo especial, adaptada do mé-
todo FIELDS, para aproximar as velocidades nas faces na equacdo de con-
servagdo da massa, permitiu tratar o acoplamento entre a pressio, velocidade
e tensdo, fazendo com que a tensdo e a press@o surjam como varidveis da
equagdo de conservagdo da massa. Com isso o condicionamento da matriz de
coeficientes do sistema linear que retine as equacdes discretizadas de conser-
va¢do da massa e da quantidade de movimento também melhorou.

O conceito de elemento permite que todos os cdlculos sejam realizados
para um elemento, criando-se equagdes para os volumes de controle através
do somatério das influéncias dos respectivos subvolumes de controle em cada
elemento. A montagem elemento por elemento facilita de forma significativa
a implementacio computacional do método.

Neste contexto, este trabalho desenvolveu a base tedrica para a aplica-
cdo do EbFVM aos escoamentos viscoeldsticos. Fica patente o grau de difi-
culdade comparado ao caso newtoniano:

e O calculo do tensor das tensdes T requer a resolucio de equacdes dife-
renciais parciais para cada uma das suas componentes;

e O estado de tens@o num ponto ja ndo depende sé do estado de defor-
macao local, € também dependente das condicdes do escoamento: a
“adveccao” de tensdes € agora relevante, introduzindo um efeito de
“memoria” na evolugdo das mesmas;

e A equagdo constitutiva € de tal forma que ndo permite que as tensdes
sejam representadas pelos gradientes de velocidade e substituidas na
equagdo do movimento. Sendo assim, ndo € possivel obter uma equagéo
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final explicita para o campo de velocidades (como a equagdo de Navier-
Stokes);

e O sistema a ser resolvido € misto, ou seja, as equacdes para as tensoes
sdo hiperbodlicas, enquanto que as equacdes de conservacdo da quanti-
dade de movimento sdo elipticas.

Os resultados apresentados no capitulo 6 permitem demonstrar o po-
tencial da formulacdo na solucao de escoamentos viscoeldsticos. Nesse capi-
tulo foram utilizados problemas padrdo para se avaliar diferentes aspectos do
algoritmo numérico. Para isto foi utilizada a equacao constitutiva de Oldroyd-
B, pois é um modelo que se ajusta a descri¢@o do sal e também apresenta, nas
suas equacoes, diferentes tipos de termos ndo lineares comuns a outros mo-
delos.

Na avaliacdo dos resultados referentes ao problema do escoamento
entre placas planas verificou-se uma excelente concordancia entre a solugdo
numérica e a solucdo analitica. Essa comparag@o foi feita em partes do domi-
nio onde ocorre a transicao entre os tipos de elementos mostrando a robustez
do método em lidar com malhas ndo estruturadas hibridas. Também pode-se
constatar que a instabilidade dos fluidos viscoeldsticos se origina na apro-
ximac¢do do termo da derivada convectiva do tensor tensdo eldstica, o qual
representa a deformacgdo elastica do fluido.

No escoamento em uma cavidade quadrada foi necessaria uma regula-
rizacdo do perfil de velocidade na tampa movel para eliminar a singularidade
nos cantos junto a tampa. Apesar de se ter utilizado uma malha relativamente
grosseira foi possivel alcancar resultados de boa qualidade se comparado aos
existentes na literatura. O nimero de Weissemberg critico observado foi pré-
ximo de 1.

No problema da contracdo foi avaliada a capacidade do método em
capturar os altos gradientes que ocorrem nos cantos reentrantes. O maior de-
safio percebido por este autor no problema foi o surgimento de oscilacdes a
jusante da contragdo. Essas oscilagdes tornam-se mais evidentes quando uma
malha ndo estruturada ¢ utilizada.

O problema tratado na secio 6.4 apresentou uma nova abordagem para
modelar o comportamento reoldgico do sal em problemas envolvendo po-
cos que atravessam camadas geoldgicas desse material. Nestes problemas o
sal, devido ao seu comportamento de fluéncia, exerce cargas sobre o poco
de petréleo, o que pode causar, a longo prazo, o colapso do revestimento do
mesmo. Uma andlise das propriedades do sal levou a descri¢cdo do compor-
tamento desse material através de um modelo viscoeldstico. Os resultados
apresentados forneceram uma ideia qualitativa das cargas exercidas sobre o
revestimento de um poco de petréleo perfurado em uma zona de sal. A grande
diferenca de escala entre o poco e o dominio fisico torna muito conveniente
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a utilizacdo de uma malha ndo estruturada capaz de capturar de forma satis-
fatéria a solugdo na parede do poco sem a necessidade de refind-la em todo
o dominio. Isto demonstra a vantagem de utilizar uma formulag@o capaz de
manipular malhas ndo estruturadas.

A abordagem do problema da fluéncia do sal aplicado a inddstria do
petréleo por meio da dinamica dos fluidos € um tema novo e de importancia
relevante para o projeto bem sucedido de um poco de petréleo em regides
salinas.

A metodologia numérica utilizada na simulacdo dos problemas aqui
estudados é importante para o desenvolvimento teérico do método EbFVM
na solu¢do do problema de simulagdo numérica de escoamentos de fluidos
viscoeldsticos. A utiliza¢do de um tinico método numérico para obter a solu-
¢do tanto das equagdes constitutivas quanto das equacdes de conservagdo da
massa e quantidade de movimento facilita o tratamento do acoplamento entre
a tensdo e a velocidade bem como o desenvolvimento do cédigo computaci-
onal.

Nao ha dividas que a metodologia apresentada é muito promissora na
solug@o de escoamentos viscoeldsticos. Porém vérios pontos podem ser me-
lhorados, além dos ja citados, em especial na parte referente a utilizacdo de
técnicas de estabilizacdo. Como exemplo, as técnicas para aumentar a carac-
teristica eliptica da equacdo de conservacao da quantidade de movimento.

Muito recentemente o método dos volumes finitos baseado em ele-
mentos tem sido empregado para resolver problemas estruturais. Estas novas
pesquisas e as aqui apresentadas, certamente vao no caminho de permitir que
problemas acoplados sejam resolvidos com metodologias semelhantes, se nao
as mesmas, com malhas que sdo as mesmas, facilitando a transferéncia de
informagdes entre os problemas. Como exemplo de um problema acoplado
pode-se citar a interacdo do sal (fluido) com o pogo de petréleo (estrutura).

Neste trabalho foram efetuadas simulagdes para um fluido de Oldroyd-
B, porém futuramente pretende-se implementar novos modelos constitutivos
que possam ser aplicados em uma gama maior de problemas fisicos. Também
planeja-se estender a metodologia para o caso de escoamentos viscoeldsticos
tridimensionais.
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APENDICE A - ALGUNS TEOREMAS IMPORTANTES DO
CALCULO VETORIAL E TENSORIAL

A.1  TEOREMA DO TRANSPORTE DE REYNOLDS

Seja V(¢) um volume material e G(x,#) uma fungéo escalar ou vetorial.

entao 4 DG
- de:/ — +GV-u)dv. Al
dt /vm v(r) ( Dt ) A

A.2 TEOREMA DO TRANSPORTE DA DIVERGENCIA
Seja V (¢) uma regido limitada por uma simples superficie fechada S

com um vetor normal unitdrio n apontando para fora. Entdo se F (vetor ou
tensor) e seu divergente sdo definidos em V

/ n-FdS = / V.Fdv. (A2)
S \%4
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APENDICE B - DERIVACAO DAS EQUACOES DE
CONSERVAGCAO

Na derivacgdo dessas equacdes se considera uma regido arbitraria, fixa
no espaco, de volume V e superficie S, como mostrado na Figura 71. Essa re-
gido matematica é referida como “volume de controle”. Sobre cada elemento
de drea dS na superficie estd associado um vetor normal unitdrio n apontando
para fora. Considera-se que esta regido fixa estd no interior do campo de esco-
amento do fluido e que o mesmo se move através das suas fronteiras. As leis
de conservacdo de massa, quantidade de movimento e energia serdo aplicadas
para o fluido contido nessa regido fixa.

B.1 CONSERVAGAO DA MASSA

Suponha que, em um elemento infinitesimal de superficie, dS, o fluido
estd atravessando a superficie de V com uma velocidade v. Entdo, a taxa
volumétrica local do escoamento do fluido através de dS é (n-v)dS. Se o
escoamento ¢ para fora de V, entdo (n-v)dS € positivo. Caso contrdrio (n-
v)dS é negativo. A taxa de fluxo de massa local é, entdo, (n-pv)dS. Note
que pv € o fluxo de massa, isto €, massa por unidade de tempo. As dedugdes
aqui apresentadas foram baseadas no livro de Bird (BIRD; ARMSTRONG;
HASSAGER, 1987).

Figura 71 — Volume de controle arbitrario, fixo no espaco (modificado de Bird, Arms-
trong e Hassager (1987))

Vetor normal
unitdrio

n

Superficie 5
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De acordo com a lei da conservacdo da massa, a massa ndo € criada
nem destruida em escoamentos de interesse da engenharia, ou seja, a massa
total do fluido dentro do volume V aumentard somente por causa do fluxo
liquido de fluido entrando através da fronteira dS. Matematicamente, isso €
escrito como

d
—/pdV :—/(n-pv)dS. (B.1)
dt Jy s
— —
Taxa de aumento Taxa de adigdo
de massa de fluido de massa através
dentro de V. da superficie S.

Aplicando o Teorema da Divergéncia de Gauss, a integral de superficie
poder ser transformada em integral de volume:

d
" /V pdV = — /V (V-pv)dV. (B.2)

Como o volume de controle V € fixo, pode-se trazer a derivada tempo-
ral para dentro da integral, obtendo-se

/PP+V-pV} dv =0. (B.3)
%4 ot

Portanto, tem-se agora, uma integral sobre um volume arbitrario e essa
integral € igual a zero e como consequéncia da arbitrariedade do volume, o
integrando € igual a zero. Isso nos da:

dp
= = —(V-pv). (B.4)

a qual é chamada de equacdo da continuidade. Se o fluido tem uma densidade
constante, a equagdo anterior fica

(V-v)=0. (B.5)

B.2 CONSERVAGCAO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO

A taxa volumétrica de escoamento do fluido através do elemento de
superficie dS é (n-v)dS. Multiplicando por pv (quantidade de movimento
por unidade de volume) e rearranjando, obtém-se (n - pvv)dsS, que é a taxa de
quantidade de movimento através do elemento de superficie dS. A quantidade
pvv € o fluxo de quantidade de movimento do fluido (transporte convectivo).

Neste momento, cabe ressaltar que a ordem tensorial das quantidades
envolvidas no primeiro paragrafo da secdo B.1 e no primeiro pardgrafo desta
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secdo sdo diferentes. Na se¢do B.1 a quantidade transportada € a massa (esca-
lar), e o fluxo de massa € um vetor. Nesta secdo, a quantidade sendo transpor-
tada é pv (quantidade de movimento por unidade de volume de fluido) que é
um vetor, e o fluxo de quantidade de movimento pvv é um tensor de segunda
ordem.

Além da quantidade de movimento transportada pelo escoamento (for-
cas de campo), existe também a quantidade de movimento linear transferido
em virtude do movimento molecular e interagdes dentro do fluido. Denotare-
mos essa quantidade por 6 . Assim, a taxa de escoamento da quantidade de
movimento, devido movimentos moleculares, através do elemento de superfi-
cie com orientagéo n é (n- 6)dS. Serd assumido que 6 é um tensor simétrico
(0;; = 0};). De acordo com a lei da conservacdo da quantidade de movimento,
a quantidade de movimento total do fluido dentro de V aumentara por causa
do fluxo liquido de quantidade de movimento entrando através da fronteira
S e também por causa da for¢a da gravidade agindo externamente no fluido.
Matematicamente, tem-se

d

—/ pvdvV = —/(n-pvv) ds— /(n~6)dS + /png,

dt Jy s N %
Taxa de crescimento Taxa de acréscimo Taxa de acréscimo Forga sobre o fluido
da quantidade de de quantidade de de quantidade de dentro de V pela
movimento do fluido movimento através movimento através gravidade.
dentro deV. de S devido ao de S devido ao

escoamneto. movimento molecular.
(B.6)

onde g é a forca por unidade de drea devida a gravidade. Aplicando, nova-
mente, o teorema da divergéncia de Gauss, tem-se

/V%pvd\/:f/V(V~pvv)dV—/V(V~0')dV+/Vpng. (B.7)

Para V arbitrario, resulta

%pv:—vav—V-(H—pg, (B.8)
a qual é chamada de equagdo do movimento ou equacdo de conservagdo da
quantidade de movimento.

O tensor 6 pode ser interpretado fisicamente de uma maneira diferente
daquela usada na dedugdo da equacdo. Isto é, pode-se assumir que a quanti-
dade de movimento total do fluido dentro do volume V aumenta por causa
do fluxo liquido para dentro, através da fronteira, de quantidade de movi-
mento devido a forcas de campo, e por causa de forcas externas agindo sobre
o fluido (forca de corpo exercida pela gravidade e forca de superficie exercida
pelo fluido ao redor volume). Portanto, o termo representando a forga de su-
perficie na equagdo teria a forma — [(,dS onde T, dS € o vetor descrevendo



196 APENDICE B. Derivagdo das equagdes de conservagio

a forca exercida pelo fluido no lado negativo de dS, conforme mostrado na
Figura 72. Ou seja, T, = n- G, logo, a for¢a T,dS correspondente a qual-
quer orientacdo n de dS pode ser obtida a partir do vetor 6. Usando essa
interpretacéo, € mais natural se referir a 6 como fensor tensdo de Cauchy. A
componente o;; desse tensor € a forca por unidade de drea agindo na direcdo
positiva j sobre uma superficie perpendicular a direcao i.

Figura 72 — Elemento de superficie através do qual a forca ®,dS é transmitida (modi-
ficado de Bird, Armstrong e Hassager (1987)).

n,dS =(n-m)dS

Vetor normal
n  unitério

Lado positivo

Elemento de
superficie dS
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APENDICE D - DISCRETIZAGAO DO OPERADOR LAPLACIANO

A aproximacdo do laplaciano feita por Schneider (MINKOWYCZ et
al., 1988) serd apresentada aqui. Neste sentido, considere o laplaciano de um
escalar ® dado por

2 2’0 0’0

L@O)=V'==5+ %2 (D.1)

Considerando a Figura 73, obtém-se aproximagdes para os termos da equacio
(D.1) no ponto de integra¢io f como

7 Ax

(29) - {00 soisien
X

828 1 (%él-f—%@z)—@l él_(%®3+%®4)
) = . (D.3)
o) Ay

Substituindo estas expressdes na equacdo (D.1), apds algumas mani-
pulacdes se obtém
Yj-1N©;—0;

V2O, = , (D.4)
! (£3)
onde o comprimento difusivo, Lf,, € definido como
2 g |
(L)) ;=4 ——5+—>¢ - (D.5)
/ { (A7 3(a)? } ;

Conforme € possivel observar, a aproximacao do laplaciano derivada
acima satisfaz o caso limite dos escoamentos puramente difusivos. Em outras
palavras, quando

V2O, =0 (D.6)

a equacdo (D.4) € reduzida a funcdo de interpolacdo bilinear dos valores no-
dais, isto €,

4
®;=) NO,. (D.7)
j=1

A equacdo (D.4) foi derivada baseada no elemento retangular da Fi-
gura 73. Entretanto, ndo resulta em uma aproximacao correta para um ele-
mento quadrildtero genérico, os quais s@o utilizados neste trabalho. Para ele-
mentos quadrildteros de forma genérica, usa-se a equagio (D.4) com um Ly
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Figura 73 — Comprimento difusivo em um elemento retangular

‘e T @!
" i . Ax
rf
______ JOUE S SN
v #
T i @

corrigido. Ou seja, Ax e Ay sdo substituidos por escalas de comprimento per-
pendicular e tangencial, respectivamente, a face em questdo. Isso significa
que Ay € considerado o comprimento da face em questdo e Ax é determinado
por,

4

Ax = — D.8
A (D3)

onde |J| é a magnitude do jacobiano da transformacéo (4.1).
De forma similar, pode-se obter o comprimento difusivo em um ponto

de integra¢do de um elemento triangular regular, o qual estd mostrado na
Figura 74. Ou seja, faz-se as expansdes em série de Taylor das derivadas de

segunda ordem em um elemento regular e substitui na equacdo (D.1) para
obter (D.4), onde L3 é definido por

-1
N i 12
() = { & s } ;o ®

Para um elemento triangular genérico, Ay é o comprimento da face em
questdo e Ax é determinado por,

U

D.10
o1y (D.10)
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Figura 74 — Comprimento difusivo em um elemento triangular regular
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APENDICE E — CALCULO DA TENSAO NORMAL E DE
CISALHAMENTO

z

O vetor tragdo, t, é simplesmente a forca interna sobre uma sec¢do
transversal dividida pela 4rea dessa se¢do, ou seja,

Finterna

t=— .
Area

(E.1)

Desta forma, t tem unidade de tensdo, como MPa, mas € absolutamente um
vetor, ndo um tensor tensdo. A representagdo esquemadtica de t € mostrada na
Figura 75.

Figura 75 — Representacdo esquemdtica do tensor tracao
T3 4
O-I'I
Fi
-t

)

—_—

I Fn / 4

Fonte: http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Stress_vector.svg

As tensoes normal e de cisalhamento sdo simplesmente as componen-
tes do vetor de tragdo t = (¢y,#,) que sdo normal e paralela ao elemento de drea
na superficie da estrutura, como mostrado na Figura 76. Usando n e s para
denotar o vetor normal unitdrio e o vetor tangente unitdrio, respectivamente,
escreve-se

G,=t-n e G, =t-s. (E.2)

E importante reconhecer que a tensdo normal G, e a tensio de cisalhamento
G; sdo valores escalares.

A relacdo entre o vetor de tracdo t e o estado de tensdes em um ponto
resulta a partir da imposi¢do da condicdo do equilibrio, ou seja, o somatério
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Figura 76 — Representac@o esquematica das tensdes em um corpo

A t

das forcas agindo em um objeto € igual a zero:

GAcos(0) + oxAsen(0) =1,A,

E3
GxyAcos(0) +oy,Asen(0) = 1,A. E3)

Reconhecendo que n = (cos(0), sen(0)) = (ny,ny) e simplificando, obtém-se
as equacoes

Oxxfly + Oxylty = Iy,

(E-4)
Ouxyltx + Oyyny =1y,
as quais podem ser reescritas conforme
t=0o-n. (E.5)

A transformag@o acima permite encontrar o estado de tensdes para um
sistema de coordenadas rotacionado em um angulo 6.
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