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“Nos podemos tomar o estado presente do universo como o efeito do seu
passado e a causa do seu futuro. Um intelecto que, em dado momento,
conhecesse todas as forcas que dirigem a natureza e todas as posi¢des de todos
os itens dos quais a natureza € composta, se este intelecto também fosse vasto o
suficiente para analisar essas informagdes, compreenderia numa Unica formula
0s movimentos dos maiores corpos do universo e os do menor atomo; para tal
intelecto nada seria incerto e o futuro, assim como o passado, seria presente
perante seus olhos”

Pierre Simon Laplace - A Philosophical Essay on Probabilities






RESUMO

Nas Gltimas décadas a aplicacdo de componentes feitos de materiais
poliméricos sofre um aumento expressivo. Muitas pecas
tradicionalmente feitas de metais e ceramicos foram substituidos por
algum tipo de polimero. O aumento de itens fabricados desses materiais
se deve a grande versatilidade de propriedades mecénicas e quimicas
aliadas a baixa densidade dos mesmos. No entanto, do ponto de vista
computacional esses materiais sdo extremamente complexos de serem
modelados devido a intrinseca sensibilidade as variacdes de temperatura
e taxa de deformagdes. Em vista disso, no presente trabalho buscou se
estudar e implementar um conjunto de modelos constitutivos
viscoplasticos capazes de representar 0 comportamento de materiais
termoplasticos. A abordagem variacional foi adotada para formulacéo
do modelo, assim a atualizacdo das tensbes e variaveis internas €
realizada através da extremizagdo de um pseudo-potencial
termodinamicamente consistente. Para o estudo do comportamento do
modelo em geometrias tridimensionais foi escrita uma sub-rotina de
material, usermat, no programa comercial de Elementos Finitos de
analise implicita ANSYS. Ao se fazer a hip6tese de isotropia material, a
decomposicdo espectral foi utilizada implicando na redugdo do ndmero
de equac@es a serem resolvidas em cada ponto de integragdo. Curvas de
forca-deslocamento de trés polimeros diferentes, PS, PLA e PC foram
obtidas através do ensaio de tragdo para a realizagdo de ajuste de um
modelo. O corpo de prova foi modelado via CAD e uma analise de EF
do ensaio de tracdo foi configurada via ANSYS Workbench 14.5. A
minimizacdo do erro quadrdtico das curvas, simulada e real, foi
realizada pelo programa de PIDO (Process Integration and Design
Optimization) modeFRONTIER®. As curvas forca-deslocamento
simuladas, apds ajuste de parametros, ficaram muito proximas aos
resultados de ensaio, mostrando a capacidade da formulagdo matemaética
escolhida em representar 0 comportamento mecanico de materiais
poliméricos. Por fim, analises envolvendo contato entre corpos e tor¢cdo
foram executadas a fim de se verificar o comportamento e estabilidade
do modelo material implementado em situa¢fes mais complexas.

Palavras-chave: Deformagdes Finitas. Viscoplasticidade. Anélise
Implicita. Ajuste de Pardmetros.






ABSTRACT

Demands for light weight and high strength structures lead to polymeric
materials as a suitable choice for a large class of engineering
applications. In some cases, components traditionally made of metals
or ceramics have been replaced by some kind of polymer. This paradigm
shift is related to good mechanical properties, low density, corrosion
resistance, easy to manufacture, etc. However, computational modeling
of such materials has become a challenge in mechanical and material
science fields, mainly because of its intrinsic sensitivity with respect to
temperature and rate strain variations. In the work reported here, the
focus was constitutive modeling and implementation of viscoplastic
materials submitted to finite strain kinematics.

Variational formulation was adopted for material modeling. Stress and
internal variables updates are performed solving a minimization problem
for each time increment. Material isotropy was admitted allowing
spectral decomposition to describe the set of constitutive equations. User
material sub-routine was written in the implicit Finite Element program
ANSYS. Given arbitrary combinations of well know potentials as
Odgen, Hencky, Perzyna and others, material free parameters were
tuned by fitting experimental load-displacement data of PS, PLA and
PC. Minimization of Mean Squared Error was performed making use of
modeFRONTIER, a commercial Process Integration and Design
Optimization (PIDO) software. Experimental and numerical results were
very closed showing the ability of our model to represent the mechanical
behavior of thermoplastic polymers. Finally, three-dimensional FE
Analysis using frictionless contact and torsion is presented in order to
verify the stability and applicability of our model in large-scale
problems.

Keywords: Finite Strain. Viscoplasticity. Implicit Analysis. Curve
Fitting.
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1 INTRODUCAO

A éarea de concepgdo mecénica sofre uma constante demanda por
menores tempos de projeto e custo reduzido de protétipo, a fim de
inserir produtos no mercado com maior eficiéncia e competitividade.
Em vista disso, métodos cientificos, sejam experimentais ou numéricos,
sdo incorporados nas fases de elaboracdo e avaliacdo de projeto. As
aplicacBes se encontram principalmente nas inddstrias de alta
competitividade e tecnologia como os setores automotivos, aerondutico,
aeroespacial, 6leo e gas, energia, dentre outros.

Nas ultimas décadas as técnicas computacionais ganharam
espaco na pesquisa e desenvolvimento devido ao crescimento da
capacidade de processamento numérico e ao continuo desenvolvimento
de modelos de representacdo cada vez mais sofisticados. Em problemas
de engenharia e em particular, os problemas vinculados a Mecanica do
Continuo, os sistemas sdo simulados numericamente via técnicas
denominadas de CAE (Computer-Aided Engineering). As mesmas Sao
baseadas nas diversos métodos de resolucdo aproximada de equagdes
diferenciais (Diferencas Finitas-MDF, Volumes Finitos-MVF ou
Elementos Finitos- MEF) assim como na adequada modelagem do
fendmeno fisico. Neste sentido, um dos aspectos essenciais na area de
Mecanica do Continuo e em particular na area de Mecéanica dos Sélidos
¢ 0 modelo matematico que descreve o comportamento do material.
Malvern, 1969 aponta: “Materiais, especialmente em estado sélido, se
comportam de uma maneira muito complexa quando todas as
possibilidades de temperaturas e deformacGes sdo consideradas. Isso
inviabiliza escrever uma equagdo ou conjunto de equagdes que descreva
precisamente um material real sobre todo o dominio de
comportamento”.

Dentre os diferentes materiais utilizados na engenharia, 0s
polimeros enquadram-se num grupo particularmente complexo do ponto
de vista de representacdo mecéanica, dado que podem apresentar
comportamentos bastante distintos quando submetidos a variagdes no
seu contexto de aplicagdo: temperatura, taxa de deformagéo, historia,
amplitude e tipo de deformacédo, etc. Essa dependéncia origina uma
dificil tarefa para a modelagem constitutiva destes materiais (Ames et
al, 2009 ; Brassart, L. e Stainier, L., 2012). Assim, observam-se
familias de modelos constitutivos para atender diferentes
fendmenos/caracteristicas de comportamento como: hiperelasticidade,
elastoplasticidade, viscoplasticidade, dano, acoplamento
termomecénico, etc.
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O uso de componentes feitos de materiais poliméricos tem se
tornado importante nas Ultimas décadas. Muitas pecas tradicionalmente
feitas de metais e ceramicos, por exemplo, foram substituidos por algum
tipo de polimero devido a sua grande versatilidade de propriedades
mecanicas e quimicas aliadas a sua baixa densidade. Diferentes
propriedades podem ser alcancadas através do controle das ligacOes
secundarias entre espécies quimicas presentes nesses materiais. Além
disso, os parametros do processo de fabricacdo como velocidade de
injecdo e temperatura de moldagem podem influenciar nas propriedades
finais desses materiais (Vieira, 2012). Para ilustrar, pode se citar
algumas aplicacBes de polimeros como embalagens para alimentos,
tubos e conexdes, vidros de seguranca, para-chogques automotivos,
pneus, engrenagens, placas e parafusos para reconstrugdo dssea (Morita,
2006), colete a prova de balas (Frank e Brockmen, 2001), espumas para
atenuacdo de ruidos, etc.

Os materiais poliméricos possuem comportamento, em geral, ndo
linear e fortemente dependente da histéria das deformagdes. As ndo
linearidades podem estar associadas a processos reversiveis
(comportamento elastico ndo linear) ou irreversiveis (plasticidade,
viscoplasticidade, dano, etc).

O presente trabalno toma como motivacdo tecnoldgica a
modelagem do comportamento de polimeros termoplasticos, sendo que
se concentra no estudo de um conjunto particular de modelos
constitutivos capazes de representar um grupo importante de fenbmenos
mecanicos observados nestes materiais: hiperelasticida, plasticidade e
viscoplasticidade.

1.1 OBJETIVOS

1.1.1 Objetivo Geral

A presente dissertacdo versa sobre o estudo, andlise e
implementacéo de uma familia de modelos constitutivos hiperelésticos-
viscoplasticos em regime de deformacdes finitas ja estudados
anteriormente por Vassoler, 2007 e Fancello et al, 2008 incluindo
variacdo de volume no regime eldstico.
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1.1.2 Objetivos Especificos

A fim de alcangar o objetivo geral acima citado, propbe-se atingir
0s seguintes objetivos especificos:

i Estudo de uma familia de modelos constitutivos variacionais,
destacando a modelagem de dois fendmenos claramente
presentes no comportamento de um grupo de termoplasticos:
hiperelasticidade e viscoplasticidade.

ii.  Implementacdo do conjunto de modelos estudados na sub-rotina
usermat do software comercial de elementos finitos ANSYS
Mechanical.

iii.  Ajuste de pardmetros materiais através de técnicas inversas
usando como alvo a curva de forca-deslocamento gerada
através do ensaio de tracdo realizados em alguns materiais
poliméricos tradicionais: PS, PLA e PC.

iv.  Anélise de geometrias de maior complexidade utilizando os
parametros materiais encontrados através do ajuste de curvas.

1.2 ESTRUTURA DO TRABALHO

No Capitulo 2 é realizada uma descricdo dos materiais
poliméricos em termos das espécies quimicas presentes, microestrutura
e propriedades mecanicas. Também sdo apresentados aspectos
relevantes da mecanica do continuo, com o objetivo de se estabelecer a
notagdo do presente trabalho.

O modelo constitutivo é abordado no Capitulo 3, onde a
formulagdo apresentada com detalhes é baseada nos trabalhos de
Vassoler, 2007 e Fancello et al 2008. A implementacdo computacional
na rotina usermat € mostrada no Capitulo 4, onde algumas relagdes em
formato de taxas sdo estabelecidas a fim de se utilizar a formulag&o de
equilibrio do programa ANSYS em conjunto com o modelo constitutivo
descrito no Capitulo 3.

O ajuste de parametros assim como resultados numéricos para
alguns casos praticos estdo descritos no Capitulo 5. Finalmente, no
Capitulo 6 encontram-se as conclusdes e sugestdes para trabalhos
futuros.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA
2.1 FUNDAMENTOS DE MATERIAIS POLIMERICOS

Polimeros sdo materiais, em sua maioria, de origem organica que
tem como elemento principal em sua composicdo o carbono. Os
primeiros polimeros a serem utilizados pelo homem foram os naturais
como a madeira, a borracha e o algoddo. Apds a Segunda Guerra
Mundial os polimeros sintéticos revolucionaram o campo dos materiais
(Callister, 2009). Conforme Canevarolo, 2002, o desenvolvimento
cientifico possibilitou entender a formacdo dos polimeros e iniciar a
criacdo de uma diversidade muito grande desses materiais. A palavra
polimero vem do grego “Poli” muitos e “Mero” partes, tendo como
significado uma repeticdo de unidades principais (mondémeros), no geral
organicas, Painter, 1997. A Figura 2.1 apresenta alguns polimeros com
0S seus respectivos mondémeros. Além disso, podem-se combinar
diferentes unidades principais em uma mesma cadeia polimérica,
gerando os chamados copolimeros, conforme apresentado na Figura 2.2.

As propriedades dos polimeros ndo dependem exclusivamente do
tipo de mondmero e do ndmero de repeticdes. A forma como as cadeias
poliméricas estdo ligadas entre si, resultando num arranjo
tridimensional, também influencia nas propriedades finais. As técnicas
de polimerizacdo modernas permitem gerar diferentes tipos de ligacGes
entre as macromoléculas como lineares, ramificada, reticulada e em
rede, conforme ilustrado na Figura 2.3.
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Figura 2. 1 Alguns tipos de polimeros com suas respectivas unidades principais.

Polimero Unidade Principal
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Adaptado: Callister 2009.
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Figura 2. 2 Diferentes combinagdes de unidades principais, onde as cores azul e
vermelho representam diferentes tipos de mondmeros.
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Fonte: Callister 2009.

As cadeias lineares, por exemplo, apresentam ligacGes fracas de
van der Waals entre as macromoléculas, possibilitando o cisalhamento
entre as mesmas. Os polimeros termoplasticos apresentam, em geral,
esse tipo de ligagdo. As estruturas do tipo reticuladas e em rede,
possuem ligagdes covalentes entre as macromoléculas dificultando o
cisalhamento irreversivel, sendo tipicos de materiais elastoméricos.

A disposicdo tridimensional entre as cadeias é um fator
importante a ser considerado nas propriedades finais dos polimeros. Em
geral, materiais em estado s6lido séo classificados de acordo com a
periodicidade em que os 4tomos estdo posicionados um em relacdo aos
outros. Quando o arranjo é repetitivo e ordenado o material é dito
cristalino, em caso de uma distribuicdo ndo ordenada o material €
considerado amorfo. Devido as grandes cadeias carb6nicas dos
polimeros, é praticamente impossivel dispd-las de forma que elas gerem
um arranjo periédico de longo alcance. Assim, esses materiais podem
assumir estruturas completamente amorfas ou semicristalinas, sendo 0s
esferulitos uma das estruturas mais importantes.
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Figura 2. 3 a) Linear. b) Ramificada. c) Reticulada. d) Rede
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Fonte: Callister 2009.

A distribuicio e a morfologia dos esferulitos interferem
diretamente nas propriedades dos polimeros. Essas estruturas sao
formadas por lamelas que partem radialmente do ndcleo na forma de
uma as outras,
mas conforme crescem elas divergem, torcem e se ramificam, dando
assim um formato esferulitizado. A parte amorfa do material fica entre

feixes. No inicio as lamelas, parte cristalina, sdo paralelas

as lamelas, conforme representacéo na Figura 2.4.
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Figura 2. 4 Representagdo esquematica da esferulita.

Diregdio do crescimento
da esferulita.

Sitio de Nucleagéo
Fronteira entre

Adaptado: Callister 2009.
2.1.1 Classificacdo dos Materiais Poliméricos

Existe uma variedade muito grande de polimeros, sendo assim
uma maneira de tornar mais facil o estudo desses materiais € dividi-los
em classes. Os polimeros podem ser agrupados de acordo com a
estrutura das cadeias, componentes quimicos ou estado fisico. No
entanto, na &rea de engenharia mecéanica e materiais sdo comumente
classificados conforme o processo de fabricacdo. Segundo essa
classificacdo tem-se dois ramos principais, 0s termoplasticos e
termofixos. O Ultimo, como sugerido pelo nome, sofre uma reacao
quimica irreversivel ao ser processado, impossibilitando que as pegas
fabricadas sejam remodeladas. Geralmente, as ligagBes covalentes entre
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cadeias adjacentes sdo criadas através de altas temperaturas,num
processo conhecido como vulcanizagdo. Os elastbmeros, resinas
termoendureciveis, como as baquelites e epoxis, fazem parte dessa
classe de polimeros. Os termoplésticos sdo conhecidos por sua facil
moldabilidade e grande variedade de aplicacbes. Esse grupo
possivelmente  possui a maioria dos polimeros utilizados
comercialmente. Devido ao grande nimero de combinagfes possiveis
gue o processo de polimerizacdo pode alcancar, esses materiais possuem
uma vasta gama de propriedades mecanicas e quimicas. Podem variar
desde completamente frageis até materiais extremamente flexiveis. O
Polietileno (PE), Polipropileno (PP), Poliestireno (PS), Policarbonato
(PC), Polimetilmetacrilato (PMMA) e Poli-acido-Latico (PLA) séao
exemplos de polimeros que por sua vez podem apresentar variagOes
devido a presenca de alguns aditivos. Diferentes dos termofixos, eles séo
capazes de serem remodelados ap6s o processo de fabricacgdo,
possibilitando a reciclagem. Conseqiientemente os termoplasticos sdo
excelentes materiais do ponto de vista econémico-ambiental desde que
sejam descartados de maneira correta.

2.1.2 Propriedades Mecanicas dos Polimeros

Conforme mencionado anteriormente, os tipos de monémeros, a
forma e o jeito como eles estdo ligados definem as propriedades que o
polimero possuird, sejam elas fisicas, quimicas ou mecéanicas. Por
exemplo, pode se observar comportamentos bastante distintos da curva
tensdo deformacdo quando diferentes polimeros sdo ensaiados em
tracdo, conforme ilustrado na Figura 2.5.
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Figura 2. 5 A) Polimero fragil. B) Ductil. C) Elastdmero.
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Fonte: Callister 2009.

As curvas A, B e C da Figura 2.5 representam trés mecanismos
distintos de acumulo de energia interna no material. A curva A, tipica de
polimeros frageis, como o Poliestireno (PS) ou Polimetil-metacrilato
(PMMA) em temperatura ambiente, representa uma retencdo de energia
potencial elastica devido ao alongamento das cadeias poliméricas. Ja a
curva B possui um mecanismo similar a curva A, até determinada tensao
(limite de escoamento). A partir desse ponto as cadeias comecam a
deslizar umas sobre as outras gerando um processo irreversivel de
endurecimento/amolecimento. Polimeros como o Polipropileno (PP),
Polietileno (PE) e Policarbonato (PC) possuem esse tipo de
comportamento a temperatura ambiente. As borrachas naturais ou as
sintéticas como o SBR (Styrene Butadiene Rubber) possuem um
comportamento similar ao da curva C. A energia de deformacdo é
armazenada no sistema através da ordenacdo do emaranhado das cadeias
poliméricas (Callister, 2009). Ao descarregar 0 componente, a energia
acumulada nas cadeias é liberada, o que torna esse processo reversivel.
A Figura 2.6 ilustra os diferentes mecanismos em escala
macromolecular.



36

Figura 2. 6 Diferentes mecanismos de deformagéo em polimeros.
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Adaptado: Briickner, 2001.

Os trés mecanismos apresentados anteriormente sdo genéricos e
podem estar presentes em maior ou menor grau em um determinado
polimero dependendo de sua estrutura e composicdo quimica. Além
disso, o mecanismo de deformacdo pode ser modificado com a
temperatura ou com a taxa de deformagdo. A Figura 2.7 apresenta
comportamentos distintos do PMMA para diferentes temperaturas. Ja a
Figura 2.8 representa a sensibilidade dos polimeros com a taxa de
deformacéo. Essa alteragdo no comportamento ocorre, pois a mobilidade
das macromoléculas é alterada devido a fendbmenos microscopicos
causados pela temperatura e taxa de deformagdo. Por exemplo, com o
aumento da temperatura, existe um aumento da distancia média entre as
cadeias carbonicas, deixando as mesmas mais livres para se
movimentarem, conseqiientemente o polimero fica mais flexivel. Ja
com o aumento da taxa de deformacéo, diminui o tempo disponivel para
a organizacdo das moléculas, gerando uma fragilidade no material.
Dentre as classes apresentadas anteriormente, 0s termoplasticos sdo os
gue mais sofrem com esse tipo de variagdes de temperatura e taxa de
deformagéo.



Figura 2. 7 Curva tensdo/deformacdo de PMMA para diferentes temperaturas.
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Fonte: Callister, 2009.

Figura 2. 8 Variacdo de comportamento em tragdo com diferentes taxas de
deformagéo.
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Fonte: Briickner, 2001.
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2.1.3 Modelos Constitutivos para Polimeros

Nessa secdo serdo apresentados alguns modelos constitutivos
basicos para a representacdo do comportamento dos polimeros. A
construcdo de modelos constitutivos segue duas abordagens tradicionais:
micromecanica (baseada na observacdo da microestrututa e estrutura
molecular) e a macromecanica ou fenomenoldgica. Na micromecénica
sdo observados os fendbmenos que podem ocorrer em pequena escala,
envolvendo a modelagem dos mecanismos de interagcdes moleculares. A
segunda técnica tenta correlacionar as tensdes e deformagdes no interior
do corpo com elementos de mecéanica classica como molas,
amortecedores e blocos com atrito. Por exemplo, o modelo de Maxwell
diz que a relacdo entre tensdo e deformacdo pode ser determinada
através da associacdo de uma mola e um amortecedor em série. A mola
tem a caracteristica eléstica linear do material sendo caracterizada pela
constante E da lei de Hooke. JA& o amortecedor representa o
comportamento viscoso dos materiais poliméricos. O amortecedor €
descrito matematicamente pela lei de Newton, onde o mapeamento da
taxa de cisalhamento para tensdo de cisalhamento é feito através da
constante de amortecimento, 7. As relagdes citadas anteriormente estéo
mostradas nas equagdes abaixo:

o=Ee (2.1)

T=ny (2.2)

Outros arranjos desses modelos simplificados podem ser feitos
originando diferentes relacGes entre tensdo e deformagdo. O modelo de
Kelvin-Voigt associa esses dois componentes de forma paralela. A

Figura 2.9 ilustra os modelos citados anteriormente.

Figura 2. 9 a) Modelo de Kelvin-Voigt; b) Modelo de Maxwell.
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Fonte: Vassoler, 2007.
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Extensdes dos modelos citados sdo feitas quando considerados
mais de dois componentes em um arranjo espacial complexo. O modelo
de Zener adiciona uma mola elastica linear ao brago viscoso do modelo
de Kelvin-Voigt. J& 0 modelo de Alfrey faz uma combinacdo em série
do modelo de Maxwell juntamente com Kelvin-Voigt. A Figura 2.10
ilustra os dois modelos citados anteriormente.

Figura 2. 10 a) Modelo Zener; b) Modelo Alfrey.

(b) E,

Fonte: Vassoler, 2007.

Pode-se ainda propor configuragbes ainda mais complexas,
gerando uma infinidade de possibilidades e conseqlientemente inimeras
relacGes entre tensdo e deformacdo. No entanto, a cada adicdo de um
novo componente, amortecedor e/ou mola, corresponde a um novo
parametro material a ser determinado via ensaio experimental, o que
pode inviabilizar o completo conhecimento das constantes. Sistemas
com muitos elementos podem acarretar em redundancia, gerando uma
relacdo ndo univoca entre tensdo e deformacdo. Por exemplo, podemos
imaginar que um determinado material tenha um comportamento real
linear entre tensdo e deformacgdo. Caso se modele esse material com
diversas molas, existirdo varias combinacfes entre 0s parametros que
irdo gerar o comportamento linear sem necessariamente anular a rigidez
das diversas molas do sistema.

2.2 FUNDAMENTOS DA MECANICA DO CONTINUO

Nesta secdo, sera apresentada uma revisdo basica das principais
grandezas fisicas que governam a mecénica do continuo, incluindo a
notacdo para a lei constitutiva descrita no presente trabalho. Esse
conteldo é classico e um texto completo sobre este tema pode ser
encontrado em Malvern,1969; Gurtin, 1981; Souza Neto et al, 2008.
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2.2.1 Medidas de Deformacéo

Considere o corpo 8 num instante inicial t,, com volume V,,
ocupando o espago na configuracdo de referéncia Q, e a fronteira I'y
ambos contidos no espago euclidiano tridimensional. A posicdo de
particula p em t, é dada pelo vetor X, e ap6s 0 movimento do corpo R, a
particula de interesse move-se para x. Admite-se a existéncia de uma
fungdo vetorial  suficientemente suave que mapeia univocamente todo
vetor X em Q, para o vetor x na configuragdo deformada € com volume
v, conforme Figura 2.11.

X =y(X,1) (2.3)

A partir das configuragdes de referéncia e a deformada, pode-se
definir o vetor deslocamento u, também apresentado na Figura 2.11.

u(X,t) = (X, t) - X (2.4)

Logo, para qualquer vetor dX definido a partir de X existe
aproximacéo de Taylor tal que:

X(X+dX,t) =Xx(X,t) +dx =X(X,t) + V, (X)dX +O* (2.5)
Fazendo o limite dos termos de ordem maior que dois tender a
zero tem-se:
limy,_,, O =0 (2.6)
Entdo, se chega a expressdo de mapeamento linear de dX em dx:

dx =V, x(X)dX 2.7)

O tensor que faz esse mapeamento é conhecido como gradiente
de deformacéo F.

F=V,x(X)= % (2.8)
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Recorrendo a equacdo 2.4 é possivel expressar o gradiente de
deformacdo em termos do deslocamento, u.

F=1+V,u (2.9)

Figura 2. 11 Movimento de um corpo.
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Deformacéo isocdrica e volumétrica

A variacdo de volume do corpo § na configuragdo deformada em
relacdo a configuracdo de referéncia pode ser calculada através do
determinante do gradiente de deformacdo (2.10).

dv
= —— F .
J y det(F) (2.10)

o]
Quando o processo de deformacdo preserva o volume inicial do

corpo R, a deformacédo é dita isocérica, e o determinante do gradiente de
deformacdo F ¢ igual a unidade:

J =det(F,,) =1 (2.12)

Quando o processo de deformacao € exclusivamente volumétrico
o0 gradiente de deformacao pode ser representado por:

F=x«l (2.12)
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onde x é um escalar e | é o tensor identidade de segunda ordem.

Qualquer processo de deformacdo tem uma contribuicdo
volumétrica e isocérica, sendo que é possivel expressar o gradiente de
deformacao através dessas contribui¢des da seguinte forma:

F=FF,=F,F, (2.13)

iso’ vol vol
A expressdéo 2.13 é a decomposicdo multiplicativa das
deformac@es volumétricas e isocoricas, sendo essas representadas pelas
expressoes:
1

F = (detF)31 (2.14)
1
F,, = (detF) 3F (2.15)

A expressdo 2.15 tem a propriedade apresentada pela expressdo
2.11.

Decomposicéo Polar

A transformacdo do vetor dX na posicdo de referéncia para o vetor na
configuragdo deformada dx pode ser dividida em duas etapas. O vetor
dX sofre primeiro uma rotacdo R e depois um alongamento U chegando
em dx. De forma equivalente, chega-se no mesmo resultado de
configuragdo deformada ao se definir alongamento V e posterior rotacao
R. A Figura 2.12 ilustra esse processo.

Figura 2. 12 Decomposicao polar do tensor gradiente de deformacéo.
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Adaptado: Souza Neto et al, 2008.
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A decomposicédo do tensor gradiente de deformacdo em rotacéo e
alongamento é conhecida como decomposicdo polar. Matematicamente
essa relacdo é expressa em (2.16),

F=RU=VR (2.16)

onde R é o tensor rotagdo, U é o tensor de alongamento a direita, V o
tensor de alongamento a esquerda. Os tensores U e V podem ser
obtidos através das relacdes abaixo:

U=+C (2.17)
V=B (2.18)

O tensor C é denominado de tensor de Cauchy Green a direita e
o0 tensor de B é denominado de tensor de Cauchy Green a esquerda. Os
tensores de deformacdo sdo fungdes do tensor F, conforme (2.19) e
(2.20).

C=U’=F'F (2.19)
B=V2=FF' (2.20)
Os tensores C e B sdo ambos tensores simétricos, positivos

definidos, de posto trés, sendo sempre possivel representa-los através
dos seus valores e vetores proprios:

3
C=> Al ®l (2.21)
i=1
3
B=) A’ ®¢, (2.22)
i=1

Como o tensor de rotagdo R é ortogonal, 0 mesmo tem a seguinte
propriedade: RR™ = R'R = I. Dessa forma, os tensores U e \V possuem
0s mesmos autovetores de C e B, respectivamente:

3
U=> Al ®l (2.23)
i=1

3
V=> e ®¢ (2.24)
i=1
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Os autovetores de U e V definem respectivamente as direcGes
principais Lagrangiana e Euleriana. Calculados os tensores de
alongamento, o tensor de rotacdo R é facilmente obtido através da
resolucéo do sistema linear F=RU=VR.

R=FU'=V'F (2.25)

O tensor rotagdo R tem a propriedade de mapear as dire¢fes
principais Lagrangeana nas dire¢fes principais Eulerianas:

e, =Rl (2.26)
Tensores de deformacéo Lagrangeanos e Eulerianos

Para a definicdo da medida de deformagdo de Green-Langrange
considera-se primeiramente o quadrado dos vetores dX e dx na
configuragdo de referéncia e deformada, respectivamente:

|dx|* = FdX-FdX = CdX - dX (2.27)

JaX|* = dX-dX = 1dX-dX (2.28)

A diferenca entre o quadrado da norma dos vetores dx e dX pode ser
expressa em termos do tensor de Cauchy Green a direita e do tensor
identidade de segunda ordem conforme expressao abaixo:

|ox|* —[|ldX|* = (C—1)dX-dX (2.29)

Portanto, o tensor de Green Lagrange é definido como:

E :%(c— N =%(qu V) + (V)T VL) (2:30)
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Ou em notacdo indicial:

1 ou +6uj aal

T2l oX,aX X oX,

(2.31)

Outra forma de apresentar o tensor de Green-Lagrange é através da
decomposicéo espectral:
31
E= Zz(zf -l ®L (2.32)

i=1

Onde os vetores proprios I; sdo conhecidos como a triade de Lagrange.
Existe uma familia de tensores que tem como base essa triade, conforme

apresentado abaixo:

1
—U"-1) m=0
- me

E™ (2.33)

In[U] m=0

A Figura 2.13 ilustra a relagdo entre os alongamentos principais A com
as deformagdes de Lagrange para valores diferentes de m.

Figura 2. 13 Medidas de deformagéo Lagrangeana para diferentes valores de m.
3 T T T T I

Green-Lagrange (m=2) .~

7 Biotqm=1)

~="Hencky (m=0)

" Almansi (m=-2)

2 1 11 | 1 1

0
Fonte: Souza Neto, 2008.



46

Os autovetores do tensor de Cauchy-Green a esquerda formam a triade
de Euler. A familia dos tensores de Lagrange representadas na base de
Euler formam uma outra familia de tensores na configuracdo deformada.

_ %(V’“—I) m=0
In[V] m=0

m

g (2.34)

Utilizando a expresséo 2.26 pode se mostrar que tensores de deformagéo
de Lagrange podem ser mapeados para os tensores de deformacgéo de
Euler através da relacéo:

" =RE"R' (2.35)
Tensor gradiente espacial de velocidade

O tensor gradiente espacial de velocidade é definido por:

L=V,v (2.36)
Aplicando a regra da cadeia pode-se estabelecer a relacdo do tensor L
com o tensor gradiente de deformacéo.

L= Q(@j - Q(ﬁja_x —FF! (2.37)
ot\ox /) ot\oX)ox

E comum se decompor de maneira aditiva 0 tensor L em uma parte
simétrica D e uma parte antissimétrica W:

L=D+W (2.38)
D=%(L+ L") (2.39)
W=%(L—LT) (2.40)

A parte simétrica do tensor gradiente de deformacéo D é chamada tensor
de taxa de deformacdo e a parte antissimétrica W é o tensor vorticidade.
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Note que devido a simetria de D, este admite decomposicdo espectral
em autovalores e autovetores:

3
D=>) de ®¢, (2.41)
i=1

2.2.2 Medidas de Tensao

Até o presente momento foram mostrados aspectos cinematicos
sobre as deformacBes dos corpos. No entanto, para uma descri¢ao
completa da dindmica do corpo B, é necessario incorporar as for¢as que
agem sobre ele e como as mesmas sdo transmitidas ao longo do meio
continuo.

Tensor de Tensdo de Cauchy

Considere o corpo R na configuracdo deformada Q. Considere
uma superficie arbitraria ¢ passando pelo ponto Xx,e que n seja 0 vetor
normal a ¢ no ponto x, conforme mostrado na Figura 2.14. No ponto
estudado, existe um vetor de forga por unidade de area t, tal que mantém
o0 lado interno de R cortado por ¢ em equilibrio. O teorema de Cauchy,
um dos mais fundamentais na mecanica dos meios continuos, garante a
existéncia de um tensor de segunda ordem (operador linear) tal que
mapeia o0 vetor n no vetor de forga por unidade de area t.

t=on (2.42)

onde ¢ € o tensor de tensdo de Cauchy, o qual tem a propriedade de
simetria.

c=0c" (2.43)
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Figura 2. 14.Forgas de tracdo na configuragdo de referéncia e deformada.

N x\t
i
Q) yE—F (% ¢
7 \
AN
]
— -

A

O tensor de Cauchy também é conhecido como tensor de tensdo
verdadeira. Uma prova formal sobre o teorema de Cauchy pode ser
encontrada em Gurtin, 1981.

Tensor de Kirchhoff

Outra medida importante de tenséo é o tensor de Kirchhoff (2.44),
0 qual é definido simplesmente através da multiplicacdo do tensor de
Cauchy pela variagéo de volume J (2.10):

1=Jo (2.44)

Como o tensor de tensdo de Cauchy o tensor de Kirchhoff também é
simétrico e conseqtientemente ambos permitem decomposicao espectral.

Primeiro e Segundo tensor de Piola-Kirchhoff

Diferente do tensor de Cachy e de Kirchhoff os quais foram
definidos na configuragdo deformada, o tensor de Piola-Kirchhoff ¢é
definido na posicdo de referéncia Q, Analogamente as grandezas
definidas na configuracdo deformada, define-se uma superficie ¢ tal que
corta o corpo R na configuragdo indeformada passando por X, com vetor
normal N. Sendo assim, o tensor de Piola-Kirchhoff exerce o mesmo
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papel que o tensor de Cauchy aplicado a configuracdo de referéncia. Ou
seja, o0 tensor de Piola-Kirchhoff mapeia o vetor normal N no vetor de
forga T, conforme expressao:

T=PN (2.45)

Considerando que a forca df que age em ambas as configuragdes é a
mesma, pode-se gerar uma relacdo entre o tensor de Cauchy e de Piola-
Kirchhoff

df =PNdA=onda (2.46)

onde da representa a area infinitesimal na configuragdo deformada e dA
representa a area infinitesimal na configuracdo de referéncia. Utilizando
a relacdo de Nanson, chega-se na seguinte relacdo entre os tensores de
Cauchy e Piola-Kirchhoff;:

P=JoF" (2.47)
Diferentemente do tensor de Cauchy, o tensor de Piola-Kirchhoff ¢

geralmente ndo simétrico. Por esta razdo, define-se 0 Segundo Tensor de
Piola-Kirchhoff S, como:

df
—2=SN 2.48
A (2.48)

onde df, é uma forca ficticia que age sobre area deformada com a
mesma relacdo de mapeamento entre dx e dX.

df =Fdf, (2.49)

Utilizando as expressdes (2.46), (2.48) e (2.49) chega-se na seguinte
relacdo entre o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff e o segundo tensor de
Piola-Kirchhoff.

S=F'P (2.50)
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Substituindo (2.47) em (2.50) pode-se mostrar que 0 tensor S €
simétrico. Devido a essa propriedade o segundo tensor de Piola-
Kirchhoff pode ser descrito em termos de sua decomposicao espectral,

3
S=> sl ®l (2.51)
i=1

Onde se |, s&o os valores e vetores proprios de S respectivamente. Note
gue para materiais isotrdpicos, objeto de estudo do presente trabalho, 0s
vetores proprios de S coincidem com 0s vetores prdprios do tensor de
deformacdo de Green-Lagrange.

2.2.3 Pares Conjugados de Poténcia de Deformacao

A poténcia de deformagdo é definida através de pares conjugados
de tensdo e taxa de deformacgdo (Holzapfel, 2000). Logo, para cada
medida de tensdo ha uma medida de deformacdo tal que gera a mesma
poténcia de deformacdo no volume do corpo B. As expressdes abaixo
apresentam alguns desses pares:

WIIQO'Z de:jgo P:FdV, :IQOS EPdV, (252

Devido a relacdo entre o tensor de Green-Lagrange e o tensor de
Cauchy-Green a direita é possivel escrever a potencia de deformacédo
como:

1o,
w= on 581Gy, (2.53)

2.2.4 Equacdo de Equilibrio

A conservacdo de momento no corpo B na configuracdo
deformada pode ser expressa matematicamente através do seguinte
conjunto de equacdes diferenciais parciais e condi¢des de contorno:
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divic)+b=p0 em Q
t=on emT, (2.54)
u=u em I,
onde b representa as forgas de corpo, t é um vetor de forga por unidade
de area aplicado no contorno I';, e u é o campo de deslocamento
prescrito na fronteira I'y. Para problemas em equilibrio estético ou casos
onde as forgas inerciais sdo despreziveis quando comparadas com as
forcas de corpo e superficie, o termo da direita presente na primeira
equacao de (2.54) é nulo:
div(c)+b=0 em Q
t=on emT, (2.55)
u=u em T,
O conjunto de equacdes apresentado anteriormente deve ser satisfeito
ponto a ponto em R, e por essa condi¢cdo a relacdo (2.55) é conhecida
como forma forte da conservacdo de momento linear. Outra forma

comum de se expressar o equilibrio é através da forma integral ou forma
fraca:

IQ[G : Vox—hox]av —jr toxda=0, Voxe& (2.56)

onde
G={f:Q->#|f=0eml} (2.57)

De forma equivalente, pode-se definir o conjunto de equagBes de
conservagdo de momento linear na configuracao de referéncia:

V.,P+b,=p0 em Q,
T=PN emI} (2.58)
u=td, emT,
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onde b, representa as forgas de corpo na configuracdo de indeformada, T
representa as forcas por unidade de area na re%iéo de fronteira T €, U é
0 campo de deslocamento no contorno TI'y,~. Desprezando as forgas
inerciais, a conservagdo de momento na configuracao de referéncia pode
ser apresentada na formulacéo integral como:

on [P:Vox—b,ox]dV, —L ToxdA=0, Voxe? (259

onde
vV={f:Q>vU|f=0emT[} (2.60)

Note que a equacdo (2.55), exceto pela condigdo de contorno em Iy,
ndo possui qualquer restricdo em termos cinematicos.

2.2.5 Principios Variacionais

Frequentemente as equacOes de equilibrio dindmico ou estatico
sdo apresentadas na sua forma diferencial (forte) ou integral (fraca).
Uma abordagem alternativa as citadas anteriormente é a utilizacdo de
principios variacionais. Postula-se a existéncia de um funcional 71 de
maneira tal que as condi¢Oes de estacionariedade em relagcdo aos seus
argumentos fornecem as equacdes que governam o problema. Como
exemplo seja o potencial de Hu-Washizu-Fraeijs de Vaeubeke (Stainier
2006), definido pela expressao abaixo:

9(%,F,P) = [ W(FTF) +P(V,x - F)]dV,

— [ pbxdV, — [ TxdA (@00
Q r

of

O funcional #depende de trés campos independentes x, F e P, que séo a
posicdo do corpo na posi¢cdo deformada, o gradiente de deformacéo e o

! T'ot— parte da fronteira I" onde a forca € prescrita
?T'ou — parte da fronteira " onde o deslocamento é prescrito.
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primeiro tensor de Piola-Kirchhoff, respectivamente. O campo W
representa a energia livre acumulada no corpo B. A primeira variagdo de
#em relacdo aos seus argumentos fornece as equacoes:

D[71ox = [ P:V,oxdV,
QO

(2.62)
~ [ pboxAV, - [ ToxdA=0 Voxev
Q, r

of

_ oWw(C) _
D[#]5F = Qj (ZF e Pj SFdV, =0 VoFe? 253

D[#16P = [ (Vix—F)PdV, =0 VP eV
Q

0

(2.64)

A expressdo (2.62) é a conservacdo de momento linear na forma
integral; (2.63) define a relacdo entre a cinematica do corpo B e 0 campo
de tensBes (lei constitutiva) enquanto (2.64) fornece a condicdo de
compatibilidade cinematica. Note que o tensor de Piola-Kirchhoff em
(2.61) age como multiplicador de Lagrange na condicdo de
compatibilidade. Caso as relagdes constitutivas e de compatibilidade
sejam satisfeitas a priori, isto é,

P= 2FM (2.65)
oC
F=VX (2.66)

é possivel simplificar o potencial #/ de forma que este dependa apenas
do campo x:

#° ()= [WEF)AV, - [ pbxdV, — [ TxdA=0 (267)
o Q

I

of
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O funcional 7 é denominado energia potencial total em . Tomando a
derivada de Gateaux em (2.67) em relacdo a x, e a aplicando a condicao
de estacionariedade equivalente a (2.62), pode-se recuperar a
formulagdo fraca de conservagdo de momento linear na configuragdo de
referéncia (2.68), incluindo a lei constitutiva para o primeiro tensor de
Piola-Kirchhoff.

J'%[P:V5x—b05x]dvo— [ ToxdA=0, Voxev (asg)

2.2.6 Linearizacao do Principio Variacional

O processo de minimizagdo do potencial 7 geralmente resulta
numa equacgdo nao linear em relagdo ao campo posicdo x (2.62). A ndo
linearidade no geral é vinda de contribuicBes geométricas e do material,
Holzapfel, 2000. Devido a dificuldade de resolver (2.68) analiticamente
s80 necessérios métodos de aproximacgdo numérica como 0 MEF em
conjunto com o método de Newton-Raphson. Sendo assim, a solugéo do
problema ndo linear é obtida através de uma sequéncia de problemas
lineares. Portanto, com o objetivo de linearizar (2.62), a energia sera
dividida em duas contribuigdes: interna e externa .

1(X)= [ P:V,oxdV, (2.69)
Q,

E(X) = [ p,oxdV, + [ ToxdA
Qo For (2.70)

Para simplificar, a parcela de energia externa & é considerada
independente do movimento do corpo B. Logo, a parcela de energia
interna I é a Unica que necessita da linearizacdo. Da mesma forma que
existem pares conjugados de poténcia presentes em (2.52) ha também
pares conjugados que resultam na mesma energia interna:

1(X)= [ P:V,oxdV, = [ S: 0BV, = [o:dedv  (271)
Q Q Q

Deve se lembrar que tanto o segundo tensor de Piola-Kirchhoff, S, como
0 tensor de deformacgfes Lagrangeano, E, dependem do campo de
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deslocamentos. Portanto tomando a derivada de Gateaux de (2.71) e
apos algumas simplificacGes chega-se em:

D[7]Ax = _[ V, OX V AXS+F'V, 8x:C:FTV, A |dV,
% ngo Kinat (272)

Onde

0S 0S

C=—=2—

ok oC
(2.73)

O primeiro termo de (2.72), depende somente do estado atual de tenséo,
é chamado de contribuicdo geométrica da matriz tangente. J& o segundo
termo representa a contribuicdo material da equagdo de equilibrio
linearizada.

O mesmo processo realizado na versdo material da equacédo de
equilibrio pode ser executado para se chegar ao formato de equilibrio
linearizado na configuracdo de referéncia:

D[7]Ax = [ (V,8%: V,Ax6+FTV,8x 1 c: F'V,AX)dV, (2.74)
Q

E possivel mapear as variaveis S e ¢ definidas na configuracio de
referéncia para as variaveis o e ¢ definidas na posi¢do deformada através
da transformagéo de Piola:

1
Oy =~ I:iaSa F
Ty ek (2.75)
Giju :3 FiAFjBCABCD ch FID
(2.76)

O tensor de quarta ordem espacial < mapeia o tensor taxa de deformacéo
D na taxa do tensor de Cauchy & (Gurtin et al, 2009), isso é:

6=cD 2.77)
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Abordagens mais detalhadas da linearizagdo do principio variacional
podem ser obtidas em Holzapfel, 2000; Noels, 2004; Stainer 2006;
Gurtin et al, 20009.

2.2.7 Termodinamica dos Meios Continuos

As expressdes (2.62), (2.63) e (2.64) ndo devem violar os principios da
termodindmica. Tais leis servirdo como restricbes adicionais no
principio  variacional (2.61) gerando conjunto de campos
energeticamente admissiveis.

Primeira Lei da Termodinamica

A primeira lei da termodindmica prevé a conservacao de energia
em um sistema fechado. A taxa de energia interna e por unidade de
volume deve se igualar a poténcia mecénica introduzida no sistema mais
0 calor trocado no contorno juntamente com a energia produzida.
Matematicamente a primeira lei pode ser expressa na forma de taxas na
configuragdo de referéncia como (Gurtin et al 2009):

e=P:F+® —Div(Q) (2.78)

onde ® é a energia gerada no sistema e Div(Q) é o calor trocado nas
fronteiras.

Segunda Lei da Termodinamica

O balango energético apresentado na primeira lei ndo prevé
ordem nas transformacdes de energia. A segunda lei postula a existéncia
de uma variavel de estado s, chamada de densidade entropia, que limita
as diregdes em que certas conversdes podem ocorrer. Fisicamente a
entropia pode ser definida como uma medida do grau de desordem
microscopico do sistema. A forma local da segunda lei é:

s+Div(9j—§ >0 (2.79)
) 6

onde 6 é a temperatura do sistema considerado.
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Desigualdade de Clausius-Duhem

A primeira e a segunda lei podem ser unidas em uma Unica
inequagéo:

5+ Div(%j—%(e—P: £+Div(Q) 20 (2.80)

Ao se introduzir o potencial de energia livre de Helmholtz (por unidade
de volume de referéncia) como:

W=e-6s (2.81)

chega-se na inequacdo conhecida como desigualdade de Clausius-
Duhem:

\%

W +6s)-P:F+Q- 2930 (2.82)

Para problemas puramente mecénicos, enfoque do presente trabalho, o
fluxo de calor é considerado nulo e a temperatura € admitida constante.
Assim, a inequacdo (2.82) pode ser reescrita como:

D=P:F-W=>0 (2.83)

A expressdo (2.83) representa uma restricdo a ser satisfeita entre os
campos de tensdo, deformacdo e taxa de energia livre. Definindo o
termo da esquerda da inequag&o como densidade de dissipacio ® >0, a
expressao (2.83) tem a interpretacdo fisica que a dissipacdo do sistema
nao deve ser negativa. Para um processo conservativo ® é nulo.



58



39

3 MODELOS CONSTITUTIVOS

O presente trabalho esta focado numa descri¢do puramente mecénica de
materiais (gradiente térmico nulo e temperatura constante no tempo).
Admite-se que o estado termodindmico no instante t pode ser
completamente definido pelos valores de um conjunto de variaveis
denominadas varidveis de estado, classificadas em variaveis observaveis
e variaveis internas:

={F,F.,z,}

onde F é o gradiente de deformag&o no instante t, e:
y={F.z}

é 0 conjunto de variaveis internas, sendo que F' representa a parte
ineldstica do tensor gradiente de deformacéo total e z, representa um
conjunto de varidveis arbitrarias que podem ser entidades escalares,
vetoriais ou tensoriais. Admite-se que o potencial de energia livre de
Helmholtz definida em (2.72) depende destas variaveis de estado, de
maneira que sua variacdo é dada por

W AW F'+%*z 3.2)
oF T oF az,

W=

onde o simbolo * denota a correta operacdo de produto, dependente da
natureza de z,. Substituindo este resultado em (2.74) tem-se que:

W) - W . oW
P-"= |[F-—5 F -——=*2,20
( aFj oF' oz, (3-2)

A equacdo (3.2) deve ser satisfeita para todos 0s processos
cinematicamente admissiveis, F. Admitindo um processo sem variago
de variaveis internas, chega-se a necessidade de satisfazer a seguinte
equacao para o tensor de Piola-Kirchhoff:

oW
P="F (3.3)
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Substituindo este resultado em (3.2), se obtém a desigualdade:

oW o W
_f'l:_a 2,20 (3.4)

Os termos que realizam poténcia com a variacdo das variaveis internas
sdo chamados de forgas termodinamicamente conjugadas:

. OW
= (35)
. oW

Por outro lado, para garantir a satisfacdo da inequacdo (3.4), isto é a
segunda lei da termodindmica, postula-se a existéncia do pseudo-
potencial dissipativo y(F', z,;F', z,) convexo em relacdo as taxas das

variaveis internas e nulo na origem tal que, Stainier, 2006:

- __oyp(F.2;F.z)

oF' (3.7)
Al :_al//(Fi1Zk;Fika)
za (3.8)

A satisfagdo simultdnea de (3.5), (3.6), (3.7) e (3.8) implica nas
seguintes equacdes:

oy W

TO4T =L+ === (3.9)
oF oF

A + A° :—a—w+%:0 (3.10)
o, o

E possivel notar que (3.9) e (3.10) correspondem a condigio de
otimalidade do seguinte problema, Fancello et al, 2006:
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m|n —F+—*2 +y(F,2zF,z 3.11

Desta maneira, postula-se a existéncia de uma funcéao cujas condicGes de
otimalidade permitem recuperar as equacdes (3.4) a (3.10) e fornece o
potencial para o tensor de Piola Kirchhoff (3.12):

M E 2,)= {%W—F F+% 2

+5¥*2k +1//(F‘,zk;F‘,zk)} (3.12)

k

e (F):erin r'(F,F,z2) (3.13)
%
a eff
P=S_T(F
oF ) (3.14)

De fato, as condicdes de mininimo em relagido & F' e z, reproduzem as
condicdes (3.9) e (3.10) e definem o potencial 7*" cuja derivada em
relacdo a F fornece o tensor de Piola Kirchhoff. Diz-se entdo que 7" ¢
uma funcdo potencial em taxas para o estado de tensdo. Entretanto, esta
fungdo ndo fornece informacédo a respeito do incremento das varidveis
de estado num processo de integracdo temporal. Para tal fim, define-se
um potencial dependente agora dos incrementos das variaveis de estado,
Vassoler, 2007:

n+1'' n1 ©n n+l?

Y. F,z)= min {AW( R0 +Aty(AF', Az,)} (3.15)

onde

AW( n+1? +1) W( n+l? i+1)_W(I:n’|:r:) (3-16)

Este potencial, denominado potencial incremental, possui a propriedade
que as condicdes de otimalidade em relagdo aos incrementos
reproduzem as equacdes (3.9) e (3.10) no instante t,.; e finalmente é um
potencial para o tensor de Piola Kirchhoff também no instante n+1, isto
€,
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Pn+1 = i \P(Fnﬂ; Fr: ! Zn)
R (3.17)

O potencial incremental é consistente com (3.13) no sentido que
aproxima o potencial em taxas na medida em que o incremento de
tempo At tende a zero.

3.1 HIPERELASTICIDADE ISOTROPICA

Os modelos hiperelésticos sdo adequados para descrever
comportamentos ndo lineares de materiais que possuem um
comportamento conservativo durante o processo de deformacdo. Os
elastdmeros sdo materiais poliméricos que podem sofrer mais que 700%
de deformacdo antes da ruptura e retornar completamente a sua forma
original ao cessar o carregamento (Odgen 1984). Nos elastdmeros a
grande acUmulo de energia, sem dissipacdo, é conseguida através das
ligagdes cruzadas, impedindo movimentos irreversiveis entre as cadeias
poliméricas. Devido & caracteristica de ndo dissipacdo dos materiais
hiperelasticos, os modelos constitutivos sdo descritos postulando a
existéncia de um potencial de energia dependente exclusivamente do
gradiente de deformacéo:

W(F) (3.18)

O célculo de tensao é obtido através de (3.3):

ow

P="—
oF

Pelo axioma de objetividade material (Souza Neto, 2008; Holzapfel

2000; Gurtin 2009), o potencial W deve ser invariante para qualquer

alteracdo de observador representada matematicamente pela rotacéo Q:

W(QF) =W(F) (3.19)
Logo, o potencial W pode ser expresso através do tensor U, proveniente

da decomposi¢do polar, ou de maneira equivalente, pelo tensor de
Cauchy-Green a direita, C:
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W(U) =W(/C)=W(C) (3.20)

E comum decompor o potencial de energia em parcelas isocorica e
volumétrica:

W(C)=W(C)+W,y (J) (3.21)

Partindo desta decomposicdo e utilizando a regra da cadeia, se obtém a
seguinte expressao para o calculo de tenséo de Piola-Kirchhoff:

o W _ W _ (oW aC W, &l
oF ~ aC X @ i) g

Alguns termos em (3.22) ndo dependem da expressdo particular
escolhida para W e podem ser calculados a priori:

~ 2
«©_ J’§[|—10®C*1]
oC 3 (3.23)
A _Jen
oC 2 (3.24)

Substituindo (3.23) e (3.24) em (3.22) chega-se na expressdo para 0
primeiro tensor de Piola-Kirchhoff, o qual dependente exclusivamente
das derivadas dos potenciais isocorico e volumétrico:

j Mg 1o
C oJ (3.25)

onde DEV ¢ a versdo material do operador deviatdrico:

P= F(J 3DEV(

DEV(A)=A—1(A:C)C*
3 (3.26)
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Ao obter o tensor de Piola-Kirchhoff por (3.25), a tensdo de Cauchy é
facilmente recuperada invertendo a expresséo (2.47):

o=1pF

J (3.27)
3.1.1 Matriz Tangente

Para a resolucdo do sistema ndo linear gerado ao se utilizar uma
lei constitutiva hiperelastica na equacdo de equilibrio (2.62) faz-se
necessario o célculo de matriz tangente de acordo com a expressdo
(2.73). Primeiramente, o segundo tensor de Piola-Kirchhoff é obtido
atraveés de:

W _, W€, Mg 8
@@ @

S=2—

onde S pode ser dividido em sua contribuicdo deviatérica e volumétrica
como:

S=5+g"
(3.29)
L2 W
S=2] 3DEV[ . j
oC (3.30)
Svol — aV\(/OL Jc—l
oJ (3.31)

Substituindo (3.29) em (2.73) é possivel obter uma expressdo que
relaciona as derivadas do segundo tensor de Piola-Kirchhoff com a
matriz tangente na configuracdo de referéncia c:

A

C CVOI

~ N ~ ———
aS; oC, Sy &d oS ad
(Cljkl = 2 ~ mn + +2 -
oC,,, oC, aJ oCy oJ oCy (3.32)
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E possivel expandir (3.32) para deixar a matriz tangente com
dependéncia em termos dos potenciais isocérico e volumétrico, Noels,
2004:

4 A "
éjkl_4|:£:|3|: Al 1 oW CCt

J]|aceC, 3aC,C, "
LW ¢ e
30C;C,,

1 82\/\/ A ol CA,T]'CA*]'
98(: 80 uv ~mn~ij ki

4 A A
_ﬂ{}}3{gﬁiéﬂ_jzdw é Cﬂég} (3.33)

31 J ackl i3 acmn mn ~ij
4
+§|: % 3 gﬂ é&l ‘:éilé“l +élléj1_§éij1ékll}
4 A "
_ﬂFT oo
3LJ 1| oG 3aC, "
e,
c=] (d\é\g"" +J d;/]v;"" jC_l ®C™
W (3.34)
2) —wl (s
& (s)
onde,

Sl = Cuklcﬂl (3.35)
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Apesar da extensdo das expressdes (3.33) e (3.34) as Unicas varidveis
gue sdo dependentes do modelo constitutivo para a montagem da matriz
tangente material (2.73) sdo:

AW,y . dW,, . W . W 30

dJ ' dJ* "aC aCaC |
Esta separacdo permite que a implementacdo de diferentes modelos
hiperelasticos envolva uma parcela comum a todos os modelos,
associada as grandezas cinematicas, e outra vinculada a (3.36)
dependente do material especifico utilizado.

Exemplos de modelos hiperelasticos

Encontra-se na literatura uma vasta variedade de funcgdes
potenciais que geram comportamentos proximos dos materiais
existentes. Os modelos classicos mais conhecidos sdo Mooney-Rivlin,
neo-Hookean (Green e Zerna, 1954), Hencky, (1933) e Odgen (Odgen,
1984). Na seqliéncia serdo abordados somente 0s potenciais de Hencky
e Odgen, pois os modelos de Mooney-Rivlin e neo-Hookean podem ser
recuperados como casos particulares do modelo de Odgen.

Modelo de Hencky

O modelo de Hencky é baseado nas deformacdes logaritmicas,
sendo uma extensdo do classico modelo linear elastico de Hooke (Souza
Neto, 2008; Belytschko 2000). O potencial de energia W, em seu
formato isotrépico, pode ser expresso através da adicdo do potencial
isocdrico e volumétrico tendo como argumentos as deformacdes
logaritmicas principais:

W =W (&) +W,, (£™) (337)
. 3

W=pu) (&) (3.38)
i=1

WvoI = % K(“?vOI )2 (3'39)
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onde
g% =In(d) =g +¢&, +&, (3.40)
A 1
G=6-3 g (3.41)

Para a resolucdo da equacdo de equilibrio linearizada € necessario o
calculo do conjunto de variaveis presentes em (3.36). Para a parte
volumétrica tem-se:

My _ ¢ In0) (3.42)
ad J

oM, _ d In(J)j_£ B

T (K—J _32(1 In(J)) (3.43)

Para a parte deviatdrica, primeiro calcula-se a derivada em relagdo aos
autovalores da deformacéo logaritmica:

6Vy =24, (3.44)
0¢,

Utilizando a regra da cadeia chega-se a expressdo de derivada do
potencial em relacdo aos autovalores do tensor de Cauchy-Green a

direita c;:
W oW &, (1 1
=—— 1 _2u8| — |= uln(é 3.45
oC &éj O, '[26) H (')(ZCJ (345)

Finalmente, chega-se na derivada de W em relagdo ao tensor de Cauchy
a direita utilizando a expresséo (3.46).

A~ A

W oW

o€ a6

| ®I, (3.46)

Para o calculo da segunda derivada de W em relagdo a C utiliza-se a
propriedade de isotropia de W, recorrendo & formulacdo de derivada
genérica de funcBes tensoriais isotrépicas presente no Apéndice Al.
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Dessa forma, é necessario o calculo da segunda derivada exclusivamente
com base nos valores proprios:

A

W W[ 1| W[ g
~ A2 | Anr A2 (3.47)
0GeC; 88 og;\ 4GC, ) 0¢; | 2€;

J J

onde,
afVY =2u (3.48)
0&€;

Modelo de Odgen

O modelo de Odgen é conhecido pela capacidade de representar o
comportamento de materiais hiperelasticos, mesmo em niveis de
deformacdes elevados. No presente trabalho o potencial de Odgen sera
utilizado apenas para a parcela deviatorica. A forma geral do potencial é
dada por:

W = ZZM (exp(&,)" 1) (3.49)

i=1 J—l

Como mostrado anteriormente para o modelo de Hencky, para o calculo
de tensdo e da matriz tangente é necessario o calculo das derivadas
primeira e segunda presentes em (3.50) e (3.51):

A

avv N Ao-Ll
=Ny ) 3.50
%, 21” exp(é)) (3.50)
N
;:VX —Za £ exp(g) " (3.51)

17

Para o potencial volumétrico pode-se utilizar (3.39) ou o potencial
volumétrico presente abaixo:

W,,, =% K(J-1)? (3.52)
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Derivando (3.52) obtém-se,

AW,

—_vol _ — 3.53
3 K(J-1) (3.53)
a VO

aJ“ “2' =K (3.54)

3.2 MODELO DE ELASTO-VISCOPLASTICIDADE

Nessa secdo serd detalhado o modelo matematico adotado com o
intuito de descrever o comportamento elasto-viscoplastico de materiais
poliméricos. As hipoteses cinematicas e a estrutura de potenciais
empregados seguem a mesma estrutura dos trabalhos de Ortiz e Stainier
1999, Fancello et al 2005 e 2006, Vassoler, 2007 e Fancello et al 2008.
E dada atencio especial para decomposicdo multiplicativa do tensor
gradiente de deformacdo F, primeiramente proposto por Kroner em
1960 e seguido por Lee em 1967. O conjunto de modelos constitutivos
gue serdo apresentados na seqiiéncia tem carater isotropico e utilizam
decomposicdo espectral. Potenciais isotrépicos arbitrarios podem ser
incorporados no modelo constitutivo para descrever o comportamento
ndo linear dos polimeros, seja na regido elastica, seja na regido
viscoplastica.

3.2.1 Potencial de Energia

O formato do potencial de energia para 0 modelo de elasto-
viscoplasticidade tem as mesmas caracteristicas do adotado para o0s
modelos hiperelésticos. No entanto, para modelar os fendmenos de
plasticidade e dissipacdo sdo incorporados pseudo-potenciais com
dependéncia do conjunto de variaveis internas. Portanto admite-se
potencial de energia definido como:

W =W (F®)+W,, () +(F?, z,) (3.55)

A Figura 3.1 ilustra as diferentes contribuices energéticas do potencial
W.
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Figura 3. 1 llustracdo das parcelas energéticas conservativas e dissipativas.
W ()
o c

€« P(F7, a )=

W(E*) !-I
W

Nesta representacdo F° é a parcela elastica, F* é a parcela inelastica de
origem viscoplastica e J a deformagdo volumétrica no brago puramente
elastico.

Adaptado: Vassoler, 2007.

3.2.2 Hipdtese Cinematica

Uma abordagem freqiiente nos modelos constitutivos de
deformacGes finitas consiste na decomposicdo multiplicativa do tensor
gradiente de deformacdo em uma parcela inelastica (neste caso plastica)
seguida de uma deformacao reversivel (eléstica). Matematicamente,

F=FF° (3.56)

Admite-se neste modelo que a deformacdo viscoplastica é isocorica, de
maneira tal que a deformacdo volumétrica devera formar parte da
deformacéo elastica:

Fe = F (3.57)

Portanto, a decomposi¢do multiplicativa de F (3.56) pode ser expressa
em termos das contribuicbes volumétrica eléstica, isocorica eléstica e
isocdrica viscoplastica:

F=FFr =FFF° (3.58)

Outras medidas de deformagéo como o tensor de Cauchy-Green a direita
podem ser derivados de (3.58).

C=FTF° (3.59)
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Devido a simetria do tensor de Cauchy-Green a direita, 0 mesmo pode
ser representado em termos espectrais como:

=S ee, @0, = Y EE, (360)
i=1 i=1

onde ¢fe E; representam os autovalores e autoprojecOes de (ol
respectivamente, e p representa o numero de autovalores distintos.

Para a lei de evolucgdo plastica primeiramente se define o tensor
de taxa de deformagcéo plastica D® como:

D° =sym(L") =P =FPF" (3.61)

A expressao (3.61) resulta da hipotese de que o fluxo plastico é
irrotacional, assim o tensor de vorticidade plastico WP é considerado
nulo (Anand et al 2009). Apds rearranjar (3.61) se obtém a equacdo de
evolugdo para o tensor gradiente de deformacéo pléstica:

[P = | PFP = DPFP (3.62)

Classicamente o tensor DP é decomposto em amplitude ( e diregéo
M,Souza Neto et al, 2008:

DP =gM (3.63)

Seguindo o trabalho realizado por Vassoler 2007 e Fancello 2008 a
decomposicao espectral é aplicada no tensor M resultando em:

DP =qM =qiqiNi (3.64)
i=1

onde p representa 0 numero de autovalores distintos, g; e N; séo
autovalores e autoprojecbes de M, respectivamente. Por sua vez, essas
variaveis devem obedecer as seguintes propriedades:

q=0 (3.65)

3 3
g €K, :{xi eR:) x =0 x :g} (3.66)
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N; eKy ={N; esym:N;:N; =L N, :N; =0,i= j| (367)

Ao se definir (3.64) o conjunto de variaveis internas passe a ser
representado pelas novas variaveis g,q; e Ni;.

O incremento das variaveis internas é obtido mediante uma
integracdo temporal das equacBes de evolucdo. A equacdo (3.62), por
exemplo, pode ser resolvida numericamente utilizando o mapeamento
exponencial (Souza Neto, 2008):

AFP =FP FP" = ARexp[AtD"] (3.68)

n+l" n

ACP = (AFP) AFP =FP ' CP FP" =exp[AtD°F  (3.69)

n+1

D? :iln(ACp) :qiqﬂ. =ﬂin. (3.70)
2At i=1 v At i=1 n

Logo, os potenciais plastico ¢° e de dissipacdo y podem ser escritos em
funcdo do novo conjunto de varidveis internas. Sendo ¢° responsavel
pela evolugdo plastica no material, deve-se escolher uma expressdo tal
gue descreva o encruamento isotropico e/ou cinematico. No presente
trabalho, optou-se por utilizar encruamento isotrépico, de forma que o
potencial plastico dependente apenas da deformacéo plastica acumulada

q:

¢" =¢"(q) (3.71)
onde,
t=t
a)= [ adt,  g,.=0,+AG=q,+AqQ  (372)
t=0

A dependéncia das tensdes em relacdo a taxa de deformacdo plastica é
controlada pelo potencial de dissipagdo w, neste caso dependente
exclusivamente de (.
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_(Aq)  Aq
A At At
y=y(q)= w( A?j = (3.73)
Aq
+00 <0
At

O potencial w, como pode ser visto em (3.73) penaliza valores negativos
de Ag, de maneira a garantir valores Ag>0 no processo de minimizacéo
(3.15).

Potencial Plastico

Um dos modelos mais simplificados de plasticidade ¢ o modelo
de encruamento linear. O potencial que gera esse comportamento é
expresso através de uma funcdo quadratica:

P° () =0tq +%q2 (3.74)

Para representar o encruamento ndo linear em geral presente nos
polimeros pode-se utilizar o modelo de Ramber-Osgood cujo potencial
plastico assume a seguinte forma:

PP (@) =070q+4 (g +—exp[ —og )+t oa q"‘l @)
No presente trabalho decidiu-se utilizar o potencial plastico dado por:

@"(Q)= qu+ q +
(3.76)

{C +iexp[—apq]) SRR
Fo C(Op 0 j=1 ijp +1

0 qual combina 0 modelo de encruamento linear e de Ramber-Osgood.
Logo, comportamentos como encruamento ndo linear ou mesmo o
fendmeno de amolecimento sdo possiveis de serem alcangados
dependendo das constantes materiais escolhidas, Vassoler, 2007.
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Potencial de Perzyna

O modelo de Perzyna foi escolhido para representar a
dependéncia em relagdo a taxa de deformacdo plastica:

my+1
Mogle( G | ™
w(Qq)= moilo [q_oj para q=0 (3.77)
+00 para (<0

onde mo,0¢ e g, &0 as constantes que descrevem o material. Para tornar
este modelo independente da taxa de deformacdo (modelo elasto-
plastico) basta tomar o limite m—+co, de maneira a obter um potencial
homogéneo de grau 1 em relacdo a g:

oyq para >0

(3.78)
40 para (<0

M®={

3.2.3 Solucéo do Problema Constitutivo Através de Minimizagéo

Dado o intervalo [tnt.«;], 0 gradiente de deformacdo Fn.. e
conhecido o conjunto de variaveis internas no tempo t,, isto é, {F'., z.},
0 problema constitutivo incremental puramente mecanico consiste em
encontrar o tensor de tenséo de Piola e o conjunto de variaveis internas
em toeq isto €, {F'hs1, Zns1}

No presente trabalho as varidveis de estado estdo constituidas
pelo conjunto {F, ¢,q;N;}, isto é o gradiente de deformacdo total,
deformacdo plastica equivalente, assim como o0s termos da
decomposicdo espectral da dire¢cdo de fluxo pléstico. Seguindo o
trabalho de Vassoler, 2007 e Fancello et al 2008, o potencial de energia
livre (energia de deformacdo) W é decomposto nas suas parcelas
dependentes destas variaveis de estado e o potencial dissipativo w
dependente exclusivamente de §:

W =W, (3)+W (F®)+¢"(q)

(3.79)
w=w(q)
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O pseudo-potencial incremental definido em (3.15), por sua vez toma a
expressao:

\P voI (‘]n+1) +

' V 3.80
MIN g [AW(C 4)HApP (qn+l)+At(,y( qﬂ (3.80)

onde,

AW(C;,) =W(C;,.)-W(C) (3.81)
AP*(G.,1) =" (0,,1) —9"(q,) (3.82)
voI (‘] n+1) vol (‘Jn+l) vol (‘]n) (3-83)

A operacdo de minimizacdo deve respeitar a parametrizacdo
cinematica (restricdo) imposta ao conjunto de variaveis internas
presentes nas expressdes (3.65), (3.66) e (3.67).

Para se realizar a minimizacdo (3.80) se inicializa a parcela
elastica isocorica do tensor gradiente de deformagdo F?,, através de
uma estimativa denominada F*", sendo C*" e £”" estimativas para o tensor
isocdrico de Cauchy-Green a direita e deformacdo logaritmica,
respectivamente :

Fl$+1 - Fn+1FnFiL1 IEPT (eXp[AtDp])il, IE I:n+l|:p (3 84)
qﬂ = Fne+l|:r?+l = Cpr (exp[AtDp])i’ épr = an (:nJrlFp (3 85)
&, = L ZInC, =" —AtDP, "= 1 InC” (3.86)

2 2

onde o indice pr indica um valor preditor para o gradiente de
deformacdo elastico. A expresséo (3.85) é valida apenas se 0s tensores
C" e D" compartilham as mesmas autoprojecdes. Verifica-se em
Fancello et al 2008 que esta hipotese é satisfeita conseqiiéncia da
minimizac&o de (3.80) em relacdo as autoprojecGes N;.

Para a resolugcdo da minimizagdo (3.80) sujeita as restricdes
presentes em (3.765), (3.66) e (3.67) pode se montar uma funcédo
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Lagrangiana tal que o ponto estacionario defina as condicdes de
otimalidade do problema:

L(Aq’qj' Nj’/’{k’ﬁs) :\I](AQaqjan)+ﬂ1(N1N1 _1)
+ A (N;N;) + 4,(N;Ny)
+A4(N2N2 _1)+ ﬂs(Nst)
+26(N3N3 _l)+ﬂ1(q1 +0, +q3)
+By(a +0 +05 —3/2)

(3.87)

onde A, Bssdo 0s multiplicadores de Lagrange.

As derivadas de (3.87), necessarias para se obter o ponto
estacionario, podem ser calculadas analiticamente, reduzindo a
complexidade da implementacdo numeérica ilustrada no préximo
capitulo. A solucdo para os parametros q;, 4q € S resulta no sistema de
equagoes:

OAW ]
== GeAquﬂﬁZﬂqu—O j=12,3 (389
p
ZaAw RGNV 059
O] OAq  OAq
-3, =0 (3.90)
j=1
3
r,=>0-3/2=0 (3.91)
J=1

Para as autoprojecdes N; tem-se como resultado:

&; =0.5In(c]) =& —q;Aq (3.92)

O método de Newton é utilizado para encontrar as raizes formadas pelo
sistema de ecluagﬁes (3.88) a (3.92), satisfeita a relacdo de
compatibilidade” (3.93).

% Caso ndo haja incremento pléstico (Ag=0), entéo as deformacdes estdo no
interior da superficie de escoamento (r,#0). Caso haja incremento plastico
(Ag>0) a deformagdo esta na superficie de escoamento (r,=0).
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r,AQ=0 (3.93)
A atualizagdo dos parametros da minimizacdo é realizada através de:
Xiea =X + K (3.94)
onde,
X={0, Q. 0, A, i, o} (3.95)

e r, é o vetor de residuos o e K é a matriz Jacobiana, ambos avaliados
na k-ésima iteracdo do método de Newton. Pode se adotar a mesma
estratégia de Vassoler, 2007, ao se simplificar a forma que o potencial
de energia W pode assumir:

R 3
W(s) = Zw,. () (3.96)
j=1

Sendo a matriz Jacobiana escrita como:

[on on o op op on |
o9, &9, OAq 8B, 9
og 09, Oa, B OB, (3.97)
o op o o o O
o9, oq, og, 0Aq OB OB, | [Ky O 0 H, 1 2q|
o o o o o o | |0 Ky, 0 H 1 2
K: aql aqz aq3 aAq aﬂl aﬂz — 0 O KSS H3 1 2q3
o, o, o oy o on| |H H H H 00
oy, 0y, o4, OAq 8B 9p, 1 1 1 0 00
o o o o o o | |2 29, 2. O 0 O |
og, 09, o4, OAq OB Ip,
|00, 09, o4, OAq Of Ip, |
onde,
Ball .
K AP +28, j=123 (3.98)

J 008}
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- .
oo OAW L aAW

=200 qAg-ZL =123 3.99
' 0&j0s; 424 o¢; =1 (3.99)

H =i AW q2_aZA(pp+iaz_y/
Y Sogtoet T OA At O9?

] J

(3.100)

A resolucdo do sistema ndo linear presente em (3.94) é somente
requerida quando existe um incremento de deformacdo pléastica,
matematicamente isso significa valores estritamente positivos de AqQ:

AQ>0 (3.101)
A condigdo (3.101) pode ser verificada analiticamente utilizando a

estratégia de se somar as trés equacdes presentes em (3.88) e substituir o
resultado em (3.90) chegando em:

1& AW
=— 3.102
JiA 3; o (3.102)
Definindo-se 0 novo vetor:
) . ) .
d = OAW _1 OAW (3.103)

1 0st 34 os?

]

Portanto g; pode ser representado em termos de (3.103) como:

g, :\E L (3.104)

Substituindo (3.103) em (3.100) chega-se na condicdo para a existéncia
de incremento plastico positivo:

g |.08"| | oAy
aAq | oA

2

<0 (3.105)
Ag=0

Ag=0
a Ag=0
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Portanto (3.105) é a condigdo que deve ser satisfeita para se iniciar a
resolucdo do sistema presente em (3.84), caso contrario o incremento de
deformacédo é puramente elastico e ndo requer a solucéo do sistema nédo
linear (3.88 4 3.91).

Calculo de Tenséo

Ao se chegar aos valores atualizados das variaveis internas {q,
02, 03 AQf1 ,p-} a contribuicdo deviatorica do segundo tensor de Piola-
Kirchhoff, S, presente em (3.28), é facilmente calculada recorrendo-se a
(3.30). Logo a Unica incognita para o célculo de tensdo é:

| \) A pr ~pr 1 V T
M [ A o 1 | LB Ry a06)
6C aCipr anr aCr1+1 agie ZCipr

A qual € obtida ao substituir a solu¢do {0, 0z, g3 Aq} de (3.94).

A contribuicdo volumétrica em (3.28) é diretamente calculada ao se
substituir (3.53) em (3.31). A tensdo de Cauchy é diretamente calculada
pela expressao abaixo:

o

1 2 oW\ W, .
N+l j Fn+1 |:2‘J ? DEV(%) + ﬁ Cn+1:| FrL—l (3.107)

Sn+l
Calculo de Tensor Material

O tensor material ja mencionado anteriormente, ao se desenvolver
as expressdes para a hiperelasticidade, é imprescindivel para a iteracdo
de equilibrio global requerida pelo Método de Elementos Finitos. Ao se
desenvolver os céalculos de matriz tangente para 0s materiais
hiperelasticos mostrou-se que (3.36) € 0 conjunto de variaveis
necessarias para o calculo do tensor material <. Devido & escolha de
arquitetura do modelo elasto-viscoplastico a contribuigdo volumétrica de
C é exatamente a mesma j& desenvolvida para os materiais hiperelasticos
(3.31), (3.34), (3.53) e (3.54).

A derivada do potencial isocérico em relacdo ao tensor de
deformacdo de Cauchy a direita foi mostrada em (3.117) restando para o
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calculo de tensor material a segunda derivada de # em relacdo a C.
Considerando (3.69) e se definindo:

f :(IAZP)fl (3.108)
Chega-se na expressao:
W oW
= f o fof, 3.109
oC,oC, ™M ockeck (3109

Como o potencial isocorico 7 é uma funcdo isotrépica com
relacdo ao tensor C utiliza-se a expressdo presente no Apéndice Al, a
qual torna necessario apenas o calculo da derivada em relagdo aos
autovalores c}’r. Portanto, deve-se possuir as seguintes derivadas:

oW oW 1
- 3.110
ac}“ agje ch’“ ( )
oW AW odg] 1 W9 (3.111)

pr~pr ~ AAeAAe pr pr ~pr ae pry2
oc'c’  ogjog; og™ 4c'c”  0og; 2(c)")

Nota-se que diferente do caso hiperelastico (3.47) a expressdo (3.111)
possui um novo termo que necessita da resolugdo do sistema ndo linear
presente em (3.94). Para tal, considera-se a derivada da expressao (3.92)
a qual relaciona os autovalores da deformacdo logaritmica com os
autovalores de deformacéo logaritmica preditora:

Og; OAq o
=5 g pAg Tl
o N g™ =44 o™

(3.112)

Portanto, seja a matriz K~ (3.94) avaliada na solucio do problema de
minimo (3.87), a resolucéo de (3.112) é dada por:

%, =Ky, (3.113)
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onde,

oY .04, . 04 . OAq . Of . Of,
. = M T L OTH . 9P 3.114
! {88{” osl" Ogl" Ogl" Ogl" Ol ( )

A

W W
yi = 8 ea e

q;;0; 0} I =1até 3(3.115)

Nota-se que caso ndo haja incremento plastico o vetor X presente em
(3.95) é nulo tornando o termo da esquerda da igualdade presente em
(3.112) igual a identidade, fazendo que (3.111) seja equivalente ao
resultado presente no caso hiperelastico (3.47).
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4 IMPLEMENTAGCAO COMPUTACIONAL

Um dos objetivos especificos deste trabalho é implementar a
formulagdo apresentada para 0 modelo elasto-viscoplastico no programa
comercial ANSYS®, Ansys Inc Help Manual, 2013. Este cédigo utiliza
0 Método de Elementos Finitos para a resolucdo de problemas de
mecéanica dos solidos. A vantagem desta implementagdo consiste em
testar o modelo material usufruindo das facilidades do cédigo para
tratamento de geometrias, condigdes de contorno, deformagdes finitas,
condicdes de contato, etc.

Apesar de ser um cddigo comercial o0 ANSYS® tem apresentado
crescentes facilidades para que o usuario crie novos elementos,
materiais, solvers, etc., utilizando as UPF (User Programmable
Features) ANSYS Inc. Help Manual 2013. No presente trabalho foi
utilizada a rotina Usermat, a qual serd descrita com mais detalhes na
préxima secc¢do. Para a utilizacdo das rotinas programaveis pelo usuario
(UPF) existe a necessidade do emprego do compilador Intel® Visual
Fortran e um vinculador Microsoft Windows SDK. Os passos para
compilar e executar a rotina Usermat estdo descritos nos Anexos 1 e 2,
respectivamente.

4.1 FUNCAO PROGRAMAVEL PELO USUARIO - UPF

A sub-rotina Usermat permite que sejam escritos algoritmos
constitutivos personalizados utilizando a tecnologia de elementos
baseados em puro deslocamento ja existentes no software ANSYS.
Nessa rotina é definida a relacéo entre tensdo e deformacdo do material,
a qual pode ser aplicada para andlises estaticas e transientes utilizando o
solver implicito do ANSYS Mechanical. A funcdo é chamada em cada
ponto de integracdo com o objetivo de se montar a matriz tangente
global do Método de Elementos Finitos, Szabd e Babuska, 1991. Para
isso, a sub-rotina Usermat recebe como parametros de entrada o
gradiente de deformacdes F..; € 0 conjunto de varidveis internas, no
passo de tempo anterior, devendo-se calcular a tensdo de Cauchy. As
variaveis internas como a matriz tangente material também devem ser
atualizadas para a montagem da matriz tangente consistente com a
iteracdo de equilibrio global. As variaveis internas no instante inicial e
os parametros do material podem ser enviados para a sub-rotina
Usermat através do comando TB da linguagem ANSYS APDL, Ansys
Inc Help Manual, 2013, introduzidas na configuracdo de pré-
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processamento do modelo de Elementos Finitos, conforme exemplo
presente no Anexo 3. O fluxograma presente na Figura 4.1 ilustra as
variaveis recebidas e enviadas pela sub-rotina Usermat.

Figura 4. 1 Fluxograma da sub-rotina Usermat.

F,, Aty ={F',z}

Pardmetros d >
aram.e rosdo Usermat.f “| Rotinas adicionais
material L

5(Fr+1,}/,./_\.t) _ }’IH—]Z{F!::J(}
‘ C(ler}":m)

N

A formulacdo implicita presente no ANSYS considera que 0
deslocamento, deformacéo e tensdo foram resolvidos no passo de tempo
anterior t,. No instante atual t,.; um conjunto de equacdes linearizadas
tendo o deslocamento como variavel primaria devem ser solucionadas
utilizando o solver linear padrdo. Os elementos baseados unicamente no
deslocamento presentes no codigo seguem as equacdes desenvolvidas no
trabalho de McMeeking e Rice, 1975. O formato de poténcia interna w
(2.52) é apresentado em funcéo da taxa do tensor de Kirshhoff conforme
(4.2).

W:IV (t—<Ll'):oLadVv ZL((S—O'LT) coLdv (4.1)

As expressdes (2.10) e (2.44) foram usadas para se expressar a
potencia w em termos da taxa do tensor de Cauchy. A taxa de Kirshhoff
e de Cauchy sdo afetadas por alteragdo de observador Gurtin, 2009,
Holzapfel, 2000. Portanto as formulagbes de elementos finitos
comumente trabalham com taxas objetivas como a de Zaumann,
Trusdell, Green-Naghdi entre outras. A taxa de Jaumann, a qual é
utilizada na formulacdo do ANSY'S, é definida como:

v
c=6+0cW-Wo (4.2)
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onde (V)representa a taxa de Jaumann, () representa a
derivada temporal na coordenada de referéncia e W é o tensor
vorticidade (2.40). A relacdo (4.2) pode ser representada em termos da
matriz tangente espacial ¢ (2.77), do tensor de taxa de deformacdo D

(2.39) e o tensor de tensdo de Cauchy (2.43) conforme (Lin, 2002):

v

c=cD+oD+Do=c"D (4.3)

onde ¢ é o tensor de quarta ordem de Jaumann. Utilizando (4.3)
a expressao (4.1) pode ser reescrita como:

w=[|'D:6D-20:(DSD)+o: (L'SL) |dv  (4.4)

mat K

geo

A expressdo (4.4) é o formato linearizado de (4.1) representado
através da taxa de Jaumann do tensor de Cauchy, McMeeking e Rice,
1975. Portanto, para a montagem de matriz tangente global é necessario
oJcéIcqu da tensdo de Cauchy o e o tensor de quarta ordem de Jaumann
C .

No modelo constitutivo descrito no capitulo 3 foram
desenvolvidas as relagfes para calculo do tensor tangente espacial ¢

(2.76). Essa expressdo pode ser aproveitada para o célculo do tensor
tangente de Jaumann < (Ji et al, 2013):

1
“Ci;m = Giju +§(5ik6jl +O'ik51| +5i|o'jk +O'i|5jk) (4.5)

O tratamento de deformagdes finitas é realizado no sistema de
coordenadas co-rotacionais definido pelo tensor de rotagio R, ANSYS
Mechanical APDL Technology Demonstration Guide, 2013 (veja
paginas 609 a 621). Assim, o tensor de tensdo de Cauchy calculado pela
rotina Usermat deve ser rotacionado conforme (4.6).

0; =RyomRy (4.6)
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O tensor material de Jaumann < também deve ser rotacionado

por R" conforme (4.7):

G = R an’Cr?mop RiRyi (4.7)

O quadro 4.1 ilustra a seqliéncia de operacGes executadas na
rotina usermat para 0 modelo constitutivo elasto-viscoplastico discutido
no capitulo 3. J& o quadro 4.2 mostra as operagdes feitas pela rotina de
minimizagdo cujo resultado é o valor atualizado das varidveis internas.
As operacGes complementares, como inversdo de matriz, calculo de
autovalores, entre outras requeridas pela rotina foram implementadas
utilizando o Numerical Recipes in FORTRAN 77, 1992. O Anexo 4
descreve a sub-rotina Usermat para a implementacdo do modelo
hiperelastico de Neo-Hookean (Souna Neto et al, ,2008).
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Quadro 4. 1 Seqiiéncia de operaces realizada pela rotina usermat.

(i) Dado Fus1, ju{FP;zc} . At e as constantes do material, realizar decomposicio isocorica

¢ volumétrica, assim como a decomposicdo polar:

F. =FF, =R U,.

el T ol

(ii)  Realizara decomposicido espectral C* e calcular a deformacéo logaritmica preditora
&
N S POV b
i=1 -
(iii)  Verificar se A¢>0:
; 3
.

- A b DA 1
}dj + CAA@ + C;AU <0 goto (Quadro4.2)
OAG |,o ODG |y,

ese  {4.4,.9::44.4./,}=1{0.0,0,0,0,0}
(iv) Dado {q: g2. q3. 4q} calcular a tensdo de Cauchy na coordenado co-rotacional:

N
g =¢; —q;Aq

1g=0

S YN ap
W 1 ppr g |« Moo gomt
ésf 2¢8 7 ) ar

5= zféDEV[F;’_: {

ma*dab i i Pl

1
amz}F Spfn . O;=R,0,.R

(v)  Calcular tensor material na coordenada co-rotacional:

C ovol

- - R T
85,5 6C,, 85, & | asy aJ
CABCD_z[CA.B c r.n+CAB G +CA.B G

o, Cop & oCp) & oCy
1
Cigi = }FuasCAECDFACFD

il

1
;
G = gu T (5; Tytoy 5;.' + 5:'.“7;'3 + ‘7553 )

T = RuRoyimop R

i o mop ok

R,
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Quadro 4. 2 Rotina de minimizagéo.

@

(i)

(iif)

()

)

Inicializar o vetor X como Zero:

Dado deformagdo logaritmica preditora £ e x verificar a norma do vetor de residuo -

£ =57 —gqNg

7 |l=107 goto )
Montar a matriz X

E, 0 0 H 1 24
0 K, 0 H 1 2g
r 0 0 K. H, 1 2g
|H, H, H. H, 00
1 1 1 000
2q, 2g, 2q 0 00

Atualizar vetor x de acordo com o método de Newton-Raphson

X, =x,+ K7, goto (ii)

g

EXIT
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5 RESULTADOS DO MODELO CONSTITUTIVO

Esse capitulo visa mostrar o resultado numérico para diferentes
casos praticos ao se aplicar o modelo constitutivo elasto-viscoplastico
descrito no capitulo 4. Na secdo 5.1 é reproduzido o estudo feito por
Fancello e Vassoler, 2008 para o problema de cisalhamento simples com
um Unico elemento. Na se¢do 5.2 sdo apresentadas curvas experimentais
de ensaios de tracdo realizadas com corpos de prova para trés polimeros
diferentes, PS, PC e PLA, as quais sdo reproduzidas pelo modelo
estudado apds a correspondente identificagdo de parametros via
minimizacdo do erro quadratico. Na secdo 5.4 verifica-se como estes
pardmetros identificados se comportam na reproducdo de outro ensaio
experimental de tracdo de corpo de prova com entalhe. Ja a sec¢do 5.5
utiliza as informagdes obtidas do ajuste de parametros (secdo 5.3) para
simular alguns casos praticos.

5.1 PROBLEMA DE CISALHAMENTO

Devido ao formato genérico do modelo elasto-viscoplastico
descrito no capitulo 4, buscou-se analisar solugbes particulares com o
intuito de visualizar as relagdes entre tensdo e deformacdo. Portanto, foi
reproduzido o estudo realizado por Fancello e Vassoler, 2008 utilizando
0S mesmos potenciais e parametros materiais.

Gerou-se um elemento 3D, com dimensdes 1xixlmm® no
ANSYS Mechanical para se analisar o0 comportamento em cisalhamento
puro. Foi prescrito um deslocamento ciclico na face superior na direcéo
X de [-1.5, 1.5]mm com taxas constantes de 1 mm/s, 0.5 mm/s e 0.1
mm/s. A Figura 5.1 ilustra o caso de cisalhamento criado no Ansys
Mechanical na posicdo de referéncia e na posicdo de maximo
deslocamento.
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Figura 5. 1 Esquerda: Cubo 3D submetido a cisalhamento. Direita: Posicdo de
méaximo deslocamento.
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Os potenciais de Hencky (3.37) e de Odgen (3.49) foram testados,
ambos considerando as mesmas constantes para o potencial plastico
(3.71) e dissipativo (3.73). O potencial volumétrico logaritmico (3.39)
foi utilizado com K=100, no entanto ele ndo exerce qualquer influéncia
no resultado devido ao carater isocérico do cisalhamento puro. A Tabela
5.1 mostra os pardmetros materiais escolhidos para as simulagdes.

Tabela 5. 1 Pardmetros materiais.

Potencial W
Odgen Hencky
Ui 0.7 0.7
a 5 -5 M 20
Potencial ¢” Quadrético Potencial w Perzyna
GOp 7 YO 7
y . M 1.2
(o8 11

Utilizando a linguagem APDL dentro do Ansys Mechanical foi
possivel escrever, para cada passo de tempo, algumas variaveis
mecanicas de interesse em arquivos texto no formato ASCII. Para
comparar 0 comportamento dos materiais com diferentes taxas de
carregamento, os arquivos de resultado foram lidos no programa
Matlab® onde se reconstruiu as curvas de interesse.

A evolucdo da tensdo equivalente de vonMises oy, tensdo de
cisalhamento r,, e deformagdo equivalente plastica 4q para 0 modelo de
Hencky estdo mostradas nas Figuras 5.2 & 5.4, e para o modelo de
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Odgen estdo nas Figuras 5.5 a 5.7, respectivamente. Ao analisar as
figuras € possivel notar a dependéncia da taxa de carregamento apos se
atingir o regime plastico em ambos os casos. Além disso, fica evidente
que ao se escolher o modelo de Odgen se obtém uma resposta nao linear
no dominio el&stico.

Como pode ser visto, estes resultados reproduzem fielmente os
obtidos em Fancello et al 2008, permitindo obter certo grau de confianga
em relacdo & implementacdo realizada para o célculo de tensdo e
variaveis internas.

Figura 5. 2 Teste de cisalhamento no modelo de Hencky. Tensdo equivalente de
von-Mises oyy.

16 .
1 mm/s ' ! ]

Tensdo de von-Mises (MPa)

I I I
-2 1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.5 2
Deslocamento x (mm)




Figura 5. 3 Teste de cisalhamento no modelo de Hencky. Incremento de

deformac&o pléstica equivalente Aq.
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Figura 5. 4 Teste de cisalhamento no modelo de Hencky. Tensdo de

cisalhamento ay,.
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Figura 5. 5 Teste de cisalhamento no modelo de Odgen. Tenséo equivalente de

von-Mises oyy.
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Figura 5. 6 Teste de cisalhnamento no modelo de Odgen. Deformagédo pléstica
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Figura 5. 7 Teste de cisalhamento no modelo de Odgen. Tensdo de cisalhamento
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5.2 CURVAS DE FORCA-DESLOCAMENTO PARA PS, PLA E PC

O teste de cisalhamento apresentado na se¢do 5.1 ilustra
diferentes comportamentos mecanicos que podem ser obtidos a partir do
modelo constitutivo descrito no capitulo 4. No entanto, os potenciais e
parametros utilizados foram meramente ilustrativos e ndo condizem com
nenhum material especifico. Para testar a capacidade do modelo de
reproduzir o comportamento de materiais reais, se decidiu utilizar curvas
de forga-deslocamento de trés polimeros distintos: PS, PLA e PC. Os
ensaios foram realizados por Vieira, 2012, em seu estudo sobre a relacéo
entre 0s parametros de processo e as propriedades mecénicas desses
polimeros. O corpo de prova utilizado para o ensaio de tracdo possui
espessura de 2mm e o restante das dimensdes ilustradas na Figura 5.8. A
velocidade de deslocamento imposta nas garras do corpo de prova foi de
1 mm/min para o PS e PLA e de 10mm/min para o PC.



Figura 5. 8 Dimens®es do corpo de prova utilizado no ensaio de tracéo.
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Fonte: Vieira, 2012.
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As curvas forga-deslocamento para os corpos de prova de PS,
PLA e PC estdio mostradas nas Figuras 5.9, 510 e 5.11,
respectivamente.

Figura 5. 9 Curva de forca-deslocamento para PS.
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Figura 5. 10 Curva de forga-deslocamento para PLA.
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Figura 5. 11 Curva de forca-deslocamento para PC.
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Os trés polimeros mostram comportamentos mecanicos bastante
distintos. O poliestireno apresenta uma resposta com duas regides
praticamente lineares e sofre ruptura antes de chegar a estricgdo, Figura
5.9. Ja o Poli-acido-latico possui um comportamento semelhante ao PS
na regido elastica e inicio da fase plastica, Figura 5.10. Apesar disso, no
caso do PLA ha presenca de estriccdo seguida de decréscimo de forca
apreciavel provavelmente associado ao dano que se propaga
rapidamente gerando a ruptura. A Figura 5.11 sugere que o
policarbonato apresenta um comportamento eléstico ndo linear, seguido
de uma forte estriccdo com queda brusca de forga e finalmente um
crescimento linear moderado até a ruptura.

5.3 IDENTIFICACAO DE PARAMETROS VIA MINIMOS
QUADRADOS

Dadas as curvas experimentais de forca-deslocamento do PS,
PLA e PC apresentadas na secdo anterior, deseja-se determinar
expressGes para os potenciais termodindmicos e de dissipacdo assim
como o valor dos parametros correspondentes capazes de reproduzir
adequadamente estas curvas. A proposta consiste em reproduzir
numericamente o ensaio de tracdo através do Método de Elementos
Finitos com o auxilio do software comercial ANSYS a fim de se simular
a resposta de forca-deslocamento. Para isso, a simetria de um oitavo da
geometria do corpo de prova, Figura 5.8, foi recriada no Ansys Design
Modeler conforme apresentado na Figura 5.12. Na malha utilizada no
estudo o elemento SOLID186 foi utilizado, ANSYS Help Manual, 2013.
O numero total de elementos foi de 378, onde buscou gerar um maior
nimero de elementos na regido a qual ocorrerd a estric¢do , Figura 5.13.



98

Figura 5. 12 Geometria com simetria de 1/8 do corpo de prova.
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Figura 5. 13 Malha do corpo de prova para ajuste de parametros.
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Para simular a condi¢do do ensaio foi prescrito o deslocamento na
face superior do corpo de prova, e nas outras faces foram aplicadas
condicdes de contorno de simetria (deslocamento nulo normal a face). A
Tabela 5.2 ilustra o deslocamento e taxa de carregamento das analises
para cada um dos polimeros estudados.

Tabela 5. 2 Condigdes de contorno para PS, PC e PLA.

Taxa de carregamento

Polimero Deslocamento (mm)

(mm/min)
PS 1 1
PLA 1 15
PC 10 18.5

O segundo aspecto necessario para uma reproducdo satisfatoria
diz respeito a escolha das expressdes que melhor se adaptam ao
comportamento experimental e da determinacdo dos seus parametros,
(também denominados constantes de material). Isto foi feito através da
resolucdo de um problema inverso que visa reduzir as diferenca entre o
experimento e a simulagdo. Para tal, arbitra-se um valor inicial para os
pardmetros e gera-se uma curva forga-deslocamento mediante uma
simulacdo. Esta é comparada com a correspondente curva experimental
mediante o calculo da diferenca quadratica média x.* :

1 N VO
HE = 2 (R =Ry (5.1)
i=1

Em (5.1), N é o nimero de pontos da curva forga-deslocamento,
FA" ¢ o valor experimental da forca e F* ¢ a forca de reacdo simulada
dependente dos parametros do modelo. Esta norma da diferenca é
inserida num algoritmo de minimizacdo. Embora o minimo valor teérico
de 1F seja zero, o valor numérico minimo depende da escala dos
argumentos F° e FA°. Assim, é usual em andlise de regresséo se
calcular o coeficiente de determinagdo r?, definido por

1 N
. NZ(I:iS_I:iAIVO)Z
i=1

2 N
Oravo i F_Alvo __,,Falvoy2
N le( A0 — o)

(5.2)
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onde ™"° e 6%rane S0 @ média e a variancia da forca no ensaio

de tragdo, respectivamente. O coeficiente de determinacdo passa a ser
uma variavel adimensional que deve chegar a valores proximos da
unidade. Por outro lado, como os argumentos do ponto étimo ndo sdo
alterados com a adicéo e multiplicagdo de constantes, »= e r? possuiréo
0S mesmos otimizadores. Logo, o problema de identificacdo pode ser
escrito como:

min (7)) =max r?*(r) (5.3)

onde x representa o conjunto de pardmetros que controlam o
modelo adotado. Como ja dito, 0 sucesso na identificacdo ira depender
fortemente da base de aproximacao oferecida pela estrutura matematica
dos potenciais escolhidos. Assim, as diferentes caracteristicas de
comportamento mecanico dos polimeros estudados devem ser
incorporadas no modelo matematico constitutivo. Todavia, essa tarefa é
dificil de realizar a priori, pois as informagdes experimentais possuem
contribuicBes que dependem ao mesmo tempo da geometria e do
material. Existe assim uma relacdo de compromisso para a selecdo do
potencial. Bases excessivamente flexiveis, com muitos parametros
podem reproduzir adequadamente um experimento, mas podem deixar o
modelo redundante conduzindo a ndo unicidade de solucdo. Esta falta de
unicidade freqlientemente conduz a resultados claramente inadequados
guando 0s mesmos parametros sdo usados para reproduzir um
experimento diferente. Do outro lado, um modelo limitado ou pouco
flexivel pode ser incapaz de reproduzir as respostas tipicas do
fendmeno. O procedimento aconselhavel é hierarquico, passando dos
modelos mais simples para os mais complexos a medida que os
primeiros se mostram insuficientes.

5.3.1 Identificacdo dos Parédmetros para Poliestireno

Como ja mencionado anteriormente, o0 ensaio com PS apresentou
duas regides praticamente lineares. E razoavel relacionar a primeira ao
comportamento elastico reversivel e a segunda ao processo de
plastificacéo irreversivel®. Levando isso em consideracdo, os potenciais

* Para se confirmar essa hip6tese sdo necesséarios dados experimentais de
carregamento ciclico.
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escolhidos para calibragdo das constantes materiais estdo apresentados
abaixo:

A 3 A
W= (&) (5.4)
i=1
WvoI :% K(€V0I)2 (5-5)
Pl — P H 2
P°(d) =01 50 (5.6)

Portanto, os parametros livres © para a minimizagdo do erro quadratico
no caso do poliestireno sdo:

7% ={u,K, 08, H} (57)

Como ndo se tem uma expressdo analitica entre 4 e 7>, o

procedimento de calibragdo foi realizado com o auxilio do programa
comercial modeFRONTIER®. Essa ferramenta permite a automatizagdo
dos processos de célculo assim como otimizacdo de funcGes e projetos
paramétricos. A seqliéncia de operacdes é determinada através de um
fluxo de trabalho que transmite as varidveis de entrada e saida para cada
ferramenta de calculo. A Figura 5.14 ilustra o fluxo de trabalho para a
calibragdo das variaveis 7°°. Valores arbitréarios iniciais sio passados
para um no de céalculo que executa a simulagdo no ANSYS extraindo o
vetor de forgas de reacdo. Na seqliencia, uma interpolacdo linear é feita
para garantir que as forcas calculadas, F°, sejam avaliadas nos mesmos
tempos de carregamento que 0s pontos na curva alvo de tracdo (FA').
Finalmente a variavel »© é calculada e associada com um objetivo de
minimizac&o.
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Figura 5. 14 Fluxo de trabalho para a calibracéo dos pardmetros para PS.
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Apos se fazer a automatizacao das operagdes, basta selecionar um
algoritmo de otimizacdo capaz de resolver o problema de minimo de
maneira robusta e eficiente. Dentre os algoritmos de otimizagdo
destacam-se 0s métodos baseados em gradiente como o BFGS,
Levenberg-Marquard, NLPQLP entre outros e os métodos heuristicos
como os Algoritmos Genéticos (GAs). Os métodos heuristicos se
caracterizam pela elevada robustez, pois dificilmente ficam aprisionados
em 6timos locais. Essa caracteristica é controlada pelos seus operadores
ndo deterministicos como a mutacdo e cruzamento nos GAs. Em
contrapartida sdo meétodos com velocidade de convergéncia baixa
guando comparados com os métodos baseados em gradiente que por sua
vez conduzem a étimos locais (Rao, 2009, Martinez, 1998).

Deste modo, para 0 ajuste de pardmetros optou-se por realizar
uma estratégia mista, a qual possua robustez e velocidade de
convergéncia. Em vista disso, o algoritmo de otimiza¢do Hybrid (Turco,
2011) foi escolhido para a calibracdo de pardmetros. A inicializa¢do do
algoritmo foi realizada utilizando vinte configuracdes distintas geradas
através da técnica de Hipercubo Latino Uniforme. O algoritmo Hybrid
executa 3/4 das simulacGes usando operadores genéticos, Deb e Goel,
2001, e 1/4 utilizando programacéo sequencial quadratica, Turco, 2009.
O GA agrega caracteristicas de paralelizacdo computacional e robustez,
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enquanto as operagdes de SQP tendem a acelerar o processo de
otimizagdo. A evolucéo de »© e das curvas forca-tempo estéo ilustradas
nas Figura 5.15 e 5.16, respectivamente.

Figura 5. 15 Histérico de x% em escala logarftmica.
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Figura 5. 16 Historico das curvas forga-tempo.
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O valor do coeficiente de determinagdo r’ atingido foi de 0.9992
caracterizando um modelo com excelente aderéncia nos dados
experimentais. Os parametros materiais alcancados estdo apresentados
na Tabela 5.3. A curva forca-deslocamento dos pardmetros 6timos e a
curva alvo estdo mostradas na Figura 5.17.

Tabela 5. 3 Parametros materiais calibrados para o PS.

Pardmetro Valores (MPa)
i 2053.0
K 5142.7
oy 49.00
H 6530.6
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Figura 5. 17 Curva forga-deslocamento simulada e experimental (alvo) do PS.
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Os valores encontrados para os coeficientes elasticos estdo
préximos da faixa de valores encontrados na literatura u= [1- 2 GPa] e
K= [3.5 — 5 GPa] Callister, 2002. O limite de escoamento € dificilmente
encontrado devido as caracteristicas frageis do PS. Apesar disso, pode se
comparar o limite de escoamento com o limite de resisténcia que esta na
faixa de 36 a 52 MPa. O valor elevado do médulo de encruamento H
indica & resisténcia a deformacdo plastica desse material. Isso fica
evidente ao se visualizar a expressdo analitica do multiplicador plastico
para o modelo de Hencky com encruamento linear (5.8), Fancello et al
2008.

3,
\/;H‘ugp _(Gop + an)
Aq= (5.8)

3u+H

Quanto maiores os valores de H, menor o incremento plastico 4q
e menor a tendéncia do material de sofrer deformacbes plasticas até a
ruptura. Como ja mencionado, a curva forca-deslocamento contém
informacGes do material e geometria, assim depois de realizado o ajuste
de parametros pode-se isolar o comportamento material ao se analisar
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um Unico elemento com deslocamento prescrito. A Figura 5.18 ilustra o
resultado de tensdo-deformacdo para um caso de tracdo uniaxial
homogénea.

Figura 5. 18 Tensdo deformacéo verdadeira para o PS.
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5.3.2 Identificacdo dos Parametros para Poli-acido-lactico

Ao analisar as curvas de tragdo do PS e PLA se observa que esses
polimeros possuem um comportamento bastante similar. A diferenga é
percebida no processo de fratura, pois o primeiro sofre ruptura antes da
estriccdo, enquanto no segundo a quebra ocorre rapidamente apés a
forca alcancar seu valor méximo. Apesar dessa diferenca, como o
fendmeno de ruptura foge ao escopo do presente trabalho, ndo se fez
distincdo no comportamento mecanico desses dois polimeros.

Dessa forma, para o ajuste de pardmetros do PLA, o
deslocamento imposto foi prescrito até o inicio da estricgdo, deixando o
modelo material escolhido para o PS como uma boa op¢do para
representar o comportamento do poli-acido-Iatico. Assim os pardmetros
para a minimizac&o do x© sdo:
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% ={u,K,of ,H} (5.9)

A calibracdo dos parémetros foi realizada com o auxilio do
programa modeFRONTIER® de forma equivalente ao procedimento
realizado para o PS. O valor do coeficiente de determinago r’ ao final
da minimizagdo foi de 0.9993. Os valores das constantes 7
alcangadas através da otimizacdo estdo mostradas na Tabela 5.4. A
curva de forca-deslocamento gerada por esses parametros juntamente
com a curva alvo estdo mostradas na Figura 5.19. A curva tensdo
deformacédo gerado a partir de um Unico elemento material utilizando o
modelo ajustado para o PLA estad mostrado na Figura 5.20.

Figura 5. 19 Curva forga-deslocamento simulada e experimental(alvo) do PLA.
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Tabela 5. 4 Pardmetros identificados para o PLA.

Parametro Valores (MPa)
u 2194.1
K 27690.0
o, 97.9
H 5346.6

Figura 5. 20 Tensdo deformacéo verdadeira numa tragdo uniaxial para o PLA.
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5.3.3 Identificacdo dos Parametros para Policarbonato

Diferente do PS e PLA, a curva forca-deslocamento do
policarbonato apresenta um comportamento altamente nédo linear. Logo,
um potencial termodindmico mais complexo deve ser escolhido a fim de
se reproduzir via simulacdo numérica as caracteristicas desse material.
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O modelo de Odgen de segunda ordem, assim como o potencial
plastico genérico (3.76) foram selecionados para modelar o PC,
conforme apresentado abaixo.

W= ZZM (exp(e;)* 1) (5.12)
i=1 J—l
Wi =3 K(J —1)2 (5.13)

o (@)= 6q+ q +
(5.14)

uop(miexp[—apq]niq%““
ag ° af +1

Dessa forma, os parametros livres & para a minimizacéo do erro
guadratico no caso do policarbonato séo:

C={u, 1, 00,0, Kol H, 18, 1, af o} (5.15)

De forma analoga aos ajustes anteriores, um fluxo no codigo
modeFRONTIER® foi criado para se realizar a automatizacdo de
processos e minimizacdo do erro quadratico. O histérico do x© esta
mostrado na Figura 5.21, aonde se chegou ao valor de r* de 0.9965.
Novamente isso mostra uma boa compatibilidade entre as curvas
experimental, FA"°, e simulada, F°, ambas apresentadas na Figura 5.22.
A Tabela 5.5 apresenta os valores dos parametros enquanto a Figura
5.24 ilustra o comportamento tridimensional do corpo de prova
simulado utilizando as constantes ©° identificadas. Observa-se que apds
a estriccdo a deformacgdo plastica se estende rapidamente pelo CP,
deixando-0 menos suscetivel a concentracdo de tensdes geradas pela
formacdo de pescoco.

A curva tensdo-deformacdo verdadeira do material para um
estado de tragdo uniaxial € mostrada na Figura 5.23, a qual se observa
uma regido elastica, seguida de um patamar plastico bastante extenso e
posterior crescimento exponencial das tensfes. Microscopicamente
pode-se associar a primeira regido como um alongamento local das
cadeias poliméricas. Ao se ultrapassar o limite de escoamento, as
cadeias adjacentes deslizam uma sobre as outras iniciando um processo
irreversivel de deformacdo (ver Figura 2.6). Ao final, as cadeias se
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encontram desemaranhadas e comecam a se orientar limitando a
capacidade de deslizamento e fazendo a tensdo aumentar rapidamente
até a ruptura.

Figura 5. 21 Histdrico do erro quadratico para o PC.
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Tabela 5. 5 Par@metros materiais identificados para o PC.

Potencial W
Odgen (MPa) Volumétrico (MPa)
Ui 1503 1.38
a 243 4.98 K 3152
Potencial ¢ (MPa)
Go 86.67 H 162.60
Ho 148.00 u? 54.14
b 4.28 a? 17.44
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Figura 5. 22 Curva forga-deslocamento simulada e experimental (alvo) do PC.
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Figura 5. 23 Tensdo deformacéo verdadeira para o PC.
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Figura 5. 24 Comportamento tridimensional do corpo de prova de PC.
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5.4 VERIFICACAO DO AJUSTE DE PARAMETROS

A identificacdo de pardmetros em modelos complexos baseada
num ndmero pequeno de experimentos traz consigo o risco de se obter
uma boa reproducdo do caso analisado, mas insucesso quando estes
pardmetros sdo utilizados para simular casos diferentes daquele utilizado
para a identificagdo. No presente caso dispde-se de valores
experimentais obtidos com o mesmo material, todavia com geometria
diferente, incorporando um entalhe presente na Figura 5.25. Assim, 0s
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parametros identificados na se¢do anterior foram utilizados para simular
0 corpo de prova com entalhe e finalmente comparar os resultados. Foi
reconstruida a geometria de 1/8 do corpo de prova e imposto condicoes
de simetria. A Figura 5.25 apresenta a malha com as reflexdes
simétricas. O deslocamento simulado da garra foi definido a partir dos
dados experimentais e segue a Tabela 5.6.

Figura 5. 25 Corpo de prova com Eentalhe (Esquerda). Malha do corpo de
prova (Direita).
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Tabela 5. 6 Deslocamento final e taxa de carregamento para corpo de prova com
entalhe.

Polimero Taxa (mm/min) Deslocamento (mm)
PS 1 0.4
PLA 1 1.2
PC 10 4.5

A curva forca-deslocamento, reais e simuladas, para o PS, PLA e
PC estdo mostradas na Figura 5.26, 5.27, 5.28 respectivamente.
Visualmente os dados experimentais e numéricos apresentam
semelhancas, no entanto, o PS e PLA se distanciam do comportamento
simulado ao entrar na regido plastica. Dentre os aspectos que podem
contribuir com esta diferenca cita-se a caracteristica relativamente fragil
desses materiais, a presenca de dano distribuido (ausente no modelo)
que se localiza para gerar o inicio de trinca. A geometria pode também
ser considerada um fator de alteracdo de propriedades do material pois
as condicbes de preenchimento do molde sdo diferentes, ocasionando
modificacBes nas caracteristicas morfologicas locais do polimero. O
modelo de policarbonato apresenta comportamento mais ndo linear
dentre os trés polimeros analisados, no entanto apresentou boa
concordancia com o experimento em todo dominio das deformacg6es
observado pela Figura 5.28.

Tabela 5. 7 Coeficiente de determinacdo para CP com entalhe
2

Polimero r
PS 0.9419
PLA 0.9690

PC 0.9890




Figura 5. 26 Curva forga-deslocamento do CP com entalhe (PS).
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De qualquer forma, os coeficientes de determinacdo para os trés
casos entdo proximos de um, conforme Tabela 5.7, evidenciando a
qualidade dos modelos ajustados. A configuracdo deformada da andlise
realizada para o PC esta apresentada na Figura 5.29.

Figura 5. 27 Curva forga-deslocamento do CP com entalhe (PLA).
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Figura 5. 28 Curva forga-deslocamento do CP com entalhe (PC).
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Figura 5. 29 Comportamento tridimensional do CP com entalhe (PC).
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5.5 APLICACOES

A vantagem de se implementar um modelo material em um
coédigo comercial como o Ansys é se beneficiar de toda a estrutura de
Elementos Finitos que o programa proporciona. Assim, analises de
deformacGes finitas com geometrias complexas, contato entre corpos,
entre outras, podem ser incorporadas a andlise. Nessa se¢do sao
apresentadas algumas aplicagdes genéricas utilizando o modelo material
do PC obtido via ajuste de parametros.

5.5.1 Placa Engastada

Esse exemplo mostra uma placa espessa fixa nas extremidades,
em contato com um puncdo rigido que se desloca 3.5 mm na direcéo -Y,
conforme ilustrado Figura 5.30. Ao alcangar o deslocamento méximo o
puncdo retorna a posicdo inicial. A condigdo de simetria nos planos ZY
e XY foi utilizada para 0 modelo e as dimensdes da placa sdo L=30mm,
C=30mm, e=5mm.

Figura 5. 30 Placa engastada com puncéo rigido.
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A Figura 5.31 mostra a configuragdo da placa no deslocamento
maximo do punc¢do como também a configuragdo final ap6s a remocéao
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da ferramenta. Nas Figuras 5.32 e 5.33 sdo apresentadas a forga versus
deslocamento do puncdo e a evolugdo da méaxima tensdo principal.

Figura 5. 31 Configuragdo da placa em maximo deslocamento (acima).
Configuracédo da placa ap6s remogao do pungdo (abaixo).
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Figura 5. 32 Forca versus deslocamento do pung&o.
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5.5.2 Tubo Engastado

Nesse exemplo, um tubo com as extremidades engastadas é
comprimido através de um puncdo semi-esférico considerado rigido
conforme ilustrado na Figura 5.34. As dimensdes do cilindro sdo Ri=12
mm, R.=16 mm e L=40 mm. O pungdo, cujo raio mede 2.5 mm, foi
deslocado de 5mm na dire¢do Y e ao final retorna a posicdo de origem.
O modelo ajustado de policarbonato com constantes presentes na Tabela
5.5 foi considerado para a analise. As simetrias nos planos XY e YZ
foram utilizadas no modelo de Elementos Finitos e o contato entre 0s
corpos foi considerado sem atrito.

O resultado da forca de reagdo e deslocamento do puncdo esta
mostrado na Figura 5.35. A evolugdo da tensdo equivalente com a
deformacdo pléstica acumulada é apresentada na Figura 5.36. A
representacdo tridimensional do tubo no deslocamento méaximo do
puncédo e a forma final apds remocao do carregamento estdo ilustradas
na Figura 5.37.

Figura 5. 34 Tubo engastado com pungdo semi-esférico.
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Figura 5. 35 Forga versus deslocamento do pungdo para o caso do tubo.
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Figura 5. 36 Maxima tensdo equivalente de von-Mises versus a maxima
deformac&o pléstica acumulada.
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Figura 5. 37 Configuracdo do tubo em méximo deslocamento (acima).
Configuragéo do tubo apds remogéo do puncgdo (abaixo).
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5.5.3 Torcao Reversa de Eixo Circular

Esse exemplo foi inspirado em um dos problemas de aplicagdo
descrito no artigo de Ames e Anand 2009, onde uma barra de secao
variavel de policarbonato sofre torcdo. A Figura 5.38 ilustra as
dimensfes do eixo considerada para a analise. Uma das exterminadas ¢é
engastada e a outra sofre um deslocamento angular no eixo de rotacéo
X, conforme Figura 5.39. Inicialmente é aplicado um angulo de torcdo
de 45° depois o carregamento é invertido chegando a -45°, finalmente
se retorna & posicao referéncia. O movimento axial na face de torgéo é
impedido, resultando em uma forca de reacdo na direcdo X devido ao
efeito de Swift.
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Figura 5. 38 Dimensdes do eixo para torgao.

8.89mm —» |« 31.75mm

50mm |

Fonte. Ames e Anand, 2009.

Figura 5. 39 Malha na posicéo de referéncia.

0.000 15.000 30.000 (mm)
L I ]

7.500 22,500

A configuracdo deformada do eixo na condi¢cdo de maxima
rotacdo é mostrada na Figura 5.40. As curvas de torque e forca axial
versus angulo entdo presentes nas Figuras 5.41 e 5.42 respectivamente.
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A Figura 5.43 ilustra a evolugdo da maxima tensdo de cisalhamento com
a maxima deformacéo cisalhante.

Figura 5. 40 Eixo na configuragdo de maxima rotagdo.

B: Static Structural
Equivalent Stress
Unit: hPa

308.02 Max
2748

241,58
208,35
175,13
14191
108,69
75,473
42,253
9.0322 Min

0.00

Lo.oo

z v
X

30,00

40,00 {roen)

Torque (kN.m)

-10 0 10 20 30 40 50
dngulo de rotacdo (graus)
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Figura 5. 42 Forga axial versus angulo.
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Figura 5. 43 Méxima tensdo de cisalhamento versus deformagdo cisalhante.
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6 CONCLUSAO

Neste trabalho foi executada uma analise e implementacdo de um
conjunto de modelos constitutivos de viscoplasticidade em regime de
deformacGes finitas de acordo com os trabalhos de Ortiz e Stainier 1999,
Vassoler 2007 e Fancello et al 2008. A hip6tese de isotropia foi adotada
de forma a se formular as equagdes constitutivas através da
decomposicdo espectral dos tensores de deformacdo elastico e plastico.
Utilizou-se a abordagem variacional para se determinar a evolugdo das
variaveis internas e do tensor de tensdes, onde um problema de minimo
é resolvido nos pontos de integracdo para cada incremento de tempo.

A estrutura genérica do modelo constitutivo adotado permite a
escolha de potenciais arbitrarios, que por sua vez podem gerar diferentes
comportamentos ndo lineares entre tensdo e deformagdo. Ao combinar
expressdes de potenciais ja existentes como o de Odgen, Hencky,
Perzyna, Ramber-Osgood, p6de-se implementar solucGes particulares no
codigo de analise implicita ANSYS utilizando a sub-rotina de material
usermat.f.

O modelo é capaz de descrever o comportamento de materiais
termoplésticos, fato comprovado apés identificagdo de parametros
utilizando dados experimentais de forga-deslocamento de trés polimeros
diferentes, PS, PLA e PC. Para execugdo do processo de minimizacao
contou-se com o auxilio do cédigo de otimizacdo modeFRONTIER®,
sendo que o algoritmo Hydrid se mostrou robusto em vista dos
resultados dos coeficientes de determinagéo, r®, alcancados para 0s trés
€asos.

Os parametros ajustados foram posteriormente utilizados para
simular um ensaio de tracdo usando CP com entalhe. No caso do PC os
resultados foram satisfatérios ao comparar os resultados simulados e
experimentais. Os polimeros com caracteristicas mais frageis como o PS
e PLA apresentaram diferencas ao entrar na regido pléstica. Estes
resultados confirmaram que o ajuste de pardmetros deve ser executado
utilizando simultaneamente todos os dados experimentais disponiveis
para o material que deseja ser representado. Além disso, ensaios com
ciclos de carregamento e descarregamento sdo extremamente
importantes para se confirmar as hipéteses de existéncia do fenémeno de
plasticidade.

Analises tridimensionais, com carregamento de tor¢do e contato
sem atrito, foram realizadas com a finalidade de se verificar a
estabilidade do modelo implementado em simulagBes mais complexas.
A convergéncia das analises mostra que o calculo do tensor de quarta
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ordem de Jaumann é a correta escolha para a matriz tangente material no
codigo comercial ANSYS.

E importante ressaltar que a escolha do potencial para o ajuste de
parametros foi arbitraria, sendo que outros potenciais podem resultar no
mesmo nivel de erro encontrado nesse trabalho. Ao invés da métrica de
erro quadratico médio, trabalhas futuros, podem utilizar o critério AIC
(Akaike Information Criterion), Akaike, 1974, o qual leva em conta a
maximizacdo da verossimilhanca e a reducdo do grau de liberdade do
modelo.

Para trabalhos futuros, seria interessante realizar uma comparagéo
de dados experimentais de torcdo, compressao e carregamento ciclico
com as simulacBes realizadas com modelo material ajustado via
minimos quadrados. Além disso, em futuros desenvolvimentos, modelos
de evolucédo pléstica anisotropicos, incorporagdo de dano, sensibilidade
a temperatura e pressao hidrostatica, podem ser implementados na rotina
usermat a fim de se gerar um modelo representativo em todo dominio de
comportamento.
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APENDICE A - Caélculo da derivada de uma funcdo tensorial
isotrépica genérica Y(X) (Souza Neta at al, 2008):

(i) Dado um tensor X, calcular os autovalores x; e as autoprojecoes,
E; (i=1,2,3).
(i) Calcular os autovalores y; e suas derivadas dy;/dx; para (i,j=1,2,3)

(iii) Montar da derivada D(X)

3 A dx?
;(xa—xb)(xa—xc){dx s

_[(Xa_xb)+(xa_xc)]Ea®Ea
~(% —x.)(E, ®E, ~E, ®F,)}

+Zzay' E ®E; para X #X, #X,

i=1 j—l
dx2+s [S—S, XX+, XX +s.1 ®X
D(X) Sl dx 2 3 4 5
-5l ®1 para X, # X, =X,
N, ayz (?yl
- Is+ = 1®I ara =X, =
(A.1)
Onde,
1
IS :E(é‘iké‘jl +5i|§jk) (A2)

dxzj 1
=2 (G Xy + 6, Xy +0; Xy +0, X)) (A3)
( dX " 2 ] J J J
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S = (ya_ c) + 1 (%_%J
(Xa_xc)2 (Xa—XC) aXb axc (A.4)

o= , 06X (e e
2
2GS —x»(axb s

:Z(ya_yc)+ 1 [aya %_%_%
%) (%)

s oo Da¥) 1 (aya aycj

06 =%) (=)
X, (ayaﬂ o, aycj
(A7)

"%

(Ya—VY.) 1
:2 a C
BT k) (% xc)(

X (aya+%_ A aycj
(Xa_Xc)2 X (A.8)

2|2
%

2 (Ya=Y¥e) . XX (¥ ¥
SR v —x)[axc axj

X (ay ayj (X, +X,) &Y,
(X _Xc)2 OX 8Xc (Xa _Xc) 8Xb (A.9)

Os indices a,b,c representam uma permutacéo ciclica dos indices 1,2,3.
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ANEXO 1 - Tutorial para compilar a rotina usermat

Os arquivos para a utilizacdo das UPF (User Programmable Features)
ndo sdo instaladas por padrdo, portanto o usuario deve solicitar no
momento da instalacdo do programa Ansys. Sendo assim, tenha certeza
que dentro do diretdrio de instalagdo (C:\Program Files\Ansys
Inc\lvXXX\ansys) estdo contidos os diretdrios Custom e Customize,
conforme ilustrado na Figura Al.

Figura Al. Localizagdo dos diretrios necessarios para a compilagdo da rotina
usermat.

L BEaw =L X
€ (O NI ogram Fies AN V5 Incui45\ans [+ [ searcn L
‘ Organize * Views  ~ (& Burn
>
Eavorite Li| Name Date modified Type Size Tags
Go Jacd 8/26/201312:39 PM  File Folder
£ 5 ' apdl 8/26/201312:30 PM  File Folder
o B J bin 10/7/2010 2:06 PM File Folder
FE' Do... | custom 10/7/2010 2:06 PM File Folder
M... | customize 8/26/201312:29 PM  File Folder
Eolders ¥ . data 8/26/201312:29 PM  File Folder
o J docu 8/26/201312:30 PM  File Folder
m J gui 8/26/201312:30 PM  File Folder
b L lib 10/7/2010 2:06 PM File Folder
- . matlib 8/26/2013 12:30 PM  File Folder
10 items
= '

Dentro do diretério Customize\User estdo diversas rotinas que podem
ser modificadas pelo usuério, inclusive a rotina usermat.f a qual foi
modificada e utilizada para a implementagdo descrita nesse trabalho.
Caso seja necessario o uso de subrotinas adicionais coloque-as no
mesmo arquivo da rotina usermat. No diretério custom\user\winx64 séo
encontrados 0s arquivos necessarios para recompilar o programa Ansys.
E recomendado que se copie a rotina usermat junto com outros arquivos
necessarios:

e ANSCUST.BAT
o ansys.Irf
e ansysex.def
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para um novo diretdrio onde sera gerado o0 novo executavel Ansys. Apés
isso basta executar o arquivo ANSCUST.BAT o qual tem uma variavel
interna que aponta para 0 Compilador Intel Fortran 11. Verifique se a
variavel de ambiente %IFORT_COMPILER11% estd apontando para o
caminho correto de instalagdo do compilador. Apds a execugdo codigo
ANSCUST.BAT seréa gerado o executavel ANSYS.exe, conforme ilustrado
na Figura A2.

Figura A2. Diret6rio de compilacdo da rotina usermat.

b

&)=l « nerowa + [ 43 [ search 2|
By Organize ~ = v | Open im Print [ Share (& Burn
Favorite | Name Date modified Type Size

G [ ANSCUST.BAT & HardCopy370.dl1l

": " N ANSYS.exe | ifdlgl00.dil
% Do | § | ansys.exedntermediate.manifest | Imv311.dll
E D.. #1] AMSYS.exp &/ Invr311.dll

M| & ANSYS.lib L] Trmew312.dll
" o ansys.rf | jpegh2.dil
Folders | 2] ANSYS.map & libifcaremd.dll
). iEst « | & ansysex.def | libifportmd.dll
s Ma ug, asmutils.dll u";:'g,libiompSmd.dll
Meld & blat.dll | libmmd.dll
M T @) cadoedl L] libtiff.dll
o A [Z] CreateinsysCustom.bat s mkl_awvedll
== | DataViz370.dll | mkl_blacs_ilp&4.dIl
@ | DFORMD.dII | mkl_blacs_intelmpi_ilpg4.dIl
o k| DSGStreamU.dll x| mkl_blacs_intelmpi_lp64.dll
] & |f_comp.log & mkl_blacs_|p64.dIl
Y.l [ 3
XANSCUSTMOD.BAT Date modified: 8/14/2013 7:54 PM
w.::‘ Windows Batch File Size: 6.01 KB

Caso essa operacgdo ndo tenha gerado o executavel ANSYS.exe observe o
arquivo de f_comp.log, pois ele ird informar o que pode ter ocorrido de
errado durante a compilagéo.
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ANEXO 2 - Utilizando o executavel Ansys.exe compilado com a
nova rotina Usermat

Uma vez gerado 0 novo ANSYS.exe existem duas possibilidades de se
utilizar esse executavel, por linha de comando ou via Ansys Workbench.
Para rodar uma analise via linha de comando basta criar um caso de
Elementos Finitos no Ansys APDL chamando de, por exemplo,
ansysCase.dat e executar a seguinte linha de comando de DOS:

%AnsysDir%\ansys140 -b -i ansysCase.dat -0 solve.out -np 1 -custom
""%customDir%\ansys.exe""

onde a variavel %AnsysDir% contém o caminho do Ansys, por exemplo,
C:\Program Files\ANSYS Inc\v140\ansys\bin\winx64 e a variavel
%customDir% contém o caminho para o diretdrio onde esta no novo
executavel ansys.exe (Anexo 2). O comando —np identifica 0 nimero de
processos em paralelo e deve ser deixado igual a um caso ndo se tenha
realizado algum procedimento que possibilite o Ansys rodar com
processos em paralelo.

E possivel utilizar o novo Ansys.exe através do Ansys Workbench, basta
configurar o novo executavel em Ansys Mechanical > Tools > Solve
Process Settings, adicione um novo executavel em Add local, por
exemplo NewMat. Personalize seu executavel em Advanced informando
0 numero de processadores e o local do novo ansys.exe, conforme
Figura A3. Apos isso, basta utilizar esse novo executavel no momento
de rodar a analise Solve > NewMat.
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Figura A3. Adicionando um novo executavel no Ansys Mechanical .

Advanced Properties
D Distribute Solution (if possible)

Use GPU acceleration (if possible) INOHe .
Max number of utilized processors: Il

D Manually specify Mechanical APDL solver memory settings

Additional Command Line Arguments:

Custom Executable Mame (with pathk
IC‘\myNe’.\'Ansyf\ansys_axel

D Manually specify Linux settings

D License Queuing: Wait for Available License

D Use Shared License, if possible
D Solve in synchronous mode (Mechanical APDL solver only)

OK Cancel
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ANEXO 3 - Cddigo APDL para inicializar as variaveis internas e
informar os parametros materiais

I Delete propriedades definidas pela interface grafica
mpdele,all,matid
thdele,all,matid

I Indice do tipo de potencial utilizado na rotina USETMAT
t1=2
t2=2
t3=2
t4=1

! NUmero de constantes para cada material
ne=7

nvol=1

np=11

nv=3

|
! Constantes Materiais
|
IConstantes para o potencial Eléstico
p1=1.503E3

p2=2.430E0

p3=0.000E0

p4=1.383E0

p5=4.985E1

p6=1.000E0

p7=1.0

I Constante para o potencial volumétrico
p8=3.152E3

IConstantes para o potencial Plastico
p9=8.667E1 ! SO
pl0=1.626E2 ' H
p11=1.480E2 !'mu
pl2=4.285E1 !alfa
pl3=3 IN
pl4=5.414E1 !mul
p15=0.000E0 ! mu2
p16=0.000E0 ! mu3
pl7=1.744E1 'al
p18=1.000E0 !a2
p19=1.000E0 !a3
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I Constantes para o potencial dissipativo

p20=0.0 YO
p21=01 !'Qp
p22=0.8 I'm

! nimero total de pardmetros para a rotina USERMAT
total=8+22

IEnvia informagdes para a rotina USERMAT
th,user,matid,1,total ! Define material 1 como o material do usuéario
TBDATA,1,t1,t2,t3,t4
TBDATA,5,ne,nvol,np,nv
TBDATA,9,p1,p2,p3,p4,p5,p6
TBDATA,15,p7

TBDATA,16,p8
TBDATA,17,p9,p10,p11,p12
TBDATA,21,p13

TBDATA,22,p14,p15,p16
TBDATA,25,p17,p18,p19
TBDATA,28,p20,p21,p22

!
! Inicializa variaveis internas
!
c1=1.0 !'Fp(1,1)
c2=1.0 'Fp(2,2)
c3=1.0 !'Fp(3,3)

c4=0 !Fp(L,2)
c5=0 !'Fp(2,3)
c6=0 !Fp(1,3)
c7=0 !Fp(2,1)
c8=0 !'Fp(3,2)
c9=0 !Fp(31)
cl0=0 Iq

th,state,matid,,10
tbdata,1,c1,c2,c3,c4,c5,c6
thdata,7,c7,c8,c9,c10

m1 = matid



ANEXO 4 — Exemplo da sub-rotina Usermat para o modelo

hiperelastico de Neo-Hookean

*deck,usermat3d parallel user

jmgerken

subroutine usermat3d(matld, elemld,kDomIntPt, kLayer, kSectPt,

ldstep,isubst,keycut,

var0, FO, F1,
tsstif, epszZ,

Ro R0 Ro Ro Qo Ro Ro Qo Ro

var6, var7, var8)
|

nDirect,nShear,ncomp,nStatev,nProp,
Time,dTime, Temp,dTemp,
stress,ustatev,dsdePl,sedEl,sedPl,epseq,
Strain,dStrain, epsPlI, prop, coords,

varl, var2, var3, var4, varb,

I- user material constitutive routine

- - 3D Neo-Hookean hyperelastic material

!
IMPLICIT NONE

INTEGER,PARAMETER :: RK=KIND(1.DO0) ! real kind

I external procedures

EXTERNAL polarRU ! polar decomposition subroutine
EXTERNAL trans_matrx_6 ! 6D voigt rotation matrix subroutine

I 'arguments
INTEGER,INTENT(IN) :: matID
INTEGER,INTENT(IN) :: elemID

INTEGER,INTENT(IN) :: kDomIntPt

INTEGER,INTENT(IN) :: kLayer
INTEGER, INTENT(IN) :: kSectPt
INTEGER,INTENT(IN) :: Idstep
INTEGER,INTENT(IN) :: isubst
INTEGER,INTENT(OUT) :: keycut
INTEGER,INTENT(IN) :: ncomp
INTEGER,INTENT(IN) :: nDirect
INTEGER,INTENT(IN) :: nShear
INTEGER,INTENT(IN) :: nStatev

! material 1D number
I element 1D number
I integration point
! layer number
I section number
! load step number
! substep number
! time step reduction
! no. stress components
I no. direct stress components
I no. shear stress components
I size of state variable array

INTEGER,INTENT(IN) :: nProp ! size of property array
REAL(RK),INTENT(IN) :: Time ! time at begining of increment
REAL(RK),INTENT(IN) :: dTime ! time increment
REAL(RK),INTENT(IN) :: Temp ! temperature at begining of increment
REAL(RK),INTENT(IN) :: dTemp ! temperature increment
REAL(RK),INTENT(INOUT) :: sedEl ! stored (elastic) energy

REAL(RK),INTENT(INOUT) :: sedPI ! dissipated (plastic) energy

REAL(RK),INTENT(INOUT) :: epseq ! equivalent plastic strain

REAL(RK),INTENT(INOUT) :: epsZZ ! plane stress thickness strain

141
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REAL(RK),INTENT(INOUT) :: stress(ncomp) !stress
REAL(RK),INTENT(INOUT) :: ustatev(nStatev) !state variables
REAL(RK),INTENT(OUT) :: dsdePI(ncomp,ncomp) !tangent stiffness
REAL(RK),INTENT(IN) :: Strain(ncomp) Istrain at begining of inc
REAL(RK),INTENT(IN) :: dStrain(ncomp) !strain increment
REAL(RK),INTENT(IN) :: epsPI(ncomp) 'work space
REAL(RK),INTENT(IN) :: prop(nProp) ! mat props, user input
REAL(RK),INTENT(IN) :: coords(3) ! coordinates of material point
REAL(RK),INTENT(IN) :: F1(3,3) ! deformation gradient at t+dt
REAL(RK),INTENT(IN) :: FO(3,3) ! deformation gradient at t
REAL(RK),INTENT(OUT) :: tsstif(2) ! transverse shear stiffness
REAL(RK),INTENT(IN) :: var0(*),varl,var2,var3,var4 !place holder
REAL(RK),INTENT(IN) :: var5,var6,var7,var8 Iplace holder

I'local

REAL(RK) :: R(3,3), Q(6,6) 'rotations

REAL(RK) :: U(3,3) Istretch

REAL(RK) :: Bbar(6) ! vector form isochoric left cauchy green
REAL(RK) :: tauiso(6),tauvol ! isochoric and volumetric stress
REAL(RK) :: s(6) ! Cauchy stress

REAL(RK) :: M(6,6) ! material jacobian

REAL(RK) :: G,K I shear & bulk modulus

REAL(RK) :: 11bar3,detF,detF23 ! deformation invariants
REAL(RK) :: C1,C2 ! constants

I deformation gradient determinant

detF = F1(1,1) * (F1(2,2)*F1(3,3) - F1(2,3)*F1(3,2))
& +F1(1,2) * (F1(2,3)*F1(3,1) - F1(2,1)*F1(3,3))
& +F1(1,3) * (F1(2,1)*F1(3,2) - F1(2,2)*F1(3,1))
if(detF<=0._RK)then

keycut=1

return
else

detF23 = detF**(-2._RK/3._RK)
endif

Iisochoric left Cauchy Green

Bbar(1)=(F1(1,1)*F1(1,1)+F1(1,2)*F1(1,2)+F1(1,3)*F1(1,3))*detF23
Bbar(2)=(F1(2,1)*F1(2,1)+F1(2,2)*F1(2,2)+F1(2,3)*F1(2,3))*detF23
Bbar(3)=(FL(3,1)*F1(3,1)+F1(3,2)*F1(3,2)+F1(3,3)*F1(3,3))*detF23
Bbar(4)=(F1(2,1)*F1(1,1)+F1(2,2)*F1(1,2)+F1(2,3)*F1(1,3))*detF23
Bbar(5)=(F1(3,1)*F1(2,1)+F1(3,2)*F1(2,2)+F1(3,3)*F1(2,3))*detF23
Bbar(6)=(F1(3,1)*F1(1,1)+F1(3,2)*F1(1,2)+F1(3,3)*F1(1,3))*detF23

I11bar3 = (Bbar(1) + Bbar(2) + Bbar(3))/3._RK ! 1st invariant / 3
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Istress update, spatial frame
G =prop(1)/2._RK/(1._RK+prop(2)) ! Shear modulus
K =prop(1)/3._RK/(1._RK-2._RK*prop(2)) ! Bulk modulus

ICauchy stress
5(1:3) = G*(Bbar(1:3)-11bar3)/ detF + K*(detF-1._RK)
s(4:6) = G*(Bbar(4:6)) / detF

Imaterial Jacobian, spatial frame
Cl=2._RK/3._RK*G/detF
C2 =3._RK/4._RK*C1

I shear modulus terms

M(1,1) = C1 * (Bbar(1) + I1bar3)

M(2,1) =-C1 * (Bbar(1) + Bbar(2) - 11bar3)
M(3,1) =-C1 * (Bbar(1) + Bbar(3) - 11bar3)
M(4,1) = C1 *Bbar(4) / 2. RK

M(5,1) =-C1 * Bbar(5)

M(6,1) = C1 * Bbar(6) / 2. RK

M(1,2) = M(2,1)

M(2,2) = C1 * (Bbar(2) + I1bar3)

M(3,2) =-C1 * (Bbar(2) + Bbar(3) - 11bar3)
M(4,2) = C1 * Bbar(4) / 2._RK

M(5,2) = C1 * Bbar(5) / 2._RK

M(6,2) =-C1 * Bbar(6)

M(1,3) = M(3,1)
M(2,3) = M(3,2)

M(3,3) = C1 * (Bbar(3) + I1bar3)
M(4,3) =-C1 * Bbar(4)

M(5,3) = C1 * Bbar(5) / 2._RK
M(6,3) = C1 * Bbar(6) / 2._RK

M(1,4) = M(4,1)

M(2,4) = M(4,2)

M(3,4) = M(4,3)

M(4,4) = C2 * (Bbar(1) + Bbar(2))
M(5,4) = C2 * Bbar(6)

M(6,4) = C2 * Bbar(5)

M(1,5) = M(5,1)
M(2,5) = M(5,2)
M(3,5) = M(5,3)
M(4,5) = M(5,4)
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M(5,5) = C2 * (Bbar(2) + Bbar(3))
M(6,5) = C2 * Bbar(4)

M(1,6) = M(6,1)
M(2,6) = M(6,2)
M(3,6) = M(6,3)
M(4,6) = M(6,4)
M(5,6) = M(6,5)
M(6,6) = C2 * (Bbar(1) + Bbar(3))

! bulk modulus terms
M(1:3,1:3) = M(1:3,1:3) + K*(2._RK*detF - 1._RK)

IChange from spatial to corotated frame
call polarRU(F1,R,U) ! rotation from polar decomposition
call trans_matrx_6(Q,transpose(R)) ! dim 6 rotation matrix
stress(;) = matmul(Q,s)
dsdePI(:,:) = matmul(Q,matmul(M,transpose(Q)))

Istored and dissipated energy
sedEl = G/2._RK*(I1bar3*3._RK-3. RK) + K/2._ RK*(detF-1._RK)**2
sedEl = sedEl/detF
sedPl =0._RK

I transverse shear stiffness
tsstif(:) = dsdePI(6,6)

end subroutine usermat3d



