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Introducdo

Uma bidlgebra €, basicamente, uma dlgebra em que existe uma estrutura dual, chamada
estrutura de codlgebra, tal que as duas estruturas satisfazem uma relacdo de compatibilidade.
Uma élgebra de Hopf € uma bidlgebra com um endomorfismo satisfazendo uma condicdo que

pode ser expressa usando as estruturas de dlgebra e coalgebra.

O primeiro exemplo de uma tal estrutura foi observado em topologia algébrica por Heinz
Hopf em 1941. Era a homologia de um grupo de Lie conexo, que € até mesmo uma algebra de
Hopf graduada. A partir do final do ano 1960, dlgebras de Hopf se tornou um objeto de estudo
do ponto de vista estritamente algébrico, e pelo fim do ano 1980, um grande impulso foi dado
nas pesquisas neste dominio pelas suas conexdes com mecanica quantica (os chamados grupos

quanticos sdao exemplos de dlgebras de Hopf ndo comutativas e ndo cocomutativas).

Talvez um dos mais surpreendentes aspectos das dlgebras de Hopf € a sua extraordinéria
presenca em variados campos da matematica: de teoria dos nimeros (grupos formais), a geo-
metria algébrica (esquemas de grupos afins), teoria de Lie (a dlgebra envolvente de uma algebra
de Lie € uma 4lgebra de Hopf), teoria de Galois e extensdes de corpo separaveis, teoria de aneis
graduados, teoria de operadores, teoria de grupos localmente compactos, teoria de distribuicoes,

combinatdria, teoria de representagdo e mecanica quantica, e a lista pode continuar.

Neste trabalho, vamos tratar de aspectos basicos sobre a teoria de dlgebras de Hopf. O
primeiro capitulo tem o objetivo de definir a estrutura de coalgebra sobre um corpo k a partir
da dualizacdo da definicdo de algebra sobre um corpo k. Observagdes sobre aspectos funda-
mentais da teoria de codlgebras sao feitas, como o Teorema Fundamental das Codlgebras, com
aprofundamentos podendo ser encontrados nas referéncias. Mostramos algumas relagdes entre
as teorias de algebras e coalgebras, como a obten¢do da dlgebra dual a partir de uma codlgebra
dada e da codlgebra dual de uma élgebra de dimensao finita dada. Depois definimos uma estru-

tura de codlgebra no dual finito de uma algebra qualquer.

No segundo capitulo, trabalhamos as representacdoes de uma codlgebra, cuja estrutura é

chamada de comodulo, definidas a partir da dualizacdo da no¢dao de médulo sobre uma dlgebra.



Entao definimos moddulos racionais e apresentamos um resultado fundamental, o isomorfismo
entre Rat(c+.# ) e .#C, respectivamente a categoria dos C*-mddulos a esquerda racionais e a

categoria dos C-comddulos a direita, em que C € uma codlgebra.

s

E no terceiro capitulo que finalmente definimos a estrutura de bidlgebra e em seguida a
estrutura de dlgebra de Hopf. Verificamos algumas das riquezas dessa estrutura, apresentamos
uma série de exemplos, alguns ndo comutativos nem cocomutativos, e investigamos algumas
propriedades da antipoda. No final, introduzimos o conceito de mdédulos de Hopf, que sdo
representacdes de bidlgebras, e demonstramos o Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf,

essencial para o quarto capitulo.

No quarto e dltimo capitulo, definimos funcionais integrais e elementos integrais em uma
bidlgebra, conceitos intimamente relacionados com muitos resultados sobre dlgebras de Hopf
de dimensao finita. Um desses resultados, que demonstramos no final do capitulo, é o Teorema

de Maschke para dlgebras de Hopf, uma generalizacdo do Teorema de Maschke para grupos.

Nesse trabalho, assumimos como conhecidos aspectos basicos da teoria de grupos, aneis e
modulos. Alguns resultados de dlgebra linear que sao usados ndo sdo demonstrados, mas faze-

mos as referéncias para o leitor questionador poder confirmar suas validades.

“A mathematician is a machine for converting coffee into theorems.”
-Alfréd Rényi
“A comathematician, by categorical duality, is a machine for converting cotheorems into [fee.”

-Anonymous



1 Algebras e Codlgebras

O objetivo desse capitulo € definir a estrutura de uma codlgebra sobre um corpo k, apre-
sentar exemplos de codlgebras, provar algumas de suas propriedades e discutir relacdes entre a
teoria de dlgebras e a teoria de codlgebras. Para motivar a defini¢do de uma codlgebra, inici-
almente definimos o que € uma algebra sobre um corpo k via diagramas. Essa defini¢do sera
equivalente a defini¢do tradicional como serd mostrado. Com essa definicao via diagramas, po-
demos inverter o sentido das setas dos diagramas e obter a no¢ao dual de dlgebra que € a no¢do
de codlgebra.

Em todo o texto, os produtos tensoriais sdo sobre k a menos de meng¢ao contraria.

1.1 Algebras

Defini¢ao 1.1.1. Uma k-dlgebra é uma tripla (A,M,u), em que A é um k-espago vetorial e

M:ARA — Aeu:k— A sdo morfismos de k-espacos vetoriais tais que os diagramas

1AM

ARARA ARA ARA
y W
MRIy M kA M ARk
] /
ARA i A \A

sdo comutativos, em que l5 é a identidade em A e ¢ : kA —Ae ¢ : ARk — A sdo os

isomorfismos candnicos dados por @;(1; ®a) = lra e ¢, (a® 1) = 1a, Va € A. u

Os morfismos M e u sdo chamados de multiplicacdo e unidade da algebra (A,M,u), res-

pectivamente. A comutatividade do primeiro diagrama expressa exatamente a propriedade de



associatividade da multiplicacdo, o que podemos escrever como
MoM®Iy)=Mo (Ily@M),

enquanto a comutatividade do segundo diagrama expressa a existéncia da unidade, o que pode-
mos escrever como

Mo(u®Iy)=¢ ¢ Mo(ly®@u)= @,.

Observacao 1.1.2. Como € de praxe, frequentemente vamos escrever simplesmente A para nos
referir a uma k-dlgebra (A,M,u) quando M e u estiverem subentendidos. Além disso, vamos
omitir o simbolo de composi¢do o quando ndo houver confusao, indicando a composi¢ao por

justaposi¢do. Dessa forma, as igualdades anteriores serdo escritas como
M(M@]A) :M(IA ®M), M(u@IA) =@ ¢ M(IA®M) = Q.

Por fim, algumas vezes vamos nos referir a M e u como os morfismos estrutura. |

Classicamente, uma algebra é definida como a seguir. No entanto, essa defini¢do prévia via

diagramas nos possibilita visualizar algo a mais como serd observado posteriormente.

Definicao 1.1.3. Uma k-dlgebra unitdria A é um anel (A,+,-) com unidade que possui uma
estrutura de k-espago vetorial e é satisfeita a seguinte relacdo de compatibilidade da estrutura

de anel com a estrutura de k-espaco vetorial:

r(ab) = (ra)b = a(rb),Vr € k,Va,b € A.

Proposicao 1.1.4. As definicoes de k-dlgebra dadas acima sdo equivalentes.

Demonstracdo: Seja (A,M,u) uma k-dlgebra segundo a Defini¢do [1.1.1} ou seja, A é um k-
espaco vetoriale M : A®A — A e u: k — A sao morfismos de k-espacos vetoriais que comutam

os diagramas da Definicio Vamos mostrar que a operagao

AxXA — A
(a,b) — a-b=M(a®Db)=ab

serve como produto para A. Claramente, a associatividade de - é dada pela comutatividade do
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primeiro diagrama. A distributividade a esquerda € vélida, pois dados a,b,c € A, temos

alb+c¢) = M(a®(b+c))
= M(a®b+a®c)
= M(a®b)+M(a®c)
= ab+ac.

A distributividade a direita é provada analogamente. O elemento u(1;) € unidade da dlgebra

A, pois para a € A, temos

u(lp)a = M(u(ly) ®a)
= Mul)(1y®a)
= @(lx®a)
= la

g a,

e, analogamente, au(1;) = a. Para que (A,+,-) seja k-dlgebra segundo a Definicdo [1.1.3] s6

falta verificar a relacdo de compatibilidade. Dados r € k e a,b € A, temos

r(ab) = rM(a®b)
= M(r(a®b))
= M(ra®b)=(ra)b
= M(a®rb)=a(rb).

Portanto, vale r(ab) = (ra)b = a(rb), Vr € k e Va,b € A. Concluimos que (A,M,u) é uma
k-élgebra pela Definicao(l.1.3

Seja agora A uma k-algebra segundo a Definicdo [1.1.3] ou seja, A é um k-espaco vetorial
com uma estrutura de anel (A,+,-) e unidade 14 e é satisfeita a relagdo de compatibilidade
mencionada. Precisamos exibir M : A®A — A e u : k — A morfismos de k-espagos vetoriais
que comutem os diagramas da primeira definicdo. Notemos que - : A X A — A € uma func¢do
k-bilinear, pois A € uma k-algebra (defini¢do clédssica). Portanto, pela propriedade universal
do produto tensorial, existe um tnico morfismo de k-espacgos vetoriais M : A @ A — A tal que
M(a®b) = ab, Ya,b € A. Agora, definimos u : k — A como sendo u(r) = rly, Vr € k. E fécil

notar que u € k-linear e u(1;) = 1;14 = 14. Resta-nos verificar a comutatividade dos diagramas.
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Para o primeiro diagrama, dados a,b,c € A, temos

MML)(apb®c) = MM(a®b)®@I4(c))
= M(ab®c)
= (ab)c,

My @M)(a®@b®c) = M(Ip(a)@M(b®c))
= M(a®bc)
= a(bc).

Como A é um anel, (ab)c = a(bc), logo podemos concluir M(M @14) = M(I4 ® M). Para

o segundo diagrama, dado a € A, temos

Mu1y)(lx®a) = M(u(ly) ®Is(a))
= M(1A®a)
= lACl
= lka

= @(lx®a),

logo, M(u®14) = ¢ e, analogamente, obtemos M (I4 ® u) = ¢@,. Portanto, o segundo diagrama

também comuta e temos a equivaléncia demonstrada. [ ]

Observacao 1.1.5. Observe que mostrar a comutatividade do segundo diagrama da Defini¢do
1.1.1, que expressamos pelas igualdades M(u® Iy) = ¢ e M(Iy @ u) = ¢@,, é equivalente a
mostrar que o elemento u(1;) é a unidade da dlgebra. Por isso, nos exemplos seguintes, dada
uma algebra (A, M,u), a prova de u ser unidade serd feita verificando que u(1;)a = au(1;) = a,
Va € A. |

Exemplo 1.1.6. Todo corpo k é uma k-algebra de maneira natural, os morfismos estrutura

M:k®k—keu:k— kdados por
M(res)=rs e u(ly)=1,Vrseck

sdo, respectivamente, a multiplicagdo e o morfismo identidade em k. ]
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Exemplo 1.1.7. Algebra de Grupo. Seja G um grupo multiplicativo. Entdo podemos conside-
rar o conjunto

em que dado um elemento x € kG, temos x = Y, A,g, com A, = 0 exceto para uma quantidade
geG
finita de elementos g € G. Nesse conjunto, podemos definir as seguintes operagdes:

o soma: Y reg+ Y Sgg= Y (rg+sg)g:
geG geG geG

e produto: ( ) reg)( Y sph)= ) t;z,emquet, = ), res, paracadaz€ G;
geG heG 2€eG gh=z

e produto por escalar: dador € k,r Y. reg =Y, (rr,)8.
geG geG
Com essas operacoes, kG possui uma estrutura de k-algebra. Vale observar que a unidade dessa

algebra € o elemento 1e, sendo e € G o elemento neutro do grupo. De fato,
(X reg)(lke) = X (rgli)(ge) = ¥ reg. Analogamente, (Ire)( ¥ rgg) = ¥ reg- u
g8eG geG 8eG geG g€G

No exemplo anterior, usamos a defini¢ao clédsssica de k-algebra. Nos exemplos seguintes,

usaremos a defini¢c@o via diagramas comutativos.

Exemplo 1.1.8. Algebra das Séries de Poténcias Formais. Consideremos o conjunto
k[[X]]={ ¥ anX":ay, € k}. Nesse conjunto, podemos definir as seguintes operacoes:

neN

e soma: Yy @, X"+ Y b, X"= Y (ay,+by)X";
neN neN neN
e produto por escalar: dador €k, r Y, a,X" = Y (ra,)X".
neN neN
E simples verificar que com a soma e o produto por escalar definidos acima, k[[X]] é um k-
espaco vetorial. Consideremos a fungdo m : k[[X]] x k[[X]] — k[[X]] dada por

m( Z anX", Z b,X") = Z( Z aibj)X".

neN neN neN i+j=n

E possivel verificar que m definida assim é k-bilinear. Logo, pela propriedade universal do

produto tensorial, existe um unico morfismo M de k-espacos vetoriais dado por

M. KXokX]] = K[X]

Y aX"® Y b,X" — Y (Y ab;)X".
neN neN neN i+j=n
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Podemos definir também uma fungdo u : k — k[[X]] por u(1;) = ¥ 8,0X", sendo 6,0 o
neN
delta de Kronecker, que por linearidade se estende a k. Verifiquemos que os diagramas da

defini¢do de dlgebra comutam. Notemos que

M(M @ Iix)) Z anX"® Y bX"® Y ,X") = M(Y () ab)X"® ) X"
neN neN neN i+j=n neN
= Z( Z aibjck)X”,
neN i+ j+k=n

M(Lx OM)(Y, an X" @ Y buX"® ) coX") = M() aX"® Y (), bjc)X")
neN neN neN neN neN j+k=n

Z( Z a,-bjck)X

neN i+j+k=n

Portanto, M(M ® Iyjx)) = M(Iyx)) ® M), ou seja, a associatividade vale. Para o segundo

diagrama, vamos verificar que u(1;) é unidade. Temos

u(lk)(z aX") = (Z 6,,70X”)(Z anX")

neN neN neN
= Y () 8oapX
neN i+j=n
= ZanX"
neN
e, analogamente, vale ( ¥ a,X")u(1y) = Y. a,X". Portanto, k[[X]] é k-dlgebra. n
neN neN

Exemplo 1.1.9. Algebra de Matrizes. Sejam n > 1 inteiro positivo e M, (k) um k-espaco
vetorial de dimensdo n%. Denotamos por {e;;}1<; j<, uma base de M, (k) e definimos em M, (k)
as respectivas multiplicacdo e unidade

n
M(ejj®epq) = Ojpeig € u(r)= rZei,-, 1<i,j<n,rek.
i=1

Entdo M, (k) é a conhecida Algebra de Matrizes. n

Exemplo 1.1.10. Algebra Oposta. Seja (A,M,u) uma dlgebra. Podemos definir uma nova
algebra A°? que como conjunto é exatamente o conjunto A, mas a multiplicacdo é dada por
MP =MoT:ARA —A,emque T:ARA — ARXA é a aplicacdo chamada rwist dada por
T(a®b) = b®a. Denotamos a tripla como A°”? = (A,M°P u). A verificagdo da comutatividade

dos diagramas da defini¢ao de dlgebra sdo imediatos. Sejam a,b,c € A, entdo

MP(MP 1) (a®b®c) =MP(ba®c) = c(ba)
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e
MP(IQMP)(a®b®c)=MP(a®cb) = (cb)a.

A igualdade vale, pois a dlgebra (A,M,u) é associativa. Logo, M°P(M°P Q1) = M°P(I ®

MP°P). O axioma da unidade é imediato. Portanto, A°” é uma dlgebra. ]

Definicao 1.1.11. Uma dlgebra (A,M,u) é dita comutativa se o diagrama

comuta, em que a funcdo T é a aplicacdo twist dita acima. Em outras palavras, Va,b € A temos

M(a®b)=ab=ba=Mrt(a®D).

Sejam A e B k-algebras. Dizemos que f : A — B é um morfismo de algebras se f € um
morfismo de aneis, de k-espagos vetoriais e f(14) = 1p. Essa defini¢ao, assim como a defini¢do

de dlgebra, pode ser traduzida em termos de diagramas comutativos.

Definicao 1.1.12. Sejam (A,Ma,us) e (B,Mp,up) k-dlgebras. Uma fung¢do k-linear f : A — B

é um morfismo de dlgebras se os diagramas

AvA—T% _BeB A / B
My Mp k
A B
f
sdo comutativos. ]

O primeiro diagrama nos diz que f(ab) = f(a)f(b), Va,b € A, e o segundo diagrama que
f(14) = 1p.

Proposicao 1.1.13. Sejam (A,My,us) e (B,Mp,up) k-dlgebras. Sabemos que A ® B tem uma

estrutura de k-espaco vetorial. Agora, definindo as funcoes

Mpsp: AQBRARXRB —-ARXB e upsep:ARXB—k
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por Magp = (Mp @ Mp)(I4 @ TR 1) € upasp = (ua @up)@, em que T € a aplicagcdo twist e

¢k — k®k é o isomorfismo canénico, entdo (A @ B,Mpsp,ussp) € uma k-dlgebra.

Demonstracdo: Vale observarmos que Mygp € usgp assim definidas sdo morfismos de k-
espacos vetoriais, pois sao composicoes de fungdes k-lineares. Verifiquemos agora que os dia-

gramas da defini¢do de dlgebra comutam. Sejam a;,a;,a3 € A e by,by,b3 € B, entao
Mazs(Magp®1)(a1 @by ®ay @by ®az@b3) = Magp(aiaz @bi1by®a3 @ b3) = (a1a2)az ® (b1b2)b3,

MA®B(1®MA®B)<a1 b1 Ray; @by Raz ®b3) :MA®B(G1 ®b;R@araz ®brbz = a; (azag) ®by (b2b3).

Como A e B sdo k-dlgebras, podemos concluir Magp(Mpgp 1) = Magp(I @ Magp). Agora,
MA®B(1k> = (MA ®u3)(p(1k) = (MA ®MB)<1k &® lk) = MA(lk) ®u3(1k) = 14 ® 1, a unidade de

A ® B. Logo, a proposicao estd demonstrada. |

1.2 Coalgebras

A importancia da defini¢do de uma k-4lgebra via diagramas estd em sua natureza categorica.
Agora, podemos dualizar a definicdo de uma k-dlgebra invertendo o sentido das setas nos dia-

gramas e obter uma nova estrutura, chamada k-codlgebra.

Definicao 1.2.1. Uma k-codlgebra é uma tripla (C,A, €), em que C é um k-espago vetorial e

A:C—=C®Ceé:C— ksdomorfismos de k-espacos vetoriais tais que os diagramas

C A C®C C
/ X
A lewA keC A Cok
COC— > CCaC coe

sdo comutativos, em que Ic é a identidade em C e ¢ :C - k®@C e ¢, : C — CXk sdo os

isomorfismos candnicos dados por @;(c) =1, @c e @(c) =c® 1y, Ve € C. u

Os morfismos A e € sdo chamados de comultiplicacdo e counidade da codlgebra (C,A, ¢),
respectivamente. A comutatividade do diagrama do lado esquerdo € chamada axioma da coas-

sociatividade, o que podemos escrever como

(AR Ic)A = (Ic ®A)A,



16

enquanto a comutatividade do segundo diagrama é chamada axioma da counidade, o que pode-
mos escrever como

o= (eRI)A e ¢ =(Ic@¢€)A.

Observacao 1.2.2. Ao provarmos o axioma da counidade nos exemplos que apresentamos a
seguir, vamos identificar k ® C e C ® k com C, de maneira que nao vamos provar a relacdo ¢; =
(e ®Ic)A, mas vamos verificar que para todo ¢ € C com A(c) =Y, ¢; ®d;, temos Y ; €(c;)d;i = c.
Isso quer dizer que, por abuso de notagdo, vamos escrever (I ® €)A como uma fungdo de C
em C, ou seja, vamos estar pensando em (pfl(lc ® €)A. As mesmas observagdes valem para

O = (IC®8)A- |

Exemplo 1.2.3. Sejam S um conjunto ndo-vazio e kS o k-espago vetorial com base S. Para
definir uma estrutura de codlgebra em kS, basta definirmos A e € nos elementos da base e
estender por linearidade. Assim, ndo € dificil ver que kS € uma codlgebra com comultiplicagao
e counidade dadas por

Als) =s®s e €(s)=1,VseS.

Observacao 1.2.4. Decorre desse primeiro exemplo que em todo k-espaco vetorial V podemos
introduzir uma estrutura de codlgebra. Basta tomar S como sendo uma base para V, ja que todo
espaco vetorial possui base. Em particular, o corpo k € uma codlgebra, pois é um k-espago

vetorial com base S = {1;}. Nesse caso, temos
Alr)=r®1; e &(r)=rVrek,
respectivamente o isomorfismo candnico e o morfismo identidade em k. ]

Exemplo 1.2.5. Estrutura de Coalgebra da Algebra de Grupo. Sejam G um grupo e kG
a algebra de grupo do Exemplo [1.1.7, Podemos introduzir nesse conjunto uma estrutura de
codlgebra, basta observarmos que {1;g},cc € uma base para kG. Por abuso de notagio, escre-

vemos {g},cc para denotar tal base. Assim, podemos definir
Alg)=g®g e &(g)=1VeeG
e estender por linearidade. ]

Exemplo 1.2.6. Coalgebra das Poténcias Divididas. Seja H um k-espago vetorial com base
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{c¢m :m € N}. Entdo H é uma codlgebra com comultiplicagio A e counidade € dadas por
m
Alem) = Zci®cm_i e &(cm) = Oom, Vm e N,
i=0
em que Oy, € o delta de Kronecker. Vamos mostrar que (H,A,€) é k-codlgebra. Primeiro,

devemos verificar a comutatividade do primeiro diagrama da defini¢dao de codlgebra, ou seja, a

coassociatividade da comultiplicacdo. Para todo m € N, temos

(AR1Ig)A(c,) = (Ax1y) (i Ci®Cm—i)

i=0
m
ZA Cl & Cm—i
i=0
m i
= Z ZCJ®C1 i) ®cm—i
i=0 j=0
m i
= Z CjRCi—jCm—i
i=0 j=0

(Ig@A)A(cn) = (Ig® A)(i Ci ®Cm—i)

i=0
m
= Y ci®A(cm—i)
i=0
m m—i
= Y a®() cj®cmiy)
i=0 j=0
m m—i
= ZZCi@Cj@Cm*i*j‘
i=0 j=0
Portanto, chegamos a
m m—i
(AR Iy)A ZZCJ®Cl i®cm—i e (IE®A)A ZZC,®cj®cm i—js
i=0j=0 i=0 ;=0

mas essas somas sao equivalentes, pois tem as mesmas parcelas. De fato, fixando na primeira
somai=ige j= jocom O <ipg<me0 < jy<ip, nasegunda soma podemos escolher i = j
e j = ip — jo, obtendo a mesma parcela ¢, ® ¢j,— j, ® ¢;u—j, nas duas somas. Da mesma forma,
fixando na segunda somai=ipe j= jocom 0 <ip <me 0 < jy<m—ip, na primeira soma
podemos escolher i = iy + jo € j = iy, obtendo a mesma parcela c;, ® cj, @ ¢;—j,— j, nas duas

somas. Portanto, concluimos que (A® Ig)A = (Iy @ A)A.
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Mostremos a comutatividade do segundo diagrama. Para todo m € N, temos

m
Z Cl Cm—i = 250sz i = lgem = cp.
i=0
Logo, Z €(c¢i)em—i = ¢y € analogamente se mostra Z €(cm—i)ci = ¢y Portanto, H é uma

=0
codlgebra, chamada Codlgebra das Poténcias Dzvzdzdas Esse nome serd explicado no final

desse capitulo. ]

Exemplo 1.2.7. Coalgebra de Matrizes. Sejam n > 1 inteiro positivo e M“(n,k) um k-espago
vetorial de dimensdo n?. Denotamos por {e;;}1<; j<, uma base de M¢(n,k) e definimos em

M€ (n,k) as respectivas comultiplicac@o e counidade
Alej) = Ze,p@)ep] e €(ej)=26;1<ij<n.
pi
Dessa maneira, M“(n,k) é uma codlgebra, chamada Codlgebra de Matrizes. De fato, temos
n
I®M)Ale;) = (@A)(Y ep®ep))
p=1

n
= Y eip®Alep;)
p=1

n n
= Z eip @ Z epg D eqj
p=1 q=1

= ) ep®ep@eq;.
I1<p.g<n

Por outro lado,
n
(ARDA(e;j) = (ARI)() eip®ey))
p=1

n
= Z (eip) ®ep;
n

= Z Zezq@eqp Qepj

= Z CigReqp R ep;

1<p,q<n

= ) ep®ep@eq;.
I<p,g=n

Portanto, o primeiro diagrama comuta. Mostremos que € satisfaz a propriedade da counidade.
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Dado ¢;; € M¢(n, k), temos

n

n
Y eleiplep; = Y Sipepj = lieij=eij.
p=1 p=1

n
Analogamente, mostra-se 21 E(epj)eip = e;j. Assim, M(n,K) é uma codlgebra. n
p:

Exemplo 1.2.8. Coalgebra Trigonométrica. Seja C um k-espago vetorial com base {s,c}.

Definimos A: C - C®Ce € :C — k por

A

S = SQc+c®s,

B>

™

N

(s)

() = c®c—s®s,
(s) =0,

()

= 1.

)

C

Nao ¢ dificil ver que (C,A, &) é uma codlgebra, chamada Codlgebra Trigonométrica. Nao
¢ coincidéncia que as expressoes da comultiplicacdo aplicada nos elementos da base lembram
muito as férmulas do seno e cosseno da soma de arcos. Explicacdes adicionais serdo dadas no

final desse capitulo. [ ]

1.2.1 Notacao de Sweedler, Subcoalgebras e Coalgebras Quociente

Nosso objetivo aqui € apresentar uma notacao nova que ira facilitar os calculos futuros com
longas composi¢des que envolvam a comultiplicagdo. Essa notacdo ¢ chamada de notagdo de

Sweedler. Para mais detalhes, o leitor pode consultar [1], p. 4-8.

Dada uma codlgebra (C, A, €), podemos definir recursivamente uma sequéncia de aplicagdes

(Ay)n>1 como segue:

Al=A, A:C—C®---®C (C aparecendo n+ 1 vezes)
Ap= (A1 VoA, , paratodon > 2.

Em uma élgebra (A, M, u), temos uma propriedade chamada associatividade generalizada, a
qual pode ser traduzida pelo conhecido fato de que num produto de vérios elementos de A, ndao
importa como se colocam os parénteses, o resultado € sempre o mesmo. A propriedade dual no

caso de codlgebras é chamada coassociatividade generalizada, dada pela proposi¢do seguinte.

Proposicao 1.2.9. Seja (C,A, €) uma codlgebra. Entdo para quaisquern>2e p € {0,...,n—1}
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a seguinte igualdade vale

An=(PRARI"'"P)oA,

Demonstragdo: Mostraremos por inducdo em n que a igualdade vale para todo
p €40,....,n—1}. Paran = 2, devemos mostrar que (A®1)oA = (I®A) oA, mas isso é vdlido,
pois € a coassociatividade da comultiplicagdo. Assuma que a relacdo valha para um n. Para
p = 0 temos, por defini¢do, A, = (IP @ A®I""P)oA,. Suponha vilido para p € {0,...,n—1},

entao

Api1 = (IPRQARIP)oA,

(
(IPQARI"P)o(IPQARI" 1 7P) oA, _

(IP@ (Al oA)@I" P oA,

(IPQ((IQA) o A)QI" 1P oA,

(P QAR TP o (IPQARI7P)oA,

(Ip+l QAR (p-i—l))oAn’

ou seja, a igualdade vale para p+ 1. Logo, a igualdade vale para n+ 1, para todo p € {0,...,n}.

Notemos que em uma dlgebra, a multiplicacdo funciona como uma espécie de “contragdo”
interna entre seus elementos, enquanto que em uma codlgebra, a comultiplica¢ao funciona como
uma espécie de “explosdo” de seus elementos, o que estd de acordo com o que se espera como a
nog¢do abstrata dual. Devido a este fato, cdlculos em uma codlgebra sdo mais dificeis do que em
uma algebra. Por essa razdo, vamos introduzir uma nota¢do que simplifica a escrita do resultado

de aplicar a comultiplicacdo vérias vezes.

Usando as convengdes usuais de soma, quando aplicissemos A em um elemento de C,
deveriamos escrever A(c) = i ci1 ® cjp. Na notacdo de Sweedler, escrevemos simplesmente
A(c) =Y. c1 ® ¢, para qualqlll_eg ¢ € C. A vantagem esta em suprimir os indices. De maneira
similar, escrevemos A, (c) =Y ¢; ® -+ ® cp11, Vn > 1. Pela defini¢do de A,, quanto maior o n,

mais “carregada” se torna a escrita de A, (c), qualquer que seja ¢ € C. Paran =2, temos
(I@A ZC]®021®C227

(A®DA(c) =) c1,®c1,®c.
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A coassociatividade pode ser expressada como
Ar(c) = chl ®c1, @cy = ch ® €2, ®@ca,.
Portanto, podemos escrever
Ar(c) = ch ®cr R c3.

Para a propriedade da counidade, temos

c= Zs(cl)cz = chs(cz).

Tendo em mente a notacdo de Sweedler, apresentamos mais um importante exemplo de

codlgebra.

Exemplo 1.2.10. Coalgebra Cooposta. Dualizando a defini¢do de dlgebra oposta vista no
Exemplo podemos dar uma nogdo dual de codlgebra cooposta. Seja (C,A, &) uma
codlgebra, definimos C“°? como sendo exatamente o conjunto C, mas com comultiplicacdo
definida por TA : C — C® C, em que 7T € a aplicacdo rwist ja comentada. Denotamos a tripla

como (C,AP g). Seja ¢ € C, entdo
(AP RI)AP(c) = (Awp@])(ZCz@Cl) = ZC22 ®Rcr Ve = ZC3®C2®01,

(I®ACOP)ACOP(C) = (I@ACOP)(ZCQ(X)C]) = ZC2®012®611 :ZC3®C2®01.

A comutatividade do segundo diagrama nao € dificil de ser verificada. Portanto, (C,A“? )

¢ k-codlgebra. ]

Baseando-nos nas defini¢des de dlgebra comutativa (Defini¢ao(l.1.11)) e morfismo de dlgebras
(Defini¢do [I.1.12) podemos dar defini¢des duais para coalgebras.

Definicao 1.2.11. Uma codlgebra (C,A, €) é dita cocomutativa se o diagrama

crC crC

comuta. Em outras palavras, V¢ € C temos

Alc) = ch ®cp = Zcz®c1 = TtA(c).
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Definicao 1.2.12. Sejam (C,Ac,c) e (D,Ap, €p) k-codlgebras. Uma fun¢do k-linear f:C — D
é um morfismo de codlgebras se os diagramas
f D f

C C D
X /
Ac Ap

k

CxC

D®D
fef @

sdo comutativos. ]

A comutatividade do primeiro diagrama pode ser reescrita como

Apf(e) =) fle)i®f(c)a=) fle)® f(c2) = (f® f)Ac(c), Ve e C.

Essa igualdade nos diz que f € um morfismo de codlgebras se a comultiplicacdo da imagem
por f de um elemento for igual as “imagens por f da comultiplicacdo” desse elemento, de
maneira andloga ao fato de f ser um morfismo de dlgebras se a imagem por f do produto de

dois elementos for o produto das imagens por f desses elementos.

Ja a comutatividade do segundo diagrama pode ser reescrita como

epf(c) =¢gc(c),Ve eC.

Portanto, f : C — D € morfismo de codlgebras se

Apf=(f®f)Ac e epf=¢ec.

Agora, estudamos um pouco subestruturas e estruturas quociente.

Definicao 1.2.13. Sejam (C,A,€) uma codlgebra e D um k-subespaco vetorial de C. Dizemos
que D é uma subcodlgebra de C se A(D) C D® D. u

Definicao 1.2.14. Sejam (C,A,€) uma codlgebra e I um k-subespago vetorial de C. Dizemos
que I é um:

(i) coideal a esquerda (direita) se A(I) CCR1I (A(I) CI®C);

(ii) coideal se A(I) CIRC+C®Ieeg(l)=0. n
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Como € de se esperar, a soma e a interse¢ao de subcoalgebras (respectivamente, coideais,
coideais a esquerda, coideais a direita) sdo subcodlgebras (respectivamente, coideais, coideais
a esquerda, coideais a direita). Portanto, podemos falar da subcodlgebra gerada por um subcon-
junto § C C como a intersecc¢ao de todas as subcodlgebras D de C com S C D, e 0 mesmo para

coideais, coideais a esquerda e coideais a direita.

Exemplo 1.2.15. Vejamos um exemplo de um coideal / que ndo é coideal a direita nem a
esquerda. Consideremos o anel de polindmios k[X] que é uma codlgebra com comultiplicagdo

e counidade dadas por

AX") =X+ 1;@X)", &X")=0paran>1,
A(lk):1k®lk, S(Ik):1k.

Agora, consideremos I = kX, o k-subespacgo gerado por X. Mostremos que / € um coideal.
Eclaro que A(X) =X ® 13+ 1, ®X € I®k[X]+k[X]®1 e £(X) = 0. Suponhamos, por absurdo,
que I seja coideal a esquerda, ou seja, A(X) € k[X]®1. Assim, temos A(X) =Y ¢; ® riX, com
ci € k[X] e r; € k. Pela propriedade da counidade,

X = ZS(I”iX)Ci = Zg(X)I’,‘C,‘ = 0,
o que € absurdo. Uma conta andloga mostra que / ndo € coideal a direita. ]

Exemplo 1.2.16. Existem outros exemplos de coideais que ndo sdo coideais laterais, por exem-

plo:

1) considerando a coalgebra kS sobre um conjunto ndo vazio S do Exemplo [1.2.3] o coideal

I =k(s—t) que é o k-subespacgo gerado pelo elemento s —t € kS, 5,7 € S;

2) considerando H a Codlgebra das Poténcias Divididas do Exemplo os coideais [, =
kci+ ...+ ke, n>1;

3) na Codlgebra de Matrizes M¢(n,k) do Exemplo [1.2.7, os coideais I = ¥ <;<j<, ke;j, J =
Yi<j<i<nkeijel+J;

4) para a Codlgebra Trigonométrica do Exemplo|1.2.8] consideramos o coideal I = ks. |

Os dois proximos lemas, que apresentamos sem demonstracdo, servirdo para demonstrar o

Teorema Fundamental das Codlgebras. Esses lemas podem ser encontrados em [[1]], Exercise
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1.3.1, p. 16 e Lemma 1.4.5, p. 24, respectivamente.

Lema 1.2.17. Sejam V e W k-espacos vetoriais e X CV,Y CW k-subespacos vetorias. Entdo
(VRYy)NXeW)=X®Y. |

Lema 1.2.18. SejamV e W k-espacos vetoriais. Entdo para todo x € V QW, existem um inteiro
positivo n e familias de vetores linearmente independentes (v;)i—1 , C X, (W;)i=1,,» C W tais que

n
x=Y vi®w,. ]
i=1

Observacio 1.2.19. Note que se I é¢ um coideal a esquerda e direita, entdo pelo Lema[[.2.17]
A(l) C(CRI)N(I®C) =11, portanto I é uma subcodlgebra. n

O préximo resultado diferencia a teoria de coalgebras da teoria de algebras, apresentando
uma propriedade de finitude intrinseca das codlgebras. Muitos resultados interessantes da teoria

de codlgebras dependem dessa propriedade.

Teorema 1.2.20. Teorema Fundamental das Codlgebras. Todo elemento de uma codlgebra C

estd contido em uma subcodlgebra de dimensdo finita.

Demonstragdo: Seja c € C. Escreva Ay(c) = Zi,j ci®x;j®dj, com os ¢;’s € d;’s linearmente
independentes, o que € possivel pelo Lema Denote por X o k-subespaco gerado pelos
xij’s, 0 qual tem dimensdo finita. Como ¢ = (e ®1® €)Ay(c) = Y; j€(ci)€(d;)xij, segue que
c € X. Agora

(ARTRNAy(c) = (IQARI)Ay(c),

e como 0s d;’s sdo linearmente independentes, segue que
ZC,‘ ®A(x,-j) = ZA(C,’) Rx; ECRICRX.
i i
Como os ¢;’s sdo linearmente independentes, segue que A(x;j) € C®X. Similarmente,

A(x;j) € X ®C e pela observagdo anterior X é uma subcodlgebra. ]

Por causa desse teorema, muitas afirmacOes sobre codlgebras se resumem a afirmagdes
sobre codlgebras de dimensdo finita. Infelizmente, ndo veremos esse efeito neste trabalho, mas

isso pode ser verificado nas referéncias.

O préximo lema, cuja demonstracdo também omitimos, servird para demonstrar a proposi¢ao

que o sucede. O leitor pode encontrar a prova do lema em [1], Lemma 1.4.8, p. 25.

Lema 1.2.21. Sejam f : V| — V; e g : Wi — Wh morfismos de k-espagos vetoriais. Entdo
Ker(f ® g) = Ker(f) @ W1 + V) @ Ker(g). n
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A proxima proposi¢ao mostra uma situacdo muito semelhante ao que ocorre com aneis,

grupos e modulos.

Proposicao 1.2.22. Seja f : C — D um morfismo de codlgebras. Entdo:
(i) Im(f) é uma subcodlgebra de D;
(ii) Ker(f) é um coideal de C.

Demonstracdo: (1) Como f é um morfismo de coalgebras, o diagrama

c ! D
Ac Ap
cCxC DXD

X Tor X

comuta. Entao

Ap(Im(f)) = Apf(C) = (f® [)Ac(C) C (f® [)(C®C) = f(C)® f(C) =Im(f) @ Im(f).
Logo, Im(f) é uma subcodlgebra de D.

(ii) Como f(Ker(f)) =0, temos (f ® f)Ac(Ker(f)) = Apf(Ker(f)) = 0. Portanto, usando
o Lema[l.2.21]

Ac(Ker(f)) CKer(f® f) =Ker(f)®C+C®Ker(f).

Como f € um morfismo de coalgebras, o diagrama

comuta, portanto £c(Ker(f)) = epf(Ker(f)) = 0. Assim, Ker(f) € um coideal de C. u

Mostramos agora uma proposi¢io que serd importante no nosso estudo sobre Algebras de
Hopf. Dadas duas algebras, conseguimos dar uma estrutura de algebra para o seu produto

tensorial. Isso é possivel também para codlgebras.

Proposicao 1.2.23. Sejam (C,Ac, €c) e (D,Ap, €p) k-codlgebras. Sabemos que C ® D tem uma

estrutura de k-espago vetorial. Agora, definindo as funcoes

Acgp :COD - CRDRXCKXD e €gp:CROD—k
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por Acep = (Ic @ TR 1Ip)(Ac @ Ap) € €cop = Q(ec ® €p), em que T é a aplicacdo twist e

Q :k®k — k é o isomorfismo canénico, entdo (C® D,Acgp, Ecwp) € uma k-codlgebra.

Demonstracdo: Vale observarmos que Acgp € Ecgp assim definidas sdo morfismos de k-
espacos vetoriais, pois sao composicoes de fungdes k-lineares. Verifiquemos agora que os dia-

gramas da definicdo de codlgebra comutam. Sejam ¢ € C, d € D, entdo

(AC®D®IC®D)AC®D(C®d) = (AC®D®IC®D)(ZCI ®dI®c ®d2)
= chl®d11®clz®d12®c2®d2
= Y a®d®aed®cds,

(IC®D ®AC®D)AC®D<C®CI) = (IC®D ®AC®D)(ZCI ®d;®c ®d2)
= Y c1®di®cy ®da, @2, D,
= ch®d1®02®d2®c3®d3-

Portanto, vale a comutatividade do primeiro diagrama. Agora,

c®d = (Y ciec(er)® () diep(dy))
= Y (ci®d))ec(c2)ep(da)
= Z(Cl ®dy)ecap(c2®d>).

Analogamente, mostra-se c ®d = ¥ €cep(c1 ®d))(c2 ®d>). Logo, (C® D,Acgp, Ecep) é

uma codalgebra. [ ]

Definicao 1.2.24. A estrutura de codlgebra de C @ D obtida na proposicdo anterior é chamada

estrutura do produto tensorial de codlgebras. ]

Teorema 1.2.25. Sejam C uma codlgebra, I um coideal de C e p : C — C/I a projecdo canénica
de k-espacos vetoriais. Entdo:

(i) existe uma tinica estrutura de codlgebra em C/I tal que p é um morfismo de codlgebras;
(ii) se f : C — D é um morfismo de codlgebras com I C Ker(f), entdo existe um tinico morfismo

de codlgebras f: C/I — D tal que fp = f.

Demonstragd@o: (i) Como [ é um coideal, temos A(I) CI®C+C®1 e €(I) =0. As-
sim, (p@p)A(I) C (p@p)IRC+C®I) =0, pois I = Ker(p). Logo, I C Ker((p® p)A).

Pela propriedade universal do espaco vetorial quociente, existe um tnico morfismo k-linear



27

A:C/I — C/I®C/I tal que o diagrama

C C/I
A A
CoC——eeClIaC/I

comuta. Esse morfismo é definido por A(¢) = Y.¢1 ® ¢3, em que p(c) = ¢ é a classe de equi-

valéncia de ¢ médulo /. Com isso, para todo ¢ € C, temos
(AIc/)AC) = (Axic;) Y cr®e) =Y o, @, e =) c10a s,

(Iejr @ MA(C) = (Ie/ @A) (Y croe) =Y ci0e, @, =) e/ 0.

Portanto, (A® Ic/;)A = (Ic/; ® A)A, ou seja, A é coassociativo. Como £(I) = 0, segue que
I C Ker(g). Assim, pela propriedade universal do espago vetorial quociente, existe um tnico

morfismo k-linear € : C/I — k tal que o diagrama

comuta. Esse morfismo ¢ definido por &€(¢) = &(c), Vc € C. Dessa forma,

Y e(ee = p(Yeler)er) = ple) = ¢

e, portanto, (C/I,A,&) é uma codlgebra e a comutatividade dos dois diagramas acima mostra

que p é um morfismo de codlgebras.

(if) Como I C Ker(f), pela propriedade universal do espago vetorial quociente existe um
tinico morfismo k-linear f : C/I — D tal que fp = f, definido por £(¢) = f(c), Vc € C. Como

Apf(©)=Apf(c) =Y f(eh @ f(c)2=Y flcr)®f(c2) =) flen)® = (f® HA(e)
e epf(c)=epf(c)=¢(c) =E&(c),

segue que f é um morfismo de codlgebras. ]

Defini¢ao 1.2.26. A k-codlgebra (C/I,A, &) do teorema anterior é chamada codlgebra quoci-

ente de C com respeito ao coideal I. [
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Corolario 1.2.27. Teorema Fundamental do Isomorfismo para Codlgebras. Seja [ : C —

D um morfismo de codlgebras. Entdo existe um isomorfismo candnico de codlgebras entre

C/Ker(f) e Im(f).

Demonstracdo: Fazendo I = Ker(f) em (ii) da proposi¢do acima e observando que f € injetora,

segue o resultado, pois Im(f) = Im(f). [

1.22 A Algebra e a Coalgebra Duais

Nessa secdo, construimos a dlgebra dual de uma codlgebra dada. Veremos que a construg¢ao
da codlgebra dual de uma dada algebra é mais delicada, por isso come¢amos com 0 caso em
que a dlgebra possui dimensao finita, depois partimos para a construcao geral. Algumas propri-

edades e construgdes que podem ser feitas com essa estrutura dual sdo desenvolvidas.
Dado um k-espago vetorial V, usamos a notagdo V* para representar o espaco Hom(V, k).

Para o proximo lema, seguimos a referéncia [1l], Lemma 1.3.2, p. 16. Esse lema tem
participacdo importante exatamente na parte em que, a partir de uma dlgebra de dimensao finita,

a estrutura de codlgebra dual é apresentada.

Lema 1.2.28. Sejam k um corpo, M, N e V k-espacos vetoriais e as transformagodes lineares
O :M"®@V — Hom(M,V), ' : Hom(M,N*) - (M QN)*, p : M* Q@ N* — (M @ N)* definidas
por
o(f@v)(m)= f(m)v, para f e M*,veV,me M,
¢'(g)(m@n) = g(m)(n), para g € Hom(M,N*), m € M,n € N;

p(f@g)(m®@n) = f(m)g(n), para f e M*, g€ N*,meM,neN.
Entdo sdo vdlidas as afirmagoes seguintes.
(i) ¢ é injetora. Se V tem dimensdo finita, entdo ¢ é um isomorfismo,

(ii) @' é um isomorfismo;

iii) p € injetora. Se N tem dimensdo finita, entdo p é um isomorfismo. [ ]
j

Usando indug¢do e o item (iii) do lema anterior enunciamos o resultado seguinte.

Corolario 1.2.29. Sejam My, M,,...,M, k-espagos vetoriais, a fungdo k-linear 6 : Mi ® ... ®
M; — (M) ® ... My,)* definida por 0(fi ®...® fp)(m @ ... 0 my,) = fi(my)...fn(my,) € inje-
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tora. Além disso, 0 é um isomorfismo se, e somente se, no mdximo um dos k-espagos vetorias

My, ...,M, ndo tem dimensdo finita. [ ]

Observacao 1.2.30. Se X,Y sdo k-espagos vetoriais € v: X — Y é uma fun¢ao k-linear, deno-
tamos por v* : Y* — X* a fung@o k-linear definida por v*(f) = fov, para toda f € Y*. Vamos

chamar v* de morfismo dual de v. ]

Com esses resultados e definicdes em posse, podemos agora dar um passo adiante. Dada
uma codlgebra (C, A, €), vamos introduzir uma estrutura de algebra no k-espaco vetorial C* =
Hom(C, k). Para isso, € necessdrio definir fungdes k-lineares M : C* @ C* — C* e u: C* — k tais

que os diagramas da defini¢ao de dlgebra comutem. Definimos
M:C'oC B o0 5 e uik B et

isto é, M = A*p e u = €*¢@, em que p é definido como no Lema|1.2.28|e ¢(r)(s) =rs, Vr,s € k.

Claramente, M e u sdo k-lineares.

Observacao 1.2.31. Denotamos M(f ®g) por f *g. Da definicdo de M, para quaisquer f,g € C*

e c € C, temos

(f*g)(c)=(A"p(f®g))(c) =A"(p(f®g))(c) = p(f@g)A(c) =) flc1)g

Vejamos que u(1;) = €. De fato,

u(li)(c) = (€°@) (L) (c) = €"(@(1k)) (c) = @(1i)(e(c)) = 1x&(c) = €(c),

Vc € C. Logo, Vf,g € C*, Vc € C, temos

(fxg)(c Zf c1)g e u(ly) =e.

Proposicao 1.2.32. (C*,M,u) é k-dlgebra.

Demonstracdo: Precisamos verificar a comutatividade dos diagramas de dlgebra. Sejam
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f,g,h € C*eceC, entido

((fxg)xh)(c) = ) (f*g)(c1)h(c2)

fery)g(ery)h(c2)
f(er)g(e2)h(e3)

f(er)g(ea )h(cz,)
fler)(g*h)(c2)

*(g*h))(c).

I
S MMM

Portanto, a associatividade vale. Mostremos que u(1;) = € é o elemento identidade na multiplicagio

definida por M. Sejam f € C* e ¢ € C, entdo

(exf)(c Zs c1)f =f(28(cl)c2) = f(c).

Portanto, € x f = f e, analogamente, f x € = f. Logo, C* é uma élgebra. [ ]

Definicao 1.2.33. A digebra C* é chamada dlgebra dual da codlgebra C. A multiplicacdo

definida em C* ¢ chamada convolucado. ]

Vejamos alguns exemplos de dlgebras duais de codlgebras dadas.

Exemplo 1.2.34. Seja S um conjunto ndo vazio e kS a codlgebra definida no Exemplo |1.2.3

Entdo a dlgebra dual é (kS)* = Hom(kS,k) com multiplicagdo dada por

(fxg)(s)=f(s)g(s), para f,g € (kS)" e s €S.

Exemplo 1.2.35. Seja H a Codlgebra das Poténcias Divididas do Exemplo Entdo a
dlgebra H* tem multiplica¢@o definida por

n

(f*g)(cn) = Zf(ci)g(cn—i)

i=0
para f,g € H*, n € N, e unidade u : k — H*, u(r)(cy) = r8y, r € k e n € N. Essa dlgebra
H* é isomorfa a Algebra das Séries de Poténcias Formais k[[X]] vista no Exemplo [1.1.8 o

isomorfismo é dado por
c: H* — Kk[X]]

fo= i)f(cn)X”
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De fato, ndo € dificil ver que o € k-linear. Lembrando da Defini¢do|l.1.12] precisamos verificar

que os diagramas

H*@H* —"°—k[[X]|®k[X]]  H* g K[[X]]
My My i o
H* - K[[X)]

comutam. Assim,

My (0 ©0)(f®g) = Myx(Y flen)X" @) g(ca)X™)

Portanto, Mk[[X]](G ® 0) = cMpy+ e o primeiro diagrama comuta. Para o segundo diagrama,

verificamos a unidade

G(MH* 1k ZMH* lk Cn X = 250 X" —1k[[X]]

Por fim, dada a série de poténcias formal Y r,X", r, € k, ndo € dificil ver que a funcdo ® :
n=0

k[[X]] — H* definida por @( Y, r,X")(c;) = ri, i €N, é ainversa de 0. Logo, o é isomorfismo

n=0
de 4lgebras. ]

Exemplo 1.2.36. Seja n > 1 inteiro positivo, considere a codlgebra de matrizes M¢(n,k) com
base {e;;}1<i j<n como no Exemplo|1.2.7, em que a comultiplicagiio e counidade sdo dadas por
Aleij) = Y1 eip®epj € €(eij) = 6;j, 1 <i,j < n. Considere a dlgebra dual (M*(n,k))* com
a base dual {e};}1<i j<n, OU seja, €};(epq) = 8;p0jq. Entdo (M¢(n,k))" € isomorfa a dlgebra de
matrizes da Defini¢cdo De fato, temos

n

(e * e ers Z erk pq eks Z 61r3]k6pk5qs = 31r6q561p = Sjpelq<ers)
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n
xS, % : 4 * .
pq = Ojp€ip €2 unidade € ). e, pois

k=1

n n n
* * * * * %
eij*kzlekk = kzleij ek = kZl Sjkey = €.

*
portanto e; jxe

Exemplo 1.2.37. Seja C a Codlgebra Trigonométrica do Exemplo [1.2.8| considerando k£ = R.
Entdo a R-dlgebra C* tem base {s*,c*} dual a base {s,c} de C e o produto de convolugdo dos

elementos da base sido
stxst =" sTxcF =" x5 =5 e Fxc" ="

Entdo, a R-dlgebra C* € isomorfa a C, um isomorfismo sendo dado por 1 — ¢*, i — s*.

Nesse momento podemos nos fazer uma pergunta dual: dada uma dlgebra (A, M, u), conse-

guimos definir em A* = Hom(A, k) uma estrutura de coalgebra? A resposta é: nem sempre.

Notemos que, para definir a estrutura de algebra dual de uma coalgebra C, foi importante
utilizar p : C*®C* — (C®C)*, pois essa fungdo é uma das partes de uma possivel multiplicagcdo
C*®C* — C*, a outra parte sendo A* : (C* @ C*) — C*. No caso da dlgebra (A,M,u), ndo
podemos realizar uma construgdo similar, devido & inexisténcia de um morfismo candnico (A ®
A)* — A* ® A*. No entanto, se A tem dimensao finita, entdo p € um isomorfismo pelo Lema

1.2.28|e podemos usar p ! para definir uma comultiplicacio em A*.

Seja entdo (A, M, u) uma dlgebra de dimensao finita. Podemos definir
A=p M A" S A*QA* e e=oqu' A" =k,
em que p é como definido no Lema[l.2.28]e ¢(f) = f(1x), Vf € k*. Note que
e(f) = ou () = o’ (f)) = u’ (f)(1x) = f(u(1x)) = f(1a)-

Lema 1.2.38. Seja f € A* tal que A(f) = Y gi ® h;, para uma familia finita de fungées g;, h; €
A*. Entdo
flab) =Y gi(a)hi(b),Va,b € A.
i

Além disso, se f(ab) =Y. ;g (a)h'(b) para g';,h'; € A*, Va,b €A, entdo },;gi@hi =Y ;g; @I,
isto é, Y; gi @ h; é univocamente determinada pela condigdo f(ab) =Y, gi(a)hi(b),Va,b € A.

Demonstracdo: Temos ¥, gi(a)hi(b) = p(A(f))(a® b), mas definimos A = p~!M*, entio
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Yigi(a)hi(b) = M*(f)(a®b) = f(M(a®b)) = f(ab). Agora, se existir uma outra familia
finita de fungdes g, i; € A tal que f(ab) =Y. ;g’;(a);(b), entdo

p(Zg,-@hi)(a@b) = Zgi(a)hl(b)
— flab)

~ Yel@b)
J
= p(Lg;@h)(a®b).
j
Como p € injetora (veja Lema|l.2.28), concluimos Y;g; @ h; =Y. ;¢ @ I’ n

Observacao 1.2.39. O lema anterior nos diz que podemos definir A(f) = Y, g; ® h; em que
gi,h; € A* sdo tais que vale a propriedade de f(ab) =Y ;gi(a)hi(D), Va,b € A, e essa defini¢do

¢ equivalente a que demos. ]
Proposicao 1.2.40. Seja (A,M,u) uma dlgebra de dimensdo finita. Entdo (A*,A,€) é uma

codlgebra.

Demonstracdo: Seja f € A* com A(f) =Yg @h;. Denotamos A(g;) = ¥; gl] ®gl]

Ahi) =Y ; h i ® h;; Verifiquemos a comutatividade dos diagramas da defini¢cao de codlgebra.

(A®IA*)A(f):(A®IA*)(Zgl®h Zglj®glj®hl7

(Ias @ A)A(f) = (Ia- ®A)(Zgi®h Zgl ®hi; @ h).

Vamos aplicar a fungdo 6 : A* ® A* RA* — (A®A®A)* definida por O (uRvew)(a®b®c) =
u(a)v(b)w(c), para u,v,w € A* e a,b,c € A. Sabemos que 0 ¢ injetora pelo Corolario 2. Entao,

Ya,b,c € A temos
Zglj®gl_]®h a®b®c) = Zgl] gl] )

= Zgi (ab)h
= f((ab)c)
= f(abc).
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Também,

Zg,®h’ @hj)(a@b®c) = Y gila)hi;(b)hij(c)
iJ

= ) gi(a)hi(be)
= fla(be))
= f(abc).

Como a fung¢ao 0 € injetora, temos
Z&J ®8i; @ hi = Zgl Rhy; D h;

e podemos concluir
(AR Iy )A(f) = (4« A)A(f), Vf € A™.
Logo, A é coassociativa. Agora, para a counidade temos
(Y e(gi)hi)(a) =Y gi(1a)hi(a) = f(1aa) = f(a).
i i
Portanto, Y ; €(g;)h; = f e, analogamente, Y ; €(h;)g; = f. Assim (A*,A, €) € uma codlgebra. m

Vamos mostrar agora que essas construgdes duais que fizemos se comportam bem com

respeito a morfismos.

Proposicao 1.2.41. Sejam C e D codlgebras e A e B dlgebras de dimensao finita. Entdo:
(i) se f : C — D é um morfismo de codlgebras, entdo f*: D* — C* é um morfismo de dlgebras;

(ii) se g : A — B é um morfismo de dlgebras, entdo g* : B* — A* é um morfismo de codlgebras.

Demonstracdo: (i) Sejam d*,e* € D* e ¢ € C. Entao

fid =e")(c) = (d"xe")(f(c))
= Y d(f(e))e*(f(c))
= Y. d*(f(c1))e* (f(c2))
= Y (@) (1) f (") (c2)
= (f(d")*f"(e))(c).

Portanto, temos f*(d* x €*) = f*(d*) = f*(e*). Por fim, como ja vimos que l¢- = €c e 1p- =

ep, temos [*(1p«) = f*(ep) = epf = €&c = l¢+, em que a peniltima igualdade vale pois f é
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morfismo de codlgebras.

(ii) Precisamos verificar que os diagramas

B* Gl A* B* Gl A*
Epx Epx
AB* AA* \k/
B @B — A" QA"

comutam. Seja b* € B*. Lembrando do que foi mostrado no Lema [1.2.38] existem familias
finitas {g;,h;}i CA* e {pj,q;}; C B* tais que (A0 g*)(b*) = Ap+(g"(b*)) = Aa=(b*0g) =
Yigi®@hie Ap«(b*) =L ;p;j®q,. Usaremos a fungdo injetora p definida no Lema com
M =N = A. Dados a,b € A, temos

P((Axr0g™)(b%))(a®b) = Zi:gi(a)hi(b) = (b* 0 g)(ab) = b*(g(ab)),
e ainda
p((g"®g ) oAp (b)) (a®b) = p(} 8" (p))®8"(q;))(a®b)
= Zgj*(pﬁ(a)g*(q/')(b)
= épj(g(a))qj'(g(b))

= b(g(a)g(b))
= b'(g(ab)).

Pela injetividade de p, temos (Agx 0 g*)(b*) = (g* ® g*) 0 Ap+(b*), e como b* € arbitrario, con-

cluimos A4+ 0 g* = (g* ® g*) o Ap+. Portanto, o primeiro diagrama comuta. Finalmente,
(ea-0g")(b") = €a=(b" 0 g) = (b 0 g)(1a) = b"(g(14)) = b" (1) = &5+ (b7),

ou seja, o segundo diagrama comuta. Logo, g* € um morfismo de codlgebras. ]

1.2.3 Dual Finito de uma Algebra

Vimos que para qualquer algebra de dimensdo finita A podemos definir uma estrutura

candnica de codlgebra no espago dual A*. Nessa secdo, mostraremos que a qualquer dlgebra
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A podemos associar de maneira natural uma codlgebra, nao definida no espago dual A* inteiro,

mas em um certo subespaco.

Seja entdo A uma algebra com multiplicagdo M : A® A — A. Consideramos o seguinte
conjunto

A’ ={f € A*| Ker(f) contém um ideal de codimensao finita}.

Lembramos que um k-subespaco X de um k-espago vetorial V tem codimensao finita se dim(V /X)
é finito. E claro que se X e Y sdo k-subespacos de codimensio finita em V, entdo X NY também
tem codimensdo finita, pois existe um morfismo injetivo V/(XNY) — V /X x V /Y. Entdo se
f,g € A?, segue que Ker(f) NKer(g) C Ker(f+g) e entdo f+ g € A°. Também, para f € A°
e r € k, temos Ker(f) C Ker(rf), logo rf € A°. Portanto, A° é um k-subespago de A*. E neste

subespago que vamos introduzir uma estrutura de codlgebra associada a algebra A.

Lema 1.2.42. Seja f : A — B um morfismo de dlgebras e I um ideal de codimensdo finita em B.

Entdo o ideal f~'(I) tem codimensao finita em A.

Demonstragdo: Seja p: B— B/I a projegdo candnica. Entdo a aplicagdo pf : A — B/I é um
morfismo de dlgebras e Ker(pf) = f~'(I). Entiao A/ f~1(I) ~ Im(pf) que tem dimenso finita,

pois é subespago de B/I e dim(B/I) é finito, uma vez que I tem codimensio finita. n

Lema 1.2.43. Sejam A, B dlgebras e f : A — B um morfismo de dlgebras. Entdo:

(i) f*(B°) C A em que f* é o morfismo dual de f;

(ii) se denotarmos por p : A*@B* — (A® B)* a inje¢do candnica, temos p(A° @ B°) = (A® B)?;
(iii) M*(A°) C p(A° ®A?), em que M é a multiplicacdo de A.

Demonstragdo: (i) Seja b* € B° e I um ideal de codimensio finita em B que estd contido em
Ker(b*). Entio f~'(I) é um ideal de codimensio finita em A pelo lema anterior e f~1(I) C
Ker(b*f) = Ker(f*(b*)). Segue que f*(b*) € A°.

(ii) Seja a* € A?,b* € B’ e 1,J ideais de codimensao finita em A e B, respectivamente, com
I C Ker(a*),J C Ker(b*). Entio A®J+1®B C Ker(p(a*®b*)),e como A®J+1® B é um
idealem A®Be (A®B)/(ARJ+1®B) ~A/lI®B/J, que tem dimensao finita, segue que
pla*®b*) € (A®B)? logo p(A°®B?) C (A®B)°.

Seja agora h € (A ® B)? e K um ideal de codimensdo finita de A ® B com K C Ker(h).
Definimos I = {a € Ala® 1 € K}, que é ideal em A, e J = {b € B|1 ® b € K}, que é ideal em

B. Como I é a imagem inversa de K via o morfismo candnico de dlgebras A — A ® B que leva a
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em a ® 1, do lema anterior deduzimos que / tem codimensao finita em A. Analogamente, J tem
codimensao finita em B, e além disso A ® J + 1 ® B é um ideal de codimensao finita em A ® B.
Claramente, A®J +1®B C K, logo h(A®J+I®B) =0. Como (A®B)/(A®J+1RB) ~

A/I®B/J, existe um morfismo de k-espagos vetoriais & que torna comutativo o diagrama

PI®py

A/IQB/J
\k/

em que py e py sdo as projegdes candnicas. Como A /I e B/J tem ambos dimensao finita, existe
um isomorfismo candnico 6 : (A/I)*® (B/J)* — (A/I®B/J)*. Entdo existem (%); C (A/I)*,
(8)i C (B/J)* tais que h = O(¥,; % ® §;) e temos

h(a®b) = h(pi(a)® p;(D))
= ZG(%®5i)(P1(a)®PJ(b))

— Zyi(p[(a))&'(PJ(b))

= P(Z %ip1 ® 6ipy)(a®b),

logo, h = p (X vipr® 8ps). Mas yip; € A* e I C Ker(Y;pr), portanto ¥ p; € A° e, analogamente,
i

0;ps € B°. Dessa maneira, obtivemos i € p(A° ® B?). Consequentemente, temos (A° ® B®) C

p(A° ® B?) e a igualdade estd provada.

(iii) Seja a* € A? e I um ideal de codimensio finita de A com I C Ker(a*). Entao
A®I+I1®A é um ideal de codimensdo finitade ARA e A®RI+1®A C Ker(a*M), portanto
a'M=M*"(a*) € (A®A)° = p(A° ®A?) por (ii). n

Estamos agora em posicao de definir a estrutura de codlgebra em A°. Com a notag¢do do
lema anterior, sabemos que M*(A%) C (ARA)? =p(A°RA%),emque p : A* QA" — (ARA)*
€ a injecdo canoOnica. Pela parte (ii) do lema anterior, o morfismo p pode ser considerado um
isomorfismo entre A° @ A° e (A®A)°. Sejaentdo A: A° — A° ®A°, A= p~'M*. Além disso,

vamos definir o morfismo € : A° — k por €(a*) = a*(14).

Proposicao 1.2.44. (A° A ¢€) é uma codlgebra.
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Demonstracdo: Considere o diagrama

Aoa)yr —"M  agAnA)
M*
/ (MeD)*
A* (ARA)* p P
j p A°RA° —TEA Ao A0 0 A°
A
ARI
A° A © A”

Denotamos por p arestri¢do a A° ® A° da inje¢do candnica, que por sua vez é denotada por
p1 e por j ainclusdo. Vamos provar a comutatividade de alguns subdiagramas. Primeiro, temos
pA(a*) = pp~'M*(a*) = M*(a*) = M* j(a*), para todo a* € A*, portanto pA = M*j. Para
mostrar p1(A®I) = (M ®1)*p, primeiro mostramos que se a* € A’ e A(a*) =Y ;af ® b}, entdo
p~M*(a*) = Y,af @b}, logo a*M = M*(a*) = ¥; p(a’ ® b}) e entdo para quaisquer a,b € A,
temos a*(ab) = Y ;a’(a)b; (b). Entdo se a*,b* € A’ e a,b,c € A, temos

(pr(A@D)(@ @b))(a®b®c) = pi(} ai @bj@b")(a@b®c)

= Y.qi(a)bj (b)b*(c)
= a*(ab)b*(c)
= (MD)'p(a*@b"))(a®b®c),

portanto p; (A® 1) = (M ®I)*p. Similarmente, p; (I ® A) = (I®@M)*p. Além disso,

(I9OM)*M* = (MI2M))* = (MMSI)* = (M I)*M".

Entao

prARDA =

= p1II®A)A

e como p; € injetora, obtemos (A® I)A = (I ® A)A, a coassociatividade de A°.
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Seja agora a* € A’ e A(a*) =Y ;af ® b}. Entdo
(Y e(a)b)(a) = } i (14)b} (a) = a" (1a) = a"(a)
1 1

para todo a € A, portanto Y, €(a} )b} = a*. Similarmente, Y, €(b})a; = a* e a prova estd com-

pleta. [ ]

Proposicao 1.2.45. Seja f : A — B um morfismo de dlgebras. Entdo f*(B°) C A° e o morfismo

induzido f°: B° — A° é um morfismo de codlgebras.

Demonstragdo: Ja vimos no Lema [1.2.43[que f*(B?) C A°. Para mostrar que f° é um mor-

fismo de codlgebras, temos que provar que os diagramas

0 f” AO BO f” AO
Epo Epo
Ago Ago i X 4
B°®@B° —— = A°®RA°
® fl)®f0 ®

sdo comutativos. A comutatividade do segundo diagrama € imediata, pois
ero f(07) = (f*(b7))(1a) = b*(f (1)) = b*(1p) = €po(b"), Vb € B.

Para o primeiro diagrama, seja b* € B®, Apo(b*) =Y.;b; ®c}. Como p : A° RA’ — (ARA)*
¢ injetivo, para mostrar que (f° ® f°)Apo = Ao f© é suficiente mostrar que p(f°® f°)Ape =
PAyo f°. Para x,y € A, temos

(p(f7 @ f)Ap) (0" (x®Y) = Y (f (b)) (F(c]))()

= Y b (f@)ei (fF(¥)
= b (f()f)

a ultima igualdade seguindo diretamente da defini¢do de Ape (Apo = p*IME, portanto pA = Mj;,
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entdo aplique em b* e depois em f(x) ® f(y)). Continuando, temos

(PR f (D7) (x@y) = (PAne(b"f))(x®y)
= (My(b*f))(x®y)
" fM)(x®y)
= b (f(w))
= b (fx)f()

e a prova esta completa. ]

Vamos dar agora uma caracterizacao dos elementos de A° que € tutil para calculos. Para
isso, primeiramente observamos que, como A € um A-bimédulo, segue que A* = Hom(A, k) é
um A-bimédulo, com agdes dadas como segue. Sea € A e a* € A*, entdo:

- a agdo a esquerda de A em A* é dada por (a — a*)(b) = a*(ba), Vb € A;
- a ag¢do a direita de A em A* é dada por (a* — a)(b) = a*(ab), Vb € A.

Proposicao 1.2.46. Seja A uma k-dlgebra e f € A*. Entdo sdo equivalentes:
(i) f€A®;

(ii) M*(f) € p(A° ©A%);

(iii) M*(f) € p(A* ® A*);

(iv) A — f tem dimensdo finita;

(v) f — A tem dimensdo fnita;

(vi) A — f — A tem dimensdo finita.

Demonstracdo: (1) = (ii) foi provado em lema anterior.

(i1) = (iii) € claro.

(iil) = (iv) SejaM*(f) = p(¥L;a; @b}) coma;,b; € A*. Entdo paraa,b € A, temos f(ab) =
Y. ai(a)b;(b), portanto (b — f)(a) = (¥;b} (b)a})(a), ouseja, b — f =Y ,;b:(b)a;. Isso mostra

que A — f estd contido no k-subespaco de A* gerado por (a); que tem dimensao finita.

(iv) = (i) Suponhamos que A — f tenha dimensao finita. Como A — f € um A-submddulo a
esquerda de A*, temos um morfismo de k-algebras induzido por esta estrutura 7 : A — End (A —
f) definida por m(a)(m) = a — m, para quaisquer a € A,m € A — f. Como End(A — f)
também tem dimensao finita, segue que I = Ker () é um ideal de codimensio finita em A. Mas
paraa € I temos f(a) = (a — f)(14) =0,logo I C Ker(f) e f € A°.

(iii)) = (v) e (v) = (i) sdo provados da mesma maneira que (iii) = (iv) e (iv) = (i), traba-
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lhando com as estruturas do lado direito.

(i) = (vi) Se f € A?, seja I um ideal de codimens@o finitaem A com I C Ker(f). Entdo para
a,b € A, temos (a — f < b)(I) = f(alb) C f(I) =0, portanto A — f — A C {g € A*[g(]) =
0}. Mas I tem codimensao finita, logo existe (a;);=1, € A completando uma base de / a uma
base de A. Denotando por a € A* os funcionais para os quais a; (I) = 0,a; (a;) = 9; j, segue
imediatamente que o subespago {g € A*|g(I) =0} é gerado por (a});=1, € entdo tem dimensao

finita.
(vi) = (iv) é claro. [

Observacao 1.2.47. 1) A proposicao anterior mostra que A’ € a maior codlgebra contida em A*
e induzida por M. De fato, temos M* : A* — (ARA)* e se X C A* é uma codlgebra induzida por
M, entio M*(X) C p(X ®X). Entio M*(X) C p(A* ® A*), portanto X C M*~!(p(A* @ A*)) =
A°.

2) Pode acontecer de A° = 0. Por exemplo, se A € uma k-4lgebra simples de dimensao
infinita sobre k (e.g. uma extensdo de corpo infinita de k), entdo A ndo contém nenhum ideal

proprio de codimensao finita, portanto A° = 0. |

O lema seguinte € um resultado de 4lgebra linear que servira apenas para a observagao que

o sucede. Esse lema pode ser encontrado em [1]], Lemma 1.5.8, p. 39.

Lema 1.2.48. Seja V um k-espaco vetorial. Se fi,..., f, sdo elementos linearmente indepen-
dentes de V*, entdo existem vy, ...,v, €V com fi(v;) = 0; j para quaisquer i,j = 1,...,n. Além

disso, os v;’s sdo linearmente independentes. [ ]

Observacao 1.2.49. Temos que

A’ = {feA"|M'fepA"®A")}
= {feA"|3fi,gicA M f=p() fi®wg)}
= {feA|TfigieA™: flxy) =) filx)ai(y),Vx,y € A}. (%)

Disso vemos que A’ € um sub-bimédulo de A* com respeito a — e +—. Se assumirmos que 0s
fi’s e gi’s s@o linearmente independentes, entdo pelo lema anterior obtemos que f; € A — f C A°
e gi € f— A CA° Portanto, observamos que se usarmos (x) como a defini¢ao de A?, o fato de
ser uma codlgebra segue exatamente como no caso de dimensao finita que ja tratamos, por causa
da Observacao [1.2.39] O que fizemos anteriormente mostra que para todo f € A°, A — f+— A

¢ uma subcodlgebra de A° de dimensao finita. Isso significa que o Teorema Fundamental das
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Codlgebras vale em A°. Outra consequéncia é que subcodlgebras de A° sdo sub-bimddulos de
A°, e a intersecdo de uma familia de subcodlgebras de A’ € uma subcodlgebra (contém o sub-
bimddulo gerado por cada um dos seus elementos). Portanto, a menor subcodlgebra contendo
fEA°EA—~ f—A.

Um caso particular importante de um dual finito € obtido para o caso da dlgebra A ser uma
algebra de semigrupo kG, para algum monoide G (kG tem base G como um k-espago vetorial
e multiplicagio dada por (ax)(by) = (ab)(xy) para a,b € k, x,y € G). E bem sabido que existe

um isomorfismo de espagos vetoriais
¢ -k — (kG)* = Hom(kG,k), () (Y aix;)) =Y aif(x).
i i
Consequentemente, k¥ se torna um kG-bimédulo pelo transporte de estruturas via ¢:

() = fOx), (f2)() = flxy), Vx,y € G, f €k

Definiciio 1.2.50. Se G é um monoide, chamamos Ry (G) := ¢~ ((kG)°) a codlgebra represen-

tativa do monoide G. ]

Note que a estrutura de codlgebra em Ry (G) é também transportada via ¢. Ry (G) é um kG-
sub-bimédulo de k€ e consiste das funcdes (chamadas representativas) que geram um kG-sub-
bimddulo de dimensao finita (ou, equivalentemente, um kG-submddulo a direita ou a esquerda).

Temos

Rk(G) = {f S kG|EI.fiagi € kGa f(xy) = Zfl('x)gl(y)? any S G}7

e a estrutura de codlgebra em R;(G) é dada como segue: se f € R(G) e f;,g; € k¥ sio tais
que f(xy) =Y fi(x)gi(y), entdo A(f) = ¥ f; ® g;- Note também que para qualquer k-dlgebra A,
temos

A’ =Ri(Am) NA",

em que A,, denota o monoide multiplicativo de A.

A seguinte proposicao, que enunciamos sem demonstrar, explica o nome de fungdes repre-

sentativas. Essa proposi¢ao pode ser encontrada em [1], Exercise 1.5.11, p. 41.
Proposicao 1.2.51. Sejam G um grupo e p : G — GL,(k) uma representcdo de G. Se deno-

tarmos por p(x) = (f;j(x))ij, seja V(p) o k-subespago de k® gerado por {fij}ij. Entdo as

seguintes afirmacoes valem:
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(i) V(p) é um sub-bimédulo de dimensao finita de kC;

(ii) R,(G) = Y. V(p), em que p sdo representagdes de dimensdo finita de G.
[

Damos agora a explicagdo do nome ‘“codlgebra trigonométrica”. As funcdes sen e cos :

R — R satisfazem as igualdades
sen(x+y) = sen(x)cos(y) +sen(y)cos(x) e cos(x+y) = cos(x)cos(y)—sen(x)sen(y).

Essa igualdades mostram que sen e cos sdo fungdes representativas no grupo (R,+). O R-
subespago gerado por elas no espago das fungdes reais € entéo a subcodlgebra de Ry ((R,+)),
isomorfa a codlgebra trigonométrica do Exemplo|1.2.8

Outros exemplos de fungdes representativas incluem:

1) a fungdo exponencial exp : R — R, pois "™ = e*¢”, portanto A(exp) = exp @ exp. Uma
tal funcdo é chamada grouplike. Em geral, se G é um grupo, entdo f € Ri(G) é grouplike se, e

somente se, f ¢ um morfismo de grupo de G em (k*,-);

2) a fung@o logaritmica lg : (0,00) — R, pois 1g(xy) =1g(x) +1g(y), entdo A(lg) = 1g@1+1R®lg,
em que 1 denota a fungdo constante 1. Uma tal funcdo é chamada primitiva. Em geral, se G €
um grupo, entdo f € Ri(G) é primitiva se, e somente se, f € um morfismo de grupo de G em
(k, +);

3) as fungdes d, : R — R definidas por d,(x) = ’,;—': Como dy(x+y) = Y. di(x)d,—i(y) (pela
i

férmula binomial), segue que as d,’s sdo fungdes representativas no grupo (R, +), e o subespago

que elas geram é uma subcodlgebra de Rg((R,+)), isomorfa a codlgebra das poténcias dividi-

das do Exemplo Isso explica o nome dessa codlgebra.
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2  Modulos e Comodulos

Da mesma forma que definimos élgebras via diagramas para obtermos a no¢do dual de
codlgebra, é possivel darmos uma defini¢do via diagramas de um A-mddulo para obtermos a
nogdo dual de um C-comédulo, em que (A, M,u) é uma dlgebrae (C,A, €) é uma codlgebra. Va-

mos mostrar que C-comddulos estdo intimamente relacionados com uma classe de C*-médulos.

2.1 Modulos

Temos a definicdo tradicional de um A-mdédulo apresentada abaixo.

Definicao 2.1.1. Seja (A,M,u) uma dlgebra. Dizemos que um conjunto X # 0 é um A-mddulo a
esquerda se X é um k-espaco vetorial e estd definida uma multiplicacdo por escalar que a cada
par (a,x) € A x X associa um elemento ax € X, de forma que, para quaisquer r € k, a,b € A e
x,y € X, valem as seguintes propriedades:

(i) a(bx) = (ab)x;

(ii) a(x+y) = ax+ ay;

(iii) (a+b)x = ax+ by,

(iv) 1qax = x;

(v) r(ax) = (ra)x = a(rx). n
De maneira andloga, definimos a nocao de um A-mddulo a direita. Vamos agora apresentar

uma nova defini¢do via diagramas e provar que é equivalente a definicdo acima.

Definicao 2.1.2. Seja (A,M,u) uma dlgebra. Um A-médulo a esquerda é um par (X,l), em

que X é um k-espaco vetorial e L : AR X — X é um morfismo de k-espacos vetoriais tal que os
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diagramas
)
ADARX — M AgX ARX
MQIx u k QX u
¢
ARX m X \ X
comutam, em que @ : k@ X — X é o isomorfismo canodnico. ]

A comutatividade do primeiro diagrama nos diz que a(bx) = (ab)x, para quaisquer a,b € A

e x € X. Ja a comutatividade do segundo diagrama nos diz que 14x =x, Vx € X.

O morfismo u € algumas vezes chamado morfismo estrutura de médulo, acdo de A sobre
X ou simplesmente acdo quando A e X estdo subentendidos. Define-se, de maneira similar,

A-moédulo a direita, sendo o morfismo da forma yt : X ® A — X.

Proposicao 2.1.3. As Definicoes e dadas acima sdo equivalentes.

Demonstragd@o: Suponhamos X nas condi¢des da Definicao [2.1.2] Precisamos definir uma

multiplicacdo por escalar que satisfaca as propriedades da Definicao[2.1.1] Definimos

AxX — X

(a,x) — a-x=ula®x)=ax.

As propriedades (i) e (iv) seguem imediatamente da comutatividade do primeiro e segundo

diagramas da Defini¢ao [2.1.1] respectivamente. Sejam r € k, a,b € A e x,y € X. Entdo valem

(i) a(x+y) = pla®(x+y))
= Ula®@x+a®y))
= p(a®x)+pla®y)
= ax—+ay,

(i) (a+b)x = p((a+b)®x)
= Ula®x+bx®x)
= pla®x)+u(b®x)

= ax+bx;
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V) rlax) = ru(a®x)
= H(r(a®x))
= u(ra®x) = (ra)x
= pla®rx)=a(rx).

Logo, X é um A-mddulo a esquerda segundo a Definicao|2.1.1

Agora mostremos que a Defini¢do [2.1.1| implica a Defini¢ao Suponhamos X nas
condi¢des da Defini¢ao Assim, existe uma func¢do

w: AxX — X

(a,x) +— ax

que satisfaz todas as propriedades da Definicdo Essa fungdo u’ é claramente k-bilinear,
por causa da propriedade (v). Pela propriedade universal do produto tensorial, existe um tinico
morfismo de k-espagos vetoriais 4 : A®X — X tal que pu(a®x) =axparaa € Ae x € X.
Verifiquemos a comutatividade dos diagramas da Deﬁnigﬁo Notemos que u(1;)x = lqx =

x, Vx € X, portanto o segundo diagrama comuta. Para o primeiro, dados a,b € A e x € X, entdo
pla®u)(@a®b@x) = p(a®bx) = a(bx),

UMy R1Ix)(a®@bRx) = p(ab®x) = (ab)x

e, por hipdtese, a(bx) = (ab)x. Logo, u(Iy ® u) = u(My ® Iy ). Portanto, X é um A-médulo a
esquerda segundo a Defini¢ao[2.1.2] m

2.2 Comodulos

Com a defini¢do de A-md6dulo via diagramas, podemos dualizi-la para obter a no¢dao de um

C-comédulo, em que (C, A, €) é uma codlgebra.

Definicao 2.2.1. Seja (C,A, €) uma codlgebra. Um C-comddulo a direita é um par (M, p), em

que M é um k-espaco vetorial e p : M — M @ C é um morfismo de k-espacos vetoriais tal que
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os diagramas

M P M&C M
\
P haea P Mk
M®C———=MaCRC %
& ol RCR M&C
comutam, em que @ : M @k — M é o isomorfismo candnico. [

O morfismo p € algumas vezes chamado morfismo estrutura de comddulo, coacdo de C
sobre M ou simplesmente coacdo quando C e M estdo subentendidos. Define-se, de maneira
similar, C-comddulo a esquerda, sendo o morfismo da forma p : M — C ® M. Podemos intro-
duzir a notag@o de Sweedler para comddulos também. Seja M um C-comoddulo a direita, com a

estrutura dada por p : M — M ® C. Entdo, Vm € M, escrevemos

p(m) =Y mq) @m)

com os elementos na primeira posi¢do tensorial (0s m(g)’s) estando em M e os elementos na
segunda posi¢do tensorial (0s mq)’s) estando em C. Se M € um C-comddulo a esquerda com a

estrutura dada por p : M — C ® M, denotamos

p(m) =Y m1)©m).

A comutatividade dos diagramas da definicio de um comddulo a direita podem ser escritas,

respectivamente, com notagdo de Sweedler como
2_(m0))0) @ (m(0)) (1) @ (1) = Yooy @ (mny)1 @ ()2,

Y e(m))m) =m.

Exemplo 2.2.2. Toda codlgebra C é um C-comdédulo a direita e a esquerda, a estrutura sendo

dada pela sua comultiplicacio A : C — C®C. [ ]

Exemplo 2.2.3. Se C ¢ uma codlgebra e X € um k-espaco vetorial, entdo X ® C é um C-comddulo
a direita com a estrutura dada pela fun¢do p : X @ C - X ®C®C, p =Ix ®A, ou seja, p(xR¢) =
Y x®c1 ®cy, para quaisquer x € X e c € C.



Verifiquemos que os seguintes diagramas comutam

Ix®A

X®C XRCKC
Ix®A Ixgc®A
XCxC onok XRCRCRC

X®C

T

Ix®A XRC®k.

%

XRCxC

Para o primeiro diagrama, sejam x € X e ¢ € C, entdo

(Ix @A) RIc)(Ix @A) (xR ¢)

(Ixec @A) (Ix @A) (x®c)

Para o segundo diagrama,

(Ixec@€)(Ix ®A)(x®c)

(Ix®A)@1Ic)(x®A(c))

(Ix @A) ®@1c)(x® (Y c1 ®c2))
Y x®@A(c1) @

Y x®c, ®c,®c

Y x®@ci®c®c3

(Ixec ®A)(x@A(c))
(Ixec®A)(x® (Y c1®c2))
Y Uxac @A) (x@c1©c2)
Zx@cl ®A(cr)

Zx®c1 X2, X,
Zx@cl Xy cs.

48
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Definimos agora a no¢do de morfismo de A-mddulos, dualizamos para obter a nocao de

morfismo de C-comddulos, para em seguida definirmos a categoria dos C-comddulos a direita.

Definicao 2.2.4. Sejam A uma dlgebra e (X, lx), (Y, Uy) A-mddulos a esquerda. Uma fungdo

k-linear f : X — Y é dita um morfismo de A-modulos se o diagrama

Lef

ARX ARQY
15’ My
X Y
f
comuta. [ |

A comutatividade do diagrama acima pode ser escrita como
flax) =af(x), Vac A, Vx € X.

Definicao 2.2.5. Sejam C uma codlgebra e (M,py), (N,pn) C-comédulos a direita. Uma

fungdo k-linear g : M — N é dita um morfismo de C-comédulos se o diagrama

M g N
Pm PN
comuta. ]

A comutatividade desse ultimo diagrama pode ser escrita como
Y g(m) oy @g(m) 1y =Y g(m)) @my, Vm € M.

Podemos falar agora na categoria dos comddulos a direita sobre uma codlgebra C, cujos
objetos sdo todos os C-comddulos a direita e os morfismos entre dois objetos dessa categoria sao
morfismos de C-comédulos 2 direita. Denotamos tal categoria por .#€. De maneira andloga, é

definida a categoria dos C-comédulos a esquerda, denotada por €. .

Definicao 2.2.6. Sejam (M,p) um C-comddulo a direita e N um k-subespago vetorial de M.
Dizemos que N é um C-subcomddulo a direita se p(N) C N ®C. [
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Observamos que se N é um C-subcomodulo a direita de M, entdo N é um C-comoddulo a di-
reita, cujo morfismo estrutura € a restricdo de p a N. Como € de se esperar, a soma e a interse¢ao
de C-subcomddulos de um C-comddulo a direita (esquerda) sdo C-subcomddulos a direita (es-
querda). Portanto, podemos falar do C-subcomddulo a direita gerado pelo subconjunto S C M

como a interse¢ao de todos os C-subcomddulos a direita N de M com S C N.

Assim como as codlgebras, os comddulos possuem uma propriedade intrinseca de finitude,
0 que vamos demonstrar agora de maneira andloga ao que fizemos no Teorema Fundamental

das Coalgebras.

Teorema 2.2.7. Teorema Fundamental dos Comddulos. Seja M um C-comddulo a direita.

Todo elemento m € M pertence a algum subcomodulo de dimensdo finita.

Demonstragdo: Seja {c;}ic; uma base para C, denote por p : M — M & C o morfismo estrutura

de comédulo. Para m € M, vamos escrever

p(m)=Y m®c,

em que quase todos os m;’s sao nulos. Entdo o subespaco N gerado pelos m;’s tem dimensdo

finita. De fato, temos
Alc) = Za,-jkcj R ck
e Zp(m,') Rc; = Zmi®a,~jkcj®ck.
Consequentemente, p(my) = Y. m; ® a;jxc;, logo N é um subcomédulo de dimensdo finita e

m=(I®¢)p(m) €N. [

Proposicao 2.2.8. Seja f : M — N um morfismo de C-comodulos a direita. Entdo:
(i) Im(f) é um C-subcomédulo de N;
(ii) Ker(f) é um C-subcomddulo de M.

Demonstracdo: (1) Sejam py: M — M@ C e py: N — N &C os morfismos estrutura dos dois

C-comddulos. Como f € um morfismo de C-comddulos, temos

pn(Im(f)) = pnf(M) = (f @lc)pmu(M) € Im(f) @ C,
portanto Im(f) € um subcomédulo de N.

(i1) Agora,
(f®Ic)pm(Ker(f)) = pnf(Ker(f))

I
o
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logo pu(Ker(f)) C Ker(f ® Ic) = Ker(f) ® C, em que a dltima igualdade decorre do Lema
1.2.21} portanto Ker(f) ¢ um subcomédulo de M. u

Teorema 2.2.9. Sejam (M, p) um C-comddulo a direita, N um C-subcomédulo a direita de M
e p:M — M/N a projecdo candnica de k-espagos vetoriais. Entdo:

(i) existe uma unica estrutura de C-comédulo a direita em M /N tal que p: M — M /N é um
morfismo de C-comédulos a direita;

(ii) se f: M — P é um morfismo de C-comddulos a direita com N C Ker(f), entdo existe um

linico morfismo de C-comédulos a direita f : M/N — P tal que fp = f.

Demonstragdo: (i) Como N é um C-subcomddulo, temos p(N) C N®C. Assim, (p®
Ic)p(N) C (p@1Ic)(N®C) C p(N)®C =0, pois N = Ker(p). Logo, N C Ker((p®Ic)p).
Pela propriedade universal do espaco vetorial quociente, existe um tnico morfismo k-linear p

tal que o diagrama

M M/N
p p
M®C———— (M/N)&C

comuta. Esse morfismo € definido por p(m) = Y. gy ©®m(;) Com isso, para todo m € M, temos

(Iyn@A)p (M) = (Iyn @A) (Y mgy@my)) =Y M) @ (my)1 @ (m(1))2 = Y ) @my) @ma),

(p@Ic)p(m) = (p@Ic) (Y my@m)) =Y (m)) o) @ (M) 1y @M1y = Y (o) Qmyyy @mz).

Portanto, (Iy;/y ®A)p = (p ®@Ic)p. A comutatividade do segundo diagrama € vélida pois

(Iyn®e)pim) = (Iyn ®8)(Zm®m(1))

Segue que (M /N, p) é um C-comddulo a direita. Do fato do diagrama do inicio da demonstragio

ser comutativo, concluimos que p : M — M /N é um morfismo de C-comddulos a direita.

(ii) Como N C Ker(f), pela propriedade universal do espago vetorial quociente existe um
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tinico morfismo k-linear f : M/N — P tal que fp = f, definido por f(m) = f(m), Ym € M.

Como

ppf(m) =ppf(m) =Y f(m) oy @ f(m)ay =Y flme)@mqy =Y. fng) @mq) = (folc)p(m)
segue que f é um morfismo de C-comddulos 2 direita. ]

Definicao 2.2.10. O C-comddulo (M/N,p) do teorema anterior é chamado Comddulo Quoci-

ente de M com respeito ao subcomodulo N. [ ]

Corolario 2.2.11. Teorema Fundamental do Isomorfismo para Comédulos. Seja f : M — P
um morfismo de C-comodulos a direita. Entdo existe um isomorfismo candnico de C-comodulos
a direita entre M /Ker(f) e Im(f).

Demonstracdo: Fazendo I = Ker(f) em (ii) da proposi¢do acima e observando que f € injetora,

segue o resultado, pois Im(f) = Im(f). [

2.3 Modulos Racionais

Todas as construcdes nessa secdo tem por objetivo demonstrar um isomorfismo entre ca-
tegorias, a saber, as categorias .# Ce Rat (¢« M), essa tdltima sera definida mais adiante no

texto.

Sejam C uma codlgebra e C* sua dlgebra dual. Consideremos M um k-espaco vetorial e

®:M — M ®C k-linear. Para m € M, denotando w(m) = Y, m; ® ¢;, definimos

Vp: C"OM — M
cF@m — Y;c*(ci)m;.

Proposicao 2.3.1. (M, ®) é um C-comddulo a direita se, e somente se, (M, Yg) é um C*-mddulo

a esquerda.

Demonstragdo: (=) Escrevemos, para todo m € M, o(m) =Y,;m; @ ¢; = Y m() @m(y. De-
notamos, para todo ¢* € C*, ¢*-m = Yy (c* @m) = Y. c*(m(y))m(g). Mostremos que Y, € uma

acdo. Primeiro, observamos que

lc*-mzs-m:ZS(m
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e, para quaisquer ¢*,d* € C*em € M,

o (dom) = (Y d¥(mg))m
= Y. d"(mqy)e”((m ) ))(m o)) 0)
= Y d*((m(1))2)c" ((m1y)1)m(g) (pois (M, ®) é C-comédulo)
=Y *((may)1)d* ((m )z)m(O)
= Y (¢ *d*)(m ))my
= (c"xd")-m

Logo, (M, yg) é um C*-mddulo a esquerda.

(<) Suponha que (M, yy) seja um C*-mddulo a esquerda. Temos que verificar que os

diagramas
M = M®C M
X
w Iy QA © M®k
Iy ®e
M®C—>w®lc MRICRC M&C

comutam. Para o segundo diagrama, temos
m=I1c--m=¢€-m= ZS ), Vm e M.
Sabemos, por hipétese, que (¢* xd*)-m = c*- (d*-m),Vc*,d* € C* e Vm € M. Assim,
- (dom) =Y d*(m))c* ((mo)) 1)) (o)) o)

=Y ((m)) 1))d" (m(1)) (mo)) o)
= Oy @d)(oxc)w(m))

emque ®: M Rk®k — M é o isomorfismo candnico dado por P(m@r®s) = (rs)m. Além

disso,

(c**d*)~m = Z(C**d*)(l’l’I(l))WL(o)
= Y *((may))d* ((m1))2)mo)
= Oy @d")((IuA)o(m)).
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Logo, ®(Iy @ c*@d*) (0@ Ic)®(m)) = P(Iy @ c* @d*)((Iy @ A)w(m)). Escrevemos
y=(0®Ic)o(m)— Iy @A)o(m).

Seja {e;}; uma base de C, entdo podemos escrever y =Y. m;; ®e;®ej € M @ C® C. Para iy, jo

fixados, podemos considerar ¢} ,e% € C* tais que e?‘o(ek) =&,k € e;fo(ek) = §;, k- Notamos

0’7 Jo

que ®(Iy @ c* ®d*)(y) =0, Vc*,d* € C*. Em particular, 0 = ®(Iy ® e; ® €} )(y) = miy o

o que implica y = 0. Logo, (0 ®Ic)w(m) = (Iy @ A)w(m), Ym € M e podemos concluir

(0®Ic)w = (I ® A)®. Portanto, (M, ®) ¢ um C-comddulo. u
Sejam M um C*-médulo a esquerda. O conjunto Hom(C*,M) é o k-espago vetorial das

transformacdes k-lineares de C* em M. Definimos

pm: M — Hom(C*,M)

m +— py(m)(c*)=c"-m.
Sejam j: C — C* e fi : M ® C** — Hom(C*, M) definidas por j(c)(c*) =c*(c) e
Su(m®c™)(c*) = ™ (c*)m. Mostremos que j e fys sdo injetoras.

Fato 1: j é injetora. Seja ¢ € Ker(j), entdo j(c) =0. Logo, 0 = j(c)(c*) = c*(c), Vc* € C*,

o que implica ¢ = 0.

Fato 2: fy € injetora. Seja }.;m; @ c;* € Ker(fy), em que os m;’s sdo linearmente indepen-
dentes (Lema [1.2.18)). Entdo 0 = fi/(X;m; ® c;*)(c*) = L;c7*(c*)m;, YVc* € C*, o que implica

c*(c*)=0,Vc* € C*, ouseja, ¢;* =0eentdo Y ;m;®c;* =0.

Segue disso que a funcdo
Uy : M@ C — Hom(C*, M)
definida por wy = fy(Iy ® j) € injetora. Dessa defini¢éo, temos

un(m@c)(c”) = fullu®j)(mec)(c’)
= fu(m®j(c))(c")
= Jj(e)(c)m
= c"(c)m
para quaisquer c € C,c* € C*em € M.

Definicao 2.3.2. Um C*-mddulo a esquerda M ¢é dito racional se pyy(M) C uy(M @C). n



55

Observacao 2.3.3. M é um C*-médulo a esquerda racional se, e somente se, Vm € M existem
familias finitas (m;); C M e (c¢;); C C que determinam a ac¢@o de elementos de C* sobre m, isto

é, c"-m=Y,;c*(ci)m;, ¥c* € C*.

De fato, se ppr(m) € py(MRC), entdo ppr(m) = (¥, m; @ ¢;) para familias finitas (m;); C
Me (¢;); CC. Logo, ¢* -m = py(m)(c*) = um(Ximi @ci)(c*) =Y c*(ci)mj, Vc* € C*. ]

Observacao 2.3.4. Seja M um C*-médulo a esquerda racional. Se para m € M existem dois
pares de familias finitas (m;);,(c;); e (m’;);,(c’;); como na observagao anterior, entdo Y;m; ®

ci=Y;m;® c}, pois uy € injetora. .

Exemplo 2.3.5. Se C é uma coalgebra de dimensao finita, entdo C*, visto como C*-médulo a
esquerda, é racional. De fato, nesse caso temos que j: C — C** e fo+ : C*QC** — Hom(C*,C*)
sdo 1isomorfismos de k-espacos vetoriais, para o isomorfismo j, veja [1], Proposition 1.3.14, p.
22 e para fc- notemos que € um caso particular do Lema[1.2.28]item (i), a menos de mwist. Segue
da defini¢do de pc+ que Ue+(C* ® C) = Hom(C*,C*), pois nesse caso ¢+ é um isomorfismo.

Portanto, p¢c+ (C*) C pe+(C* @ C), ou seja, C* é um C*-mddulo a esquerda racional. n

Denotamos por Rat(c+.#) a categoria dos C*-mddulos a esquerda racionais. Sobre cate-
gorias, o leitor interessado pode consultar sobre o tema em um contexto mais geral em [3]], p.
52-53 e [[1], p. 361-362. Entretanto, para o préximo teorema, € conveniente citarmos a seguinte

defini¢do, que diz respeito as duas categorias serem isomorfas.

Definicao 2.3.6. Duas categorias € e & sdo ditas isomorfas se existem funtores F : ¢ — 9 e
G:9 — € tais que ly = GoF e ly = F oG, em que ly e 1y sdo os funtores identidade nas
respectivas categorias, isto é, ly : € — € € tal que 14 (C) = C e Iy (f) = f, para qualquer

objeto C em € e qualquer morfismo f :C — D em €, e analogamente para . ]

Teorema 2.3.7. As categorias #C e Rat(c+.4) sdo isomorfas.

Demonstragdo: Seja (M,®) um C-comédulo a direita. Mostremos que (M, yg,) é um C*-
modulo a esquerda racional. Pela Proposicao usando a mesma notagdo, (M, yg) é um
C*-mdédulo a esquerda. Como c¢*-m = Yy (c* @m) = Y.c*(m(y))m segue, da Observacido
que M é um C*-mddulo a esquerda racional.

Sejam M, N C-comddulos e f : M — N um morfismo de C-comoddulos a direita. Provemos
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que f € um morfismo de C*-mddulos a esquerda racionais. De fato,

flc-m) = () (may)m))
= Y c*(m))f(mg))
= Y (f(m)))f(m) )
= c* f(m).

Assim, podemos definir o funtor T : .#¢ — Rat(c+.#) tal que T(M,®) = (M,y,) e

T(f) = f, para quaisquer M C-comédulo a direita e f morfismo de C-comddulos a direita.
Seja (M, y) um C*-mddulo a esquerda racional. Como iy : M @ C — Hom(C*,M) € inje-

tora, segue que iy : M @ C — uy (M ® C) é um isomorfismo de k-espagos vetoriais. Temos que

y(c*@m) =c*-m=py(m)(c*), Vc* € C*, entdo podemos definir

Wy: M - MxC

m s oy(m) = iy (o (m))

Portanto, wy(m) = Byt (pm(m)) = [y, (g (Tmi @ ¢i)) = Yimi @ i, Ym € M, em que

(m;)i CM e (c;); C C sao familias finitas tais que ¢* -m =Y, c¢*(c;)m;.

Queremos ver que (M, @y ) € um C-comddulo a direita e para isso mostremos que Yg,, = V,
pois se assim o fizermos, teremos pela Proposi¢ao[2.3.1|que (M, @) é um C-comédulo a direita

se, e somente se, (M, ‘wa) ¢ um C*-mddulo a esquerda. Temos

Oy (m) = Zmi ®ci = [y, (Pm(m)) = pp(m) = ZﬂM(mi ®ci) = ZHM(mi ®ci).

Portanto, py(m)(c*) = ¥ upm(m; @ ¢;)(c*) = Y;c*(ci)mi = y(c* @ m). Por outro lado,
Vo, (" @m) = Y,;c*(c;)m; = y(c* ®m) e isso implica Yy, = Y. Logo, (M,wy) € um C-

comodulo a direita.

Sejam (M, yy) e (N,yy) C*-mbdulos a esquerda racionais e f : M — N um morfismo

de C*-mddulos a esquerda. Mostremos que f € um morfismo de C-comddulos a direita entre



(M, @y,,) e (N, wy,). Precisamos mostrar que o seguinte diagrama comuta

f

M N

Sejam € M, entdo @y, (m) =Y, m;@c; e

v ((f @Ic) oy, (m))(c) = uv(Y) f(mi) @ci)(c”)

py (@yy f(m))(c*) = pn((
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Como uy € injetora, segue que (f ® Ic)@y,, (m) = @y, f(m), Vm € M, portanto (f ®

Ic) Wy, = Wy, f e f é morfismo de C-comédulos a direita.

Definimos agora, S : Rat(c+.#) — .4 tal que S(M,y) = (M, y) e S(f) = f, para todo

f morfismo de C*-mddulos a esquerda. Temos

(ToS)(M,y) = T(S(M,y))=T(M,wy)
= (M,llfa)v,):(M,II/)

e ainda (T oS)(f) = f. Portanto, T oS = Igy(....)- Por fim, observamos que

M — MxC

moe i (ow(m) = oy, (m).

Wy, -

o *
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Aplicando fys = s a iy, (pm(m)) = @y, (m), temos

fivg (@, (m))(c") = pu(m)(c?)

por outro lado

fy(o(m)(c*) = fAn()_ mg)@mg)(c")

= Y " (mgy)m
= VYo(c"@m)

Sendo fly injetora, Wy, (m) = w(m), Ym € M. Portanto, @y, = ®. Logo,

(SoT)(M,0) = S(T(M,0))=SM, Vo)
= (M,(wa):(M,O))

e também (SoT)(f) = f. Assim, SoT =1 ,c. Portanto, as categorias .#C e Rat(c+.#) sio

isomorfas. ]

O resultado seguinte apresenta algumas das propriedades basicas dos médulos racionais.

Teorema 2.3.8. Seja C uma codlgebra. Entdo:

(i) um submdodulo ciclico de um C*-mddulo racional tem dimensdo finita;

(ii) se M é um C*-médulo racional e N é um C*-submédulo de M, entdo N e M/N sdo C*-
modulos racionais;

(iii) se (M;)ic; é uma familia de C*-mddulos racionais, entdo @iciM;, a soma direta como um
C*-mddulo, é um C*-mddulo racional;

(iv) todo C*-mddulo L tem um maior C*-submddulo racional L™ . Mais precisamente, L™ é a

soma de todos os submodulos racionais de L.

Demonstracdo: (i) Seja M um C*-mddulo racional e C* - m o submodulo ciclico gerado por
m € M. Como M é racional, existem duas familias finitas de elementos (¢;)jcr C C e (m;)icr C
M para as quais ¢* -m = Y ;cp c*(c;)m;, para todo ¢* € C. Segue que C*-m esta contido no

subespaco vetorial gerado pela familia (m;);cr, logo tem dimens@o finita.

(i) Se N é um submoédulo de M, entdo a Observagao mostra imediatamente que N

¢ racional. Se denotarmos por 7 a classe de equivaléncia de um elemento m € M mddulo N,
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entdo com a notagdo de (i), temos para todo ¢* € C*

Z Cl m,
er

e usando de novo a mesma observagao, segue que M /N é racional também.

(iii) Sejagj : M; — ®jcrM; ainclusdo candnica de M na soma direta, e sejam =Y ;e qi(m;)
um elemento de ®;crM;, em que F' é um subconjunto finito de /. Para todo i € F, o C*-mddulo
M,; ¢ racional, portanto existem duas familias de elementos (c;;) jer; € C e (mjj) jer, € M;, F;

conjuntos finitos, tais que ¢* -m; =Y jcf, ¢*(cij)m;; para todo c¢* € C*. Entdo

c-m = Z%(C*'mi)

iceF

= Z Z 611 clj mz])
ick jeF;

= Y Y Heip)gilmiy)
ieF jeF;

e agora @;c;M; ¢ racional pela Observagdo[2.3.3]

(iv) Se L € um C*-mddulo a esquerda, seja
L™ =Y {N|N é um C*-submédulo racional de L}.

As afirmacdes (ii) e (iii) mostram que L™ é um C*-submddulo racional de L. Da maneira como

foi definido, é claro que qualquer C*-submddulo racional de L estd contido em L. ]

Uma consequéncia dessas propriedades € outra prova do Teorema Fundamental dos Comédulos.

Corolario 2.3.9. Seja M um C-comddulo a direita. Entdo:
(i) o subcomodulo gerado por um elemento de M tem dimensdo finita;

(ii) M é a soma dos seus subcomodulos de dimensdo finita.

Demonstragdo: (i) O subcomddulo gerado por um elemento m € M € o C*-submddulo ciclico

gerado por m do C*-moédulo racional M, o qual tem dimensao finita pelo teorema anterior.

(i1) Consideramos M como um C*-médulo racional a esquerda. E claro que M é a soma dos

seus subméddulos ciclicos, os quais sao todos subcomoédulos de dimensao finita de M. [ ]

Observacao 2.3.10. Se C é uma codlgebra, entdo C* é um C*-mddulo a esquerda, portanto
faz sentido falar sobre o maior submédulo a esquerda racional de C*. Vamos denotar este

submodulo por Cf’ at - Similarmente, considerando C* como um C*-mdédulo 2 direita, denotamos
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por C"™ o maior submédulo a direita racional de C*. No caso de C ter dimensdo finita, o
Exemplo [2.3.5/mostra que C;™ = C}™ = C*. .

Observacao 2.3.11. Se C é uma codlgebra, como C é um C-comddulo a direita via A, podemos
considerar C como um C*-médulo a esquerda racional. Denotamos esta ac¢ao a esquerda de C*
em C por —. Portanto, ¢* — ¢ = Y .c*(cz)cy, para todo ¢* € C* e ¢ € C. Similarmente, C é um

C*-mddulo a direita racional com a agdo ¢ — ¢* =Y ¢*(c1)ca. u

Proposicao 2.3.12. Seja C uma codlgebra, C* a dlgebra dual. Entdo C;™ é ideal de C*.

Demonstracdo:  Sejam c* € C;"™ e d* € C*. Como C;™ ¢é C*-submédulo a esquerda de
C*, temos d* x c¢* € C;™. Para provar que ¢* xd* € C;™, vamos mostrar que C;" xd* é C*-
submédulo a esquerda racional de C*. Como ¢* € C;", existem familias finitas (c}); C C;" e

(¢i)i € C que determinam a a¢do de C* sobre ¢*, ou seja, tais que
¢ xc* =Y e(ci)ci, Vet € C.
Entao, Ve* € C* temos
e x(c"xd") = (e"xc")xd" = ( Ze ci)ch ) xd* = Ze ci)ei xd*.

Portanto, temos que as familias finitas (c¢; *d*); C C;" «d* e (c;); € C determinam a agdo de
C* sobre ¢* xd*. Concluimos que C;"* xd* é C*-submédulo a esquerda racional de C*, logo
C/™ s« d* C C/™, pois C;™ ¢ o maior C*-submddulo a esquerda racional de C*. Dessa forma,
ctxd* € G ]
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3 Algebras de Hopf

Nessa secdo, definimos dlgebra de Hopf e apresentamos alguns exemplos e proprieda-
des. Para isso, comecamos definindo bidlgebras, que sdo espacos vetoriais com estruturas
compativeis de dlgebra e codlgebra. Em seguida, definimos a algebra de convolucdo de uma

codlgebra C e uma dlgebra A para podermos introduzir o conceito de antipoda.

3.1 Bialgebras

Seja H um k-espago vetorial que possui uma estrutura de algebra (H,M,u) e também uma
estrutura de codlgebra (H,A, €). Abaixo, mostramos um resultado de compatibilidade entre as
estruturas de dlgebra e de codlgebra de H. Lembramos que H ® H possui uma estrutura de

codlgebra e de dlgebra.

Proposicao 3.1.1. As seguintes afirmacoes sdo equivalentes:
(i) as funcoes M e u s@o morfismos de codlgebras;

(ii) as funcoes A e € sdo morfismos de dlgebras.

Demonstracdo: Temos que M : H® H — H € morfismo de codlgebras se, e somente se, 0s

diagramas
H®H M H HoH—Y -~ H
A®Al e@el
H®H®H®H A k®k €
I®T®Il q’j
HRH®H®H e H®H kTﬁc

comutam, em que @ : k ® k — k € o isomorfimo canonico.

Agora, u: H — k € morfismo de codlgebras se, e somente se, os diagramas
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k “ H k “ H
. x /
o A k
k®k H®H
uQRu

comutam.

Notemos que A € morfismo de élgebras se, € somente se, 0 primeiro e o terceiro diagra-
mas comutam, e € € morfismo de algebras se, e somente se, o segundo e o quarto diagramas

comutam, dai segue a equivaléncia. ]

Observacao 3.1.2. O fato de A e € serem morfismos de dlgebras nos possibilita expressar em

notacdo de Sweedler os fatos abaixo

Y (hg)1® (hg)2 = A(hg) = A(M)A(g) = (Y ®ha) (Y g1 ©g2) = Y g1 © g,
e(hg) =¢€(h)e(g), Vh,g € H.

Além disso, A(ly) = 1@ 1y e e(ly) = 1. n

Definicao 3.1.3. Um k-espago vetorial H que possui estruturas de dlgebra (H,M,u) e de

codlgebra (H,A, €) é uma bidlgebra se A e € sao morfismos de dlgebras. ]

Observacao 3.1.4. Diremos que uma bidlgebra H possui uma propriedade P se sua estrutura de
algebra ou de codlgebra tiver a propriedade P. Assim, por exemplo, podemos falar de bidlgebras
comutativas (se sua estrutura de dlgebra for comutativa) ou cocomutativas (se sua estrutura de

codlgebra for cocomutativa). [ ]

Proposicao 3.1.5. Seja H uma bidlgebra. Entdo sdo vdlidas as seguintes proposicoes:
(i) se H é comutativa, entdo M é morfismo de dlgebras;

(ii) se H é cocomutativa, entdo A é morfismo de codlgebras.

Demonstragdo: (i) Temos que verificar que os diagramas

MeM

HRH®H®H H®H H®H

M
Mygu M

H®H H

A

k
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comutam. Sejam a, b, c,d € H, entdo

MMM)(a®b®c®d) = M(ab®cd)
= (ab)(cd)
= abcd,

MMuysp(a®@b®c®d) = M(ac®bd)
— (ac)(bd)
= acbd
= abcd.

A dltima igualdade ¢ satisfeita, pois H é comutativa. Portanto, M(M @ M) = MMygp, ou

seja, o primeiro diagrama comuta. Para o segundo diagrama, temos
MuH@H(lk) = M(lH %) 1H) =lgly=1y = u(lk).

Logo, M é um morfismo de dlgebras.

(i1) Verifiquemos que os diagramas

H A H®H H A H®H
A Asron \k%
HoH ————~HOHOH®H

comutam. Seja h € H, entdo

(ARA)A(L) = (A®A)(Zh1®h2)
= Y i, @h,®hy, @hy,
= Zh1®h2®h3®h4,

AnenA(h) = Apen() hi ©ho)
= Y hi, ®hy, @h1, @by,
= Y m®h®h®hy
= Y m®@h®h3@h,.
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A dltima igualdade vale, pois H é cocomutativa. Portanto, (A® A)A = AggprA, ou seja, o

primeiro diagrama comuta. Para o segundo diagrama, para todo 4 € H, temos
8H®HA(h) = 8H®H(Zh1 ®h2) = 28(/’11)8(h2) = S(Zh18(h2)) = 8<h>.

Portanto, A € morfismo de codlgebras. ]

Exemplo 3.1.6. O corpo k € uma bidlgebra. Lembrando, k possui uma estrutura de 4lgebra e
de codlgebra, em que A : k — k® k € o isomorfismo canodnico e € : k — k é a identidade em k.

Resta-nos verificar que tais fungdes sdo morfismos de algebras. Sejam r,s € k, entdo
A(I”S) =rs® 1, = (I”® lk)(s® 1k) = A(I”)A(S), A(lk) = 1; ® 1 = lgsk,

e(rs) =¢€(r)e(s) e €(1y) =1y
n

Exemplo 3.1.7. Estrutura de Bialgebra da Algebra de Grupo. Sejam G um grupo e kG a
algebra de grupo vista no Exemplo cuja estrutura de codlgebra € dada por

Alg)=g®g e &(g)=1;,VegeG.

Verifiquemos que A e € sao morfismos de dlgebras. Sejam g,h € kG elementos da base.
Entdo A(gh) = gh®@gh=(g®g)(h®@h) = A(g)A(h) e €(gh) = 1} = 1;1; = €(g)€(h). Portanto,

kG € uma bidlgebra. [ ]

A partir de uma bidlgebra, podemos obter outras bidlgebras, considerando a estrutura de

algebra oposta ou a estrutura de codlgebra cooposta.

Exemplo 3.1.8. Seja H uma bidlgebra. Entao H°P, HP e H°P“°P sao bidlgebras, em que
H°P possui a estrutura de dlgebra oposta e mantém a estrutura de codlgebra de H, H°P possui
a estrutura de codlgebra cooposta e mantém a estrutura de algebra de H e HP“°P possui as
estruturas de algebra oposta e codlgebra cooposta de H. Denotamos por -,, a multiplicagdo em

H°P. Sejam g,h € H, entdo

Alx-opy) = Alyx) =A(y)A(x)
= X1 @y2x2
= (X1®x2) 0p (V1 ®¥2)
= A(x)-0pAly),
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S(X'opy) = &()

Portanto, H°P € uma bidlgebra. Agora,
AP(hg) =Y (hg)2® (hg)1 = Y gy @higi
e AP(R)A“P(g) = (Y ha®@h)() g2®81) =) hgr®hig.

Portanto, H°P é uma bidlgebra. Nao € dificil verificar que H°P“°? ¢ uma bidlgebra. |

Proposicao 3.1.9. Seja H uma bidlgebra de dimensdo finita. Entdo H* com a estrutura de
dlgebra dual da codlgebra H e com a estrutura de codlgebra dual da dlgebra H é uma bidlgebra,

chamada bidlgebra dual de H.

Demonstragd@o: Denotamos por A e € a comultiplicagdo e a counidade de H e por d e E a
comultiplicagdo e counidade de H*. Lembrando, para f € H* temos E(f) = f(1g) e 8(f) =
Y f1 ® f» com a propriedade f(ab) =Y. fi(a)f2(b), para quaisquer a,b € H.

Mostremos que 6 é um morfismo de dlgebras. Sejam a,b € H, f,g € H*, entdo

(fxg)(ab) = Y f((ab)1)g((ab)2)
= Y flaibi)g(azbs)
= Y fi(a)fa(b1)gi(az)g2(b2)
= ) fila1)gi(a2) f2(b1)g2(b2)
= Y (fixg1)(a)(faxg2)(b),

emque 0(f) =Y fi®fred(g) =Yg ®g. Assim,

8(fxg) = Y.(fixg)®@(f2%82)
= Y (fivf)x(g1®e)
= 8(f)6(g)-

Como &(hg) = e(h)e(g), Vh,g € H, temos 6(1y+) = 0(€) = e® € = 0(1pg*wu+). Logo, 0 é

morfismo de dlgebras. Mostremos agora que E ¢ um morfismo de dlgebras. Se f,g € H*, temos

E(f+g)=(f+g)(lu) = f(1g)g(1n) = E(f)E(g)
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e E(e) = €(1y) = 1;. Portanto, H* é uma bidlgebra. u

Definicao 3.1.10. Sejam H e K bidlgebras. Uma funcdo k-linear f : H — K é dita um morfismo
de bidlgebras se f é um morfismo de dlgebras e um morfismo de codlgebras com respeito as

estruturas de dlgebra e de codlgebra de H e K, respectivamente. [ ]

Definicao 3.1.11. Sejam H uma bidlgebra e K um k-subespaco vetorial de H. Dizemos que K

¢é uma sub-bidlgebra de H se K é subdlgebra e subcodlgebra de H. [ ]

Definicao 3.1.12. Sejam H uma bidlgebra e I um k-subespaco vetorial de H. Dizemos que I é
um bi-ideal de H se I é ideal e coideal de H. ]

A proposicdo seguinte é imediata, pois j4 mostramos a Proposi¢do [1.2.22] por isso vamos

omitir sua demonstracgao.

Proposicao 3.1.13. Seja f : H — K um morfismo de bidlgebras. Entdo:
(i) Im(f) é uma sub-bidlgebra de K;
(ii) Ker(f) é um bi-ideal de H.

Teorema 3.1.14. Sejam H uma bidlgebra, I um bi-ideal e p : H — H /I a projecdo canénica
de k-espacos vetoriais. Entdo as estruturas de dlgebra quociente e de codlgebra quociente
definem uma estrutura de bidlgebra em H /I tal que a projegcdo p : H — H /I é um morfismo de

bidlgebras.

Demonstragdo: Primeiro lembremos que a estrutura de codlgebra em H /I vista no Teorema
1.2.25|¢é definida por A(h) = Y. hy @ hy e &(h) = €(h), para todo i € H. Verifiquemos que A e &
sdao morfismos de dlgebras. Sejam h, g € H, temos

Ahg) =Y. (hg)1® (hg)2 =Y BT ®hogs =} (1 ®h)(81®82) = A(h)A()

e, claramente, A(1y) = 1y ® 1. Agora,

E(hg) = e(hg) = e(h)e(g) = €(h)E(3)

e também £(1y) = €(1y) = 1. Portanto, H/I é uma bidlgebra. Além disso, pela teoria de
dlgebras, p € morfismo de dlgebras, pelo Teorema|l.2.25| p é morfismo de codlgebras. Portanto

p € morfismo de bidlgebras. ]

O proximo resultado € imediato.
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Corolario 3.1.15. Se H é uma bidlgebra comutativa (respectivamente, cocomutativa), entio a

bidlgebra quociente H /I é comutativa (respectivamente, cocomutativa). [

Para encerrar esta se¢ao sobre bidlgebras, observamos que nem toda 4dlgebra admite estru-

tura de bidlgebra.

Observacao 3.1.16. Seja k um corpo e n > 2 um inteiro positivo. Entdo ndo existe estrutura de
bidlgebra em M, (k) tal que a estrutura de dlgebra seja a dlgebra de matrizes. De fato, suponha
que exista uma estrutura de bidlgebra em M, (k), entdo a counidade € : M,,(k) — k é um morfismo
de élgebras. Assim, o kernel de € é um ideal de M, (k), logo s6 pode ser O ou M, (k) (pois
M, (k) é dlgebra simples). Como £(1) = 1, temos Ker(€) = 0 e obtemos uma contradi¢do, pois
dim(My(k)) > dim(k). u

3.2 Algebras de Hopf

Falta-nos um ultimo conceito para definirmos o que é uma algebra de Hopf, o conceito de
antipoda em uma bidlgebra. Para definir a antipoda, precisamos estudar uma algebra associada

a uma codlgebra e uma 4lgebra, chamada Algebra de Convolugao.

Sejam (C, A, €) uma codlgebra e (A,M,u) uma dlgebra. Definimos sobre Hom(C,A) uma
estrutura de algebra na qual a multiplicacdo denotada por * é dada como segue. Se f,g €

Hom(C,A), entdo

(f+8)(c) =M(f®g)Alc) =Y f(c1)g(e2), Ve C.

Essa multiplicagdo definida é associativa, pois para quaisquer f,g,h € Hom(C,A) e c € C,

((f*g)xh)(c) = Z(f*g)(m)h(ca)
= Y fle1)g(er,)h(ca)
= Y flen)s(c)h(es)
=) fler)g(ez, )h(ea,)
= Y flen)(gxh)(ca)
= (f*(gxh))(c).
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A unidade de Hom(C,A) é o elemento ue € Hom(C,A), pois para todo ¢ € C

(frue)(c) = Y fler)ue(ca)
= Y fler)u(ly)e(ca)
= f(}Y cie(e))
= [fl(o),

portanto f *u€ = f. Analogamente, é possivel mostrar u€ * f = f. Reparemos que se C =
k, temos Hom(C,A) = Hom(k,A) ~ A; se A = k, temos Hom(C,A) = Hom(C,k) = C* e x é
o produto de convolugdo definido na algebra dual da codlgebra C. Por essa razdo, também

chamamos esse produto * de produto de convolugdo.

Defini¢ao 3.2.1. Sejam C uma k-codlgebra e A uma k-dlgebra. Entdo a dlgebra Hom(C,A)

discutida anteriormente é chamada a Algebra de Convolugdo de C e A. ]

Consideremos um caso particular dessa construcdo de dlgebra que acabamos de fazer. Seja
H uma biélgebra, denotamos H® a estrutura de codlgebra de H e H® a estrutura de dlgebra de
H. Nessas condi¢des, temos uma estrutura de dlgebra em Hom(H¢, H*). Notemos que a fungéo

identidade I : H — H pertence a dlgebra Hom(H®,H?).

Definicao 3.2.2. Seja H uma bidlgebra. Uma fungdo k-linear S : H — H é chamada antipoda
de H se S for a inversa da fungdo identidade I : H — H com respeito ao produto de convolu¢do

da dlgebra Hom(H¢,H®). [
Definicao 3.2.3. Uma bidlgebra H é dita uma dlgebra de Hopf se H possui uma antipoda. m

Observacao 3.2.4. Algumas observacdes podem ser feitas de imediato dessa defini¢do.

1) A antipoda em uma dalgebra de Hopf € unica, pois é o inverso do elemento / da dlgebra
Hom(H¢,H").

2) Nem toda bidlgebra é uma algebra de Hopf, ou seja, nem sempre € garantida a existéncia de
uma antipoda em uma bidlgebra. Mais adiante, apresentamos um exemplo de bidlgebra que ndo
tem antipoda.

3) Uma dlgebra de Hopf tem uma propriedade P se satisfazer as mesmas condi¢des vistas na
Observacao ou seja, se sua estrutura de dlgebra ou de codlgebra tiver a propriedade P.

4) De SxI =1%S = u¢g, segue

(S 1) (k) = ¥ S(h)1(hs) = X $(h1 )y = e (h) = u(e(h)) = e(h) L,
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(I%S)(h) =Y 1(h1)S(h2) =Y 1 S(ha) = ue(h) = u(e(h)) = €(h) 1.

Portanto, em notacdo de Sweedler
Y S(h1)hy =Y i S(hy) = €(h)1y, paratodo h € H,

ouainda M(SRIA=M(I®S)A = ue. u

Definicao 3.2.5. Sejam H e K dlgebras de Hopf. Uma funcdo f : H — K é dita um morfismo
de dlgebras de Hopf se for um morfismo de bidlgebras. ]

Proposicao 3.2.6. Sejam H e K dlgebras de Hopf com antipodas Sy e Sk. Se f: H — K é um

morfismo de bidlgebras, entdo Sk f = fSy.

Demonstragdo: Consideremos a algebra de convolucdo Hom(H,K), Sk f e fSy elementos
dessa édlgebra. Mostremos que Sk f € o inverso a esquerda de f e fSy € o inverso a direita de f

nessa algebra, isso implica que Sx f = fSy. Seja h € H, entdo

(Sxff)(h) = Y Skf(h1)f(ha)
= Y Sk(f(h1))f(ha)
= Y Sk(f(h)1)f(h)2
= &(f(h)lk
= eg(h)lg
= uk(en(h))

= MKSH(h),

também

(f*fSu)(h) = Y f(h)fSu(ha)
= Y f(h)f(Su(h2))
= f() hiSu(h2))
= f(en(h)1n)
= ey(h)lg
= uk(€n(h))

= MKSH(h).

Assim, f € invertivel em Hom(H,K) com relagdo ao produto de convolugdo, disso segue que
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sua inversa a direita € igual a sua inversa a esquerda, ou seja, Sk f = fSq. [ |

Antes de vermos alguns exemplos de dlgebras de Hopf, mostramos algumas propriedades

referentes a antipoda para tomarmos mais conhecimento do seu papel nessa estrutura.

Proposicao 3.2.7. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entdo sdo vdlidas as afirmagaes:
(i) S(hg) = S(g ) (h), para quaisquer g,h € H;

(i) S(1g) = 1u

(i) A(S(R)) = £.8(ha) & S(h);

(iv) (S(h)) = €(h).

As propriedades (i) e (ii) significam que S € um antimorfismo de dlgebras e (iii) e (iv)

significam que S € um antimorfismo de coalgebras.

Demonstracdo: (i) Considere H ® H com a estrutura de produto tensorial de codlgebras vista
na Proposi¢do [1.2.23| e H com sua estrutura de dlgebra. Nessas condicoes faz sentido falar
na dlgebra de convolugdo Hom(H ® H,H). A unidade dessa dlgebra é o elemento upepgy :

H®H — H. Consideremos as fun¢des F,G,M : H® H — H definidas por
F(h®g)=S(8)S(h), G(hwg) =S(hg) e M(h®g)=hg

para quaisquer &, g € H. Mostremos que M € a inversa a esquerda de F' e € a inversa a direita de

G com respeito ao produto de convolucdo. De fato,

(MxF)(heg) = Y M((h©g))F((h®g))
= Y M(hi®g1)F(hy®g)
= Y mgi1S(g2)S(hy)
= Y hie(g)1uS(hy)
= Y e(g)hiS(hy)
= &(g)e(h)ly
= énen(h®g)ln

= ugenen(h®g),
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o que nos mostra M * F' = ug€goy. Também,

(GxM)(h@g) = Y G((h@g))M((h®g))
= Y Gh®g)M(h®g)
= ) S(higi)hag
= ) S((hg)1)(hg)>
= &(hg)lu
= g(h)e(g)ln
= eyen(h®g)ln

= upepen(hg),

portanto G * M = ug€ysn. Disso segue F = G, ou seja, S(hg) = S(g)S(h).

(ii) Como A(ly) = 1y ® 1y, temos S(1y) 1y = €(1gy) 1y = 141y = 1y. Portanto, S(1y) =
1g.

(ii1) Agora, consideremos H com sua estrutura de codlgebra e H ® H com sua estrutura de
produto tensorial de dlgebras vista na Proposicao(1.1.13| Assim, podemos considerar a dlgebra

de convolugdo Hom(H,H ® H). O elemento identidade dessa dlgebra é a fungio uggney : H —
H ® H. Sejam as fungdes F,G : H — H ® H definidas por

F(h) =A(S(h)) e G(h) =} S(h2) ®S(h1)

para todo & € H. Provemos que A € a inversa a esquerda de F e € a inversa a direita de G com

respeito ao produto de convolugdo. Seja h € H, entdo

(AxF)(h) = Y A(h)F(hy)
= Y A(h1)A(S(h2))
= A(Zhls(hz))
= Ae(h)1p)
= e(W)lg®ly

= UHRHEH (h),
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0 que nos mostra A x F' = ugop €. Também,

(G*A)(h) =Y. Gh)A(R) =Y (S((h1)2) @ S((h)1))((h2)1 @ (h2)2)
(S(h2) @ S(h1))(h3 @ ha)
S(h2)hs @ S(hy)hg
S((h2)1)(h2)2 @ S(h1)h3
e(hy) 1y @ S(hy)hs

= Y 1n@S(h)e((ha)1)(h):

= Y 1u®@S(h)h,

= 1H®8(h)1[-]

)y
)»
= L
)y
)»

= UHRHEH (h),

portanto G * A = uggn€n. Disso segue F = G, ou seja, A(S(h)) =Y. S(hy) @ S(hy).

(iv) Basta aplicarmos € na igualdade Y"1 S(hy) = €(h)1y. Assim obtemos Y. €(h;)e(S(hy)) =
€(h). Como € e S sdo k-lineares, temos €(S(Y. €(h)h2)) = €(h). Usando a propriedade da cou-
nidade, segue €(S(h)) = €(h). n

Proposicao 3.2.8. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entdo as seguintes afirmagées
sdo equivalentes:

(i) Y. S(hy)hy = €(h) 1y, para todo h € H;

(ii) Y hyS(hy) = €(h) 1y, para todo h € H;

(iii) S =1 (S>* = S0 S).

Demonstracdo: (i) = (iii) Por definicdo, sabemos que / é o inverso de S pelo produto de
convolucdo. Mostremos que SZ é o inverso de S a direita pelo produto de convolugdo, entio o

resultado seguird por causa da unicidade do inverso. Seja h € H, temos

(S5 (h) = Y8
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mostrando que S * S = ue.

(iii) = (i) Basta aplicarmos S na igualdade }" S(h;)hy = €(h)1y. Temos

S(Y_S(h)ha) = Y S(S(h1)ha)
S(hy)S%(hy)
S(h2)I(hy)
S(ho)hy
e(h)1y)
M1y,

gl agBugling

I
o2

(
(

I
™

portanto Y S(hy)hy = €(h) 1.

As implicagdes (iii) = (ii) e (i1) = (iii) sdo andlogas as implicagdes (iii) = (i) e (1) = (iii),

respectivamente. ]

Corolario 3.2.9. Se H é dlgebra de Hopf comutativa ou cocomutativa, entdo S* = I.

Demonstracdo: Se H for comutativa, entdo £(h) 1y = Y.S(hy)hy = ¥ haS(hy), ou seja, S* = 1.
Se H for cocomutativa, entdo Y. h; ® hy = Y hp @ hy, logo €(h) 1y = Y.S(hy)h, =Y, S(ho)hy, ou

seja, S2 =1I. ]

Definimos agora subestruturas de algebras de Hopf, como subalgebras de Hopf e ideais de

Hopf, e dlgebras de Hopf quociente.

Definicao 3.2.10. Sejam H uma dlgebra de Hopf com antipoda S e K um k-subespago vetorial
de H. Dizemos que K é uma subdlgebra de Hopf de H se K é sub-bidlgebra de H e se S(K) C K.

Observamos que se K € uma subdlgebra de Hopf, entdo K é uma algebra de Hopf com a

estrutura induzida de H.

Definicao 3.2.11. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S e I um k-subespaco vetorial de
H. Dizemos que I é um ideal de Hopf se I é bi-ideal de H e S(I) C I. ]

Teorema 3.2.12. Sejam H uma dlgebra de Hopf, I um ideal de Hopfde H e p: H — H/I a
projecdo canodnica de k-espagos vetoriais. Entdo existe uma vinica estrutura de dlgebra de Hopf

em H /I tal que p é um morfismo de dlgebras de Hopf.
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Demonstragdo: Sabemos do Teorema (3.1.14|que H /I tem uma estrutura de bidlgebra. Como
S(I) C I, podemos definir S : H/I — H /I por S(h) = S(h), Vh € H. De fato, S estd bem definida,
pois se para h,g € H temos h = g, entdo h — g € I e portanto S(h — g) € I por hipétese, ou seja,

S(h) —S(g) €1, o que implica que S(h) = S(g).

Agora, S é uma antipoda, pois para todo & € H, vale

Y S(hi)hy =

e de maneira andloga se mostra Y./, S(hy) = &(h)1y. Portanto, H/I é uma algebra de Hopf. m

Antes de apresentarmos exemplos de dlgebras de Hopf, definimos certos elementos especi-

ais de uma codlgebra.

Definicao 3.2.13. Seja C uma codlgebra. Um elemento ¢ € C é dito grouplike se c é ndo-nulo e
A(c) = c®c. O conjunto dos elementos grouplike da codlgebra C é denotado por G(C). Segue
da propriedade da counidade que €(c) = 1, para todo c € C. [

Proposicao 3.2.14. Seja H dlgebra de Hopf. Entdo G(H) é grupo com a multiplica¢do de H.
Demonstragd@o: Notemos que 1y € G(H), pois A(1y) = 1y ® 1. Se g,h € G(H), entdo
A(gh) =A(g)A(h) = (g®g)(h®h) = gh® gh, ou seja, gh € G(H).

Agora, se g € G(H), entdo S(g) € G(H), pois A(S(g)) = Y. S(g2) ®S(g1) = S(g) ® S(g). Por
outro lado, (S*I)(g) = S(g)g = €(g)ly = 1y e analogamente gS(g) = ly. Portanto, todo
elemento groulike g € G tem inverso g~ = S(g) € G(H). Logo, G(H) é grupo. u

Exemplo 3.2.15. Estrutura de Algebra de Hopf da Algebra de Grupo. Seja G um grupo
multiplicativo. Vimos no Exemplo que kG possui uma estrutura de bidlgebra. Falta-
nos definir uma antipoda para que kG seja uma algebra de Hopf. Definindo S : kG — kG por
S(g) = g ! para g € G e estendendo por linearidade, temos S definida em todo kG. Observamos
que

Y S(g1)g2=5(g)s =8¢ =1c=¢(g)lc
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e analogamente Y g15(g2) = €(g)1¢, para todo g € G. Portanto, kG é uma dlgebra de Hopf.
Observamos que G(kG) = G. u

Observacio 3.2.16. E interessante observar, a partir do exemplo e da proposicio anteriores, que
a antipoda generaliza a ideia de inverso de um elemento. A relacio que existe entre bidlgebras

e dlgebras de Hopf é semelhante a relacdo entre semigrupos e grupos. ]

Exemplo 3.2.17. Finalmente, apresentamos um exemplo de uma bidlgebra que nao é uma
dlgebra de Hopf como dissemos na Observagio [3.2.4] Consideremos G um monoide (con-
junto ndo vazio com uma operacao - associativa com elemento neutro e € G) tal que G nao €
um grupo. Nessas condi¢des, kG € uma bialgebra, mas ndo € uma algebra de Hopf, pois caso

existisse uma antipoda S, teriamos, para todo g € G,

=Y S(g1)g2=¢€(g)lg = l¢

e, analogamente, gS(g) = 1, ou seja, S(g) seria o inverso de g. Assim, G seria um grupo, o

que € uma contradicao. [ ]

Para o proximo exemplo, é necessario que mostremos o seguinte lema.

!
Lema 3.2.18. A igualdade (m—li—n) = Z (m) (l " ) é vdlida para quaisquer m,n,l € N.
i=0 !

Demonstracdo: De fato,

m+n
Y (m M n)x = (14+x)™™"  (pelo teorema binomial)
=0

x)" <1+x>

em que na ultima igualdade utilizamos a definicdo do produto de polindmios de graus m e n

com a conveng¢do de que (;) = 0 sempre que s > r, Vr,s € N. Igualando os coeficientes de x’

l
concluimos que ("7") = ¥ () (,".)- -
Uma maneira combinatéria de mostrar a igualdade do lema anterior € perceber que (m?“”) é

o numero de possibilidades de escolher / elementos de dois conjuntos, um com m elementos e
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outro com n elementos, mas cada uma dessas escolhas pode ser feita escolhendo i elementos do

conjunto com m elementos e depois escolhendo os restantes / — i elementos no conjunto com n

!
elementos, essa dltima maneira de pensar leva ao ndmero Y. (%) (,".).
i—

Exemplo 3.2.19. Algebra de Hopf das Poténcias Divididas. Seja H um k-espaco vetorial com
base {c;, : m € N}, ja definimos uma estrutura de codlgebra em H no Exemplo em que

m
Alenm) = Zci®cm_,~ e &(cm) = 0o m, Vm e N.
i=0

Agora, damos uma estrutura de dlgebra a H. Sejam c¢,,, ¢, € H, definimos o produto

n+m
CnCm = n Cn4m

que pode ser estendido por linearidade. Notemos que

m
CoCm = 0 Cm = Cm = CmCo.

Portanto, co = 1y, o elemento identidade em H. Mostremos que essa multiplicacao é asso-

ciativa, ou seja, (chcm)cp = cn(cmcp), para quaisquer n,m, p € N. De fato,

n—+m
(cnem)ep = ( . )cn+mcp

n+m\ (n+m-+p
= c
n n+m n+m+p

(n+m)! (n+m+p)!
nlm!  (n+m)!p!
(n+m+p)!

- mipl  CmEp
n!m!p!
(m=+p)! (n+m+p)!
mipl  al(mtp)l TP

("))
= Cnt+m+p
m n

m+p
= ( - )cncm+p:cn(cmcp).

Cnt+m+p

Assim, H tem uma estrutura de algebra. Verifiquemos que H ¢ uma bidlgebra mostrando

que A e € sdo morfismos de dlgebras. E claro que

£(Cnem) = (“m) £(Cuim) = (’”’") Sotm = 80,080, = E(Cn)E(Cr)-

n n
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Agora,

Alen)Alen) = foc@cn-j)(fock@cm_m

o
AL ]+k m+n—j—k
= Z Z . Cjtk @ Cnym—j—k

0 k=0 n—J

1\ (n+m—i
= Z Z ( >( >Ci®cn+mi
i=0 j=0 \J —J
"+
= ( )cl®cn+m i (pelo Lema[3.2.18)
n

(7))

= Cncm)a

com a convencao de (;) = 0 sempre que j > i. Falta-nos definir uma antipoda. Seja S : H -+ H

dada por

m—1
S(co)=S(1g)=1u e S(cm)=—Y S(c;)cm—i, Vm € N.
i=0

Mostremos que Y. S(h)hy = €(h)1y, para todo h pertencente a base de H. Sendo H cla-
ramente cocomutativa, valem as condicdes equivalentes da Proposi¢do Para c¢o = 1p,

temos

S(Co)C() = S(lH)lH =1y = S(Co)lH.

Para m > 0, temos

(S*D)(cw) = iS(cocmi

m—1
= (Z S(ci)em—i) +S(em)co
i= 0
= ZSclcmz ZSclcmlH
= O
= S(Cm)lH,

em que na terceira igualdade foram usados a defini¢ao de S(c,,) e o fato de cp = 1. Portanto,

H € uma élgebra de Hopf. [ ]

Exemplo 3.2.20. Algebra de Hopf de Sweedler de Dimensao 4. Suponhamos k um corpo de
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caracteristica diferente de 2. Seja H uma 4lgebra gerada por elementos ¢ e x satisfazendo as
relacoes

czzly,x2:0 e XCc= —cxX.

Entdo H é um k-espaco vetorial de dimensdo 4 cuja base é {ly,c,x,cx}. A estrutura de
codlgebra é dada por

Alc) =c®c, A(x) =cRx+x® lg,
glc)=1; e €x)=0.

Notemos que
(ARDNAx) = (AR (cRx+xR 1) =cRcRx+cRxR 1y +xR 15 & 1y,
(ITRA)AX)=(IRA)(cRx+xR 1) =cRcRx+cRxQ 1y +xR 1R 1y.

Portanto vale a coassociatividade para x. A verificacao para c € imediata. Para a propriedade

da counidade, temos

(eDA(x) = (e®D(cRx+x®1g)
= g(c)x+e(x)ly

= X.

Analogamente, mostra-se (I ® €)A(x) = x. Portanto, com essa estrutura de codlgebra, H é
uma bidlgebra. Além disso, o morfismo k-linear S dado por S(c) = ¢ e S(x) = —cx é antipoda
para H. De fato,

S(c)e=c* =1y =¢£(c)ly,
S(e)x+Sx)lg=cx—cx=0=¢(x)1y.

portanto, H é uma algebra de Hopf. Nao vamos provar, mas vale G(H) =< ¢ >= {1,c}, em

que < ¢ > é o grupo multiplicativo gerado por c. ]

Observacao 3.2.21. O exemplo acima é de uma algebra de Hopf que ndo é comutativa nem
cocomutativa. De fato, se cx = xc teriamos cx — xc = 0, ou seja, cx + cx = 0, o que implica
(14 1)cx =0, como k tem caracteristica diferente de 2, 1+ 1 # 0 e daf cx = 0, um absurdo.
Logo, H ndo é comutativa. Agora, suponhamos que A(x) = c®@x+x® 1 = TA(x) =xRc+1®x.
Denotando por My a multiplicagdo em H, terfamos que My (c®@x+x®1) =My(x®c+1®x),

ou seja, cx +x = xc +x, o que implica cx = xc, 0 que ndo pode acontecer, pois acabamos de ver
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que H nido é comutativa. Logo, H nio é cocomutativa. ]

O proximo exemplo generaliza o exemplo anterior, sdo as chamadas algebras de Hopf Taft.

Exemplo 3.2.22. Algebras de Hopf Taft. Sejam n > 1 um inteiro e A uma raiz n-ésima primi-

tiva da unidade. Consideremos a dlgebra H,>(A ) definida pelos geradores ¢ e x que satisfazem
"=1,xX"=0 e ,xc=Acx.

Sobre essa dlgebra podemos introduzir uma estrutura de codlgebra exatamente como no exem-
plo acima. Dessa maneira, an(l) se torna uma bidlgebra de dimensao n?, tendo como base
{c'x/: 0 <i,j <n—1}. A antipoda é definida por S(c) = "~ ! e §(x) = —c"~'x. Para o caso
em que n=2¢e A = —1, temos a Algebra de Hopf de Sweedler de Dimensdo 4. Nio vamos

provar, mas vale G(H,2(1)) =< ¢ >= {1,c,...,c" " 1}. i

Exemplo 3.2.23. Algebra de Hopf de Polinomios. Na dlgebra de polindmios k[X] introdu-
zimos uma estrutura de codlgebra como segue: usando a propriedade universal da dlgebra
de polindmios, existe um tnico morfismo de édlgebras A : k[X]| — k[X] ® k[X] para o qual

AX)=X®1+4+1®X. E claro que
(AR Lx)AX) = (I ®AAX) =X @101 +18X2 1+ 101X,

e entdo usando novamente a propriedade universal da dlgebra de polindmios segue que A é
coassociativa. Similarmente, existe um tinico morfismo de dlgebras € : k[X] — k com £(X) = 0.
Nao é dificil ver que junto com A e €, k[X] se torna uma bidlgebra. E até mesmo uma dlgebra de
Hopf, com antipoda S : k[X| — k[X], construida de novo pela propriedade universal da dlgebra

de polindmios, tal que S(X) = —X. n

Observacao 3.2.24. Aproveitamos a oportunidade para justificar o uso do nome convolugao.
O anel de polindmios R[X] é uma codlgebra como no exemplo anterior, portanto seu dual
U = R[X]|* = Hom(R[X],R) é uma édlgebra com o produto de convoluggo. Se f é uma fungio

continua com suporte compacto, entdo f* € U, em que f* é dada por
(P = [ P,
em que P é a fungdo polinomial associada a P € R[X]. Temos A(P) € RIX] @ R[X] ~ R[X,Y],

AP)=Y P@P,=P(X+Y).
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Se g € outra funcdo continua com suporte compacto, o produto de convolugdo de f* e g* é dado

por
(1 8)(P) = ¥ [S@RWdx [ g)P)dy
= ¥ [ ([ 1A @dng0P(d
= (] res »)dy
= [([ e P(1)di
~ W (P)
em que A(r) = [ f(x)g(r — x)dx é 0 que normalmente é chamado produto de convolucio.  m

Exemplo 3.2.25. Seja k um corpo de caracteristica p > 0. Na Algebra de Polinémios k[X]
consideramos a estrutura de dlgebra de Hopf descrita no Exemplo emque A(X)=X®
1+1®X,e(X)=0eS(X) =—X. Como A(X?) =XP®1+ 1 ®XP (estamos em caracteristica
p, logo todos os coeficientes binomiais (p ) com 1 <i < p—1 sdo divisiveis por p, portanto sao
nulos), €(X”) = 0e S(XP) = —XP, segue que o ideal gerado por X? é ideal de Hopf, entdo faz
sentido construir a dlgebra de Hopf quociente H = k[X]/(X?), que tem dimensédo p. Denotando

por x a classe de equivaléncia de X, temos A(x) =x® 1+ 1 ®@xe x? =0. n

Observacao 3.2.26. Seja H uma élgebra de Hopf com antipoda S. Entao a bidlgebra H?><°P
¢ uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Além disso, se S € bijetora, entdo as bidlgebras H? e

H®°P sio 4lgebras de Hopf com antipoda S~ |

De fato, seja h € H°P:“°P  entdo
(S*1)(h) =Y S(hy) -oph1 =Y mS(h2) = e(h) 1y = ue(h),
(I%S)(h) =Y ha-0pS(hy) =Y S(h1)hy = €(h) 15 = ue(h).

Portanto, S« I = I« S = ue. Logo, H?P°P ¢ uma élgebra de Hopf com antipoda S. Agora,

seja h € H?, entao
=Y 57 m) opha =Y msS™!

Mas, S(Y hoS~ ' (hy)) = L 11 S(hy) = (k)15 = S(e(h)15). Como S é injetora, temos
Y 1S~V (hy) = e(h) 1y = ue(h), assim S~! I = ue. Similarmente, I+ S~! = ue. Portanto, HP
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é uma algebra de Hopf com antipoda S~!. Com raciocinio analogo, H°” é uma dlgebra de Hopf

com antipoda S~
Proposicao 3.2.27. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita com antipoda S. Entdo a

bidlgebra H* é uma dlgebra de Hopf com antipoda S*.

Demonstracd@o: Sabemos que H* é uma bidlgebra pela Proposicao Mostremos que S*
¢ a antipoda de H*. Sejam h* € H* e 8(h*) = Y hj ® h3, em que & ¢ a comultiplicacdo de H*.
Entao, para todo 4 € H, temos

(S (h1) xh3)(h) =} S"(h7)(h1)h3(h2)

= L hi(S(m))h3(h2)
= Y W (S(h)h2)
= h'(e(h)1n)
= ¢e(h)h*(1g)
= E(h")e(h).
Dai, Y §*(h}) * h5 = E(h*)e. Similarmente, ) hj *S*(h}) = E(h*)e. u

Proposicao 3.2.28. Se H e K sdo bidlgebras, entdo H ® K com a estrutura de dlgebra e de
codlgebra jd definidas anteriormente possui uma estrutura de bidlgebra. Se H e K sdo dlgebras

de Hopf, entdo H @ K é uma dlgebra de Hopf com antipoda Sy & Sk.

Demonstragd@o: Temos em H ® K as operagdes definidas nas Proposigdes [1.1.13] e [1.2.23]

Mostremos que Agsk € Eggk sS40 morfismos de algebras. De fato, dados h,h' € H e g,¢' € K,

temos

Anek((h@g)(W ®g)) = Agsk(hh' ©gg')
= Y ()1 ®(gg)1 @ (hh)2® (gg')2
= Y hih ®g18] ® ol ® g2g5,

Anek(h®@Q)Ausk(W @) = Y (h ®©g1®hy@gy)(h) ® g ®hy@gh)
= Y il @181 @ hahh @ gagh.
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Agora,

enok((h©g)(W ©g) = ensx(hh ©gg)
= ey (hh')ex(gg')
= ey(h)ey(h)ex(g)ex(g)
= ey(h)ex(g)en(h')ex(g)
= enek(h®g)enck (W ®g').

Logo, H ® K é uma bidlgebra. Agora, suponhamos que H e K sejam élgebras de Hopf,

verifiquemos que Sy ® S € uma antipoda para a bidlgebra H ® K. Temos

Y (SH@Sk)(h®g1)(ha®g2) = Y (Su(h1)®Sk(g1))(h2 @ g2)
= Y Su(h)ha®Sk(g1)g2
= eg(h)lg®ex(g)lk
= ep(h)ex(g)ln® 1k
= epok(h®g)lusk

= Upek€ask(h®g).

Analogamente, Iy * (Sy ® Sk) = uggk€Hsk- Portanto, H ® K é uma dlgebra de Hopf. m

Lembramos que se A € uma élgebra e M € um A-mddulo a esquerda, entdo M € um A°P-
modulo a direita com a acdo dada por m-a = am para quaisquer a € A°? e m € M. A estrutura
de dlgebra oposta é essencial para que valha a propriedade de compatibilidade m - (a -,y b) =
(m-a)-b,ouseja,m-(a-,pb) =m-(ba) = (ba)m = b(am) = (am)-b = (m-a)-b, para quaisquer
a,b € A°? e m € M. Em geral, M ndo possui uma estrutura natural de A-médulo a direita. Da
mesma forma, se C ¢ uma codlgebra e M € um C-comddulo a direita, entdo M € um CP-

comddulo a esquerda, mas ndo tem uma estrutura natural de C-comddulo a esquerda.

O proximo teorema mostra como dados um H-modulo ou H-comddulo de um lado, a
antipoda induz naturalmente uma estrutura de H-médulo ou H-comddulo do outro lado, res-

pectivamente.

Teorema 3.2.29. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S. Entdo as seguintes afirmacoes
sdo verdadeiras:

(i) se M é um H-modulo a esquerda, entdo M possui uma estrutura de H-modulo a direita com
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agdo dada por m-h = S(h)m;
(ii) se M é um H-comddulo a direita com estrutura p :M — M H, p(m) = Y mg) ®myy), entdo
M possui uma estrutura de H-comédulo a esquerda com coacdo dada por p' : M — H @ M,

p'(m) = Y.S(m(1)) @mg).
Demonstracdo: (i) Sejam h,g € H, m € M, entdo
m- (hg) = S(hg)m = (S(2)S(h))m = S() (S(WYm) = S(g) (m+ ) = (m-h) &
m- 1y = S(1g)m = Lym = m.
(i) Seja m € M, p(m) = Y.mg) @ m(;y. Provemos que (A® Iy )p" = (Ic® p")p’. Temos

(AIy)p'(m) = (A1) () S(m(1)) @m))
=Y S(mq))1 ©S(m1y)2 @myg)
= Y S((m(1))2) @S((m1y)1) @ m)
=) S(m)) @ S(m()) @m),

por outro lado

(Ie®p)p'(m) = (Ic@p") (). S(m)) @m))
=Y S(mu)) @S((mey) (1)) © (o)) (0)
= Y S(mp)) @S(m(1)) @m,

portanto (A®I)p’ = (I® p’)p’. Além disso,

(e@D)p'(m) = (e1)()_S(m(1)) @m)) =Y (S(m1y))mgy = Y €(m1))m) = m.

3.3 Mobdulos de Hopf

Ao longo desta se¢do, H serd uma algebra de Hopf.

Definicao 3.3.1. Um k-espaco vetorial M é chamado um H-modulo de Hopf a direita se M tem
uma estrutura de H-modulo a direita, denotada mh, param € M e h € H, e uma estrutura de

H-comdédulo a direita, dada pelo morfismo p :M — M QH, p(m) = Ymy) @my), tal que para
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todomeM, he H
p(mh) = Zm(O)hl ®m(1)h2.

Proposicao 3.3.2. Seja M um H-modulo de Hopf a direita. Entdo:
(i) p: M — M ® H é morfismo de H-mddulos a direita;
(i) W : M@ H — M é morfismo de H-comodulos a direita, em que L é o morfismo estrutura de

H-mddulo a direita de H.

Demonstracdo: (i) Para que p : M — M ® H seja morfismo de H-moédulos a direita € preciso
que M ® H seja um H-moédulo a direita. Portanto, vamos primeiro definir essa estrutura. Con-
sidere H @ H com a estrutura de dlgebra do produto tensorial, entdio M ® H é H ® H-modulo
a direita com estrutura dada por (m ® h)(g ® p) = mg ® hp, para quaisquer m®@h € M ® H,
g®p € H®H. Considerando o morfismo de dlgebras A : H — H ® H, podemos considerar

M ® H como um H-mddulo a direita pela restricao de escalares via A. Esta estrutura é dada por

(m@h)g =Y mg @hg, m@he MRH, g€ H.

Com essa estrutura, temos

p(mh) = Zm(O)hl ®m(1)h2 = (ZM(O) ®m(1))h = p(m)h,
portanto p é morfismo de H-mddulos a direita.

(i1) Para que u : M @ H — M seja morfismo de H-comddulos a direita é preciso que M @ H
seja um H-comddulo a direita. Portanto, vamos primeiro definir essa estrutura. Considere
H ® H com a estrutura de codlgebra do produto tensorial, entdo M ® H é H ® H-comddulo
a direita com estrutura dada por m ® h — Y. my) ® hy @ m1) @ hy, para todo m@h € M @ H.
Considerando o morfismo de codlgebras My : H ® H — H, podemos considerar M @ H como

um H-comddulo a direita pela correstri¢ao de escalares via My. Esta estrutura é dada por

m@h— Y megy@h @myhy, mnOh e MQOH.
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Com esta estrutura, temos

Y u((moh)g) @ (meh)g = Y plng ©h)@meh
= Lo @mah
=Y (mh) o) @ (mh) )
= Y u(meh)goumah)y),

portanto € morfismo de H-comddulos a direita. ]

Podemos definir uma categoria tendo como objetos os H-mddulos de Hopf a direita e como
morfismos entre dois tais objetos todas as transformagdes lineares que s@o também morfismos
de H-mddulos a direita e morfismos de H-comoddulos a direita. Essa categoria é denotada por

MY, a qual vamos chamar categoria dos H-médulos de Hopf a direita.

Exemplo 3.3.3. Se H ¢ dlgebra de Hopf, entdo H ¢ um H-mddulo de Hopf a direita e esquerda.

Exemplo 3.3.4. Seja V um k-espaco vetorial. Entdo definimos em V ® H uma estrutura de
H-médulo a direita por (v® h)g = v® hg, para quaisquer v € V, h,g € H, e uma estrutura de
H-comddulo a direita dada pelo morfismo p : VRH - VRQHRH, p(vh) =Y vR®h| ®hy,
para quaisquer v € V, h € H. Entdo V ® H se torna um H-mddulo de Hopf a direita com essas

duas estruturas. De fato,

p(veh)g) = pvehg)
= Y v (hg)1®(hg)
= Y v@higi®hg
= Y (voh)g) @hag
= Y (v®h) g1 ®(veh) 18,

provando a compatibilidade. [ ]

Vamos mostrar que os H-modulos de Hopf do exemplo anterior sdo (a menos de isomor-

fismo) todos os H-mddulos de Hopf. Primeiro, precisamos de uma defini¢ao.

Definicao 3.3.5. Seja M um H-comdodulo a direita, com estrutura de comodulo dada pelo mor-

fismop: M — M®H. O conjunto

M ={mecMlp(m)=mx 1y}
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€ um k-subespaco vetorial de M que é chamado Subespaco dos Coinvariantes de M. ]

Exemplo 3.3.6. Seja H com a estrutura de H-comddulo induzida por A: H — H ® H. Entao
HH = kl1y. De fato, se h € HH entdo A(h) = ¥ h] ® hp = h® 1. Aplicando € na primeira
posicdo, obtemos h = €(h)1y € kly. Reciprocamente, se h = rly para algum escalar r € k,

entio A(h) = rly ® 1y = h® 1y, de forma que h € HH, ]

Seja H uma algebra de Hopf e M um H-médulo de Hopf a direita. Considere em M @ H

a estrutura de H-mo6dulo de Hopf a direita como no Exemplo|3.3.4

Teorema 3.3.7. Teorema Fundamental dos Médulos de Hopf. O morfismo f: M @ H —
M definido por f(m®h) = mh, para quaisquer m € M e h € H, é um isomorfismo de médulos
de Hopf.

Demonstracdo: Denotamos o morfismo dando a estrutura de comodulode M porp : M — M &
H, p(m) = Y. m) ®@m(y. Considere o morfismo g : M — M definido por g(m) = Y. m(pS(m(1)),
para todom € M. Se m € M, temos

p(gtm)) = p(Y.mSimny))
=Y (m)) 0)S(my)1 @ (m)) (1yS(m(1))2
(defini¢ao de modulos de Hopf)
=Y (m)0)S((m(1))2) @ (m)) (1yS((m1))1)
(a antipoda € antimorfismo de codlgebras)
= L m)Sima) @m)Sim)
(usando a notacdo de Sweedler para como6dulos)
=Y m)S(m@)) ® (m1))15((m1))2)
(usando a notacdo de Sweedler para comé6dulos)
= Y mS(mp) @ e(my)ly
(definicao da antipoda)
= Y mS(e(m1))mp) © 1y
= Y mo)S(e((my)1)(m))2) @ 1
(usando a notacdo de Sweedler para como6dulos)
= Zm(O)S(m(l)) ® 1y (propriedade da counidade)

= glm)® 1y,



87

o que mostra que g(m) € M° | para todo m € M. Entio faz sentido definir o morfismo F : M —
MY @ H por F(m) = Y. g(m(g)) ®my), para todo m € M. Vamos mostrar que F € a inversa de
f. De fato, se m € M°! ¢ h € H, temos

Ffim@h) = F(mh)
= Y &((mh))) ® (mh) )
= Lslmoh) ©mqh:
(defini¢ao de modulos de Hopf)
= Y g(mhi)®hy (pois m € M)
=) (mh1))S((mh1) (1)) @
= Lmoh,Stnh, @by
(defini¢ao de médulos de Hopf)
=Y mhy S(hi,) ®hy (pois m € M)
= Zme(hl) ® hy (propriedade da antipoda)
= m®h (propriedade da counidade),

portanto, F f = Id. Reciprocamente, se m € M, entao

fFm) = f(Y mS(m)) @m))
= LmSim))me)
=Y m)S((m))1)(mg))2
(usando notacao de Sweedler para comédulos)
= Zm(o)e(m(l)) (propriedade da antipoda)

= m (pela propriedade da counidade),

o que mostra que fF = Id também. Falta provar que f é um morfismo de H-mddulos de
Hopf, i.e. € um morfismo de H-mddulos a direita € um morfismo de H-comddulos a direita. A

primeira afirmacao € clara, pois

f((m@h)h') = f(m@hh') = mhh' = f(m@h)H .



Para mostrar que f é um morfismo de H-comddulos, temos que provar que o diagrama

MCOH ® H f M
IQA p
M @ H®H I M®QH

¢ comutativo. Isso € imediato, pois

pfim@h) = p(mh)
= Y mhi®@hy (pois m € M)
= Y (f®In)(m@h @hy)
= (fRIy)I®A)(m&h)

e a prova esté terminada.

88
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4  Integrais

Integrais s@o certos elementos ou funcionais em uma bialgebra. Pode-se pensar em integrais
que sdo elementos de uma bidlgebra como andlogos do elemento 7 =} . g da dlgebra de grupo
kG de um grupo finito G sobre k. Pode-se pensar em integrais que sao funcionais como analogos
da integral de Haar em um grupo compacto. Muitos resultados profundos sobre dlgebras de
Hopf de dimensao finita estdo diretamente relacionados com integrais. Aqui vamos apenas

tratar de um resultado, conhecido como Teorema de Maschke para dlgebras de Hopf.

4.1 Integrais em uma Algebra de Hopf

Seja H uma bidlgebra. Entdo H* tem uma estrutra de algebra dual a estrutura de coalgebra
de H. A multiplicacdo € dada pelo produto de convolucao. Para simplificar a notacao, se h*,

g* € H*, vamos denotar o produto de 7" e g* em H* por h*g*, ao invés de h* x g*.

Definicao 4.1.1. Um funcional T € H* é chamado um funcional integral a esquerda da bidlgebra
H se h*T = h*(1y)T, para todo h* € H*. O conjunto de funcionais integrais a esquerda de H
é denotado por [,. Funcionais integrais a esquerda de H*P sdo chamados funcionais integrais

a direita para H, seu conjunto sendo denotado por [,. [ ]

Nao é dificil ver que T € H* ¢ um funcional integral a esquerda se, e somente se, Y, 7' (x2)x] =

T(x)1,Vx € H, e é um funcional integral a direita se, e somente se, Y, 7 (x1)x; = T(x)1,Vx € H.

Vamos discutir brevemente o nome dado a no¢do acima. Seja G um grupo compacto. Uma
integral de Haar em G é um funcional linear A no espago de fungdes continuas de G em R que

¢ invariante por translacdo, i.e.
Axf) = A(f),

para qualquer f : G — R continua e x € G. Entio a restricdo de A a algebra de Hopf Rr (G) de

funcdes continuas representativas em G € um funcional integral no sentido da no¢do acima. De
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fato,
Axf) = A(f),Vf€ERr(G),xeG&
AY L) f) = ALV eRr(G),xeG&
Y A1) k) = AN)I(x),Vf €Rr(G),xeCG &
YA(f)fr = A(NHLVfeRR(G) &
Y A(fu(f) = A(f)rQ),Vf € Rp(G), 1 € Rr(G)" &
(Ap)(f) = (WDA)(f), Vf € Rr(G), u € Rr(G)" &

Ap = p(DA,vu € Rp(G)*

e 1sso explica o uso do nome “integral” para bidlgebras.

Observacio 4.1.2. 1) [, é claramente um subespago vetorial de H*. Além disso, [; ¢ um ideal
na dlgebra H*. Que é um ideal a direita é claro, pois se g* € H* e T € [;, entdo para todo
h* € H* temos

W (Tg") = (WT)g" = (h(1u)T)g" = h*(1u)Tg",

logo T'g* € [,. Para mostrar que [, é também um ideal a esquerda, com a mesma notagao temos
W (&'T) =g )T = (hg")(1u)T = (1u)g" (1a)T = " (10)g"T,

logo g*T € J,.

2) Considere a parte racional de H* a esquerda, portanto H,”* é a soma de ideais a esquerda
da dlgebra H*. Entdo [, C H;"™. Isso segue imediatamente da parte (iv) do Teorema Em
particular, se para uma bidlgebra temos H,”* = 0, entdo também temos [, = 0, uma vez que

nao ha funcionais integrais a esquerda nao nulos. ]

Damos agora alguns exemplos de bidlgebras, algumas tendo funcionais integrais nao nulos,

e outras nao.

Exemplo 4.1.3. Seja G um monoide e H = kG a dlgebra de semigrupo com estrutura de
bidlgebra semelhante a do Exemplo Denotamos por p; € H* o morfismo linear defi-
nido por pi(g) = 01, para todo g € G, em que 1 representa aqui o elemento identidade do
monoide. Entdo p; € um funcional integral a esquerda e a direita para H. De fato, se h* € H*,

entdo para todo g € G temos

(h*p1)(g) =h"(g)p1(g) = O14h"(g) =" (1)p1(g).
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A dltima igualdade é clara se g = 1, e se g # 1, entdo ambos sdo zero. Como H é cocomutativa,

p1 € também um funcional integral a direita. ]

Exemplo 4.1.4. Seja H a dlgebra de Hopf das Poténcias Divididas do Exemplo 3.2.19] Lem-
brando, H é um k-espaco vetorial com base {c,, : m € N}, a estrutura de codlgebra ¢ definida

por

m
Alem) = Zci®cm_i e €(cm)=om
i=0

n—+m
CnCm = n Cn+m

com elemento identidade 157 = c¢yp. No Exemplo vimos que existe um isomorfismo de

e a estrutura de algebra por

algebras
o:H" = k[X]], o(h") = Z h*(cp)X"

n>0

para h* € H*.

Suponha que exista T funcional integral a esquerda de H. Entdo para todo h* € H*, temos
h*T = h*(15)T, e aplicando o obtemos ¢ (h*)o(T) = h*(1y)o(T). Notando que h*(1y) =
o (h*)(0), segue que o(T) é uma série de poténcias formal para a qual Fo(T) = F(0)o(T)
para qualquer série de poténcias formal F. Escolhendo entdo F # 0 tal que F(0) =0 (e.g.
F = X), obtemos ¢(T) = 0 (pois k[[X]] é um dominio), e como ¢ é um isomorfismo, isso

implica [, =0. [

Exemplo 4.1.5. Sejam k um corpo de caracteristica zero e H = k[X| com a estrutura de dlgebra
de Hopf do Exemplo [3.2.23] Entdo H ndo tem funcionais integrais ndo nulos. De fato, se
T € H* fosse um funcional integral, entdo h*T = h*(1)T, para todo h* € H*. Como A(X) =
X ®1+1®X, aplicando a igualdade acima em X, temos #*(X)T (1) = 0, e escolhendo i* com
h*(X) # 0, segue que T (1) = 0. Entdo provamos por inducdo que 7 (X") = 0, para todo n > 0.
Para ir de n — 1 a n aplicamos a igualdade #*T = #*(1)T em X"*! e usamos a férmula
A(Xn+1) — Z (n+1)Xn+l_l®Xl
o<i<n+1 \ !
Pela hipétese de indugdo, obtemos 7*(X)T (X") = 0, e escolhendo de novo 4* com h*(X) # 0,

chegamos a T(X") = 0. Consequentemente, 7 = 0. n
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4.2 A Conexao entre Integrais e o Ideal H*"*

Seja H uma dlgebra de Hopf. Daqui em diante, H*" representa a parte racional de H* a
esquerda. Vimos, na Observagéo 2), que se H*™*" = 0, entdo [, = 0. Nosso objetivo agora
¢ encontrar uma conexdo mais precisa entre H*“ e ;. Sabemos que H*"* ¢ um H*-médulo a
esquerda racional, e isso induz uma estrutura de H-comédulo a direita em H*, definida por
p:H" — H"" QH, p(h*) = thko) ®hz‘ 1) tal que gh =Yg (h* )hz*o), para todo g* € H*.
Considere a acdo — de H em H* definida como segue: se h € H e h* € H*, entdo h — h* € H*
¢ dado por (h — h*)(g) = h*(gh) para todo g € H. Dessa forma, H* se torna um H-mddulo
a esquerda e essa estrutura é de fato induzida pela estrutura candnica de H-mddulo a direita
de H. Essa estrutura de H-modulo a esquerda em H* induz uma estrutura de H-médulo a
direita em H* como segue: se h € H e h* € H*, defina h* «— h = S(h) — h*. Entdo temos
(h* ~—h)(g) =h*(gS(h)), paratodo g € H.

Teorema 4.2.1. H*" ¢ um H-submddulo a direita de H* com a¢do ~—. Essa estrutura de
H-mddulo a direita e a estrutura de H-comddulo a direita dada por p definem em H*™ uma

estrutura de H-modulo de Hopf a direita.

Demonstragdo: Seja h* € H ¢ h € H. Mostraremos que para todo g* € H* temos a relacdo

=Y &" (h{yyh2) (H{g) ~ h1).

Seja g € H, entdo

() g*( (h(yh2)(hig) ~ h1))(g) = Y g*(h 0)(8S(h1))

= Z(hz — g )( 2‘1)) (0)(85(R1))

= Y ((ha—g")h")(gS(h1))
(pela definicao de p)

= ) (h2—g")((88(h))1)h* ((8S(h1))2)
(pela defini¢ao de convolugao)

= Y (h3— g")(815(h2))h* (28(h1))

= Y &' (815(h2)h3) " (g28(h1))
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= Y " (g16(h2))h" (28 (1))
= Y ¢"(g1)h*(g25(h))

provando a rela¢do como queriamos. Isso mostra que h* <— h € H* ¢, além disso, que
* * *
i.e. H*% ¢ um H-mo6dulo de Hopf a direita. ]
O lema seguinte mostra que existe uma relagéo estreita entre H*' e ).
Lema 4.2.2. O subespago de coinvariantes (H*™)°! ¢ exatamente |.
Demonstragio: Seja h* € H*™. Entdo h* € (H*)°H se, e somente se, p(h*) =h*® 1y, €

isso é equivalente a g*h* = g*(1y)h*, paratodo g* € H*. Mas isso é a defini¢do de um funcional

integral a esquerda. ]
Podemos agora provar o resutado mostrando a conexdo completa entre H*“ ¢ |;.

Teorema 4.2.3. A aplicacdo f: [, @H — H*™ definida por f(T @ h) =T ~— h, para quaisquer
T € [,,h € H, é um isomorfismo de H-mddulos de Hopf a direita.

Demonstracdo: Segue diretamente do Teorema Fundamental dos Mddulos de Hopf

aplicado ao médulo de Hopf H*"', [ ]

J4 tinhamos visto na Observacdo que se H*" =0, entdo [, = 0. O teorema anterior

mostra que a reciproca também vale.
Corolario 4.2.4. H"" =0 se, e somente se, [; = 0. m

Corolario 4.2.5. Seja H uma dlgebra de Hopf com antipoda S e tendo um funcional integral
ndo nulo. Entdo S é injetora. Se, além disso, H tem dimensdo finita, entdo fl tem dimensdo 1 e

S é bijetora.

Demonstragd@o: Do teorema anterior, se existisse um z # 0 com S(h) = 0, entdo para um
T e [;,T #0, terfamos f(T ® h) = 0, contradizendo a injetividade de f. Se H tem dimensdo
finita, ja& vimos na Observacao que H*™™ = H*. N6s obtivemos um isomorfismo de
modulos de Hopf f : [, ®@H — H* definido por f(T ®h) =T ~— h=S(h) — T. Em particular, é
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um isomorfismo de espagos vetoriais, entdo dim(H*) = dim( [, ®H ). Mas dim(H*) = dim(H) e
dim( [, ®H) = dim( [;)dim(H ). Portanto, dim( f;) = 1. Além disso, como S é um endomorfismo
injetivo do espaco vetorial de dimensao finita H, segue que S € um isomorfismo, logo € bijetivo.

Quando H é uma 4dlgebra de Hopf de dimensao finita, ainda ha outra forma de trabalhar com
funcionais integrais. Existe um isomorfismo de dlgebras ¢ : H — H** definido por ¢ (h)(h*) =
h*(h), para todo h € H,h* € H*. Entao faz sentido falar sobre funcionais integrais a esquerda
para a algebra de Hopf H*, estes elementos estando em H**. Como ¢ € bijetora, existe um
elemento ndo nulo i € H tal que ¢(h) € H** é um funcional integral a esquerda para H*.
Como todo elemento em H** é da forma ¢(/) com [/ € H, isso significa que para todo [ € H
temos @ (1)¢(h) = ¢(I)(1g+)d(h). Mas ¢(1)d(h) = ¢(lh) (¢ é um morfismo de algebras) e
O()(1g=) = ¢(I)(€) = €(I), portanto o fato de ¢ (k) ser um funcional integral a esquerda para

H* é equivalente a [h = g(I)h, para todo [ € H. Isso justifica a seguinte defini¢ao.

Definicao 4.2.6. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita. Um elemento integral a
esquerda em H é um elemento t € H para o qual ht = €(h)t, para todo h € H. [ ]

Observacao 4.2.7. O corolario anterior mostra que em toda dlgebra de Hopf de dimensao finita
existem elementos integrais a esquerda nao nulos e, além disso, o subespaco que eles geram

tem dimensao 1, e € portanto kt, em que ¢ € um elemento integral a esquerda ndo nuloem H. m

Exemplo 4.2.8. Seja G um grupo finito e kG a dlgebra de Hopf de grupo descrita no Exemplo
Entdo 7 = ) ,c; g € um elemento integral a esquerda e direita em kG. ]

Exemplo 4.2.9. Se G é um grupo finito, entdo (kG)*, o dual de kG, é uma dlgebra de Hopf, e a

aplicacdo p; € (kG)*, p1(g) = 81 4, ¢ um elemento integral a esquerda e direita em (kG)*. m

Exemplo 4.2.10. Seja k um corpo de caracteristica p > 0 e H = k[X]/(X") a dlgebra de Hopf
descrita no Exemplo [3.2.25| Entdo t = x”~! é um elemento integral 2 esquerda (e direita) em
H. [ ]

Exemplo 4.2.11. Seja H a dlgebra de Hopf de Sweedler de dimensao 4 descrita no Exemplo
3.2.20, Entdo x + cx € um elemento integral a esquerda em H e x — cx € um elemento integral a

direitaem H. u

Exemplo 4.2.12. Seja H,»(A) a dlgebra de Taft descrita no Exemplo(3.2.22 Entdo r = (1 +c+

.+ "1 é um elemento integral em H,>(A). u
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Uma aplicacdo importante de integrais em algebras de Hopf de dimensao finita € o seguinte

resultado, conhecido como Teorema de Maschke.

Teorema 4.2.13. Teorema de Maschke. Seja H uma dlgebra de Hopf de dimensdo finita. Entdo

H é uma dlgebra semissimples se, e somente se, €(t) # 0 para um elemento integral t € H.

Demonstragdo: Suponha primeiro que H seja semissimples. Sabemos que Ker(g) é um ideal
de codimensdo 1 em H. Considerando Ker(€) como um submddulo a esquerda de H, pela
semissimplicidade de H temos que Ker(€) é um somando direto em H, portanto existe um ideal
aesquerda I de H com H = Ker(e) @ 1. Seja 1 = z+ h, com z € Ker(€), h € I, a representagdo
de 1 como uma soma de dois elementos de Ker(g) e I. Claramente h # 0, pois 1 & Ker(¢).
Como I tem dimensdo 1 (pois Ker(€) tem codimensao 1), segue que I = kh. Seja agoral € H.
Entdo [h € I, e entdo a representacdo de [k na soma direta H = Ker(€) ©1 é lh =0+ lh. Por
outro lado, temos / = (I —&(I)1)+¢&(I)1, eentdo lh = (I —€(I)1)h+&(I)h. Como (I —€(l)1)h €
Ker(g),e(l)h € 1, e a representacdo de um elemento em H como uma soma de dois elementos
em Ker(€) e I é tnica, segue que (I —&(I)1)h=0e €(l)h = lh. A ultima relagdo mostra que / é
um elemento integral a esquerda em H. Como I N Ker(€) = 0, segue que €(h) # 0, e a primeira

implicagdo esta provada.

Assuma agora que £(¢) # 0 para um elemento integral a esquerda t+ € H. Fixe um tal
elemento integral  com €(¢) = 1 (podemos fazer isso substituindo ¢ por ¢/£(¢)). Para mostrar
que H € semissimples, podemos mostrar que para qualquer H-moddulo a esquerda M e qualquer
H-submoédulo N de M, N é um somando direto em M como H-moddulos a esquerda. Seja
7 : M — N uma transformac@o linear tal que 7(n) = n, para todo n € N (para construir tal
transformacdo escrevemos M como uma soma direta de N e outro subespaco, como k-espacos

vetoriais, € entdo consideramos a projecao em N). Defina
P:M— N, P(m) = Ztlﬂ(S(tz)m) paratodo m € M.
Primeiramente, mostramos que P(n) = n, para todo n € N. De fato,

Pi) = Y um(S(n)n)
= Y 11S(t2)n (pois S(12)n € N)
= £(t)1n (pela propriedade da antipoda)
= n (pois €(t) = 1).

Mostramos agora que P ¢ um morfismo de H-mdédulos a esquerda. De fato, param € M, h € H,
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temos

hP(m) = thln S(tp)m)
= th nt(S(t2)e(hp)m) (pela propriedade da counidade)
= Zhltln(S(tz )S(hy)h3m) (pela propriedade da antipoda)
= Y mnn(S(hoty)h3m)
= Y () m(S((h11)2)hom)
= Y e(h)nn(S(r2)hym) (pois hit = &(hy)1)
= Ztlﬂ«' (tp)hm) (pela propriedade da counidade)
= P(hm).

Mostramos que existe um morfismo de H-mddulos a esquerda P : M — N tal que P(n) = n,
para todo n € N. Entdo N ¢ um somando direto em M como H-mddulos a esquerda (pois

M = N @ Ker(P)) e a prova esta terminada. n

Observacao 4.2.14. Se G € um grupo finito e H = kG, vimos que 7 = },,c g € um elemento
integral em H. Entdo £(¢) = |G| 1, em que |G| é a ordem do grupo G. O teorema anterior mostra

que a algebra de Hopf kG € semissimples se, € somente se,

se, a caracteristica de k ndo divide a ordem do grupo G. Esse é o bem conhecido Teorema de

Maschke para grupos. ]
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5 Conclusao

O trabalho foi desenvolvido ao longo do ano 2013, as principais referéncias sendo [[1] e [2].
Ao ver essas referéncias, € possivel perceber que o que foi feito nesse trabalho nao chega nem a
ser a ponta do iceberg da teoria de dlgebras de Hopf. Descrevo a seguir algumas das coisas que

existem nessas referéncias que ndo foram apresentadas no trabalho.

A dualidade entre dlgebras e codlgebras pode ser mais aprofundada, por exemplo, definindo-
se a topologia finita de um espaco vetorial dado (ver [1], Secdo 1.2), € possivel estabelecer
correspondéncias injetoras entre as subcodlgebras de uma codlgebra dada e os ideais fecha-
dos da sua dlgebra dual, entre os coideais a esquerda da codlgebra e os ideiais a esquerda
fechados da algebra dual, entre os coideais da codlgebra e as subalgebras fechadas da 4lgebra
dual, e correspondéncias similares podem ser construidas entre as subestruturas de uma algebra
e da codlgebra dual finito. Existe uma nocdo chamada produto wedge entre subespacos de
uma codlgebra que corresponde a multiplicagdo de subespacos da dlgebra dual. Muitos outros
conceitos estdo relacionados com o produto wedge, entre eles a filtragdo corradical de uma
codlgebra, que €, basicamente, uma cadeia de subespagos cuja unido é a coalgebra e cujo pri-
meiro termo € o corradical da codlgebra, que por sua vez € a soma das subcodlgebras simples
da codlgebra. O conceito de filtracdo corradical € importante em resultados que o usam para

argumentos indutivos.

Além dos comddulos e médulos de Hopf, apresentados de maneira sucinta no trabalho,
existem os comoddulos de Hopf, cuja estrutura é dual a dos modulos de Hopf, e os mddulos
de Hopf relativos, que contribuem com muitos resultados sobre médulos livres, especialmente
sobre resultados que envolvem uma algebra de Hopf e quando ela € livre sobre suas subdlgebras
de Hopf.

Um dos conceitos mais surpreendentes € o de integrais, muito importante na teoria de
algebras de Hopf de dimensao finita. Em [2] € possivel ver que as integrais estdo relaciona-

das com semissimplicidade; cossemissimplicidade; a fungdo traco Tr : End(H) — k para uma
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algebra de Hopf H de dimensao finita, por exemplo, pode ser expressa em termos de integrais
e integrais podem ser expressas em termos da funcdo traco; a antipoda, que também pode ser
expressa em termos de integrais; os elementos grouplikes, que estdo associados com integrais

generalizadas; o centro e elementos cocomutativos da dlgebra de Hopf dual.

Algumas coisas que nio apareceram de maneira nenhuma no trabalho foram as acdes e
coacoes de algebras de Hopf sobre dlgebras e codlgebras, que dao origem a estruturas como H-
modulo dlgebra, H-comddulo dlgebra, H-moddulo codlgebra, H-comddulo codlgebra e o produto

smash.

Depois de tudo isso, fica claro que existe muita coisa para estudar. Por isso e pelo fato de
ser assunto extremamente interessante, pretendo persistir nos estudos, ainda mais por causa da

oportunidade de estuda-lo ao lado de pessoas que admiro e pelas quais tenho muito carinho.
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