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Resumo

Neste trabalho estudamos métodos de regularizagao para o problema
de Quadrados Minimos Totais (RTLS) baseado em técnicas da Algebra
Linear Numérica e teoria de regularizagao.

O foco principal do trabalho é o estudo da regularizagao de Tikho-
nov para o método de Quadrados Minimos Totais (TLS) e de uma
técnica de truncamento que atua como regularizador. No primeiro
caso, abordamos um método desenvolvido por Renaut e Guo base-
ado na resolucao de um sistema nao linear através de um problema de
autovalores lineares e sobre o tamanho da solugao.

Resultados numéricos mostram que este método pode nao funcio-
nar em alguns problemas. Entao, estudamos o método TLS truncado
(T-TLS) e introduzimos um critério de escolha do parametro de trun-
camento baseado no trabalho de Bazan, Cunha e Borges que nao requer
informacao prévia sobre a solugdo. Ambos os métodos sao ilustrados
numericamente e comparados com respeito a qualidade das solugoes.

Os resultados numéricos mostram que o método de truncamento é
uma boa alternativa para resolver o problema RTLS.

Palavras-chave: SVD, Regularizacao de Tikhonov, Quadrados
minimos totais, Métodos iterativos.
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Abstract

In this paper we study regularization methods for Total Least Squares
problems (RTLS) based on Numerical Linear Algebra tools and regu-
larization theory.

The focus of the work is to study the Tikhonov regularization method
for Total Least Square (TLS) and a truncation technique which acts
as regularization. First, we study a method developed by Renaut and
Guo based on linear eigenvalue problems and on a priori information
about the size of the solution.

Numerical results show that this method may not work in some
problems. Then, we study the truncated TLS method (T-TLS) and
introduce a criterion for choosing the truncation parameter based on
work by Bazan, Borges and Cunha that does not require any a priori
information about the solution. Both methods are illustrated numeri-
cally and compared in terms of efficiency and accuracy.

The numerical results show that the truncation method is a good
alternative to solve the RTLS problem.

Keywords: SVD, Tikhonov regularization, Total Least Squares,
Iterative methods.
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Notacoes

As seguintes notacoes serao usadas neste trabalho.

O espago vetorial n-dimensional é denotado por R™.

R(S) denota o espaco coluna, R(ST) é o espaco das linhas e N'(S)
denota o espago nulo ou nicleo de S.

Para as matrizes diagonais, fazemos a seguinte notacao. Se A €
R™*™ escrevemos

A = diag(aa,...,ap), p=min{m,n},
entao a;; =0,se i # jeay =o; parat=1,...,p.
A matriz identidade m x m é denotada por I,,.

A norma Frobenius de uma matriz m x n M é definida por

M| =

A norma 2 de um vetor n-dimensional é definida por

n
> vk
i=1

lyll2 =

Definimos a norma 2 de uma matriz m x n M por

M
[841)y = sup 1270l
o5 Tl

e é igual ao maior valor singular de M.
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Posto(A) denota o posto da matriz A, definida como o nimero
de valores singulares nao nulos.

O menor valor singular da matriz A é denotado por o, (A).

Aj denota uma matriz de posto k. A matriz [Cy, Dj] denota
uma matriz aumentada de posto k.

A" denota a pseudo-inversa de A.

O conjunto {\®)},cy, denota uma sequéncia de niimeros reais, e
denotamos por {z(®)},.cn a sequéncia de vetores em R”.
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Introducao

No modelo cldssico de quadrados minimos (LS)
min ||Az — b||2

onde A € R™ ™ m > n, e b € R™, é assumido frequentemente que a
matriz A é exata e o vetor b é contaminado por erros. Esta hipdtese
nao é sempre realista, pois erros de medicao, de modelagem, de instru-
mentacao, também acrescentam incertezas na matriz de dados A.

Uma maneira de lidar com problemas desta natureza ¢é através do
método de Quadrados Minimos Totais (TLS) que é um método apro-
priado quando existem perturbacoes na matriz de dados A e no vetor
de observacoes b. Neste trabalho fazemos um estudo da regularizacao
de Tikhonov para o método TLS.

O problema foi estudado por Golub e Van Loan [11], teoricamente
e algoritmicamente, e fortemente baseado na decomposicao em valores
singulares. Nos ultimos anos o interesse no método TLS é mantido
devido ao desenvolvimento da eficiéncia computacional e algoritmos
confidveis para resolver este problema.

E necessério comentar que o TLS é uma das muitas técnicas de
ajuste de estimativas dos dados, quando as varidveis estao sujeitas a
erros. Muitas outras aproximagoes gerais para este problema guiaram
a outras técnicas de ajuste para problemas lineares, assim como nao
lineares.

Na pratica também aparecem problemas nos quais a matriz A é mal
condicionada e a solugao tem que satisfazer uma condicao quadratica
|Lz||2 < 6, onde L € RP*™ ¢ § > 0 . Estes casos aparecem natural-
mente nos problemas inversos, onde queremos, por exemplo, estudar a
estrutura de um problema fisico a partir de seu comportamento. Um
dos métodos importantes para resolver problemas mal condicionados
é a regularizacao de Tikhonov [36], o qual incorpora hipéteses adicio-
nais sobre o tamanho e a suavidade da solucao desejada que ajuda a



contornar a sensibilidade da matriz A sobre a solugao. Para problemas
discretos, a regularizagao de Tikhonov na forma geral leva ao problema
de minimizagao

min ||Az — b||2 + || Lz|)3

zER™

onde o parametro de regularizagao A > 0 controla o peso, dado pelo
termo de regularizacgao ||Lz||2 relativo & minimizagdo da norma resi-
dual [36].

Em nosso trabalho estudamos o caso no qual a matriz A e b estao
sujeitos a perturbagoes, introduzindo técnicas que foram desenvolvi-
das previamente ao problema TLS bem como aplicagoes do método de
quadrados minimos totais. O presente trabalho estd organizado como
segue.

No primeiro capitulo estudamos o método de quadrados minimos
e a decomposicao em valores singulares, junto com as propriedades
e os resultados tedricos importantes desta decomposicao, tal como o
Teorema de Eckart-Young sobre aproximacoes duma matriz, que serd
muito usado neste trabalho.

No capitulo 2 definimos o problema TLS, introduzindo seus fun-
damentos tedricos tais como teoremas de existéncia e unicidade da
solucdo. Além disso, também estudamos a relagao entre as solugdes
do método LS e o método TLS usando o angulo entre subespagos e
finalmente comparamos os métodos LS e TLS para o problema de res-
sonancia magnética.

No capitulo 3 introduzimos a regularizacao de Tikhonov para o
método TLS baseado em [14], estudando as propriedades mais impor-
tantes do método, para depois usa-las em conexao com o método TLS
regularizado (RTLS), incluindo os casos L = I e L # I. O capitulo
também considera uma outra forma de regularizacao baseada na idéia
de truncamento do método SVD truncada (TSVD) e inclui um estudo
do método de bidiagonalizacao de Lanczos que é util para problemas
com dimensoes muito grandes.

No capitulo 4 estudaremos um método iterativo para calcular a
solucdo aproximada do problema RTLS baseado em autovalores e de-
notado por RTLSEVP. Este algoritmo serd usado para resolver alguns
problemas teste extraidos de [17] e os resultados serao comparados com
o método de truncamento baseado na teoria desenvolvida em [7], o qual
nao requer informagoes adicionais sobre o tamanho e a suavidade da
solucao desejada.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos algumas idéias basicas que servem como
motivacao e suporte tedrico para o tema central deste trabalho.

1.1 Problema de Quadrados Minimos (LS)

A solucao numérica de equagoes integrais de primeira espécie

b
/ K(z,y9)f(y)dy = g(z), c<z<d (1.1.1)

requer o uso de métodos de discretizagao, que em geral, resultam em
problemas de minimizacao

min ||[Az — bl|2 (1.1.2)

onde A € R™*" bh e R™ onde m > n. Neste capitulo apresentamos os
principios do problema (1.1.2), chamado neste trabalho de problema
LS. Van Huffel e Vandewalle [37] definiram um problema LS como
bésico quando sao satisfeitas as condigoes abaixo.

e O lado direito b é um unico vetor em R™.
e O problema tem solugao.
e A solugao é unica.

Em certos problemas, ambos a matriz A e o lado direito b estao sujei-
tos a incertezas e uma maneira de lidar com estes problemas é através



do método de Quadrados Minimos Totais (TLS). Neste capitulo vamos
desenvolver a teoria necessaria para o estudo desse método. Consi-
dere o problema de encontrar um vetor x € R™ tal que Az = b, onde
A e R™*™ e b € R™ é o vetor de observagoes. Quando existem mais
equacoes do que incégnitas, ou seja, m > n, o sistema é sobredetermi-
nado e o problema nao tem solugao se b ¢ R(A). Neste caso usamos a
notacdo Azx = b.

A solucao = do problema (1.1.2) é caracterizada pelo seguinte Teo-
rema

Teorema 1.1.1. O vetor x € solu¢ao do problema (1.1.2) se e somente
se

AT(b— Az) = 0.
Demonstragao. Ver [3]. O

Este Teorema diz que o residuo r = b — Az associado a solucao x é
ortogonal ao R(A), como mostra a Figura 1.1.
Entao o lado direito é decomposto em duas componentes ortogonais.

b=b+r=Ax+r, r L Az,

onde b’ é a projecao ortogonal de b sobre R(A).

Figura 1.1: Descri¢ao geométrica do Teorema 1.1.1.

Corolario 1.1.1. (Solugao LS e Residuo) Se posto(A) = n, entdo
(1.1.2) tem solu¢do LS inica dada por

z=(ATA)1ATy (1.1.3)



e a correspondente correcao LS € dado pelo residuo.
r=b—Ax=0b-10, b = Pyb)
onde Py = A(AT A)~1 AT ¢ a projecio ortogonal sobre R(A).

Se posto(A) < n, o problema LS (1.1.2) tem infinitas solugoes, pois
se x é solugao do (1.1.2) e z € N(A) entao x+ 2z é também uma solugio.
Denotamos por xys a solu¢ao do problema (1.1.2). Note que se A tem
posto completo, existe uma tnica solugao.

Na seguinte se¢ao vamos encontrar expressoes para a solugao xg e
o residuo || Az s — b||2. em termos da SVD.

1.2 A Decomposicao em Valores Singula-
res

A decomposigao em valores singulares (SVD) de uma matriz A € R™*"
é de muita importancia tedrica e préatica em Algebra Linear Numérica
como vamos verificar neste trabalho.

Teorema 1.2.1. (SVD) Seja A € R™*™ com m > n entdo existem
matrizes ortonormais U = [uy, ..., Up] € R e V = [v1,...,0p] €
R™ ™ tais que

n
A=UsV" =3 o] (1.2.1)
i=1
onde ¥ = diag(o1,...,0,) possui elementos ndo negativos tais que

O'120’22...20‘n20.
Demonstragio. O Teorema pode ser encontrado em [16]. O

Os numeros o; sao chamados valores singulares de A, e os vetores
u; e v; sao chamados vetores singulares a esquerda e a direita de A,
respectivamente.

Geometricamente, a SVD de A fornece duas bases de vetores orto-
normais (as colunas de U e V) tais que a matriz A é diagonal quando
é transformada nessas bases.

E facil verificar pela comparacao das colunas nas equagoes AV =
UL e ATU =27V que

Avi =o;u; € ATui = 0;V;, = 1,...,TL. (122)



A SVD também mostra informacao sobre a estrutura de A. Se a SVD
de A é dada pelo Teorema 1.2.1, e

012 ...20, >0p41=...=0, =0,
entao
posto(A) =,
R(A) =R([u1, - -, url),
N(A) = R([UT-i-la ,Un]),
R(AT) :R([Ula' avr])v
(l

A norma 2 e a norma Frobenius da matriz A sao caracterizadas em
termos da SVD:

HAHF*ZZ 1,]: '+072La
i=1 j=1

H Aylls
[All2 = =01
o Myl

A SVD permite definir o niimero de condi¢ao da matriz A.

Definigao 1.2.1. Seja A € R™*™ com posto r, consideremos a SVD
de A dada por (1.2.1). O ndmero de condigao de A é definido como

g
K(A) = [|A]l2]| ATl|2 = 0—1 (1.2.3)

onde Al denota a pseudo-inversa geralizada de Moore-Penrose de A.

Note que se A é inversivel a inversa é dada pela expressao

EU i‘a

caso contrario, a pseudo-inversa At é definida por
AT =vsiuT = Za*l ul,

em que X = diag(ail,... L.0,...,0) com ©f € R**™,

Y o

A pseudo-inversa da matriz A satisfaz as quatro condi¢oes de Moore-
Penrose:



(i) AATA = A.

)
(il) ATAAT = AT,
) (AADT = AAT.
)

(iii

(iv) (ATA)T = AT A.

1.2.1 Problemas Discretos Mal Postos

O problema (1.1.2) é dito problema discreto mal posto quando os valo-
res singulares da matriz decaem para zero, i.e., apresentam um nimero
de condigao elevado. Outra caracteristica deste tipo de problemas é
que os elementos dos vetores singulares a esquerda e a direita u; e v;
tém grandes mudancas de sinal quando o indice 7 cresce, com mostra a
Figura 1.2.

10

10 : : :
\ © Valores Singulares
10”00
oo
%
o
OOO
oO
107% %
oo
10—20
0 10 20 30 40 50 ‘0 10 20 30 40 50

Figura 1.2: Valores e vetores singulares.

Quando b € R™ estd contaminado por erros, ou seja, b = begato + €,
com bezqto sendo o vetor sem perturbagoes desejado e desconhecido, a
solucdo de quadrados minimos, 27, = A'b, ndo tem nenhuma relacio
com a solucao exata do problema e nem tem utilidade pratica por estar
completamente dominada pelos erros.

A SVD é uma poderosa ferramenta computacional para resolver
problemas LS. A razado disso é que as matrizes ortogonais que trans-
formam a matriz A numa matriz diagonal (1.2.1) ndo mudam a norma
2 dos vetores. O seguinte Teorema expressa a solucao LS usando a
decomposicao SVD.

Teorema 1.2.2. (Solugcdo de norma minima LS de Ax = b). Seja
(1.2.1) a SVD de A € R™*" je., A=3""_| oyuv], € assumimos que



posto(A) =r. Se b e R™, entdo o vetor
rLs = Za[lviuin (1.2.4)
i=1

minimiza ||Ax — b||a e € o minimizador de norma minima. Além disso

m
p?=Awps — b3 = Y (ul'D)2. (1.2.5)
1=r+1
Demonstragao. Ver [13]. O

No problema de minimizacao (1.1.2) se o vetor de dados é da forma
b = bezato + €, cOm bezato O vetor sem pertubacgoes e e o vetor de
incertezas, usando a SVD obtemos

" T
rLs = Z u;‘bvi, r = posto(A). (1.2.6)

(2

i=1

a solugao do problema (1.1.2). Sendo b = begato + € temos

r T T
rrLs = Z (Mw 4 evi) ) (1.2.7)

a; a;
i=1 ¢ ¢

Devido a divisao por pequenos valores singulares, os coeficientes ":e
sao grandes, fazendo com que a parcela do erro seja dominante, tor-
nando assim esta abordagem inutil. Portanto, é necessario estabilizar
a solugao. Uma maneira de amenizar o efeito da influéncia do erro na
solugao é truncando a soma em (1.2.6) para s < r termos:

S Tb
Thg = Z uzl v, (1.2.8)

i=1

onde s, chamado indice de truncamento, é escolhido de modo que exista
um balango apropriado entre a qualidade da informacao do problema
que é capturada e a quantidade de erro que é incluida na solucao. Este
método ¢é conhecido como o método da SVD Truncada (TSVD) [16].
Para ilustrar o método TSVD, na Figura 1.3 consideramos duas
solucoes numéricas de um sistema Ax = b, 64 x 64, que provém da dis-
cretizacao de uma equagao integral de Fredholm de primeira espécie,
chamada de shaw [16]. A parte esquerda mostra a solucdo calculada



usando a fungdo inversa de MATLAB x=inv(A)*b. O lado direito
mostra a solu¢do TSVD (linha verde) obtida pela retencao de 7 com-
ponentes associadas aos maiores valores singulares, junto com a solugao
exata (linha azul). Vemos que a solucdo dada pela inversao de A tem
muitas oscilagoes de grande amplitude.

200 25 T —
—ax=A""h —Solugao Exata
——Solugao TSVD
100 2 Solugao TSV
1.5
0
1 X\
-100
0.5
-200 0
300 20 40 60 80 —0.5, 20 20 60 80

Figura 1.3: Solugoes de um sistema discreto Az = b.

Por outro lado a solugao TSVD apresenta um bom balancgo entre o
erro relativo || Zegata — 21svDl|2/ | Tezatall2 = 0.0475 e a norma residual
relativa |[Azrsvp — bl|2/]|bll2 = 2.2042 x 1075, pois em algiins casos
temos um residuo relativo pequeno e um erro relativo grande. O niimero
de condicdo da matriz A da Figura 1.3 é x(A) = 4.0583 x 10%° o qual
indica que a matriz A tem alta sensibilidade a erros no vetor de dados.

Matriz com numero de condicao grande é chamada mal condicio-
nada. No problema de equagoes lineares, o nimero de condicao (1.2.3)
mede a sensibilidade da solugao aos erros da matriz A e o lado direito
b. Isto mostra que pequenas mudancas nas entradas de A, podem pro-
duzir grandes variagoes na solugao x de Az =~ b quando as colunas sao
quase dependentes, i.e. o, ~ 0.

A expressao (1.2.8) pode ser escrita como

n T
5 :E f-uibU
LS . i o i
=1

3

onde
1, sel<1<s

. = )
fi {O, ses<i1<nm

Os coeficientes f; sdo chamados fatores de filtro da solugao (1.2.8).
Mais adiante veremos que existem outras féormulas para esses valores.



A SVD cumpre um papel importante em problemas de aproximacao
de matrizes, como mostra o seguinte Teorema.

Teorema 1.2.3. (Eckart-Young-Mirsky) Seja a matriz A € R™*™
(m >n) com posto(A) = r. Considere a SVD de A

A=UxVT.

FEntao se k <r
min  ||A — B|2

posto(B)=k
€ atingido em Ay, onde
k
Ak = ZaiuiviT e ||A - AkHQ = Ok+1. (129)
i=1

Demonstragdo. Desde que UT A,V = diag(oy,...,0%,0,...,0) temos
posto(Ag) = k e também

UT(A - Ap)V = diag(0,...,0,0%41,...,0,)

portanto ||A — Agll2 = ok+1.

Suponha que posto(B) = k, para algum B € R”*"™. Entao podemos
encontrar uma base ortonormal de vetores 1, . . ., T, tal que N(B) =
span{xi,...,Zn_k}. Usando a dimensao tem-se

span{xy,...,Tn—k} Nspan{vy, ..., vp11}+ # {0}

Seja z um vetor unitario na norma 2 nesta interse¢ao. Como Bz =0 e

k+1

Az = Z oi (vl 2)u;

i=1
temos

k+1
1A= B3 > (A= B)zl3 = |Azl3 = ) of(v]2)* > o}

i=1
o que completa a prova do Teorema. O

Observagao: O Teorema 1.2.3 foi provado inicialmente para a
norma Frobenius [9], para esta norma temos

min ||A— Bl|lr = ||A— Aillr = (kg1 + ... +0,)2
posto(B)=k

10



Este Teorema serd de muita utilidade nas seguintes segoes, pois
permite trocar um sistema Az ~ b por um sistema aproximado Apz &
b

O seguinte Teorema mostra a sensibilidade dos valores singulares.

Teorema 1.2.4. Sejam A e A= A+Ec R™*™ 'm > n com os valores
singulares o1 > 09 > ... > 0, € 01 > 09 > ... > Op, Tespectivamente.
FEntao

loi —ai| < || Ell2,

n

> loi =Gl < Bl
i=1

Demonstragao. Ver [3]. O

O seguinte Teorema apresenta a propriedade de interlacing para va-
lores singulares e mostra o que acontece quando sao removidas algumas
linhas ou colunas da matriz.

Teorema 1.2.5. (Propriedade de interlacing dos valores singulares)
Seja C € R™*™ com valores singulares g1 > ... > Owmin{m,n}- Seja D €
RPX? yuma submatriz de C', com valores singulares o1 > ... > Omin{p,q}
e definimos por conveniéncia 64 = 0 para min{m,n} <t < max{m,n}
e o = 0 para min{p, ¢} <t < max{p, q}. Entdo

(1) 6; >0, parai=1,...,min{p,q}.
(2) 0i 2 Cit(m—p)+(n—g) Para i <min{p+q—m,p+q—n}.
Demonstragao. Ver [35]. O

Se D é o resultado de remover uma coluna de C' entao o Teorema
1.2.5 diz que

(1) Sem>n: 61 >0, >02>02>...>0p-1 >0, >0.

(2) Sem<n:G1>01>02>02>...280m >0 > 0.

Teorema 1.2.6. (Teorema de Interlacing de Cauchy). Seja A uma
matriz Hermitiana de dimensdo n, e seja B a submatriz principal de
ordemn—1. Se A\, < A1 < ... < Xy <\ sao os autovalores de A e
-1 < ... < s < pu1 sao os autovalores de B, entdo

Ané,ufnflS)\nfléﬂn72§~~~§>\2§l$1§>\l~

Demonstragao. Ver [39]. O

11



Capitulo 2

Método de Quadrados
Minimos Totais

O problema de quadrados minimos totais foi introduzido na literatura
por Golub e Van Loan [11] e Van Huffel e Vandewalle [37], como uma
alternativa para o problema de quadrados minimos, no caso em que am-
bos a matriz A e o vetor b contém incertezas. Uma forma de contornar
os erros em A é introduzindo um termo corretor AA.

2.1 Principios do Método TLS

Definigao 2.1.1. Seja o sistema linear de m equagoes lineares Ax ~ b
com n varidveis x. Considere o problema

min [[A b -[4 B|% (2.1.1)
[A ber™* (n+1)

sujeito a b € R(A). (2.1.2)

Quando a solu¢ao [Z E] € encontrada, entdo qualquer x que satisfaz

Az =b (2.1.3)

¢ chamado solugio TLS e é denotado por xrrs. [AA Abl =[A b —
[A ] € o correspondente corretor TLS.

A anélise do problema TLS depende fortemente do uso da SVD da
matriz aumentada [A b] e comega com a observagao que o sistema

12



Ax = b pode ser reescrito como

(A ] { _xl ] =0. (2.1.4)

Sejam
A=Ux VT (2.1.5)
) A b =TSV, (2.1.6)

as decomposigoes em valores singulares das matrizes A e [A b res-
pectivamente. Uma consequéncia imediata é que se 7,41 # 0, entdo
posto([A b)) = n+ 1 e o espago nulo da matriz ampliada é trivial,
logo o conjunto de equagdes (2.1.4) ndo é compativel. Dai, para obter
uma solugdo, o posto da matriz aumentada [A  b] deve ser reduzido de
n + 1 para n. Para isso, decomponha a matriz V' como

= Vi R
V:[@l,...,mﬂ]:[%%ll @;j S=1(0 Tnal|, (217
0 0

em que Vi, 21 € R™ ™ ¢ T19,T9; € R™. Usando o Teorema 1.2.3,
a melhor aproximagao de posto m no sentido da norma Frobenius da
matriz [A b é

O corretor TLS minimal é

Tnt1 = min A 8= [An ballle

posto([g” E,L]):n
e é atingido quando

[A b= [Ay b =[Ad Ab) =TT Ty

Note que a matriz corretora TLS tem posto um. E claro que o sistema
aproximado

(A, bu) [ _xl } =0.

¢é compativel, além disso usando o fato de que T4 € /\/([Zn En]% se
[Ont1]n+1 # 0, temos que

[_xl] = —minﬂ. (2.1.8)

13



Portanto, usando (2.1.7) temos que a solugao TLS pode ser expressa

como: a
Tris = -, (2.1.9)
V22
Note que se T,41 = 0, entdo [A b] tem posto n. Neste caso o sis-
tema é compativel e nao precisamos aproximar a matriz ampliada.
Também, se 7,41 ¢ um valor singular simples (ndo repetido), temos
que N([A, En]) = span{Tn11} e a solucao TLS é tnica. O seguinte
Teorema descreve as condigoes para a existéncia e unicidade da solucao
TLS.

Teorema 2.1.1. (Solugao do problema TLS bdsico Ax ~ b) Sejam
(2.1.5) a SVD de A e (2.1.6) a SVD de [A b] respectivamente. Se
on > 0py1 > 0, entao

[An ba] =) Fav! (2.1.10)
=1

¢ uma solugdo do problema (2.1.1) e a solug¢io xrrs € unica.

Demonstragao. O Teorema de interlacing (1.2.5) para valores singula-
res implica que
012012 ...0p20p 2> Optl-

A hipétese o, > 7,41 garante que 41 nao é um valor singular repe-
tido de [A b]. Agora note quese [A T[4 bl[y" 0]T =52 4 [y" 0T
e 0 #y e R, segue que AT Ay = 6i+1y ou seja 6i+1 é autovalor de
AT A. Tsto é uma contradigio pois o2 é o menor autovalor de AT A.

Portanto, N([A b)) contém um vetor cuja (n + 1)-ésima compo-
nente é ndo nula, logo o problema TLS tem solugao. Como N ([A N])
tem dimensao um, esta solucdo ¢ unica. As igualdades (2.1.9), (2.1.10)
seguem diretamente da aplicacao do Teorema de Eckart-Young-Mirsky

1.2.3 como foi provado acima. O
E interessante notar a equivaléncia das condigoes

Op > 5n+1 & o > 5—n+1 e [T)n+1]n+1 # 0.

Uma 1til e conhecida caracterizagao da solugao zprs e do corretor
minimal TLS é dada no seguinte Teorema.

Teorema 2.1.2. (Expressio Fechada da Solugdo Bdsica TLS) Sejam
(2.1.5) a SVD de A e (2.1.6) a SVD de [A b] respectivamente. Se

Op > Opt1, €NtGo

zrps = (ATA-52 1) ATb (2.1.11)

14



n
_ u
G244 <1+§: 4 i +1> — 2 _;’gﬁ@ Az — b||3. (2.1.12)
n

Demonstra¢do. A condicao o, > Tn,4+1 garante que xrrg existe e é
unica dada por (2.1.9). Como os vetores singulares v; sao autovetores
de [A b|T[A V], 275 também satisfaz a seguinte equacdo de autove-

tores:
[A b]T[A b] |: TLS:| |: :| |: TIiS:|

=52, [xiﬂ . (2.1.13)

A igualdade (2.1.11) segue da parte superior de (2.1.13). Para obter
(2.1.12) usamos a SVD de A, assim temos

Y g z | o z
g" bl [-1) T )

onde g = XTUTh, 2 = VTzrrs. Desta equacio vemos que
(ETS—oh)z=9g e Ga+9 z=b]5.
Substituindo z na ultima expressao temos
T +9 (TS =010 g = b3

Isto pode ser reescrito como

m

n
1+ZU - Doyt
=1

+1 i=1

ou

n u m
1 . ul b)?
A >
A igualdade (2.1.13) segue ja que

min |b — Az[ly = min [|[UT — Swll3 = > (u]b)*.
v v i=n+1

15



Coroldrio 2.1.1. Sejam (2.1.5) a SVD de A e (2.1.6) a SVD de [A b
respectivamente. Se o, > Tpy1, entdo

zrrs = (I — a5 (ATA) Naps = T+ 05, (ATA— 5, 1) s
O seguinte resultado mostra uma relacao das solugoes LS e TLS.

Corolario 2.1.2. Sejam (2.1.5) 0 SVD de A e (2.1.6) 0 SVD de [A ]
respectivamente. Seja b a projecao ortogonal de b sobre R(A). Se
Op > Opt1, entao

lerrs — wpslle =00 (ATA =67 1) aps]le
<or b ll20y o — anyy) !
< 52 2 -2 -1
— Jn—i-l”xLSHQ(Jn Un-i—l) ’
lzrrsll2 > |lzLsll2

Vamos considerar o numero de condi¢ao do problema TLS e sua
relagao com o problema de quadrados minimos. Para assegurar a uni-
cidade das solugbes LS e TLS, assumimos que o, > 7,4+1. O vetor
[z7rs, —1]T é um autovetor de [A b]T[A b] com 52, como autova-
lor associado, i.e.,

ATA ATp TTLS| -2 ITLS
bTA bTp| | —1 | 1| —1 |-

A primeira linha desta equacao pode ser escrita como
(ATA — 5'721+1I)xTLS = ATy,

Aqui um nimero positivo da matriz identidade é subtraido de AT A
e o problema TLS é uma deregularizagao do problema de quadrados
minimos. Como
2 _ =2 2
o7 —a o
K(ATA—52 1) = 50— > L — (AT 4)

2 _
Un Un—i—l Un

segue que problema TLS é sempre pior condicionado do que o problema
LS.

2.2 Anadlise do Método TLS Via Projecoes
Ortogonais
Nos métodos LS e TLS, temos construido solugoes aproximadas ba-

seadas em sistemas com matrizes de posto incompleto obtidas proje-
tando o problema original num subespago de pequena dimensao. Por
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exemplo, no caso da técnica TLS truncada, o problema a ser resol-
vido, Akx = bk, resulta da aproximagao de posto k, [Ak bk] =
UlUlT [A b], onde U;U{ é a matriz de projegao ortogonal sobre o su-
bespago span{as,...,ur}. Ou seja, o sistema resultante é obtido via
projecao ortogonal. A pergunta natural é: o que acontece com a solugao
do “problema projetado” em relacao a solucao exata do problema ori-
ginal se em de lugar U;U{ usamos outra matriz de projegao? Nesta
secao vamos estudar essas relagoes e tentar responder a essa pergunta.

2.2.1 Meétodo Geral de Projecoes Ortogonais e analise
de perturbacgoes

Comegamos introduzindo formalmente o conceito de operador projecao
que vamos usar nesta segao.

Definigao 2.2.1. Seja D € R" . Pp € R™ "™ ¢ uma matriz de
projecdo ortogonal sobre R(D) se R(Pp) = R(D), P = Pp, e Ph =
Pp.

Definigao 2.2.2. Sejam C,D € R"™ 9, dizemos que C €é uma per-
turbagio aguda de D se ||Po — Pplla <1 e ||[Por — Ppr{l2 < 1. Neste
caso dizemos que C e D sdo agudas.

A seguinte defini¢ao permite comparar o angulo entre dois subespagos
com a mesma dimensao.

Definigao 2.2.3. Suponha que R(C) e R(D) sdo subespacos equidi-
mensionais de RY. Definimos o angulo entre estes subespagos por

sing = [|[Pc — Ppl2,
onde ¢ € chamado de dngulo entre os subespagos [13].

Seja M um método geral de projecao (como por exemplo os métodos
LS ou TLS). Denotamos por z; a solu¢ao de norma minima de

Az =b (2.2.1)

onde [A b] é a matriz de posto k que aproxima [A b], baseada no
método de projegao M. Denotemos por A USVT a ~decomposicao
em valores singulares de A e por [AA Abl=[A b —[A b] a matriz
corretora. Consideremos também a matriz aproximada Ay de posto k

de A com
k
T
Ak = E o;Uv; .
=1
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Precisamos saber quando o sistema (2.2.1) tem solugao. O seguinte
resultado dé condigoes suficientes da existéncia da solugao x .

Teorema 2.2.1. Seja P € Rme uma matriz projecao ortogonal,

[A b = P[A b, e AA= A— A. Entio posto(A) = k e Az = b
é compativel, sempre que ||AAH2 < Ok

Demonstragao. E claro que posto(A) < posto([A  b]) < k. Precisamos
mostrar que b € R(A) para tanto vamos mostrar que posto(A4) = k.
De fato, como A = PA, usando [34, p. 34] segue que

o; >o;parai=1,..., k. (2.2.2)

Agora, como A— A= A/NL segue do Teorema de perturbacao de valores
singulares (1.2.4) e (2.2.2) que

0i— G < ||AA|2, parai=1,... k.

Usando a hipétese | AA||y < oy, temos que 0 < o — || AA|s < &% Logo
0 <0 <...<og; implica que posto(A) = k e portanto b € R(A). O

Esta condicao sugere que A seja uma perturbacdo aguda de Ag,
no Teorema 1.2.3. Note do Corolario 1.1.1 que para o problema LS, a
matriz projecao ortogonal é P = P4 e a matriz projetada é

[A b =Ps[A b =[PsA Psb)=[A V]

Seja[A b] = [A b]+[AA  Ab]uma perturbagio da matriz [A  b],
denotamos por [A; by] a matriz aproximacio de posto k da matriz
[A b baseada no método M. Definimos a matriz corretora [AA  Ab] =
[A b] — [A) bx] e assumimos que ||AA|ls 4 ||AAll2 < k. Pelo Teo-
rema 2.2.1, Apxz = by, é compativel e denotamos por Z,s a solucao de
norma minima. Por outro lado de (2.2.1) temos

~ =Tz
5[] o
Sejam as colunas

Y = Bfﬂ com Y; € RM*(n—k+1) o yo € RPFHL
2

uma base ortonormal do nticleo de [A 8] , N([A b]).

18



Como [z, —1]T e N([A b)) segue que

|:x]\{] = |:;/71“:| Sy  para algum sy € Rr—k+1
B 2

Assim temos um sistema compativel
T
Yy sy = —1.

Como x)s € a solugao de norma minima temos que

— Y2
sy =—(a) = —p2(yay2) " = “TalE
2
Entao
Y2
oy = -V 2
lly2l13

Além disso, se Q € R(»—k+1)x(n=k+1) ¢ yma matriz ortonormal tal
que

onde v # 0, segue que

ay = -Yi(y3) = -(V1Q)(y; Q)"

— D 4o
—_[D {701]
=1y

Dai sé precisamos multiplicar um vetor por uma constante y~! para
encontrar a solucao ;. o

Se Z = [Z] 25)" é outra base ortonormal de N'([A b]), existe uma
matriz ortogonal Q € R(—F+x(n=k+1) ta] que Z = QY. Entéo

oy =-Y1(y3) = -Y1QQ" (3 )" = (-Y1Q)(y3 Q)" = —Z1(23)1.

O que significa que a solucao nao depende da escolha da base do nticleo
de [A D]

De forma analoga suponha que a condicio max(||AA]|2, [|AZA2 +
|AA|2) < o é satisfeita, e sejam as colunas de Y a base ortonormal
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de N([Ax bi]). Seja a matriz @ € RM—F+DX(=k+1) yma matriz
ortogonal tal que
n-k
vo_[ D
Y =
q [ )

2| S =

Entdo Ty = —Y1(72)" = =301, Logo

I EIR NN UL

Seja W € R(TDX" yma matriz ortonormal com a particao

tal que WT[vT 4]T = 0 (i.e. as colunas de W completam o espaco
R™*1). Da equagao (2.2.3) segue que

(B e

e consequentemente pela particao de W temos

W (s — a) = W7 [g] ~ 1, (2.2.5)

A expressao

sin (bM

w (]

denota o seno do angulo entre subespagos.

<(E]) < =(E)

Agora podemos apresentar o seguinte resultado.

Teorema 2.2.2. Seja [A b =[A b +[AA Ab]. Sejam xp e Tar as
solucdes de norma minima dos sistemas compativeis Az = b e Apx =
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by, obtidas pelo método de proje¢io M, respectivamente. Sempre que
max(||AA||z, |AAl2 + [|AA|2) < ok, temos

sindar < [lear = Tarlle < sindary/1+ aar[3y/1+ [7ar - (226

v

onde ¢pr € o angulo entre os subespa¢os R ([ﬂ) eR (E}) .

Demonstragao. Pelo Teorema CS [26] a matriz

W1 v

wy Y
é uma matriz ortogonal, onde W; é uma matriz quadrada; sabemos que
oL (W1) = |y!]. De (2.2.5) temos

min

Tmin (W) lZar — 2arll2 < W (Zn — 2ar) 2

ou
|20 — 2|2 < sindar|y o, (WA).
Logo, segue que

120 — zarll2 < singar[y [y

= singary/1+ [Zarl3y/1 + ol (2.2.7)

Isto prova a desigualdade a direita em (2.2.6). Para a outra desigual-
dade,

120 — warllz > WY (Zar — zpr) |2

pois [~ > 1. O

O Teorema 2.2.2 mostra que para o método M, toda perturbacao

[AA AD] que iguala R ({ﬂ) com R ({;]) faz o sistema Apx = by
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compativel e gera a mesma solugao xps. As perturbagoes [AA Ab] que
conseguem este resultado estao caracterizados por

[AA Ab] = —[AA Ab+ HT,

onde R(H) L R ([ﬂ) . Assim temos varias perturbagoes que produ-

zem a mesma solucdo. No caso em que [AA Ab| forem arbitririos
concluimos que para o método M os efeitos da perturbagao dependem

do ruido presente em R ([ﬁ;] ) Van Huffel e Vandewalle [37] chega-

ram a esta conclusao quando estudaram os efeitos de perturbacao no
problema TLS de posto completo.

O Teorema 2.2.2 mostra que quando R ({:]) é perturbado de

modo que 0 < sin ¢y, a solugao T s nao coincide com xs. Na presenga
do ruido [AA Ab] a melhor precisao que o método M pode atingir é
medido por sin¢ys. Neste caso, o produto das raizes quadradas em
(2.2.6) representa um ntumero de condigao para o método de projegao.
Seja
sinfy = [YYT Y Y |
o seno do angulo entre N([A b)) e N'([Ar  bi]).
Um célculo direto para encontrar estimativas para sin ¢y, em ter-
mos de parametros conhecidos nao é facil. Portanto, vamos atacar o

problema fazendo uma andlise do sinf,;. Existem vérias razoés para
fazer isto.

(1) singpr = sindys quando k = n. Este caso acontece em muitas
aplicagoes.

(2) As estimativas para sin 0y em termos de parametros conhecidos é
possivel. Estes resultados fornecem resultados adicionais quando
A é de posto incompleto e o sistema é compativel.

(3) Podemos limitar sin ¢5; usando sin #j; mais um termo, como se-
gue:

Definamos as seguintes matrizes de projecao
Py =YY", Ppy=[p" A" 4l
P-=YY , Bz=F" '@ 7



Usando o fato de que Py = Pp+P, , P = P5+P5

5,5, PPy~ =0,
Py P55 =0, para qualquer vetor z € R temos

1Py = Pp)zll3 =[(Pp — Pp)z[l3 + [|(Pury — Prs)zll3
—2"(PpPs5+ P, + Py, P5+ P;~Pp)z.

Em particular, se z, é um vetor unitdrio tal que

||Pv,'v - P5,7H2 = ||(Pv,'v - Pﬁﬁ)z'yHQa

entao segue que
sin ¢y < sinfy; + ey, (2.2.8)

onde
err = [T (P Pay + Poy + Poy Py PoPo)zy — | (Po — Py |31/2.

Os pontos mencionados acima sao motivagao para encontrar cotas supe-
riores para sin 6, em termos do ajuste das matrizes [A  b] e [Ay by,
corregoes e perturbagoes. Para obtermos a estimativa desejada, vamos
usar dois lemas auxiliares.

Lema 2.2.1. Seja [C D] = [C D]+ [AC AD], onde [C D] é
obtida usando o método de projecao M. Entao

[C DI'[AC AD]=o.
Demonstragao. Ver [1]. O

Lema 2.2.2. Se C € uma perturbacao aguda de D, com C = D + E,
entao
|CT = Dfls < w| CT[l2| DT[|2]| E|l2,

onde = (14 /5)/2.
Demonstragao. Ver [38]. O

Teorema 2.2.3. Seja [A b = [A b+ [AA Ab] com [A b e
[Ar  bi] obtidas pela proje¢ao ortogonal usando o método M. Defina
1= (14++/5)/2. Se max(||AA|s, |AA|2 + ||AAlj2) < op entdo

sinfa <[4 B]7[l2[[AA Ab:
+ulllA B2 lIfAk Ba]Yl2ll[A 8] = [Ax Billl2llAA AB,

onde By € o angulo entre os subespagos N([A b)) e N([Ax  bi]).
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Demonstragdo. Seja R =1- [Ar bi]T[Ax bi]. Usando os lemas
acima temos

sinfy = [|[A BT[A b — [Ax BelT[Ax B2
= [[A WA YR
=4 WA b -[A B)E |-
<[4 B (A Bl - [A D))l
=4 Bf(AA Ab - [AA A2
=[[A b)T[AA Abl - (A b)f - [A B)")[AA Al
<A Bfof[AA Abllla+[|[A B)F = [Ax Be]T[2[AA A,
<|[[A B]f|2l[AA  Ab][l2

+ulllA BTl Bl Tl2[A 8 = [k Billll[AA AB)2.

O

2.2.2 Estimativas para os Métodos LS e TLS

Quando estudamos sistemas lineares com perturbagoes é importante
distinguir problemas zero e nao zero residuais. A Figura 2.1 ajuda a
esclarecer esta relacdo. Definimos o angulo 3y entre os dados exatos by
e R(Ap) como sendo

[bo — Ao |2

S = T

O problema é chamado zero residual se by € R(Ay), i.e., Sy é zero. Em
outras palavras, quando o ruido nao esté presente nos dados, existe uma
relacdo exata mas nao observavel Agzg = by. Os problemas TLS se
aplicam a estes casos. A sensibilidade da solucao depende linearmente
do ntimero de condicgao.

Em problemas nao zero residuais, by ¢ R(A4g) e entdo o angulo Sy
é diferente de zero. Isto significa que, ainda sem a presenca de ruido
nos dados nao é possivel encontrar uma relacdo linear exata Apgxg =
byg. Estes problemas aparecem, por exemplo, em modelos de ajuste e
predicao quando desejamos aproximar dados nao lineares por meio de
modelos lineares ou predizer a resposta de sistemas por modelos de
sistemas simplificados.
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Figura 2.1: Tlustragao geométrica do angulo 3y com by e R(Ap).

Nesta parte vamos considerar o problema zero residual e vamos
usar resultados anteriores para investigar a presicao dos métodos LS e
TLS na presenga de perturbacoes nos dados. Vamos considerar o caso
Posto(A) = k e Az =b.

Em problemas de calculo de frequéncias a matriz coeficiente A tem
posto k < n e Ax = b é compativel quando os dados sao exatos. Porém
na presenca de ruido temos que lidar com um problema perturbado

Ax =~ b.
Vamos assumir que Posto(A4) = k e Az = b é compativel; portanto
as solugoes LS e TLS coincidem: zg = x5 = x71s. Seja

A B=[A b+[AA A,

denotamos por A a matriz aproximacao de posto k de A = Ay, + AA.
Vamos resolver o problema LS truncado Azz = b. Este sistema é
equivalente a encontrar a solucao de norma minima ZTrpgs do sistema
compativel

Az = by, (2.2.9)

onde by, = ZMLE é a projecio ortogonal de b sobre R(A},). Pelos resul-
tados anteriores, para calcular a cota de sin ¢ g, precisamos calcular
uma cota superior para sin g

SineLS:diSt(J\/([A b]),N([Zk Ek]))

Também estamos interessados em aplicar o método TLS truncado
ao sistema Ax = b. Seja



a matriz aproximacio de posto k da matriz [A b = E?jll o] e

[AA Abj=[A b —[A b. Entdo o método TLS calcula a solucio
de norma minima T s do sistema compativel

Az =b.
De forma analoga que acima temos que calcular cotas para sin ¢ g
usando as cotas de sinfrrg

sinfrpg = dist(N([A b)), N([A B])).
Teorema 2.2.4. Assuma que o posto(A)=k, e que To € a solugao de
norma minima do sistema compativel Ax =b. Seja [A bl =[A b+
[AA  Ab] e denote por Trs e Trrs as solugdes de norma minima dos
sistemas perturbados como acima, com ||[[AA  Abl|l2 < oy. Entdo

sindrs < lzo — Trslls < sindrsy/1+ [20l3y/1 + [ZLs]3
onde
[AA A,

singrg < — % L er gt
¢L O'k_HAA”Q LS,

sinprrs < ||xo — Trrslz < SiD¢TLS\/1 + Hﬂ?ng\/l + |ZrLs||3

onde

singrrs < [A4 Ablz +errs.
T ok — [[[AA Ab]l2

Demonstragao. Ver [8]. O

Desprezando €15 e €75, vemos que a cota superior para o angulo
TLS é menor que o angulo LS, desde que oy < 7. De fato, concluimos
que o método TLS melhora quando & /oy cresce.

2.2.3 Relacao entre as Solugoes LS e TLS

Finalmemte temos o resultado que relaciona as solugoes LS e TLS

Teorema 2.2.5. Sejam A e [A b] com a decomposi¢io usual SVD.
Seja Ry, =b— Axps, x5 = —’}//_11}/, rrLs = —ﬁ_lﬁ. Se Okt1 < Ok

entao

sing < |laps — arrsllz < singy/1+ [arsllfy/1 + oz

onde ¢ € o angulo entre os subespaco R([v'T v'1T) e R([oT F]1),

sin ¢ < (uGk41 (20541 + | Rill2)/oh +€), e p= (14 V5)/2.

Demonstragao. Ver [8]. O
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2.3 Resultados Numéricos Preliminares

Nesta secao apresentamos um estudo comparativo da eficiéncia dos
métodos LS e TLS quando aplicados a um problema da &drea de es-
pectroscopia de ressonincia magnética (MRS). Neste caso a matriz de
dados A tem estrutura Hankel, i.e., as entradas sao definidas como
i = hitj—1

hi  hy ... hy
A _ h.Q h.3 .. .. hn._i_l
ho hpt1 oo hpam
eb=1[ho,...,hn_1]T, onde n +m < ¢, e hy é um sinal modelado por

P
hy, = che“bje(ajﬂwf)km, t=+v-1, k=0,1,...,q.

=1

O problema consiste em estimar os pardmetros o, §;, ¢;, € ¢, a partir
de medidas experimentais do sinal hy.

Se hy ¢é livre de erros, é conhecido que posto(A) = p e a solugao de
norma minima do problema min || Az — b||2 pode ser usada para estimar
as constantes de interesse através de técnicas de predigao linear [5].

A principal dificuldade do problema é que, como o sinal experimen-
tal é da forma hy, = h§*at + e, entdo a matriz é da forma A=A+E,
com posto completo e vetor de dados é b = b*?° 4 ¢. Maiores in-
formagcoes podem ser encontradas na referéncia [5].

Para nosso exemplo consideramos os valores da Tabela 2.1, com
p =11, m =n = 256, ¢ = 600, At = 0.000333 e ¢; = &;7/180.
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j ¢ ¢ (graus) @ w;/2m (Hz)
1 75 135 50 -86
2 150 135 50 -70
3 75 135 50 -54
4 150 135 50 152
5 150 135 50 168
6 150 135 50 292
7 150 135 50 308
8 150 135 25 360
9 1400 135 285 440
10 60 135 25 490
11 500 135 200 530

Tabela 2.1: Valores exatos para o sinal MRS.

Consideramos matriz perturbada A, sendo A = A + ¢&, onde & é
uma matriz de ruido Gaussiano, o é o desvio padrao nas partes real e
imagindria. Note que a matriz exata A tem posto 11.

A Figura 2.2 mostra a parte real do sinal usado no experimento.

2000 2000

1000 1000

© ©
£ £
9 _1000 P _1000
-2000 -2000
3000, 0.05 0.1 0.15 0.2 3000 0.05 0.1 0.15 0.2
Tempo Tempo

Figura 2.2: Sinais puro e perturbado.

Apresentamos resultados obtidos com a técnica LS truncada e TLS
truncada usando em ambos os casos o indice de truncamento k = 11,
considerando varios valores do desvio padrao.

A qualidade das solugoes =g, Trrs em termos de erro relativo e
residuos relativos com respeito a solugao original xy sao mostrados na
Tabela 2.2 e ilustrados graficamente na Figura 2.3.
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o llzes —woll2/llzollz llzres — zoll2/llzollz [[Azrs —bll2/[[bll2 [[Azrrs — bll2/1bll2
2 0.01627 0.01631 0.00203 0.00205
4 0.03266 0.03279 0.00397 0.00403
6 0.04928 0.04950 0.00587 0.00594
8 0.06622 0.06650 0.00780 0.00779
10 0.08358 0.08386 0.00984 0.00961
12 0.10143 0.10167 0.01208 0.01142
14 0.11989 0.12005 0.01459 0.01325
16 0.13910 0.13929 0.01742 0.01515
18 0.15936 0.16033 0.02067 0.01716

Tabela 2.2: Erro relativo e Residuo relativo das solugdes LS e TLS.

0.025
—=—Residuo relativo LS
0.02- --'Residuo relativo TLS

o
=
8 0.015}
o
=]
3
% 0.01r
Q
@

0.005-

0 .
0 5 10 15 20

Figura 2.3: Residuo relativo.

Vemos que os erros relativos associados as solugoes LS e TLS sao
muito préximos. No caso do residuo relativo, vemos que para valores
grandes de o a solu¢ao TLS é melhor.

As estimativas dos valores dos parametros a e w sao apresentados
na Tabela 2.3 e graficamente nas Figuras 2.4 e 2.5.

o Tazs —ala/TolzTarzs —ola/Tollz  [os — wlo/lol: ores — wla/lels
2 0.00571 0.00618 0.00039 0.00040
4 0.01015 0.01172 0.00073 0.00078
6 0.01406 0.01662 0.00102 0.00111
8 0.01845 0.02098 0.00127 0.00142
10 0.02448 0.02495 0.00150 0.00169
12 0.03305 0.02884 0.00172 0.00192
14 0.04473 0.03309 0.00196 0.00213
16 0.05989 0.03833 0.00225 0.00230
18 0.07904 0.04567 0.00262 0.00246

Tabela 2.3: Erros Relativos dos parametros « e w.
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0.08
—o— Amplitude LS
Amplitude TLS
0.06 o
2 s
: |
 0.04 - &
2) P o
o T (T
0.02 e
% 5 10 15 20 % 5 10 15 20
[ea o
Figura 2.4: Amplitude. Figura 2.5: Frequéncia.

Vemos que ambos métodos fornecem boas estimativas das frequéncias
w independente do valor de 0. A mesma observacao vale para os
parametros o quando o é pequeno. Porém, para valores maiores de
o, vemos que o método TLS proporciona uma melhor precisao, confir-
mando que o método TLS é uma excelente alternativa para problemas
onde o ruido afeta a matriz e o vetor de dados.
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Capitulo 3

Método de Quadrados

Minimos Totais
Regularizados

Neste capitulo apresentamos a teoria basica do método de Regula-
rizagao de Tikhonov para o problema TLS e um método de regula-
rizacdo via truncamento do método TLS.

3.1 Regularizacao de Tikhonov do problema
LS ea GSVD

A idéia bésica da regularizacao é incorporar alguma informacao adicio-
nal ao problema que permita estabiliza-lo, e determinar uma solugao
aproximada e compativel com os dados de entrada; um dos métodos
mais usuais é o método de regularizacao de Tikhonov.

Nesta secao apresentamos um estudo introdutoério a regularizagao
de Tikhonov bem como a Decomposi¢ao em Valores Singulares Gene-
ralizada (GSVD) que serd usada para calcular a solucao regularizada.

No método de Tikhonov para o problema LS, substituimos o pro-
blema (1.1.2) por

Ty :argfélin{HAaz—ng—i—)\||L(a:—a:0)||§} (3.1.1)
zER?

onde A é uma constante positiva, chamada de paramtro de regula-
rizagao, escolhida de modo a controlar o tamanho do vetor solugao, e L
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é uma matriz RP*" que define uma seminorma sobre a solugdo. Geral-
mente, L representa o operador primeira derivada ou segunda derivada.
o é uma aproximagao inicial para a solugao caso esteja disponivel, caso
contrario define-se xg = 0.

O desafio deste problema é escolher um parametro A tal que xy
aproxime satisfatoriamente a solu¢ao exata Tezarq de (1.1.2). A escolha
da matriz L determina o tipo de problema de Tikhonov:

L = I,,: Problema de Tikhonov na Forma Padrao.
L # I,,: Problema de Tikhonov na Forma Geral.

Esquemas equivalentes a regularizacao de Tikhonov foram propostos
por J. Riley [32] e D. L. Phillips [28], mas foi G. H. Golub o primeiro au-
tor a propor uma maneira apropriada de resolver o problema (3.1.1). A
idéia é tratar este problema como um problema de quadrados minimos

2

. b A
Ty = aigl;}n {\/Xon] - [\/XL} x ) (3.1.2)
cujas equagoes normais sao
(ATA+ AL L)xy = ATb 4+ ALT L. (3.1.3)

A solugao da equacao (3.1.3) pode ser escrita, para o caso frequente
2o = 0, como
(ATA+ALTL)xy = ATD (3.1.4)

sendo a unicidade obtida se N'(A) "N (L) = {0}.
Considerando a regularizagdo de Tikhonov na forma padrao, x) é
dado por

ulb
Ty = Zfi ; v; (3.1.5)
onde r = posto(A) e

f 01-2 1, O’i>>\/X
. = = 2
o2+ &, o< VA

(3.1.6)

sdo chamados fatores de filtro para a regularizacao de Tikhonov.

Os fatores f; filtram as componentes de erro da solucdo. Assim,
se em (3.1.5) A\ for muito grande, a solugdo calculada pode nao ter
incorporado informagoes da solucao do problema. Em contrapartida,
se A for muito pequeno, pouco ruido pode ter sido filtrado e a solugao
encontrada nao é relevante.
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O residuo associado pode ser escrito como

ry=0b— Az, = Z(l — fz)uszul +b
i=1

onde by =b— Y1 ul'bu; = DD ulbu; é a componente do vetor
b que nao pertence ao espaco coluna da matriz A. Como {u;} é uma
base ortonormal em R™, entdo b =Y.~ (u] b)u;. Asim,

r T 2
leslf =3 (557) 3.17)
a3 =37 (= fo)ul®)* + o).

i=1

O caso geral pode ser abordado eficientemente através da Decomposigao
em Valores Singulares Generalizados (GSVD).

Teorema 3.1.1. (GSVD). Seja o par matricial (A,L) em que A €
R™*™ ¢ L € RP*™ com m > n > p com posto(L) = p. Entdo existem
matrizes U € R™*™ e V. € RP*P com colunas ortonormais e X uma
matriz nao singular tais que

Y 0

]X‘l, L=V[M 0Xx! (3.1.8)

com ¥ = diag(o1,...,0p) e M = diag(p1, ..., 1p). Os coeficientes o; e
i satisfazem

0<01<...<0,<1 e 1>p>...>p,>0. (3.1.9)

Também, X2 + M? = I, € os valores singulares generalizados de (A, L)

sao definidos como y; = Z—
i

Demonstragao. A prova pode ser encontrada em [13]. O

Uma caracteristica relevante dos valores singulares generalizados de
um par matricial (A, L) é que crescem & medida que ¢ aumenta como
mostra a Figura 3.1.
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[ o Valores Singulares de A| ‘ < Valores Singulares de (A, L)‘
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10 0 10 20 30 40 50 10 o - . § ) |

Figura 3.1: Valores singulares e valores singulares generalizados.

Na prética, para problemas onde a GSVD de (4, L) pode ser cal-
culada facilmente, a solucao do método de regularizagao de Tikhonov
dada na equagao (3.1.4) pode ser escrito como

p T n
u; b T
T\ = ;:1 fi p 2 + izgp“(ui b)z; (3.1.10)

2
onde f; = Vlﬁ e z; sao as colunas da matriz X dada pela GSVD.

Neste caso temos o residuo associado dado por

p m
ry=b— Ax) = Z(l — foulbu; + Z (ul b)u;,
i=1 i=n+1
usando o fato que Az; = oju;, parai = 1,...,p e Az; = u; para
i=p+1,...,n. Assim
P 5 m
a3 = (1= f)uf®)" + 7 (ul'0)
=1 i=n+1
Note que ||[Lzy|l2 = ||zall2 quando L = I. Para o caso em que

L # I, anorma ||z)||2 é substituida pela seminorma || Lz ||2. Usando

a GSVD temos
9 P ul'b 2
Lol =3 (£22)
i=1 Vi

Vemos que se \ cresce, a seminorma || Lz||2 do vetor solugao decresce
de forma mondtona, enquanto o residuo ||Az — b||2 cresce de forma
mondtona.
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3.1.1 Métodos de Escolha do Parametro de Regu-

larizagao

Na literatura existem varios métodos de escolha deste parametro, va-
mos mencionar quatro deles que tém sido usados mais frequentemente.

(1)

O método de Discrepancia atribuido a Morozov [25], escolhe A
tal que a norma do residuo seja igual a uma cota superior § para
le]l2, i.e., escolhemos o parametro A que satisfaz a equacao nao
linear

[b—Azrll2 =0, |el2<0.

Este é um dos poucos métodos que determina o parametro A como
fungao da norma do erro ||e||2 presente no vetor de dados b.

Outro método importante é o método de Validagao Cruzada Ge-
neralizada (GCV), desenvolvido por G. H Golub, M. T. Heath e
G. Wahba [12]. Neste método o parametro de regularizagao é o
valor que minimiza a fungao

nH(I—AALb)H

Gasld) = (tr(I - AAL))2

onde Al = (ATA 4+ \I)~1AT.

O método da curva L, introduzido por P. C. Hansen [18], escolhe
como parametro de regularizagao o valor que maximiza a curva-
tura da curva parametrizada por A > 0.

L) = {(a,b); a=log(|lrAll3), b=log(l|lzx[13)}
onde z) e 7y sdao dados por (3.1.7).

O algoritmo de Ponto Fixo foi proposto por Bazan [6] baseado no
trabalho de Regiriska [29], este método minimiza a fungao

Y =zNyN)",  p>0.

em que y(\) = ||zal|3 e (\) = ||72]|3. Bazdn provou que o valor
A = A" que minimiza a funcao 1, ¢ ponto fixo da funcao

b — Azy|l2

lzxll2

¢u:\/ﬁ
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A diferenca entre os métodos acima é que os trés ultimos nao dependem
do conhecimento de qualquer cota para a norma do erro e. Na pratica
eles funcionam bem numa variedade grande de problemas, mas podem
falhar ocasionalmente, e, por isso, sao conhecidos como heuristicos.

3.2 Regularizacao de Tikhonov e TLS

A regularizacdo do problema TLS é baseado nas idéias do método de
regularizagio de Tikhonov para o problema LS. Entao, lembramos que
a versao geral do método de Tikhonov tem a forma

min{|| Az — b||3 + Al La|3} (3.2.1)

e que a solugao é
(ATA+AL"L)z = A"b. (3.2.2)

Agora observamos que a regularizacao de Tikhonov para o problema
LS tem uma importante formulacao equivalente

min ||Az — b||2 (3.2.3)
sugeito a || Lx|2 < 6,

onde ¢ é uma constante positiva. O problema de quadrados minimos
sujeito (3.2.3) pode ser resolvido usando o método dos multiplicadores
de Lagrange, ver apéndice A. De fato, consideremos a funcao Lagran-
geana

Lia, ) = Az — b3 + A (| La]3 - 62). (3.2.4)

pode ser demonstrado que se § < [[Lzrs|2, onde r1s é a solugdo de
quadrados minimos do sistema (1.1.2), entdo a solugao x5 de (3.2.3) é
idéntica a solugao de Tikhonov z) de (3.2.1) para um A apropriado, e
existe uma relagao mondtona entre os parametros § e .

Para levar esta idéia ao problema TLS, adicionamos a desigualdade
|[Lz|l2 < 0 do vetor solugao x no problema (2.1.1). Portanto, a for-
mulagao do problema regularizado TLS (RTLS) pode ser escrita como

. ~ =2
[Z'E]erﬂlz?}"nMwl)H[A b]-[A b]HF (3.2.5)

sujeito a Az =b e ||Lzs < 6.

A funcao Lagrangeana correspondente é

LAz m =4 b]-[A A} +u(lLel3-8%)  (326)
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O seguinte teorema caracteriza completamente solucao x5 do pro-
blema regularizado (3.2.5).

Teorema 3.2.1. A solugio regularizada TLS Zs de (3.2.5), com a
desigualdade como igualdade, € a solugcao do problema

(ATA+ NI, + A\ L"L)x = A"b (3.2.7)

onde o0s parametros A\ e A\, $Go

Az — b2
A= ——— = 3.2.8
e (3.28)
Ar=p(1+2)3) (3.2.9)

onde p1 € o multiplicador de Lagrange em (3.2.6). Os dois parametros
estao relacionados pela equacdo

/\L52 = bT(b — AJ)) + A7
Ainda mais, o residuo TLS satisfaz
I[A b —[A B3 =—A. (3.2.10)

Demonstracao. Para caracterizar s, igualamos as derivadas parciais
da funcao Lagrangeana a zero. Derivando em relacao as entradas de
A, temos

A—A—raT =0, (3.2.11)

onde r = b — Az. Por outro lado, derivando em relagao as entradas de

x resulta _
~Alr + puL" Lz = 0. (3.2.12)

Derivando em relagao a p
|Lz|3 = 62 (3.2.13)
Substituindo 7, na expressao (3.2.12), temos a igualdade

(ZTZ+ uLTL) z = ATb. (3.2.14)

Usando (3.2.11) e (3.2.12), temos A = A — r2T e ATr = LT Lz. Por-
tanto

ATA = ATA — paa” LT L + ||r|| 322" — pL” Laa™ (3.2.15)
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ATo = ATb— (rTb) x. (3.2.16)
Inserindo (3.2.15) e (3.2.16) em (3.2.14) e usando a identidade (3.2.13)
zxl LT Lz = 6%z
[rl3za” e = |lr|3]]3,
chegamos a seguinte expressao
(ATA+ M1, + \,L"L) 2 = A"b,

com
A= po® = [lrl3llel3 — " (3.2.17)

A =p(1+]=]3). (3.2.18)
O passo seguinte é a eliminagao do multiplicador de Lagrange u, nas
expressoes A\; e Ar,. Primeiro, usamos a relagao (3.2.11)
r=b— Az =0b— Az — ||z|3r,
para obter
(L4 ||z[3) r = b— Axz. (3.2.19)
Tomando norma e elevando ao quadrado

b — Az|3

(14 13) I3 = o
2

(3.2.20)

Por outro lado, multiplicando (3.2.12) por x e isolando p temos

2T ATy 1, 7
=" =— (rTo—|r|?). 3.2.21

Inserindo (3.2.20) e (3.2.21) em (3.2.17) temos
L= el
1= 5
1+ |3

Passando agora para o parametro Az, usamos (3.2.20) e (3.2.21) para
obter

(3.2.22)

1
A= (1 2l3) = = (o= IIB) (L+ o) (3:2.23)
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Finalmente, a relacao entre A\;, e A; pode ser derivada como se-
gue: De (3.2.20) e (3.2.22), temos A; = —||r[|3 (1 + ||=||3), daf usando
(3.2.19), (3.2.23) obtemos

AL == [b7 (b— Az) + \f]. (3.2.24)

51

Para calcular o erro de aproximacao, usamos a relagao (3.2.11)

(A b]—[A Az]=[A—A4 r]=[-r" r]z—rﬁr,

junto com (3.2.20) e (3.2.22). Assim temos:

LA b1=[A4 Bl =+l Irl3=—A  (3:2:25)
|

Com estes resultados concluimos que Z5 é solugao da equagao (3.2.7)
com A; e Ap dados por (3.2.22) e (3.2.24) respectivamente. Agora
vamos discutir as implicacoes deste Teorema para a forma padrao L =
I,, (matriz identidade).

3.2.1 O Caso da Forma Padrao

Na forma padrao, a equagao (3.2.7) fica na forma
(ATA+ XLz = AT

com Ar, = A; + Ar. A solugdo RTLS Zs de (3.2.5) tem a mesma forma
do que a solugao de Tikhonov x5 de (3.2.3). As duas solugdes tém a
seguinte relacao

Teorema 3.2.2. Seja L = I,, e seja dp+1 0 menor valor singular da
matriz [A b]. Entao para qualquer valor de 0, as solugdes Ts € s
estao relacionados como seque

) solucoes AL
o< ||a?L5H2 Ts = Ts A >0
6 = [zLsll2 Is =15 =1Ls AL =0
H:L’Ls||2<5< ||$TLSH2 {f(s#x(;:st 0>)\1L>—J el
d > |lzrrs2 T5 = TrLs, L5 = TLS AL, = =02,
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Demonstracao. Precisamos determinar o sinal de A;;, como uma fungao
de . Para tanto, usamos o fato de que os vetores correpondentes x sao
solugoes da formulacdo Lagrangeano (3.2.4) do problema de regula-
rizagdo de Tikhonov (3.2.3). Vamos estudar cada caso presentado na
Tabela 3.2.2. Na demostracao vamos supor que

ujb#0, j=1,...,n. (3.2.26)
e Se 0 < ||xrs||2, usando o Teorema KKT temos que
L (x,\) =2AT(Az —b) +2Xz =0 (3.2.27)

entao
(ATA+ XDz = ATb.
Seja A = UXVT a decomposicio SVD de A. Entdo a solucio z é

n

w=ZU"jA< ul'byo;

onde \ # —0?, Vi=1,.

Por outro L*audo7 temos que Hx||§ < 6% < ||lzLs|/3- Usando o fato

que V' é uma matriz ortonormal segue que

zn: ulb)? < zn:%( Tp)? (3.2.28)

i=1 =1

Q

entdo y Z ( - ﬁ) e

Vejamos os casos, )\ =0, ou A <0.

Se A = 0 entdao L(z,\) = ||[Az — b||% e a solugio é x = z1,5. Mas
pela condigao da restri¢ao ||zrslle = ||z]l2 = § < ||zrs|l2 é uma
contradigao.
Se A < 0 segue que
1 o?
=<, Vi=1,...,n. \# —a?.
7 <@ e o A# e

Entao
lzrslle < [lzll2 < llzLs|2

contradi¢ao. Portanto, A > 0 e temos que s = x5.
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e Se 0 = ||lxps|2 temos

i (ﬁ - %) (ul'b)? = 0.

i=1

Assim A = 0 é uma solugao.

e Se d > ||zLs2, temos que A é negativo usando uma idéia andloga
ao primeiro caso.

e Se d < ||lzrrs|2, entdo usando os fatores de filtro, temos que

i T1\2 - a; T7\2
m(ui b) <272(Ui b)*.

P (@71 —07)

n
1=

1

Vamos supor, por absurdo, que A\ < —52 11, entdo temos que

1 1
- >0,Vi=1,...,n
2 2 =2 = ) )
oitA 0 =0,
leva a uma contradicao com a expressao acima. Portanto A >
=2
“On41-

e Se 0 = ||xrLs]|2, usando o Teorema 2.1.2 temos que zrps é uma

solugao e A = —a2,, onde 7,41 ¢ 0 menor valor singular de
[A )]

O

Observagao: Se ulb = 0, Vi = 1,...,n entdo a solugao do pro-

blema Az = b é x = 0. Lembre que usamos a hipétese (3.2.26) pois
estamos procurando a solugao nao trivial.
As seguintes conclusoes podem ser feitas a partir do Teorema acima:

(1) Enquanto ¢ < ||zrsl|l2, o método RTLS produz solugdes que sao
similares as solugoes do método de Tikhonov. Ou seja, substituir o
residuo dos quadrados minimos com o residuo da formulagao TLS
nao produz novos resultados quando L = I, e 6 < ||zps]|2-

(2) Ja que pelo Corolario 2.1.2 ||zrrs|l2 > ||zrs|l2, vemos que existe

uma quantidade grande de valores de § para o qual o multiplicador
A7 é negativo.

(3) A solucao RTLS z; é diferente da solugao de Tikhonov, e pode ser
mais dominada por erros que a solugdo g [14].
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3.2.2 Caso da Forma Geral

Em muitas aplicacoes a matriz L é usada para incorporar restricoes de
suavidade sobre a solugao. Para isso é preciso escolher uma matriz L
diferente da matriz identidade. Escolhas frequentes de L incluem

1 -1
1 -1

Ll c R(nfl)xn

Loy = c R(n72)><n

as quais sao os operadores discretos da primeira e da segunda derivada
respectivamente. Neste caso, a solucao RTLS Z; ¢é diferente da solucao
de Tikhonov quando o residuo Az — b é diferente de zero, j4 que ambos
A7 e Az sao nao nulos. Pelo Teorema 3.2.2 percebemos que Ay, é sempre
positivo quando § < ||zrrsl|l2, pois o multiplicador de Lagrange p é
positivo para estes valores de A.

Por outro lado, A\; é sempre negativo, e adiciona portanto certa
deregularizacao a solucao. Dado ¢, existem muitos valores para A; e
AL e portanto muitas solugoes z, que satisfazem (3.2.7)-(3.2.9), porém
s6 uma delas resolve o problema de otimizacao (3.2.5). Segundo (3.2.10)
esta solugao corresponde ao menor valor de |[Af].

Teorema 3.2.3. Dado §, a solucao Ts ¢ relacionada com a solucao
TLS como seque

) solution Ar AL
6 < HLJJTLSHQ xs 75 zrrs | Ar <0 8)\1/85 >0 | A >0
0 > ||Lerrslle | @5 = xrLs A\ =-562, AL =0
Demonstragao. Ver [14]. O

Note que se a matriz A\;I, + A\, LT L é definida positiva, entdo a
solugao RTLS corresponde a solucao de Tikhonov com termo de pe-
nalizagao Azl|z||3 + Ar||Lz||3. Se a matriz A1, + A\ LT L é definida
negativa ou indefinida, ndo existe interpretagao equivalente.
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(1) Se 0 < |[[LxrLrs|2, onde zrrs é a solugao (2.1.9), a restricao de
desigualdade é obrigatoria. O multiplicador de Lagrange u é posi-
tivo e por (3.2.23), segue que A\, > 0. De (3.2.22), temos que \;
é sempre negativo, isto adiciona um pouco de deregularizacao na
solugao

(2) O residuo (3.2.25) é uma funcao monétona decrescente de 6, e por-
tanto, A; é uma fungao mondtona crescente de §. Se 6 = ||Larps||2,
o multiplicador de Lagrange u é zero e a solugao TLS regularizada
Z5 coincide com a solucao zryg; para um ¢ grande, a desigualdade
nao é obrigatoria e portanto, a solu¢ao naé muda.

3.3 Regularizacao TLS via Truncamento

O método de truncamento do problema TLS é usado para problemas
mal condicionados. A técnica é similar ao SVD truncado onde os va-
lores singulares pequenos de A sao considerados nulos. Em ambos os
métodos a informagao redundante em A e [A D], respectivamente, as-
sociados aos valores singulares pequenos, é descartada e o problema
original é substituido por um sistema aproximado no sentido da norma
Frobenius. No caso do método TLS, vamos aproximar a matriz [A D],
pela matriz de posto k

k
[gk Ek] = Zﬁmﬁf
i=1

e vamos considerar o problema Apx = bi. Quando este sistema é

compativel, a solu¢ao de norma minima é chamada de k-ésima solugao

TLS e é denotado por x%}s Para construir tal solucao procuramos por

solugoes no espago nulo da matriz aproximagao:
N([Ax b)) = span{Txy1, ..., Uny1}-

Isto é, procuramos por solugoes da forma

n+1
€T o — V12
[_1] = a;v; = B;«Q] a, (3.3.1)

i=k+1
onde a = [ari1,-.-,an41]T € R"*+1 considerando a particio
V5 - Vii Vi
V=[01,....0n41] = FT 2 (3.3.2)
Uz1  Uzz
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onde Vi; € R™F Vi, € Rk HD 5oy = [[T1]nsts s [@c]nﬂ]T €
— — — T _ .

]Rkv e U2 = [[Uhtilnt1s - [Onyilnyr] € R” R Assim, para de-

terminar a solucao de norma minima, note que da ultima equacao em

(3.3.1) temos

n+1
E&a =-1& Z ai[m]nﬂ =—1.
i=k+1
Mas de (3.3.1)
T 2 n+1
H [_1] =1+|z|3= > a, (3.3.3)
2 i=k+1

vemos que para minimizar a norma da solugao, precisamos minimizar

o valor de Z?:Jrklﬂ a?. Isto pode ser feito resolvendo o problema de

minimizac¢ao

n+1 n+1
min Z a;  sujeito a Z a;[Ui]ny1 = —1
a

i=k-+1 i=k+1

Usando o método dos multiplicadores de Lagrange, a primeira condi¢ao
de otimalidade para a fungao Lagrangeana

1 n+1 n+1
E(G,A) = 5 Z a? + A < Z ai[Ui]nJrl —+ 1)

i=k+1 i=k+1

produz

ai—l—)\[ﬁi]n_H:O, i=k+1,...,n+1,

n+1
Z ai[ilny1 = -1,
i=k+1
e assim obtemos )
a4 = —7——5029. (334)
[T22]13

Entao, de (3.3.1) e (3.3.4), a solu¢do com norma minima é dada por:

(k)

xTLS = Vlgigg. (335)

[T22]13

Note que de (3.3.3), (3.3.4) e o Teorema Eckart-Young-Mirsky, temos:
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k) |2 1
lesl? = =3 — 1
TLSTZ ™ 1793

IRRllF = IA 8] =[x BillF =Thps + o + 701,

mostrando que a norma da k-ésima solugdo TLS, ||a:¥€]zs||2 cresce em
relagao a k, enquanto a norma residual | Ry || decresce. Para ilustrar
estas propriedades usamos o problema teste shaw de [17], onde A e b
tém 5% de ruido nos dados, e n = 50, ver Figura 3.3.

[o-MA b —[Ax billlF]

Figura 3.2: Norma da solugao aproximada e norma do Residuo na
norma Frobenius.

Como neste problema teste a solugao exata é conhecida, para ilus-
trar o comportamento da qualidade das solugoes aproximadas via TLS
truncado, em Figura 3.3 mostramos o erro relativo como funcao de k.

Parametro 6timo: ko =5

—o—Erro Relativo: [[x—x |I/ IIXII‘

10*0.5

-0.8

10

Figura 3.3: Erro relativo na solugdo TLS truncado.
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Vemos que o erro relativo decresce até atingir um valor minimo
e depois comega a crescer. A Figura 3.3 mostra que o metodo TLS
truncado atua como método de regularizagao e que a solugao apropriada
deve ser construida truncando no indice em que o erro atinge o minimo.
Na pratica, a solucao exata é desconhecida, logo esse erro nao pode
ser calculado e portanto o minimo também nao. Ou seja, para que o
metodo TLS truncado seja de utilidade, precisamos de métodos que
permitam estimar o indice que minimiza o erro. Este assunto sera
discutido posteriormente.

3.3.1 Fatores de Filtro para o TLS Truncado

Nesta secao vamos buscar uma expressao para os fatores de filtro do
método TLS, usando a andlise de Fierro (1997) [8]. As decomposi¢oes
de Ae[A D], dadas em (2.1.5) e (2.1.6), respectivamente, serao usadas
frequentemente. Para este fim, primeiro vamos obter representagoes
gerais para os valores singulares o; e os vetores singulares a direita v;
de [ A b ] em termos do sistema singular {(o;,v;,u;)} de A. Vamos
assumir que Posto(A) = n, Posto([A b]) = n + 1, e que os valores
singulares de A sdo simples. Também vamos supor que

ujb#0, j=1,...,n.

Usando (2.1.5) temos

ATA AT = =
T _ _ T
[A b]'[A b]—[bTA |b|3]—VSV,
onde
= V o0
V= {0 1] (3.3.6)
e

g_ [ETS =TUTy
Cptus el |-

Note que S é uma matriz definida positiva, pois Posto([A b)) =n+1.
Escrevendo a decomposicao em valores singulares de S como

S=v.2Is, v, 2T, = [diag(oZ) mi1)x i) (3.3.7)

sJ

temos

(A b]T[A b]=VV.EI2 VIV
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Pela equacio (2.1.6) obtemos, 7Y = XIS e V = VV,. Explicita-
mente, temos

0j = Ogj, j=1...,n+1, (338)

7_)':‘:/Usﬁ j:].,...,n-l-]., 3.3.9
J J

onde os vy; sao os vetores coluna de V. No seguinte passo da nossa
andlise, escrevemos S como

o? 0 o1ulb
S = : (3.3.10)

0 o2 onulb

oulv ... oulb b3
e expressamos (3.3.7) como
Svs; =020, j=1,....,n+1 (3.3.11)
Entao, de (3.3.10) e (3.3.11) obtemos
(ogj — U?)[’l}sj]i = Ui(uin)[vsj]nH, 1=1,....n (3.3.12)
ai(ui 0)[vsjli = (035 = IblI3) [vsslnt1- (3.3.13)
i=1

Para j =1,...,n+ 1, o sistema singular da matriz S tem duas carac-

teristicas interessantes:

(1) [vsjlns1 # 05
(2) osj ndo coincide com os valores singulares de A.

Vamos provar estas afirmacoes. Suponha que [vg;]n+1 = 0. Neste caso
temos duas situagoes

(1) Vamos supor que existem 41 e 4o tal que [vg;];, # 0 e [vgjli, #
0. Entao, de (3.3.12), segue que 0;, = 04, = 0g;, que ¢ uma
contradigao, pois os valores singulares de A sao simples.

(2) Vamos supor que existe um i tal que [vs;]; # 0 e [vs;]; = 0 para
todo | # i. Pela equagao (3.3.13) e a hipétese ul'b # 0, segue
que o; = 0 que é uma contradigao pois temos por hipdtese que
Posto(4) = n.
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Portanto, [vsj]n+1 # 0. Voltando agora & segunda afirmacao, va-
mos supor que existe i tal que o; = 0. Por (3.3.12) temos que
oi(ul'b)[vsjlne1 = 0. Como ulb # 0 e [vsjlny1 # 0, obtemos um
resultado contraditério o; = 0. Portanto os; nao coincide com algum
valor singular o; de A, e temos

a; .
[Usj]i == ﬁ(u?b)[vsj]n“, 1= 1, ey n.

sj [
A segunda afirmagao junto com (3.3.8) implica que as desigualdades
de interlacing, para os valores singulares de A e [A  b] sdo estritas, i.e.,

O1>01>...>05 >0, > 0kl > ... > 0n > Onil, (3.3.14)

onde k é o indice de truncamento do método TLS truncado. Agora

podemos derivar uma expressao final para os vetores singulares a direita
de[ A b]. Por (3.3.6) e (3.3.9), temos

[vss]a
vj = V’Usj = : ,
[Vsjln
[vsj]nJrl
logo as entradas do vetor singular a direita v; sao dados por

[0} n A
=2 %Ug(ﬂb)[vsy]nﬂvi (3.3.15)
ln)] =7
e
[Uj]nJrl = [vsj]nJrl; (3.3.16)
para j = 1,...,n+ 1. Resumimos o resultado acima no seguinte Teo-
rema.

Teorema 3.3.1. Seja (2.1.5) a decomposi¢ao em valores singulares da
matriz A e assuma que Posto(A) = n e Posto([A b)) =n+ 1. Além
disso, assuma (83.2.26). Se (3.3.7) € a decomposicao em valores singu-
lares da matriz S definida por (3.3.10), entdo os valores singulares da
matriz [A ] sdo dados por (3.3.8), enquanto as entradas dos vetores
singulares o direita sao dados por (3.3.15) e (3.3.16).

O seguinte Teorema descreve os fatores de filtro para a solugao TLS

truncada
(k) L

Tt o = ———=Violag, 3.3.17
TLS ||1—)22||% 12022 ( )
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Teorema 3.3.2. Com as mesmas hipdteses do Teorema 3.3.1, os fa-
tores de filtro para a solucao TLS truncada, sdo dados por

1 n+1 02
fi= | —2 : Q[UJ]nJrl
i J

—o; |’022|

2
0;

Mw

UJ n+1
]:1

(3.3.18)
parat=1...,n.

Demonstragao. Usando (3.3.15) junto com (3.3.8) e (3.3.16), expressa-
mos a solugao TLS truncada (3.3.17) como

Tpls = _@‘712@22
1 n+1 [05]1
TR ;l[vg‘]nﬂ :
[0j]n
Z ni:l o | T
||v22||§ =\ ,54 77— o7 Uil | (s D)o

Para obter a segunda representa(;éo em (3.3.18), usamos a condic¢ao de
ortogonalidade Vj V = I,,4+1. Entao

n+1

T
§ UsjVsj = dn+1
j=1

implica
1

[Vsjli[vsjlnt1 =0, i=1,....n (3.3.19)
1

n

+

<.
Il

1
()21 = 1. (3.3.20)
1

Por outro lado, de (3.3.12) junto com (3.3.8), temos

[v

sl ‘
27;; = [vsj]i [ij]nJrl; 1= ]-7 sy N (3321)
J

)

n

+

<.
Il

oi(ui b)
Agora, (3.3.19) e (3.3.21) junto com (3.2.26) e (3.3.16) produzem
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2
=2 Q[UJ]YL-',-I =0, i=1, » 1,
- ¢ — O*
j=1 "J g
e portanto,
n+1 2 k 2
o o;
§ 4 ~ .12 § 4 ~ 12
) 2 [vj]n+1 - — 2 [vj]n+1ﬂ 1= ]-7 ,
— 0} 057 — O
j=k+1 J i j=1"1J i
A demonstracao esta completa. O

Os fatores de filtro do TLS truncado podem ser estimados como
seguem.

Teorema 3.3.3. Com as mesmas hipdteses do Teorema 3.53.1, os fa-
tores de filtro satisfazem

=2
o
0<fi-1< L i=1,...k (3.3.22)
05 7 Okt
¢ 2 2
1— v o;
0< <l 222"2_2 L, i=k+1,...n (3.3.23)
V223 &5 —o;
Demonstragao. Parai=1,...,k, usamos a primeira representacao em

(3.3.18) e o resultado

n+1
||1722||§= Z [@j]%+1 (3.3.24)
j=k+1
para obter
1 ntl 52
fi= —
i ||U22||% j:zk;rl 0'12 — ]2 Jln+1
L S dnt gy,
o — v
||’022||% Plarwi ng_ ]2 jln41
1 n+1 _2
- [[T22115 2 o2 =1 IS (3.3.25)
2012 ;o i J



Pela desigualdade de interlacing para os valores singulares de A e [A ]

dados por (3.3.14), vemos que, para i =1,..., k, temos
o >0 = max 0;).
! kol j=k+1,...,n+1( i)

Portanto, o segundo termo de (3.3.25) ¢ positivo. Ainda mais, de 7; <

Ok+1, paraj =k+1,...,n+ 1 deduzimos que
~2 =2
J Tkt1
2_ -2 =32 _ -2
9 =05 07 T 0k
e portanto,
n+1 -2 2 n+1
2 : 95 5,]2,, < Ojet1 E ' [9]2
0.2 —2 Y1 In+1 = 0.2_0_ JIn+1-
j=k+1 "t J i k+1 j—g41

Este resultado junto com (3.3.24) implica a desigualdade (3.3.22).

Para ¢ = k+ 1,...,n, consideremos a segunda representacao em
(3.3.18), isto é

Mw

’i vj n+1

||1122| =0

De (3.3.14), vemos que, para i =k + 1,...,n, temos

o < 0f = jznf,l?,k(aj)'

Como ¢ > o), para j =1,...,k, temos

k 1 o k
i — 12
fi= Z z n+1 < H— %513 _z 01.2 Z[Uj]n+1'

H022| Gt

Finalmente, de (3.3.16) e (3.3.20) obtemos

E

n

Z o =1- Z 031011

J=1 j=k+1

=1— o223,

o que mostra a desigualdade (3.3.23). O
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3.3.2 Bidiagonalizacao de Lanczos para o TLS trun-
cado

Quando a dimensao da matriz A ndo é muito grande, a decomposi¢ao
em valores singulares da matriz aumentada [A ] pode ser calculada
diretamente e, com isso, a solucdo zrys pode ser calculada eficiente-
mente. Porém a SVD nao é viavel para problemas de grande porte
devido ao alto custo computacional. Neste caso vamos usar o algo-
ritmo baseado na bidiagonalizacao de Lanczos [13], chamado algoritmo
TLS truncado de Lanczos.

Este algoritmo usa a bidiagonalizacao da matriz A para obter, de-
pois de k iteracoes, a fatoracao

AV, = Upy1 B, (3.3.26)

onde Uy € R7™*(E+1) Ve R"** s3o0 matrizes com colunas ortonor-
mais e By € REFDXE tom a forma

aq
Bz an

By = B3

g
BkJrl

Esta fatoragao projeta o problema TLS sobre o espago gerado pe-
las colunas Upy1 € R™*(F+1) A projecio é consequencia de assumir
que para um k suficientemente grande, os valores singulares de A que
contribuem & solucao regularizada ja foram capturados. O problema
projetado é dado por

min

5T i e 7 Vk 0
(A Be]eR™* (D) Uk+1 <[A b] [Ak bk]) [O 1]

sujeito a Ul A Vize = UL, 1 b,

F

onde z = V2 para algum z; € R¥. Usando (3.3.26) temos que

0

~ v ~ ~ o~
UkT+1[A b][ok J—[UkTHAVk UkT+1b]

=[Bp Bl ] (3.3.27)
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assim o problema de minimizagao (2.1.1), pode ser escrito como

2

[Be Bie"™1—[By ] (3.3.28)

_ min
(B gk]eR(k+1)X(k+1) F

sujeito a Bz = €y,

onde Ek = ﬁkTHgk‘A/k, e = lA]kTHgk e egkﬂ) € R¥*+1 6 o primeiro vetor
canoénico. Entao em cada passo de Lanczos, usamos o algoritmo TLS
para problemas de pequena dimensao (3.3.28) para calcular a solugao
TLS truncada. De maneira precisa, assumindo a decomposicao em
valores singulares

[ By Blegkﬂ) | = T®RE®yHET

onde

_ 70
k) ‘;/(113” ‘_/(k) 70 ¢ mixk| G0 ) ¢ ghk
21

a solucao TLS de (3.3.28) é

k
Zk = _(k) ‘/1(2)5

U2
e a matriz de aproximacgao é

k
Z; (k) (k)T
Usando o método do Capitulo 2 o residuo é dado por
I[Br  Bre®+D) By &lllr =51
Além disso, pelo Teorema 1.2.5 aplicado nas matrizes [Bj, Blegkﬂ)] e

[Bi+1 Blegkﬁ)], o residuo é uma fun¢do decrescente em k. A solucao
truncada TLS é da forma

~ 1 ~ =
T = szk = —:—VkV12-
V22
[Ar be] = [Ups1 BiuVT  Upsr€n).
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Usando o fato de que lA]k_H, ‘A/k sao ortonormais, de (3.3.27) o residuo é

|4

(A4 8= [A B,

=|[[A 0]~ [Up1 BLV/T ﬁkﬂg’“]HF

it 108 G 3 )
= |[[0 AV Tlib) - [By gk]HF

= ||[Bx /31€§k+1)] — [Bx @] HF
Portanto, no algoritmo TLS truncado de Lanczos, a norma da solugao
aproximada |xy| também cresce com k e a norma residual ||Ryl|r
também decresce com k.
Para este tipo de problemas é importante ter alguma estimativa do
valor de k adequado. O assunto sera abordado no capitulo 5.
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Capitulo 4

Métodos para Calcular
Solucoes TLS
Regularizadas

O objetivo deste capitulo é discutir um método para calcular solugoes
TLS regularizadas (RTLS) baseado num trabalho de Guo e Renault [30],
bem como um método de regularizacao baseado em truncamento e na
escolha de um indice apropriado de truncamento introduzido aqui.

4.1 RTLS Via Problema de Autovalores se-
gundo Renault e Guo

Para descrever o método, é importante lembrar que, devido ao Teo-
rema 3.2.1, como os parametros A\; e A\;, dependem de = (que denotamos
aqui por Zs), o sistema de equagoes (3.2.7) é muito dificil de resolver.
Para contornar esta dificultade, o conjunto de equagdes (3.2.7), (3.2.8)
e (3.2.24) tem sido usado de duas maneiras diferentes para resolver o
problema RTLS. Em [14, 22, 31] A; é escolhido como parametro li-
vre e, para Ay fixado, o problema (3.2.7) é resolvido fornecendo um
par (x,\r), e a seguir o parametro \;, é atualizado usando (3.2.24).
O processo continua até ter a convergéncia da sequéncia. Reciproca-
mente, em [21, 33] para A; escolhido, a solugao de (3.2.7) fornece um
par (x, A1) e o método gera uma sequéncia convergente de parametros
Ar. Em ambos os casos, o sistema (3.2.7) é resolvido através de um
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problema de autovalores linear e quadratico respectivamente.

O método estd baseado na observacao que o calculo de s requer
a solucao de um problema de autovalores que provém das equagoes
(3.2.7), (3.2.8) e (3.2.24). De fato, reescrevendo essas equacoes temos

B(\1) {ﬂ =) [_‘El] : (4.1.1)

onde

B(A\p) = ATA+ M (x)L7L ATb
L= b7 A ()02 + b7

é uma matriz (n+1) x (n+1), A = —=A7, com A\; e Ar, dados por (3.2.22)
e (3.2.24), e x satisfazendo a restrigao || Lz|ls = d.

Para resolver estes problemas de autovalores, os métodos iterati-
vos reutilizam a maior quantidade de informacao possivel da iteracao
prévia. Guo e Renault [30] usaram o método da poténcia inversa para

obter o auto-par (/\7 [_xJ) . Para este método vamos assumir que

Omin([AK b)) < opmin(AK),

onde K é uma base ortonormal do nicleo de L. Em [2] foi provado que
esta condicao é suficiente para que o algoritmo possa atingir a solugao
de (4.1.1). No seguinte Teorema mostramos que a solu¢do zrrrs é
caracterizada por um sistema autovalor autovetor. Renaut e Guo [31]
deram condigoes de otimalidade de primeira ordem para este problema.

Teorema 4.1.1. A solu¢ao xrrrs do problema RTLS (3.2.5) sugeito
a constantes ativas satisfaz o problema de autovalor aumentado

B(A\p) [xfﬂ =\ {a’fﬂ , (4.1.2)
BO\) =M+ AN, M:=[A bT[A b, N:= {LZL _%2}

e A1 e A\r, sao dados por (3.2.22) e (3.2.23) respectivamente. Reciproca-
mente, se ([:ZT - 17, —5\) € 0 auto par de B(\p), onde A (%) satisfaz

G0 & ; \ — _ lb=Az|,
(3.2.23), entao & satisfaz (3.2.7), e A = R

Demonstragao. Ver [31]. O
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A escolha do menor autovalor é motivado por (3.2.25), pois preci-
samos minimizar o residuo na norma Frobenius. Para tanto usamos
o método da poténcia inversa, que calcula em poucos passos o menor
autovalor em valor absoluto e o autovetor correspondente.

E conhecido, pela equagao (3.2.25) que a solugdo TLS minimiza o
problema

. || Az — 0|3

rrrs = argmin ¢(x) = argmin —— =

i o) = A Tl

onde ¢ é chamado o quociente de Rayleigh da matriz M. Isto sugere
uma formulagao alternativa para o método RTLS.

(4.1.3)

min¢(z) s.a. ||[Lzls <6.

4.1.1 Suporte Tedrico do Método Iterativo

Pela igualdade (4.1.3) ¢ o Teorema 4.1.1, a solugdo RTLS ¢é obtida
calculando estimativas do menor |A;| = ¢(x) que resolve o problema de
autovalores. Quando o sistema (4.1.2) é satisfeito as condigoes ativas
também sdo. Assim, para descrevermos o algoritmo de Renault e Guo,
vamos introduzir matriz dependente de um parametro, B() = M +6N,
6 > 0, e vamos denotar o menor autovalor correspondente ao autovetor
[zf —1]7 de B() por gn+1. Também vamos introduzir a fungao

g(x) = (1 L3 = 6%)/ (1 + [|2[I3)- (4.1.4)

Tendo introduzido essas notacoes, dada uma constante §, o objetivo
é determinar 6 tal que g(zp) = 0. Este é um problema de cédlculo de
raizes que pode ser resolvido de diferentes maneiras, como por exemplo
pelo método da bissecao. Os seguintes resultados formam a base do
algoritmo para o problema.

Lema 4.1.1. Suponha que bT'A # 0 e N(A) NN (L) = {0}, entdo o
menor valor singular da matriz B(0) € simples.

Demonstracao. Pela equacao autovalor- autovetor

50 5] =[]

(ATA+0L"L — ggI)zp = ATD.

temos

Pela hipétese ATb # 0, segue entao que gg ndo é um autovalor de A7 A+
OLT L. Como AT A+ OLT L é uma submatriz de B(6) pelo Teorema de
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interlacing de autovalores segue que gy é estritamente menor que o
minimos dos autovalores de ATA + LT L, e portanto é simple. O

Lema 4.1.2. Se [A b] € uma matriz de posto completo, existe um
dnico valor positivo, denotado por 0°, tal que B(0°) é singular, e

1. O autovalor nulo de B(6°) é simples.
2. Quando 0 < 6 < 0°, B(0) € definida positiva.

3. Quando 0 > 6°, B() tem s6 um autovalor negativo; e os outros
5a0 positivos.

Demonstragao. Ver [31]. O

Lema 4.1.3. Se bTA # 0, e [A b] ¢ uma matriz e posto completo,
entao

1. Eziste X} € [0,0°] que resolve o problema ||Lxrrrs||3 = 62,

2. esta solugao € unica,

3. quando A, € (0,A}), g(zx,) >0 e Ap € (A\},00), g(zx,) <O0.
Demonstragao. Ver [31]. O

Este resultado diz que existe uma tnica solugao de nosso problema
e que o algoritmo que encontra esta solucao depende de atualizar o
parametro Az, e do sinal de g(zy, ). De (3.2.23) é imediato que zp esta
relacionado com 6 por

1
T2

Isto sugere um método iterativo para calcular 6,

0 (b7 (b — Azg) — ¢(x)).

1
gt = 5—2(bT(b — Azgn) — d(Tg))),

onde no passo k, [%T(k) —1]7 é o autovetor de gfﬁzl. Multiplicando a
equagao (4.1.1) por [T — 1] temos a seguinte relagao

1
A= ——— (|| Az — b2 + A (2)(| Lz |2 — 62)).

Assim temos que a iteragao para gg?_l é

o)) = dlxgum) + 0P g(zgem).
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Também usando a relagao
b7 Azgay — bTb+ 6208 = — o)

temos uma equacio que atualiza %) a través de:

9(k+1)_9(k)+@ ( ) 4.1.5
== 529.239(1@. ()

Resta demonstrar que esta iteragao vai gerar o valor apropriado 6 que
resolve o problema
|‘LxRTLSH§:52~ (416)

Para investigar as propriedades de convergéncia da equagao (4.1.5),
vamos usar o parametro Az, em lugar de 6. Os resultados do Lema 4.1.3
sugerem o uso de um parametro dependente 0 < (¥} < 1 escolhido tal
que g(x)\(LHl)) tem o mesmo sinal do que g(x)\(Lo) ).

(k)
k+1 k A
ARHD — N L(k)é%g(x/\(;)), 0<.® <1, (4.1.7)
Lema 4.1.4. Suponha que )\g)) > 0. Sejam as sequéncias {x,m} e
L
)\(Lk), k=1,2,..., gerados por (4.1.7), com a sequéncia e pardimetros

0 <) <1 tal que g(x)\ikﬂ))g(x)\io)) > 0. Entao

1. )\S—Jk) > 0 para qualquer inteiro positivo k.

2. Se g(z,) <0, entdo as sequéncias {)\(Lk)} e {¢(w, )} decres-
L L

cem de forma mondtona, mas {ngk_zl} e {d(z, )} crescem de
L
forma mondtona.

3. Se g(x,) >0, entdo as sequéncias {)\(Lk)} e {p(x\m)} crescem
L L

de forma mondtona, mas {giﬁ)_l} e{¢(x )} decrescem de forma
L
mondtona.

4. Se g(xk(m) =0, )\Z(O) resolve o problema 4.1.6.
L
Demonstragao. Ver [31]. O

Note que para un dado inicial 0 < )\g)) < 6° a tendéncia da
sequéncia monétona gerada depende se )\S—?) < A} ou /\(LO) > A}, mas
em qualquer caso B()\szk)) é sempre definida positiva.
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Teorema 4.1.2. A iteragio (4.1.7) com um dado inicial )\g)) > 0
converge a unica solu¢ao \j, do problema 4.1.6.

Demonstragao. Ver [31]. O

Com estes resultados tedricos, escrevemos o algoritmo bésico que
calcula a solucdo RTLS (3.2.5) via problema de autovalores
(RTLSEVP) o qual usa o menor autovalor em médulo para cada pardmetro
de Lagrange \r.

Algoritmo RTLSEVP:
Dados de entrada : 4, )\g)) >0eec>0.
1. Calcular o autopar (gg)j_l, 2" —1]T) de B()\S—?)).
Faca k=0, .= 1.
2. No passo k
Se k> 0e gzt )g(x®) < 0, entdo ¢ = 1/2
senao =1,k =k + 1.
3. Atualize A\p
AP = 2AFY (14 Lga®D))
4. Atualize x
Calcule o menor autovalor gflill e o correspondente autovetor
207 —1)7 de BAW)
5. Critério de parada
Se |g(x™®)] < &, entdao Fim
senao k =k +1
zprrs =z

4.1.2 Experimentos Numéricos

Apresentamos resultados numéricos usando problemas do pacote Re-
gularization Tools de P. C. Hansen [17]. O pacote implementa um
conjunto de métodos através de rotinas na linguagem MATLAB destina-
das ao tratamento de problemas discretos mal postos (criacdo, andlise
e resolugdo), que inclui vérios problemas teste com uma rotina para
cada um deles.

Os problemas utilizados provém da discretizacao de equagdes inte-
grais de Fredholm de primeira espécie da forma

b
[ K@iy =g@), csz<d
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Em todos os casos, a Toolbox fornece a tripla {Aex, e, Tex b tal que

Aex-iex = be;c .

Como o pacote do Hansen trabalha com matrizes quadradas e nosso
interesse ¢é lidar com problemas sobredeterminados (m > n), em nossos
exemplos numéricos consideramos problemas com A., e b., definidos

por
ASI Bea:
Ae;c = |:Aez:| P bex = |:Z_7@a::| .
Note que a igualdade A¢pxer = be, é ainda satisfeita, onde Tep = Tey.

Para testar o método RTLS, adicionamos ruido aos dados exatos
para obter um sistema Az &~ b, como segue

A= Acy + [| A [|20.-0L(N RA) (E/[ | E|]2)

b= bex + [[bex]20.01(N Ro)(e/|l€]l2),

onde NR 4 e N Ry sao os niveis de ruido relativo da matriz A.,. e o vetor
bes Tespectivamente. Por exemplo para NR4 = 5, a matriz resultante
A tem 5% de ruido nos dados. A matriz E e o vetor e de perturbagoes
sao gerados pela rotina randn do MATLAB. Neste trabalho consideramos
o caso NRy = NR, = NR e denotamos por ¢ = 0.01NR, e para
cada problema analisamos a solugao com diferentes niveis de ruido,
o = 0.001, 0.01, 0.05, o que corresponde a 0.1%, 1% e 5%, respectiva-
mente. Além disso, em todos nossos exemplos a solucao regularizada
correspondente ao problema LS (RLS) também é calculada e sua qua-
lidade é comparada com aquela da solugado RTLS. O parametro de
regularizacao A no caso LS é determinado pelo método do ponto-fixo
como descrito em [6].

Em nossos exemplos consideramos a matriz A € R400%200 5 matriz
L é o operador primeira derivada, e 6 = 0.95||Lz¢z||2. Com a finali-
dade de usar eficientemente o programa MATLAB para o algoritmo RTLS
e usar s6 iteracgoes que adicionam novas informagoes na sequéncia, con-
sideramos o critério e parada

lg(=™)] <, (4.1.8)

onde £ > 0 é um numéro préximo de zero e a fungao g é definida em
(4.1.4). Nos experimentos numéricos usamos ¢ = 10~* e o parametro

e . 0 , . ,
inicial )\(L) = 0,5. Também, para evitar um nimero grande de passos
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para certos problemas onde o critério acima fica muito exigente, vamos
considerar como critério alternativo de parada o primeiro k tal que

(k+1) (k)
A AL <5x1073 (4.1.9)
RG

I

Ou seja, o processo iterativo é interrompido quando algum dos critérios
acima ¢ satisfeito e o indice de parada é denotado por k,,.

Heat

O problema heat envolve uma equacao integral de Volterra de primeira
espécie com intervalo de integracao [0,1]. O nicleo é K (s,t) = k(s —1t)
onde

" t=3/2 1

t) = ——=exp| ——— | -

®) 2k P ( 4/<;2t)

O parametro x controla o mal condicionamento da matriz A, para nosso

trabalho consideramos x = 1 o qual produz uma matriz mal condicio-
nada. A Figura 4.1 mostra a solugdo deste problema.

1
.
0.8
-
0.6f *
* *
04f ,
*
*
02t
.
* *
;: k"

0 20 40 60 80 100

Figura 4.1: Solucao do problema heat.

A Figura 4.2 mostra resultados obtidos para o caso ¢ = 0.001.
Neste caso, o critério de parada atingido no algoritmo RTLSEVP é
atingido em k = 334 e a solugao RTLS produz um erro relativo 0.0669
(aprox. 7%). J& a solu¢ao RLS produz um erro relativo 0.0387 (aprox.
4%). Embora isso, visualmente ambas as solugdes parecem idénticas,
ver Figura 4.2 (linha inferior).
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0.5 2 0
0.4 0 -0.005
0.3 -2
-0.01
0.2 7)\L -4 7)\ — (o)
01 6 -0.015
0 -8 -0.02
0 200 400 0 200 400 0 200 400
X, RLS Xs: RTLS
1 1
Sol. Exata
— —-Sol. Reg
0.5 0.5

-0.5 -0.5
0 100 200 0 100 200

Figura 4.2: Linha superior: Parametros A\;, Ay e funcdo g(6) para
o problema heat usando dados com ruido de 0.1%. Linha inferior:
Solugoes regularizadas LS e TLS.

Na Figura acima vemos que as sequéncias )\gk) e )\(Lk) convergem,
portanto o critério (4.1.9) permite usar uma quantidade adequada de
iteragoes. Também podemos observar que a funcao g fica perto da sua
raiz. Um resumo dos resultados numeéricos para os trés niveis de ruido,
no que diz respeito ao nimero de iteragoes e a qualidade das solugoes
em termos de erro relativo é apresentado na Tabela 4.1.

Método RLS Método RTLS
[Zex — Tall2/||Texll2 |Zex — @sll2/ || Tez |2
c=01% o=1% c=5% | oc=01% oc=1% oc=5%
A=0.0038 AX=0.063 AN=2726| k,, =344 k,,=116 k,, =42
0.0342 0.1538 0.670 0.0642 0.1303 0.6150

Tabela 4.1: Resultados das solugoes x) e x5 para trés niveis de ruido.
As Tabelas acima mostram que na presenga de pouco ruido nos

dados os métodos RLS e RTLS produzem resultados parecidos, porém,
quando o ruido cresce ambos os métodos fornecem solugoes de qualidade
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muito inferior. Além disso, para estudar a sensibilidade da solugao
RTLS a mudangas na constante §, o mesmo problema foi resolvido com
d = 2.5||Lxes||. Neste experimento, para o caso o = 0.001, obtivemos
um erro relativo ||Tey — 5|2/ ||Tex |2 = 1, 2825, mostrando que a solugao
x5 pode ser muito sensivel a variacoes em . Esta observacao, para o
caso da forma padrao, também foi feita em [24].

Phillips

Discretizando a equagao integral de primeira espécie (1.1.1). Definimos
a fungao

_ f1+cos(Z), |z[<3

Entao o nucleo K, a solugao f e o lado direito g sao dados por:

K(s,t) = ¢(s — 1)

g(s) = (6 |s|) (1 + %Cos (%‘9)) + % sin <@) .

Os intervalos de integracao sao [—6,6]. A Figura 4.3 mostra a solucao
exata deste problema.

0.8
S
0.6 £k
* *
* *
* *
* *
0.4 * *
* *
* *
* *
* *
0.2 ; "
* *
* *
'3 %
ra %
0

0 20 40 60 80 100
Figura 4.3: Solugao do problema Phillips.

A Figura 4.4 mostra as solugoes usando os métodos RLS e RTLS
para dados com 5% de ruido. Neste caso a solugao RTLS é atingida
em k =5 e tem um erro relativo 0.0917 (aprox. 9%). A solucao RLS

produz um erro relativo 0.0656 (aprox. 7%). As imagens mostram
algumas diferencas das solucoes.
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X, RLS Xst RTLS
0.6 0.6
Sol. Exata Sol. Exata
0.5 —-—Sol. Reg 0.5 —-—-Sol. Reg
/

0.4 0.4 \
0.3 0.3
0.2 0.2

J
0.1 0.1

/ / \

~ N\
op——r’ (o7 2 S -
-0.1 -0.1
50 100 150 200 0 50 100 150 200

Figura 4.4: Solugoes RLS e RTLS para o problema phillips com 5% de
ruido.

A Tabela 4.2 mostra para diferentes niveis de ruido o erro relativo, o
valor do parametro A, o numero de iteracoes e a qualidade das solugoes
)\ € X§.

Método RLS
|Zex — zall2/]|Texll2

Método RTLS
|zex — zsll2/ || Texll2

c=01% oc=1% c=5% | oc=01% oc=1% o=5%
A=0.240 A=2494 X=12.85 k=2 k=2 km=>5
0.0107 0.0195 0.0656 0.0110 0.0546 0.0917

Tabela 4.2: Resultados da solugao x) e x5 para trés niveis de ruido.

Podemos observar para este caso que o método RLS aproxima um
pouco melhor a solugao do que o método RTLS para os diferentes niveis
de ruido. Também vemos que o método RTLS converge em poucos
passos e a qualidade da solucao é bastante boa.

Shaw

Este problema provém da discretizagao da equagao integral de Fredholm
de primeira espécie (1.1.1) com o intervalo de integracdo [—7/2,7/2].
A equacao integral é um modelo undimensional de um problema de
reconstrucao de imagens. O ntcleo K e a funcao f sao dados por

siw))’

u

K (s,t) = (cos(s) + cos(t))? <

u = m(sin(s) + sin(t))
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f(t) = ayexp(—ci(t — t1)?) + ag exp(—ca(t — t2)?).

Os parametros ai,as, etc. sao constantes que determinan a forma da
solucdo f, para este problema vamos usar a; =2, as =1, ¢; =6, ¢3 =
2, t1 = 0.8, to = —0.5. A Figura 4.5 mostra a solucao exata deste
problema

25

2

15

1

P

0.5

G0 50 100 150 200

Figura 4.5: Solugao do problema shaw.

A Figura 4.6 mostra as solugoes usando os métodos RLS e RTLS
para dados com 0.1% de ruido. Neste caso a solugao RTLS ¢é atingida
em k = 500 e tem um erro relativo 0.1240 (aprox. 13%). A solugao
RLS produz um erro relativo 0.0427 (aprox. 5%). As imagens mostram
algumas diferencas entre as solugoes.

X, RLS X RTLS
25 25
Sol. Exata Sol. Exata
2 - — Sol. Reg |/ 2 — — Sol. Reg
15 i
\
1 \ \
\
\
0.5 \
\
0 \
-0.5
0 100 200 0 100 200

Figura 4.6: Solugoes RLS e RTLS para o problema shaw com 0.1% de
ruido.

Os resultados numéricos para os trés niveis de ruido sao apresenta-
dos na Tabela 4.3. Como podemos ver, para este problema os métodos
RLS e RTLS produzem boas solugdes quando o nivel de ruido é 0.1%,
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Método LS Método RTLS

e — mall2/ || Texll2 |Zex — sll2/ || Texll2

oc=0.1% c=1% oc=5% c=01% oc=1% oc=5%

A=0.1366 \=7415 X=26.221| k,, =500 Fkp,=2 km=2

0.0427 0.5480 0.5226 0.1240 0.2692  22.1887

Tabela 4.3: Erro relativo da solugao RTLS para o problema shaw.

mas a qualidade deteriora significativamente quando o nivel de ruido
aumenta.

Com o intuito de melhorar a qualidade, o problema também foi re-
solvido mudando a tolerancia do critério de parada (4.1.9) para 107°.
Feito isso foi verificado que a solugao melhora mas nao muito significati-
mente. Isto indica que o problema shaw é muito sensivel a perturbacoes
nos dados.

4.2 Método de Truncamento para o Pro-
blema TLS

Na secao anterior vimos que o método iterativo nem sempre consegue
calcular uma solucao apropriada para o problema RTLS. Nesta secao
vamos propor um método alternativo para construir solugoes regulari-
zadas TLS baseado num critério de escolha do indice de truncamento
para o método TLS truncado.

4.2.1 O Critério do Produto Minimo

Iniciamos com uma descricao breve do critério do Produto Minimo
para o método TSVD usado como método de regularizagao para pro-
blemas LS (1.1.2) onde apenas o vetor b sofre perturbagoes. Baseado
na hipétese do lado direito exato b, satisfazer a condigao discreta de
Picard (CDP) [23] e o vetor de ruidos ter entradas aleatérias, com dis-
tribuigdo normal e média zero, pode ser mostrado [7] que o erro na
k-ésima solugao TSVD é

[Tex — Tkll2 < [|Tex — ALbeXH2 + ||AL€H2 = Ei(k) + Ex(k), (4.2.1)

em que
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O primeiro termo denota o erro devido a regularizagao, este diminui
com k e pode se tornar pequeno para k grande. O segundo termo, refe-
rido como erro de perturbagao, mede a intensidade do erro e aumenta
com k, sendo extremamente grande quando valores singulares pequenos
entram no somatorio. A escolha do parametro de regularizacao requer,
entao, que haja um balango entre os dois termos de modo a minimizar a
estimativa do erro na solu¢ao. Uma analise detalhada desenvolvida em
[7] sugere que a estimativa do erro deve ser minimizada em k = k* onde
k* indica a transicdo dos coeficientes de Fourier |ulb| determinada pela
condigao discreta de Picard: para i < k* esses coeficientes aproximam
|ul'be,| (e portanto decaem como os valores singulares), enquanto para
i > k* |ulbe| ficam quase constantes e muito préximos de |ulel. A
consequéncia mais importante dessa andlise é que a estimativa do erro
é minima quando k£ = k£*. Ou seja, o menor erro associado ao método
TSVD deve ocorrer quando truncamos a k* termos.

No entanto, na pratica nao temos o vetor e e a estimativa (4.2.1) ndo
pode ser minimizada para encontrar k*, entdo o que podemos fazer é
minimizar alguma fungao que tenha comportamento semelhante. Para
tanto, notamos que da SVD de A temos

k T112 n
|uj bl
lewlld =D =5 lmll3 = b= Awsll3 = D ujbf*+65, (423)
Jj=1 J j=k+1

em que dp denota a norma da componente de b que nao pertence ao
espago coluna de A. Agora para k > 1, seja ¥y, = ||ak||2||rk]]2. Como
|zk]|2 € crescente e || ||2 é decrescente [18], minimizar log(¥y) é equi-
valente a minimizar a soma de dois termos, um crescente e outro de-
crescente. Entao, em principio, deve existir um inteiro k no qual Uy
¢ minimizada. Portanto, o critério do produto minimo para o método
TSVD seleciona o parametro k tal que [7]

k=argmin Uy, Uy = ||ag]2]|b— Azk|2. (4.2.4)

A motivacao deste critério vem da observacao de que para k pequeno
temos ||x||2 pequeno e ||b— Axy||2 grande e, portanto, ¥y, nao é minimi-
zada. Por outro lado, para k grande temos |||z grande e ||b — Axg|2
pequeno e, mais uma vez, ¥, nao é minimizada. Isto sugere que o
minimizador de W corresponde a um bom balanco entre o tamanho
de ambas as normas. Uma andlise desenvolvida em [7] mostra que um
bom parametro de regularizacao para a TSVD é o minimizador de Wy
(veja a Figura 4.7).
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Figura 4.7: Estimativa (4.2.2), funcao ¥y e erros relativos em z;, para
o problema gravity com n = 32 e NR = 0,02. Erro relativo minimo
atingido em k* = 7 = argmin Uy, e ||[27 — Zex|| = 0,0778||Zex]|2-

Aplicagao do Critério do Produto Minimo ao Problema TLS

Pelos resultados da se¢ao 4.3 temos que o Residuo || Ry||r é uma fungao
decrescente e a norma das iteragoes ||zjll2 é uma funcdo crescente.
Assim podemos usar o critério do produto minimo para determinar um
indice de truncamento adequado para o método TLS, chamado Método
TLS Truncado (T-TLS). Ou seja, tomamos como indice de truncamento
o primeiro inteiro k; tal que

kt = argmin \I/k, \I/k = ||xk||2HRk||F (425)

Ou seja ky é o primeiro indice no qual ¥y, atinge um minimo local. Além
disso, para certos problemas onde ¥ tem o primeiro minimo local numa
regiao quase plana, usamos como critério de escolha o primeiro indice
tal que

Uyp1 — Uy

4.2.6
T <e ( )

onde € é um nimero positivo suficientemente pequeno.

4.2.2 Experimentos Numéricos

Como na secdo anterior, trabalharemos com um sistema Ax = b onde
A € R#00x200 " p ¢ R40 ysando os mesmos niveis de ruido nos dados
e os mesmos problemas ja analisados anteriormente. O parametro que
minimiza a sequéncia do erro relativo associado das iteradas serd cha-
mado de parametro étimo e denotado por k,. Ele depende da solugao
exata x., e na pratica é desconhecido. Denotamos por zprrrs = g, a
solucao atingida no passo k.
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Heat

Para este problema fazemos a comparacao da qualidade das solucoes
do método RTLS e o método T-TLS para dados com ruido de 0.1%
junto os parametros étimo k, e k; respectivamente.

A Figura 4.8 mostra que os parametros k, e k; tém valores préximos,
também que o método T-TLS atinge a solugao em k = 34 com um erro
relativo de 0.0395 (aprox. 4%).

Parametro Otimo: ko = 29

10 1.5
Erro (RTLS) Sol. Ex.
1 Sol. T-TLS|
—— Sol. Otima
10"
107 107 -05
0 200 400 0 20 40 60 0 100 200
K k

Parametro de truncamento: kt =34

—— U I IR,

10

10

Figura 4.8: Linha superior: Erros relativos RLS e T-TLS para o pro-
blema heat usando dados com ruido de 0.1% e solu¢ao x7rrs. Linha
inferior: Funcao Uy.

Note que neste problema o indice k; é escolhido segundo o critério
(4.2.6). A Tabela 4.4 mostra que para diferentes niveis de ruido as
solugoes xrrrs e xs nao diferem muito, mas podemos observar que
o método T-TLS nao consegue uma boa aproximacao na presenga de
ruido o = 5% nos dados.
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Método T-TLS Método RTLS
|Zex — zrrLsll2/]|Tel2 |Tex — zsll2/ || Texll2
c0=01% o=1% o0=5%|0c=01% oc=1% oc=5%
k=34 k=23 k=5 k=344  k,,=116 k,,= 42
0.0395 0.1666 0.6345 0.0642 0.1303 0.6150

Tabela 4.4: Erro relativo da solucao T-TLS e RTLS com diferentes
niveis de ruido para o problema heat.
Phillips

Mostramos a comparacao do erro do problema RTLS com o problema
T-TLS para o ruido ¢ = 0.05 junto parametro de truncamento k;.

Parametro de truncamento: kt =8 0.6

15 _ —Exact Sol.
10 —= W= IR —— Approx Sol.
0.4 —— Optimal Sol.
1.3
10 0.2
eeR0a
0
101.1
-0.2
o 10 20 30 40 50 0 50 100 150 200

Figura 4.9: Funcao ¥y e solugao T-TLS para o problema phillips.

Na imagem esquerda da Figura 4.9 mostra que a fungao ¢, alcanca
o valor minimo em k; = 8, também vemos que a solugao xprrs €
uma boa aproximacao da solugao xe;, porém a solucao zprrs perde
suavidade pois este método nao considera a restri¢ao || Lz||2 < 4.

A Tabela 4.5 mostra o valor do erro relativo no parametro k; e
k., das solugoes s e x5 respectivamente, para diferentes niveis de
ruido.

Método T-TLS Método RTLS
|Zex — zrrLs|l2/]|Tea |2 |Zex — sll2/ || Texll2
c0=01% o0=1% oc=5%|0=01% o=1% o=5%
k=15 k=11 k=8 km= 2 k=2 km=>5
0.0119 0.0868  0.0477 0.0110 0.0546  0.0917

Tabela 4.5: Erro relativo dos métodos T-TLS e RTLS para o problema
phillips.

71



Esta Tabela mostra que as solugoes usando os métodos T-TLS e
RTLS sao parecidas e fornecem uma boa aproximagao da solugao exata.

Shaw

Mostramos a comparagao do erro do problema RTLS com o problema
T-TLS para o ruido ¢ = 0.001 junto com o parametro étimo k.

Parametro Otimo: ko =7

10" 3
o Erro (RTLS) —e— Erro (T-TLS) Sol. Ex.
Lo~ > 2 Sol. T-TLS
0 HE N i
10 " —— Sol. Otima
1
-0.8
1) 3
10 ﬂ
0
-0.9
Lo 107 -1
0 200 400 600 0 20 40 60 0 100 200
k k

Figura 4.10: Erros relativos dos métodos T-TLS e ETLS aplicado ao
problema shaw com 0.1% de ruido.

A Tabela 4.6 mostra o valor do erro relativo no parametro k; para
diferentes niveis de ruido.

Método T-TLS

Método RTLS

||xez - xTTLSHQ/ermHQ

|Zex — sll2/ || Texll2

c0=01% o0=1% o=5%|0=01% o0c=1% oc=5%
ki=7 ki=5 k=4 km =500 k=2 k=2
0.0485 0.1657 0.1729 0.1240 0.2692  22.1887

Tabela 4.6: Erro relativo da solugao T-TLS para o problema shaw.

Da Tabela 4.6 vemos que o erro relativo calculado pelo método T-
TLS é melhor melhor do que o método RTLS, porém para este método
a solugao rprrs nao possui suavidade quando o ruido o = 0.05 como
mostra a Figura 4.11.
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25

— Exact Sol.
—— Approx Sol.
——Optimal Sol.

0 50 100 150 200

Figura 4.11: T-TLS aplicado ao problema Shaw com 5% de ruido.
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Capitulo 5

Conclusoes

O objetivo principal deste trabalho foi o estudo de métodos de regu-
larizacao para o método TLS, devido a necessidade de resolver proble-
mas mal condicionados onde a matriz e o vetor de dados sofrem per-
turbagoes. Para tanto, baseado na potencialidade tedrica da SVD e do
conceito de projecoes ortogonais, estudamos a técnica TLS e sua relagao
com a técnica LS, incluindo estimativas em relacao a solucao exata do
problema linear e vimos que a técnica TLS fornece boas estimativas de
solugao como a técnica LS. Os resultados tedricos da comparacgao foram
verificados no modelo de ressonancia magnética onde comprovamos a
eficiéncia do método TLS.

O estudo do método de Tikhonov TLS regularizado (RTLS) nos
levou a um problema de autovalores

50w || =2 ] 5]

onde B, A\, e A dependem do vetor x. Este sistema de equagoes é dificil
de se resolver analiticamente, assim, a alternativa foi usar um método
iterativo baseao no problema de autovalores chamado de RTLSEVP.
O método RTLSEVP tem aspectos tedricos e computacionais que
sao simples de se processar, mas ele depende do conhecimento de boas
estimativas do nimero § = ||L&e.||2 que na pratica ndo é conhecido.
Dai, a solucao pode nao ser satisfatoria se 0 nao é estimado corre-
tamente ou o processo iterativo pode ser muito demorado e portanto
pouco atrativo. O método alternativo baseado nos autovalores quadraticos
requer o uso da teoria de autovalores generalizados e outros métodos
computacionais que nao foram estudados por falta de tempo. Esta
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opcao pode ser objeto de estudo num trabalho posterior. Por outro
lado, temos visto que o método iterativo nem sempre consegue alcangar
uma solugao razoavel quando § nao é estimado corretamente.

Nestre trabalho apresentamos o uso do método TLS como alter-
nativa de regularizagao, incluindo um critério de escolha do indice de
truncamento. A escolha do indice de truncamento foi baseada num tra-
balho recente da literatura [7] e motivada pelo fato de que as sequéncias
lxk||2 e || Ri|lF se comportam de maneira andloga as normas da solugao
e do residuo no método SVD truncado. Como vimos este método re-
quer poucas iteragoes e consegue solucoes com qualidade semelhante
aquelas obtidas pela técnica RTLS, mas sem a informagao a priori do
namero §.
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Apeéndice A

Problema de
Minimizacao com
Restricoes de Igualdade
e Desigualdade

Agora vamos desenvolver a teoria necessaria para problemas de mini-
mizagao com restricoes. De modo geral estudaremos o problema

i A0.1
pnin f (@) (A.0.1)
9(2)<0

onde f: R® - R, h: R® - R com h = (hy,...,h) e g:R* - R™
com g = (g1, Gm)-

Observagao: Dizemos que g(z) < 0se g;(z) <0, Vi=1,...,m.

Definicao A.0.1. Seja T € D = {z € R™; h(z) = 0 e g(x) < 0},
definimos o conjunto de restricoes ativas em T como

I(z) ={ie{l,....,m}; gi(z) =0}
Definicao A.0.2. Suponha que g e h sao diferencidveis em T € D

H(z)={deR™ de N (I (z)) e {g)(z),d) <0, Vi€ I(z)}
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A.0.3 Condicoes de Regularidade/Qualificagao

Vamos estabelecer as condigoes necessarias para nosso Teorema princi-
pal nesta secao

(1) Dizemos que as funcoes h e g sdo afins, se
h(z) = Az —a, com A € R"™! ¢ a € R,
g(x) = Bx —b, com BeR"™™ e¢bheR™,
(2) Condigao de Mangasarian-Fromovitz (MFCQ)

(i) A'(Z) é uma fungdo sobrejetora.
(ii) Existe d € N (h/(7)) tal que (gi(Z),d) < 0, Vi € I1(Z).

(3) Condigao de Slater
(i) A funcdo h é afim.

(ii) A funcdo g é convexa e existe um vetor & € R™ tal que
hE)=0egi(%) <0, Vie{l,...,m}.

Observagao: A funcao f: R™ — R é convexa se
F(L=Nz+Xy) < (1= N)f(z) + Af(y), Yo,y €R", VA €[0,1].

Teorema A.0.1. (Karush-Kuhn-Tucker) Considere el problema A.0.1
onde as funcgoes f : R — R e g : R" — R™ diferencidveis em T e
h:R™ = R! continuamente diferencidvel em . Suponha que

D={zeR"; h(z)=0e g(x) <0}

Se g e h satisfazem qualquer um das condi¢oes de reqularidade como
visto acima (linearidade das restricoes, MFCQ ou Slater) entdo existem
constantes A = (A1,..., ) €ER e ji = (fi1,...,[m) € R™ tais que:

Este resultado permite definir

7



Definigao A.0.3. A func¢ao definida por

L:R" xR xR™ — R
LA 1) = f(2) + A b)) + (1, 9(2))

€ chamada a funcao Lagrangeano, e A e j que satisfazem os resultados
do Teorema A.0.1, sdo chamados os multiplicadores de Lagrange.

Observagao: Note que
Loz, X 1) = f'(x) + 1 ()" A + g ()T
e a primeira condi¢do do Teorema A.0.1 (KKT) diz que

L (x, A\ p) =0

A.1 Minimos Quadrados com Restrigao de
Igualdade

Nesta secao vamos estudar o problema
. 2 2 _ 2
min ||Az —b||3 s.a |Lz|5=0 (A.1.1)
.’,CERW

para obter algumas propriedades dos valores A\; e Az, na seguinte secao.
Vamos mencionar algumas condigoes que garantem a existéncia da
solucao da equagao (A.1.1) e desenvolver un pouco de teoria sobre este
problema. Estes resultados foram desenvolvidos em [10].

(1) Oconjunto F' = {x € R™; ||Lx||2 = 0} énao vazio e 6 > ming || Lz||2.
Se § é muito pequeno a solugao pode nao existir.

(2) Posto ({Z‘D —n.

Se nao assumirmos a condi¢do sobre o posto, caso existe uma solucao,
ela poderia nao ser unica, pois podemos adicionar os elementos da
intersecao dos espacos nulos de A e L.

A.1.1 A Funcao de Lagrange e as Equacoes Normais

As hipdteses acima garantem que a solugao do (3.2.5) é um ponto es-
tacionério da fungao de Lagrange com multiplicador .

L(x, ) = || Az = b]|3 + A(| L[5 - 6).
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Usando as propriedades de £ temos as equagoes normais.
(ATA4+ALTL)z = A"b (A.1.2)
| Lz = 62 (A.1.3)
Note que na primeira condigao excluimos o caso que a solugao minimiza

||ILz||2, pois s6 é possivel se 6 = min, ||[Lz||2. Note que a equacao
(A.1.2) pode ser escrita como

Val Az = bl|3 = =AV. | Lz|3 (A.1.4)

a qual é uma condicao necesséria para a solucao de (3.2.5). As equagoes
normais podem ter muitas solugoes, uma delas é a solugao de (3.2.5).
A primeira questao é decidir qual das solugoes das equagdes normais
resolve o problema.

O seguinte Teorema compara duas solugoes das equagoes normais, e
serve para esclarecer sobre a escolha da solu¢ao que minimiza || Az —b||2

Teorema A.1.1. Se (x1,A1),e (x2,\2) sdo solugdes das equagies nor-
mais (A.1.2) e (A.1.3), entao

A= Ao
2
Demonstragao. Ver [10]. O

[ Az = b3 — || Ay — b3 = 1L (21 = x2) 3. (A.15)

Pelo Teorema temos que
||A{E2 — b”g > HAiL‘l — bHQ, se A\ > Ao.

Se podemos provar que o lado direito da equagao (A.1.5) nao é zero,
entao a solugao do problema original é solugao das equagdes normais
com o maior A. O seguinte Teorema é um resultado similar ao Teorema
anterior.

Teorema A.1.2. Se (z1,\1) e (z2,A2) sao solugdes das equagoes nor-
mais, entao

(A1 +A2) {[| Az = b3 — | Az = b3} = (A2 = A1) [ A1 —22)[13. (A.1.6)
Demonstragao. Ver [10]. O

Analisaremos o que acontece quando o lado direito da equagao
(A.1.5) é zero. Sejam (x1,A1) # (z2,\2) duas solugoes das equagoes
normais e assuma que

A1 — A2
2

IL(z1 — z2)|3 = 0. (A.L7)

Isto é possivel se

79



(1)

A1 = A2 := A mas x1 # x2. Como x1 e 2 sa0 solugdes de (A.1.2)
temos

(ATA+ ALTL)z; = ATb
(ATA+ A\LT L)y = ATD.
Substraindo a segunda equagao da primeira temos
(ATA+ ANLTL)(21 — 22) = 0. (A.1.8)

Equagao (A.1.8) mostra que neste caso A = —pu, onde p é um
autovalor do problema de autovalor geralizado

AT Az = uL" Lz (A.1.9)
e 1 = T2 + v, onde v, é um autovetor associado a . Portanto
se A} = Ay = —pu entao as solucgdes z; e x2 tém o mesmo valor
[|[Az — b2
Se
A1 # Ao mais ||L(zy — 29)||3 = 0. (A.1.10)

Pelo Teorema A.1.1, temos que |[Azs — b||3 — ||Azy — b||3 = 0.
Logo do Teorema A.1.2

|A(zy — 21)||3 = 0. (A.1.11)
Porém (A.1.10) e (A.1.11) é equivalente &
{é} (2 — 1) =0. (A.1.12)

Pela segunda hipdtese temos que x1 = x5 = 2’. Usando a equacgao
(A.1.4) neste caso temos

Vol Az" = b3 = Vo La'||3 = 0

e portanto
0 = [[La"]|2 = min || L[|,

Isto contradiz a primeira hipétese. Assim este caso nao é possivel.

Consequentemente temos:

Lema A.1.1. Com as hipdteses (1) e (2) sejam (x1,A1) e (2, A2)
solugoes das equagdes normais. Se \y # Ao entdo

Lxy # Lze e Axq # Axs.
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A.1.2 Caracterizagao da Solucao
Usando as equagoes (A.1.5) e (A.1.6) obtemos

Corolario A.1.1. Sejam (1, A1) e (22, A2) solugdes das equagies nor-
mais junto com as hipdteses (1) e (2). Entdo

IL(z1 = 22)[13 = [ Az1 = z2)]3- (A.1.13)

At A
2

A equagao (A.1.13) tem uma importante consequéncia: Para qual-
quer par de solugoes (21, A1), (2, A2) com A1 # g segue que Aj + A\g <
0. Isto significa que ambos \; sao negativos ou se, por exemplo, A\; < 0
entao Ao < —A; < 0. Logo

Corolério A.1.2. As equagoes normais (A.1.2) e (A.1.8) tém no
mdzimo uma solugao (&,\) com X > 0. Para qualquer outra solugdo
(x, \) temos que A < —A.

A.2 Quociente de Rayleigh

A solugéo do problema (3.2.5) resolve o problema

(A2.1)

. . |4z — 0|3
T = argmin ¢(x) = argmin —— =,
TLS gx o( ) gx 1+ HxH%

onde ¢ é chamado o quociente de Rayleigh da matriz M = [A  b]T[A b].
A formulagao alternativa para o método RTLS é

min ¢(x) s.a. ||Lx|z2 < 0.
x
Assim temos o funcional Lagrangeano
L(w, 1) = ¢(x) + (| La]3 — 62).

Embora ¢(z) ndo é concavo, seus pontos estaciondrios podem ser
caracterizados pelo seguinte Teorema.

Teorema A.2.1. O quociente de Rayleigh de uma matriz simétrica A
€ estaciondrio s6 mos autovetores da matriz.

Demonstragio. Ver [27]. O

Lema A.2.1. Se os extremos dos valores singulares da matriz [A b
sao simples, entao a fungdo ¢(x) tem wm tnico ponto mdximo, um
ponto minimo e n — 1 pontos de sela.
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Demonstragao. Ver [31]. O

Teorema A.2.2. Suponha que [A b] satisfazem as hipdteses do Lema
A.2.1, &, > Gpy1 € que a constante § € conhecida. Se a igualdade €
ativa, entao

HLxRTLS”g = 52 e > 0.

Demonstragao. Ver [31]. O
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