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Resumo

Um sistema de operadores 8, contido em uma C*-dlgebra unital
2, € um subespaco vetorial de 2 fechado por adjuncao e contém a
unidade da &algebra. Uma aplicacao positiva ¢ : § — B, em que B
é uma C*-algebra unital qualquer, é uma funcao linear que associa
elementos positivos em § a elementos positivos em B. Dizemos que
( é completamente positivo se, para cada n € N, e para cada matriz
positiva [z;;]7';_; em M,(§), tem-se que [p(z;)]?;_, & positivo em
M., (B). Nessa dissertacdo queremos mostrar, entre outras coisas, que
se p : 8§ — B(H) é completamente positivo, entdo podemos estendé-lo
a uma aplicacdo completamente positiva @ : A — B(H) com mesma
norma que ¢, teorema de extensao que chamamos de Teorema de Hahn-
Banach nao comutativo

Palavras-chave: Sistema de operadores. Aplicacbes completa-
mente positivas. Teorema de extensao. C*-algebra unital.
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Abstract

An operator system §, contained in a unital C*-algebra 2l is a vector
subspace of 2 closed under addition and containing the algebra unit.
A positive map ¢ : 8§ — 9B, where B is a unital C*-algebra, is a linear
transformation that sends positive elements in 8 to positive elements in
B. We say that ¢ is a completely positive map if, for each n € N, and
for every positive matrix [z;;]};_; in M, (8), we have that [¢(z:;)]7 ;-
is positive in M,,(28). In this dissertation we show, among other things,
that if ¢ : 8 — B(H) is a completely positive map, then we can extend
it to a completely positive map @ : 2 — B(H) with the same norm as
, a theorem regarded as a non-commutative Hahn-Banach Extension
Theorem. Keywords: Operator system. Completely positive map.
Extension theorem. C*-algebra.
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Lista de Simbolos

e N=1{1,2,...} conjunto dos niimeros naturais

e C conjunto dos ntmeros complexos

o A B ¢ C'*-algebras

e M, () C*-algebra de matrizes de ordem n com entradas em 2
e [, matriz identidade em M, (C)

e M espaco de operadores em uma C*-algebra

e § sistema de operadores em uma C*-algebra

e H, X espacos de Hilbert

o B(H) C*-algebra dos operadores limitados em 3

e B ideal dos operadores compactos de B(H)

e Byo conjunto dos operadores de posto finito de B(H)
e B ideal dos operadores trace-class de B(FH)

e B, ideal dos operadores Hilbert-Schmidt de B(H)

e X, Y espacos de Banach

e L(U,V) espago vetorial das transformagoes lineares T : U — V
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e X, Y espacos topologicos

e C(X) conjunto das aplicagdes continuas f: X — C

e o(a) espectro de um elemento a em uma C*-algebra

e C*(a,1) C*-algebra gerada por a e pela unidade em uma C*-algebra
e B(X,Y) espaco de Banach dos operadores limitados 7' : X — Y

e Cy(X) conjunto das aplicagoes continuas f : X — C que se anu-
lam no infinito

a+a*
2

e Re(a) parte real de um elemento a € 2, Re(a) =

a—a
2

e Im(a) parte imaginaria de um elemento a € A, Im(a) =
e a = Re(a) + iIm(a), para todo a € A

e GL(2) conjunto dos elementos invertiveis da C*-algebra 2






Sumario

Aplicagoes completamente positivas

1.1 (C*-élgebra de matrizes . . .. ... ... ... ... ..
1.2 Aplicagbes positivas . . . . .. .. ... .. ...
1.3 Aplica¢oes completamente positivas . . . . . . ... ..
1.4 AplicacOes positivas entre algebras comutativas . . . . .
1.5 Teorema de dilatagao de Stinespring . . . . . . ... ..

Teoremas de Extensao

2.1 Teorema da extensao de Krein . . . . . ... .. .. ..
2.2 Teorema da extensao de Arveson . . . .. ... .. ...
23 A Topologia BW . . . ... ... ... .. .
2.4 Teorema de Arveson . . .. .. ... .. .. ... ....
2.5 Teorema da extensao de Wittstock . . . .. .. ... ..
2.6 *-Isomorfismo candnico Shuffle . . . . . ... . ... ..
2.7 Teorema de Wittstock . . . . . .. .. ... ... ....

Teorema de Choi-Effros

Apéndice A - Produto tensorial algébrico

4.1 Definicdo e unicidade . . . . . . .. ... ... ...
4.2 Constru¢ao de um produto tensorial . . . . . . ... ..
4.3 Propriedades . ... . ... ...
4.4 Produto tensorial entre espagos de Hilbert . . . . . . ..
4.5 Produto tensorial entre algebras . . . ... .. ... ..

19
23
32
37

42
42
46
47
49
56
56
57

62

Apéndice B - Operadores trace-class e Hilbert-Schmidt 88

5.1 Decomposicao Polar . . . . ... ... ... ... ..
5.2 Operadores trace-class e Hilbert-Schmidt . . . . . . . ..

88






Introducao

O estudo das aplicagbes completamente positivas foi motivado, ini-
cialmente, pela tecnicalidade fornecida pelo estudo das dilatagoes em
espacos de Hilbert. Quando conseguimos escrever um operador limi-
tado definido em um espago de Hilbert como a restricao de um outro
operador sob um outro espaco de Hilbert que contém o primeiro, entao
dizemos que aquela restricao é uma contragao do segundo, ou que o se-
gundo operador é, grosso modo, uma dilatacdo do primeiro. Sz.-Nagy
mostrou que um operador, com norma menor do que ou igual a um,
pode ser dilatado para um operador unitario; nesse sentido operado-
res com essa propriedade comecaram a ser chamados de contragdo. O
enunciado deste teorema é dado abaixo e sua demonstracao pode ser
encontrada, por exemplo, em (Paulsen, Teorema 1.1).

Teorema de Sz.-Nagy. Se T € B(H) é uma contragdo, isto é
IT|| < 1, entdo existe um espago de Hilbert X que contém H como
subespago, e existe um operador unitario U tal que, para todo n € N,
¢ vélido que T = PycU" 3¢, em que Py ¢ a projegio de X sobre 3.

Com esse resultado, segue imediatamente um elegante resultado
atribuido a von Neumann :

Desigualdade de von Neumann. Se T é uma contracdo num
espaco de Hilbert entao para todo polinémio p é vélido que

Ip(D)]| < sup{llp(2)|l; = € C, [2] < 1}.

Trabalhos de Sarason, Sz.-Nagy e Foias mostraram que muitos resul-
tados classicos sobre funcoes analiticas, incluindo a teoria Nevanlinna-
Pick, o Teorema de Nehari e o Teorema de Caratheodory sao consequén-
cias destes resultados que envolvem operadores de contragao.



Empolgado com essa teoria de dilatac¢ao, foi que Stinespring deu ini-
cio & teoria dos operadores completamente positivos como meio de obter
caracterizagao e existéncia de operadores de dilatacao, descobrindo, as-
sim, certa proximidade entre as aplicagoes completamente positivas e
as medidas positivas. Posteriormente, Arveson contribuiu grandemente
para o desenvolvimento dessa teoria. Um dos seus legados é a demons-
tracao de um tipo de teorema de extensao Hahn-Banach, no caso nao
comutativo, o qual é um dos resultados principais dessa dissertacao.

Muito se deve ao estudo das aplicagoes completamente positivas,
como por exemplo a contribuicao dada a teoria de produtos tensoriais
de C'*-algebras, ao estudo das C'*-algebras nucleares, e também & ané-
lise harmonica nao comutativa na qual estas aplicagoes se encontram
camufladas como fungoes positivas.

Na década de 1980, motivados em grande parte pelo trabalho de
Wittstock e Haagerup, pesquisadores comegaram a estender muitos re-
sultados da teoria das aplicacoes completamente positivas para a familia
das aplicacoes completamente limitadas. Na medida em que as primei-
ras sao o andlogo de medidas positivas, as aplicagdes completamente
limitadas sao o andlogo de medidas limitadas.

Dois problemas famosos que fazem uso dessa familia de func¢oes sao:
Conjectura de Kadison e Conjectura de Halmos. Enquanto a primeira
deseja mostrar que todo homomorfismo de uma C*-algebra na alge-
bra dos operadores limitados em um espago de Hilbert é semelhante
a um x-homorfismo, a segunda conjectura que todo operador polino-
mialmente limitado é semelhante a uma contracao. Para a conjectura
de Kadison existe um contraexemplo devido a Pisier, enquanto que a
outra conjectura permanece em aberto.

Os dominios e imagens das aplica¢oes completamente positivas e li-
mitadas sao os chamados sistemas ou espagos de operadores, que nada
mais sao do que subespacos vetoriais de um espago de operadores defi-
nidos em um espago de Hilbert, possuindo certas propriedades.

O ultimo problema desse trabalho dard uma caracterizacao abstrata
para os sistemas de operadores. Devido a Choi e Effros, este teorema
tem um impacto semelhante ao da construcao GNS (Gelfand-Naimark-
Segal) na qual é possivel enxergar C*-algebras, objetos abstratos, como
objetos concretos em espacos de operadores. Tal resultado nos permite
buscar paralelos entre a teoria dos espacos de Banach e a teoria das
aplicacoes completamente positivas, e consequentemente ligagoes inte-
ressantes com a teoria das C*-algebras e dlgebras de von Neumann.

No primeiro capitulo desse trabalho, nosso foco serd dar embasa-
mento & teoria das aplicagbes completamente positivas. A primeira



secdo sera dedicada a C*-élgebra de matrizes. Nela fixaremos uma C*-
algebra 2 qualquer e mostraremos que a algebra das matrizes M, (1) é
uma C*-algebra. Na segunda secdo definiremos os sistemas de opera-
dores e espagos de operadores, e abordaemos o assunto das aplicagoes
positivas definidas em tais conjuntos. Depois, na terceira se¢iao defini-
remos e demonstraremos resultados sobre as aplicagoes completamente
positivas. Na quarta sec@o, nosso foco serao as aplicagoes positivas cujo
dominio ou contradominio sao C*-algebras comutativas, e nessa se¢ao
veremos que esta serd uma condicao suficiente para que tais aplicacoes
sejam completanente positivas. Por fim, na quinta se¢ao, dedicamos ao
Teorema de Stinespring, que tem o objetivo de caracterizar todas as
aplicacoes completamente postivas. Veremos uma relacao importante
entre elas e os x-homomorfismos, a saber, que aplicacbes completamente
positivas sao “canto"de x-representagoes.

No segundo capitulo, falaremos de trés importantes teoremas de
extensdo ligados a essa teoria: Teorema de Krein, Teorema de Arveson,
Teorema de Wittstock. Tais teoremas generalizam o Teorema de Hahn-
Banach, para o caso nao-comutativo, ou seja, ao invés do contradominio
da aplicacgao ser o corpo dos complexos, trabalharemos com algebras de
matrizes complexas, inicialmente, e depois com espagos de operadores
definidos em espacos de Hilbert. Dado um sistema de operadores §
numa C*-algebra 2, e uma aplicacdo completamente positiva ¢ : § —
B(H), queremos encontrar uma aplicacdo completamente positiva @ :
A — B(H), que é uma extensdo de ¢, de modo que ||| = ||@||. Para
termos sucesso, serd importante tratar da topologia BW, que é um
enfraquecimento da topologia usual em B(S, B(H)).

No ultimo capitulo demonstraremos o Teorema de Choi-Effros, que
mencionamos anteriormente.

Em varios momentos dos trés capitulos, serd necessirio o uso da
teoria do produto tensorial algébrico entre espacos vetoriais. Por essa
razdo, o Apéndice A trata de resultados do produto tensorial que serao
usados ao longo desse estudo sobre aplicagoes completamente positivas.

Para a demonstracdo do Teorema de Arveson, apresentada no se-
gundo capitulo, faz-se necessario um estudo da teoria dos operadores
trace-class e Hilber-Schmidt, os quais serdo abordados no Apéndice B
deste trabalho. Mostraremos que o espaco de Banach dos operado-
res limitados definidos em espaco de Hilbert, B(H), é isometricamente
isomorfo ao espaco dual dos operadores trace-class.



Capitulo 1

Aplicacoes completamente
positivas

Neste primeiro capitulo apresentaremos os sistemas de operadores
em uma C*-4lgebra, e trataremos das aplicagoes positivas, das aplica-
¢Oes completamente positivas e das aplicagoes completamente limita-
das em C*-élgebras. Nosso ponto de partida serd considerar uma C*-
algebra 2, mostrar que M, () é uma C*-algebra e caracterizar seus
elementos positivos. Finalizaremos demonstrando o Teorema de Sti-
nespring, uma caracterizacao das aplicagoes completamente positivas,
o qual mostra que existe uma relacdo interessante entre essa familia de
fungoes e as #-representacoes de C*-algebras.

1.1 (C*-algebra de matrizes

Essa secao é composta de resultados basicos que serao utilizados ao
longo desse estudo sobre aplicagdes completamente positivas. Sempre
consideramos nossa C*-algebra 2 incluida na algebra dos operadores
lineares limitados B(H), em que H é um espaco de Hilbert, ou seja,
2A C B(H) (tal resultado, conhecido como constru¢ao GNS, pode ser
encontrado em (Murphy, Teorema 3.4.1)). A partir do proximo para-
grafo até o final da sec¢ao, consideramos o espago vetorial das matrizes
M, (), e objetivamos tornar M, () uma C*-algebra e caracterizar
seus elementos positivos.

Sejam 2 uma C*-algebra e n um nimero natural. Podemos conside-



rar o espaco vetorial M, () das matrizes de ordem n com entradas em
2, com as operacoes de adicdo e produto por escalar da forma usual.
Dada A € M,(), escrevemos A = [a;;]}';_;, ou seja, a entrada (i, j)
dessa matriz é ocupada pelo elemento a;; € %, e muitas vezes para
simplificar ou quando ndo ha perigo de confusdo denotamos tal ma-
triz simplesmente por [a;;];; ou [a;;] . Podemos, facilmente, dar uma
estrutura de *-algébra para esse espaco de matrizes. Para isso basta
considerar, para cada A, B € M,,(2l), o produto e involucio definidos
da seguinte forma:

(J,Zj

Zazk bk]] s lai]™ = laj,].

Queremos agora introduzir uma norma nesse espaco algébrico de matri-
zes de forma a torné-lo uma C*-algebra. Para fazer isso vamos comecar
com a C*-algebra dos operadores limitados B ().

Lembre-se que H" é um espaco de Hilbert cujo produto interno
definido usualmente é

n

<(£1’§27 s 75%)7 (77177723 cee ,7]n)> = Z<£Zan2>a

i=1

em que (&1,&,...,&,) € H™ e (m1,m2,...,1,) € H™. Denotamos fre-
quentemente (&), = (51, &, ..., &n), ou simplesmente (§;);. Observe

que [|(&)ill* = [I€x]* + - - + [I€nll-
Seja [T;;] e M (B(f]-()) e defina a aplicagdo T : H™ — H"™ por

T(&) = | DT
=t i=1
é facil notar que T' ¢é linear. Queremos mostrar que 7' € B(H"™), mais
precisamente, 7' ¢ limitado com [|T| < 377, >>% | [T} Para isso,
note que para qualquer § = (£1,&a,...,&,) € H", temos
||€|| = ”(5170770) + (075270“')0) +ot (07()7’07511)”
= 1€l + -+ [Inll-

Tomando n = (n;); € H"™ qualquer, tem-se

HT(nj)?:lHS ZTIJ'??J' +- ZTanJ <ZZ”TZJ77JH

j=1 =1 j=1



i=1j=1 i=1j=1

< DD Tyl < (ZZ |Tij||) [Inll-
Portanto, 7" é limitado e || T[] < 377, 327, | T]-

Queremos mostrar que a aplicacao

¢ My(B(H)) — B(H")
T3] — T

é um x-isomorfismo. Sejam [T;;], [S;;] € M, (B(H)), {&,n e H* e A e C.
Observe que

e([Tij] + ALSi])§ = ([T + ASi5])§ = (Z(Tik + ASm)&)
k=1

= (Z Tzk£k> +A (Z Szk€k> = o([T35])§ + Ae([S35])¢
=1 h=1 ;

= (@([T3]) + Ap([Si;])¢-

Como tal igualdade vale para todo & € H™, segue que ([T;;]+A[S;;]) =
o([T35]) + Ap([Sij]), e portanto ¢ é linear.

Agora,
Z TZlSl] ) =
ij

() £Em))-
(Er(g ). Ee{gee)

= ¢([Tiz]) (p([Si;])€) -

Como tal igualdade vale para todo & € H", segue que ¢([T3;][S;]) =
©([Ti5]) 0 ¢([Sij]), e assim ¢ preserva produto.

i

@([Ti5][8:;1)€ = w(

Para mostrar que ¢ preserva estrela, ou seja, ¢([T;;]*) = ¢([T3;])*,
lembre que para todo operador limitado S € B(X), em que K é um es-
paco de Hilbert, existe um unico operador em B(X), o qual denotamos
geralmente por S*, tal que (S¢,n) = (£, S*n), para quaisquer &,n € K

10



- veja (Sunder, Corolario 2.4.3).

Portanto, para £,n € H™, vale que

< ([ 17 57 - <<ZT1k€ka~- ZTnk£k> nla"'ann)> =
<Zle€k,m> SN (& Tim) = Z<§kaZlem>

=1 =1 k=1 k=1

=< s n) (ZTlml,...,me»=<s,so<[T;;]>n>.
=1

Assim ¢([T35])* = o([ = ¢([T3;]*), e ¢ preserva estrela.

Note também que ¢ ¢é injetiva. De fato, se ¢([T;;]) = 0, entdo
©([T3])¢€ = 0 para todo £ € H™. Escolha ¢ = (0,...,0,¢;,0,...,0) em
que &; é tomado arbitrariamente em H e ocupa a j-ésima posicao do
vetor f Agsim g@([T”])f = (lefj7. .. ,Tnjfj) = 0. Portanto Tij =0
para todo i, j, ou seja, [T;;] = 0. Logo ¢ & injetiva.

Finalmente provemos que ¢ é sobrejetiva. Seja T € B(H™). Para
cada i € {1,2,...,n} defina o operador V; : H" — H pondo V;(¢;); =
&, para todo (§;); € H". Note que tal operador é limitado, pois
IVi&);ll = &< 1(€);], ou seja, IVil] < 1. Defina, para cada j €
{1,2,...,n}, o operador U; : H — H", pondo U;(§) = (0,...,&,...,0)
em que £ se encontra na j-ésima posicao do vetor. Tal operador é
limitado pois [|[U;(€)]] = I(0,....&,...,0)]| = |IE]l, ou seja, U] = 1.
Considere a matriz [Q;;] := [ViTU;] € M, (B(H)). Seja & = (&)i-, €
H". Denote £ := (0,...,0,&,0,...,0) o vetor em H" em que &

estd na k-ésima posicdo e seja T¢®) .= (nF, ... n¥). Entdo
Qlj Z szfj = Z ‘/ZTUJEJ
i=1 J=1 i=1

I

(%(n‘iw--,ni))i:l => (n,--.mh)

<
Il
—_
<.
Il
—_

I

<
Il
—

<
—

T¢W) =T Zf(j) = T¢.
Como essa igualdade vale para todo { € H™, segue que T = ¢([Q;;])-
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Assim ¢ é sobrejetiva.

Provamos que ¢ : M, (B(H)) — B(H") é um x-isomorfismo e por-
tanto podemos tornar M, (B(H)) uma C*-algebra, ja que B(H™) é uma
C*-élgebra. Para fazermos isso basta induzir uma norma por meio de
i, ot seja, defina, para todo [T;;] € M., (B(30)), [Tyl := (T3] =
IT||. Note que essa norma ndo depende da escolha de I, pois toda
x-algebra admite no méximo uma norma que a torna uma C*-algebra
- 0 leitor pode encontrar esse resultado em (Murphy, Corolario 2.1.2).

Lembre-se da contrucao GNS: dada uma C*-algebra 2 qualquer,
existem um espago de Hilbert H e uma *-representacao fiel (injetiva)
m: A — B(H) em que 7(2A) é uma C*-subalgebra em B(H). Considere
a aplicagao 7™ : M, (A) — M,,(B(H)) que associa uma matriz [a;;] a
matriz [7(a;;)]. Néo é dificil notar que 7(™) é um *-homomorfismo inje-
tivo ja que 7 0 é. Com isso em maos, podemos supor que M, (2) é uma
x-subalgebra de M, (B(H)) e para mostrar que ¢ uma C*-subélgebra
resta-nos mostrar que é fechado. Note que M, (A) € M, (B(H)) =
B(3H"). Considere uma sequéncia (T},),, .y em M, (21) tal que T, —
T € M, (B(H))). Escreva T,,, = [T]7]. Seja ¢ > 0. Existe mg € N, tal
que para todo m € N e m > my, é valido que

[T =T = sup (T —T)(E) <e.
lel<1
Vamos mostrar que T} — T}; para quaisquer k,j. Seja & € H com
61l < 1,e& =(0,...,§,...,0) € H" em que {; ocupa a j-ésima
posicao do vetor £. Logo

2

(T = YOI = IIT7} = T} = |

(Z(T;z - m)(gk))

k=1

= (T3} = Ti;(&))ia 1* = ZII )& |

Portanto T} — T}; para quaisquer j,k e como 2 é fechado em
B(H) segue que Ty; € A para quaisquer k,j. Assim M, (2A) é uma
C*-algebra. Dai temos o seguinte resultado:

Proposigao 1.1 Se 2 é uma C*-dlgebra entdo M, () é uma C*-
dlgebra.

Relembramos ao leitor que numa C*-algebra 2(, um elemento a € A
é positivo se, e somente se, existe b € 2 tal que a = b*b - o leitor pode
encontrar esse resultado em (Murphy, Teorema 2.2.4 e Teorema 2.2.5).
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A proposicao anterior nos permite falar de elementos positivos em
M, (). Chamaremos de matriz positiva todo elemento positivo da
C*-algebra M, ().

Queremos mostrar que se A € M, (2() é positivo, entdo pode ser
expresso como uma soma finita de matrizes da forma [a}a;], em que
a; € 2. Note que

[ atay alaz -+ ala,
asay asaz -+ ajan
laja;] = =
(A : : . : -
aray aas ayan
[ af 0 0 a1 as G
a3 0 0 0 0 0
o - : : -0
at 0 -~ 0 0 - --- 0

é positivo, pois é facil ver que esta tltima matriz é a adjunta da ante-
pentltima.

Dada uma matriz positiva A = [a,;], existe uma matriz C' = [c;;] tal
que A = C*C, ou seja, a;j = > p_, Crickj, donde [a;;] = 7 _,[c}icnj]
como queriamos. Reciprocamente, uma matriz que é soma de matrizes
da forma [a}a;] é positiva, pois toda matriz da forma [a}a;] é positiva,
e uma soma de elementos positivos em uma C*-algebra é positivo - veja
(Murphy, Lema 2.2.3).

Temos, portanto, a seguinte proposi¢ao:

Proposigao 1.2 Um elemento de M, (1) € positivo se, e somente se,
pode ser escrito como uma soma finita de matrizes da forma [a}a;].

Além disso, podemos obter uma outra caracterizacdo para as ma-
trizes positivas, a saber:

Proposicao 1.3 Uma matriz A = [a;;] € M, (2) € positiva se, e so-
n n

mente se, ZZm?aijmj > 0, quaisquer que sejam x1,Ts,..., T, € 2.
i=1 j=1

(2 € uma C*-dlgebra unital).

Demonstragdo. Suponha A = [a;;] > 0. Escreva a;; = > p_; Cr;Ckj

conforme visto anteriormente. Note que

n n

n n n
* * *
E E xiaijijE E €Z; E CkiCkj | Tj
k=1

i=1 j=1 i=1 j=1
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i=1 j=1 \k=1
n n n
= E E E (chizi)*crja;
k=1 \i=1 j=1
n n * n
= g E CLiTi E Crj T >0
k=1 | \i=1 j=1
n n
Reciprocamente, suponha que E E zja;;x; > 0, quaisquer que
i=1j=1
sejam x1,Z2,...,T, € 2A. Primeiro mostraremos que a matriz A é

autoadjunta. Note que

*

n n n n n n
E E T2 = g g riax; | = E E T;a;;%;.

i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1

Fixe k,l € {1,2...,n} e considere z; = 0 sempre que i # k,l. Assim
sendo, temos que TiapT; + ;T = xRar + ryap;r. Tomando
x), = 2; = 1 obtemos ay; — ajy, = a}; — a,. Por outro lado, z;, = /—1
e z; = 1 obtemos ajj, — ar; = aj; — a;x. Segue que aj;, = ap;. Como isso
vale para todo k,l =1,2...,n, tem-se que a matriz A é autoadjunta.

Vamos mostrar agora que A é positivo. Como A é autoadjunto
podemos escrever A = T — S como uma diferenca de elementos po-
sitivos em M, (21), em que T'S = ST = 0 - veja (Kreyszig, Teorema
3.10-3) ou ainda, veja o teorema do célculo funcional continuo em
(Murphy, Teorema 2.1.13). Denote T' = [t;;] e S = [s;;], e observe que
a;; = t;j—s;j. Desse fato e da hipotese, temos que Y Z?Zl zrsijay <
S Z;Lzletijxj, quaisquer que sejam q,xg,...,T, € 2A. Escre-
vendo S? = [b;;] temos b;; = > ;_, SikSk;. Denotanto S* = [ry],
entdo S® = S2S e assim 1;; = > busy = >y (Oopey SikSk) Sij =

27:1 Z;;l SikSklSlj-

Afirmagao 1: 331, >0 wirijay =0, Vay, za, ...z, € 2L
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Como S é positivo segue que S é positivo pelo calculo funcional
continuo. Temos entao que

n n

Z Z xfrijxj > 0,

i=1 j=1

conforme foi visto no inicio da demonstragao dessa proposicao. Observe
que

n n n n n n

* *
E E xirijxj: E E Z; E E siksklslj :L'j
=1 j=1

i=1j=1 1=1 k=1
n n n n n n n n
= E E E E T} SikSkISI; T = E 5 E E (Ski%s)" Sk1S1;T;
i=1 j=1 =1 k=1 i=1j=1I=1 k=1
n n n n n
§ E § Skzxz § SijTj5 = E E y}zsklyla
=1 k=1 i=1 1=1 k=1
em que y; = Z?Zl sijx;. Como T'S = 0, segue que
n n
E E TiTijTy = E E YrSkiYl < E E Yrtriyt
i=1j=1 =1 k=1 =1 k=1
n n n
* *
= E (7 E tayr | = E Y E E trsiyy |25 ] =0
k=1 =1 k=1 j=1 \i=1

e assim fica demonstrada a Afirmagao 1.

Afirmacéao 2: >, Z?Zl xiriy; = 0,Y21, T2, .o Ty Y1, Y2, - -, Yn €
A

Fixe A € C e escreva, para cada ¢ = 1,2,...,n, z; = x; + Ay;. Da
Afirmagdo 1, segue que

0= ziriz =Y > (wi+ ) rij(; + Ayy) =

i=1 j=1 i=1 j=1
n n
g E vz + A2 E g YTyt
=1 j=1 =1 j5=1
n n n n
N * *
+>\ZZ%’7‘¢J‘%‘ +)\ZZ%W%‘
i=1 j=1 i=1 j—1
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n

n n o n
= XZZy:T”IC] + )\ZZSU:TWyJ
i=1 j=1

i=1 j=1

Escolhendo A = 1 obtemos

n n n n
ZZy;“nja:j +ZZ$:Tijyj =0.

i=1j=1 i=1 j=1

Escolhendo A = v/—1 obtemos

n.n n n
B ZZ?J?W%‘ + szﬂfh‘jyj =0.

i=1 j=1 i=1 j=1
Portanto 37" | >0, xfrijy; = 0 e esta provada a Afirmacdo 2.
Afirmacao 3: S® =0.

Lembre que S® = [r;;]. Fixe k,l € {1,2,...,n}. Escolha z;, = 1,
y =1ex; =y; =0 quando ¢ # k,l. Usando a Afirmacgdo 2 obtemos
re = 0. Portanto S% = 0.

Como S & positivo e S = 0, segue, do célculo funcional continuo
que S =0. Assim A =T — S =T é positivo como queriamos. B

Proposicao 1.4 T € B(H) ¢ positivo se, e somente se, (TE, &) > 0
para todo £ € .

Demonstragao. Suponha que (T¢,£) > 0 para todo £ € H. Note que
(T—T*)E,€) = (TE,6) — (€, T€) = (TE,6) — (TE,€) = 0. Logo (T€,€) =
(T*¢,€), para todo £ € H. E facil mostrar que quando isso ocorre
para operadores S, R € B(H) entdo é valido que (S¢,n) = (R(,n),
para quaisquer ¢,n € H (tome arbitrariamente ¢,n € H e aplique o
vetor £ = (+n em (T€, &) = (T*E,€) e depois £ = ¢ +in). Segue
desse fato que T* = T'. Como vimos no transcorrer da demonstragao
da proposicao anterior, podemos escrever T' como diferenca de dois
elementos positivos, T' = T, — T_, de modo que T, 7T_ =0 =T1,T_.
Como (T¢,€) > 0, segue que (1€, &) > (T_&,€), para todo £ € K.
O calculo funcional continuo nos garante que 73 > 0. Tome 7 € K
arbitrario e escolha € = T_n. Entdo 0 < (T3n,n) < 0. Logo (T3n,n) =
0, para todo n € H. Como observamos anteriormente, devemos ter
T3 = 0. Novamente pelo calculo funcional continuo, temos 7_ = 0.
DaiT =T, > 0.
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Reciprocamente, suponha que 7' > 0. Escreva T = S*S. Entao
(T€,€) = (S°SE,€) = (SE, 5€) > 0 para todo & € 5. W

O resultado a seguir serd importante para a demonstracao de alguns
resultados que envolvem aplicacdes completamente positivas.

Proposigao 1.5 Sejam 21 uma C*-dlgebra com unidade 1 e elementos
a,b,p € A, em que p é autoadjunto. Entdo sao vdlidas as segquintes
Proposi¢coes

. . 1 a 3 .,

i) |la|| < 1 se, e somente se, a matriz o 1€ positiva em

M2 (Q[)a

. 1 . ..
i1) a*a < b se, e somente se, { ot ¢ } é positivo em My (20);

b
poa |, .. L
iii) se a p| € positivo em Mz (2) entido a*a < ||p||p.
Demonstragao.

i. Pense em A C B(H). Suponha que ||a|]| < 1. Sejam &,n vetores
quaisquer em H. Note que

<{ al ) ] ( g )( i >> = (&8 + (an, &) + (§,an) + (n,m)
(L.1)

> (&) = 2llallllgllInll + (n, )
pois [(an, §) + (&, an)| < [(an, )] + [(, an)| < 2a[[[n[l¢]l; e assim
—2lallligllinll < {an, &) + (€, an) < 2|all[[€]l]In]]

Além disso,

(& &) —2lalllgllinll+m,n) = (& &)=2llEllnll+{n,n) = (Ill—llnl)* = 0.

Logo, a matriz do enunciado é positiva.

Suponha agora que a matriz é positiva. Afirmamos que se |a| > 1
entdo existem vetores &, ¢ € H com norma 1 tais que (a&,{) < —1.
Como ||a|| > 1, existe um vetor £ € H com norma 1 tal que ||a&|| > 1.

Considere o seguinte vetor de norma um, n = <¢|1‘g§1|“§) a&. Note que
[lad]]
a&, —n) = (a&, — at) = —||ag| < —1.
(a6, =) = (o€, ~ 72 5a€) = —ag]
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Portanto, se ||a|| > 1, a matriz do enunciado ndo pode ser positiva, pois
para esses vetores &, —n), teremos 1.1 estritamente negativo.

ii. Suponha que a matriz em questao seja positiva. Sejam &£1,& € H
e denote & = (£&1,&) € H x H. Entdo

<[ - b }’5’5> = (£1,&) + (a&2, &) + (&1, a&2) + (b2, &) > 0.

a
Tome & = —a&y e a expressdo anterior fica igual a

0 < (662, &) — {aky, alz) = ((b — a’a)éz, &)

Assim a*a < b.
Supondo que a*a < b temos que

(&1,61) + (a2, &) + (€1, a62) + (062, &2)

> (&1,&1) + (a2, &) + (&1, a82) + (a™a&s, &)
= (&1 + a2, &) + (&1 + aa, aba)

= (&1 +aéa, &1 +akz) >0,

e assim a matriz em questao é positiva.

iii. Suponha que ||p|[p — a*a ndo seja positivo. Entdo existe um
vetor £ € H tal que ((||p|lp — a*a)€, &) é um namero complexo que
ndo estd no eixo real ndo negativo. Como ||p|lp — a*a é autoadjunto
segue que ((||p|lp — a*a)&, &) é um namero real, nesse caso estritamente
negativo. Assim ||p|[(p€, &) < (a*a€, &) = ||a&]|?. Note que

L J(8)(2))-

(P€1,61) + (a&2, &) + (&1, a&2) + (p&2, &2) (1.2)

Podemos ter p = 0. Nesse caso, escolha & = & e & = —al. En-
tdo 1.2 fica igual a (a&, —a&) + (—a&, al) = —2||a&||? e é estritamente
negativo pois ||p||(p€, &) < ||a&||?. Mas isso contradiz a positividade da
matriz.

Agora para o caso em que p é ndo nulo escolha & = —1-af e

el
& =¢&. Assim 1.2 fica igual a
(P61, 1) — —[la€? + (pa, £2) < PN — —agll? + —[la&s
’ Il ’ Il Il
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ol L fae 2 2 2
= [l ||p”2||a§|| llag]]” + H agl|” =

contrariando novamente a positividade da matriz. B

||PH

Observacgao 1.6 Dado [T;;] € M, (B(¥H)), queremos mostrar que

1/2
n
T < | > 1Tl
ij=1
Par ver isso, basta notar que para todo £ = (&1,...,&,) € H", é valido

que

2

I[T350€]1? = H > T > Tié
j=1 j=1
< Tszz»ZTk]€j>

=1 j=1

I
Ms

3
I

Z Tkzgu Tk]€j>

1=

D ITlll& N T 1

1,j=1

Z ITmllsz)
1

1 ((Z ||Tmll2> " <§; 1€ |2> "

= ll¢]? Z 175511

,j=1

>
uMs
3
:

M:

<

3
I

M:

k

2

M:

k

1/2
Portanto (T3]l < (320, 131

1.2 Aplicagoes positivas

Nessa secao falaremos sobre um dos objetos principais desse traba-
lho, os sistemas de operadores, que nada mais sao do que subespacos
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vetoriais de uma C*-élgebra fechados por adjungdo e que contém a uni-
dade da algebra. Também procuremos demonstrar algumas proprieda-
des fundamentais de aplicagoes positivas cujos dominios sao sistemas
de operadores e contradominios as C*-algebras. Lembre-se do Teorema
de Hahn-Banach que se V é um subespacgo vetorial de um espaco de
Banach X, e se ¢ : V — C é um funcional linear limitado, entdo existe
uma extensao linear limitada ¢ : X — C, de ¢, de modo que ||¢|| = ||2||
- veja a demonstragio deste teorema em (Kreyszig, Teorema 4.3-2). No
proximo capitulo demonstraremos uma versao nao comutativa para este
teorema. Nosso objetivo nessa secao é usar Teorema de Hahn-Banach
para mostrar que uma aplicagao positiva ¢ : § C A — C, em que 8
é um sistema de operadores, pode ser estendida para uma aplicacao
positiva ¢ : A — C com mesma norma de .

Definigao 1.7 Um espaco de operadores M de uma C*-algebra 2 é
um subespago vetorial de 2. Um sistema de operadores 8§ de uma C*-
algebra 2 com unidade é um subespago vetorial contendo a unidade e
fechado por adjuncao, ou seja, se x € § entdao z* € 8.

Observagao 1.8 A partir de agora, 8 serd sempre um sistema de ope-
radores e M um espaco de operadores, salvo quando mencionarmos o
contrario.

Podemos escrever um elemento autoadjunto h de S como uma dife-
renca de dois elementos positivos em S, a saber

h= (R4 R) = Z(hlL1 ~ B,

1

2
Para mostrar que tais elementos sao positivos considere a C*-algebra
C*(h, 1) gerada por h e pela unidade da élgebra. Pelo calculo funcional
continuo, existe um #-isomorfismo isométrico = : C*(h,1) — C(o(h)),
tal que 7(1) =1 e w(h) = z : o(h) — C é a funcdo inclusdo. Pensando
em ||h]|.14+ h e ||h||.1 — h como fungdes, fica facil perceber que tais ele-
mentos sao positivos, pois acrescentando & func¢ao inclusao sua norma,
obtemos uma fun¢do ndo negativa; valendo o mesmo para —h. Note
ainda que ||h]|.1 4+ h e ||h].1 — h pertencem a 8.

Definigao 1.9 Se B é uma (C*-algebra, dizemos que uma aplicagdo
linear ¢ : M — B & positiva se ¢(p) € positivo para todo p € M
positivo.

Exemplo 1.10 Um x-homomorfismo w : ) — B € positivo. De fato,
se a € A € positivo entao existe x € A tal que a = x*x. Portanto
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m(a) = n(z*x) = w(x*)w(z) = w(x)*n(x) € positivo, e assim w é uma
aplicagcao linear positiva.

Agora vamos demonstrar alguns resultados importantes que envol-
vem aplicagoes positivas.

Proposigao 1.11 Se ¢ : 8§ — B ¢é positiva entio p(z*) = ¢(x)*, para
todo x € 8.

Demonstracao. Seja p € 8 positivo. Entao ¢(p*) = ¢(p) = @(p)*.
Seja h € § autoadjunto. Podemos escrever h = p; — po como diferenca
de positivos em 8. Portanto

(h") = @(pi —p3) = v(p1) — v(p3) = @(p1)* — @(p2)* =
= (p(p1) — @(p2))" = ((p1 — p2))" = @(h)".

Seja x € § qualquer e escreva x = hy + ihe como combinacio linear de
autoadjuntos em 8, ou seja x = L 4 i Portanto

21
p(x%) = p(ht —ih3) = ()" —ip(ha)" = (p(h1) +ip(h2))" = @(2)7,

donde ¢(z*) = p(z)* para todo x € 8§ como queriamos. B

Proposigao 1.12 Uma aplicagio positiva ¢ : § — B € limitada e
lell < 2[lp)]-

Demonstragao. Se p € § é positivo entao segue, do calculo funcional
continuo, que 0 < p < ||p||. Portanto 0 < ¢(p) < |[Ip|le(1) e assim
lle@)] < lIplllle(1)]] - para a verificagdo dessa tltima desigualdade veja
(Murphy, Teorema 2.2.5). Seja h € 8§ autoadjunto. Entdo escrevemos
h como diferenca de dois elementos positivos em §, ou seja,

h= AL+ B = S (AL~ ).

1
2
Denote hy = 3 (||h|.14+h), hy =

% (I|h]|.1—h) e observe que ||h1|| < |||,
[h2|l < |[l, h = h1 — ha, e que

1
2

—|lhe|l < —ha < h < hy < |lhq].
Portanto

= 2l (I < =2l (DI < =lh2llp(1) = e(=[lh2ll) < ¢(=h2) <
< o(h) < @(h1) < @(llhall) = [[Palle(1) < [[Allp(1) < Rl le DI,
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ou seja,
=Rl < @) < [[Al[lle(D)]
Como h é autoadjunto, segue que ¢(h) é autoadjunto pelo resultado an-
terior, e pelo calculo funcional continuo temos que ||(h)|] < |||l (D]
Seja x € 8. Como § é um sistema de operadores, podemos escrever
x = h1 + ths como uma combinacao linear de elementos autoadjuntos
de S, asaber z = (z + 2*)/2 + i(x — 2*)/2i, e assim

le(@)I| < lle(h)ll + lleh)ll < ([Pall + [[R2 Dl (DI < 2[l2 ([l (D]

Segue ||¢o(x)]| < 2||z||||¢(1)| para todo x € 8, ou seja, ¢ é limitada e
el < 2[le(L)]]. =

Proposigao 1.13 Seja ¢ : § — C um funcional linear. Entao ¢ €
positivo se, e somente se, ||| = p(1).

Demonstragao. Suponha que ¢ seja positivo. Vimos na demonstra-
¢ao do resultado anterior que, para todo elemento autoadjunto, h € 8
é valido que ||o(h)|| < ||hlle(1). Seja x € 8 qualquer. Entao existe
A € C, |A| = 1, satisfazendo |p(z)| = ¢p(Ax). Denotanto y = Az temos
lyll = ||z||- Escreva y = Re(y) + ilm(y) = % + z% e observe
que Re(y),Im(y) € 8§ e sdo autoadjuntos. Entdo |p(x)] = ¢(y) =
o(Rey)) +ip(Imy) € R. Usando a Proposi¢ao 1.11 temos que ¢(Rey)
e p(Imy) sdo numeros reais, e portanto ¢(Imy) = 0. Logo

lo(2)| = p(Rey) < e(1)[|[Rey|| < o(Dlyll = (1)]|z]].
Portanto |¢(x)| < ¢(1)]|z|| para todo z € 8. E dai ||¢|| < ¢(1). Como
¢(1) < ||| segue que [[¢]| = ¢(1).

Reciprocamente, suponha que |¢|| = ¢(1). Se ¢(1) = 0 entdo
o]l = 0 e portanto ¢ = 0, ou seja, ¢ é positivo. Caso ¢(1) # 0 entdo
defina ¢ : § — Cpor ¢ = ﬁgp. Entao ¢ é linear, (1) = ﬁgﬁ(l) =1
e |[¢]| = 1. Vamos mostrar que v é positivo. Seja x € 8 positivo. Entédo
existe a € R tal que o(z) C [0,a]. Note que ¥(z) € [0,a]. De fato,

se p(x) = x — § é polindmio entdo segue do Teorema do Mapeamento

Espectral, encontrado em (Murphy, Teorema 2.2.14), que
a a
o(p()) = p(o(x)) S p((0.a) € |5, 3]
$.1) € [-5,5]. Como x — §.1 é autoadjunto

e assim temos que o(z —
< % Portanto

segue que ||z — §.1||
a a a a a
—Z|= _ = = —Z)|< <=,
Wx) 2 ‘w(x) 2¢(1)‘ ‘¢ (x 2)‘ < [l Hx 2H )
Portanto ¢ (z) € [0, a]. Como 1) é positivo segue que ¢ é positivo. W
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Teorema 1.14 Sejam 2 uma C*-dlgebra, S um sistema de operadores
de A e p : 8§ - C um funcional linear positivo. Entio eziste uma
extensao linear positiva @ : A — C de ¢ com ||g|| = ||¢||-

Demonstragao. Como ¢ é continuo segue do Teorema de Hahn-
Banach que podemos estender ¢ para um funcional linear continuo ¢ :
2 — C com [|] = [l]l. Como |3l = [l = (1) e como (1) = (1),
segue do resultado anterior que @ é positivo. B

1.3 Aplicacoes completamente positivas

As aplicagdoes completamente positivas sdo um dos objetos mais
importantes apresentados nesse estudo. Vimos na secao anterior que
podemos estender uma aplicagao positiva definida em um sistema de
operadores, para uma aplicagao positiva cujo dominio é a C*-algebra
em questdao. No proximo capitulo, um dos nossos objetivos sera fazer
0 mesmo para as aplicacoes completamente positivas através do Teo-
rema de Arveson, conhecido também como Teorema de Hahn-Banach
ndo comutativo. Agora vamos simplesmente definir essa nova familia
de fungdes, dar alguns exemplos e obter propriedades a ela relacionadas.

Para dar inicio se faz necessaria a seguinte observacao:

Observagao 1.15 Se 2 é C*-algebra, e M é espago de operadores e
8 & sistema de operadores em 2, entdo M, (M) e M, (8) sdo espaco e
sistema de operadores em M, (2), respectivamente.

Definigao 1.16 Uma aplicacdo ¢ : M — B é dita completamente
positiva se, para todo n € N, a aplicacao

o™ . M,(M) — M, (B)
laij] = [p(aiz)]

¢ positiva. Quando existir n € N tal que (™) é positiva entdo ¢ é dita
n-positiva.

Duas observacdes a respeito da aplicacdo ¢(™ sdo mencionadas a

seguir, e serao utilizadas na demonstracao de alguns resultados, ainda
nesse capitulo, e no préximo capitulo.
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Observagao 1.17 Se ¢ : 8§ — B é uma aplicacdo linear continua entao
a aplicagio ™ : M,,(8) — M, (8) também é continua com ||¢™| <
n|le|| pois, com o auxilio da Observagdo 1.6, é valido que
1/2
n n
le™ (A = lle(ai)lll < [ DD lelaig)II?
i=1 j=1
1/2
n n
<lell | Do llal? < nfle[l[| Al
i=1 j=1
Observagao 1.18 Nao é dificil notar que se ¢ é uma aplicagdo com-

pletamente positiva entdo ¢(™ também é.

Exemplo 1.19 Um x-homomorfismo © entre C*-dlgebras é completa-
mente positivo, pois ™) é também um x-homomorfismo, logo positivo.

Exemplo 1.20 Um funcional linear positivo f : § — C é completa-
mente positivo. De fato, se A = [a;;] € positivo em M., (8), note que
para qualquer © = (x1,...,x,) € C" temos

(N A)a,x) = (flag)lee) = fY D Twjay | 20,

i=1 j=1
pois se escrevermos A = B*B temos que
n n
Z Zﬂxjaij =g"Ax = 2" B*Bx = (Bx)*(Bx) > 0.
i=1 j=1

Evidentemente existem aplicagbes positivas que nao sao completa-
mente positivas:

Exemplo 1.21 Seja ¢ : My(C) — My(C) a aplicagio que fornece a
transposta de uma matriz, p(A) = A'. Tal funcio é positiva pois
©(B*B) = (B*B)! = B'(B')* > 0. Considere as matrizes canémni-
cas E11, E1a, Es1, Ess de My(C), ou seja, para cada i,57 = 1,2, a
matriz E;; possui o nimero 1 na entrada (3, j) e zero nas demais. Note

que a matriz abaizo possui espectro igual a {0,1} e portanto é positiva
em M4((C) = Mg (Mz ((C)),

E1n Erp
FE = =
< Eo  Eoo )

_ o o =
o O OO
o O OO
_ o O
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Contudo

SO O
o= OO
[N el =)
—_ o0 O O

p(E) = ( :i(Em) Z(Ezz) ) B

nao € positiva.

Exemplo 1.22 Note que se ¢ : 2 — B e p : B — € sdo fungoes
completamente positivas entao 1 o ¢ : A — € também é pois

(W 09) ™ (lay]) = (¥ 0 9)(aij)] =
= [ (elai))] = o™ ([p(ai)]) = v (0" [aiy).

Exemplo 1.23 Seja ¢ como no exemplo anterior. Se b € B entio
L : A — B definido por L(a) = b*¢(a)b também é completamente
positiva pois se [a;;] € M, () € positiva tem-se que

L™ ([ay]) = [L(ay)] = "o lai)b] =

b* 0 -+ 0 b 0 0
0o b --- 0 (o(as)] 0 b 0
©elai; >0
: : 0 ! N 0
o 0 --- b* 0 0 b

A desigualdade acima se verifica pois dado um elemento x positivo em
uma C*-dlgebra qualquer ), existe y € Q) tal que v = y*y e portanto
qualquer que seja z € ), temos z*xz = z*y*yz = (yz)*(yz) > 0.

Proposigao 1.24 Sejam 8§ C A um sistema de operadores e ¢ : 8§ — B
uma aplicagio linear limitada. Entio ||o™®| < ||o™ || para todo k < n.
Se (™) ¢ positiva entao p*) ¢ positiva, para todo k < n.

Demonstragao. Para cada matriz A € M(8) denote

A’:[gl g]eMn(S).

E facil notar que a aplicacio A — A" é um s-homomorfismo injetivo.
Portanto ||A|| = ||A ||. Note também que

(A} = [ wk(()A) 8 ] ,
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e como antes, também temos || (A")| = ||¢*)(A)]|. Logo
le™ Q)] = o™ (AN < ™A = I IIA].-

Como essa desigualdade vale para qualquer A € My(8), temos que
le™1 < 1l -

Suponha agora que (™) : M, (8) — M, (B) seja positivo. J& sabe-
mos que existe uma espago de Hilbert H de modo que M, (B) = B(H™).
Seja &€ = (&1,...,&) € HF. Seja A € MMS/) positivo. Pelo mesmo *-

homomorfismo visto anteriormente, segue A" é positivo. Como (™ (A")
é positivo, temos

(M (A)€.€) = (™ (AN (&1, ..., 6,0....,0), (&1, ... &, 0....,0)) > 0.

Como isso vale para todo & € H*, segue que ¢*) é positivo. W

Proposigao 1.25 Se 8 € um sistema de operadores de uma C*-dlgebra
Aeyp:8 =B é2-positiva e unital, entdo

i) @ € contrativa;
it) sea €8 ea*a € entio p(a)*p(a) < pla*a).

Demonstragao.

1

i. Seja a € 8 com ||a| < 1. Entédo [ y é positivo em My(8) pela

a
a* 1
Proposigao 1.5 (i), e como p(a*) = p(a)* pela Proposigdo 1.11 e ¢ é

¢(a)
pla) 1
(if) segue que p(a)*p(a) < 1, e assim |o(a)|* = (a) (o) < 1, ou
seja, ||¢]| <1, e portanto ¢ é contrativa.

2-positiva, temos que é positivo. Pela Proposicao 1.5

ii. Basta notar que Lal[1a = 1 “ é positiva em
. me o o 0 0| |a aal PO

. 1 (a) } , " .. .

M (8) e assim N N é positiva, e pela Proposicao 1.5 (ii

.(8) e e pela Proposicio 1.5 (i)
temos que ¢(a)*p(a) < p(a*a). B

Proposigao 1.26 Uma aplicagio linear ¢ : A — B € n-positiva se, e

somente se,
n n
SO yrelaizs)y; >0,

i=1 j=1

Vi, To,...,0, €A eV y,ys, ...,y € B.
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Demonstragao. Suponha que ¢ seja n-positiva. Sejam z1,...,z, €
Aewy,...,yn € B. A matriz [zfx;] € M,(2) é positiva pela dis-
cussdo feita anteriormente & Proposicdo 1.2, e portanto o™ ([z}z;]) =
[p(xfx;)] € M, (B) é positivo. Segue da Proposi¢ao 1.3 que

n n
2D viewin)y
=1 j=1

é positivo em B.
n n

Suponha agora que Znygp(mij)yj seja positivo em B, para
i=1 j=1
quaisquer z1,Z2,...,&n € A, Y1,Y2,...,yn € B. Seja [a;;] € M, (A)
positivo. Escreva essa matriz como uma soma de matrizes positivas,
ou seja, [ai;] = > p_,[ck;crj], pela Proposi¢do 1.2. Portanto,

Zzyz plaij)y; = Zzyz (Zczi%)yj
k=1

=1 j=1 i=1 j=1

y (iiyfw(czickj)yj) > 0.

k=1 i=1 j=1

Como isso vale para quaisquer y1, o, ..., Y, € B, tem-se pela Proposi-
¢do 1.3 que [p(a;;)] € M, (B) é positivo, ou seja, ¢ ([a;;]) é positivo.
Portanto ¢ é n-positivo. B

A seguir mostramos a reciproca do Teorema de Stinespring, o qual
sera demonstrado no final desse primeiro capitulo.

Proposigao 1.27 Sejam A uma C*-dlgebra, H e X espacos de Hilbert,
m A = B(H) um x-homomorfismo e V : X — H uma aplicagcdo
linear limitada. Entdo ¢ : A — B(X) definido por ¢(a) = V*n(a)V é
completamente positivo.

Demonstracao. Seja A = [a;;] positiva em M, (). Entdo existe

B = [b;;] € M,(2) tal que A = B*B, ou seja,

i = bibrj, Vi j=12....n
k=1

Note que
e (ai]) = [p(aij)] = [V*(ai)V]
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(Zw by, ) (b ) 1%
k=1

[V (bF) 7 (brs)V]-

=1

n

Para cada k = 1,2,...,n, a matriz

Py, = [m(bg;)m(bij)]ij = [ (bri) 7 (bis)lis,

em M, (B(H)), é um operador de B(H™) e é positivo pela discussao feita
anteriormente & Proposicao 1.2. Considere a soma direta de n cépias
de V,asaberv:=V@---dV : X" — H" definida por v(ky,..., k,) =
(V(k1),...,V(ky)) para todo (ki,...,k,) € X™. Uma conta simples
mostra que v* = V* @ --- @ V* e que [V*r(b;,)m(b;)V] = v*Pyv .
Segue que v* Piv é positivo em B(K™) pois

(V" Ppv)€, &) = (Pr(v€),v€) >0, V& € X"

Portanto ¢(™ ([a;;]) ¢ uma soma finita de matrizes positivas, logo po-
sitiva. Dessa forma ¢ é completamente positiva. l

Defini¢ao 1.28 Uma aplicacdo ¢ : M — B é dita completamente
limitada se || @||e = sup [Jo™ || < co.
ne

Proposigao 1.29 Uma aplicacdo completamente positiva p : § — B
é completamente limitada e ||o(1)]] = ||o]l = l|@|leb-

Demonstragao. Primeiramente note que

leI < llell < sup ™| = lllles-

Para mostrar que ¢ é completamente limitada e concluir a demonstra-
¢do dessa proposigdo vamos mostrar que ||¢||e < ||¢(1)]. Fixe n € N
e considere A = [a;;] € M,,(8) tal que ||A]] < 1 e considere a matriz
identidade I € M,,(8). Pela Proposigdo 1.5 a matriz

I A
p=la 7]
¢ positiva em My (M, (8)) = My, (8). Seja ©™) : My, (8) — My, (B).
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Entao

[ e(1) ©0)  lan) o(an) |
o) (0) o) @) - plam) |
PI= 1 Jat) - elat) () S0 | =
(et o elan) e0) - o(1) |

(n) (1) (n) (A)
Sy () | 20

Mas pela Proposicio 1.5 (iii) temos [ (A)|| < [l ()| = [le(1)]].
Assim ||| < |l¢(1)|| para todo n natural, ou seja, |l¢|l < [|(1)]|
como queriamos. W

Na demonstracao da proxima proposicao usaremos conceitos rela-
cionados com o produto tensorial algébrico entre espacos de Hilbert.
O leitor poderd encontrar a teoria completa para o produto tensorial
algébrico entre espagos vetoriais em (Wegge-Olsen, T.2), por exemplo.
Dados dois espacgos vetoriais H e K, denotamos o produto tensorial
algébrico de tais espacos por H ® K. Se tais espacos sao de Hilbert,
podemos munir H ® K com o tinico produto interno (.,.) que satisfaz
(€1 ®@m, & @n2) = (§1,82) (M, m2), V& @M, & @12 € HO K, e ap6s
isso podemos ainda completi-lo para tornd-lo um espaco de Hilbert.
Denotamos tal completamento por H ® K. Para se certificar disso veja
por exemplo a Proposicao 4.14.

Agora, se T : H — H, R : X — X, séo tais que T € B(H) e
R € B(X), entdo existe uma tunico operador linear T@ R: H @ K —
HRK, TR e BHRK), tal que T ® R(E®n) =T(£) ® R(n), para
quaisquer £ € H, n € X (veja Proposicao 4.15) . Se A, B sao x-algebras
entao existe unico produto e existe unica involucao sobre A ® B, de
modo que (a1 ® by)(az ® be) = aras @ bibs e (a ® b)* = a* ® b* (veja
Proposigdo 4.16). Com isso em mdaos vamos demonstrar o resultado
que segue:

Proposicao 1.30 Sejam B uma C*-dlgebra e {E;;} base candnica de
M, (C). Uma aplicagio ¢ : M,,(C) — B é completamente positiva se,
e somente se, [p(E;j)]i; € positiva em M, ().

Demonstragao. Suponha que A = [p(E;;)];; € M, (*B) seja positivo.
Existe um tdnico B = [b;;] € M, () positivo tal que B*> = A veja
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(Murphy, Teorema 2.2.1). Entao ¢(E;;) = > o_, b;bkj. Seja H um
espago de Hilbert tal que B C B(H). Defina o operador V : H —
C"®C"® H por

n

ZZ% ® xp @ bryn,
j=1k

em que {z;} é a base ortonormal padrdo de C". Considere a aplicagdo

m: M,(C) — BC"@C"®XH)
T — Tel1xl ’

que é um *-homomorfismo pelos comentarios feitos nos dois paragrafos
que antecedem essa proposicao.
Note que para todo &, 1 € H tem-se

(V*r(T)V)n, &) =
(T®1®1)Vn,VE)

= <T®1®1 Zﬂcg®xk®bkjn7zzmi®$l®bn§>

(
(

j=1k=1 i=1 =1

ZZTSL‘J ®xk®bkjn,zzxi®$l ®bn§>

k=1 =1 =1

Z TLUJ, xl xlm $z><bkﬂ77 blz€>
=1

I

NERS
M= =
RS

<.
Il
—
o~
Il
_
o
Il
fa

I
NE
NE

(Taj, ) (brsn, bri&) =

<
Il
_
=~
Il
_
s
Il
i

Il
NE
NE

<(T1]', . 7Tij7 e 7Tnj)> (O7 ey 1, e ,0)><bk_]77,bk2§>

<
Il
_
~
Il
_
s
Il
_

3
3
3
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I
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<
Il
_
~
Il
-
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Il
-
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- (and

= {p(T)n,8).

Portanto o(T) = V*(T' @ 1 ® 1)V = V*n(T)V, e ¢ é completamente
positiva pela Proposicao 1.27.

Para mostrar a outra implicagdo suponha que ¢ : M, (C) — 2 seja
completamente positiva. Mostremos que E = [E;;] € M,(M,(C)) é
positiva e assim obtemos a positividade de p(™ (E) = [p(E;;)]. Nao é
dificil observar que E ¢ autoadjunta e que E? = nE; donde obtemos
que

(Ex,z) = 1<E295,ac> = l<E:E,Eac> >0, YaeC.
n n

Isso significa que E é positivo. Portanto [¢(E;;)] € M, () é postivo
como queriamos. W

Para o leitor que nao esta familiarizado com os conceitos relaciona-
dos com o produto tensorial algébrico entre espagos vetoriais, daremos
uma outra demonstracao para a volta do resultado anterior:

Demonstragao. Note que se A = [ast]st, B = [bst]st € M, (C) en-
tao A = Z:L,t:l astEq € B = Z?,t:1 bstEst, AB = [Y0"_ | asbr],, €
portanto temos AB = Zzt:l(Z?:l asrbri Egt) = Zzt’rzl AsrbriEgr €
A*B =377, Grsbrt sy Seja k € N qualquer. Sejam By, By, ..., By
em M, (C) e &,&,...,& € H. Escreva para cada | € {1,2,...,k},
By = [b},]s: e note que B B; = > bi b, Ey. Defina o seguinte

s,t,r=1"rs ’rt

vetor ng,. = ijl bitﬁj em H. Denotanto & = (&1,&,,...,&), obtemos

([e(B; By, €) =
k n
= Z (p(B]B;)&;, &) = < Z bigbly Bt §j7£¢> =

i,j=1 s, t,r= i,j=1
n k
> (S (L) o)
s, t,r=1 \i=1 j=1
n k )
= <<P ZbitEst fj,Zb >
s,t,r=1 j=1
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( Z st nthnsr>>

s,t=1

M= ||M:

<[<)0(Est)]5t s 77r> Z 0

1
I
-

em que 1, = (Niry,N2rs .-y Nnr) € H™. Finalmente, dada uma ma-
triz B € My (M, (C)) positiva, escreva B como uma soma de matrizes
da forma [BfB;]¥;_, tal como vimos na Proposicdo 1.2, e obtemos
() (B)E,€) > 0, ou seja, p*) é positiva e como k foi tomado arbitra-
riamente, segue que ¢ é completamente positiva. l

Exemplo 1.31 Sejam aq,as,...,a, € 2A. Defina ¢ : M,,(C) — 2 por
p(eij) = aja;. Entdo seque do resultado anterior que ¢ € completa-
mente positiva pois [p(e;;)| = [afa;] > 0.

1.4 Aplicagoes positivas entre algebras co-
mutativas

Nesta secao demonstraremos que uma condicao suficiente para que
uma aplicacao positiva ¢ : A — B seja completamente positiva é que
uma das algebras seja comutativa. Sabemos que se uma C*-algebra
é comutativa entdo é C*-isomorfa a Co(X) em que X é um espago
topologico localmente compacto e Hausdorff - veja (Murphy, Teorema
2.1.10). Quando a algebra em questdo tem unidade, X é compacto e
entdo a algebra é C*-isomorfa a C(X). Vamos comegar pelo caso mais
simples em que a algebra do contradominio é comutativa.

Proposigao 1.32 Sejam A, B C*-dlgebras. Se B é comutativa entio
qualquer aplicagao positiva ¢ : A — B é completamente positiva.

Demonstragao. Sejam X um espaco topolégico localmente compacto
e Hausdorff tal que B = Cy(X) e n € N. Tome z1,z9,...,2, € 2,
Y1, Y2, ..., Yn € B. Note que

SO yrelaizy)y; Z Zyz () (t)y; (t)
i=1 j=1 i=1 j=1
=2 P(yi(t)xix;y; (1)) (1)
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n n

=0 [ DD vy (6) | (¢)

i=1 j=1

= (Z %(ﬂ%) Z yi(zs | | @)

= (Z(lﬁ(ﬂ%)) Zyj(t)xj (t) > 0.

i=1

Portanto Y7, 37, yip(xfa;)y; € positivo para todo n € N, e segue
que @ é completamente positiva pela Proposicao 1.26. B

Queremos agora mostrar que uma aplicagdo positiva, entre C*-
algebras, é completamente positiva se a algebra do dominio é comu-
tativa e tem unidade. Para isso precisamos de alguns resultados au-
xiliares. Lembramos novamente ao leitor o célculo funcional continuo,
sendo agora necessarios mais detalhes:

Dado uma elemento normal a de uma C*-dlgebra com unidade 1g,
o cdlculo funcional continuo é um x-isomorfismo isométrico de C*(a, 1)
em C(o(a)), em que a € levado na aplicagdo inclusio z : c(a) = C e a
identidade da dlgebra 1y € levada na identidade da dlgebra das funcdes
continuas definidas no espectro de a, C(o(a)). Dada uma f € C(o(a))
a representamos em C*(a,1) como f(a). Portanto se f,g € C(o(a))
temos que (fg)(a) = f(a)g(a), (f+g)(a) = f(a)+g(a) e f(a) = f(a)",
decorrente do calculo funcional ser x-homomorfismo. Note que a fun¢ao
unidade 1 : o(a) — C, 1(x) =1 € C para todo x em o(a), corresponde
a 1(a) = 1y, e a fungdo inclusio z : o(a) — C, z(x) = z € o(a),
corresponde a z(a) = a.

Vamos provar alguns resultados que nos permitirao demonstrar que
toda aplicagao positiva ¢ : C(X) — 9B é completamente positiva, em
que X é um espago topolégico compacto e Hausdorff.

Seja € = C(X,M,,(C)) o espaco vetorial das aplicagdes continuas
de um espago topologico compacto X na C*-algebra das matrizes com-
plexas. Para F' € € e z € X escrevemos F(z) = [f;j(z)] € M,(C).
Note que € tem estrutura x-algébrica se munido com as operagoes
(F.G)(x) = F(z)G(x), (F+G)(z) = F(x)+G(x) e F*(x) = [fji(x)]i; =
(F(z))*, x € X. Observe também que para cada i,j € {1,2...,n} te-
mos f;; € C(X) pois para quaisquer z,y € X tem-se

1fis () = fi; W < [fur(@) = fra@liall = 1 F(x) = F(y)l-

33



Note ainda que € tem unidade 1¢ : X — M, (C), em que 1l¢(z) = I,
paratodo x € X. Portanto, se H € € é invertivel entdo existe G € € tal
que HG = GH = 1¢, ou seja, H(x)G(z) = G(z)H (z) = I,, para todo
x € X e H(z) é uma matriz invertivel para todo x € X. Se agora temos
x€X e HeCentdao o(H(zx)) Co(H). De fato, se A € o(H(x)) entdo
H(z) — M, = (H — M¢)(x) nao é invertivel, e devemos ter H — Al¢
nao invertivel em €, ou seja, A € o(H). Portanto o(F'(z)) C o(F) para
todore X eFecd.

Lema 1.33 ¢ = C(X,M,(C)) é uma C*-dlgebra com norma definida
por ||F|| = sup{||F(z)|; x € X}, e é C*-isomorfa a M, (C(X)).

Demonstragao. Primeiro, mostremos que ||.|| ¢ norma. Como X é
compacto segue que || F|| < oo. Claramente temos ||[F|| > 0e, FF =0
se, e somente se, |[F|| = 0. Se A € C entdo ||[(AF)(x)| = [MN|F(2)| <
[A|||F|| para todo € X e temos ||[AF| < |A|||F||. Consequentemente

1 1
171 = | 30| < 1P para A 2 0. ¢ portanto AILF] < [AFI.
Assim ||AF|| = |A|||F||. Observe que se A = 0 entdo a igualdade anterior

é trivialmente verificada. Note que se F,G € € entdo |F(z) + G(z)|| <
|F(x)] + |G| < |F|l + |G| para todo x € X. Assim ||F + G| <
||l + ||G]|. Entao ||.|| € norma sobre €.

Ainda, [ F*|| = sup{|(F(2))*|; € X} = sup{|[F(z)[;x € X} =
|| F']|. Observe que para cada z € X, temos ||(FG)(x)| = ||F(z)G(x)| <
IE@IG@) < IFIIG], ou seja, [[FG|| < [|FI[|G]|. Até aqui prova-
mos que € é uma *-algebra normada.

Vamos mostrar que com essa norma, ¢ é uma *-algebra de Banach.
Seja (F), N uma sequéncia de Cauchy em € e e > 0. Entéo existe um
namero natural N tal que para todo m,k > N tem-se ||Fy — Fi,,|| < e.
Em outras palavras, ||F(z) — F,(z)|| < € e temos para cada x € X
que sequéncia (Fy(r)), . € de Cauchy e convergente para um F(x) €
M, (C) pois M, (C) é completo. Vamos mostrar que (F}), .y converge
uniformemente para a fungao F : X — M, (C). Fixe x € X. Existe um
mo € N tal que se m > mg entdo ||Fp,(z) — F(z)|| <e. Sejam k> N e
m > max{mg, N}. Entao

[Fk(2) = F(2)]| < [|Fr(x) = Fn(2) || + [ F () — F(z)]| < 2e.

Assim || Fy, — F|| = sup{||Fx(z) — F(z)||; * € X} < 2¢ para todo k > N
e a sequéncia (F), .y converge uniformemente para F'. Resta mostrar
que F' é continua. Para isso note que

[1F(z) = F(y)ll < [ F(z) - Fn(2)[+
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+ [ Fn(z) = En (@)l + [|1Fn(y) = F(y)
<2Fy — Fll + [[Fn(z) = Fn(y)ll,

para quaisquer z,y € X.

Fixado = € X existe um aberto U de X tal que se y € U temos
|Fn(z) — Fn(y)|| < e pois Fn é continua. Portanto se y € U temos
|F'(z) — F(y)|| < 3e. Segue que F € C(X, M,(C)). Logo € é Banach.
Assim € é uma *-dlgebra de Banach. Mas como

[FF|| = sup{[|[(F" F)(z)[|; © € X} = sup{[|[F" () F(2)|l; = € X} =
= sup{||F(2)|*; = € X} = (sup{[|[F(2)]; = € X})* = ||F|*,

segue que (€, |.||) é uma C*-algebra.
Finalmente observamos que a aplicagao

T : C(X,M,(C)) — M,(C(X))
F — [fis]

é um *-isomorfismo, e, portanto, C(X,M,,(C)) e M, (C(X)) sdo C*-
isomorfos. W

Observagao 1.34 Queremos mostrar que F € C(X,M,(C)) e F(x)
invertivel para todo x € X é uma condicao necessaria e suficiente para
que F' seja invertivel. Suponha que F' € C(X,M,,(C)) e que F(z) seja
invertivel para todo € X. Por (Murphy, Teorema 1.2.3) é sabido
que a aplicagdo inv : GL(M,(C)) — M, (C), A — A~! & continua
ja que a algebra M,,(C) é de Banach e unital. Portanto a aplicacdo
composicdo G = invo F, x + (F(x))~!, é continua ji que F' também
é continua. Note que (F - G)(z) = F(2)G(z) = F(z)(F(z))™* =1, =
le(z) para todo x € X. Entdo FG = l¢. Analogamente, temos
GF = 1¢. Assim, F é invertivel. Reciprocamente, suponha que F' seja
continua e invertivel. Logo, existe G € C(X,M,(C)), de modo que
FG = GF = 1¢. Entao F(z)G(x) = G(z)F(x) = I,, para todo x € X.
Portanto F'(z) é invertivel para todo x € X.

Lema 1.35 Se X ¢é um espago topologico compacto e Hausdorff entdao
C(X,M,(C))y = C(X,M,(C)y), em que o simbolo + representa os
elementos positivos da C*-dlgebra em questao.

Demonstragao. Seja F' € C(X,M,(C)), ou seja, F = G*G para
algum G € C(X,M,,(C)). Note que para todo z € X, temos F(z) =
G*(2)G(z) = (G(x))*G(x) > 0. Temos portanto que C(X, M, (C)); C
C(X7 Mn((c)-‘r)'
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Tome agora F' € C(X,M,(C);). Note que F' & autoadjunto. De
fato, F*(z) = (F(x))* = F(x), para todo x € X, ou seja, F = F*,
Vamos mostrar que o espectro de F' é formado por elementos positivos.
Seja A € o(F), ou seja, FF — Al¢ é ndo invertivel. Como tal fungio é
continua, segue da Observagio 1.34 que existe um = € X de modo que
F(z) — A, é ndo inversivel, ou seja, A € o(F(x)) C Ry. Assim F é
positivo. B

Proposigao 1.36 Sejam X espago topoldgico compacto Hausdorff e
v : C(X) = A positiva. Entio ¢ é completamente positiva.

Demonstragao. Seja n um namero natural. Tome F' € M, (C(X))
tal que F' = f.T em que f € C(X) e T = [T};] € M, (C). Note que
eM(F) = o"([fTy5]) = [p(fTij)] = [p(f)Tij] = @(f)T. Supondo T
positivo, escreva T' = M*M em que M = [a;;] € M,(C). Supondo
f > 0 entdo ¢(f) > 0 e podemos denotar ¢(f) = b*b € 2A. Observe que
o™ (F) € M,,(A) & positivo pois

" (F) = o(f)T = b"b[azi][as;]

= [zn: b*bakiakj] = [zn:(amb*)(akjb)]
=1 ij

ij k=1

Sejame > 0e F € M, (C(X))+ = C(X,M,(C))4+ = C(X,M,(C)4).
Como ¢ é positiva entao é continua pela Proposicao 1.12. Segue dai
que ¢(™) ¢ continua pela Observacdo 1.17. Assim existe um & > 0 tal
que se |G — F|| < § entdo || (G) — ™ (F)|| < e. Como F & continua
entao para cada x € X, existe uma vizinhan(;a aberta V, de z tal que
para todo y € V, temos ||F( ) — F(y)| < §. Pela compacidade de X
podemos considerar {V,, }¥_, uma cobertura ﬁmta para X. Note que se
y,z € V,, entdo ||F(y)— F(2)| < d. Tome {p;}*_, uma parti¢io da uni-
dade subordinada a {Vx1 1k |, ou seja, p; : X — [0,1] € R é continua,
pi=0em X —V,, e Z _1pi=lem X - veJa mais sobre particao da
unidade em (Willard, 20.C). Denote G = Zi:l piF(z;) € M, (C(X)).
Observe que p;(z) > 0implica x € V,,,, donde segue ||F'(z)—F(z;)| < 4.
Entao

k k
IF@) - G@)l = IF@) S pil@) — 3 pila) P

=1 i=1

k
Z 2)|[F(z) = F(z:)| <,
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para todo x € X pois podemos supor, sem perda de generali-
dade, que v € V..., Vy, e x & Vy \,..., Vy,, para algum | < F,
e usamos ainda que p;(z) < 1. Portanto ||F — G| < ¢ e dai temos
lp™ (F) — ¢ (G)]| < . Note que o™ (G) = XX, o(ps) F(z) > 0.
Isso mostra que <p(”)(F) é limite de uma sequéncia de elementos po-
sitivos em M, (21), e como o conjunto dos elementos positivos de uma
C*-algebra é fechado, segue que (™) (F) é positivo. J& que n foi tomado
de forma arbitraria entao ¢ é completamente positivo. B

1.5 Teorema de dilatacao de Stinespring

Na Proposigao 1.27, tinhamos um *-homomorfismo 7 : % — B(H)
e uma aplicacdo limitada V : X — H, e foi possivel mostrar que a
aplicagdo ¢ : A — B(X), ¢ = V*xV, é uma aplicacio completamente
positiva. Queremos agora dar uma reciproca para esse resultado, o
Teorema de Stinespring, ou seja, mostraremos que toda aplicacdo com-
pletamente positiva unital do tipo ¢ : A — B(H) é, em certo sentido,
“canto"de uma *-representacdo 7 : A — B(XK), em que K é um espago
de Hilbert “contendo"H. O leitor podera encontrar a demonstracao
desse teorema em (Paulsen, Teorema 4.1) ou em (Davidson, Teorema
1X.4.3), no caso em que a édlgebra 2 é unital, e em (Lin, Teorema 2.1.5)
no caso em que a algebra é nao unital, fazendo-se o uso nesse caso do
conceito da unidade aproximada para uma C*-dlgebra. Demonstra-
remos o Teorema de Stinespring fundamentados nas ideias abordadas
naquelas duas primeiras referéncias.

Teorema 1.37 Sejam 2 uma C*-dlgebra unital e p : A — B(H) com-
pletamente positiva. Entdo existem um espag¢o de Hilbert K, um -
homomorfismo unital 7 : A — B(XK) e um operador limitado V : H —
K com ||o(1)|| = |V||* tal que p(a) = V*r(a)V, para todo a € .

Demonstragao. Vamos demonstrar esse teorema em quatro partes.
Parte 1: (Construgao de X). Considere o produto tensorial algé-
brico A ® H e defina a aplicacdo T : (A © H) x (A H) — C por

m n

T(> ai®& > bjan | =YY (piai)t,mn).
i—1 j=1

i=1 j=1

Note que T estd bem definida pela propriedade universal do produto
tensorial algébrico; veja a demonstracao da Proposicao 4.5. Observe
que, pelo modo como T foi definido, T é linear na primeira entrada e
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conjugado-linear na segunda entrada. Sabemos que a matriz [afa;] €
ML, (1) é positiva para quaisquer escolhas de aj,as,- - ,a, € A. Para
mostrar que T’ é semi-positivo-definido seja Y ;' ;a, @& € A H e
denote £ = (£1,&,...,&,) € H™. Como ¢ é completamente positivo
tem-se (™ ([ata;]) > 0. Assim

Zai®§i7zag‘®§j p(ajai)éi, &)
i=1 j=1 i=1 j= 1

> <Z w(a;ai)&,&j> = (p™[a}aile, &) > 0

j=1 \i=

Lembre que para formas sesquilineares semi-positivo-definidas vale a
desigualdade de Cauchy-Schwarz : |T'(u,v)|?> < T(u,u)T(v,v). Com
base nesse fato observe que

N:={vedoH; T(v,v) =0}

={veAdoXH; T(v,u) =0, Yue A H}
é uma subespaco vetorial de A®H. E dai a aplicagdo (u+ N,v+ N) =
T'(u, v) sobre o espaco quociente (A®H)/N define um produto interno

sobre 0 mesmo. Seja K o completamento de (A ® H)/N na norma
induzida por (,). Entao (X, (,)) é um espaco de Hilbert.

Parte 2: (Construc¢ao do homomorfismo). Para cada a € 2 defina
a aplicacao

fo @ UARH — AR H
Zbi®§i — Zabi@)fi '
i=1 i=1

Observe que f, ¢ linear por construcao, e esta bem definida pela propri-
edade universal do produto tensorial algébrico; veja a demonstracao da
Proposi¢ao 4.5. Note que para quaisquer a,b € 2 temos f, o fp = fab.
Provemos agora que para quaisquer v,w € 2A® H e para todo a € 2 é

valido que
T(U, fa (UJ)) = T(fa(v)a w)
Para isso escreva v = > 7 b; @ &, w = Y ;" | ¢; @ 1); e observe que

T(fa(v)vw) =T Zabj ®§j7zci Qn;

=1 i=1
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n n

Z ciab;)€j,mi) = ZZ (a®ci)*b;)E5,m4)

1j=1 i=1 j=1

Ms

7

7 (Zb %Za czm) T (0, fur ().

3

Provemos agora que T(f,(v), fa(v)) < |la|*T(v,v). Considere v =
Db @& € AR, & = (&1,...,&) € H™ e [cyy] = [bja*aby] €
M, (20), a € A. Note que

T(fa(v)v fa(v)) = T(Uv Jar (fa(v))) = T(U7 fa*a(v))
j Z(a ab;) ® fz) Z <Z gp(b;*a*abj)gj,gi)>

j=1 i=1
= < (n)[czj]g §>

Além disso observe que para A = (a*a).lpg (21> temos que

Il
N
/
ANgE
N
®
A

bi 0 ... 0 by by ... by
b5 0 ... 0 0 0 ... 0
legl=1 . . . . |Al . .
b5 0 ... 0 0 0 ... 0
Claramente, ||A|| = |a*al| = ||a||* e A € M,,(2) é positiva. Consequen-

temente, pelo Teorema de Gelfand-Naimark tem-se A < Ha||2.1Mn 20)
Assim

b 0 ... 0 bi by ... by
5 0 ... 0 0 0 0
2
0<[egl<| . . . . [lallFip | -

= [lal|*[b7 b;],
donde 0 < o™ ([ej;]) < [|al|*¢™ [bb;] e portanto
T(fa(v), fa(®)) = ($™Me;]€,€) < llall* (@™ bibs)¢, €)
Hallzi}i e(b;0;)&5, &) = llal*T (v, v).

i=1 j=1
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Segue da desigualdade acima e do fato de 7" ser semi-positivo-definido
que se v € N entdo f,(v) € N. Isso nos permite afirmar que a aplicacdo
linear 7, : X — X definida por 7, ([v]) = [fa(v)], ¥V [v] € K, estad bem
definida. Note que 7, é limitada pois

I7a(DI* = 1 [fa()]II* = T(fa(v), fa(v)) < llal*T'(v,v) = [lal*]|[v]]*-

Podemos definir entao 7 : A — B(X) por 7(a) = m,.
Parte 3: (7 é *-homomorfismo unital).

Sejam v,u € A © H e b € 2. Entao note que

(w(0)([v]), [u]) = ([fo(v)], [u])
=T(fo(v),u) =T(v, fy (w) = {[v], 7(b")([u]))-
Portanto temos que 7w preserva estrela. Note que 7 preserva produto
pois
7T(ab)([v]) = [fab ()] = [fa(fo(v))]
m(a)(m(b)[v]) = (w(a) o 7(b))[v].
) 1(

[v] = [f

Portanto 7 é unital pois (1 v)] = [v] para todo [v] em XK.

Parte 4 : (Construgao da aplicagao limitada V)
Defina a aplicacgao linear

Vi H o — K
§ — [legr

Entao V é limitada pois
VEOIr= (1o led)=TIeE10E)
= (p(1"1)&€) < lleMIEN>-

Além disso temos [[V][2 = sup{{p(1)€,&): €] < 1} = [lp(D)]l; veja
(Kreyszig, Teorema 9-2-2). Finalmente concluimos nossa demonstragao
mostrando que para todo &,n € I, tem-se

(Vir(@V)Em) = (m(@)V(),V(n) = (w(a)[1 @&, [L @ n])
((fa(l@ &) [t@n]) = ([a® ], [T @n)
= T(a®¢1®n) = (p(a)é,n).

Assim temos ¢(a) = V*r(a)V para todo a € 2 como queriamos. B
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Observacgao 1.38 Note que, se a aplicagdo completamente positiva
¢ do Teorema de Stinespring for unital, entdo o operador V é uma
isometria e podemos encara-lo como a aplicacao que inclui H em X.
Noutras palavras, H é um subespagco de Hilbert de KX e podemos escre-
ver K = H @ H+. Portanto V* é a projecio de K sobre H e para todo
a € 2, é valido que
p(a) = Tﬂﬁ(a)wﬁ

em que Pq¢ é a projecdo de K sobre H. Assim, a *-representacdo 7 €
uma dilatacao de . Haja vista que a reciproca deste teorema é vélida,
nesse sentido dizemos que aplicacoes completamente positivas sao canto
de *-representacoes.
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Capitulo 2

Teoremas de Extensao

O Teorema de Hahn-Banach, ou um dos seus corolérios, afirma que
se X é um espago vetorial normado e F é um subespaco vetorial de X,
entao um funcional linear limitado ¢ : ¥ — C pode ser estendido para
um funcional linear limitado ¢ : X — C com mesma norma, ou seja,
lell = [I2]l-

No primeiro capitulo usamos o Teorema de Hahn-Banach para mos-
trar que um funcional linear positivo, definido em um sistema de opera-
dores, pode ser estendido para um funcional linear positivo, ambos com
mesma norma, o Teorema 1.14. Nesse segundo capitulo, queremos dar
uma versao mais geral para o Teorema de Hahn-Banach, o Teorema
de Arveson. Dado um sistema de operadores § numa C*-algebra 2,
mostraremos que podemos estender uma aplicacao completamente po-
sitiva ¢ : 8§ C A — B(H) para uma aplicacdo completamente positiva
1 1 A — B(H), ambas de mesma norma. Primeiramente mostramos o
caso em que o contradominio de tal aplicacao é a algebra das matrizes
complexas M, (C). Depois fazemos o mesmo quando o contradominio
é a algebra dos operadores limitados B(H), e para isso teremos que
enfraquecer a topologia em B(8, B(H)).

2.1 Teorema da extensao de Krein

Sejam {ey,es...,e,} abase candnicade C" e A = [A,4]rs € M, (C).
Entao para cada i,j € {1,2,...,n} temos que

<[Ars]€ja ei> = <(A1j7 e 7A7Lj)>ei> = Aij'
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Considere um sistema de operadores § e uma aplicagdo linear ¢ : § —
M,,(C). Para cada a € 8, denote ¢(a);; como sendo a entrada (i,7) da
matriz complexa ¢(a) e defina a aplicacao s, : M,,(8) — C por

n n n n
az] 2] § § az] j = § § azg e]vez

=1 j=1

Observe que a linearidade de ¢ e a linearidade na primeira entrada do
produto interno, garantem que s, ¢ linear.

Seja e = (e1,ea,...,e,) € C™. Usando a identificacdo dada pelo
isomorfismo M, (M,,(C)) = M,,2(C), notamos que

<¢(n)([aij])ev €> = <[<P(aij)]e, 6>
= Z Z<90(ark)ek7 €T> = Z Z 4,0 ak:r

r=1k=1 r=1k=1

Temos, portanto, que s, ([a;;]) = (@™ ([ai;])e, €).

Observe que a aplicacdo G : £L(8,M,,(C)) — L(M,,(8), C), definida
por G(p) = s, € linear, pois para A € C e [a;;] € M,(8), quaisquer,
tem-se

Glo+M)ay;1 = Seraw(laif])
= L+ )™ ((ag]ese)

([l + M) (aij)le, €)

(lolaig)les) + - M[(aie, )

o([aiz]) + Asylai]
G(@)l[ai;] + AG (W) ((asy)-

Observacgao 2.1 No ultimo exemplo do Apéndice-A, é demonstrado
que para uma C*-algebra 2 tem-se M, () = A © M, (C). L4 é ob-
servado que um elemento em 2 ® M, (C), pode ser escrito unicamente
como Y ', a;j®@Ej;, em que a;; € A e {E;;}7_, éabase canonica em
M,,(C). Em suma, cada elemento [a;;] € M, (2) é igual, por meio do
isomorfismo mencionado anteriormente, a Z? =1 Qij ® E;;. Usaremos
a identificacdo M, () = A © M,,(C), no transcorrer dessa se¢ao.

SI=3I~—3

|
o)

Seja s : M,(8) — C linear. Defina aplica¢do @5 : 8 — M, (C) por
vs(a) = [s(a® E;j)]ij, em que, para cada k,l € {1,2,...,n}, a® Ey é
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matriz em M,,(8) com a ocupando a entrada (k, () e as demais entradas
da matriz a ® Ejy; sdo ocupadas pelo zero. E facil ver que @, é linear.
Vamos mostrar que as aplicacoes

G L(8,Mn(C)) — L(My(8),C)
%) — Se

‘ F : £(Mn(8),C) — £(8,M,(C))
s — ©s

sao inversas entre si. Note que

(FoG)(p) = F(G(p)) = F(sp) = ¢s,

e pela definicao dada para s, segue que
(s, (a))ij = n.sp(a ® Eij) = @(a)i,
e, portanto (F o G)(p) = ¢. Além disso, observe que
(Go F)(s) = G(F(s)) = G(ps) = 54,

€ como

n n n

S, laij] = ZZ‘P& ij)i ZZS aij ® Eij) = s([ag]),

i=1 j=1 i=1 j=1

temos (G o F')(s) = s. Portanto, os espacos vetoriais £(8,M,(C)) e
L(M,,(8),C) sao isomorfos.

Lema 2.2 Sejam 8 um sistema de operadores em uma C*-dlgebra 2,
e ¢ :8 — M, (C) uma aplicacio linear. Entdo as sequintes afirmagoes
sao equivalentes

i) @ é completamente positiva;
it) @ € n-positiva;
i) s, € positiva.
Demonstracao. (iii) = (). Suponha que s, : M,(8) — C é
positiva. Pelo Teorema 1.14 podemos estender tal aplicagao para s :

M, (2) — C positiva. Lembre que os espagos vetoriais £(2(, M, (C)) e
L(M,(2),C) sao isomorfos. Seja ¢ : A — M, (C) associado a s, ou
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seja, ¥ = 5. Note que 1) estende ¢ linearmente, pois qualquer que
seja a € 8, temos

(¥s(a))ij = s(a® Eij) = sy(a® Eij) = p(a)i; = p(a)ij.

Vamos mostrar agora que 1 é completamente positiva. Sejam m € N
e [a’a;] positivo em M,,(A). Queremos provar que (™) : M,, (2A) —
M,,(M,,(C)) é positivo. Seja z = (z1,...,2m,) € C"™, em que z; =
> k1 Ajker € C". Note que

(W™ ajajle, @) = ([Y(a}a)]w, @)

Zzn—l w(ama’])xj Tm

- ZZW(% aj)wj>33z>
i=1 j—1

= 3NN valarager, e
k=11=1 i=1 j=1

= Z Z Z Z /\jk)‘1l<'¢s(a aj)elm @l>
k=11=1 i=1 j=1

= Z Z Z Z ikAits(agag) i
k=11=1 i=1 j=1

= Z Z Z Z Ajgdas(aia; @ Ep)
k=11=1 i=1 j=1

3

i=1 j=1 k=1 I=1
Para cada i = 1,2,...,n, denote por A; a matriz em M,,(C) com pri-
meira linha (Aj1,..., Ain) € as outras entradas zero. Entdo

AT A; = Dadidln = D> N B

k=11=1
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Dessa forma

(1/)(’”)[66*@;]% T) = Z Z s(aja; ® A7 Aj)
i=1 j=1
=s izm:a;‘aj ® ATA;
i=1 j=1
=5 (iaz(@Ai) iaJ®AJ >0
i=1 j=1

Segue que ¥ é completamente positivo e como 1) estende ¢ temos ¢
aplicacao completamente positiva.

é 6bvio que (i) implica (ii) e para mostrar que (ii) implica (iii), seja
[aij] € M,,(8) positivo. Sabemos que s, ([ai;]) = (¢™]a;;]e,e). Mas
por hipétese <p(") ¢ positivo e portanto s, € positivo. l

Teorema 2.3 (Teorema de Krein) Sejam A uma C*-dlgebra, 8§ um
sistema de operadores e ¢ : § — M,,(C) uma aplicagao completamente
positiva. Entao existe um aplicacao completamente positiva 1 : A —
M, (C) que estende ¢ tal que ||| = ||¢||-

Demonstragao. Como ¢ : 8§ — M, (C) é completamente positivo,
entdo s, : M,,(8) — C é positivo pelo lema anterior. Estenda s, para
uma aplicagdo positiva s : M, () — C, segundo o Teorema 1.14. Entao
s possui uma correspondente ¢ = 1, : A — M, (C). J4 vimos na de-
monstragao anterior que v estende ¢ e como s é positivo temos também
pelo lema anterior que v é completamente positivo. Pela Proposicao

1.29 segue que [|of| = [lo)(V)] = [[¥ (V)] = (|| =

2.2 Teorema da extensao de Arveson

Queremos demonstrar um teorema mais geral que o Teorema 2.3.
Nesse teorema tinhamos uma aplicagdo completamente positiva ¢ :
8 — M, (C) e conseguimos encontrar uma aplicacdo completamente
positiva ¢ : A — M, (C) tal que ¥|s = p e ||¢|| = ||¥||- Nosso objetivo
agora é fazer o mesmo para aplica¢oes completanente positivas do tipo
¢ : 8 = B(H). Vamos enfraquecer a topologia em B(S, B(H)), no qual
8 serd um sistema de operadores fechado, com o proposito de tornar as
bolas fechadas em B(S, B(H)), compactas. Sera também preciso utili-
zar um pouco da teoria dos operadores trace-class e Hilbert-Schmidt,
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que o leitor podera encontar no segundo apéndice, no qual objetivamos
demonstrar que o espaco dos operadores limitados definidos sobre um
espaco de Hilbert H, B(H), é igual ao espago dual do espago dos ope-
radores Trace-Class B1(H). Vamos comegar construindo a topologia
BW em B(X,Y*).

2.3 A Topologia BW

Sejam X e Y espacos de Banach. Fixe x € X e y € Y. Considere a
aplicagdo z ® y : B(X,Y*) — C definida por z ® y(L) = L(z)(y), para
todo L € B(X,Y*). Vamos mostrar que x ® y é linear. De fato, sejam
L,G e B(X,Y*) e A € C. Entao

2@ y(L+AG) = (L+AG)(@)(y) = (L(x) + AG())(y)
— L(2)(y) + AG(2)(y) = 2 © y(L) + Az @ y(G).

Portanto z ® y é um funcional linear. Note que z ® y € B(X, Y*)* pois

[z @y(D)|| = L)W < L@yl < IE1T= [y,

ou seja, x ® y é limitado com norma ||z ® y|| < [|z[|||ly||. Para mostrar
que ||z ® y|| = ||z||.]|y|| precisaremos da observacgdo abaixo.

Observagao 2.4 Se X é um espago de Banach e se x € X é ndo nulo,
entao podemos encontrar um funcional linear continuo f : X — C tal
que || f]l =1 e |f(z)| = ||z||. De fato, considere V' = span{x}. Defina
um funcional f : V — C tal que f(x) = ||z||. Se y € V entdo existe
A€ C tal que 'y = Az Assim |£(9)] = |FO0)] = WNILF(@)] = [Alal] =
IAz|| = |ly||. Portanto ||f|| = 1. Assim, por Hahn-Banach, podemos
estender tal funcional para um funcional linear continuo f: X — C tal

que [|f[| =1 e [f(z)] = [[=].
Usamos, portanto, a observagao anterior para garantir que existem

feXr, g ey tais que [f(2)] = [lz]| e lg(w)| = llyll e Il = llgll = 1.
Seja Ly,g : X — Y* definida por Ly 4(z) = f(2z)g. Observe que

ILr.g(2 = 1f gl = £ Rlgll = 1F I < A== =11,
ou seja, [[Lygll < 1. Mas x ®y(Lyg) = (Lyg(2))(y) = (f(2)9)(y) =

f(x)g(y). Desta forma tem-se que |z®@y(Ly.g)| = |f(2)llg(y)] = =[]yl
Isso quer dizer que ||z ® y|| = [|z||||y||, como queriamos demonstrar.
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Sejam 1,29 € X, y € Y, A € C. Entao (1 + A z2) Qy =21 @y +
Az ® y) pois, para todo L € B(X,Y*),

(z1 4 Az2) @ y(L) = L(w1 + Axa)(y) = (L(x1) + AL(22))(y)
= L(z1)(y) + AL(22)(y) = 21 @ y(L) + A(z2 @ y)(L).

Analogamente,  ® (y1 + A\y2) = 2 @ y1 + Az @ y2).

Considere o conjunto

Z=span{z®y; z€X,yeY} CB(X, Y")".
Lema 2.5 B(X,Y*) € isometricamente isomorfo a Z*.

Demonstracao. Para cada L € B(X,Y*) pode-se definir (devido
a propriedade universal do produto tensorial) uma aplicagao Fy, : K =
span{z ®y; x € X,y € Y} — C da seguinte maneira

Fr <Z T @ yz) = ZL(%’)(%) = sz ® yi(L).
i=1 i=1 i=1

Evidentemente F7, é linear, e é limitada pois

n n
Fr, <in®yi>|= =|<Z$i®yi> (L)
=1 =1
Z T @ Yi
i=1

ou seja, ||Fp|| < ||L||]. Agora, para quaisquer z € X e y € Y, temos
que [|L(z)(@)| = [Fr(z @ )| < [[Frlllz @yl = [[FL]{z]l]y]. Assim,

n

Z(xi ®yi)(L)

i=1

<

< L1,

IL@) < [[FL]lllz]l, ou seja, [[L] < |[FL|. Portanto |L|| = [lFL]|.
Podemos estender F7, continua e linearmente, para I, : Z — C de
forma que | FL|| = || Fr||- € facil ver que Fryan = Fr+AFy, quaisquer

que sejam L, M € B(X,Y*) e A € C. Portanto Fr iy = 132 + )\f’;,
pois tais aplicagoes sao continuas e assumem o mesmo valor em K, que
¢ denso em Z. Com isso em maos, podemos definir a aplicagao linear

F : BLY) — Z*
L — FL

Note que F ¢ isométrica pois |F(L)|| = ||FL|| = |FL| = ||L|. Para
concluir vamos mostrar que F é sobrejetiva. Seja f € Z*. Para cada
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x € X considere f, : Y — C linear, f,(y) = f(zx ® y). Note que f, € Y*
pois

) =1f@@y)l < [flllz@yll = 1flzllyl-
Seja L : X — Y* definida por L(x) = f,. Note que L é linear pois

L1+ A22)(y) = foraes(y) = f((21 + A22) @ y) =
= f(l'l ®y) + )\f(l’g ®y) = ffﬁl(y) + /\fl’z(y) =
= L(z1)(y) + AL(22)(y)-

Observe que L é continua pois ||L(z)|| = ||fzll < [Ifllllz] e portanto
IL|| < |If]l- Assim L € B(X,Y*). Observe que

F(L)(z®@y) = L(z)(y) = fo(y) = f(x @ y).

Como F(L) e f sdo aplicagds lineares entdo também sdo iguais em K.
Mas como sdo continuas, e como K é denso em Z, segue que F(L) = f.
Assim F' é sobrejetiva. Portanto F' é o isomorfismo isométrico que de-
sejavamos. W

Observagao 2.6 Munimos B(X,Y*) com a topologia BW, ou seja,
com a topologia fraca-x de Z*. Noutras palavras, queremos dizer que
uma rede (L)) converge para L em B(X,Y*) na topologia BW se, e
somente se, a rede (F(Ly))x converge para F(L) em Z*, x-fracamente.

2.4 Teorema de Arveson

Lema 2.7 Seja (Ly)x rede em B(X,Y*) limitada. Entdo Ly — L em
B(X,Y*) na topologia BW se, e somente se, Ly(x) — L(z) em Y*,
x-fracamente, para todo x € X.

Demonstragao. Suponha que Ly — L na topologia BW, ou seja,
F(Ly) — F(L) =fracamente. Se x € X, y € Y, entdo F(L))(z®@y) —
F(L)(z ® y), ou seja, Lx(z)(y) — L(z)(y) e portanto Ly(z) — L(z)
x-fracamente em Y™, para todo = € X.

Reciprocamente, suponha que Ly (z)(y) — L(x)(y) paratodo xz € X,
y €Y, ouseja, F(Ly)(z®y) = F(L)(x ®y). Assim para todo q € K,
combinagdo linear de elementos da forma z ® y, tem-se que F(Ly)(q)
converge para F(L)(q). Seja e > 0. Como a rede Ly é limitada entao
existe um numero real a > 0 tal que ||Ly]| < a, para todo A. Seja
z € Z. Tome g, uma combinacao linear de elementos da forma = ® y,
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tal que ||z —¢| < Note que existe um Ao tal que, para

&
2a+ 1) i
todo A > Ag, tem-se ||[F(Ly))(q) — F(L)(q)| < 7 Portanto F'(Ly)(z)
converge para F'(L)(z) pois para todo A > )¢ tem-se que

[F(Lx)(2) = F(L)(2)] =

= [F(La)(2) = F(Lx)(q) + F(Lx)(q) — F(L)(q) + F(L)(q) — F(L)(2)]
IE(LA) (2 = @)l + [[F(Lx)(g) = F(L) (@) + [1F(L)(g) — F(L)(2)]]
<llz—qll(a+ IILII)+§ =c W

Note que se dois espagos de Banach Y e Z sao isometricamente
isomorfos por uma aplicacdo f : Y — Z, entdao B(X,Y) e B(X,2)
sdo isometricamente isomorfos pela aplicagdo E : B(X,Y) — B(X,Z),
E(T) = foT. De fato, E é claramente linear, e é sobrejetiva pois
f & invertivel; como [E(T)| = IIf o T < |FIIT] = |T|| e | Ta] =
|£(T2)| < || o T|||z]| para todo z € X, segue que |[T|| < ||f oT], e E
é isométrica.

Utilizaremos agora a teoria dos operadores trace-class B (H) que
o leitor poderd encontrar no Apéndice B. Aqui, através do Teorema
5.21, sabemos que a aplicagdo p : B(H) — B1(H)* tal que para
todo B € B(H), p(B) = Ep : B1(H) — C é definida por E(T) =
tr(BT) = tr(TB), é um isomorfismo isométrico. Assim, B(X, B(H)) e
B(X, B1(H)*) sao isometricamente isomorfos pela aplicagao

E : B(X,B(H)) — B(X, B (H)*)
T —> poT '

Definigao 2.8 Diremos que uma rede L) converge para operador L €
B(X, B(H)) na topologia BW se a rede F(Ly) converge para E(L) em
B(X, B1(H)*) na topologia BW.

Observacgao 2.9 Para cada par &1 € H defina, a aplicagdo linear
Re¢ € B(H), por Re »(¢) = (¢,n)§. Afirmamos que todo operador de
posto finito T' € Bgg é uma soma finita de operadores da forma R , de
posto um. De fato, considere uma base ortonormal para imagem de 7',
{e1,€e2,...,er}. Entdo para cada x € 3, existem tnicos A7, A3, ..., A}
tais que T'(x) = Ae1 + AJea + ...+ Ajex. Paracada j =1,2...,k,
considere a aplicacao A; : H — (C definida por \j(z) = A7, Para
mostrar que tal aplicagdo é linear, sejam z,y € H e A € C. Note
que Y8 AT Me, = T(x 4+ My) = T(x) + AT(y) = S5 (A7 + A)es.
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Portanto Aj(z + A\y) = )\;?H\y = A7+ AN = Xj(2) + AN (y), e assim \;
¢ linear para todo j = 1,2,...,k. Além disso A; é um funcional linear
limitado, pois para cada =z € H, temos

(@) < Z I =1l Z/\””ezll2 1T (@) < 1)1 >

Portanto A; é limitado com |A;|| < ||T||. Assim, pelo Teorema de
Riesz, veja (Sunder, Teorema 4.2.1), existe um tunico y; € I tal que

Aj(z) = (x,y;), para todo z € H. Portanto T'(z) = Zle Ne;, =
k k . k
Zi:1<‘r7 yile; = Zizl Re, y, (z), ou seja, T = Zi:l Re,y,-

Observagao 2.10 Queremos mostrar que todo operador de posto fi-

nito é trace-class. Como (R¢,(¢),y) = (({,m&,y) = & m&y) =

(¢, (y,&)n) para quaisquer (,y € 3, entdo R'¢,(y) = (y,&)n para
todo y € 3. Denotanto L¢, = (R'¢, o Re¢,), obtemos L¢ ,(x) =

(R¥¢ 0 Rey)(C) = (¢, m) (&, &)n. Note que o operador em B(H) defi-

nido por
(€ mI€llm
(n,n)

é a raiz quadrada de L¢ ,, ou seja, f? = L¢ . Entdo

IRl = ¢ en) =Y (fen, en) Z an (1, €n).

n

f(Q) =

Portanto

R €ns Tl

Escolha uma base ortonormal {en} contendo 7/||n||. Portanto

{n,n)
(n,m)

1Rl = [I€]I

e assim R¢, € B;.

Observagao 2.11 Dada uma base ortonormal qualquer {e, }, escreva
n =7, en)en. A Proposi¢do 5.19 no Apéndice B nos diz que B; é
ideal de B(H). Assim para um operador A € B(H) temos

tr(ARe,) = > (ARg pen, en)

n
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(({ensm)E), en)

(en,m (AL, en)

I
=071

(A€, (0, en)en)

= <A§72<77aen>en> = (A, n).

Lema 2.12 Sejam X espag¢o de Banach e Ly uma rede limitada em
B(X,B(H)). Entdo a rede converge para L em B(X,B(H)) na topo-
logia BW se, e somente se, (Lx(x)&,n) converge para (L(z)¢,n), para
quaisquer ¢ € X e £,n € H.

Demonstragao. Suponha que L) convirja para L na topologia BW.
Assim E(Ly) converge para E(L) em B(X, B1(H)*) na topologia BW.
Pelo lema anterior vale que para qualquer z € X, a rede E(Ly)(x)
converge para F(L)(z) x-fracamente. Portanto, a rede E(Ly)(z)(T)
converge para E(L)(z)(T), para todo z € X e para todo T € B4 (H).
Observe que

Analogamente, E(L)(z)(T) = tr(L(z)T). Considere o operador T €
Bi(H), T = Re,. Sabemos, pela Observagao 2.10 encontrada no
Apéndice B, que tr(BRg¢.,) = (B¢, n) para todo B € B(JH). Temos por-
tanto que (Ly(z)&,n) converge para (L(x)&, n), para quaisquer = € X e
&ne .

Reciprocamente, suponha que (L) (z)&,n) converge para (L(x)&,n),
para quaisquer x € X e £,n € H. Queremos mostrar que Ly converge
a L, em B(X,B(H)), na topologia BW. Em outras palavras, queremos
mostrar que E(Ly) converge a E(L), em B(X,B;(H)*), na topologia
BW. Vamos usar o lema anterior mostrando que, para todo x € X, a
rede E(Ly)(x) converge *-fracamente para E(L)(x) em By (H)*. Como
estamos supondo que (Ly(z)&,n) converge para (L(z)&,n), para quais-
quer z € X e §,n € I, segue que E(Ly)(z)(Re,) converge para
E(L)(x)(Ren). Entao E(Ly)(z)(F) converge para E(L)(x)(F) para
todo F' € Bgg, pois todo operador de posto finito é uma combinacao
linear finita de elementos da forma R ,. Mas Boo € denso em B; na
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norma ||.||; pelo Teorema 5.19(4) . Seja T € B1(H). Considere F' € By
arbitrariamente proximo de T. Usando o Teorema 5.19(5) na ultima
desigualdade abaixo, temos que

|E(L)\(x)(T)_E(L)( N <

S TE(L) () (T = F)| + [E(Lx) (2)(F)
—E(L)(w)(F)IHE(L)( )(F =T
= [tr(La(e)(T = F))[ + IE(LA)(HC)(F)
— E(L)(x)(F)| + [tr(L(z)(T = F))|

SLA@)IT = Flly + |E(L>\>( )(F)
— E(L)(@)(E)| + [[L@) T = Flh.

Como a rede Ly ¢é limitada entdo a rede E(Ly)(x)(T) converge para
E(Lx)(z)(T). &

Definicao 2.13 Fixado um ntimero real positivo r, definimos C P, (8, H)
como sendo o conjunto formado pelos elementos completamente posi-

tivos de
B,(8,90) = {L € B(S,B(30); ||IL]| <r}.

Observagao 2.14 Lembre que se X é um espago normado entao a
bola unitaria de X* é um espaco compacto e Hausdorff com topologia
fraca *, segundo o Teorema de Alaoglu, que pode ser encontrado em
(Sunder, Teorema 1.6.9). Munindo B(S, B(H)) com a topologia BW
temos que B,.(8, H) é compacto pelo Teorema de Alaoglu. Para mostrar
que C'P,.(8,H) é compacto vamos provar que tal conjunto é fechado na
topolgia BW. Para isso vamos demonstrar as observagoes que seguem.

Observagao 2.15 Se H é um espago de Hilbert, x € H, (x))) é uma
rede tal que (x),y) converge para {(x,y) para todo y € H e existe um
r € R tal que ||z5]] < r, entdo ||z|| < r. Se x = 0 esta provado. Caso

contrario, tome y = = e suponha que ||z|| > r. Entdo existe um
x,x

A tal que [(z, )| — {xa, v)| < [{za,y) — (x,¥)| < ||z|| —r. Portanto

r <A{zx,y) < ||lzallllyll = |zr||, um absurdo.

Observagao 2.16 Se L) é uma rede em B(S, B(H)), L € B(8, B(H)),
se existe r € R tal que ||Ly|| <, e se a rede (Ly(a)z,y) converge para
(L(a)z,y) para todo a € 8 e para quaisquer z,y € H, entdo ||L] < r.
De fato, suponha que ||L|| > r. Entdo existe a € 8§ com |la|| = 1 tal
que ||L(a)|| > r. Analogamente, existe € H com |jz| = 1 tal que
|L(a)(z)|| > r. Note que para todo A temos que ||Lx(a)(z)|| < || L] <
r, 0 que é um absurdo pela observacao anterior.

53



Observagao 2.17 Seja L € B(8,B(H)). Considere também (Ly)x
uma rede em B(S,B(H)). Se [a;;] € My(S) e (La(a)z,y) converge
para (Ly(a)x,y) para todo a € § e para quaisquer z,y € H, entdo
([La(aiz)]€,m) converge para ([L(ai;)]€, n), para quaisquer §,n € H". &
sdobservar que a rede

n

<[L)\ alj 67 ZZ L)\ azg 5]7771

i=1 j=1
converge para

n

SN (Llai)és,mi) = (L)€, 1)

i=1 j=1

Lema 2.18 Se 8 € fechado, entao CP.(8,H) é compacto na topologia
BW.

Demonstragao. Vamos mostrar que CP,(8,H) é fechado. Consi-
dere uma rede (Ly)y em CP.(8,H) convergente a L € B(8,B(H)).
Como 8§ C 2 é fechado, entdao é um espago Banach e podemos usar o
lema anterior pois a rede (Ly)x € limitada. Dai a rede (Ly(a)z,y) é
convergente a (L(a)z,y) para todo a € 8§ e para quaisquer x,y € H.
Pela Observagao 2.16 segue que ||L|| < r. Resta mostrar que L é com-
pletamente positivo. Sejam n € N qualquer e [a;;] € M, (8) positivo.
Como a rede (Ly(a)x,y) é convergente a (L(a)z,y) para todo a € 8§ e
para quaisquer z,y € H, entao segue da Observacao 2.17 que a rede
([Lx(ai;)]€, &) converge para ([L(a;;)|¢, &) para todo & € H™. Mas como
arede ([Ly(ai;)]¢, &) possui somente elementos ndo negativos, qualquer
que seja &, segue que ([L(a;;)]¢, &) € positivo para todo £ € H". As-
sim L é completamente positivo. Portanto CP,.(8,H) é fechado na
topologia BW, e é compacto pois B, (8,H) é compacto. B

Teorema 2.19 (Teorema de Arveson) Sejam 2 uma C*-dlgebra, S um
sistema de operadores em A e ¢ 1 S — B(H) wma aplicagio comple-
tamente positiva. Entdo existe uma aplicagao completamente positiva
@ : A — B(H) que estende ¢ e ||| = ||2||-

Demonstragao. Seja F C H subespago vetorial de dimensao finita.
Considere Vg : F — JH a aplicagdo inclusdo, ou seja, definida por
Vs (f) = f para todo f € F. Defina a aplicacdo ¢ : 8 — B(F) por
pg(a) = Vip(a)Vs. éfacil ver que pg é completamente positiva. Note
que [[eg(a)ll = [VFe(a)Vsll < llelllall. Assim [loz|| < [l¢]. Para
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cada &, existe ng € N tal que B(F) = M, (C). Existe portanto, pelo
Teorema 2.3, o Teorema de Krein, g5 : 2 — B(F) completamente
positiva estendendo ¢ e |@7|| = ||l¢7|| < ||¢|l- Para cada F, podemos
escrever H = F @ F+. Defina g : A — B(H) por ¥g(a)(f + f) =
G (a)(f). Note que || f+ 4] = [fI2+[If4]* e assim || fI| < [If+ /.
Portanto

s (@) (f + £ = 1@z (@) (D] < 185@IF] < @@ + £l

e [lgg(a)ll < llpg(a)ll < llpgllllall, ou seja, Y5 < @zl = llesll
llo]l. Observe que tal aplicagdo é completamente positiva pois se [a;;]
M, (1) é positivo e & = (&1,...,&,) € H™ é vetor qualquer com &;
fi + fi+, entdo

I mIA

(
= (Wil 8n) (1y- -5 6n))
= ([@5(@i)](frs- oo fu)s (Fr + fios oy fr + F))
= ([@g(ai))](fi, s fn), (frseo o fu)) +
+ ([Br(ai)(froe s fn)s (Fiee oo f0))
= ([@g(aij)](fi,--, fu) (f1,--- fn)) 20,

ji que pg é completamente positivo.

Considere agora o conjunto dirigido {F; F C H} tal que F tem
dimensao finita e F; < Fy se, e somente se, F; C Fy. Entao a rede
(Y7)5 estd contida em CPj, (™A, H) C B(A, B(H)) que é compacto
na topologia BW. Portanto, existe uma subrede de (¢5)s, a saber
(Y5, ) € CPjy) (A, H), que converge *-fracamente, ou seja, converge
na topologia BW para uma operador completamente positivo ¢ : A —
B(H). Vamos mostrar que ¢ estende ¢. Sejam a € S e x,y € H. Seja
F = span{z,y}. Seja F1 > F, ou seja, F C F;. Entao

(b7, (a)(2),y) = (pg.(a)(2), (v)) = (Vi,0(a) Vs, (2),9) = (p(a)z,y).

Entdo (p(a)x,y) = (P, (a)(z),y) para todo F; > F. Seja po tal que
Fuo =2 F. Se > po tem-se que F, > F,;) > F e assim

(pla)z,y) = (b5,(a)(x),y) = (g, (a)(x),y) = (¥(a)(z),y),
pelo Lema 2.12. Portanto v estende ¢ como queriamos. Pela Observa-

¢do 2.16, temos que ||| < ||¢||- Dai ||| = ||¢|| pois ¢ é uma extensdo
de . B
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2.5 Teorema da extensao de Wittstock

Objetivamos, agora, demonstrar um teorema de extensdao ainda
mais geral que os vistos anteriormente. Até aqui o dominio de nossa
aplicacdo ¢ era um sistema de operadores. Agora, ao invés de conside-
rarmos uma aplicagdo completamente positiva ¢ : 8§ — B(H), tomare-
mos uma aplicagdo completamente limitada ¢ : M — B(H), em que M
é um espaco de operadores. Lembre-se que um espaco de operadores de
uma C*-algebra é simplesmente um subespaco vetorial da mesma, e que
¢, sendo completamente limitada, implica que [|¢|cs := sup, .y ™|
¢é finito. Comecamos exibindo o *-isomorfismo canodnico shuffle que
serd extremamente tutil na demonstracao do Teorema de Wittstock.

2.6 x-Isomorfismo candnico Shuffle

Seja A € M, (M, (1)). Escreva A = [A;;]7";_; em que A;; € M, ().

Entdo podemos escrever A;; = [aijkl]’,;lzl, em que a5 € A, e assim
temos
A= [[aim]ﬁ,;} ,
3
Considere a aplicacao
T M, (ML, (21)) — M, (M, (21))

m n

[[az‘jkzm,z:J — [[aijkl]zljzl}
é facil notar T' é uma aplicacdo linear e inversivel. Além disso tem-se
que T preserva adjunto pois para todo A € M, (M,,(2()) temos

T(A") =T ([[aijkz]&l}z_l*) =T ([[aﬁ“m»ll*]z—1>

m

=T ([[%‘uk*m,z_J _ > = [[ajilk*]zljzl}:’lzl =T(A)",

4,j=1

ij=1 k=1

m
e para mostrar que T preserva produto, sejam A = [[aijkl]zl} eB=
m *
[Vh‘jkl]ﬁz}

~ pertencentes a M, (M, (2)). Note que
J

P

T(AB)=T

m m
Z[airkzm,z_1[bm’kl]ﬁ,z_11
r=1 i.j=1
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Portanto T é um *-isomorfismo entre C*-algebras, e consequentemente
preserva norma e positividade. Isso segue do seguinte teorema cuja
demonstragdo se encontra em (Murphy, Teorema 3.1.5): Sejam 2, B
C*-dlgebras, e ¢ : A — B um x-homomorfismo. Entao ¢ € injetivo se,
e somente se, @ € isométrico.

Definigao 2.20 Dados m,n € N e uma C*-algebra 2, definimos o
x-1somorfismo candnico shuffle por

T @ Ma(Ma(®)  —  M.(Mn(Q)
[ R | PP Y

2.7 Teorema de Wittstock

Lema 2.21 Sejam 2, B C*-dlgebras com unidade 1, e sejam M um
espaco de operadores em A e p : M — B linear. Defina um sistema de
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operadores

Al a
SM{[b* ,U1:|; A e C a,bEM}QMg(Ql),

e seja D : Sy — Mo (B) definido da seguinte forma

@([)\1 a])_[ Al (p(a)}

b* pl ) pl o |°

Se ¢ : M — B ¢ completamente contrativa, ou seja, p\"™) é contrativa
para todo n natural, entdo ® é completamente positiva.

Demonstragao. Seja m € N. Considere [S;;]7%_; € M, (Sn) C
M, (M2 (2()). Para cada par 4,5 € {1,2...,m}, denote

Nii Qi
Sij=1| 3 Y| €8m.
Y bij i M
Podemos escrever
m

[Sis)i=1 = [[aijkl]i,z:ﬂ}

3,J=1
— 2 H _ _ X
em que Sij = [aijkl]k,lzl € assim a;j11 = )\ij; Aij12 = A5, G521 = bl] €

aij22 = [ii;. Portanto

7(isilry) =7  [lseltal] ) = [fanlzim]

ij=1 k=1

[aijun]fy—1 laigie]iza Niglioy laigli—y

laij21]y=1  aigeeli—q (P O K

Observe também que

B0 (18,17 1) = [@(Sy )75y = H N eley) |

1diy
e procedendo como antes temos
NiglTi=r lela)]i=y
T(@™[S,]) = C @2)
[@(bij)*]?fjﬁ [:uij]Zszl
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Para mostrar que ® é completamente positivo basta supor que para
cada m € N, 2.1 & positivo, e mostrar que 2.2 é positivo. Denotando
A= [aij], B = [bji]7 H = [)\ij]a K = [/Jij]: entdo A = B pOiS a matriz
2.1, sendo positiva, é autoadjunta, e pela Proposicao 1.3 temos que
H, K sdo positivos. Seja € > 0 e considere os seguintes operadores
H.=H+¢ele K. = K+e¢l. Considere o polindmio p(z) = x+¢. Seja
A € o(H). Entdo p(A\) = A+ ¢ > 0. Pelo Teorema do Mapeamento
Espectral, veja (Murphy, Teorema 2.1.14), sabemos que o(H,) = o(H+
el) = o(p(H)) = p(o(H)) € RT. Como 0 ¢ o(H.) segue que H. é
invertivel. Analogamente, K. é invertivel. Pelo Teorema de Gelfand-
Naimark, a raiz quadrada de tais operadores ainda é invertivel. Note

ue
H A] [H A el 0
[A* KJ‘{A*K]*{O 51}207
e
I H€—1/2AK€—1/2 B
K2 ARV I -
HY? 0 H. A HY? 0 .-
0 K-Y? A* K. 0o KV |=7

e assim ||H€_1/2AKE_1/2|| < 1 pela Proposicao 1.5. Agora, nao é dificil
mostrar que se R, S sdo matrizes complexas de ordem n e C' € M, (),
entdo (™ (RCS) = Rp™(C)S. Usando esse fato e denotando X =

<p<m)(H;1/2AK;1/2), temos

[ oty C }

HY? 0 I X HY? 0

Haja vista que ¢ é completamente contrativa, temos portanto que

Hcp(m)(Hgl/zAKgl/Q)H < 1, e novamente pelo Proposigdo 1.5, a matriz

é positiva e assim a matriz

[ oty ]
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é positiva para todo € > 0. Podemos portanto tomar uma sequéncia
de elementos positivos que converge a 2.2, e como numa C*-algebra o
conjunto dos elementos positivos é fechado, segue que 2.2 é positivo
como queriamos. W

Teorema 2.22 (Teorema de Wittstock) Sejam 24 uma C*-dlgebra com
unidade, M um espago de operadores de A e p : M — B(H) comple-
tamente limitada. Entdo existe uma extensiao completamente limitada
A = B(H) de ¢ tal que ||¢||lcs = 1P| ch-

Demonstragao. Suponha inicialmente que ||¢|lc» = 1. Sejam Sy e
D : Sy — Ma(B(H)) como no lema anterior. Como ||¢||s = 1, entdo
 é completamente contrativa e pelo mesmo lema ® é completamente
positiva. Note que My(B(H)) = B(H?) e pelo Teorema de Extensdo
de Arveson tem-se que existe uma extensao completamente positiva
U Mp(A) — Ma(B(H)) de &. Defina ¢ : A — B(H) da seguinte

R IR

Se a € M, entao ¢ estende ¢ pois

() e )= ]

Vamos mostrar que @ é completamente contrativa. Fixe n € N e seja
A = [a;;] € M, (20). Note que

oo (8 ) DT[]

e analogamente como vimos na demonstracao do lema anterior temos

([ IE) L)

Como ¥ é completamente positivo e unital segue que ¥(™ & também
completamente positivo e unital. Assim, pela Proposicio 1.25, U'(") &
contrativa. Logo

<[ 3 W | -

* *
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Portanto

Il ™ (A)] <

T(HO )H 0 o |-

Isso quer dizer que |[1)(™| < 1 para todo n natural. Devemos ter
portanto ||¥||s < 1 e como 1 é uma extensdo de ¢, ||| = 1.

Considere agora ¢ : M — B(H) completamente limitado e ndo

nulo. Seja ¥ : M — B(H) definido por (a) = |T0(C|L) . Evidente-
cb
mente ¢ é completamente limitado e ||¢| s = 1. Entdo existe uma

aplicagdo completamente limitada ¢ : 2 — B(H) tal que zZ|M =
e ||[Y]lee = |l = 1. Note que a aplicagdo @ : A — B(H) definida
por 4(a) = |lollat(a) € tal que [|@]lcs = [l¢llcs, Plac = ¢, e & clara-
mente completamente positiva pois ¢ é completamente positiva., como
queriamos. W

61



Capitulo 3

Teorema de Choi-Effros

Na construcdo GNS, consideramos uma C*-algebra unital e a en-
xergamos como uma C*-subalgebra de um espaco de operadores em
um determinado espago de Hilbert. Quando assim o fazemos, mui-
tas propriedades relacionadas a ela sao mais facilmente demonstradas.
Um exemplo é quando a quocientamos por um ideal bilateral, e por
meio da construcdo GNS podemos perceber que o resultado é uma
C*-subalgebra de um espaco de operadores. Nesse capitulo queremos
definir os espagos *-vetoriais e enxerga-los como sistemas de operadores
em uma determinada C*-algebra cuja construcao é feita no transcorrer
da demonstragdo do Teorema de Choi-Effros.

Defini¢ao 3.1 Um espago *-vetorial é um par (S,#), em que 8 é um
espaco vetorial complexo e x : § — § é uma aplicacao involutiva e
conjugado-linear, isto é, (z*)* = x e (x + \y)* = z* + \y*, quaisquer
que sejam z,y € S e A € C.

Definigao 3.2 Dado um espago *-vetorial §, dizemos que um elemento
de x € 8§ é autoadjunto se x* = x. Os conjunto formado pelos elementos
autoadjuntos de 8 serd denotado por 8, = {x € §; z* = z}.

Podemos observar que para cada elemento x € § existem y, z € 8,
tais que x =y + iz, em que y = (x +2*)/2 e z = (x — z*)/2i.

Defini¢ao 3.3 Um subconjunto C de 8y, é chamado cone de Sse 0 € C,
se para qualquer A nimero real estritamente positivo tem-se que Az € C
para todo x € C e dados se x,y € C tem-se que x +y € C. Quando 8
possui um cone C, entdo escrevemos 8 = (8, C') que representa o espago
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8 munido com o cone C. Diremos que (8,C) é um espago *-vetorial
ordenado.

Defini¢ao 3.4 Uma unidade de ordem e em (8,C) é um elemento de
85, tal que para todo x € 8, existe um ntmero real estritamente positivo
r tal que re +x € C. A unidade de ordem ¢ é chamada de unidade de
ordem arquimediana quando para qualquer z € 8y, se re +x € C para
todo nimero real r estritamente positivo, entdao z € C.

Vamos agora listar trés observacoes simples, porém importantes, a
respeito de e, uma unidade em (8, C').

Observagao 3.5 Como e € §;, entao existe um ntmero real positivo r
tal que re + e € C. Como C é cone em 8 temos que

1+7r
e= e = ——
1+r 1+r

“(re+e)eC.

Observagao 3.6 Note quese s >r > 0ere+x € C entao se +x =
se+re—re+z=(s—r)e+re+z € C,pois C é cone.

Observagao 3.7 Se x € §;, entdo existe um nimero real positivo r tal
que re+x € C. Como —zx € §}, existe s positivo tal que se—x € C. Seja
t = max{r, s}. Logo te+x, te—x € C e como x = (te+z)/2—(te—zx)/2,
tem-que 8, = C — C.

Note que, para um espaco *-vetorial 8 e n € N, podemos tornar
M., (8) um espago *-vetorial. Para isso basta definir uma nova aplicagdo
* 0 M, (8) — M, (8) nesse espago de matrizes, por [z;;]7; := [z],]i;, para
cada matriz [z;;] em M, (8).

Para cada A = [a;5] € My xn(C) € X = [24;] € M,,x(8) definimos
o produto a esquerda de X de forma usual

n
AX = [Z aﬂxlj] S mek(S),
=1 ij
e similarmente o definimos o produto a direita de X.

Definicao 3.8 Um espaco *-vetorial é dito matricialmente ordenado
quando

i) Para todo nimero natural n existe um cone C,, em M, (8)x;

ii) Para todo namero natural n tem-se C,, N —C,, = {0};
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iii) Quaisquer que sejam m e n numeros naturais e A € M, x.,(C)
tem-se A*C,,A C C,,.

Muitas das terminologias que usamos quando estudamos sistema
de operadores serao usadas no contexto dos espacos *-vetoriais. Por
exemplo, se 81 e 83 sdo espagos x-vetoriais e se, para cada n € N,
tem-se que C! e C2 sdo cones de M, (81) e M,,(82), respectivamente,
entao ¢ : 81 — 89 € uma aplicacdo completamente positiva se para
cada [z;;] € C} tem-se [p(z;;)] € C2.

Quando ¢ : S; — Sy é completamente positivo e invertivel e sua
inversa for também completamente positiva, dizemos que ¢ é um iso-
morfismo de ordem completo.

Observagao 3.9 Vamos considerar, a partir de agora, o produto ten-
sorial algébrico 8 ® M,,(C) = M.,,(8), entre espagos vetoriais. Uma
demonstracao para essa igualdade encontra-se na primeira parte do
ultimo exemplo do Apéndice-A, trocando 2{ por S.

Daqui em diante, I,, € M,,(C) é a matriz identidade.

Definicao 3.10 Em um espaco *-vetorial matricialmente ordenado S,
um elemento e € 8, é chamado unidade de ordem matricial se para
todo n nimero natural, tem-se que a matriz e ® I,, é unidade de ordem
em (M, (8),C,). E chamado de unidade de ordem matricial arqui-
mediana se, para todo n € N, e ® I, for unidade arquimediana em

(M (8), Cn)-

Se 8 é um espago *-vetorial, entdo considere uma aplicacao linear
¢ : 8 = M, (C). Defina o funcional linear s, : M,,(8§) — C por

xz] § § ng €5, ez

=1 j=1

tal como fizemos no inicio do capitulo anterior, porém omitimos agora
o termo L. Se s : M,(8) — C ¢ um funcional linear, definimos a

aplicagdo linear g : 8 — M, (C) por

ps(z) = [s(z ® Eij)lij,

em que {E;;}7,;_; ¢ a base canonica de M, (C), e z € 8. Vimos no
capitulo anterior que tais operagoes sao mutuamente inversas, ou seja,
@s, = @ e 8,, = s (Observe que a demonstragao desse fato depende
apenas da estrutura vetorial de 8)
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Proposigao 3.11 Sejam S8 um espago x-vetorial ordenado matricial-
mente, s : M, (8) = C um funcional linear e ¢ = ps. Entdo as sequin-
tes afirmacoes sao equivalentes:

i) s(Cp)>0;
i1) @ € n-positiva;
iii) @ é completamente positiva.

Demonstragao. Suponha que s(C,) > 0. Considere vetores b =
(b1,...,b,) ea=(a1,...,a,) em C" . Entdo para todo x € 8 temos

(p(2)b,a) = ([s(x @ Eij)]b, a) =

= s([aizb;]i;) = s(a”zb).

Sejam [z;;] € Cy, € v1,..., 0, € C". Denote v = (v1,v2,...,0m) €
C™™. Entao
m m m m
([p@i)liziv,v) = > > Apl@ijv,vi) = Y Y s(vjmijv;) =
i=1 j=1 i=1j=1
m m
=s Z Zv:‘xmv] = s(v*[zi;]v) =
i=1 j=1
E vk O R Vi
=s{ |+ | eyl '
o Ul b ol

que é positivo por hipétese, usando também a terceira parte da Defini-
¢ao 3.8. Temos, portanto, que a matriz [p(zi;)]}} € positiva. Como isso
vale para cada m ntmero natural, entao ¢ é completamente positiva.

As outras implicagoes sdo analogas aquelas registradas no Lema 2.2.
[ |
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Proposigao 3.12 Sejam S um espago x-vetorial ordenado matricial-
mente, e € 8 unidade de ordem matricial arquimediana e X € M, (8).

Entao
. | re®l, X
xtp=uefre [ o2 X e

é uma norma sobre M, (S) e C,, é um suconjunto fechado de M, (S)
na topologia induzida pela norma ||.||,.

Demonstragao. Faremos o caso n = 1 e perceba que os outros casos
sdo absolutamente andlogos. Vamos mostrar inicialmente que ||.||; é
norma sobre 8. A seguir fazemos as afirmacoes do que queremos pro-
var e em seguida a demonstragao.

Afirmacgao 1: ||z||; > 0,Vx € 8.

Sejam z € § e r um nimero real tais que

e 0 0 =z re T
T{O e]+[x* O]:{x* re}ecé'

Note que tal r existe pois e € 8§ é unidade de ordem matricial, e,
portanto, a matriz e ® I,, é unidade de ordem em Mj(S).

10 ] € M, (C). Entao

Considere a matriz A = { 0 -1

—T re re

[ re* —x]:A*{ri T :|A€CQ.
T
Portanto

r T re —x e O
{aj re}—i_{—m* 7‘6]:2T[O e}:2r(e®12)ec2'

@

*

Suponha por contradi¢dao, que r seja estritamente negativo. Entao a
matriz —2r { 8 2 } = —2r(e® I3) € Co, pois Cy é cone. Mas pelo
segundo item da Defini¢do 3.8 devemos ter C; N —Cy = {0}. Como
2r(e® I), —2r(e ® Iy) € Cs entdo r = 0, que é um absurdo. Portanto

r >0 e assim ||z||; > 0 para todo = € S.

Afirmagao 2: ||z||; = 0 se, e somente se, x =0
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Suponha que ||z||; = 0. Seja ¢ > 0. Entdo existe um ntimero real

rtal que 0 < r <cee ;i 72 € (5. Da Observacao 3.6 temos

ge

]

sxe ] € Cy para todo € > 0.

Sejam A € C e € > 0. Entao

1, { ii ;’e } [ i ] = (14 |APe+ Az + (Az)* € Cy, Ve > 0.

Como e é arquimediano, segue que Az + (Az)* € Cq, para todo A € C.
Escolhendo A = 1 e depois A = —1 temos z + z* € C; e —x — z* € (Y.
Assim x + z* = 0. Escolhendo A = i e A\ = —i obtemos z — z* = 0.
Portanto z = 0.

Suponha agora que z = 0. Queremos determinar
|z]1 = inf{r; r(e ® I2) € Ca}.

Note que 0(e ® I,) € Ca. Suponha que exista r < 0 tal que r(e® I,,) €
Cy. Cono —r > 0e e® I, € Cy, segue que —re @ I, € C3. E como
Cy N —Cs = {0}, devemos ter r = 0, um absurdo. Logo |[|z|; = 0.

Afirmacao 3: ||Az| = |\|||z], VA € C, Vz € 8.

Sejam z € 8§ e 0 # A € C. Suponha que ||[Az| < |Al||lz|
definicao de infimo de um conjunto, existe um nimero real r tal que

re Ax
r < Pl = Azl + Azl = Alllzll e v o0 ] € Cp. Note que
0 1 re Az 0 |AI/A re |Ax*

{ [Al/A 0 ] [)\x* re ] [ 1 0 Mz re €Che
o ) re |\
conforme ja vimos antes também temos que " e Ch.

|Alz*  re
|>\| T . ‘%lre T
Portanto |A| 1 € (3 e assim . 1 € Cy, 0
z* mre x nre

que € um absurdo pois 57 < |lz||. Logo [|[Az]] > |Al||z]|-

Suponha que [|[Az|| > |A|||z|]. Entdo existe um ntimero real r tal que
H/\x\l re

—ll=l) + |2l = 151 tal g { e } € Cy. Sejam «, f €

0 g re x 0 « |B]*re  aBx*
(C.Noteque{ao}[x* re}{ﬂ()} [aﬂz |a|2re]e
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Cs. Queremos chegar a uma contradi¢do mostrando que existem «a, 5 €
. AMre Ax 2re @z . .
C tais que [ |—| } = [ 1A s }, pois contradiz com

Az |Are afr*  |al?re
[Alr < ||Az||. Queremos encontrar «,j tais que @3 = X e |a|? =
|B]> = |A. Escreva A na sua forma trigonomérica, ou seja, A\ =

[A|(cos @ + isin®). Seja S = /|\|(cos(6/2) + i _
mthrmsen(6/2)) uma das duas raizes quadradas de X e seja a = 5. En-
tdo fa = A. Como isso gera um absurdo, devemos ter | Az|| < |A|]|z]].

Afirmagao 4: |z +yl| < [lz] + |ly[l, Yo,y €8

Suponha que existam z,y € 8 tais que ||z + y| > |z| + [yl|-

Portanto, da defini¢do de |ly||, existe um namero real r tal que r <
re y

o+ el = llll = o) = e+ ol = lall e [ 7 ¥ | < ca.

Como 7 + ||z|| < ||z + y|| entdo existe um ntmero real s tal que
Se X

s<uw+ux+w—r—mm=ux+m—re[ﬁ w}eca

(s+r)e x4y }:{Se .’E:|+|:7“f Y

Observe que 4yt (st e N e

C!
*  se }62’

no entanto s+ r < ||z + y||, um absurdo. Logo para quaisquer z,y € 8
temos que ||z + y[| < [[=]| + [ly|.

Afirmacgao 5: ||z*|| = ||zl

Suponha por contradi¢ao que ||z|| < ||z*||. Entao existe um niimero

re T

real r tal que r < (||z*|| — ||z|]) + ||z]| = ||=*|| e - } € Cs. Note

re

0 -1 re T 0O 1| | re —z* cC
1 0 * re -1 0| | —x e 2

Além disso temos

1 0 re —a* 1 0 | |re z¥ cC
0 -1 -z re 0 -1 | | = e 2z
Isso significa afirmar que ||z*|| < r < |Jz*||, um absurdo. Logo devemos

ter ||z*|] < ||z|| para todo = € S. Assim |lz| = ||(z*)*|| < ||z*||. Segue
que ||z|| = ||z*|| para todo = € S.

que
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Afirmagao 6: C é fechado na topologia induzida pela norma ||.||;.

Vamos mostrar que C é fechado nanorma ||.||;. Seja (z,) sequéncia
em C convergente a z € 8. Como ||z, —z| — 0 entdo ||} —z| — 0 pois
x} = x, paratodon € N. Mas ||z —z*| = ||(zn—2)*|| = ||xn—2] — 0.
Portanto © = z*. Seja € > 0. Existe um ntmero natural £ tal que
|z — zx| <e. Logo

ce T — Tk
T — T ge

|eca

Assim

ce T — X 1| B
[1’1][m—xk e ][1]—25e+2m 2z € Oy
Como z; € C1 entdo ce + x € Cy para todo € > 0 e como e é arquime-
diano segue que z € C;. &

Corolario 3.13 Seja 8§ é um espago *-vetorial matricialmente orde-
nado com unidade arquimediana e. Dado x € 8, entdo ||z|| <1 se, e

e
somente se, £ = { i ] € (Cs.
z* e

Demonstragao. Se a matriz £ estd em Cs, entao segue, da defini-
¢do que demos para ||z|, que ||z|] < 1. Suponha que ||z|] < 1. Se

|z]] <1 entdo existe um r € R tal que ||z]| <r <1le [ ;i Txe € (.
Como 1 > r temos ;* i } € (3. Suponha entdo que |z| = 1.
Entao para todo ntimero natural n existe r,, nimero real tal que r, <
lz|| + 1/n = 1 + 1/n tal que Z*e rw € Cy. Portanto E, =
n
(I1+1/n)e x oLl e O

o (14 1/n)e € (3. Note que || E,—E|| = o elll

ou seja, I, converge para E e como Cy é fechado segue que E € Cs.

Lema 3.14 Sejam (8, C) um espago *-vetorial ordenado matricialmente
com unidade arquimediana, e a ¢ C. Entdo existe um funcional linear

v : 8 = C tal que p(p) > 0, para todo p € C, e p(a) ¢ {z=a+if €

C, a>0ep =0}
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Demonstragao. Vamos demonstrar esse lema em dois casos. Pri-
meiramente suponha que a seja autoadjunto, a = a*. Como a ¢ C e
como C' é fechado, existe uma bola aberta B, centrada em a, tal que
BnNC = (. Como 8 ¢ normado entdo B ¢ um conjunto convexo e
podemos usar o Teorema de Separacio de Hahn-Banach, veja (Sunder,
Teorema 1.6.12), existe um funcional linear ¢ : § — C e existe um
A € R tal que Re(y(z)) < A < Re(¢(p)) para todo = € B e para todo
p € C. Note que A <0, pois 0 € C. Defina o funcional ¢ : § — C por

ofa) = YAV

é linear. Note que se p € C temos p(p) = Re(y(p)) > A. Observe
também que ¢(a) = Re(y(a)) < A < 0, ou seja, p(a) < 0. Entdo se
A = 0 o lema estd demonstrado. Suponha que A < 0 e vamos mostrar
que @ é positivo. De fato, se existir p € C tal que p(p) < 0, escolha um

, para todo a € 8. é facil ver que tal funcional

A
ntimero real positivo ¢ tal que ¢ > o) Assim Re(¢(tp)) = p(tp) < A
PP

0 que é um absurdo pois, sendo C' um cone, temos tp € C. Fica entao
demonstrado que se a é autoadjunto entao existe um funcional linear
positivo ¢ : 8§ — C tal que p(a) < 0.

Vamos agora considerar o caso em que a nao é autoadjunto. Escreva
a = Re(a) + iIm(a). Observe que Re(a) e Im(a) sdo autoadjuntos, e

*

que Im(a) # 0 porque Im(a) = a 2ia e a # a*. Note que ¥(a) =
Y(Re(a)) + ip(Im(a)) para todo funcional linear ¢ : § — C, além
disso se 1 é positivo temos ¢ (Re(a)), ¥ (Im(a)) € R, pois Re(a), Im(a)
sao autoadjuntos. Vamos encontrar um funcional linear positivo ¢
tal que ¥(Im(a)) # 0. Para isso suponha primeiro que Im(a) ¢ C.
Conforme vimos anteriormente, existe um funcional linear positivo
tal que ¥(Im(a)) < 0 e a demonstracdo do lema, nesse caso, esta
concluida. Caso Im(a) € C entdo —Im(a) ¢ C pois CN —C = {0} e
Im(a) # 0. Considere um funcional positivo ¢ tal que ¥(—Im(a)) < 0.
Entéo ¥ (Im(a)) > 0. Eis nosso ¢. &

Teorema 3.15 (Teorema de Choi-Effros) Sejam 8 um espago x-vetorial
ordenado matricialmente e e € 8§ unidade de ordem matricial arquime-
diana. Entdo existem um espaco de Hilbert 3, um sistema de operado-
res 8 C B(H) e um isomorfismo de ordem completa ¢ : 8§ — § tal que

p(e) = Is.

Demonstragao. Considere, para cada n € N, o conjunto P, das
aplicagdes completamente positivas ¢ : 8§ — M, (C) tal que ¢(e) = I,.
Observe que P, é nao vazio, para todo n € N. Considere, para cada
n € N, a C*-dlgebra ®, M7 formada pela soma direta de copias de
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M., (C), indexada pelo conjunto das aplicagoes completamente positivas
¢ : 8 = M, (C). Feito isso, considere a C*-algebra A = @&, (D, MY).
Defina a aplicacao

J 8§ — A
xr = @n(@w 90(33)) '

Observe que J estd bem definida pois, para cada z € §, existe um

r € R tal que [ ;i y ] € (5, ja que o elemento e é unidade de ordem

re
rl,  o(x) |,
olx)*  rl, ] ¢
positivo em My(M,,(C)). Dai, ||¢(z)|| < r pela Proposigdo 1.5. Temos,
portanto, que para cada x € 8§ existe um r € R tal que ||J(2)| =

sup [[p(2)[| < .
ne

matricial. Assim, para qualquer ¢ € P,, tem-se que {

Note que J(S) é uma sistema de operadores pois é um subespaco
vetorial, haja vista que J é uma transformagao linear, e possui a uni-
dade da algebra 2, a saber J(e) = @,(D, 1), e claramente preserva
estrela, pois cada ¢ preserva estrela. Nosso objetivo é mostrar que a
aplicagdo J : § = J(8) & o isomorfismo do enunciado do teorema.

Perceba que J é injetiva pois cada aplicagao ¢ € P, é uma isometria
(logo injetiva) pela Proposigao 1.29.

Vamos mostrar que J é completamente positivo. Sejam m € N e
[2i;] € C. Entao J0™([xy]) = [J(2y5)] = [Bn Sy ¢(i)]. Sejam

T1,%2, ..., Tm €A, T; = Dy, By Aj, em que s =1,2...,n. Note que
m m
DS ar-on @, e(wig) z; =
i*lj*l
ZZ ©n By A7) - Bn By @(Tij) - (Bn By 4j) =
= 13 1
3530, Al -
=1 j=1
n Dy ZZA i) Aj |
=1 j=1

é positivo, devido & Proposicao 1.3 e porque cada aplicagao ¢ é comple-
tamente positiva. Pela mesma Proposicao 1.3, segue que J(m)([xij]) =
[J(zi5)] = [®n @y ¢(xi5)] € uma matriz positiva para todo m € N.
Assim, J é completamente positivo.
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Para mostrar que a inversa de J é completamente positiva preci-
samos provar que se [J(z;;)]f} € positivo entdo [z4]]} também o é. E
para mostrar isso, usamos a contrapositiva dessa aﬁrmagao, ou seja,
supomos que exista n € N tal que [z;5]}5_; ndo & positivo, e pre-
cisamos mostrar que existem k € N e ¢ € Py tais que [p(zi;)]}—4
ndo é positivo. Segue do lema anterior que existe um funcional linear
s : M,(8) — C tal que s(C,) > 0 e s([x;;]) ndo é nimero real positivo.

Seja s : 8 = M, (C), tal como vimos no inicio do capitulo anterior te-
mos ([¢(xi;)]f, f) = s([zi;]), em que f = (e1,€e2,...,€,) € (C”Q, donde
{e;}7—, é base canodnica de C". Portanto [¢(z;;)] ndo é positivo. Ob-
serve que @s é completamente positivo pela Proposicao 3.11.

Seja p(e) = P positivo em M, (C). Suponha que P seja invertivel.
Escreva P = A*A. Entdo (A71)*PA~! = (A*)"'PA~! = I,,. Defina
a aplicagao completamente positiva 1(z) = (A71)*¢(z)A~! e note que
p(e) = I,,. Note que

([ (wij)l(Aei)ily, (Aei)ig) =

DO Wi Aey, Aesy =Y > (plwig)ey, i) = s([wis]) £ 0.

i=1 j=1 i=1 j=1

Suponha agora que P é ndo-invertivel e considere a dim(ker(P)%) =
k < n. Assim dim(ker(P)) = n — k. Considere a proje¢do @ € M, (C)
sobre ker(P)L. Afirmamos que existem matrizes A € M,,x1(C) e D €
Mg, (C) tais que A*PA = I, e AD = Q. De fato, considere uma
base de autovetores ortonormais para P. Tal base possui n — k vetores
de ker(P) e, como os vetores sdo ortonormais, segue que os outros k
vetores restantes estdo em ker(P)-. Ordene essa base de forma que
podemos escrever a matriz de P com relacdo a essa base na forma

0 0
nulos. Evidentemente temos L invertivel e positiva em My (C). Assim
existe C' € My(C) tal que C*LC = Ii. Seja B* = [C* 0] € M« (C).

L L ~
[ 0 ] em que L é a matriz diagonal formada pelos autovalores ndao

.| L 0 _ 1y _ | Ik O
Note que B [ 0 O]B—Ikeque B[C~t 0] = [ 0 0} Lembre
do curso de algebra linear que podemos escrever [ 0 8 } = R*PR

em que R invertivel, R* = R™!, e R ¢ a matriz de mudanca de base,
da base canonica para a base mencionada anteriormente. Portanto
(RB)*P(RB) = Ij, e denotamos A = RB € M,,»x(C). Analogamente

R*QR = [ Iéc 8 = B[C~! (] e assim Q = (RB)[C~! 0]R~!. Fica
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demonstrado que se P ndo é invertivel entdo existem matrizes A €
M, «x%(C) e D € My, (C) tais que A*PA=1;e AD = Q.

Seja z € 8 com ||z| < 1. Entédo [ xe* ae: ] € Cy e consequente-

P o)
p(x)* P
| P[|P, e para todo n € C" temos (¢ ()" @(x)n,n) < (||P|Pn,n). Logo,
se Pn = 0 entdo p(z)n = 0 para todo € 8. Mostremos agora
que Qp(z)Q = ¢(x), qualquer que seja € 8. De fato, se £ + 1 €
ker(P)* @ ker P = C" entdo Qp(z)Q(& +n) = Qp(x)¢. Note também
que o(x)(£+n) = ¢(x)€ ja que n € ker(P). Para mostrar o que deseja-
mos, resta provar que ¢(z)¢ € ker(P)*. Seja n € ker(P). Suponha que
z é autoadjunto. Note que (p(2)§,n) = (£, o(z)™n) = ({, ¢(z")n) =
(&, o(x)n) = 0. No caso em que x ndo é autoadjunto, basta escrever
x = Re(x) + iIm(zx) para concluir o mesmo. Portanto Qp(z)Q = ¢(z)
para todo x € 8.

Com isso em maos, definimos uma aplicacdo completamente positiva
1 8 = My (C) por Y(z) = A*¢(x)A. Note que 9(e) = Ij. Concluimos
observando que [¢(z;;] # 0 pois

mente [ } é positivo em My (M, (C)). Portanto p(z)*p(x)

NE
NE

<’(/)($Z] Dey;Dez ZZ xl] QGJ,Q6>
1 =1 j=1

1

-
Il
<.
Il

[
M:

o(xij)es, ei) = s([zi;]) 0. W

2

1 j:l
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Capitulo 4

Apéndice A - Produto
tensorial algébrico

4.1 Definicao e unicidade

Defini¢ao 4.1 Um produto tensorial entre dois espagos vetoriais F e
F éum par (w,T) tal que T' é um espago vetorial, 7 : Ex F' — T é uma
aplicagao bilinear, e para todo espaco vetorial U, e para toda aplicagao
bilinear v : E x F' — U, existe uma tUnica aplicacao linear ¢ : T — U
que faz o seguinte diagrama comutar

ExF-~—=T

RN

U
ou seja, p o = 1.
Observagao 4.2 Dizemos que (7,7T) é um produto tensorial entre os
espagos vetoriais E e F', ou que (7, T") € um produto tensorial do espago

vetorial E x F'.

Proposigao 4.3 O produto tensorial entre espagos vetoriais E e F €
inico, a menos de isomorfismo.

Demonstragao. Sejam (m1,77) e (w2, T2) produtos tensoriais entre
E,F. Entao existem tunicas aplicacoes lineares ¢ : 71 — Th e o :
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Ty — T tais que os diagramas abaixo comutam,

ExF -1 ExF 2 sT
\ i@l \ \L@z
T2 ™1
Ty Ty

ou seja, Y107 = Ty € P20Te = 1. ASSim 100y = Ty € Y0107 =
1. Evidentemente, os diagramas abaixo também comutam

ExF2sTy ExF2sTy .
T Ty

Temos, portanto, que idp, o T = 7 € 3 0 @1 0T = 71, € obtemos da
nossa definicao de produto tensorial que idp, = p20¢p;. Analogamente,
idr, = @1 0 2. Em outras palavras, T1 e T sdo isomorfos. l

4.2 Construcao de um produto tensorial

Considere espagos vetorias E e F. Seja o espago vetorial de todas
as combinacoes lineares formais e finitas de ' x F', a saber

CExF _ {Z)\i(ei7fi); Ni€Ce;€FE, fie Fine N}.
i=1

Vamos definir também os seguintes conjuntos em CZ*¥

Ny ={(ex +ea, f)—(e1,f) — (ea, f); er,ea €E, f € F},
No={(e, i+ f2) = (e, f1) — (&, f2); e € E, fr, f2 € F},
Ns={Mle, f)—(Xe,f); NeC,e€E,feF},
Ny={Xe, f)—(e,\f); AN€C,ecE, feF}.

Denote por N o espacgo gerado pela uniao dos conjuntos N1, No, N3, Ny
e defina o espago quociente

E®F :=CE*¥F)N.

Considere a aplicacdo quociente 7 : CE*F' — E o F, definida por
7(xz) = [z] = x + N, que leva z na classe de x, para todo z € CcExF,
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Considere também a aplicacio inclusdo i : E x F — CP*F e defina
m:=7oi: ExF — E®F. Para cada (e, f) € E x F denotamos
wle,fy=moile,f)=[(e,f)] = e® f,ese T € E® F entdo

x_ZA (ei fi) + N = ZA (ess fi) + N) = ZA (€5 ® fi).

=1

Note 7 é bilinear pois se anula em elementos de Ny, No, N3, Ny, vistos
em E x F, ja que para todo Z € N temos 7(Z) =2+ N = N = Oggr,
o elemento neutro de £ ® F. Assim

(e1te)@f=e®@f+ed®f,
eR(fi+fo)=e® fr+e® fo,
AMe® f)=Xe® f,
AMe® f) =e® Af.
Observagao 4.4 A partir de agora, sempre que escrevermos 7, faz-se
referéncia a aplica¢do bilinear canénica 7 : Ex F'— EOF, w(e, f) =

e ® f, que mencionamos anteriormente. Sempre que escrevermos IV,
faz-se referéncia ao conjunto definido anteriormente.

Proposigao 4.5 (7, E® F) é um produto tensorial entre E e F.

Demonstragao. Sejam U um espago vetorial e ¢ : E X F — U

uma aplicagao bilinear. Vamos definir a aplicagao ¢ : (C]i *F U
por ¢ (31 Ni(ei, fi) = Yoiy Nitb(es, fi). Evidentemente ¢ é linear,
e é facil ver que N C ker({bv) pois 9 é bilinear. Vamos definir agora
p: EOF —U por

¥ (Z /\z‘ez‘ oy fz) = QZ (Z )\i(ei, fz)) .

Perceba que ¢ estd bem definida pois se Y., \ie; ® fi = 0 tere-
mos El L Ailes, fi)] = 0 e entdo [y ;- Ai(es, fi)] = 0. Portanto
S Niles, fi) € N, e dai

w(ix\iem@fi) = (ZA (es, i) ) -

pois ja observamos que N C ker({/;);
Como gpom(e, f) = ple® f) =(e, f) = (e, f) para todo (e, f) €

FE x F, entao o seguinte diagrama comuta
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ExF—T>EGOF.

)

U

Suponha também que exista ® linear, que no lugar de ¢ no diagrama
acima, é tal que ® o7 = 1. Entao ® = ¢ pois

¢ (Zei®fi> =) ®@®f)=) ®onlefi)=
=1 =1 =1
= 21/)(61', £)=1v <Z(ei7fi)> = (Z € ® fi) :

=1 i=1

Como ¢ ¢ a unica aplicacao linear que faz o diagrama acima comu-
tar, segue que (7, E ® F') é produto tensorial de £ x F'. B

4.3 Propriedades

Proposigao 4.6 Dados espacos vetoriais E, F,G e os produtos tenso-
riais (E © (F © G),m) e (E® (F ® G),7m2), entio (E© F)© G e
E© (F©G) sao isomorfos.

Demonstragao. Comecamos definindo a aplicagao
Yo : EX(FOG)— (EG®F)®G por

n

(C> (&Zfi ®gi> =Y (e® fi) @ gi,
i=1

=1

que estd bem definida por um raciocinio analogo ao feito na demons-
tragdo da proposicao anterior, e é facil demonstrar que tal aplica-
¢ao é bilinear. Com base nisso, existe uma tunica aplicacao linear
w2 E®Q(FOG)— (EGF)®G que faz o diagrama abaixo comutar

Ex(FOG) —2~E60(Foq),

ou seja, s o o = 2. Note que
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(ZQ@ fz®gz> ZLP2 € ® fl®gl>)_

i=1

Z (ma(es, fi @ gi)) = Zd&(%fi ®g:i) =

i=1

(€ ® fi) ® gi-

Il
M=1I

s
Il
-

Analogamente, definimos ¢, : (E® F) x G — E® (F ® G) por

G (Z@@an) => e®(fi®g)
i=1 i=1

que é trivialmente bilinear. Portanto, existe uma aplicagao linear ¢y
que faz o diagrama abaixo comutar

(EOF)xG—">(E0F)6G

Eo(FoG)

ou seja, p1 o T = 1. Analogamente, também temos

<Zez®fz ®gl> Zez (fi © ).
=1

Segue que

(p2001) (

3
3

(ei®f¢)®gi> =2 (Z f1®gz>

=> (@ fi) @gi,
i=1

e assim 2 0 1 = id(por)eq. Do mesmo modo, obtemos ¢1 o 2 =
idE@(F@G). Portanto temos que os espagos vetoriais (E ® F) ® G e
E © (F © G) sao isomorfos. W

Defini¢ao 4.7 Uma base B = {e;};c; de um espaco vetorial E, em
que I é um conjunto de indices, é um subconjunto de E, de modo
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que qualquer elemento do espaco E é uma combinacao linear finita
de elementos de B e qualquer subconjunto finito de B é linearmente
independente.

Proposicao 4.8 Se {e;}icr € {f;}jecs sao bases para os espagos veto-
riais E e F, respectivamente, entio {e; ® f;}ticrjcs € base de E® F.

Demonstragao. Sejam e € E e f € F. Existem a,,b,; € C, ¢;, €
{eitics e fr, € {fi}jes tais que e = D01 aper e f = D" bijfry-

Portanto
e® f= Zzalibkj (e1; ® fr;),

=1 k=1

e assim {e; ® fj}icr,jes gera E © F. Suponha agora que

Zzali,kj (e1i ® fr;) =0 (4.1)

=1 k=1

em que a i, € C. Para cada | € {1,2,...,n} e para cada k €
{1,2,...,m} definimos os seguintes funcionais lineares de, : E = C,
de,,(€i) = 61,5 e dyp,, + F — C, dy,_ (fj) = Ok,,j. Defina a aplicacao
de,, X dyf,, : Ex F — C por

dezi x dfkl (eivfj) = deli (ei)dfkl (fj)

que ¢ evidentemente bilinear. Logo existe uma aplicacao linear de, ®
df,, > que faz o seguinte diagrama comutar

ExF—T"-EGOF

de), ®dg),
delim \L i 1

C

Em outras palavras, d,, ® dy, (e; @ f;) = de, (e;)dy,, (f;). Aplicando
de,, ® dy, em 4.1 obtemos ay, r; = 0. Portanto {e; ® fj}icrjes € base
de EOF. R

Observacao 4.9 Note, pela demonstracao do resultado anterior, que
se {e;}icr € {fj};jcs sdo conjuntos linearmente independentes dos es-
pagos vetoriais E e F, respectivamente, entdo {e; ® f;}icr,jes € linear-
mente independente.
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Observacgao 4.10 Todo elemento 2?21 e;®f; € EQF pode ser escrito
supondo que {e;} ; ou {f;}!; sejam conjuntos linearmente indepen-
dentes. De fato, basta considerar uma base {b; 7L, obtida pelo espago
gerado pelos elementos do conjunto {f;}? ; por exemplo, e apos isso,
escrever, para cada i € {1,2,...,n}, f; = Z;"Zl Aijbj, para alguns

Ai; € C. E assim

Zez‘@fz‘ = Z €i ®Z>\ijbj
i=1 j=1

i=1
— Z (Z /\Z-jel ® bj)
=1 \=1

Em alguns casos serad interessante considerar {b;} um conjunto orto-
normal.

Proposicao 4.11 Se E, F sio espagos vetoriais, Y ., ¢; ® fi =0, e
{e;}1 € um conjunto linearmente independente, entao f; = 0 para
todo i € {1,2...,n}

Demonstragao. Suponha que exista um elemento nio nulo em { f; }7_;.
Entdo considere uma base {b;};cs para espaco gerado pelo conjunto
{fi}’_,. Assim cada f; pode ser escrito como uma combinac¢ao linear
finita de elementos de {b;};c. Portanto, podemos escrever Y " | ¢;®f;
como uma combinagao linear finita de elementos do conjunto {e; ®b;},
que por hipotese resulta em zero. Mas isto é um absurdo ja que {e; }?;
e {b;}jes s@o conjuntos linearmente independentes, ou seja, {e; ® b, }
também é um conjunto linearmente independente. W

Proposigao 4.12 Sejam E1, Eso, Fy, Fs espagos vetoriais e aplicagoes
lineares f1 : E1 — Fy e fo : Es — Fy. Entdo existe uma unica aplica¢do
linear f1 ® fo: E1 © Ey — F1 © F tal que f1 ® fa(e1 ® e2) = fi(e1) ®
fa(e2), para todo e; € E; e para todo es € Es.

Demonstragao. Defina a aplicacao ¢ : Ey X Fy — F} ® F5 por
Y(er,ea) = fi(e1) ® fa(ez). Como f1 e fa sdo lineares entdo fica facil
perceber que 1 é bilinear. Portanto existe uma unica aplicagao linear
f1 ® fa que faz o seguinte diagrama comutar

By x By —= E; ® By

x lf1®f2

Fi O F,
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ou seja, f1 ® fa(e1 ® ez) = f1(e1) ® fa(ez), como queriamos. W

Proposigao 4.13 Se ¢ : E — C e ¢ : FF — C sao funcionais li-
neares (conjugado-lineares), entdo existe wma unica aplica¢do linear
(conjugado-linear) ¢ @ : EO F — C tal que ¢ © ¢(e, f) = @(e)(f),
para quaisquer e € B, f € F.

Demonstracgao. Sejam ¢ : E — C e ¢ : F — C sao funcionais linea-
res. De maneira analoga ao que fizemos na demonstragao do resultado
anterior, existe uma dnica aplicagao linear ¢ ® ¢ : E® F — C tal que
PO Y(e® f) = p(e)Y(f), para quaisquer e € E, f € F.

Suponha, entdo, que ¢ : E — C e ¢ : FF — C sdo funcionais
conjugado-lineares. é facil notar que ® : E — C, U : F — C, definidas
por ®(e) = p(e), (f) = ¥(e), sdo lineares. Logo, existe uma tnica
aplicagdo linear ® © ¥ : E® F — C de modo que (? © ¥)(e® f) =
O(e)U(f), para quaisquer e € E, f € F. Portanto, a aplicagio g :
E ®F — C, definida por g(z) = (2 © ¥)(x) , é conjugado-linear.
Além disso, temos gle ® f) = (PO V)(e® f) = ¢(e)y(f). Como g é
conjugado-linear, segue facilmente a unicidade. H

4.4 Produto tensorial entre espacos de Hil-
bert

Proposigao 4.14 Se H e K sao espagos de Hilbert, entdo existe um
inico produto interno . s Vaex f HOKXXxHOK — C, de modo que
para quaisquer £1,&2 € H e n1,m2 € K, tem-se

(61 @m1,8 @m2)acox = (§1,82) (N1, 12)-

Demonstragao. Denotamos por J o espaco vetorial das aplicagoes
conjugado-lineares ¢ : HOX — C. Para cada § € H e paracadan € X
definimos as aplicagoes he : H — C, k, : X — C por hg(gl) = (5,{)
e ky(n) = (n,n). Considere também ¢ : H x X — J definida por
Y€, n) = he @ ky, (é facil notar que v estd bem definida e que é
bilinear). Existe, portanto, uma tnica aplicagdo linear L que faz o
seguinte diagrama comutar

HxK-—">HoK

N

J
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ou seja, L(E ®n) = ¥(&,n) = he © ky. Defina a aplicacdo desejada
(. 9% : HOXXxHOK — C por (z,y)%ex = L(z)(y). Note
que tal aplicagao é linear na primeira entrada e conjugado-linear na se-
gunda entrada, pois L ¢ linear e L(x) é conjugado-linear. Para mostrar
que é um produto interno, resta provar que é uma aplicacdo positiva-
definida. Seja ZZ 1&©n; € HOX de modo que {n;}7—; é um conjunto
ortonormal. Entao

<Zf¢®%2§j ®77j> =
i=1 =1
=> > (Gon, o) =

i=1 j—l i

_Zzh& © ky, (& ®@m;) =

1,1]1 %

= ZZ@%QN%%) = Z(fu&') >0

i=1 j=1 i=1

L& @ni)(& @ny) =

NE
NE

Il
_

M:,
M:&

J

he, (&)kn, (nj) =

<.
Il

1 1

Observe que se o resultado acima é zero entao & = 0 para todo
ie{l,2,...,n} eassim Y & ®mn = 0. Portanto, (. ,.)scox é um
produto interno sobre H ® X. A unicidade segue facilmente. B

Sendo H®X o completamento de H ® XK segundo o produto interno
da proposicao anterior, enunciamos a seguinte proposigao:

Proposigao 4.15 Se H, K sdo espagos de Hilbert, T : H — H, S :
X — X sao operadores limitados, ou seja, T € B(H) e S € B(X),
entio existe um unico operador limitado T ® S € B(H @ K) tal que
T®S(E®n) =TE® Sy, para todo & € H e para todo n € K.

Demonstragao. Comecamos considerando os operadores identidade
idge : H — H e idyx : X — K. Note que existem tnicos operadores
die @S HOK > HOKeTOidyx : HOK — H © X tais que
tdgc©S(E®n) = @S e TOidy (E®n) = TE®n, para quaisquer ¢ € 3
e n € K. Vamos mostrar que idsc ® S é limitado. Seja .1 ;& @mn; €
H © X, ja considerando {&;}? conjunto ortonormal. Note que

n 2
(idgc © S) (Z&@m) = ; ® Sn;

i=1
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= <Z€¢®Sm,z& ®Snj> =" (& @ S & @ Sny)
i=1 j=1 i=1j=1

> i) S < ISI? 3 Il

=137 i=1
= |IS|I? Z (i, m:) = 1IS]* ZZ (§i: &) (i)
i=1 j=1
= ||S||2ZZ<§’L ®nis &5 @ ny)
i=1 j=1

= [I5]” <Z§z ®nivz§j ®77j>
i=1 =1

2

= |IS|I?

n
Z & @mni
i=1

Portanto idx ®S é limitado com ||ids ®S]|| < S. Analogamente se prova
que T ®idy € limitado com ||T ®idx| < |T||. Agora podemos estender
tais operadores para os operadores limitados idsc ®S : HRK — H®XK
eTRidx : HOK - HR®XK, enote que T ® S(§®n) := (T ®idg o
idge ® S)(E ®n) = TE ® Sn, para todo £ € H e para todo € € K. A
prova da unicidade de tal operador é elementar. W

4.5 Produto tensorial entre Algebras

Proposigao 4.16 Se A e B sao duas x-dlgebras entao existe uma inica
multiplicagio em A© B, - : AOBXxAOB — A® B, de modo que
(a1 ® b1).(a2 ® ba) = ajas ® bibe, e existe uma Unica involugio * :
AGB—AGB de modo que (a®b)* = a* @ b*.

Demonstragao. Seja J:= L(A ® B) o espago vetorial das aplicagoes
lineares f : A®B — A ©® B. Para cada ap € A e para cada by € B,
considere Lo, : A — A e Ly, : B — B, definidas por L, (a) = apa,
Ly, (b) = bob. Seja Lo, ® Ly, € J e defina a aplicagdo ) : A x B = J
por ¥(a,b) = L, ® Ly, que claramente ¢é bilinear. Portanto, existe uma
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unica aplicacdo linear ¢ que faz o seguinte diagrama comutar

AxB—">A0B

N

J

ou seja, p(a®b) =1(a,b) = L@ Lp. Defina . : AOBXxAGB - A0B
por z.y := o(z)(y) e note que

(a1 ®b1).(az @ b2) = p(a1 @ by)(ag @ ba)
= (Lq, ® Ly, ) (a2 ® by)
= La, (a2) ® Ly, (b2)
= ajas ® b1bs.

Vamos agora definir a aplicacao involucao em A® B, x: A© B —
A © B, por

(ial ®bz> = iaf ®b:
=1 =1

Note que tal aplicagdo é conjugado-linear. Observe também que esta
bem definida. De fato, suponha que Y, a; ® b; = 0. Podemos consi-
derar uma base {e;}, para espago gerado pelos elementos do conjunto
{bj}?:y Assim existem A;; € C tais que para cada j € {1,2...,n},
bj = Z?;l /\ijei. Portanto

n n m m n
0= Zaj ®b; = Z (aj ®Z)\ijei> = Z Z)\ijaj ®e; |,
j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
ou seja, E;Zl Aija; = 0 para todo i € {1,2...,m}. Note que
> on =3 (503 ) <3 (S on
j=1 j=1 i=1 =1 \j=1
= Z Z )\ija] ® e;k =0
i=1 j=1

Portanto a aplicagao * estd bem definida. B
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Proposigao 4.17 Sejam A, B, C dlgebras. Se ¢ : A x B — C é multi-
plicativa, ou seja, (ayaz, bibs) = ¥(ay, b1)w(az,bs), para todo a; € A,
b; € B,i=1,2, e se ¥ € bilinear, entio existe uma unica aplica¢do
linear e multiplicativa ¢ : A ©® B — C de modo que p(a @ b) = ¥(a,d)
para todo a € A e para todo b € B. Se A,B,C sdo *-dlgebras e se )
preserva estrela, entao ¢ preserva estrela. B

Demonstragao. Como # é bilinear, ja sabemos que existe uma tnica
aplicagdo aplicagdo ¢ : A®B — € de modo que p(a®b) = ¢(a,b) para
todo a € A e para todo b € B. Vamos mostrar que ¢ é multiplicativa.
Note que

® <Zai ®bi> Za; ®b;
i=1 j=1

—p [ XY wen@ o) | =33 ¢ (@ob)@ b))
i=1j=1 i=1j=1
=22 e (wa; ©0;) = 3530 (wia) b))
j=11i=1 =1 j=1

Portanto ¢ é multiplicativa.
Suponha agora que ) preserve estrela. Para a € A e b € B, temos

(p(a®h))* = ((a,))" = ¥((a,b)*) = B(a*,b) = p(a*@b*) = o((ab)*).
Como ¢ é linear, segue que preserva estrela. W

Exemplo 4.18 Se 2l € uma C*-dlgebra entao A e AOC sao x-isomorfos.
De fato, seja b : A x C — A definida por (a,\) = Aa. € facil notar
que P € bilinear e multiplicativa. Portanto, existe uma aplica¢do linear
e multiplicativa ¢ : A © C — A tal que p(a ® \) = ¥(a, \) = Aa, para
todo a € A e para todo A € C. Como ¢ € linear, temos

® (iai ® Ai) = Zn:)\iai-
i=1 i1

Note ainda que 1) preserva estrela, logo ¢ preserva estrela. Dado a € 2
entdo p(a®1) = a, e ¢ € sobrejetiva. Suponha que o (> i, a; @ \;) =
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S dia; = 0. Observe que Y- a;®X; = Y1 \ia; @1 =0, ou seja,
@ € injetiva. Portanto, A e AOC sdo x-isomorfos pelo x-homomorfismo
p:AGC = A

Observacgao 4.19 Sejam 2 uma C*-algebra, a € A e x € A © M, (C).
Considere {E;;}}';_; a base canénica de M,(C). Existem m € N,
a; € A, A; € M, (C), tais que 4; = [al ]} i=1,...,m,e

r,s=17
m m n n
r=Y a®A=) (ai ®ZZaksEks>
i=1 i=1 k=1s=1
n n m
= Z Z (Z a0 @ Eks>
k=1s=1 \i=1

Isso quer dizer que existem tdnicos by € 2 tais que

xr = Z brs ® Eys.

k,s=1
Exemplo 4.20 M, () e QIG)M (C) sao *-isomorfos. De fato, defina
a aplicagdo ¢ : A © M, (C) — M, () por

n
_ n
> a4y ® By | = lag)f_-
i,j=1

Observe que v é multiplicativa pois

> ai; @ Eij > bkm @ B | | =

i,j=1 k,m=1

= Z Z (aij & Eij)(bkm & Ekm) =
ij=1km=1

= 1/) Z Z al‘jbkm ® EijEkm =
ij=1k,m=1

= 1/} Z Z aijbkm ® 5jkEim =
i,j=1k,m=1

= 1/} Z Z aijbjm ® Eim, =

im=1 \ j=1
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n

n
Jj=1

1,m=1

n

= [aijli =1 bisli =1 =

= Zaij®Eij P Zbkm®Ekm

ij=1 k,m=1

Vamos mostrar que ¥ preserva estrela. Seja szzl a;; ® Ei; €
2 © M, (C). Denote bj; := aj; e note que

*

P Z a;; @ L =1 Z afj &® E;kj = Z bji @ Ej; | =

i,j=1 i,7=1 2,j=1

= Z bij ® Bij | = [bizli j=1 = [a}]ij=1 = la]™ =
ij=1

=1 Zaij®Eij )

i,j=1

e portanto v preserva estrela. E como € fdcil ver que i € injetiva e
sobrejetiva, seque que € um x-isomorfismo.
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Capitulo 5

Apéndice B - Operadores

trace-class e
Hilbert-Schmidt

5.1 Decomposicao Polar

As demonstracoes dos teoremas dessa se¢do podem ser encontradas
em (Sunder, Secao 4.2).

Defini¢ao 5.1 Seja 3 espaco de Hilbert e considere B(H) o espago de
Banach dos operadores limitados 7' : H — 3. Um operador W € B(H)
é chamado de isometria parcial se W*W é uma projecao.

Teorema 5.2 Para um operador W € B(H), as sequintes condigdes
sGo equivalentes:

1. W ¢é uma isometria parcial;
2. W=WW*W;
3. Wliertw € uma isometria.

Observagao 5.3 Para uma isometria parcial W € B(%H) é valido que
W] <1 pois H = ker™ W @ ker W e W|,, y € uma isometria.

Observacao 5.4 Se T € B(H), lembre-se que |T| = (T*T)'/? € B(H)
é um operador positivo.
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Teorema 5.5 Todo operador T € B(H) admite uma decomposi¢ao
T = WIT| tal que

1. W € B(H) é uma isometria parcial;
2. ker(T) = ker(W) = ker(|T)).

Teorema 5.6 Se T'= WA uma decomposi¢io de T, em que A é po-
sitivo e W é uma isometria parcial, entdo as sequintes proposi¢oes sao
validas:

1. Se T = VB € outra decomposi¢ao de T como produto de uma
isometria parcial V e wm operador positivo B, tal que ker(B) =
ker(V), entbo W =V e B=A=|T|;

2. Se T = U|T| é decomposi¢ao de T, em que U é uma isometria
parcial, entdo |T| =U*T.

Definigao 5.7 A decomposicio T = W|T|, em que W é isometria
parcial, é chamada de decomposi¢cao polar de T.

5.2 Operadores trace-class e Hilbert-Schmidt

Proposicao 5.8 Se {en}, {fm} sio bases ortonormais de H e A €
B(H) entio 3, [|Aen|? = 30, A" fmll* = 32, 3,0, [{Aen, fm) .

Demonstragao. Pela identidade de Parseval, veja (Sunder, Propo-
sicdo 2.3.5), temos para cada n que [[Ae,|?* = > [(Aen, fm)|>. Da

mesma forma, para cada m vale que [|A*f,]|? = >, [(en, A% fr)|*
Portanto
Dl Aenll? =D T {Aen, fa) P =D [{en, A" )

=2 D Mew A )P =) 147l

Proposicao 5.9 Seja A € B(H) e denote |A| = VA*A. Entdo a soma
Y . {|Alen, en) independe da base ortonormal {ey}.

Demonstragao. De fato, se {e,} e {fn} sdo bases ortornormais de
H entao

Z<|A|en, en) = Z <\/ﬂ €n, en> = Z <\/\/ﬂ €n, \/\/H6H>

n n

89



2
VA*Ae,

()
(e - s

= Z |A|fm,fm .

Defini¢ao 5.10 Um operador A € B(H) é chamado trace-class se
existe uma base ortonormal {e,} tal que ) (|Ale,,e,) < co. O con-
junto de tais operadores serd denotado por B; := B1(H).

Defini¢ao 5.11 Para cada A € B; definimos a trace-norm ||Aly =

> on(lAlen, en).
Defini¢ao 5.12 Um operador A € B(H) é chamado Hilbert-Schmidt

se|A[2 € By e denotamos por || Allz := (3, (|A[2en, en)) " = /AP
O conjunto de tais operadores sera denotado por By := Bo(H).

Proposigao 5.13 Para cada A € Bo, as sequintes proposi¢oes sio ver-
dadeiras:

1| Allz = (3, [ Aenl*)'/?;

2. 1Az = [[All2;

3. [IAll < [|All2;

4. Se T € B(H) entao AT, TA € By e |AT||2, |TAll2 < || TN|||All2;
5. Bo € ideal de B(H) e ||.||2 é norma sobre Bo.

Demonstragao.

1.
Z | Aen||? = Z(Aen,Aen> = Z(A*Aen,en>
= Z A enyen) = D (APen,en) = || All5.

2. Usando o item 1. e a Proposicao 5.8 temos

1/2 1/2
[A*[|l2 = (Z ||A*6n2> = (Z ||A6n||2) = [|A[[2.

90



3. Seja e € H tal que ||e]| = 1. Considere uma base ortonormal

{en} que contenha e. Assim ||Ae| < /)", [[Aen||? = ||A|2. Portanto
[A < [|All2.

4. Seja {e,} base ortonormal e T € B(H). Entdo [|TAe,|* <
| T|1?||Aex]|?. Usando o item 1., nés podemos concluir que

1/2
[T All2 = (Z IITAen|2>

1/2
< <Z T||2||A6n2> =TIl All2 < oo.

Logo TA € By e | TAll2 < ||T]|||All2- Note que pelo o que acabamos
de mostrar vale que ||T*A*||s < || T*||[|A*]|2 = [|IT]|||All2 < oco. Tam-
bém || T*A*||2 = ||(T*A*)*|l2 = ||AT||2. Assim AT € By e ||[AT||2 <
1711 All2-

5. Sejam A, B € By. Entdo {||Ae,||},{||Ben|l} € [2. Usando a
desigualdade triangular para [? temos que

1/2 1/2 1/2
(Z(IlAenII+IBenI)2> S(ZIIAenHQ) +<Z||Benll2>

n

= || All2 + ||B]|2
Assim

IA+ B3 = [[Aen + Ben|* <> (|| Aenl| + || Benl|)?

< ([lAll2 + | Bl2)? < oo.

Agora se A € C entdo AA € By pelo item 1., e portanto temos que Bo
é um subespaco vetorial de B(H), e pelo item anterior segue que By é
ideal de B(H). B

Corolario 5.14 Todo operador Hilbert-Schmidt é compacto.

Demonstragao. Pelo primeiro item da Proposicao 5.13 a identidade
em B(H) ndo pertence a By. Assim By é ideal proprio de B(H), e
portanto By C By, em que By é o ideal dos operadores compactos de
B(H).
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Proposigao 5.15 Se A € B(H) entao sdo equivalentes:

1. Ae By;

2. |A|MV? € By;

3. A € produto de dois operadores Hilbert-Schmidt;

4. |A] é o produto de operadores Hilbert-Schmidt.

Demonstragao. 1= 2. Se A € B; entdo ), (|Alen,en) < 0.
Portanto (32, ((JA|Y/2)%en, e,))V? = (32, (|Alen, €,))'/? < co.

2 = 3. Seja A = W|A| a decomposi¢io polar de A. Entdo A =
(W|AJ*/2)| A|'/2. Como por hipétese |A|'/2 € By, segue do quarto item
da Proposi¢ao 5.13 que W|A|'/? € B,. Portanto, A se escreve como
produto de dois operadores Hilbert-Schmidt.

3=4Se A= BC em que B,C € By, note que para a decomposicao
polar A = W|A| , tem-se que (W*B)C = |A|, ou seja, |A] é produto de
dois operadores Hilbert-Schmidt.

4 = 1 Suponha que |[A| = BC em que B,C € By. Note que

(|Alen, en) = (Cen, B*eyn) < [|Ceypl|||B*en||- Assim A € By, pois, pela
Desigualdade de Holder, temos

S ([ Alen en) < 3 [Cenll[Brenll < \/Z ||0en||2\/2 1Bren?

= [ICll21B"[l2 = IC]l2[[ B2 < cc. W

Proposigao 5.16 Seja A € By e considere {e, } uma base ortonormal.
Entao ), |(Aen,en)| < 00, >, (Aen,en) € C e independe da escolha
da base.

Demonstragao. Seja A € B;. Escreva A = C*B como produto de
operadores Hilbert-Shmidt tal como vimos na Proposi¢dao 5.15. Seja
A € C qualquer. Note que para qualquer & € H vale que

0 < [[(B = AC)I* = (B = AC)E, (B — AC)E)
= |IB¢|I* = X(Bg, C¢) = MC¢, BE) + |AP[|Cg]*.

Escolhendo A = LEEZEN obtemos [(C¢, BE)| < 5 (| BE|?+]|C¢[1?), para

todo ¢ € H. Portanto

S dens ) = 3 [{Bew, Cen)| < 3 37 1Beal* + 5 3 1Ceal?
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= SIBIE + SICIE < oo.
Note também que
Re({Aep, en)) = %((Ben,Cen> +(Cen, Bey))
= LB+ Oeall® — (B~ Oheal?).

Somando essa tultima expressdo em n, obtemos

Re <Z<Aen,en>> = 1 (IB+CI3-1B-CI})

n

Observe que para um ntmero complexo z vale que Re(iz) = —Im(z),
e como 1A = C*(iB), temos que

—Im (Z(Aen,en)> = Re <Z<iAen,en>>

n n

1, .
= 1 (liB+CI3—iB - CI}3).

Isso mostra que ) (Ae,,ey,) ndo depende da base ortonormal es-
colhida. W

Definicao 5.17 Para cada A € B; definimos tr(A) = > (Aen,en),
o trago de A.

Observagao 5.18 Para cada par &, € H defina, a aplicacdo linear
R¢ € B(H), por Re,(¢) = ((,n)&, que é trace-class, segundo a Ob-
servagao 2.10. Se T € B(H) é normal e compacto entdo, para todo
n, existe A, € o(T) — {0}, e existe base ortonormal {e,} tal que
T(x) = >, Ra,enen (), para todo x € H. Chamaremos tal decom-
posicao de decomposicao espectral de 7. Vocé pode encontrar esse
resultado em (Sunder, Proposicio 4.3.2).

Teorema 5.19 .
1. By é um ideal de B(H) e |.||1 € norma em B.

2. Todo operador trace-class é compacto. Se A € B(H) € compacto
e {An}n sdo autovalores de |A| entdo A € By se, e somente se,
[A[lr = 22 An < 00

93



3. A aplicagao trago tr : By — C é um funcional liner positivo. Se
A € By é positivo e tr(A) =0 entdo A= 0.

4. B1 contém os operadores de posto finito Bog como subespago
denso na norma ||.||1-

5. Se A€ By eT € B(H) entao tr(AT) = tr(TA) e |tr(T|A])] <
IT|I[[Allx- Também [tr(T A)| < [T[[[Allx-

6. Para todo A € By, tem-se || A|l1 = ||A*|1.

7. 8¢ A€ By e T € B(H) entio |AT|: < |T||All: e |TA|: <
ITNIA2-

Demonstragao. 1. Sejam A, B € B;. Seja T € B(H). Escreva
A = XY produdo de dois operadores Hilbert-Schmidt. Entdo TA =
(TX)Y é produto de dois operadores Hilbert-Schmidt, pois Bs é ideal
de B(H); e portanto T'A € B;y. Analogamente, AT € B;. Considere as
decomposicoes polares A = W|A|, B =V|B|e A+B = U|A+B|. Como
Bo & ideal de B(H) e como cada operador trace-class pode ser escrito
como produto de dois operadores Hilbert-Shmidt, entdao B; C By C By.
Segue que A, B € B,, ou seja, A+ B € By, ou seja, |[A+ B| € By e
portanto |A + B| € By. Temos entdo que A+ B € By e ||[A+ B|1 <
[Allx + [|Bll1, pois

Z<|A + Blen,en) = Y _{(A+ Ben, Uey)

:Z ((Aen, Uen) + <Bnen,Uen>)

:Z (|Alen, W*Uen) + (| Blen, V*Ue,))

=Z (|41 en, JAI W Uey) + (|B|'2en, | BIV2V*Uen))

Z (1A 2en AP 2W*Uen| + [[1BI"2enl[IIlBIY2V*Uen))

< A5 + 11BIY213 = Al + [1B]]1-

Logo B; é ideal de B(H). Como as outras propriedades de norma sdo
facilmente verificadas pelo defini¢do dada para ||.||1, entdo ||.||1 € norma
em Bj.

2. A compacidade de um operador trace-class segue do fato que
podemos escrevé-lo como produto de dois operadores Hilbert-Schmidt.
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Seja A € By C B(H) e considere sua decomposicdo polar A = W|A].
Como By é ideal de B(H) segue que |A| = W*A é compacto. Considere
sua diagonalizagdo espectral dada por [A| =" Rx, e, .- S¢ A€ By
entao

0o > Allh = {|Alen, en)

n

- Z <Z Ronemem®n; e”> = Z Z<kaem,em €ns€n)
= ZZ<<€nvem>)‘memaen> = Z /\ en,en Z)\

Reciprocamente, se ||Alj; =), An < 0o entdo A € B;.

3. Note que se A € By C B(H) é positivo entdo tr(A) =), (Aen,en) >
0 e assim ¢r é um funcional linear positivo. Seja A = > Rx e, e
sua diagonalizacdo espectral. Se supormos tr(A) = 0, temos tr(A4) =
> nAn = 0 e como cada A, é positivo, pois A é positivo, segue que
An = 0 para todo n € N. Logo, A = 0.

4. Seja A € By e A = W]A| sua decomposi¢do polar. Entdo

|A| € By e podemos considerar sua diagonalizagao espectral dada por
|A| =3, Rx,ep,e,.- Para cada n € N, considere o seguinte operador em

B(H) definido por
=W (Z R,\kek,ek> :
k=1

A—A, =W (Z Rkkek75k>

k>n

Portanto,

¢ a decomposicao polar de A — A,, e assim |[A — A,| =3, Rxepen-
Mas como [|Afl1 = >, Ay < 00, segue que ||A—A,l[1 =, -, A coon-
verge a zero quando n tende a infinito. Logo, o conjunto dos operadores
de posto finito Bgp é denso em B; na norma ||.||1.

5. Seja A € B;. Escreva A = C*B como produto de operadores
Hilbert-Schmidt. Ja vimos que

" 1
Re(trC”B) = Re(trA) = 1 (1B + CI§ - | B C|3)
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= L (1B* +C* 3~ 1B~ C*[13) = Re(tr(C")" B)) = Re(trOB").
J& vimos também que
—Im(trA) = —Im(trC* B) = %HiB Lol iHiB _CJ2.
Consequentemente,

— Im(er(C*)"B) = i + C*I3 — 71" — €3
_ %n —iB+C|2— i”z‘B +C|2 = Im(trC*B)
e, portanto

tr(C*B) = Re(trC*B) + ilm(trC*B)

= Re(tr(CB*) — iIm(tr(CB*) = tr(CB*).
Agora, se T € B(H) entdo TA = T(C*B) = (CT*)*B é produto de

dois Hilbert-Schmidt, e como antes, temos
tr(TA) =tr((CT*)*B) = tr((CT*)B*) = tr(C(BT)*)
= tr(C*BT) = tr(AT).

Para mostrar a segunda parte basta observar que

|tr(T|A]] =

Z<T|A|emen>

n

Z<‘A|1/26m |A|1/2T*en>

n

< 3 1A e |2 T e,

< ¢Z ||A|1/Qen||2\/z AT e 2

= A2l NAP2T* (|2 < AP2IBIT ) = 1AM 21T
= [[ Al [T}

Finalmente, considerando a decomposi¢do polar A = W|A| temos que
tr(TA)| = [tr(TW)[A]] < [TW([|Allx < (IT]/[|A]l1-

6. Seja A € B;. Considere a decomposicao polar A = W|A|. Lem-
bre também que A* = |A|W*. Note que AA* = W|A|A* = W|A]*W*.
Como |A*| = VAA*, temos |A*|? = AA* = W|A]PW*. Mas

WIA|W*)? = W|A|W*W|A|W*
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= W|A|W*AW* = WA*AW* = W|AP*W*
e assim |A*| = W|A|W™*, pela unicidade da raiz. Entao

[A%][ = tr(|A"]) = tr(W]AIW™) =
tr(WWIA]) < [WWH[[[Allx < [[Al]1-

Como a desigualdade anterior vale para todo A € By, e como pela
mesma desigualdade temos A* € By, entao ||A|1 = ||(A*)*|l1 < ||A*].
Logo ||A]l1 = ||A*|| como queriamos.

7. Sejam A € By e T € B(H). Escreva A = W|A| e TA = U|TA]
decomposigoes polares. Logo |TA| = U*TA = (U*TW)|A|. Portanto

IT Al = tr(|TA]) = tr((U*TW)|A])
< UTTWlAll < 1T Al

Procede-se analogamente para mostar que ||AT|: < ||T||||All,- W

Podemos para cada A € By C B(H) definir a aplicagdo ¢4 : By —
C por pA(C) =tr(AC) = tr(CA), para todo C' € By. Vamos mostrar
que o dual dos operadores compactos sobre um espaco de Hilbert H é
o espago vetorial normado dos operadores trace-class (Bq, ||.||1). Note
que @ € By e ||pall < ||A|l1, pois considerando a decomposicdo polar
A = WI]A|, tem-se

pa(C)] = [tr(AC)| = [tr(CA)| = [tr(CW]A])]
< llewliiAll < IClliAll,

para todo C € By.
Teorema 5.20 A aplicagdo

p : By — B
A}—)(pA

é um isomorfismo isométrico de (By,||.][1) no dual dos operadores cam-
pactos de B(FH).

Demonstragao. Vamos mostrar inicialmente que p é linear. Sejam
A, B € By, T € By, A € C. Da linearidade da aplica¢ao traco segue
que p(A+ AB)(T) = patrs(T) = tr((A+ AB)T) = tr(AT + ABT) =
tr(AT) + Mr(BT) = pa(T) + Aes(T) = (p(A) + MAp(B))(T). Assim
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p € linear. Além disso, p é limitada, pois ||p(4)|| = |leall < [|4]1, ou
seja, ||p|| < 1. Vamos mostrar que p é sobrejetiva, isométrica e assim
concluir a prova.

Seja ¢ € Bf;. Defina a aplicacdo
[,] : H® — C
(9:h) = O(Rgn)-
Perceba que se g, h,k € H e A € C entao
Ryixen(®) = (x,h) (g + Ak)
= (x,h)g+ Nz, h)k = Ry p(x) + ARy n(x)
para todo x € H. Portanto Ry xp.n = Rgn + ARp . Também temos
Ry kan(z) = (2, k + Ah)g
= (2,k)g + Nz, h)g
= Ryx(z) + ARy n(2)

para todo z, € H, ou seja, Ry p+xn = Ry p +XRg’h. Consequentemente,

9+ Ah, k] = ¢(Rygian,k)
= ¢(Rg,k + )\Rh,k)
= ¢(Ryk) + Ad(Rn k)

Também

(9, h + Ak] = ¢(Rg niak) = ¢(Rgn + ARy )
= (b(Rg,h) +X¢(R9,k) = [g? h] +X[g7 k]

Fica demonstrado que a aplicagdo [.,.] é linear na primeira en-
trada e conjugado linear na segunda entrada. Note que é limitada pois
g, Bl = l6(Rom) | < 16l Ronll < 6lllglI2ll, e assim [I[,.]]l < 4]
Noutras palavras, [.,.] € uma forma sesquilinear. Portanto existe um
tnico operador A € B(H) tal que ¢(Ry 1) = [g,h] = (Ag, h) para todo
g,h € 3, veja (Sunder, Proposicdo 2.4.4). Vamos mostrar que A € By
e que ¢ = pa. Seja C' € By, ou seja, operador pertencente ao con-
junto operados limitados de posto finito. Considere n € N e operadores

n

Rg, n, de postoum , e C' = Z Ry, h, € Boo. Entao
k=1

=¢ (Z ngvhk> = Z P(Rgy.hy,) Z (Agr, hi)- (5.1)
k=1 k=1 k=1

S
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Mas note que se {e;,} € uma base ortornormal de H, temos

tr(AC) = Z (ACep,, em) = Z <A (Z ng,hk> em7€m>
m k=1

n

= Z Z<ARQk,hkem’em> = ZtT(Ang,hk)

k=1 m k=1

= Z<A9k,hk> = ¢(C).
k=1

Vamos mostrar que A é trace-class. Considere sua decomposicao polar,
A = W)|A|. Para cada n € N considere o operador limitado

Cu = (Z R) W
k=1

Note que [|>4_; Rey e, || < 1, pois dado z € H temos que

2

ek’ek

n
Z x, 6k
k=1

n oo
=> [z ex)] Z (z,ex)]* = [|]|;
k=1 k=1

para essa ultima igualdade veja (Sunder, Proposi¢do 2.3.5). Como
W[l = [[W]| <1, segue que [¢(Cy)| < [|9][[|Crnll < [|#]. Note também
que Re, e, 0 W* = Re, we,, Para todo k = 1,2...,n, pois (Re, e, ©
W*)(x) = Rep e, W z) = (Whz,en)er = (x,Wep)er = Re, we, (),
para todo x € J{. Portanto, segue de 5.1 que

6 = lo(c. ‘ [(; ) ]

Zn: Aek, Wek
k=1

Z<z> erer © W)

=0 Aler. ex)|-

k=1

ek,Wek

Como |A| é operador positivo, temos que (|A|ex,ex) é positivo. En-
tao a sequeéncia {d_;_;(|Alex,er)}, N € crescente e limitada superi-
ormente por ||¢||, logo convergente para seu supremo, a saber || A||;.
Portanto ||¢|| > ||All1, e A € By. Vimos que se C € By entdo
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d(C) =tr(AC) = p4(C). Entao ¢ e p 4 se igualam num conjunto denso
de (Bo, ||.||) e por isso, ¢ = @4, e assim p é sobrejetiva. Além disso p é
isométrica pois para todo A € By temos ||p(A4)|| = ||eall = |8l = || All1-
Assim [|A[ly < [[p(A)] < [[Al1] e [lpll = 1. =

Segue do Teorema 5.20 que o espaco dos operadores trace-class
(B1,]-l1) € Banach. Agora, para cada B € B(H) podemos definir
o funcional linear Ep : B; — C pondo Eg(A) = tr(AB) = tr(BA),
para todo A € B;. Dado A € B, considere sua decomposicao po-
lar A = WAl Segue que |Eg(4)| = [tr((BW)IA)| < |BW[[|Al, <
| Bl A]l1, ou seja, Ep élimitada com ||Eg| < ||B]|. Vamos mostrar que
o dual dos operadores trace-class e o espaco de Banach dos operadores

limitados B(H) sdo os mesmos.

Teorema 5.21 A aplicagao

p : B(H) — B(H)*
B — Ep

€ um isomorfismo isométrico entre a dlgebra dos operadores limitados
e o dual dos operadores trace-class.

Demonstragao. Para comegar note que |p(B)| = ||Eg|| < ||Bllepé
um operador linear limitado com ||p|| < 1. Seja e > 0 e seja B € B(H).
Escolha um vetor g € H com norma ||g|| = 1 tal que ||Bg|| > ||B|| — ¢
e escolha um vetor h € H com norma ||h|| = 1 tal que (Bg, h) = || By,

por exemplo h = Bg <1§55}3Hg>- Considere o operador de posto um Ry j.
Ja vimos que tal operador tem norma ||R, | = 1. Portanto ||Eg| >

|B|l pois [ Exll > |tr(BRyu)| = (Bg.h) = | Bgll > | Bl - =. Assim p ¢
uma isometria. Vamos mostrar que p é sobrejetivo. Seja E € Bj. Como
na demonstragdo do Teorema 5.20, existe um operador B € B(H) tal
que (Bg, h) = E(R, ) para quaisquer g, h € H. Exatamente como na
demonstragdo do Teorema 5.20 podemos concluir que ¢r(BT) = E(T)
para todo operador T' de posto finito. Mas Ep(T) = tr(BT) = E(T)
e como o conjunto dos operadores de posto finito é denso em B, segue
que E = Epg. Assim p é sobrejetiva como desejavamos. W
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