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RESUMO

Este trabalho apresenta o Método RNM como uma alternativa e�ciente
para a modelagem de �uxo disperso, perdas por correntes induzidas e
forças em transformadores e reatores de potência.
São apresentados os conceitos necessários para modelagem de distri-
buição de �uxo magnético através de tubos magnéticos, bem como a
propagação de onda eletromagnética no interior de domínios conduto-
res. Desta forma, pode-se então modelar tais regiões condutoras como
impedâncias magnéticas e obter os valores de perdas.
Através dos conceitos apresentados, pode-se elaborar um modelo de
parâmetros concentrados, um circuito magnético, que caracterize o
comportamento magnético do equipamento em questão. Para resolu-
ção deste circuito, elabora-se uma rotina computacional que é testado
comparando os resultados obtidos com os calculados via Método de
Elementos Finitos 2D e 3D.
Palavras-chave: RNM, Método de Elementos Finitos 2D e 3D, perdas
por �uxo disperso,forças, transformadores, reatores





ABSTRACT

This work aims to present the RNM method as an e�cient option to
model leakage �ux and stray losses, as well as forces, in power trans-
formers and power reactors.
The basic concepts to model leakage �ux through the �ux tubes the-
ory are presented, as well as the wave propagation along conductive
domains. Thus, it is possible to model those conductive domains as
magnetic impedances to compute the losses along it.
With the above mentioned theory, it is possible to elaborate a lumped
parameters, i.e. magnetic circuit, which characterizes the magnetic
device behavior. In order to solve the mentioned circuit, it is imple-
mented a computacional routine, which is tested trough the compari-
son between its results with those obtained using the Finite Elements
Method (FEM) 2D and 3D.
Keywords: RNM, 2D and 3D Finite Elements Method, stray losses,
forces, transformers, reactors
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1 INTRODUÇÃO

Existe uma gama de estruturas condutoras (desconsiderando-se
os enrolamentos e o núcleo, as chamadas partes ativas) em transfor-
madores e reatores imersas em campos magnéticos variantes no tempo,
podendo-se citar: armaduras, tirantes, travessas superiores e inferiores
e, talvez uma dos mais importantes, o tanque. Este último é cons-
tituído de material condutor, normalmente aço carbono ou aço inox,
caracterizando um sistema cuja modelagem se torna complexa, sobre
tudo na presença de regiões cobertas por blindagens, as quais podem
ser magnéticas ou não.

Esta modelagem deve ser realizada cuidadosamente, pois as blin-
dagens, que possuem a função de minimizar a geração de perdas no
tanque, se mal dimensionadas podem acarretar em um resultado in-
verso.(TUROWSKI, 2005)

Em (TUROWSKI et al., 2001) são apresentadas algumas equações
simi-empíricas e estatísticas para a obtenção das perdas no tanque do
transformador, utilizadas por vários anos e por vários fabricantes. Para
tais formulações, vários coe�cientes são obtidos empiricamente, di�cul-
tando a aplicação e o desenvolvimento das referidas equações, pois as
condições consideradas e os materiais utilizados são especí�cos a cada
mensuração particular. Desta forma é de fundamental importância que
se tenha meios precisos e e�cientes de se estimar computacionalmente
estas perdas considerando as características físicas e geométricas dos
materiais utilizados.

O cálculo de perdas por correntes induzidas em transformado-
res elétricos é complexo e, além disso, as geometrias utilizadas não
são passíveis de uma representação bidimensional adequada, pela falta
de simetrias. Por isso, principalmente em regiões estruturais fora da
região da janela do núcleo, é necessário uma análise tridimensional,
requerendo-se um maior esforço tanto computacionalmente como na
própria modelagem.(MULLINEUX; REED, 1966)

Como um exemplo, a espessura de penetração de campo mag-
nético em materiais utilizados em transformadores (aços carbono) é
de aproximadamente 1.4mm, em 60HZ, e as dimensões nestas regiões
podem ser da ordem de metros quadrados.

O Método de Elementos Finitos (MEF) (BASTOS; SADOWSKI,
2003) é frequentemente utilizado para o cálculo das perdas devido a
presença de correntes induzidas, sendo necessária a elaboração de ma-
lhas re�nadas em regiões amplas, exigindo demasiados esforço compu-
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tacional e o tempo de processamento. Segundo (CARPENTER, 1975),
dissipação de energia afeta a formulação variacional, prejudicando a o
desempenho do MEF neste tipo de problema.

Apesar disso o MEF é o método mais difundido na indústria
para este tipo de cálculo 3D, porém o alto custo destes pacotes, o es-
forço computacional necessário e a necessidade de pessoal especializado
leva à busca de técnicas de análise alternativas, que não apresentem as
desvantagens citadas. (TUROWSKI, 2005)

Em (MULLINEUX; REED, 1966) é apresentado um método ana-
lítico que considera o tanque com permeabilidade magnética in�nita,
obtendo-se assim per�l de força magneto motriz (Fmm) ao longo da
superfície do tanque. Com estes dados, calculam-se então as perdas
nas regiões de interesse. No entanto o método é somente aplicado em
2D, devido a di�culdade de aplicação analítica em 3D.

Conforme veri�cado acima, o MEF pode apresentar resultados
con�áveis, porém possui algumas desvantagens. Já o método analítico
possui a grande vantagem do baixo custo computacional, porém as
simpli�cações nas formulações podem acarretar em redução no nível
de precisão. Tais características sugerem a utilização de um método
intermediário, que utilize parâmetros concentrados, por exemplo.

Na Figura1 abaixo ilustra a relação precisão vs tempo de simu-
lação para os métodos citados.

Figura 1 � Métodos para modelagens eletromagnéticas

Considerando-se modelagem através de parâmetros concentra-
dos, o método ("Reluctance Network Method")RNM é um dos mais an-
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tigos métodos utilizados para modelagem de circuitos magnéticos em
máquinas elétricas (SOTO et al., 2008). Mesmo o MEF podendo apre-
sentar resultados com maior precisão, o RNM mantém e�ciente por
apresentar resultados con�áveis com esforço computacional reduzido e
menores tempos de simulação.(PETRICHENKO, 2007)(BODRICH, 2008)

Atualmente, o método RNM vem sendo utilizado para a mode-
lagem de dispositivos eletromagnéticos (ROMAIN, 2007), (DELALE et al.,
2004), máquinas elétricas (PETRICHENKO, 2007), até mesmo de linhas
de transmissão (BORMANN; TAVAKOLI, 2012) e, em alguns casos, torna-
se vantajoso em relação ao MEF, onde a espessura de penetração de
campo é relativamente pequena.

Tratando-se de modelagem de �uxo disperso e as perdas causadas
por este fenômeno, em (KAZMIERSKI et al., 1984) é apresentado um
modelo 2D de rede de relutâncias para modelagem de transformadores
tipo �core�. Este modelo considera o tanque como material condutor e
magnético, através do conceito de impedância magnética de superfície,
entretanto, as perdas são obtidas através do conceito de impedância
elétrica de superfície. Em (KAZMIERSKI et al., 1984), é elaborado um
modelo 3D, também para transformadores �core�, no qual os efeitos
do �uxo disperso nas perdas no tanque seguem os mesmos conceitos
utilizados em (KAZMIERSKI et al., 1984). Já em (SOTO et al., 2008)
e (LOPEZ-FERNANDEZ et al., 2007), os conceitos citados são utilizados
para modelagem de transformadores tipo �shell�.

Desta forma, abaixo é apresentado o conceito para o cálculo das
relutâncias para meios não condutores e homogêneos, bem como as
equações para obtenção destas relutâncias em geometrias já conhecidas.
Nos próximos capítulos são apresentados os conceitos e as equações
para obtenção das relutâncias magnéticas complexas, aqui denominadas
impedâncias magnéticas. Também é apresentada a metodologia para
o cálculo das perdas nestas impedâncias. É apresentada a metologia
utilizada para a resolução de circuitos magnéticos.

Alguns autores apresentam programas que permitem analisar
transformadores através do método RNM, porém estes programas são
implementados para circuitos magnéticos �xos, impossibilitando a uti-
lização destes de forma mais ampla. Por outro lado, outros autores
apresentam programas que permitem analisar qualquer circuito, porém
estes não são otimizados para as modelagens propostas neste trabalho,
que requerem grandes circuitos com relutâncias tanto reais como com-
plexas, para a análise de perdas em materiais magnéticos condutores.

Desta forma, é desenvolvido um programa no qual é possível
resolver e analisar circuitos magnéticos de grande porte, com relutân-
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cias magnéticas reais e complexas. Este é primeiramente testado com
um circuito simples, através da comparação dos resultados obtidos com
outros programas já difundidos.

Como validação através de modelos físicos, são implementados
modelos 2D para transformadores e reatores, bem como modelo 3D
para reator. A comparação é elaborada através de resultados obtidos
com o MEF.
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2 RELUTÂNCIAS MAGNÉTICAS - TUBOS DE FLUXO
MAGNÉTICO E CÁLCULO DE FORÇA
MAGNÉTICA

O cálculo das relutâncias magnéticas é realizada com base no
conceito de tubos de �uxo e com o auxílio do chamado potencial escalar
magnético (DAVEY; KING, 1981), sendo de suma importância para este
trabalho. Neste método, cada relutância é considerada como um ramo
de um circuito magnético, através da qual circula �uxo magnético de
acordo com a diferença de potencial entre os terminais da mesma.

Através das relutâncias magnéticas, as propriedades físicas dos
materiais são incorporadas ao modelo por parâmetros concentrados.
Tais relutâncias podem ser reais ou complexas, dependo se o material
é condutor ou não, porém nesta seção o foco é mantido em relutâncias
reais, para materiais não condutores.

2.1 CÁLCULO DAS RELUTÂNCIAS EM TUBOS MAGNÉTICOS

A teoria eletromagnética descreve um conjunto amplo de fenô-
menos que podem ser convenientemente descritos pelas Equações de
Maxwell, (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) e (2.5), conjuntamente com as rela-
ções constitutivas dos materiais, (2.6), (2.7) e (2.8).

∇×H = Jc +
∂D

∂t
(2.1)

∇×E = −∂B
∂t

(2.2)

∇ ·B = 0 (2.3)

∇ ·D = ρ (2.4)

∇ · Jtot = −∂ρ
∂t

(2.5)

B = µH (2.6)

D = εE (2.7)
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Jc = σ E (2.8)

A de�nição dos tubos de �uxo está baseada nas equações de
Maxwell e neste capítulo elas serão consideradas em regime estático. Os
efeitos devido a variação temporal de �uxo, como correntes induzidas,
serão estudados no Capítulo 4, no qual será apresentado o conceito de
impedância magnética.

A solução de problemas de campos magnéticos pode ser simpli-
�cada através do uso do potencial escalar magnético (θ), pois o campo
magnético pode ser obtido através de seu gradiente.

H = −∇θ (2.9)

No entanto, através da Equação (2.1), veri�ca-se uma limitação
a aplicação de (2.9), pois o rotacional do gradiente é nulo.

∇×H = ∇× (−∇θ) = 0 (2.10)

Logo, percebe-se que para de�nir H como gradiente de θ, a den-
sidade de corrente deve ser nula.

Utilizando-se o conceito de potencial escalar magnético , trechos
do tubo de �uxo podem ser de�nidos de maneira que suas seções extre-
mas coincidam com superfícies equipotenciais que sejam transversais às
linhas de campo magnético, de forma que o campo magnético é de�nido
através do gradiente do potencial escalar magnético.

Figura 2 � Tubo de �uxo ideal

No tubo de �uxo representado na Figura 2, as superfícies SA e
SB são equipotenciais, com valores dados por θA e θB .

Para iniciar o equacionamento das relutâncias através dos tubos
de �uxo, faz-se é necessário de�nir o �uxo através da seção S.
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ϕ =

∫∫
S

B · ds = BS (2.11)

Também é necessário de�nir a diferença de potencial magnético
entre os pontos A e B, θBA , que é dado pela equação 2.12 e está ilustrado
na Figura 3.

θBA = −
B∫
A

Hdl =

A∫
B

Hdl (2.12)

Figura 3 � Tubo de �uxo

Considerando-se a relação constitutiva dada em (2.6), pode-se
escrever a Equação 2.12 na seguinte forma:

θBA = −
B∫
A

B

µ
dl (2.13)

Sabendo-se que o �uxo magnético é conservativo, ele é constante
ao longo do caminho AB, portanto,

θBA = ϕ

A∫
B

dl

Sµ
(2.14)

De�ne-se o conceito de relutância magnética como a razão entre
potencial e �uxo.
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<BA =
θAB
ϕ

=

B∫
A

dl

Sµ
(2.15)

No caso de caminhos magnéticos circulares, por exemplo o apre-
sentado na Seção 2.1.1, considera-se que o �uxo é gerado por um con-
dutor retilíneo. Assim, pode-se obter o campo magnético entre duas
faces perpendiculares às linhas de �uxo e defasadas geometricamente
por um angulo α.

H =
I

αr
(2.16)

Através do campo magnético e da seção transversal do tubo de
�uxo, obtém-se o �uxo magnético.

ϕ =
µ0SI

αr
(2.17)

A relutância magnética pode ser expressa por:

< =
Fmm

ϕ
(2.18)

Se Fmm = NI e N = 1 pode-se obter a relutância magnética.

< =
I

ϕ
(2.19)

Logo, pode-se obter a permeância magnética, o inverso da relu-
tância magnética, como:

P =
ϕ

I
=
µS

αr
=

∫∫
S

µds

αr
(2.20)

Na sequência são apresentados tipos de tubos de �uxo com as
equações pertinentes à obtenção da relutância magnética para cada
diferente situação. Veri�ca-se que em cada situação é de�nida sua refe-
rencia bibliográ�ca, porém para o tipo apresentado na Seção 2.1.2 não
foi possível veri�car tal referência, necessitando-se deduzir o equacio-
namento.

Através destas relutâncias, torna-se possível modelar uma gama
de dispositivos eletromagnéticos, porém para que seja possível elaborar
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uma con�guração correta dos tubos, faz-se necessário um conhecimento
"a priori" da distribuição de �uxo na região de interesse (HAMMOND;

SYKULSKI, 2004), e com isso, determinar os tipos de tubos a serem
utilizados no modelo, bem como suas conexões.

Na seção �nal deste capítulo, será utilizada a taxa de variação da
permeância magnética em relação ao seu comprimento, para o cálculo
de forças magnéticas. Por isso, para cada tipo de tubo de �uxo, de�ne-
se a relação dP/dl.

Os principais tubos de �uxo utilizados neste trabalho são apre-
sentados a seguir.

2.1.1 Setor de tubo cilíndrico com �uxo rotacional

A geometria de tubo cilíndrico com �uxo rotacional é apresen-
tada na Figura 4.

Figura 4 � Setor de tubo cilíndrico com �uxo rotacional

Através da integral da permeância, dada na Equação (2.20), faz-
se necessário de�nir ds para a geometria acima:

ds = Ldr (2.21)

Aplicando-se (2.21) em (2.20), a permeância relativa à Figura 4
é dada em (2.22), que pode ser veri�cada em (ROMAIN, 2007, p.21).

P =
µL

α

re∫
ri

dr

r
=
µL

α
ln

(
re
ri

)
(2.22)

E sua taxa de variação dP/dl é dada por:
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dP

dl
=
µ

α
ln

(
re
ri

)
(2.23)

2.1.2 Setor de tubo cilíndrico com �uxo radial

Na Figura 5 é mostrada um setor de tubo cilíndrico com �uxo
radial.

Figura 5 � Setor de tubo cilíndrico com �uxo radial

A de�nição da relutância magnética para o tubo de�uxo �uxo da
Figura 5 é dada através de (2.15), de�nindo-se o elemento diferencial
dl como dr e e área transversal através da Equação (2.24).

S = Lαr (2.24)

Com dl e S de�nidos, obtém-se a equação para a relutância.

< =

re∫
ri

dl

Sµ
=

1

Lαµ

re∫
ri

dr

r
=

1

Lαµ
ln

(
re
ri

)
(2.25)

A permeância é dada por:

P =
Lαµ

ln
(
re
ri

) (2.26)

E a taxa de variação dP/dl por:
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dP

dl
=

µα

ln
(
re
ri

) (2.27)

2.1.3 Tubo cilíndrico com �uxo radial

Na Figura 6 é apresentado um tubo cilíndrico com �uxo radial.

Figura 6 � Tubo cilíndrico com �uxo radial

A equação para a permeância tubo de �uxo dado na Figura 6 é
de�nida em (BODRICH, 2008, p.222), mas também pode ser veri�cada
através da Equação (2.26), de�nindo-se α = 2π.

P =
µ2πL

ln
(
re
ri

) (2.28)

A taxa de variação dP/dl é de�nida como:

dP

dl
=

µ2π

ln
(
re
ri

) (2.29)

2.1.4 Tubo cilíndrico com �uxo axial

Na Figura 7 é apresentado um tubo cilíndrico com �uxo axial.
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Figura 7 � Tubo cilíndrico com �uxo axial

A permeância magnética para o tubo de �uxo apresentado na
Figura 7 é facilmente obtida através de (2.15), uma vez que sua seção
transversal é dada pela Equação (2.30). A Equação (2.31) pode ser
obtida em (BODRICH, 2008, p.222).

S = π
(
re

2 − ri2
)

(2.30)

P =
µπ
(
re

2 − ri2
)

L
(2.31)

Conforme acima mencionado, necessita-se de�nir a taxa de vari-
ação dP/dl.

dP

dl
=
µπ
(
re

2 − ri2
)

L2
(2.32)

2.1.5 Polos cilíndricos ou prismáticos

Figura 8 � Polos cilíndricos ou prismáticos

A equação para a permeância do tubo de �uxo apresentado naFi-
gura 8 é dada em (BODRICH, 2008, p.222), expressa na Equação (2.33).

P =
2µt ln

(
1 + π

2
r
L

)
π

(2.33)
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dP

dl
=

µtr

L2
(
1 + π

2
r
L

) (2.34)

Onde t, que é a profundidade da geometria, pode ser de�nida
com base no formato do pólo.

2.2 MALHA 2D DE RELUTÂNCIAS

Como está sendo veri�cado ao longo deste trabalho, para a uti-
lização do método RNM é necessária uma rede de relutâncias. No
entanto, é importante abordar metodologias que facilitem a geração
destas redes de forma sequencial, possibilitando a automação deste pro-
cesso. (DAVEY; KING, 1981) , (SYKULSKI, 1995), (WOJCIECHOWSKI et

al., 2009) e (KING, 1966) apresentam uma metologia para obtenção da
rede de relutâncias a partir de uma malha retangular previamente es-
tabelecida.

Considerando-se um elemento regular bidimensional (2D), con-
forme Figura 9, pode-se obter as componentes x e y da relutância <x
e <y.

Figura 9 � Malha regular de relutâncias

<y =
Ly
µLLx

(2.35)
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<x =
Lx
µLLy

(2.36)

Como informação complementar, em (SYKULSKI, 1995) e (KING,
1966) essas equações são obtidas através da resolução da Equação de
Poisson por expansões em séries de Taylor. Como a resolução se dá
através da rede de relutâncias, nestas referências é mencionado uma
similaridade entre o método RNM e o método de Diferenças Finitas.

Em (CARPENTER, 1975) é apresentada uma forma de integração
do método de rede de relutâncias com malhas triangulares de primeira
ordem geradas para o MEF, com o intuito de analisar problemas com
correntes induzidas.

2.3 RAMOS DO CIRCUITO MAGNÉTICO

Tendo-se os valores de relutâncias, necessita-se implementar um
circuito (modelagem através de parâmetros concentrados) que considere
cada relutância como um ramo, bem como suas conexões com os nós
do circuito.

Através da resolução do circuito magnético, obtém-se o potencial
magnético θ em cada nó do circuito e, com esta informação, deve-
se obter as grandezas necessárias, como campo magnético e indução
magnética.

Figura 10 � Ramo com relutância magnética

Com estes potenciais, torna-se possível obter todas as grandezas
necessárias, como: �uxo magnético (ϕBA), campo magnético (HB

A ) e
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indução magnética (BBA ).

ϕBA = −θB − θA
<BA

(2.37)

θB − θA = HB
AL

B
A (2.38)

Através da Equação (2.39), que relaciona campo magnético e
o gradiente do potencial escalar magnético, pode-se obter o campo
magnético e indução magnética em cada ramo do circuito, da seguinte
forma:

H = −∇θ (2.39)

HB
A =

θB − θA
LBA

(2.40)

HB
A =

ϕBA<BA
LBA

(2.41)

BBA = µBAH
B
A (2.42)

2.4 CONDIÇÕES DE CONTORNO

No RNM a aplicação das condições de contorno de Dirichlet e
Neumann está baseada na conexão entre os nós de uma forma tal a
impor tais características à distribuição de campo magnético.

Para impor a simetria ao modelo, condição de contorno de Neu-
mann, em (KING, 1966) os nós ao longo da linha de simetria são consi-
derados com potencial nulo.

Em (DAVEY; KING, 1981) a condição de contorno de Dirichlet
é aplicada para a modelagem de �uxo de dispersão em regiões aber-
tas, nas quais as relutâncias podem ser curto-circuitadas, desde que o
potencial magnético não varie signi�cativamente.
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2.5 CÁLCULO DE FORÇA MAGNÉTICA

Uma das grandes aplicações do método RNM é o cálculo de forças
magnéticas em dispositivos eletromagnéticos. Tendo-se, de antemão, a
distribuição de campo magnético em um determinado domínio, torna-
se trivial obter o mapeamento de forças magnéticas. Este mapeamento
pode ser elaborado através de várias formas, podendo-se citar: Tensor
de Maxwell, lei de Laplace e através da variação da energia magnética,
(2.43). (BASTOS, 2004)

Fg =
∂

∂x
Wm (2.43)

Sendo que, para meios lineares, Wm vale:

Wm =

B∫
0

HdB = µ

H∫
0

HdH =
µH2

2
(2.44)

A Equação (2.43) pode ser simpli�cada, considerando-se o cir-
cuito magnético através de parâmetros concentrados. Desta forma,
pode-se obter o valor de força através dos valores de potenciais magné-
ticos entre os nós de cada relutância e da taxa e variação da permeância
magnética em relação ao seu comprimento. (BODRICH, 2008) (ROTERS,
1941)

Fg =
1

2

∑nrel

i=1
θAB

2 dP

dx
(2.45)

No entanto, no caso de condutores percorridos por corrente elé-
trica e imersos em campos magnéticos, podendo-se citar como exemplo
os enrolamentos de transformadores e reatores, a força magnética pode
ser obtida através da equação de Laplace (SOLLERGREN, 1978), Equa-
ção (2.46)

F = J×B (2.46)
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3 RESOLUÇÃO DO CIRCUITO MAGNÉTICO

Com a evolução dos sistemas computacionais, o uso de álgebra
para a formulação e resolução de problemas complexos de engenharia
tornou-se largamente difundido. A aplicação de notações matriciais
fornece um signi�cado matemático simples, para uma abrangência con-
siderável de problemas de engenharia, podendo-se citar a análise de
sistemas elétricos, através da resolução de sistemas lineares. Os méto-
dos utilizados para o tratamento matricial de sistemas de potência, o
qual é utilizado para a resolução de circuitos magnéticos neste trabalho,
são detalhadamente apresentados em (STAGG; EL-ABIAD, 1968), (DAS,
2002) e (CHUA; LIN, 1981). Considerando-se a analogia entre circuitos
elétricos e magnéticos (SADIKU, 2004), opta-se por apresentar a teoria
para resolução através de um exemplo de circuito elétrico. Os referidos
circuitos elétricos representam circuitos magnéticos oriundos da mo-
delagem através do método RNM, onde as resistências, impedâncias, e
fontes de tensão representam relutâncias magnéticas reais, impedâncias
magnéticas e fontes de Força magneto-motriz (Fmm), nesta sequência.
As leis fundamentais dos circuitos elétricos são a Lei das Correntes e
Tensões de Kirchho�. Agora, para circuitos magnéticos, tais leis são
aplicadas a circuitos magnéticos. Como forma de ilustração da teoria
abaixo apresentada, elabora-se um circuito simples, dado na Figura 11.

Figura 11 � Circuito com relutâncias magnéticas
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3.1 MODELO DE REDE

O modelo matemático de sistemas elétricos deve descrever as ca-
racterísticas individuais de cada elemento da rede, bem como conectá-
los de forma a se obter um sistema que represente o modelo físico.
(STAGG; EL-ABIAD, 1968) Matematicamente, as equações de rede po-
dem ser aplicadas no formato nodal, "bus" ou no formato de laços, "lo-
ops". Neste trabalho, é aplicado o método nodal, o qual é um método
clássico, mas também utiliza sistemas diagonais bem de�nidos (HO et

al., 1975), o que possibilita a otimização computacional do sistema ma-
tricial, através de métodos para solução e condicionamento de matrizes
diagonais ou esparsas. Para tal, as equações podem ser apresentadas
através de ambos os conceitos de impedância e admitância, sendo que
o a resolução se dá através do sistema matricial abaixo.

[IB ](n−1,1) = [YB ] (n−1,n−1)[VB ](n−1,1) (3.1)

Onde n é o número de nós na rede. O subscrito (n-1) signi�ca que
o nó de referência não consta no sistema matricial. Neste caso, onde
são pré-estabelecidas as fontes de tensão, através de fontes de corrente
(via equivalentes Norton) e as admitâncias, o sistema matricial a ser
resolvido se torna na seguinte forma:

[VB ] = [YB ]
−1

[IB ] (3.2)

O vetor [VB ] representa a tensão em cada nó do circuito, em
referência ao nó 0.

Elaborando-se a análise nodal (LCK) no circuito dado na Fi-
gura 11, obtêm-se as 3 equações dadas abaixo, para os 3 nós.

Nó 01:

V1 (Y1a + Y1b − Y4 − Y6) + V2Y4 + V3Y6 = V4Y4 (3.3)

Nó 02:

V1Y4 + V2 (−Y4 − Y2 − Y5) + V3Y5 = −V4Y4 (3.4)

Nó 03:

V1Y6 + V2Y5 + V3 (−Y3 − Y5 − Y6) = V5Y3 (3.5)
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Figura 12 � Ramo com relutância magnética

Escrevendo-se as equações (3.3), (3.4) e (3.5) em forma matricial,
tem-se o sistema matricial dado em (3.6).

[
V1

V2

V3

]
=

[
Y1a + Y1b1 − Y4 − Y6 Y4 Y6

Y4 −Y4 − Y2 − Y5 Y5

Y6 Y5 −Y3 − Y5 − Y6

] [
V4Y4

−V4Y4

V5Y3

]
(3.6)

Desta forma, torna-se possível obter os potenciais em todos os
nós do circuito, através de dados do modelo (matriz de admitâncias),
ver (3.7), e fontes de tensão pré-estabelecidas

YB =

Y1a + Y1b1 − Y4 − Y6 Y4 Y6
Y4 −Y4 − Y2 − Y5 Y5
Y6 Y5 −Y3 − Y5 − Y6

 (3.7)

Outra maneira de se obter a matriz de admitâncias é através da
matriz de incidência nodal [A], a qual é apresentada na próxima seção,
e da matriz primitiva de admitância [YP ], conforme a Equação (3.8).

[YB ] = [A] [YP ] [A′] (3.8)

A matriz primitiva [YP ] é formada através das admitâncias pró-
prias de cada ramo, como pode ser observado em (3.9).
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YP =


Y1 0 0 0 0 0
0 Y2 0 0 0 0
0 0 Y3 0 0 0
0 0 0 Y4 0 0
0 0 0 0 Y5 0
0 0 0 0 0 Y6

 (3.9)

3.2 MATRIZ DE INCIDÊNCIA NODAL

Para a elaboração desta matriz, considera-se um circuito com n
nós e e ramos. A matriz de incidência, denominada [A] tem dimensões
(n x e) e trás consigo a informação do sentido das correntes aplicadas
ao circuito, desta forma:

• Aij = 1: se a corrente no ramo j sai do nó i;

• Aij = −1: se a corrente no ramo j entra no nó i;

• Aij = 0: se corrente no ramo j não incide no nó i

A matriz completa de incidência, a qual considera o nó de refe-
rência, para o circuito proposto na Figura 12, está indicada abaixo, na
Equação(3.10)

AC =


1 1 1 0 0 0
−1 0 0 1 0 1
0 −1 0 −1 1 0
0 0 −1 0 −1 −1

 (3.10)

Para a resolução do sistema matricial, utiliza-se a matriz de in-
cidências na forma reduzida, a qual não contém os dados inerentes ao
nó de referência (CHUA; LIN, 1981). Esta é apresentada pela Equação
(3.11).

A =

 −1 0 0 1 0 1
0 −1 0 −1 1 0
0 0 −1 0 −1 −1

 (3.11)

Com as matrizes (3.9) e (3.11) pode-se obter a matriz [YB ], como
apresentado em (3.8).
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3.3 MATRIZ DE FONTES

Para a resolução do sistema matricial apresentado em (3.1),
ainda necessita-se obter o vetor e este é de�nido conforme a Equação
(3.12) abaixo.

[IB ] = − [A] [YP ] [F ] (3.12)

Sendo que o vetor [F ] é dado seguindo a topologia do circuito
em questão, onde: cada ramo que contenha uma fonte de tensão gera
este valor na sua posição, no vetor [F ]. Seguindo-se o exemplo dado na
Figura 11, este vetor é dado através de (3.13)

F =


0
0
V3
V4
0
0

 (3.13)

3.4 RESOLUÇÃO DO SISTEMA MATRICIAL

De posse do sistema matricial, o qual é acima detalhado, pode-se
resolver este sistema basicamente de duas formas em relação ao tipo
de material utilizado no problema em questão, sendo elas: linear e não
linear. Neste trabalho são considerados materiais lineares na resolução
dos problemas. Considerando-se materiais lineares, podem-se seguir
duas linhas para a resolução do sistema matricial: métodos diretos e
métodos iterativos. Dentre os métodos diretos, pode-se citar a decom-
posição LU, eliminação de Gauss, regra de Kramer, entre outros.

Considerando-se o sistemas lineares de porte pequeno-médio,
implementa-se a rotina computacional através do método de Elimi-
nação de Gauss. (TODD, 1962)



50



51

4 EQUAÇÕES DE CAMPOS E PERDAS

A metodologia para modelagem de dispositivos eletromagnéti-
cos através de um circuito magnético sempre foi muito aplicada em
situações que permitam desconsiderar as condutividades dos materiais.
Porém em (KAZMIERSKI et al., 1984) é adicionado o conceito de impe-
dância magnética, permitindo considerar a condutividade dos domínios,
tornando o método RNM largamente utilizado para modelagem de per-
das por correntes induzidas em transformadores. (TUROWSKI, 2005),
(TUROWSKI et al., 2001) (SYKULSKI, 1995) (LOPEZ-FERNANDEZ et al.,
2007)

A modelagem de perdas de forma analítica, como aplicado no mé-
todo RNM, é relativamente complexa, pois depende da difusão de cam-
pos eletromagnéticos em domínios condutores. Através da Figura 13,
que mostra a distribuição de densidade de corrente ao longo da li-
nha central de um barramento submetido à corrente elétrica normal ao
plano transversal, veri�ca-se o quão complexa pode ser a distribuição
interna de campos e perdas em um material condutor. Entretanto, a
modelagem deste fenômeno através da equação da difusão em regime
harmônico fornece algumas facilidades para esta abordagem.



52

Figura 13 � Distribuição de densidade de corrente

Tendo-se em vista a importância dos conceitos teóricos ineren-
tes a este tipo de modelagem, neste capítulo, partindo-se da teoria da
difusão de campos em materiais condutores, é apresentado o equaci-
onamento para obtenção das impedâncias magnéticas e perdas nestas
impedâncias. Tais equacionamentos partem da premissa de um valor
de campo magnético tangente à superfície de uma placa condutora,
sendo este campo magnético obtido através da resolução do circuito
magnético que represente o domínio em estudo.

4.1 INTRODUÇÃO À DIFUSÃO DE CAMPOS EMMEIOS CONDU-
TORES

Para o equacionamento deste fenômeno, partindo-se das Equa-
ções de Maxwell e considerando-se que, em frequências industriais, a
densidade de corrente de deslocamento pode ser desprezada na Lei de
Ampère, apresenta-se a equação da difusão.(BASTOS; SADOWSKI, 2003)

∇2H = σµ
∂H

∂t
(4.1)
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Como premissa, admite-se que os campos pulsam de forma pura-
mente senoidal, podendo-se reescrever a equação da difusão em regime
harmônico.

∇2H = jσµωH (4.2)

Acima é considerada uma hipótese de regime harmônico. Porém,
no interior de um bom condutor, os campos são paralelos a interface, e
propagam-se perpendicularmente a mesma, de forma que suas amplitu-
des dependem basicamente da componente tangencial do campo magné-
tico imediatamente externo à interface.(JACKSON, 1999). Admitindo-
se portanto que o campo vetorial H somente possui componente em
y, (Hy), e que o campo vetorial E somente possui componente em x
(Ex), o vetor de Poynting possuirá apenas a componente z, (Sz). Ver
Figura 14.

Figura 14 � Vetor de Poynting

Assim, (4.2) pode ser reescrita como uma equação escalar:

∂2Hy

∂z2
= jσµωHy (4.3)

Com base na discussão acima, de�ne-se um campo senoidal de
pico tangente à superfície desta placa, Hmsy, conforme a Figura 15.
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Figura 15 � Condições de contorno

Tendo-se o valor inicial de campo Hmsy, a solução geral da Equa-
ção (4.3) pode ser escrita como (4.4). No entanto, como será mostrado
em seguida, os dois termos do lado direito de (4.4) representam duas
ondas se propagando para as direções positiva e negativa de z, respecti-
vamente, de forma que apenas o primeiro deve ser considerado. Assim,
a solução de (4.3) é dada então por (4.5).

Hy = Hmsye
−γz +Hmsye

γz (4.4)

Hy = Hmsye
−γz (4.5)

De posse da Solução (4.5), pode-se aplicá-la na Equação (4.3).

∂2 (Hmsye
−γz)

∂z2
= γ2Hmsy

∂ (e−γz)

∂z
= jωµσHmsy (4.6)

Obtendo-se γ.

γ2 = jσµω (4.7)
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γ = ±
√
jωµσ (4.8)

Através da aplicação de γ em (4.5), veri�ca-se que este somente
pode assumir valores positivos, caso contrário tal equação torna-se com
caráter não físico.

γ = (1 + j)
√
πfµσ (4.9)

Sendo que γ é de�nido como coe�ciente de propagação de onda,
formado pelo coe�ciente de atenuação, α, e pelo coe�ciente de fase, β,
os quais são equivalentes em módulo, (4.11).

γ =
√
πfµσ + j

√
πfµσ = α+ jβ (4.10)

α = β =
√
πfµσ (4.11)

O equacionamento apresentado para o campo magnético pode,
de maneria idêntica, ser aplicado para o campo elétrico.

Ex = Emsxe
−γz (4.12)

Escrevendo-se a Equação (4.12) na forma temporal, através da
identidade de Euler, chega-se em:

Ex = Emsx

(
e−
√
πfµσz

) [
cos
(
ωt−

√
πfµσz

)]
(4.13)

E, para o campo magnético e densidade de corrente, tem-se:

Hy = Hmsy

(
e−
√
πfµσz

) [
cos
(
ωt−

√
πfµσz

)]
(4.14)

Jx = σEmsx

(
e−
√
πfµσz

) [
cos
(
ωt−

√
πfµσz

)]
(4.15)

4.2 ESPESSURADE PENETRAÇÃODE CAMPO E COMPRIMENTO
DE ONDA

Quando se trata de análise de difusão de campo em meio con-
dutor, um dado sumamente importante é a espessura de penetração de
campo, pois este dado pode ajudar a de�nir o melhor método numérico
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ou analítico para ser utilizado na modelagem. Segundo (BASTOS, 2004),
a espessura de penetração é a profundidade na qual a onda eletromag-
nética pode penetrar em determinado meio, dado por δ , equivalendo
ao ponto no qual o expoente que rege a amplitude da Equação (4.5),
γz, torna-se unitário. Ou seja,√

πfµσz = 1 (4.16)

Isto signi�ca dizer que na espessura de penetração, δ, os valo-
res de campos estarão atenuados para 36.78% do valor na superfície,
conforme a (4.17). Na Figura 16, além da espessura de penetração,
são apresentadas as formas de onda no interior do material condutor,
aplicando-se na (4.14) 4 instantes diferentes.

Figura 16 � Espessura de penetração de campo - Atenuação de onda
internamente à placa

Hy

Hmsy
= e−1 = 0.3678 (4.17)

A partir da Equação (4.16), pode-se obter o valor desta espessura
de penetração.
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δ =
1√
πfµσ

=
1√
ωµσ
2

=

√
2

ωµσ
(4.18)

A constante de propagação de onda e o comprimento de onda
podem ser expressas através da espessura de penetração de campo,
como segue:

γ =
(1 + j)

δ
(4.19)

λ = 2πδ (4.20)

Analisando-se a relação entre a amplitude da onda eletromagné-
tica em um meio condutor em z = λ/2, veri�ca-se que a amplitude da
onda está atenuada à 0,043 pu do valor na superfície. Este fato permite
considerar que na espessura z = λ/2 as re�exões internas já podem ser
desconsideradas. Ou seja, um domínio com espessura maior que λ/2
pode ser considerado como semi-in�nito. Na Tabela 1, apresentam-se
os valores de espessura de penetração de campo e meio comprimento
de onda, para os materiais condutores mais utilizados na fabricação de
transformadores, para a frequência de 60Hz.

Tabela 1 � Espessura de penetração e meio comprimento de onda

Material δ[mm] λ/2[mm]

Cobre 9,69 30,43
Alumínio 11,27 35,42

Aço baixo carbono saturado 1,41 4,42
Aço baixo carbono - máx, Perm 0,99 3,12

Aço inox 57,66 181,13

A tabela acima demonstra que, por exemplo, para aço baixo
carbono, somente pode-se utilizar equacionamentos que partam da pre-
missa d > λ/2, quando a espessura da placa for maior que aproxima-
damente 3mm. Este é um dado de suma importância, pois muitos
equacionamentos consideram a condição de plano semi-in�nito e, a in-
formação acima apresentada de�ne se esta condição é satisfeita ou não.
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4.3 IMPEDÂNCIA ELÉTRICA DE SUPERFÍCIE

A relação entre os campos elétrico e magnético é conhecida como
impedância intrínseca de um dado meio, dada pela Equação (4.21).

η =
Ex
Hy

(4.21)

Analisando-se a unidade da relação entre o elétrico e o campo
magnético, chega-se a conclusão que a unidade é Ohm (Ω), unidade de
impedância elétrica.

Ex
Hy

=
V
m
A
m

=
V

A
= Ω (4.22)

Esta impedância depende das propriedades do domínio, dielé-
trico ou condutivo, e pode ser expressa pela Equação (4.23), que re-
sulta em um número complexo, podendo-se ser expresso por módulo e
ângulo:

η =

√
jωµ

σ + jωε
= |η| 6 θη = |η| ejθη (4.23)

Para um domínio bom condutor, onde a relação σ >> ωε seja
satisfeita, a impedância intrínseca é dada pela Equação (4.24)

η =

√
jωµ

σ
= |η| 6 π/4 = |η| ejπ/4 (4.24)

A Equação (4.23) também pode ser aplicada em meios não con-
dutores (σ = 0), como o vácuo por exemplo.

η =

√
µ0

ε0
=

√
4π10−7

1
36π10−9

= 376,99Ω (4.25)

Conforme visto anteriormente, para obter a impedância em um
meio qualquer, necessita-se obter a relação entre os campos H e E.
Para tal, parte-se de (2.2), que pode ser reescrita na forma abaixo.

∇×E = −µ∂H
∂t

(4.26)

Porém, considerando-se que os campos H e E somente possuem
componentes em y e x, respectivamente, a (4.26) pode ser apresentada,
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em regime harmônico, como:

∂Ex
∂z

= jωµHy (4.27)

Aplicando-se a derivada da Equação (4.12), que é o lado esquerdo
de (4.27), pode-se chegar à relação entre Ex e Hy, dado na Equação
(4.28).

η =
Ex
Hy

= (1 + j)

√
ωµ

2σ
= (1 + j)

1

σδ
(4.28)

Considerando-se uma placa condutora não linear magneticamente,
a permeabilidade magnética não será constante ao longo do eixo z,
sugerindo-se a utilização de uma permeabilidade magnética super�cial
(µs), já que o campo somente penetra até uma determinada espessura
δ.

η = (1 + j)

√
ωµs
2σ

(4.29)

4.4 ANÁLISE DOS VALORES DE IMPEDÂNCIA PARA MATERI-
AIS UTILIZADOS EM TRANSFORMADORES

Conforme anteriormente mencionado, uma onda se propagando
ao longo do eixo z de uma placa condutora com espessura menor que
λ/2, ao atingir uma das interfaces (z = 0 ou z =espessura), tem uma
parte re�etida proporcional ao coe�ciente de re�exão Γ e uma parte
transmitida, que por sua vez, é proporcional ao coe�ciente de transmis-
são τ . Tais coe�cientes são obtidos através dos valores de impedância
intrínseca dos materiais que formam a interface.

Γ =
η2 − η1
η2 + η1

(4.30)

τ = 1 + Γ (4.31)

Na Tabela 2, são apresentados os valores de impedância para
alguns materiais utilizados na construção de transformadores, porém a
impedância do vácuo foi adicionada nesta tabela apenas como valor de
referência. Tais dados são obtidos através do módulo da (4.29).



60

Tabela 2 � Impedâncias para materiais utilizados em transformadores
e no vácuo

Material Impedância [Ω]

Vácuo 3,77E+02
Óleo mineral 2,54E+02

Aço baixo carbono saturado 1,67E-04
Aço baixo carbono - máx, Perm 2,36E-04

Aço inox 1,37E-05
Cobre 2,29E-06

Alumínio 2,67E-06

A Figura 18 exempli�ca a diferença na distribuição de campo
internamente à placa condutora, causada pelas diferentes impedâncias
dos materiais que formam as interfaces (Γ1 e Γ2) apresentadas na Fi-
gura 17. Para efeito de comparação, esta análise considera o valor de
campo unitário na superfície da placa.

Figura 17 � Placa condutora com blindagem
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Figura 18 � Comparação da distribuição de campo interna a placa con-
dutora (aço carbono) com e sem blindagem de cobre

4.5 IMPEDÂNCIA MAGNÉTICA DE SUPERFÍCIE

Com o intuito de obter a impedância magnética de superfície,
considera-se que somente existe a componente Hy do campo magnético
e que se propaga ao longo do eixo z, conforme a Figura 19.
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Figura 19 � Distribuição de campo magnético

Considerando-se que o �uxo magnético, por unidade de profun-
didade em x, que circula por esta região é dado pela Equação (4.32),
pode-se estabelecer a relação entre �uxo e campo magnético, que resulta
na relutância magnética complexa, ou impedância magnética, dada na
Equação (4.35).

ϕmsy =

∞∫
0

Bydz = µ

∞∫
0

Hydz = µ

∞∫
0

Hmsye
−γzdz (4.32)

ϕmsy = µHmsy

∞∫
0

e−γzdz =
δµ

(1 + j)
Hmsy (4.33)

Hmsy

ϕmsy
=

(1 + j)

δµ
(4.34)

< = Re (<) + j Im (<) =
(1 + j)

δµ
(4.35)

Onde,

1

δµ
=

1√
2µ
ωσ

=

√
ωσ

2µ
(4.36)
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4.6 CÁLCULO DE PERDAS ATRAVÉS DO VETOR DE POYN-
TING

Tendo em vista o foco deste trabalho, que é a modelagem de
perdas em materiais condutores, torna-se necessário uma abordagem
a respeito da transferência de energia, através do vetor de Poynting.
O teorema de Poynting diz que "a potência líquida saindo através da
superfície de um dado volume é igual à taxa temporal de decremento
na energia armazenada em campos elétricos e magnéticos dentro deste
volume v, menos as perdas por condução", o que é, matemática e �si-
camente, expresso na Equação (4.37).∫

s

(E×H) · ds = −
∫
v

σE2dv − ∂

∂t

∫
v

(ε
2
E2 +

µ

2
H2
)
dv (4.37)

Tendo-se a de�nição do vetor de Poynting, necessita-se veri�car
o equacionamento para a obtenção do valor médio de perdas em uma
dada região. Tendo-se o Vetor de Poynting instantâneo S(z,t), o seu
valor médio em um período é dado por:

Sav (z) =
1

T

T∫
0

S (z,t) (4.38)

O comportamento temporal dos campos elétrico e magnético é
dado pelas equações (4.13) e (4.14), reescritos em (4.39) e (4.40).

Ex = Emsx
(
e−

z
δ

) [
cos
(
ωt− z

δ

)]
(4.39)

Hy = Hmsy

(
e−

z
δ

) [
cos
(
ωt− z

δ

)]
(4.40)

O campo magnético Hy pode ser apresentado em função do
campo elétrico Ex, através da impedância intrínseca.

Hy =
Emsx

(1 + j) 1
σδ

(
e−

z
δ

) [
cos
(
ωt− z

δ

)]
(4.41)

Hy =
Emsx√

2
σδ
(
e−

z
δ

) [
cos
(
ωt− z

δ
− π

4

)]
(4.42)
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Desta forma, tem-se o vetor de Poynting instantâneo:

S (z,t) =
1√
2
σδEmsx

2e−
2z
δ

[
cos
(
ωt− z

δ

)
cos
(
ωt− z

δ
− π

4

)]
(4.43)

Que, através de simpli�cações trigonométricas, reduz-se a:

S (z,t) = σδEmsx
2e−

2z
δ

1

2
√

2

[
cos
(π

4

)
+ cos

(
2ωt− 2

z

δ
− π

4

)]
(4.44)

Sendo que seu valor médio é dado pela Equação (4.45).

S (z) =

√
2

4
σδEmsx

2e−
2z
δ (4.45)

Utilizando-se o conceito de impedância:

η =
Ex
Hy

=
(1 + j)

σδ
(4.46)

A Equação (4.45) torna-se em função do campo magnético,

S (z) =
1

2

Hmsy
2

σδ
e−

2z
δ (4.47)

S (z) =
1

2

Hmsy
2√

2σ
ωµ

e−
2z
δ (4.48)

Que resulta em uma equação para o cálculo de perdas em função
do campo magnético.

S =
1

2

√
ωµ

2σ
Hmsy

2e−
2z
δ (4.49)

Comparando esta equação de perdas com as equações de campo,
percebe-se que a distribuição de perdas é atenuada duas vezes mais
rápido que o campo. Considerando-se este fato, para materiais onde
a espessura é maior que λ/2 (ver Tabela 2), é razoável a�rmar que as
perdas se concentram na superfície da região condutora, z = 0 (TU-
ROWSKI, 1993). Assim, a variação do valor das perdas ao longo de z
(e−

2z
δ ) é desprezada e a Equação (4.49) torna-se:

S =
1

2

√
ωµ

2σ
Hmsy

2 (4.50)
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Esta equação fornece a informação da quantidade de perdas por
unidade de área, podendo-se então apresentar a equação que fornece a
quantidade de perdas ao longo de uma superfície S, dada por:

P =
1

2

√
ωµ

2σ

∫∫
S

Hmsy
2ds (4.51)

Resolvendo o circuito magnético com impedâncias magnéticas,
calcula-se o valor de campo magnético em cada impedância e, conse-
quentemente, o valor de perdas em cada uma delas. Faz-se importante
mencionar que este equacionamento parte da premissa que o material
é magneticamente linear. A caracterização de perdas em materiais não
lineares através deste equacionamento vem sendo a razão de pesqui-
sas atuais, apesar de haver uma razoável aproximação estabelecida por
(TUROWSKI et al., 2001), que é apresentada no próximo capítulo.
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5 CONSIDERAÇÕES PARA O CÁLCULO
RELUTÂNCIAS E PERDAS PARA DIFERENTES
MATERIAIS CONDUTORES

Na modelagem eletromagnética de equipamentos elétricos, pode-
se deparar com a necessidade de análises tanto em regiões não condu-
toras quanto em regiões condutoras, principalmente se tratando de mo-
delagem de perdas em partes estruturais de transformadores e reatores.

De posse dos equacionamentos apresentados nas Seções 4.5 e 4.6,
neste Capítulo são apresentadas algumas particularidades inerentes a
aplicação destes equacionamentos em materiais magnéticos e conduto-
res que compõem os equipamentos acima citados.

Para exempli�car os diferentes materiais condutores e magnéti-
cos utilizados, a Figura 20 apresenta algumas partes do modelo de um
transformador, sendo que cada parte pode ser fabricada utilizando os
materiais citados abaixo.

• Tanque: aço carbono ou aço inox;

• Núcleo magnético: aço silício de grão orientado (GO);

• Enrolamentos: cobre ou alumínio;

• Blindagens: aço silício, cobre ou alumínio.

Cada um destes materiais possui determinadas caraterísticas ele-
tromagnéticas que devem ser conhecidas a "priori", com razoável nível
de precisão.
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Figura 20 � Blindagens magnéticas

5.1 IMPEDÂNCIASMAGNÉTICAS PARAMATERIAIS EMPREGA-
DOS EM TRANSFORMADORES

Nas seções a seguir serão apresentadas algumas particularidades
inerentes ao cálculo das impedâncias magnéticas para modelagem de
transformadores e reatores.

5.1.1 A não linearidade do aço carbono

Para se ter con�abilidade nos resultados obtidos através da mo-
delagem de materiais não lineares, por exemplo, o aço carbono e o aço
silício, necessita-se obter as características magnéticas destes materiais
com maior con�abilidade, pois estas características impactam direta-
mente nos resultados obtidos através de modelos matemáticos. Existe
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uma grande variação destas características, já que tais propriedades
se alteram de acordo com a composição química e condições metalúr-
gicas destes aços, sugerindo-se que os fabricantes de transformadores
possuam tais dados atualizados.

Há uma gama de aços que podem ser utilizados com o mesmo
propósito de suportar mecanicamente determinada estrutura. Cada
tipo de aço contido nesta gama é tratado como aço estrutural, porém
suas propriedades elétricas e magnéticas podem se alterar signi�cativa-
mente. Há poucas referencias com as propriedades elétricos e magné-
ticos destes aços e, comparando-se os dados de diferentes referências,
percebe-se que os valores não coincidem. Este fato pode implicar em
modelagens com resultados pouco precisos.

Em (TUROWSKI, 1993), o autor apresenta uma curva com a ca-
racterística magnética para aço carbono estrutural, representada neste
trabalho pela Figura 21

Figura 21 � Curva BH para aço carbono

5.1.2 Impedância magnética para aço carbono e aço inox

Estudos teóricos experimentais mostram que para campos fortes
(H > Hsat) a permeabilidade varia ao longo de z e esta variação deve
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ser considerada para se obter precisão nos resultados.(TUROWSKI, 1993)

Em (TUROWSKI, 1993) a não linearidade é levada em considera-
ção no modelo através de dois coe�cientes a1 e a2 utilizados no cálculo
da impedância magnética.

<m = a1 Re (<) + a2j Im (<) (5.1)

Segundo o autor, estes coe�cientes são obtidos empiricamente.
Sendo que para o aço carbono, cuja curva BH é apresentada na Fi-
gura 21 e possui um campo magnético de saturação Hsat = 500A/m,
para campos fortes a1 e a2 valem 0,37

√
2 e 0,61

√
2, respectivamente.

Porém, para campos fracos, valem a1 = a2 =
√

2, da mesma forma que
para aço inox, mas neste caso independentemente do valor do campo.

5.1.3 Impedância magnética para blindagens de cobre ou alu-
mínio

As blindagens devem ser consideradas na modelagem proposta
neste trabalho, através de relutâncias ou impedâncias magnéticas que
considerem seus efeitos. Abaixo, são apresentadas maneiras de conside-
rar tais relutâncias e calcular as perdas nas partes acima mencionadas.

Conforme mencionado anteriormente, o tanque do transforma-
dor pode ter regiões cobertas por blindagens de cobre ou alumínio, que
são materiais não magnéticos. Neste caso, necessita-se calcular a im-
pedância magnética destas regiões, conforme (SYKULSKI, 1995, p.158).
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Figura 22 � Blindagem eletromagnética de material não magnético

<2 =
γ2γ3senh

[
γ2d

(
1 + γ2d

√
µ3σ2

µ2σ3

)]
µ0γ3

(
1 + γ2d

√
µ3σ2

µ2σ3

)
[cosh (γ2d)− 1] + µwγ2senh (γ2d)

(5.2)

5.1.4 Impedância magnética para Aço silício - núcleo e blin-
dagem magnética

Em casos onde o campo magnético é perpendicularmente ao ma-
terial magnético, aço silício neste caso, o cálculo da impedância mag-
nética se dá da mesma forma que para aço carbono (Equação (5.1)),
salvo que a1 = a2 = 0,55

√
2. (LOPEZ-FERNANDEZ et al., 2007)

Para considerar o material magnético apenas como um tubo de
�uxo, toma-se uma relutância magnética de acordo com a permeabi-
lidade magnética do material ou como uma aproximação inicial, um
curto-circuito magnético (< = 0 ).(SYKULSKI, 1995)

5.2 PERDAS EM MATERIAIS MAGNÉTICOS/CONDUTORES

A Equação de Turowski (TUROWSKI, 1993, p.193) para o cálculo
de perdas é uma aproximação que visa considerar os efeitos da não
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linearidade magnética do material e, devido ao fator k (d), pode ser
aplicada em condições diferentes de d > λ/2 e em diferentes condições
de contorno em relação ao campo magnético externo (TUROWSKI, 1993)
(KULKARNI S; KHAPARDE S, 2004).

P = k (d)
ap

2

√
ωµ0

2σ

∫∫
S

√
µrHmsy

2ds (5.3)

Onde ap é o coe�ciente para linearização da variação da permea-
bilidade na região interior do material que, para campos fortes vale 1,4
e para campos fracos vale 1 (TUROWSKI, 1993, p.71). Em (TUROWSKI,
1993, p.316) é apresentada uma aproximação para

√
µrHmsy

2.

√
µrHmsy

2 = C1Hmsy + C2Hmsy
2 (5.4)

Onde C1 e C2 devem ser obtidos para cada material.
Tendo-se em vista uma placa metálica imersa em um campo mag-

nético, são possíveis 3 condições de contorno para a equação de Poisson,
considerando-se o campo magnético nas superfícies, ver Figura 23. Para
considerar estes efeitos, introduz-se o fator k(d), veri�cado na equação
para perdas (5.3).

Figura 23 � Distribuições de campo magnético

Abaixo são apresentadas as equações para k(d) para as condições
apresentadas na Figura 23.
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k (d) =
senh (2d/δ) + sen (2d/δ)

cosh (2d/δ)− cos (2d/δ)
(5.5)

k (d) = 2
senh (d/δ)− sen (d/δ)

cosh (d/δ) + cos (d/δ)
(5.6)

k (d) = 2
senh (d/δ) + sen (d/δ)

cosh (d/δ)− cos (d/δ)
(5.7)

No Apêndice A é apresentada a dedução matemática para o fa-
tor k(d) dado em (5.5). Na Figura 24 é apresentado um grá�co que
representa as equações acima, para um dado material com condutivi-
dade σ = 4,7 MS/m e pemeabilidade relativa µr = 700. Veri�ca-se que
dependendo do sinal ou da existência do campo magnético nas faces
da placa condutora o valor de perdas aumenta ou diminui considera-
velmente em função da espessura desta placa.

A Figura 25 apresenta uma ampliação da região de interesse da
Figura 24.

Figura 24 � Fatores k(d)
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Figura 25 � Fatores k(d)- Detalhe
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6 DESCRIÇÃO DA ROTINA COMPUTACIONAL
DESENVOLVIDA

Dados os conceitos expostos nos capítulos anteriores, apresentam-
se aqui as rotinas computacionais desenvolvidas neste trabalho a �m
resolver os circuitos magnéticos que modelam os equipamentos mencio-
nados neste trabalho. Na Figura 26 é apresentado o �uxograma destas
rotinas, as quais compõem o programa WTRNM.

Normalmente, o conjunto de rotinas que compõem um programa
de simulação é dividido em pré-processamento, processamento e pós-
processamento. No entanto, as rotinas elaboradas durante este traba-
lho são de processamento e pós-processamento, pois estas necessitam
de rotinas auxiliares que gerem uma lista de dados contendo as caracte-
rísticas geométricas, conexões e os materiais das relutâncias, no bloco
"Leitura dos dados externos". No pós-processamento, bloco "Cálculo
de campos e forças", calculam-se os campos e as forças, que são dispo-
nibilizados em arquivos em formato .txt, o que também requer rotinas
auxiliares para ler e disponibilizar estes dados ao usuário. Consequente-
mente, o restante dos blocos são utilizados para montagem e resolução
do circuito magnético, aqui chamado de processamento.

Como veri�cação das conexões do circuito, obtém-se o somatório
de cada coluna da matriz de incidência nodal e, caso haja algum soma-
tório não nulo, o usuário é advertido e o programa é encerrado. O que
também acontece caso a resolução do sistema linear, através do Método
de Gauss com pivoteamento parcial, não atinja o nível especi�cado de
erro.

Essas rotinas são desenvolvidas em linguagem de programação
C# 3.0, através do ".NET Framework 3.5" . (SHARP, 2008)
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Figura 26 � Fluxograma

6.1 ROTINAS DE TESTES

Tendo-se em vista que as rotinas computacionais foram total-
mente desenvolvidas durante a elaboração deste trabalho, surge a ne-
cessidade de um �uxo de testes para os códigos, que é apresentado na
Figura 27.

Para validação das rotinas envolvidas, os resultados obtidos são
comparados com aqueles fornecidos por um programa já consolidado,
o Reluctool (ROMAIN, 2007). Neste programa, é analisado um circuito
magnético genérico, com 17 relutâncias, 4 fontes e 12 nós, conforme
apresentado na Figura 28. É importante mencionar que este circuito
não possui analogia com nenhum modelo físico, pois o objetivo nesta
seção é somente validar as rotinas desenvolvidas, através de um exemplo
simples.
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Figura 27 � Fluxo de testes para programa WTRNM

Figura 28 � Circuito de teste

Para a resolução do circuito acima apresentado, o primeiro passo
é de�nir as dimensões e a permeabilidade relativa das relutâncias do
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circuito, dadas na Tabela 3.

Tabela 3 � Dimensões e permeabilidade relativa das relutâncias

Relutância D0 D1 D2 Perm. Relativa (µr)

1 0,001 0,002 0,003 1
2 0,005 0,006 0,007 2
3 0,009 0,01 0,011 3
4 0,013 0,014 0,015 4
5 0,017 0,018 0,019 5
6 0,021 0,022 0,023 6
7 0,025 0,026 0,027 7
8 0,029 0,03 0,031 8
9 0,033 0,034 0,035 9
10 0,037 0,038 0,039 10
11 0,041 0,042 0,043 11
12 0,045 0,046 0,047 12
13 0,049 0,05 0,051 13
14 0,053 0,054 0,055 14
15 0,057 0,058 0,059 15
16 0,061 0,062 0,063 16
17 0,065 0,066 0,067 17

O circuito apresentado na Figura 28 é resolvido através dos pro-
gramas MathCad, Reluctool e WTRNM, sendo que os valores de �uxo
magnético são apresentados na Tabela 4 e a comparação percentual é
dada na Tabela 5.
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Tabela 4 � Comparação dos valores de �uxo magnético

Relutância
Fluxo magnético [Wb]

WTRNM Reluctool MathCad
1 -1,09E-07 -1,09E-07 -1,09E-07
2 -1,41E-06 -1,41E-06 -1,41E-06
3 1,09E-07 1,09E-07 1,09E-07
4 1,30E-06 1,30E-06 1,30E-06
5 -1,41E-06 -1,41E-06 -1,41E-06
6 1,59E-04 1,59E-04 1,59E-04
7 1,99E-04 1,99E-04 1,99E-04
8 -1,58E-04 -1,58E-04 -1,58E-04
9 -3,95E-05 -3,95E-05 -3,95E-05
10 1,98E-04 1,98E-04 1,98E-04
11 3,59E-04 3,59E-04 3,59E-04
12 4,23E-04 4,23E-04 4,23E-04
13 2,01E-04 2,01E-04 2,01E-04
14 2,41E-05 2,41E-05 2,41E-05
15 -2,25E-04 -2,25E-04 -2,25E-04
16 2,01E-04 2,01E-04 2,01E-04
17 2,25E-04 2,25E-04 2,25E-04
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Tabela 5 � Erro[%] em relação à outros programas

Relutância
Erro [%]

WTRNM / WTRNM /
Reluctool MathCad

1 -3,66E-12 8,78E-10
2 -7,11E-13 -3,21E-09
3 6,44E-11 9,46E-10
4 -7,77E-13 2,99E-10
5 -7,11E-13 -3,21E-09
6 -6,22E-13 -2,81E-09
7 0,00E+00 1,47E-09
8 -6,44E-13 1,45E-09
9* -2,44E-13 9,85E-10
10 0,00E+00 2,36E-09
11 -2,66E-13 -2,42E-10
12 0,00E+00 6,71E-10
13 -5,11E-13 -1,57E-09
14 0,00E+00 1,29E-09
15 -4,44E-13 -8,22E-10
16 -5,11E-13 -1,57E-09
17 0,00E+00 -8,21E-10

Neste ponto tem-se o programa testado e com resultados coeren-
tes para materiais não condutores, nos quais as relutâncias são reais.
Todavia, necessita-se ainda validar o programa WTRNM para aplica-
ções nas quais existam impedâncias magnéticas inseridas no circuito.
Para tal, alteram-se algumas relutâncias para impedâncias, nos progra-
mas MathCad e WTRNM. Tais impedâncias são calculadas a partir da
Equação (5.1) e os novos valores de �uxo magnético nestas relutâncias
e impedâncias são apresentados na Tabela 6.
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Tabela 6 � Comparação dos valores de �uxo magnético

Relutância
|Fluxo magnético| [Wb] Erro

WTRNM MathCad
WTRNM/
MathCad

1 5,03E-06 5,03E-06 -8,31E-10
2 2,80E-07 2,80E-07 1,72E-09
3 5,03E-06 5,03E-06 -7,83E-10
4 5,11E-06 5,11E-06 -8,71E-10
5 2,80E-07 2,80E-07 1,71E-09
6 2,00E-04 2,00E-04 -1,58E-09
7 2,11E-04 2,11E-04 -1,94E-09
8 2,05E-04 2,05E-04 1,76E-09
9 1,50E-05 1,50E-05 2,77E-10
10 2,11E-04 2,11E-04 -2,07E-09
11 4,10E-04 4,10E-04 -5,92E-10
12 4,30E-04 4,30E-04 3,25E-10
13 2,08E-04 2,08E-04 3,88E-10
14 1,71E-05 1,71E-05 -2,92E-09
15 2,25E-04 2,25E-04 1,96E-09
16 2,08E-04 2,08E-04 3,88E-10
17 2,25E-04 2,25E-04 1,00E+02

Através dos dados acima apresentados, veri�ca-se que as rotinas
apresentam resultados con�áveis, tanto para sistemas reais como com-
plexos. Desta forma, parte-se para modelagens 2D e 3D, as quais serão
utilizadas para veri�car as rotinas de uma forma global.
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7 MODELAGEM DE TRANSFORMADORES E
REATOR

A distribuição de campo ao longo do domínio interno de transfor-
madores é tão mais complexa quanto são a geometria e as propriedades
físicas dos materiais utilizados no equipamento. Abaixo, na Figura 29,
apresenta-se a distribuição de campo magnético na superfície interna
do tanque de um transformador de potência.

Figura 29 � Distribuição de campo magnético internamente ao tanque

Normalmente, na modelagem de transformadores, considera-se o
tanque apenas como uma condição de contorno que considere sua per-
meabilidade relativa como in�nita (Neumann). No entanto, sabe-se a
priori que os materiais utilizados para este �m possuem permeabilidade
relativa na casa das centenas, conforme a Figura 21.

Outro fator importante é o efeito de reação de campo magné-
tico gerado pelas correntes induzidas no tanque e/ou nas blindagens
eletromagnéticas.
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Desta forma, duas análises bidimensionais planares de uma fase
do transformador são elaboradas. A primeira delas considera o tanque
não condutor, sendo elaborada em regime estático. A segunda, para
veri�car os valores de perdas no tanque e o efeito mencionado no pa-
rágrafo acima, considera o tanque condutor e é realizada em regime
dinâmico harmônico.

Para validar as rotinas computacionais desenvolvidas durante
este trabalho, estas análises também são elaboradas através do MEF.
Assim os resultados obtidos com os dois métodos são comparados.

7.1 MODELO 2D DE TRANSFORMADOR

7.1.1 Modelo de rede de relutâncias

O modelo de rede de relutâncias desenvolvido para esta mode-
lagem está baseado no modelo bidimensional apresentado em (KAZMI-

ERSKI et al., 1984).
Conforme apresentado na Figura 30, o modelo contém: relutân-

cias magnéticas para região do núcleo magnético e região de ar, relu-
tâncias para o tanque que, no caso da análise harmônica, tornam-se
impedâncias magnéticas e fontes de Fmm dispostas na região entre en-
rolamentos. A Figura 31 apresenta um detalhe da Figura 30, tornando-
se mais visível a numeração dos nós, bem como os itens acima citados.
O modelo de rede de relutâncias é composto por 607 relutâncias e 300
nós, tanto para a análise estática quanto para a análise dinâmica, o que
resulta na resolução de um sistema linear com dimensões 300 x 300.
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Figura 30 � Modelo bidimensional do transformador - a) geometria b)
rede de relutâncias
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Figura 31 � Detalhe da rede de relutâncias

Faz-se importante mencionar que as relutâncias são obtidas atra-
vés dos dados de entrada referentes à geometria do transformador, for-
necidos pelo usuário através de uma planilha Excel, conforme apresen-
tado abaixo.

Figura 32 � Planilha para entrada de dados

Conforme acima mencionado, as análises também são elaboradas
através do MEF. A malha utilizada para ambas as simulações, estática
e dinâmica harmônica, é apresentada na Figura 33.
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Figura 33 � Malha 2D gerada no FEMM

7.1.2 Modelagem magnetostática

A Figura 34 apresenta a linhas equipotenciais de potencial vetor
magnético, conhecidas como linhas de �uxo magnético, obtidas através
do pacote computacional FEMM (MEEKER, 2010). As linhas verticais
em cor vermelha representam os conjuntos de pontos nos quais foi ob-
tido a indução magnética. Valores tais apresentados nas Figuras 35 e
36.
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Figura 34 � Linhas de �uxo magnético análise para magnetostática
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Figura 35 � Indução magnética ao longo da linha 1 - análise magnetos-
tática

Figura 36 � Indução magnética ao longo da linha 2 - análise magnetos-
tática
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7.1.3 Modelagem harmônica

Esta análise tem como objetivo, além de comparar os resulta-
dos entre os métodos, veri�car a in�uência do tanque, sendo consi-
derado como material magnético e condutor, na distribuição interna
de campo magnético. Para isto, elabora-se uma análise através do
programa FEMM, considerando-se a mesma geometria apresentada na
seção anterior.

Nesta análise, faz-se necessária uma malha su�cientemente re-
�nada na região interna ao tanque, com o objetivo de modelar cor-
retamente o efeito de penetração de campo no material condutor. A
Figura 37 apresenta em a) a distribuição das linhas de �uxo magnético
e em b) a distribuição de campo magnético internamente ao tanque,
bem como a malha necessária para considerar este efeito corretamente.
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Figura 37 � a) Linhas de �uxo magnético análise para magnetodinâmica
b) Detalhe da malha e campo magnético ao longo da espessura do
tanque

A Figura 38 apresenta a comparação entre os resultados obtidos
através dos dois métodos, para a distribuição de indução magnética ao
longo da linha 1. Já a Figura 39 apresenta a comparação a indução
magnética ao longo da linha 2.
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Figura 38 � Indução magnética ao longo da linha 1 - análise magneto-
dinâmica

Figura 39 � Indução magnética ao longo da linha 2 - análise magneto-
dinâmica

A Figura 40 apresenta a comparação para o campo magnético
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tangente à linha 3, na superfície interna do tanque.

Figura 40 � Campo magnético ao longo da linha 3 - análise magneto-
dinâmica

De posse do campo magnético na superfície de uma placa metá-
lica, o tanque do transformador, pode-se obter a distribuição do campo
magnético na região interna desta placa, aplicando-se o valor de campo
calculado para a superfície da placa na Equação (4.12), porém para
campo magnético. A comparação entre o cálculo analítico e o MEF
está apresentada na Figura 41, abaixo.



94

Figura 41 � Campo magnético no interior da parede do tanque

Para calcular forças de curto-circuito e perdas nos condutores dos
enrolamentos, é necessária uma análise da distribuição de indução mag-
nética na região interna do transformador. Normalmente, esta análise
é elaborada em regime estático, que não considera os efeitos de difusão
de campos no tanque. Entretanto, para veri�car de forma quantitativa
o efeito deste fenômeno, apresenta-se a Figura 42, contendo os resul-
tados de indução magnética normal à linha apresentada na Figura 34,
para as formulações em regimes estático e dinâmico, através do método
RNM.
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Figura 42 � Indução magnética ao longo da linha 1 - análises magne-
tostática e magnetodinâmica

Através da Figura 42, veri�ca-se que modelar a distribuição de
indução magnética em regime estático pode conduzir a resultados me-
nos precisos.

A�m de comparar os valores de perdas no tanque, elaboram-se
5 análises, modi�cando-se as características do tanque, como segue:

• MEF não linear: curva BH dada na Figura 21 e σ = 4.5MS/m.

• MEF linear: µr = 700 e σ = 4.5MS/m;

• MEF linear com fator 1.4: µr = 700 e σ = 4.5MS/m, multiplicando-
se o valor das perdas por 1.4;

• RNM com fator 1.4: Equação (5.3), com µr = 700, σ = 4.5MS/m,
ap = 1.4 (campos fortes) e k(d) = 1;

• RNM: Equação (5.3), com µr = 700, σ = 4.5MS/m, ap = 1
(campos fracos) e k(d) = 1;

Os resultados de perdas e a comparação entre eles são apresen-
tados na Tabela 7. Mesmo sendo veri�cada pouca diferença entre os
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resultados obtidos com o MEF, utiliza-se da simulação não linear como
base de comparação, pois este deve ser o mais próximo da realidade.
Veri�cando-se os resultados obtidos com o RNM, conclui-se que fator
ap = 1,4 é relevante, uma vez que os valores de campo magnético apre-
sentados na Figura 40 são todos maiores que 500 A/m.

Tabela 7 � Perdas no tanque

Método Perdas [W] Diferença [%]

MEF não linear 10950 -
MEF linear 10313,7 -6%

MEF linear c/ fator ap = 1,4 14437,78 32%
RNM com fator ap = 1,4 11790,58 8%

RNM 8421,84 -23 %

7.2 MODELO 3D DE REATOR COM NÚCLEO DE AR

Nesta seção elabora-se uma modelagem de um reator com nú-
cleo de ar, através do Método RNM. Para comparação dos resultados,
este modelo também é simulado através do MEF 3D, em um pacote
comercial (ANSYS, 2010).

Na Figura 43 é apresentada a geometria do reator em análise.
Tal reator é composto por dois enrolamentos, conectados de

forma que o �uxo magnético gerado por cada um deles tenha sinal
oposto, fazendo com que ocorra uma circulação de �uxo entre os enro-
lamentos, conforme apresentado na Figura 44.
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Figura 43 � Geometria do reator

Figura 44 � Con�guração de campo magnético entre enrolamentos - a)
vista isométrica b) vista lateral

Como o objetivo �nal desta simulação é obter o valor de forças
entre os dois enrolamentos, de�ne-se como variável de análise a indução
magnética entre os dois enrolamentos. Ou seja, a indução magnética
normal ao plano representado na cor verde, Figura 45.
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Figura 45 � Plano entre os dois enrolamentos para obtenção da indução
magnética normal

7.2.1 Simulações com o RNM

Para elaborar a análise da geometria apresentada na Figura 43,
com distribuição de �uxo magnético conforme a Figura 44, elabora-se
o circuito magnético apresentado na Figura 46. Este circuito é dividido
em camadas, Figura 47, contendo relutâncias magnéticas dispostas da
região dos enrolamentos (1), conectando estas duas regiões (2), co-
nectando estas regiões e o tanque (3) e as relutâncias representando
o tanque (4). Cada camada representa uma fatia da altura total do
modelo, sendo que a conexão entre cada camada forma o circuito mag-
nético completo em 3D. Vale mencionar que a �gura apresenta somente
a metade superior do modelo.
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Figura 46 � Modelo 3D
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Figura 47 � Camada do circuito magnético - a) camada completa b)
detalhe das relutâncias dos enrolamentos

Resolvendo-se o circuito magnético apresentado, calcula-se a in-
dução magnética normal ao plano entre os dois enrolamentos.
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Figura 48 � Resultado obtido com o método RNM

7.2.2 Simulações com o MEF

São elaboradas duas análises utilizando o MEF, variando-se ape-
nas parâmetros de malha em cada uma delas.

7.2.3 Análise com MEF - malha re�nada

Primeiramente, parte-se para uma malha re�nada, com processo
de re�namento adaptativo tanto através da energia total no domínio
bem como a força magnética nos enrolamentos. Estes parâmetros de
re�namento de malha são de�nidos com o objetivo de obter uma solução
com baixo erro e considerá-la como referência de comparação para os
resultados obtidos através do circuito magnético acima apresentado.
A malha gerada é apresentada na Figura 49, podendo-se observar o
re�namento da malha na região entre os dois enrolamentos.
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Figura 49 � Malha re�nada para o MEF

Os resultados obtidos com o MEF 3D para malha acima são apre-
sentados na Figura 50. Veri�ca-se que existe uma divergência entre os
valores obtidos através dos métodos RNM e MEF de aproximadamente
18%.

Figura 50 � Malha re�nada para o MEF
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7.2.4 Análise com MEF - malha primitiva

A priori, sabe-se que a exatidão de qualquer método que de-
penda de qualquer tipo de discretização está diretamente relacionada
com o nível desta discretização. A rede de relutâncias apresentada
na Figura 46 é uma rede primitiva, a qual pode ser melhorada com a
aplicação de métodos de geração de malha tridimensional.

Para veri�car se a divergência veri�cada entre os resultados ob-
tidos na Seção anterior é devido a qualidade da rede de relutâncias,
elabora-se mais uma simulação através do MEF 3D, mas utilizando-se
uma malha também primitiva, como pode ser veri�cado na Figura 51.

Figura 51 � Malha primitiva para o MEF

Os resultados estão apresentados na Figura 52. Veri�ca-se que os
resultados obtidos com o MEF, através desta malha, convergem aos re-
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sultados obtidos com o RNM, com uma diferença de aproximadamente
3%.

Figura 52 � Malha primitiva para o MEF

7.3 MODELAGEM DE ESFORÇOS INTERNOS A ENROLAMEN-
TOS CILÍNDRICOS DE TRANSFORMADORES

Durante a elaboração deste trabalho, apresentou-se a necessidade
de modelar esforços em reatores com núcleo de ar, devido ao fenômeno
de Inrush. Desta forma, nesta seção são apresentados a introdução e
justi�cativa ao tema, o modelo proposto e os resultados, bem como a
comparação com os resultados obtidos com o MEF.

7.3.1 Introdução e justi�cativa

Sabe-se que a corrente de Inrush pode atingir cerca de 8 vezes a
corrente nominal do transformador e que, em geral, estes transitórios
são mais frequentes e mais longos do que curtos-circuitos. As intera-
ções mecânicas e eletromagnéticas inerentes às correntes de Inrush em
transformadores vem sendo estudadas durante anos, devido a possí-
veis falhas causadas por tais esforços. Atualmente, este tema ainda se
encontra em pleno desenvolvimento, como em (CHIESA, 2010).

Entretanto, para modelar os esforços inerentes a estes fenômenos,
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de acordo com a Lei de Laplace, necessita-se anteriormente modelar a
distribuição de indução magnética. Tal modelagem pode ser obtida
através de vários métodos analíticos e numéricos, porém através do
modelo analítico apresentado em (SOLLERGREN, 1978), dado na (7.1),
somente é possível obter a indução magnética no centro do enrolamento
e não no domínio comum aos condutores. Este fato impõe a limitação
de somente ser possível calcular os esforços radiais e, em casos de sur-
tos, tantos as componentes radiais como as axiais são de fundamental
importância, sugerindo-se a necessidade por um método que contemple
ambas componentes.

Com o intuito de obter os esforços em ambos os sentidos, radial
(Fr) e axial (Fz), ao longo da seção do enrolamento, este trabalho visa
apresentar o desenvolvimento de uma rede de relutâncias especí�ca para
a modelagem de enrolamentos com simetria axi-simétrica, o que se dá
através de relutâncias dispostas tanto radialmente como axialmente e
fontes de Ampère-Espira. Com a resolução computacional desta rede,
obtêm-se os valores de �uxo magnético em tais relutâncias e, como
consequência, os valores de indução magnética. A partir daí, podem
ser calculados os valores das forças em ambos os sentidos ao longo da
seção do enrolamento.

7.3.2 Cálculo das forças

Com o mapeamento de distribuição de indução magnética na
forma vetorial ao longo da seção transversal do enrolamento, através
da equação de Lorentz, (2.46), obtém-se as componentes de força mag-
nética Fr e Fz.

Faz-se importante mencionar que este trabalho limita-se ao cál-
culo da distribuição de forças internamente ao enrolamento, não men-
cionando a metodologia para obtenção dos esforços em condutores e
materiais isolantes.

7.3.3 Modelo

Considerando-se a amplitude deste tipo de transitório, pode-se
considerar que a permeabilidade magnética dos materiais magnéticos
envolvidos é muito baixa, próxima da do ar, devido à saturação do
material. Este fato implica em di�culdades ao modelar este fenômeno
através de métodos que impõem condições de contorno Ht = 0, por
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exemplo o Método de Rabins (KULKARNI S; KHAPARDE S, 2004). Tal
fato também possibilita desconsiderar os contornos magnéticos (núcleo
e tanque), simpli�cando consideravelmente o modelo.

No que tange esforços mecânicos, somente o enrolamento energi-
zado é submetido a tais esforços, possibilitando a modelagem somente
deste. Desta forma, o modelo em estudo é um enrolamento cilíndrico
(Figura 54(a)), o qual pode ser modelado através de simetria axissi-
métrica. Tal simetria se dá através da disposição e conexão entre as
relutâncias apresentadas na Figura 54(c).

Figura 53 � Modelos 2D

(a) Enrolamento

(b) Linhas de �uxo magnético (c) Circuito magnético



107

No entanto, o circuito magnético implementado precisa corres-
ponder magneticamente à distribuição de linhas de �uxo magnético
apresentado na Figura 54(b) e, para o mapeamento das componentes
de indução magnética ao longo do domínio, necessita-se de uma rede
de relutâncias dispostas horizontalmente e verticalmente, com o intuito
de obter as componentes Br e Bz. As fontes de Fmm estão dispostas
axialmente, com valores de NI constantes no interior do enrolamento e
variando de NI até 0 na região da seção transversal, Figura 11.

O circuito magnético apresentado em Figura 11 contém 178 relu-
tâncias e 96 nós, sendo resolvido em menos de 0,5s. Quanto ao modelo
MEF, mesmo contendo cerca de 17000 elementos também é resolvido
rapidamente, em cerca de 5s. Mesmo tratando-se de baixos tempos
de simulação, as dimensões dos sistemas matriciais deve ser levada em
consideração.

7.3.4 Resultados

Partindo-se do modelo mais simples, pode-se obter a indução
magnética no centro do enrolamento através de uma aproximação ana-
lítica, dada na Equação (7.1)(SOLLERGREN, 1978). Avaliando-se tal
equação para N = 138, I = 21677 A e h = 0,5 m, obtém-se Bz = 3,76
T.

Bz =
1

2
µ0
NI

h
(7.1)

Na Figura 54 são apresentadas as comparações entre o modelo
proposto e um modelo simulado através do MEF. Na Figura 54 a) são
apresentados os resultados para Br, enquanto na Figura 54 b), são
apresentados os resultados para Bz. Veri�ca-se que os resultados são
coerentes entre si, pois comparando-se os resultados obtidos com ambos
os métodos, percebe-se uma diferença de aproximadamente 8%. Porém,
comparando-se o mapa de indução magnética Bz, Figura 54 b), com o
valor obtido analiticamente, conclui-se que este é conservador.



108

Figura 54 � Resultados para indução magnética

(a) Indução magnética radial (Br)

(b) Indução magnética axial (Bz)
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Como forma de comparação mais explícita, obtém-se os valores
de indução magnética radial ao longo de uma linha vertical no centro
do enrolamento, Figura 54 b). Tais resultados são apresentados na
Figura 55.

Figura 55 � Comparação entre as soluções RNM e MEF - indução
magnética radial

De posse da distribuição das componentes de indução magnética
ao longo da seção transversal do enrolamento, através da (2.46), pode-se
mapear a distribuição de forças, radiais e axiais, ao londo desta seção.
Ver Figura 56.
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Figura 56 � Resultados para força obtidos com a solução RNM para a
indução magnética

(a) Força radial (b) Força axial
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8 CONCLUSÃO

A modelagem de eletromagnetismo está baseada nas equações de
Maxwell, as quais nos fornecem uma base sólida de entendimento dos
fenômenos aqui tratados.

Existem muitas referências bibliográ�cas que apresentam várias
formas de se obter as relutâncias magnéticas, para as mais variadas
formas geométricas. No entanto, saber como estas equações são obti-
das e quais seus limites se torna de suma importância. Desta mesma
forma, para a resolução do circuito magnético, há uma grande gama de
referências bibliográ�cas que tratam do assunto, mas quando se torna
necessário desenvolver uma rotina computacional para a resolução, o
perfeito entendimento do método se torna relevante.

O método RNM é um método simples, que permite o entendi-
mento de fenômenos eletromagnéticos através de uma abordagem aces-
sível. Porém, quando se trata das modelagens harmônicas em meios
condutores lineares, podendo-se citar: impedâncias magnéticas de su-
perfície, impedâncias elétricas de superfícies e perdas, os conceitos se
tornam mais complexos, tanto �sicamente como matematicamente.

Agora, tratando-se de modelagens harmônicas em meios condu-
tores não lineares, o assunto se torna ainda mais complexo e de grande
importância, pois a grande maioria das aplicações do método se dá em
materiais não lineares.

Esta complexidade inicia na obtenção das características dos ma-
teriais. No caso de transformadores, esses materiais são aços estrutu-
rais, sendo que os fabricantes não fornecem suas propriedades elétricas
e magnéticas. Mesmo obtendo-se tais propriedades, para modelagens
com materiais magneticamente não lineares e em regime harmônico, é
necessário obter os coe�cientes de linearização. No entanto, há poucas
referências a cerca deste assunto e ainda é objeto de pesquisas. Os
fatores de linearização apresentados neste trabalho são originados de
modelos de linearização, mas segundo as referencias através das quais
foram obtidos, tais coe�cientes possuem correções empíricas.

Quando se trata de desenvolvimentos computacionais, a aplica-
ção de uma rotina de testes se faz necessária. É importante que esta
rotina abranja uma grande gama de possibilidades, diminuindo razo-
avelmente a possibilidade de haver algum erro, tanto teórico como de
codi�cação.

Tratando-se da análise bidimensional, a quantidade de nós uti-
lizados no método RNM é consideravelmente menor que a quantidade
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de nós utilizada na modelagem com o MEF. Uma justi�cativa para este
fato é que o RNM modela a espessura de penetração de campo ana-
liticamente, sem a necessidade de se discretizar a espessura da placa
condutora. Os resultados obtidos foram coerentes com aqueles obtidos
através do MEF, tanto para modelagens estáticas como harmônicas.
Através do RNM também foi possível veri�car, com �delidade, a in-
�uência de considerar o tanque como material condutor. Os valores
de perdas no tanque obtidos com o RNM são 8% maiores que aqueles
obtidos com o MEF, o que é aceitável. Esta pequena diferença pode
sugerir a necessidade de uma melhor análise dos fatores de linearização.

Quanto à modelagem tridimensional do reator, os resultados
apresentaram determinada diferença se comparados com a malha re-
�nada. No entanto, percebe-se que esta diferença, apesar de ser acei-
tável, é devido à qualidade da rede de relutâncias implementada.

Obviamente, conforme acima descrito, o assunto não está es-
gotado. Há uma vasta gama de estudos que seriam importantes nas
futuras aplicações do RNM, como os abaixo listados:

• Formas de medição das características magnéticas não lineares de
aços estruturais;

• Modelagem dos fatores de linearização de materiais não lineares,
para obtenção das impedâncias magnéticas e perdas;

• Estudo e aplicação de uma formulação transiente temporal;

• Estudo de aplicação de fontes de corrente diretamente no modelo;

• Analisar os cálculos matriciais inerentes ao método e veri�car
a melhor forma de armazenamento e multiplicação de matrizes,
bem como resolução do sistema matricial;

• Geração automática de malha 2D e 3D, bem como a conversão
desta malha em rede de relutâncias;

• Sempre há a necessidade de comparar diferentes métodos através
de parâmetros de convergência. Assim, um trabalho importante
seria a comparação da convergência dos métodos RNM e MEF,
considerando-se uma mesma malha para ambos.

O método RNM é simples, de fácil aplicação computacional e
apresenta resultados coerentes. É também um método otimizado para
a modelagem de dispositivos eletromagnéticos, e acoplado com o equa-
cionamento em regime harmônico, torna-se capaz de modelar perdas
em regiões condutoras com baixo custo computacional.
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APÊNDICE A -- OBTENÇÃO DE k(d) PARA A
CONDIÇÃO DADA NA Figura 23 a)
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Para tal análise, considera-se uma placa plana, na qual a espes-
sura (d) varia de -b até b.

Equação base:

∂2Hy

∂z2
= j ω µσHy (A.1)

Resolução:
Hy = A1 e

−γ z +A2 e
γ z (A.2)

Aplicação das condições de contorno:

Hy(z = −b) = Hmsy (A.3)

Hy (z = b) = Hmsy (A.4)

Resolução:

Hy = A1 e
γ b +A2 e

−γ b (A.5)

Hy = A1 e
−γ b +A2 e

γ b (A.6)

[
Hmsy

Hmsy

]
=

[
A1

A2

] [
eγ b e−γ b

e−γ b eγ b

]
(A.7)

[
A1

A2

]
=

[
eγ b e−γ b

e−γ b eγ b

]−1 [
Hmsy

Hmsy

]
(A.8)

[
A1

A2

]
=

1

eγ b eγ b − e−γ b e−γ b

[
eγ b −e−γ b
−e−γ b eγ b

] [
Hmsy

Hmsy

]
(A.9)

A1 = A2 =
Hmsy

(
eγ z − e−γ b

)
e2γ z − e−2γ b

=
Hmsy

eγ z − e−γ b
(A.10)

Hy =
Hmsy ( e−γ z + eγ z)

eγ b − e−γ b
= Hmsy

cosh (γ z)

cosh (γ b)
(A.11)

Jx = −dHy

dz
= −γ Hmsy

senh (γ z)

cosh (γ b)
(A.12)
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Pe =
1

2σ

+b∫
−b

|Jx|2 (A.13)

|Jx| = Hmsy

∣∣∣∣∣∣− (1 + j)

δ

senh
(

(1+j)
δ z

)
cosh

(
(1+j)
δ b

)
∣∣∣∣∣∣ (A.14)

|Jx| =
Hmsy

√
2

δ

{[
senh

(
z
δ

)
cos
(
z
δ

)]2
+
[
cosh

(
z
δ

)
sen

(
z
δ

)]2[
cosh

(
b
δ

)
cos
(
b
δ

)]2
+
[
senh

(
b
δ

)
sen

(
b
δ

)]2
} 1

2

(A.15)

|Jx| =
Hmsy

√
2

δ

 (e zδ − e−
z
δ

)2
cos2

(
z
δ

)
+
(
e
z
δ + e−

z
δ

)2
sen2

(
z
δ

)(
e
b
δ + e−

b
δ

)2
cos2

(
b
δ

)
+
(
e
b
δ − e−

b
δ

)2
sen2

(
b
δ

)


1
2

(A.16)

|Jx| =
Hmsy

√
2

δ

 (e zδ − e−
z
δ

)2
cos2

(
z
δ

)
+
(
e
z
δ + e−

z
δ

)2
sen2

(
z
δ

)(
e
b
δ + e−

b
δ

)2
cos2

(
b
δ

)
+
(
e
b
δ − e−

b
δ

)2
sen2

(
b
δ

)


1
2

(A.17)

|Jx| =
Hmsy

√
2

δ


(
e

2 z
δ + e−

2 z
δ

)
− 2

[
cos2

(
z
δ

)
− sen2

(
z
δ

)]
(
e

2 b
δ + e−

2 b
δ

)2
+ 2

[
cos2

(
z
δ

)
− sen2

(
z
δ

)]


1
2

(A.18)

|Jx| =
Hmsy

√
2

δ

[
cosh

(
2 z
δ

)
− cos

(
2 z
δ

)
cosh

(
2 b
δ

)
+ cos

(
2 b
δ

) ] 1
2

(A.19)

Pe =
1

2σ

+b∫
−b

{
Hmsy

√
2

δ

[
cosh

(
2 z
δ

)
− cos

(
2 z
δ

)
cosh

(
2 b
δ

)
+ cos

(
2 b
δ

) ]}2

(A.20)
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Pe =
1

2σ

Hmsy
2 2

δ2

+b∫
−b

cosh
(
2 z
δ

)
− cos

(
2 z
δ

)
cosh

(
2 b
δ

)
+ cos

(
2 b
δ

) dz (A.21)

Pe =
1

2σ

Hmsy
2 2

δ2
1

cosh
(
2 b
δ

)
+ cos

(
2 b
δ

) +b∫
−b

[
cosh

(
2 z

δ

)
− cos

(
2 z

δ

)]
dz (A.22)

Pe =
Hmsy

2

σ δ2
1

cosh
(
2 b
δ

)
+ cos

(
2 b
δ

) +b∫
−b

[
cosh

(
2 z

δ

)
− cos

(
2 z

δ

)]
dz (A.23)

Equação �nal para perdas:

Pe =
Hmsy

2

σ δ

[
senh

(
2 b
δ

)
− sen

(
2 b
δ

)
cosh

(
2 b
δ

)
+ cos

(
2 b
δ

) ] (A.24)

Pe =
Hmsy

2

σ δ
k (A.25)

Onde:

k =

[
senh

(
2 b
δ

)
− sen

(
2 b
δ

)
cosh

(
2 b
δ

)
+ cos

(
2 b
δ

) ] (A.26)


