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RESUMO

Este trabalho apresenta métodos de otimizagao nao-diferenciavel
aplicados a produgao de petréleo. Na industria do petrdleo e gas, a pro-
ducao de reservatorios, pogos e sistemas relacionados pode ser predita
com a utilizacdo de simuladores numéricos. Este trabalho estuda técni-
cas de otimizacao que nao fazem uso de derivadas da funcao objetivo,
sendo adequadas para a utilizacao direta de ferramentas de simulagao.
Sao apresentadas a “busca direta direcional” e “regiao de confianca nao-
diferencidvel”. A primeira nao faz qualquer uso de modelos, enquanto
a segunda utiliza modelos que aproximam a fun¢do objetivo em uma
regido limitada. Ambas sao estudadas em suas formas irrestritas e com
restri¢oes lineares nas varidveis. Foi feita uma andlise computacional
em que ambos os métodos foram utilizados para a alocacdo de gas
de injecdo a um campo de producao de petréleo, com as produgodes
dos pogos modeladas por fungoes suaves, que garantiam suas condi¢oes
de convergéncia. Os dois métodos convergiram para os pontos 6timos,
sendo que o de regiao de confianca apresentou maior eficiéncia. Uma se-
gunda anélise computacional, contemplando apenas o método de regiao
de confianca foi realizada empregando um simulador fenomenolégico de
pocos de petréleo. Ambos os algoritmos podem servir de base para a
otimizacao também com restricbes nao-lineares. Para tanto, propomos
a utilizacdo do método de Lagrangiano aumentado, que substitui as res-
tricoes nao-lineares por penalizagdes na fungdo objetivo, transformando
o problema nédo-linear em uma sequéncia de problemas com restrigoes
lineares. E possivel implementé-lo sem necessidade de informacaes sobre
as derivadas. Apresentamos a teoria de como isto pode ser feito, porém
sem uma andlise numérica.

Palavras-chave: Otimizacado sem derivada. Otimizacao da produgao
de petroleo. Regido de confianga. Busca direta.






ABSTRACT

This work presented methods of nondifferentiable optimization
applied to the production of petroleum. In the petroleum industry, the
production of reservoirs, wells and related systems can be accurately
predicted using numerical computer simulators. This work presented
techniques of optimization that do not use the derivative of the objective
function, hence better suited to use directly those simulation tools. The
methods of directional direct-search and nondifferentiable trust-region
are presented. The former does not make use of any model, whereas the
latter samples the objective function to build models in a limited region.
Both are studied in their unconstrained form and with linear constraints
on the variables. A computational analysis has been carried out, in which
both methods where employed in order to optimize the lift-gas allocation
in a field of petroleum wells, modeled by smooth functions, so that
their convergence conditions were satisfied. Both methods converged
to the optimum, being the trust-region the more effective. A second
analysis has been conduced, using only the trust-region method and a
phenomenological simulator of petroleum wells. Both algorithms can be
used also in optimization with nonlinear constraints. To that end, we
propose the method of augmented Lagrangian, in which the nonlinear
constraints are substituted by penalizations on the objective function,
rendering the solution of nonlinear problem a sequence of subproblems
with linear constraints. This method can also be used without knowledge
of derivatives. Part of the underlying theory is presented.

Keywords: Derivative free optimization. Petroleum production opti-
mization. Trust region. Direct-search.
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1 INTRODUCAO

Este trabalho busca aplicar técnicas de otimizagao nao diferencia-
vel ao caso da produgdo de petréleo. Neste capitulo introduziremos este
caso de uso, as técnicas de otimizagao e nossa motivagdo em estudar
tal aplicagao.

Técnicas de otimizagdo matematica podem ser bem empregadas
nas mais diversas areas. A industria do 6leo e gas tem algumas particu-
laridades que motivam ainda mais tal aplicagdo. O petréleo é a principal
fonte de energia do mundo moderno e suas reservas, embora grandes,
sao finitas e irdo exaurir [1]. Além disso, h4 uma demanda crescente
por bleo [2], e seu prego, nos dltimos 15 anos alcangou valores muito
maiores que os do restante do século passado.

A otimizagdo pode ser aplicada tanto no sentido de sugerir meios
de se extrair de forma lucrativa a maior quantidade de 6leo possivel,
quanto na prépria eficiéncia dos meios de producao.

Alguns trabalhos procuram encontrar a producdo 6tima de cam-
pos de producdo de petréleo utilizando procedimentos heuristicos [3]
ou programagio inteira-mista linear ou nao-linear [4-6]. Para tanto,
estes constroem modelos complexos, a fim de caracterizar a produgao
do campo de uma forma que pode ser utilizada eficientemente por algo-
ritmos de otimizacao. Tais modelos, embora nao sejam fenomenoldgicos,
requerem bom conhecimento do problema para ser construidos. Além
disso, nem todos os tipos de modelo sdo igualmente bem sucedidos na
resolugdo dos problemas de otimizagdo [1,7].

Esses modelos de otimizagao sdo frequentemente obtidos por
meio de dados de simulagdo numérica. Simuladores sdo amplamente
utilizados em processos da producao de petréleo. Modelos de reser-
vatério e ferramentas de simulagdo de processos de extragdo de pe-
tréleo sdo cada vez mais réapidos e exatos [2]. Além disso, por serem
parte importante na previsdo e gerenciamento da producgdo, modelos
de simulacdo séo frequentemente sintonizados de forma a reproduzir de
maneira confidvel o comportamento de reservatorios, pocos e sistemas
relacionados.

Também é possivel tentar otimizar a produgao fazendo uso direto
dos simuladores, sem a constru¢ao dos modelos de otimizacdo menci-
onados anteriormente. Uma possivel dificuldade é que os simuladores
podem fornecer previsdes de producdo com uma boa exatiddo, mas
tipicamente nao fornecem derivadas, que sao necesséarias para se apli-
car técnicas classicas de otimizacao. Alguns algoritmos de otimizagao
buscam justamente calcular as derivadas, seja por diferengas finitas ou
métodos probabilisticos, para utilizar métodos classicos. De qualquer
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18 Capitulo 1. Introducdo

forma, é importante ter em vista que, embora os simuladores fornecam
resultados com exatidao satisfatéria em suas varidveis finais, os valores
calculados frequentemente sdo o resultado de um processo iterativo, que
¢é interrompido quando o erro esperado fica suficientemente pequeno.
Esta é uma fonte de ruido, que pode acabar ampliado no calculo de
derivadas.

Nesta dissertagao abordamos outra classe de métodos de otimi-
zagdo, os ndo-diferencidveis. Estes sdo desenvolvidos exatamente para
o caso em que nao se dispoe das derivadas da funcdo objetivo, assim
podem fazer uso dos valores calculados pelas ferramentas de simulagao
diretamente. Alguns desses métodos sdo aplicados em [8,9], também no
contexto de produgdo de petréleo. Sob certas condigdes, especificas de
cada método, é possivel garantir que se encontre um ponto 6timo.

Nesta dissertacao, apresentaremos duas classes de algoritmos de
otimizacao sem derivadas: busca direta direcional e regido de confianca
ndo-diferencidvel. Os algoritmos serdo aplicados a um cenério de pro-
ducao de petroleo, com pogos operando por gas-lift, processo descrito
a seguir.

Em casos onde a pressao do reservatério € suficiente para fazer
os fluidos irem da formagao, através do pogo até a superficie, o pogo é
dito surgente. Quando isso ndo ocorre, mecanismos de elevacdo artificial
sdo usados. Um importante método de elevagdo é o gas-lift continuo,
correspondendo a 70% da producao de petrdleo no Brasil [10].

Neste método, gas a alta pressao é injetado na coluna de produ-
¢do [11]. Por ser mais leve que o petrdleo, tende a subir, mas também
acaba gaseificando o contetido do tubing, que também se torna mais
leve [12]. Deste modo, a pressdo do reservatério, juntamente com a
injecdo de gés, impulsiona os fluidos até a superficie.

1.1 ORGANIZACAO DO DOCUMENTO

Este documento foi organizado da seguinte maneira: no capitulo
2 introduzimos os algoritmos de busca direta direcional e regidao de
confianca nao-diferenciavel. Ambos para otimizagao irrestrita.

No capitulo 3, os dois algoritmos sao extendidos a fim de resolver
problemas de otimizacado com restri¢des lineares nas variaveis. Em am-
bos os casos, os métodos buscam por descenso na func¢ao objetivo apenas
por pontos viaveis, isto €, satisfazendo as restri¢cbes. Para a busca direta
direcional, isto é feito gerando-se diregoes de busca que nao saem do
conjunto viavel. Para a regido de confianga, os sub-problemas de regiao
de confianga sdo resolvidos na interseccao entre a regido de confianga e
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o conjunto viavel.

No capitulo 4 propomos o uso do método de Lagrangiano aumen-
tado, para a resolugao de problemas de otimizagao com restricbes nao-li-
neares nas variaveis. Tal método substitui as restri¢goes nao-lineares por
penalizagoes na fungdo objetivo, gerando uma sequéncia de sub-probl-
emas contendo apenas restrigoes lineares. Como podem ser implementa-
dos sem a necessidade de derivadas da fungao objetivo, os algoritmos do
capitulo anterior podem ser usados a fim de resolver tais sub-problemas.

No capitulo 5 fazemos uma anélise computacional dos métodos
propostos no capitulo 3. Os métodos sao aplicados para alocacao de
gas de gas-lift em um campo de pogos produtores de petréleo. Num
primeiro caso, ambos os métodos resolvem o problema da alocagao de
gas considerando as fungoes de produgao dos pogos modeladas por fun-
¢Oes suaves. Posteriormente, o método da regiao de confianga é utilizado
para resolver um problema de alocacdo de gés utilizando diretamente
um simulador fenomenoldgico.

Finalmente, no capitulo 6 apresentamos nossas conclusoes.






2 OTIMIZACAO NAO-DIFERENCIAVEL IRRESTRITA

Na area de producgao de petréleo e gas ha uma grande variedade
de ferramentas para a simulacdo de reservatorios, pocos, dutos e dos
varios sistemas que integram a produgao de petréleo e gas. No entanto,
as derivadas dos valores preditos podem nao estar disponiveis. Embora
os simuladores sejam capazes de calcular numericamente suas previsoes,
a exatidao com que o fazem pode nédo ser suficiente para que se proceda
com o calculo de derivadas. Ou entao, o custo de avaliar a fungdo obje-
tivo f em um niimero de pontos suficiente para calcular numericamente
sua derivada pode ser muito alto.

Este trabalho busca investigar a utilizacdo de métodos de otimi-
zagdo que nao necessitam das derivadas das fungdes objetivos, podendo
usar diretamente os valores calculados pelos simuladores. Para isto,
introduziremos neste capitulo métodos de otimizagao nao-diferenciavel.

Quando temos uma funcdo f : R™ — R e desejamos resolver um
problema do tipo

min f(z)
e as derivadas Vf e V2f estdo disponiveis, podem ser empregadas
técnicas cldssicas, como o método de Newton, para encontrar um étimo
local. Dizemos que z* € R™ é 6timo local de primeira ordem (ou ponto
estacionario de primeira ordem), se V f(z*) = 0.

Quando néo dispomos da derivada primeira V f, podem ser uti-
lizados métodos de otimizacao nédo-diferencidvel. Sao métodos que, a
partir de uma solugdo aproximada, buscam melhorar o valor assumido
pela fungao objetivo. Sob certas condigGes, é possivel garantir que alguns
desses métodos encontram um ponto étimo de primeira ordem.

2.1 METODOS DE BUSCA DIRETA DIRECIONAL

Uma primeira classe de métodos que sera apresentada é a busca
direta direcional. E composta de algoritmos que amostram a funcio
objetivo um nimero finito de vezes a cada iteragdo e ndo constroem
qualquer modelo dela. As decisoes de evolucao do algoritmo sdo sem-
pre tomadas com base nos préprios valores amostrados. Alguns destes
podem ser usados mesmo em fungoes que nao sao numéricas.

Sao algoritmos simples, podem nao ser muito eficientes, mas di-
ante de um problema novo, pode ser mais rapido programar um algo-
ritmo de busca direta direcional para chegar a solugdo do que construir
um algoritmo novo, de convergéncia mais rapida, porém mais complexo
de se implementar.

21



22 Capitulo 2. Otimizagdo ndo-diferencidvel irrestrita

Ha véarias formas de se descrever os algoritmos dessa classe, cada
uma com suas particularidades de terminologia ou pequenas diferencas
algoritmicas, mas sempre preservando uma mesma estrutura, sem a cons-
trucdo de modelos. Neste trabalho, procuramos expor tais algoritmos
seguindo a descrigdao e notagao de [13].

Para descrever o funcionamento desses algoritmos, utilizaremos
um problema de alocagdo de gas a 2 pogos. Consideraremos que a
producao de cada poco é funcao do gas injetado, conforme a expressao
[14]):

@p(Ginj) = 1 + CaGing + €3(ging)” + caIn(ging + 1).

Consideramos que a vazdo total produzida g, ¢ composta de
vazoes de dleo g,, gds ¢4 € 4gua ¢,. A proporcao entre gas e éleo
produzidos é chamada GOR (Gas-Oil Ratio), enquanto o Water Cut
é a proporgao de dgua na fase liquida produzida (composta de dleo e
agua).

Considerando os varios pogos (neste caso N = 2), representamos
as seguintes grandezas:

® giy; ¢ a taxa de injegao de gas no pogo n.

e g, € a vazao total produzida no pogo n.

é a vazao de 6leo produzido no pocgo n.
e ¢ é a vazao de dgua produzida no pogo n.
e g, € a vazao de gas produzido no pogo n.

Considerando os precgos obtidos com a venda do 6leo p,, e do
gas pg, € os custos do tratamento da agua p,, e da injecdo de gas p;,
definimos a fung¢do de ganho econdémico correspondente como
N=2
f(Ging) Z Doy (@) + Pedy (4hh;) — Pwdiy (@) — Piding) -

Desejamos maximizar uma funcdo de ganho econdmico, para N = 2
pocos, da forma

max f(¢inj)- (2.1)
dinj

Para este caso, consideramos o pogo 1 modelado por
* ¢, (qh;) = —1080 — 0,264{,; + 398 In(gf,; + 1)
e GOR = 0,286
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o Water cut =12,5%

e g, =07g,
. qé = O,?qzl,
e ¢, =0,1q,.

e, para o pogo 2,
° qg(q?nj) = —1630 — O,37q12nj + 671 ln(q?nj +1)
¢ GOR = 0,750

o Water cut = 42,9%

* @2 =04q]
e q; =0,3q;
e q2, =0,3¢.

A busca direta direcional inicia de uma estimativa de solugéo
e, a cada iteragdo, avalia a fun¢do objetivo um nitimero finito de vezes
em torno da solugdo corrente. Na Figura 2.1 ilustramos o dominio da
funcéo f, com as curvas de nivel tracadas. A estrela marca o ponto étimo,
enquanto a estimativa de solugdo é o maior dos pontos escuros. A cada
iteragdo, a funcado objetivo é avaliada em quatro pontos, localizados
ha uma certa distancia da solucdo corrente. Neste caso, tais pontos
foram calculados utilizando a estimativa de solucao inicial (qilnj, q?nj)o
e somando-se, +A e —A em cada varidvel, a fim de se obter os quatro
pontos de teste, onde a funcdo objetivo é avaliada. Na figura, estes
pontos ficam nas pontas dos tragos pretos. O ponto que apresenta o
melhor valor passa a ser a nova estimativa de solugdo (neste caso, o
ponto acima).

Este procedimento é repetido, entao, em torno da nova solugao,
conforme ilustrado na Figura 2.2, que é a continuagao da anterior.

Na parte (a) da figura, entre todos os pontos considerados, aquele
a direita apresentou o melhor valor da funcao objetivo, passando a ser
considerado a nova estimativa de solugao, conforme ilustrado em (b).

Em (b) ocorre que nenhum dos pontos de teste apresenta um
valor para a funcéo objetivo melhor que a solugdo corrente. Nesse caso,
o iterando é mantido no mesmo ponto, e a busca por descenso continua
em uma regido mais proxima, reduzindo-se o comprimento do passo A.
Essa redugao ¢ ilustrada no quadro seguinte.
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2.000

2)

1.500 |- N

injecdo no pogo

f(q) = 1.584 ’ F(q) = 1.641 ’\1 f(q) = 1.669 K

1.000 n

(

2
Qinj

flg) =1.581

NN

|
50%OO 1.000 1.500 2.000

qilnj (injegdo no pogo 1)

Figura 2.1: Busca direta direcional: a fung@o objetivo é avaliada em
quatro pontos em torno da estimativa de solugao

Em (c), é encontrado um ponto melhor & direita. Em (d), o
melhor ponto é acima. No quadro (e), novamente, nenhum dos pontos
de teste apresenta um valor melhor que a solugao corrente, e novamente
o comprimento do passo é reduzido, enquanto mantém-se a mesma
solugéo (f).

Neste capitulo procuraremos formalizar e generalizar esse método
de solugao e discutir sobre suas possibilidades de sucesso.

Para garantir que esses métodos cheguem a um ponto 6timo, os
algoritmos cumprem as seguintes etapas:

1. Buscar uma direcao de descenso.

2. Manter uma boa geometria das diregdes de busca (em um sentido
formal).

3. Garantir que a regido de busca diminua tanto quanto desejado.
Isto é, exige-se que as regides onde se busca por descenso decres-
¢am, no limite.
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() (f)

Figura 2.2: Busca direta direcional na otimizacao da producao em dois
pOgos.
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O primeiro ponto é encontrar uma dire¢do de descenso, isto é,
uma direcdo na qual a fungdo objetivo f decresce, a partir da estimativa
de solugdo corrente x. Métodos convencionais de otimizagao escolhem
a diregdo baseados no gradiente V f(z). Por exemplo, o método do
mdzimo descenso emprega —V f(z). No entanto, quando nio se tem
acesso a derivada, é necessario fazer outra escolha.

Suponha que a funcdo f é continuamente diferencidvel. Entao,
qualquer vetor d € R™ que forma um angulo agudo com —V f(z) é uma
direcdo de descenso para f a partir de x. Isto é, se

— Vf(x)"d >0 (2.2)

d é uma direcdo em que, a partir de z, f decresce ao menos por uma
distancia (possivelmente curta).

Métodos de busca direta direcional buscam em um conjunto de
diregdes D = {d;,ds, ...} C R™, em que, para todo vetor v € R™, v # 0,
existe um d; € D de modo que

vTd; > 0. (2.3)

Em particular, para v = —V f(z) # 0, existe um d; que satizfaz (2.2).
Entao, uma das dire¢oes de D ¢é direcao de descenso, ainda que nao se
saiba, de antemao, qual.

Resta mostrar que é possivel construir um conjunto D conforme
mencionado, com um ndmero finito de elementos. Em [15], é demons-
trado o seguinte teorema:

Teorema 1 O conjunto D = {dy,da,...,d,} gera R™ por meio de
combinacoes lineares de coeficientes ndo-negativos se, e somente se,
para todo vetor nao-nulo v € R™, existe um d € D tal que

vTd > 0.

Pelo fato desses conjuntos gerarem R™ por meio de combinagoes nao-
negativas (combinagbes cOnicas), eles também podem ser chamados
geradores positivos de R™. Por isso a classe de algoritmos apresentada
nesta se¢do é chamada em [13] de “Generating Set Search” (busca [por
meio de] conjuntos geradores [positivos|). Alguns exemplos de conjuntos
geradores positivos estdo na Figura 2.3.

Também de [15], o seguinte teorema é apresentado:

Teorema 2 Suponha que D = {dy,ds,...,d,.}, gera R™ por meio de
combinagées conicas, entdo o nimero de vetores r > n+ 1, e é possivel
r=n+1.
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Figura 2.3: Trés exemplos de conjuntos de vetores geradores positivos
do R2.

Para construir um tal conjunto, suponha que {dy,ds,...,d,} é
uma base de R". Entao, para quaisquer A; > 0, definindo

Ao = —Mdy — Aada — ... — Apdi (2.4)

o conjunto {dy,ds,...,dn,d,+1} é gerador positivo dos R™. Este con-
junto também é chamado de base positiva minima.
Outra possibilidade para construir D a partir de uma base de
R™ para combinagdes lineares {dy,...,d,} é unir tais vetores aos seus
negativos:
D={dy,...,d,} U{=dy,...,—dy}. (2.5)

Esta é chamada de base positiva maxima.

Em algoritmos de busca direta direcional, para cada iterando
xx com funcdo objetivo f(xy), é construido um conjunto Dy, gerador
positivo de R™, no qual se busca descenso para f.

Porém, ndo basta o conjunto Dy, ser gerador positivo de R™. E
necessario garantir que todos os conjuntos usados tenham uma boa
geometria, no sentido da seguinte definigao:

Defini¢ao 1 Definimos a medida cosseno de um conjunto D C R™
como

Tq
k(D) = min max _va
veR™ deD ||v|| ||d]|
v#0

Isto é, k (D) é o cosseno do maior 4ngulo interno formado entre um vetor
nao-nulo v € R™ e o vetor d € D mais proximo de v. Nos algoritmos
de busca direta direcional, trata-se de uma medida de quao distante
—V f(z) pode estar de D.

Uma das formas de manter a boa geometria das dire¢oes de busca
é impor uma medida cosseno minima, um K, > 0 de modo que:

R (Dk) Z Kmin-



28 Capitulo 2. Otimizacdo nio-diferencidvel irrestrita

Qualquer conjunto gerador positivo D tem & (D) > 0, por con-
sequéncia de (2.3). O conjunto formado pelas diregbes coordenadas e
seus respectivos opostos

{61; €2,... 7en—176n} U {_617 —€2,...,7€n_1, _en}

¢ um gerador positivo do R™, com medida cosseno 1/y/n.

Um exemplo de busca direta direcional é apresentado no Algo-
ritmo 2.1, baseado em [13].

O algoritmo permite que se utilize, a cada iteragao, um novo
conjunto Dy de diregbes de busca, o qual é formado por um conjunto
Gk, gerador positivo dos R™, e um outro conjunto Hj. Este ultimo
contém dire¢oes de busca adicionais, permitindo-se a implementacao
de outros meios de busca por descenso durante as iteragoes. Porém, ha
limites nos comprimentos das diregoes:

6min S ||d|| S Bmax Vd S gk, (26)
Bmin < ||| Vd € Hy,. (2.7)

Os valores de Bmin < Pmax sa0 arbitrarios, mas é importante que sejam
fixos durante toda a execucao do algoritmo, de modo que o comprimento
final do passo seja determinado por Ag (AgBmin < ||Akd||AkBmax)-
A iteragdo k ¢é dita bem-sucedida (k € S) se existe uma diregéo
d € Dy tal que
fxr + Agd) < f(xr) — o(Ar)

em que a fungio forcante o : R\ {0} — R\ {0} é ndo-decrescente e

im 28 g, (2.8)
t—0+ ¢
Pode ser, por exemplo, qualquer fun¢do da forma o(t) = vt™, em que
v >0 e m > 1, constantes.
Caso nao exista uma tal direcdo, a iteracdo k é dita mal-sucedida
(kel).
O tamanho do passo muda ao longo das iteragoes. Se nao for
encontrado descenso ele é reduzido, caso contrario, é aumentado, de
acordo com as relacoes:

A | ¢rlg, se aiteracdo k foi bem-sucedida
1= 6pAg, se a iteracdo k foi mal-sucedida

em que o pardmetro de contragio do passo 0 é tal que 0 < 0 < Opax <
1 e o de expansao do passo ¢ > 1.

Tendo o algoritmo bem definido, podemos apresentar um primeiro
resultado sobre sua convergéncia [13]:
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Algoritmo 2.1: Um exemplo de busca direta direcional, de [13]

Seja f: R™ — R dada;
Seja xg € R™ um ponto inicial;
Defina

Ao > 0 a tolerancia de convergéncia;

Ag > Ay, um tamanho de passo inicial;

Pmax > 1 um limite superior para o coeficiente de expansao
Ok

@0 € [1, dmax] 0 valor inicial do coeficiente de expansao do
passo;

Omax < 1 um limite superior para o pardmetro de contracao
O;

0o € (0, Omax) 0 valor inicial do coeficiente de contracao do
passo;

Bmax = Bmin > 0 limites superior e inferior, respectivamente,
para os comprimentos dos vetores de qualquer conjunto
gerador positivo;

Kmin > 0 um limitante superior para a medida cosseno dos
conjuntos geradores positivos;

0 : Ry — R, uma fungdo nao-decrescente satisfazendo a
equagio (2.8);

for k=0,1,...do

Defina Dy conjunto gerador positivo para R™ satisfazendo
ﬁmin < ||d|| < Bma)ﬁ vd € Dlw com K(Dk) > Rmin}
if Existe d € Dy, tal que f(z + Agd) < f(xr) — 0(Ag) then
Trt1 < T + Akd,
AVER I U TAVS
else
Th+1 < Tk;
Apg1 + Ay ;
if Ak-}-l < Ay then
L Encerrar;

Determine 611 € (0, 0max] € Okt1 € [1, Pmax);
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Teorema 3 Seja f : R® — R, com Vf Lipschitziana com constante
de Lipschitz M. O Algoritmo 2.1 produz iterandos tais que, para toda
iteracdo mal-sucedida k € U

1 o(Ak)
MAKBmax + ——| -
K (Dk) kﬁ AIfﬁmin

Assim, obtemos uma cota superior (ainda que desconhecida) para
IV f(xr)]|, mesmo sem calcularmos tal valor em nenhum momento.
Ainda, como Ky, limita os valores de x (Dy), o termo 1/x (Dy,) é limi-
tado superiormente ao longo das iteragoes. Além disso, como os valores
de M, Bmax € Bmin sdo fixos, e considerando (2.8), se o tamanho do
passo for reduzido indefinidamente, isto é, se

IV f ()] <

(2.9)

lim Ak =0
k—0
kel
entao
lim ||V £ ()| = 0.
k=0
kel
Ja foram abordados a maneira de encontrar uma direcdo de
descenso (por meio de conjuntos geradores positivos) e o controle da
geometria das dire¢oes de busca (por meio da medida cosseno). O
ponto faltante é garantir que a direcdo de busca decresca. Fazendo-se
limg_, oo A = 0, 0 Teorema 3 garante convergéncia para um ponto
estacionario de primeira ordem. Isto é, um ponto z* em que

Vf(z*)=0.
Isso é enunciado no teorema seguinte:

Teorema 4 Seja f limitada inferiormente. Suponha a fungdo o como
dada em (2.8). Entdo, o Algoritmo 2.1 produz iteragoes de modo que

liminf Ay, = 0.
k— 400

A demonstragéo pode ser vista em [13].

2.2 METODOS DE REGIAO DE CONFIANCA

Métodos de regidao de confianca partem de uma aproximacao
para a solucdo e utilizam os valores ja calculados da funcao objetivo
para construir modelos. Estes buscam aproximar f localmente, em uma
vizinhanca do ponto atual chamada regidgo de confianca.
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O modelo construido, espera-se, é mais facil de otimizar que a
funcéo original. Por um lado, porque se dispoe de técnicas classicas de
otimizagao com derivadas. Por outro, porque a avaliacdo do modelo
pode ser muito mais rapida que a fungdo f original.

Construido um bom modelo, ele é otimizado dentro da regido de
confianga, gerando um ponto x;, para entao se calcular f (x;ﬁ") Assim,
é possivel economizar no nimero de vezes que se avalia f. O que é uma
vantagem com relacao aos métodos de busca direta quando, por exemplo,
cada calculo de f é uma simulacao que pode durar varios minutos. Por
outro lado, métodos de regiao de confianga sdo mais complexos de se
implementar.

Entre os varios métodos de regido de confianga, ha diferencgas
com relagao ao tipo de modelo, forma da regido de confianca, maneiras
de manter ou melhorar o modelo, aceitacdo do passo e gerenciamento
da regiao de confianca.

Nesta se¢ao, apresentamos métodos de regiao de confianga nao-
diferencidveis, em grande parte, conforme a descricdo e nomenclatura
de [16]. Neste livro hd vérias explicagbes abrangentes para o uso de
modelos polinomiais de regressao, minima norma ou modelos nao poli-
nomiais. Porém, nesta dissertacao, vamos abordar apenas modelos de
interpolagao por polindmios de até segunda ordem, da forma

1
my(zr + 5) = mp(ar) + g,?s + §STHkS

que aproximam a funcdo objetivo f na regido de confianga dada por
uma bola de tamanho A em torno do iterando xy:

B(zg, Ap) = {xz : |z — zpll < A}

onde a norma ||-|| pode se tratar da norma 2 ou norma infinito, por
exemplo.

Para introduzir os métodos de regiao de confianca nao-diferenci-
aveis, iniciamos com alguns conceitos bésicos.

2.2.1 Definicao do modelo

Entre os varios algoritmos de otimizagdo que usam regiao de
confianga, hd uma grande diferenca com relacdo ao tipo de modelo
usado. Nesta se¢do, introduzimos o modelo que usamos no trabalho, de
interpolagao com polinémios de segunda ordem.

Para modelos de interpolacao, definimos um conjunto de pontos
Y ={y%y',...,y"} onde o modelo construido coincide com a funcio
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objetivo, isto é,
my*) = fy*)  WrFey. (2.10)

E necessério também fixar uma base ¢ = {¢1,...,61} que re-
presente o espaco dos polindmios de segunda ordem no R™. Entao, as
combinagobes lineares dos seus elementos ¢1, ..., ¢, geram os polinémios,
e o modelo m pode ser escrito como:

L
m(z) =Y adi(x). (2.11)
=1

em que ¢; € ¢.

Entao, fixado um conjunto de pontos ), para se determinar o
modelo polinomial de interpolagdo, a partir desta tltima equacgao, jun-
tamente com as L + 1 equagdes (2.10), tem-se o sistema de equagoes
lineares:

M(9.Y)arg = () (2.12)
em que
0(¥”)  d1(y°) ¢1(y°)
M(6,y) o(y' ¢1(:y1) or(y')
o) d(yh) - dulyh)
) f(ytl’)
o= | 7Y
")

Para o modelo ser calculado, basta que a matriz M(¢,)) seja
invertivel. Isto depende apenas do conjunto de pontos ), e ndo da base.
Quando isso ocorre, dizemos que ), ou respectivamente o modelo m nele
baseado é bem posicionado para interpolacdo. A seguir apresentaremos
um algoritmo para o célculo deste conjunto, baseado na eliminagao
Gaussiana.

Por outro lado, o bom condicionamento do sistema (2.12) depende
de Y e também da base. Este é um ponto que interfere tanto na exatidao
com que se resolve o sistema, como na estimativa dos erros ||m(x)— f(z)||
entre o modelo e a fungao objetivo.
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Neste trabalho, fixamos o uso da base de mondmios, que chama-
mos base natural e denotamos ¢:

¢={¢0,..., oL}
= {1,331,3327. sy Ty
a? 3 a3 o
7,$1$27 7,‘%11'37272%37 77 ey ? .

Para proceder com o calculo de um conjunto ) de pontos bem
posicionados para interpolagdo, apresentamos o Algoritmo 2.2, de [16].
O algoritmo procede de forma semelhante a eliminacdo gaussiana, a-
plicada a matriz M (¢,)). Inicia com um conjunto de pontos ), pos-
sivelmente incompleto ou mal-posicionado, e com um conjunto de po-
linémios, chamados polinémios pivé. O lago mais externo consiste em
encontrar, entre os pontos disponiveis, aquele em que o polinémio pivo
corrente assume maior valor absoluto. Na eliminagao gaussiana, equivale
a encontrar para cada coluna de M, o maior valor de elemento pivo. A
diferenga é que, quando um pivo é zero, ou quando em ) nao hé outros
pontos, um novo ponto é calculado, substituindo o primeiro em ).

O segundo passo do algoritmo consiste em realizar a eliminagao
propriamente dita, operando com os polinémios. Para cada um dos
polinémios seguintes, se subtrai o polinémio pivo corrente, multiplicado
pelo fator adequado. O resultado equivalente, na matriz dos polinémios
pivd M (u,)), é que os elementos abaixo do pivd sdo zerados.

Ao final deste procedimento, tem-se um conjunto de polinémios
pivo, e uma respectiva matriz M (u, Y) ndo-singular, o que garante que
o conjunto de pontos ) é bem posicionado (note que, no primeiro
passo, garantimos que todos os elementos-pivo da eliminagdo gaussiana
fossem nao-nulos). Para a constru¢do do modelo, pode-se resolver o
sistema triangular M (u,)) = f()) com retro-substituigdo, gerando os
coeficientes que multiplicam os polindmios-pivd para construir o modelo.

Porém, nao basta que seja possivel calcular um modelo de in-
terpolacdo. B necessdrio que o sistema resultante M (¢,Y) seja bem-
condicionado. A maneira de limitar o nimero de condicionamento de
M é feita de maneira semelhante ao algoritmo anterior. No entanto, o
critério para descartar (recalcular) um ponto durante a eliminagao gaus-
siana em M é mais forte. Exige-se que todos os elementos-pivd tenham
modulo maior que um valor &, fixado. O procedimento ¢ ilustrado no
Algoritmo 2.3, de [16].

Com este algoritmo, todos os pivos da matriz M sao, garantida-
mente, maiores que o limiar £ escolhido. Se necessario, o respectivo ponto
é trocado para que isso ocorra. Para tanto, a otimizagdo que ocorre no
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primeiro passo nao é estritamente necessaria. Basta que se encontre um
ponto y € B que satisfaz |u;(y)| > £. A maneira de encontré-lo serd
mostrada adiante.

Segundo [16], as estimativas de erros podem ser relacionadas com
o namero de condicionamento da matriz M, aplicada a um conjunto de
pontos modificado para uma regido de confianca dada por uma bola de
raio 1 centrada na origem:

5): {Oaglv"'a AL}
= {07 (gl - go)/A(y>7 R (gL - QO)/A(J})} C B(0>1>

em que A(Y) é o fator de escala que faz com que todos os ele-
mentos caibam (exatamente) em uma bola de raio 1:

_ i .0
AWY) = max iy =y

de modo que o uso do conjunto Y limita a norma
1< M| < (L+1)%.

O que motiva o uso do algoritmo neste conjunto Y. Por outro lado,
a decomposicdo LU feita pelo algoritmo, prové uma cota superior para
| M~1|. Considere a decomposigao dada, com ambas as matrizes L e U
com ntimeros 1 na diagonal: M = LDU (M~! = U=!D~'L~1). O limiar
para os pivos d4 uma cota superior para a norma ||[D7!|| < /L + 1/¢,
de modo que

VI + LT
- :

O valor egrowth = [|L7H|[[lUT!|, chamado fator de crescimento da fato-
racao pode ser muito grande, mas ¢é limitado. A escolha do maior valor
possivel para os pivos pode ajudar a diminuir esse termo.

Assim, o nimero de condicionamento de cond(M (¢,Y)) é limi-

2= H| = [ID=HIL U= <

tado.

2.2.2 Polinémios de Lagrange

Dado um conjunto de L + 1 pontos V = {3, y,...,yL}, de-
finimos os polindmios de Lagrange correspondentes como polinémios
I :R" - R,emquej=1,...,n,e

in_ ] lsei=3
l](y)_{ Osei;éj (2'13)
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Algoritmo 2.2: Completando o conjunto de pontos de interpola-
cao

Escolha uma aproximacao inicial para os polindémios-pivo u;,
possivelmente usando a base: u;(z) = ¢;(z). Considere o conjunto
inicial Y = {y°, y', ..., yPini}, com pin; + 1 pontos;

for:=0,1,... do
Encontre j; = argmax; <<, |ui(y?)|. Se |u;(y7%)] > 0 e
i < Pins, troque os pontos y° e y7* no conjunto ). Sendo,
calcule (ou recalcule, caso i < p;p;) como

y" € argmax |u; ()]
zeB

for j=i+1,...,L do

Algoritmo 2.3: Melhorando o modelo e o conjunto de pontos

Escolha uma aproximacao inicial para os polindbmios-pivo u;,
possivelmente usando a base: u;(z) = ¢;(x) parai=0,..., L.
Escolha um limiar ¢ > 0 para a selecdo de elementos-pivo.
Considere o conjunto inicial ) bem-posicionado com L + 1
pontos;

fori=0,1,...,L do

Encontre se possivel, j; € {i,..., L} tal que |u;(y7")] > &. Se
tal j; for encontrado, troque os pontos y° e y7* de lugar em ).
Caso contrario, recalcule 3 como

y" € argmax |u;(w)].
zeB

| interrompa caso |u;(y?)| < € (O limiar £ é muito grande).
for j=i+1,...,pdo
u; (yt

() o) —
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Isto ¢, para todo indice j, I; é um polinémio que se anula em todos os
pontos de Y, exceto por y?, com lj(yj) = 1. Além disso, tal polinémio é
Unico, e independente de base, contanto que a matriz M de interpolagao
seja ndo-singular.

Assim, o modelo de interpolagéo para a funcio objetivo f é:

m(@) = 3 @)/ ) (214)

Para que os L+ 1 polindmios de Lagrange estejam bem definidos,
é necessario que os pontos sejam bem posicionados; em caso contrario,
ndo é possivel determinar L + 1 polinémios satisfazendo (2.13).

Para chegar ao erro de interpolagao, introduzimos a seguinte
definicao [16]:

Defini¢ao 2 Seja A > 0 e um conjunto B C R™ dado. Um conjunto
bem posicionado Y = {y°,y',...,y*} é dito A-posicionado em B se, e
somente se, para a base de polinémios de Lagrange associados com ),
tem-se que
A > max max|l,(z
= n:O,..}.(,L a;ez)s(| n(2)]

Esta medida também estabelece cotas superiores para os erros de
predicdo tanto do modelo ||f — m|| como de sua derivada |V f — Vm||
[17):

Teorema 5 Dada uma bola B(x,A) e um conjunto de pontos de inter-
polagio Y C Bz, A) bem posicionado, e seus polindmios de Lagrange
correspondentes {1, (y)}._,, existem constantes kep > 0 € keg > 0 tais
que, para todo polinémio da forma (2.14) de grau maior que um e todo
ponto y € B(x, A),

1£ () = m@)ll < keg Y lly"™ = yl* ln(v)] (2.15)
n=0

IVF(y) = Vm(y)|| < regAA. (2.16)

Dessa forma, mantendo-se A limitado, o erro de interpolagdo cai com
o raio da regido A. Estes resultados motivam a buscar modelos de
interpolagao polinomial construidos sobre pontos A-posicionados, para
um A mantido constante.

Alguns algoritmos constroem modelos A-posicionados fazendo
uso explicito do valor de A. Nao é o caso do Algoritmo 2.3, que cons-
tréi modelos A-posicionados com um valor de A desconhecido, porém
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limitado e que depende do pardmetro . Optamos por este algoritmo
por ser mais facil de adaptar ao caso restrito.

2.2.3 Calculo do passo

Para o calculo do passo, uma possibilidade é tentar encontrar o
6timo global na regido de confianca, resolvendo o problema

min  mg(x
z€B(zk,Ak) k( )

Isto pode ser feito em casos particulares. Se a regiao de confi-
anca for dada por uma bola na norma-co do tipo B(xg,Ar) = {z :
|z — x|}, trata-se de um problema de otimizagdo com restri¢oes
lineares. Se o modelo my for linear, trata-se de um problema de progra-
magao linear:

min my(z) = gl x
r—xp < Ay
T — x> —Ag.

O mesmo poderia ser dito de bolas na norma-1.
De modo semelhante, se o modelo for quadratico, e a bola for
dada na norma-2 o problema de minimizagao

1
min my(z + s) = my(z) + gf s + isTHks
sujeito a  [|s]| < Ag

pode ser resolvido eficientemente (em tempo polinomial), utilizando o
algoritmo de Moré-Sorensen, o que torna o uso da norma-2 vantajoso.
Tal algoritmo ndo sera apresentado neste trabalho porque estamos in-
teressados no caso de restrigoes lineares, que nao podem ser tratadas,
embora haja algumas heuristicas [18].

A otimizacao de um modelo quadratico em uma bola dada por
restri¢es lineares torna-se um problema NP-dificil se a derivada se-
gunda H tiver ao menos um auto-valor negativo [19]. E segundo [20],
nesse caso ¢ dificil até mesmo decidir se um determinado ponto é minimo
local.

De qualquer forma, ndo é necessario chegar ao étimo global na
regido. Alguns algoritmos exigem que a minimizagdo encontre ao menos
uma fragdo do decréscimo obtido pela otimizacao global. Uma alterna-
tiva ainda menos exigente é por meio do passo de Cauchy. Defina:

t¢ = argmin  my(xg — tgx)

£>0
Tp—tgr€B(TK,Ar)



38 Capitulo 2. Otimizagido nao-diferencidvel irrestrita

o passo de Cauchy é dado por

Sg = —tkcgk.
Entao, o novo ponto é dado por x; =K + skc Os algoritmos que

apresentaremos exigem que se encontre, a cada iteragdo, uma fracao do
passo de Cauchy.

De acordo com [20], verifica-se experimentalmente uma conver-
géncia linear do algoritmo quando, repetidamente, se encontra o passo
de Cauchy a cada iteragdo. Em tal livro a otimizacdo do modelo na
regido de confiancga é tratada com grande riqueza de detalhes, seja para
se encontrar um bom ponto de teste ou para encontrar o étimo global.

2.2.4 Aceitacdo do passo e gerenciamento da regido

Da otimizagao aproximada do problema na regido de confianca,
o valor do decréscimo encontrado com o modelo my(zy) —my(z;) serd
sempre positivo. Algumas decisées do algoritmo sdo dadas com base no
grau de concordancia entre o decréscimo real obtido e o esperado:

P flax) = flay)
m(xr) — mg(z)

(2.17)

Se este valor for alto (px > m1, m1 > 0 fixo), o passo é aceito, o
iterando ¢ atualizado (xj41 < 2} ), e a regido de confianca é deslocada
de acordo, ficando em torno de j41.

Ainda, [16] sugere que se aceite o passo em casos mais modestos
para o descenso encontrado. Entao, o passo também é aceito se pr > ng,
com 1) fixado, contanto que o modelo que produziu tal passo seja
suficientemente preciso (A-posicionado). Além disso, 71 > 19 > 0, e o
uso de 19 = 0 é encorajado por tais autores, possibilitando que se aceite
descenso simples, na esperanga de se aproveitar todas as avaliacoes da
funcao objetivo, que podem ser custosas.

O outro uso para o coeficiente de concordancia py é para o ge-
renciamento da regido de confianga. Caso seja alto, px > 11, o raio da
regido pode ser aumentado, por exemplo, A1 < Min{YineAx, Amax
Yine > 1, sendo A .« 0 valor maximo para o raio da regido.

Caso contrério, a falha em prever adequadamente o decréscimo
da funcdo pode se dever a dois motivos: ou o modelo nao é bom, ou o
modelo é bom, mas numa vizinhanga menor do iterando, enquanto o
raio da regido de confianca estd muito grande. Assim, caso o modelo ja
seja A-posicionado, o erro deve-se a um raio muito grande, entao este é
reduzido de um fator v: Agyq < yAg.
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Por outro lado, caso o modelo ainda nao seja A-posicionado, nao
podemos concluir que o raio foi grande demais. Neste caso, o modelo
deve ser melhorado (por exemplo, com o Algoritmo 2.3). O raio é man-
tido (Ag+1 ¢ Ag), jd que uma redugdo indevida afetaria, no minimo, a
taxa de convergéncia do algoritmo (e as provas de convergéncia também
dependem deste ponto).

2.2.5 Teste de criticidade

Quando se detectar que os iterandos estdao se aproximando de
um ponto estaciondrio, o raio da regiao de confianca é reduzido, e novos
modelos A-posicionados sao calculados, de modo a se ter menores erros
entre o modelo e a fungao objetivo.

Por outro lado, essa reducao do raio nao pode ser excessiva, de
modo a ndo prejudicar o avanco do algoritmo. Para garantir a conver-
géncia, é necessario fazer o raio da regiao proximo de alguma medida
de estacionariedade, como a norma da derivada do modelo | gk||. Isso
também motiva ter o raio da regido de confianca como o critério de
parada usual dos algoritmos de regiao de confianga: o raio da regiao
converge para zero, ou fica limitado acima de zero junto com a medida
(llgx]l), que esté relacionada a |V f(zx)]|.

Se, ao inicio de uma iteragdo, ||gi| for pequeno o suficiente
(llgrll < €, para um valor fixo €.), executa-se o teste de criticidade,
de modo a obter um modelo A-posicionado em uma regido com um raio
de, no méximo p ||gk||, para um valor fixo p.

Isto é feito iterativamente, ja que o valor de g depende do modelo
myg, que por sua vez depende da regido de confianca, cujo raio serd (no
final) limitado por | gx||. Para tanto, o raio da regiao é repetidamente
reduzido e novos modelos A-posicionados sao criados, até que se encontre
uma regifo com o raio Ay que nio excede |/ g/

Também, para que esta reducdo do raio nao seja excessiva, este
valor Ay, do raio é usado, contanto que seja maior que 3 llgk|l. Caso con-
trario, utiliza-se o valor min(5 ||gx|| , Ax). O procedimento encontra-se
formalizado no Algoritmo 2.4.

2.2.6 Algoritmo de regiao de confianca

O Algoritmo 2.5 é um exemplo de método de regido de confianga
segundo [16].

Agora apresentamos as condiges suficientes para que o Algo-
ritmo 2.5 convirja para um ponto 6timo de primeira ordem.
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Algoritmo 2.4: Teste de criticidade

1 = 0;

mQ = mg;

for:=0,1,... do
Incremente ¢ em 1;
Ap=wi 1Ay
Utilize o modelo anterior m,(v%l), para calcular um novo
modelo m,(;), A-posicionado em B(xg, Ag);
if Ax < pillgxll then

(1)

Retorne Ay e my = m,; .

Vamos fazer algumas suposigoes sobre a fungao objetivo f. Como
os iterandos do algoritmo sempre apresentam descenso com relagdo ao
ponto anterior, todos os eles pertencem ao conjunto de nivel (inferior)
definido com relacdo ao primeiro iterando:

L(zo) = {z € R"| f(z) < f(z0)}

Para a construcao dos modelos sdo usados pontos nas regioes de
confianga, definidas por bolas em torno dos iterandos. Entdo, f nao é
avaliada apenas em L(z), mas no conjunto maior

Lenl(xo) = U B(l'yAmax)~

z€L(z0)

Hipétese 1 Sejam xg € Anmax dados. A fungdo f € diferencidvel e tem
gradiente Lipschitz continuo em um dominio aberto contendo Len(xo).

Hipé6tese 2 A funcio f é limitada inferiormente em L(xq), isto é, que
existe uma constante f* tal que para todo x € L(xg), f(x) > f*.

E introduzimos, ainda, uma hipétese sobre o modelo

Hipétese 3 Suponha que existe uma constante Ky tal que para todo
iterando xy, a derivada sequnda do modelo Hy, satisfaz

”HkH < Kbhm-

E uma hipdtese sobre o passo escolhido durante o algoritmo:
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Algoritmo 2.5: Um método de regidao de confiancga
Seja f: R™ — R dada,;
Seja g € R™ um ponto inicial;
Seja mg : R — R™ um modelo inicial;
Seja B(xzg, Ag) a regido de confianca inicial;
Defina 0 < <m <1lemn #0;
Defina os fatores de reducao e aumento da regiao de confianca
0 <7 <1< 7ine;
Defina o raio méximo Ay, da regido de confianga;

for k=0,1,... do
Construa o modelo my () que interpola f em Y. Calcule o
gradiente g = Vmy(x);

if ||gr|| < €4 € Vi nao é A-posicionado em B(xy, 1t | gx|) then

Refine o modelo até que Y seja A-posicionado em
L B(zk, 0k), 0k € (0, 1 ||grll)-

+ _
r=

Calcule o ponto z Tk + sk que garanta descenso para o
modelo my em B;
Calcule o grau de concordancia entre a predi¢do de my e o

valor de f:

(2.18)

Pk
Atualize o iterando:

Tpay = x: se pr > 11 ou px > 1o e Vi A-posicionado
+1 Ty, caso contrario

Atualize o tamanho da regido de confianga:
min(ryinCAka Amax), S€ Pk Z m

Apr1 = YAg, se pr <m e Vi é A-posicionado
Apg, se pp < m e Yy ndo é A-posicionado

Atualize o modelo my41;
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Hipdtese 4 Para toda iteracio k, o passo si escolhido satisfazendo ao
menos uma frac@o Kycq do decréscimo referente ao passo de Cauchy:

my(zr) — mk (e + sk) > Kpea [me(r) — mu(r + s5)]
para uma constante Kgeq € (0,1).

Com base nessas hipdteses, [16] apresenta o seguinte teorema:

Teorema 6 Suponha as hipdteses 1, 2, 3 e 4. Entao

lim [V f(z)[| =0

k——+oo

2.3 ALTERNATIVAS ALGORITMICAS

Em [17] é apresentado um algoritmo para a manutengao do mo-
delo de interpolagao polinomial mais simples que aquele apresentado
neste capitulo. Os resultados preliminares sao interessantes, podendo-se
economizar no numero de avaliagoes da funcao objetivo.

Tal abordagem procura utilizar ao méximo os pontos em que ja
se conhece a fungao objetivo. Nao a apresentamos nesta dissertacao
porque nao nos parece claro como estendé-la ao caso com restri¢coes
lineares, do qual trataremos no préximo capitulo.

2.4 SUMARIO

Neste capitulo introduzimos os métodos de otimizacao nao-dife-
renciavel. Trata-se de métodos de otimizagao que nao necessitam de
informagao sobre as derivadas da fungao objetivo. Assim, podem ser
usados em situagoes inacessiveis aos métodos classicos de otimizacao,
baseados em derivadas. Podem ser usados, por exemplo, na otimizagao
de fungoes calculadas por simuladores ou por experimentos fisicos.

Apresentamos dois métodos de otimizagdo ndo-diferencidvel: bus-
ca direta direcional e regido de confianga nao-diferencidvel. O primeiro,
amostra a funcao objetivo um nimero finito de vezes por iteracao e
utiliza tais valores para decidir sobre o andamento do algoritmo. Nao
constréi qualquer modelo da fungao objetivo.

O método da regido de confianga, ao contrario, primeiro amostra a
funcao objetivo a fim de construir um modelo que a aproxime localmente.
Este modelo é utilizado para decidir onde se buscara por descenso.

Como estes métodos nao fazem uso da informacao das derivadas,
é de se esperar que sua convergéncia nao seja tao eficiente quanto a
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dos métodos que as utilizam. Portanto, se derivadas estao disponiveis,
é recomendado que se utilize um método que faga uso delas [16].






3 OTIMIZACAO NAO-DIFERENCIAVEL COM
RESTRICOES LINEARES

No capitulo anterior apresentamos algoritmos de otimizac¢ao nao-
diferencidavel, porém nao foram consideradas quaisquer restrigoes. Nes-
te capitulo estenderemos os métodos de otimizacao ja tratados para
problemas sujeitos a restrigoes lineares nas variaveis, da forma seguinte:

min f(x)

sujeito a z € Q= {x: Azr <b}.

Os métodos deste capitulo buscam por descenso apenas nos pon-
tos do conjunto vidvel. Assim, todos os iterandos sao sucessivas aproxi-
magoes para o ponto 6timo.

3.1 MATERIAL BASICO SOBRE OTIMIZACAO RESTRITA

O conjunto viavel €2 contém os pontos que satisfazem as restrigdes
do problema.

Definimos o cone polar de um conjunto K C R™, denotado K°
como

K°={w : wlv<0, WweK};

como 0 nome sugere, o cone polar é um cone, e é convexo. Alguns
exemplos de cones polares estao na Figura 3.1.

Definimos o cone normal ao conjunto viavel 2 no ponto z como
o conjunto

Nao(z)={yeR" : yT(u—2) <0, YuecQ}

Figura 3.1: Conjuntos e seus polares. Para conjuntos conicos convexos,
o cone polar do cone polar é o préprio conjunto (K = (K°)?).

45
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Figura 3.2: Cone normal e cone tangente a {2 em dois diferentes pontos
da fronteira do conjunto viavel.

—Vf(x

Figura 3.3: Ponto z € § 6timo sob restrigoes: —V f(x) € No(z)

e 0 cone tangente a 2 em x como o polar do cone normal no mesmo
ponto, isto é,

To(z) = Na(2)” ={y | y"2 <0, V& e No(z)}.

Informalmente, o cone normal Nq(z), contém as diregoes que
“apontam para fora” de 2. Enquanto o cone tangente Tq(z) contém
vetores v, em que, a partir de x, se pode andar na direcdo v alguma
distdncia sem sair de Q. Para um ponto interno a Q, To(x) = R” e
Na(z) = {0}. Uma ilustragio se encontra na Figura 3.2.

Para definir ponto 6timo restrito, dizemos que x* é 6timo de
primeira ordem sob restricoes se, e somente se

~Vf@*)Td<0, Vde Ta(z"). (3.1)

Uma ilustragdo de ponto 6timo restrito encontra-se na Figura 3.3.
Definimos a projecdo de um vetor x € R™ em um conjunto €2, e
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Figura 3.4: O vetor d que resolve a equagao (3.3) na defini¢ao de x(z, 6).

denotamos P [z] como o minimo para o problema
min |y —

A chamada decomposi¢io de Moreau do ponto z € R™ relativa a
y €  é dada por

r = Pr(y) [7] + Pry ) [2] - (3.2)

Como no caso restrito ndo podemos usar, por exemplo, |V f||
para detectar um ponto estacionério, definimos a medida
x(z,0) = | min VfTd|. (3.3)

z+de
lldli<e

Esta medida ¢ ilustrada na Figura 3.4: d é a dire¢do mais préxima de
—V f(x) que, a partir de x, se pode percorrer a distancia 6 sem sair do
conjunto viavel.

De acordo com [20], temos o seguinte teorema, que mostra que
x pode ser usada como medida de criticidade:

Teorema 7 Suponha que f tem derivada sequnda continua e que o
conjunto vidvel € ndo-vazio, fechado e convexo. Entdo

x(@) =x(z,1), =z€Q (3.4)
é continua, nao-negativa e x(x) = 0 se, e somente se x é ponto dtimo.

Isto é, x(z) pode ser vista como uma indicac¢do da criticidade
da funcdo f associada. Se y(x) — 0, consequentemente —V f(z)7d < 0
Vd € K(x).

3.2 BUSCA DIRETA DIRECIONAL COM RESTRICOES LINEARES

Uma ilustragdo das dificuldades introduzidas por restri¢oes esta
na Figura 3.5. Pelo Teorema 1, sabemos que ao considerar um conjunto
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Figura 3.5: Conjunto vidvel © hachurado, abaixo da restrigdo (horizon-
tal); diregdes de descenso vidveis sombreadas. Em um primeiro caso, a
dire¢do de busca préxima a —V f(z) ndo é vidvel. Usando-se diregoes
de busca paralelas as faces, é possivel encontrar descenso viavel.

de diregoes de busca gerador positivo, é possivel garantir que ha uma das
dire¢bes formando dngulo agudo com a direcdo de maximo descenso. No
entanto, pode ocorrer que justamente tal dire¢do se torne invidvel (Fig.
3.5), levando para fora do conjunto vidvel, ndo importa quiao pequeno
seja o comprimento do passo. E no exemplo da figura, o iterando atual
T nao é 6timo restrito. Ao mesmo tempo, desejamos prosseguir com a
busca sempre dentro do conjunto viavel, de modo que todos os iterandos
sejam sucessivas aproximagoes do 6timo do problema e a busca possa
ser interrompida quando se obtiver uma exatidao suficiente na resposta.
Dessa maneira, é necessario construir conjuntos de dire¢oes de busca
mais abrangentes para o caso restrito. Para o caso da figura, alterando-
se o conjunto das diregoes de busca de modo a incluir direcdes paralelas
as faces do conjunto € ji é possivel encontrar descenso viavel.

Ao utilizarmos a busca direta direcional, é necessario definir quais
as faces do conjunto viavel que estao excessivamente proximas do ite-
rando z. E proceder a busca paralelamente a elas, evitando-se pontos
inviaveis.

Considere que o conjunto viavel é dado por restrigoes lineares,
da forma Q = {z: Az <b}.

Cada restri¢do linear, respectivamente cada linha da matriz A,
define uma face do conjunto vidvel, da forma

{a: a?m:bi},
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K(x,e1)
K(x,e9)

\

Figura 3.6: Os cones K (z,¢€) e seus polares. A partir de xj é possivel
andar €; em qualquer diregao de K°(xy, €;).

em que al é a linha i da matriz A e b; é a componente i do vetor b.

Além disso, al é o vetor ortogonal a respectiva face.

Para x € ), definimos o conjunto das restri¢oes ativas por
Iz)={ie{l,....m} : ajz=10;}
e, dado € > 0, o conjunto das restri¢oes e-ativas por
Iz,e)={ie{l,....m} : ajz—b; > —¢}.

Assim, I(z,€) contém justamente os indices das restrigdes que estdo a
uma distancia e de serem violadas. Isto é, todos os i tais que x+ea; ¢ Q.
Definimos também o cone

K(@e)=SdeR" |[d= Y Nai, X >0
i€l(x,e)

Em termos gerais, trata-se do cone gerado pelas dire¢oes a; que apontam
para fora do conjunto viavel. O polar correspondente, K°(z, €), aproxima
localmente a geometria do conjunto vidvel €. Assim, é posssivel partir
de = e percorrer ao menos uma distadncia € em qualquer direcao de
K°(x,¢), permanecendo-se em €2, conforme ilustrado na Figura 3.6 e
formalizado na proposicao seguinte:

Proposicdo 1 Sex € Q e w € K°(x,¢€), ||w|| <e, entio x +w € L.

Dessa maneira, o tratamento de restricoes que apresentaremos
utiliza conjuntos geradores positivos que satisfazem uma das seguintes
condigoes:
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Condicao 1 Para ¢, > 0, Dy, gera positivamente K°(xy, €x).

Condicao 2 Dy, inclui geradores positivos para todos os cones K°(x,€),
0 < e <€* para algum €* > 0 independente da iteracao k.

O teorema seguinte aponta uma maneira de se gerar as diregoes
de busca para satisfazer tais condigoes [21,22].

Teorema 8 Suponha que um cone K(x,eq) C R™ é gerado positiva-
mente pelos vetores que compdem as colunas de uma matriz V. Suponha
que tal matriz tem posto-coluna completo (o0s vetores sio linearmente
independentes).

e Sejam uq,...,u, 0s vetores que geram positivamente o nicleo
(espago-nulo) de V7.

o Sejam wy, ..., w, 0s vetores das colunas da matriz V(VTV)~L,
Entao,

1. O conjunto de dire¢ies D = {u;}1<i<r U {—w;}1<i<s satisfaz a
condigio 1 (isto €, gera o cone polar K°(z,eq)).

2. O conjunto de dire¢ées D = {u; }1<i<r U {—w;, w; h1<i<s satisfaz
a condigdo 2, (gera o cone polar K°(x,€) para todo 0 < € < ).

Outra informacao dada pelo teorema é a quantidade de diregoes
necessarias para conduzir a busca no R™. Note que o ntmero s das
colunas de V(VTV)~1 é o posto de V. Se V tem posto completo (s =
n), o nimero de dire¢oes necessédrias para atender a condigdo 2 é 2n.
Caso s < n, o niicleo de VT tem dimensdo n — s, podendo ser gerado
positivamente por r = n— s+ 1 vetores. Nesse caso, o niimero de vetores
do conjunto D das diregdes de busca é (n —s+ 1)+ s+ 2 < 2n.

Lembrando que x(z), definida conforme o Teorema 7, é uma
medida de estacionariedade, a seguinte proposigao ilustra como um €
suficientemente pequeno induz uma cota superior para essa medida.

Proposigao 2 Considere v > 0. Eziste r > 0 dependendo apenas de vy
e da matriz de restrigoes A, tal que vale o sequinte: suponha que x € €,
IVF(@)| <~ ex(z) >0. Dado € > 0, seja D o conjunto de geradores
de K°(x,€). Entdo existe um nimero Kpest-(D) > 0, dependendo apenas
de D tal que se € < r, para algum vetor d € D,

Krestr(D)X(x) ] < =V f(2)"d. (3-5)
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(a) €1 nao é pequeno o suficiente (b) €2 adequado

Figura 3.7: Para se encontrar uma direcdo de descenso viavel em
K°(z,€), € precisa ser pequeno.

A condicdo € < r do teorema é ilustrada com a Figura 3.7.
Para um valor €; muito grande, a dire¢do de méximo descenso —V f(z)
nio tem projegdo em K°(x,€1), enquanto para um eo suficientemente
pequeno, sim.

Isto é, Krestr tem um papel andlogo ao feito pela medida cosseno
no caso irrestrito. De modo semelhante, também é necessario garantir
uma boa geometria das diregbes de busca. Para tanto, introduzimos a
seguinte condig¢ao

Condicao 3 FExiste um Kpin > 0 tal que para todo € e todo conjunto
Dy, que gera o cone K°(x, €), a relagio (3.5) € satisfeita com

Krestr = Kmin- (36)

De acordo com [13], tal condigdo s6 precisa ser levada em con-
sideragdo explicitamente quando K°(xy,€) contém um sub-espago. Ao
mesmo tempo, conjuntos de dire¢oes dados pelo Teorema 8 ainda admi-
tem liberdade na escolha dos vetores que geram positivamente o nicleo
de VT.

Uma opcao é partir de uma base ortogonal e completi-la com os
negativos de todas as suas diregdes, ou conforme a equagao (2.4).

Alguns teoremas de [13] mostram a convergéncia do método
apresentado:

Teorema 9 Suponha que V f é lipchitziana com constante M. Suponha
que os iterandos {x} do Algoritmo 3.1 pertencem a um conjunto limi-
tado, e que ||V f(z)|| <7 em tal conjunto. Entdo, existem constantes ¢
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e r independentes da iteracdo k, tais que

X(zk) < c [Mﬁkﬁmax L P8 }

Akﬁlnin

se a condicdo 2 for utilizada e

pLAY) 7 64
Akﬂmin ﬂmin

X(xk) S (& |:MAk/6max + ——+

se a condigcdo 1 for utilizada.

Concluimos os resultados de convergéncia do método com o teo-
rema de [13]:

Teorema 10 Se a condicdo 1 for utilizada,

lim inf x (zx) = 0,

k—+o0

se a condigdo 2 for utilizada,

lim x(zx) =0.

k—-+o0

3.2.1 Alternativas algoritmicas

Um algoritmo semelhante a busca direta direcional, com fortes
caracteristicas de convergéncia e capaz de tratar restrigoes ainda mais
gerais, bastando que o conjunto seja conexo, estd em [23]. E um algo-
ritmo capaz de tratar até mesmo restrigoes do tipo caixa-preta, isto é,
que nao se conhece de anteméo. Por outro lado, tal algoritmo nao faz uso
das restrigoes conhecidas, como o que apresentamos nesta dissertagao.
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Algoritmo 3.1: Um algoritmo de busca direta direcional para
restri¢oes lineares

Seja f: R™ — R dada;

Seja zo € 2 um ponto inicial vidvel;

Seja Ay > 0 a tolerancia de convergéncia;

Seja Ag > At um tamanho de passo inicial;

Seja Pmax > 1 um limite superior para o coeficiente de expansao

Pk
Seja Opnax < 1 um limite superior para o pardmetro de contracao
O;
Sejam Bmax = Bmin > 0 limites superior e inferior,
respectivamente, para os comprimentos dos vetores de qualquer
conjunto gerador positivo;
Seja Kmin > 0 um limitante superior para a medida cosseno dos
conjuntos geradores positivos;
Seja p: Ry — R, uma funcdo ndo-decrescente satisfazendo a
equacao (2.8);
Se for utilizada a condigao 1, seja €y a tolerancia inicial para as
restrigoes localmente ativas e 0 < 6, < 1 o fator de reducao de €g;
Se for utilizada a condicao 2, defina € > 0 para a tolerancia das
restri¢coes localmente ativas;
for k=1,2,... do
Defina Dy, conjunto gerador positivo satisfazendo a condigao 3
e2oule ﬂmin § ||d|| S Bmaxa Vd € Dka com R (Dk) Z Rmin»
for d € Dy, do
Defina ay(d) como o maior valor tal que
(zk + ok (d)d) €
Defina Ay = min(Ag, ax(d));
if Existe d € Dy, tal que f(xy, + Apd) < f(xg) — p(Ag)
then
Tpq1 & Tp + Apd;

| A1 < PpAg, em que 1 < @p < Prax;
else
Tyl < Tg;
Apy1 + OpAg, 0 <O < Omax;
Se esta sendo usada a condigdo 1, €1 + Oxeg;
if Ak+1 < Ao then

L Encerrar;
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3.3 METODOS DE REGIAO DE CONFIANCA COM RESTRICOES LI-
NEARES

Métodos de regiao de confianga podem ser estendidos a problemas
com restrigdes lineares de forma mais intuitiva que os de busca direta
direcional. Em principio, pode-se pensar em restringir os algoritmos
apresentados ao conjunto viavel. No entanto, se f for amostrada somente
em pontos vidveis, pode nao ser possivel obter bons modelos (isto é,
modelos A-posicionados), que sao essenciais nas provas de convergéncia
daqueles algoritmos.

Nesta se¢do mostraremos que, com pequenas alteragoes, o Algo-
ritmo 2.5 ja apresentado funciona para o caso com restrigoes lineares
nas varidveis. Utilizaremos a abordagem que [20] apresenta ao abordar
o caso diferencidvel com restri¢oes convexas.

Idealmente, a funcao objetivo seria avaliada apenas em pontos
viaveis, candidatos a solugdo do problema. Mas o formato do conjunto
viavel (2 pode ndo permitir que se consiga um modelo de interpolagao
adequado. Para manter um modelo A-posicionado néo faremos tal res-
trigdo. Os pontos usados na construgdo do modelo na regiao B(xg, Ag)
serdo tomados sem levar em consideracao se sdo vidveis ou nao.

Para tanto, propomos utilizar os Algoritmos 2.2 e 2.3 sem qual-
quer alteracdo. Resta comentar sobre o calculo do passo.

3.3.1 Passo generalizado de Cauchy

Como no capitulo anterior, a cada iteragdo precisamos encontrar
um ponto candidato a solucdo que satisfaca uma condicdo minima de
descenso para o modelo.

Como no caso irrestrito, se o modelo usado for linear, em uma
bola na norma || - ||, 0 acréscimo de (outras) restri¢des lineares nao
introduz maiores dificuldades. Ainda é possivel chegar ao étimo global
utilizando programacéao linear. No entanto, para modelos quadraticos,
encontrar o 6timo global pode ser um problema NP-dificil se o problema
for nao-convexo. Nesta secdo introduziremos o passo generalizado de
Cauchy conforme [20], que define um descenso suficiente para garantir a
convergéncia do algoritmo e pode ser encontrado em todas as iteragoes.

Como no caso anterior, o passo de Cauchy envolve a busca por
descenso utilizando a parte linear do modelo, isto é, a dire¢do g, par-
tindo do ponto zj, mas agora sujeito a xx + s € .

Para tanto, defina o caminho do gradiente projetado (projected
gradient path de [20]) como

p(t"r):PQ [a:—tVf(a:)], t>0.
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Isto é, a projecao em §2 de um ponto da reta que passa por x e tem
direcdo —V f(z). Uma generalizagao do passo de Cauchy é encontrar o
minimo do modelo sobre o caminho do gradiente projetado.

3.3.2 Algoritmo de regidao de confianca com restricoes lineares

Agora estamos em condi¢oes de definir o método de regido de
confianga para o caso com restrigoes lineares (Algoritmo 3.2). Difere,
com relagdo ao anterior, apenas no fato de manter todos os seus ite-
randos (isto é, os pontos zj onde sdo centradas as regides), vidveis. A
construgao e manutencao de modelos é feita da mesma forma.

Parte-se de um ponto viavel xg € 2. E para o célculo do passo
x'k" = x + sg, se busca por descenso para my em B(xg, Ag) N, de
forma a nao sair do conjunto viavel.
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Algoritmo 3.2: Um método de regido de confianca

Seja f : R™ — R dada;

Seja zg € R™ um ponto inicial;

Seja mg : R — R™ um modelo inicial;

Seja B(xzg,Ag) a regido de confianga inicial;

Defina 0 <mp <m <1lemn #0;

Defina os fatores de reducéo e aumento da regidao de confianca
0 <7 <1< 7ine

Defina o raio maximo Ay da regidao de confianca;

for k=0,1,... do

Construa o modelo my(zx) que interpola f em Y. Calcule o
gradiente g = Vmy(xg);

if ||gx|| < €g € Vi ndo € A-posicionado em B(xy, 1t ||gx||) then
L Refine o modelo até que Y seja A-posicionado em

B(zk, k), 0k € (0, 1 ||grl)-
Calcule o ponto $;: =z} + S, que garanta descenso para o
modelo m; em BN <;
Calcule o grau de concordéancia entre a predi¢do de my (x;) e
o valor de f(z):

(3.7)

Atualize o iterando:

o xz se pr > 1M1 ou pg > 1o € Vi A-posicionado
+ T caso contririo

Atualize o tamanho da regido de confianga:
min(7i7chka Amax)7 se pk > 1M1

Apr1 = YAg, se pr < m e Vi é A-posicionado
Ay, se pr < n1 e Yy ndo é A-posicionado

Atualize o modelo my1;
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3.3.3 Alternativas algoritmicas

Em [18], é apresentado um algoritmo eficiente para o caso de
limites superiores e inferiores nas variaveis, estendendo o apresentado em
[17]. Quando uma varidvel chega a um limite, ela é fixada e o problema
segue, otimizando-se apenas as varidaveis restantes. Dessa maneira, os
modelos sao construidos apenas com varidveis irrestritas, evitando o
problema descrito no paragrafo acima. Uma grande vantagem dessa
abordagem é que os modelos ficam mais simples conforme as variaveis
chegam aos seus limites, diminuindo o esfor¢o de manutengdo do modelo.
O algoritmo procura economizar nos passos de melhora de modelo e
nas avaliacoes da fungdo objetivo f.

Por outro lado, tal algoritmo nao é extensivel para outras res-
tricdes além de limites superiores e inferiores. A autora avalia a pos-
sibilidade de tratar demais restrigoes usando métodos como SQP e la-
grangiano aumentado. A abordagem apresentada neste capitulo, trata
diretamente problemas que ndo sdo resolvidos por [18]. Ao custo de
um maior esforco na manutengdo dos modelos e provavel maior nu-
mero de avaliacoes da fungdo objetivo f, por incluir pontos invidveis na
construgdo do modelo m.

3.4 SUMARIO

Neste capitulo apresentamos alguns conceitos de otimizagao res-
trita e estendemos os algoritmos de busca direta direcional e de regiao
de confianga. Em ambos os casos, os algoritmos buscam por descenso
sem deixar o conjunto viavel.

A busca direta direcional pode ser estendida ao caso com restri-
¢oes lineares por meio de conjuntos de direcdes de busca que reprodu-
zam, de certa maneira, a geometria local do conjunto viavel, possibili-
tando a busca por descenso em dire¢oes viaveis.

A extensdo do algoritmo de regido de confianga é mais simples.
Basta resolver o sub-problema da regido de confianca respeitando tam-
bém as restricoes lineares. E importante lembrar, porém, que para a
constru¢do do modelo pode ser necessario incluir-se também pontos
inviaveis.

O proximo capitulo apresenta um algoritmo de Lagrangiano au-
mentado para a resolucdo de problemas também com restri¢bes nao-
lineares. Tal abordagem acaba gerando sub-problemas com restri¢coes
lineares, que podem ser resolvidos com os algoritmos do presente capi-
tulo.






4 OTIMIZACAO NAO-DIFERENCIAVEL COM
RESTRICOES NAO-LINEARES

Nos capitulos anteriores apresentamos algoritmos capazes de re-
solver o problema de otimizagao com restrigoes lineares. Na producao
de petrdleo, no entanto, se forem considerados itens como limites da
producédo de gas ou de algum contaminante, os problemas resultantes
terdo restri¢oes nao-lineares. Assim, ndo podem ser resolvidos com os
métodos vistos. A abordagem utilizada neste trabalho para resolver tais
problemas foi a de usar um método de Lagrangiano aumentado.

E um método que consiste em substituir as restri¢coes do problema
de otimizagdo por uma sequéncia de sub-problemas de otimizacao. Estes
sdo irrestritos, ou com restri¢oes mais simples. As restrigdoes nao-lineares
originais sdo substituidas por termos de penalizagdo na funcéo objetivo.
Assim, os métodos dos capitulos anteriores podem ser empregados na
resolucao dos sub-problemas.

4.1 LAGRANGIANO AUMENTADO

A fim de resolver o problema na funcéo objetivo f : R — R,
com restrigoes nao-lineares h : R” — R™:

min f(x)

sujeito a h(z) = 0.

O método consiste em resolver uma sequéncia de sub-problemas,
derivados deste, porém com as restri¢des de igualdade h transformadas
em penalizacoes, incluidas na fungdo objetivo, em vez de serem tratadas
explicitamente. Ao contrario do capitulo anterior, admitimos que a
busca ocorra também por pontos invidveis.

Para tanto, introduzimos a funcao Lagrangiano aumentado asso-
ciada a f, dada por

m

Lz A o) =f(x)+ Y Aphy(z) + % > chl(z)

p=1

= f(@) + Xh(a) + Z|n(@)].

Para pontos vidveis (x € Q), h(z) = 0 e L(x,\, ¢c) = f(z). O
parametro de penalizagcdo ¢ determina o quanto as violagdes das res-
trigdes h sdo penalizadas, enquanto A consiste de estimativas para os
multiplicadores de Lagrange do problema original.

59
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Os problemas a serem resolvidos, entao, sdo dados por

min L(x, A, ¢)
zER™

Quanto maior o valor de ¢, maior a penalizagdo imposta aos
pontos invidveis x ¢ Q. Assim, se ¢ for alto, a minimizacao de L(x, A, ¢)
tenderd a produzir pontos onde h(z) = 0. Nesse caso, L(x, A, ¢) =~ f(z),
j& que o ponto z quase é vidvel, assim a minimizagdo de L(z, A, c)
aproxima a de f(x). [24].

Se A é uma boa estimativa para os multiplicadores de Lagrange
exatos \* (correspondentes ao ponto 6timo x*), a minimizacdo de
L(x, A, ¢) prové um ponto z préximo de z*, contanto que ¢ seja su-
ficientemente alto para que se possa realizar tal minimizacao [24].

4.1.1 Lagrangiano aumentado com resolucdo aproximada dos sub-
problemas

Porém, nao é necessario encontrar com exatidao o ponto 6timo
em cada um dos sub-problemas. Estamos particularmente interessados
em métodos iterativos nos quais, em vez de buscar por um ponto z*
em que

IV L(z, A, )| =0,
o usual é que o método pare quando satisfeito um critério da forma
VoL@, A e)l| < €,

isto é, com a norma do gradiente (ou critério semelhante) baixa, ainda
que nao-nula.

A convergéncia de um algoritmo feito pela resolucao de tais sub-
problemas é esclarecida, em parte, com a seguinte proposicdo, de [24]:

Proposigao 3 Sejam f e h continuamente diferencidveis. Para a ite-
racio k =0,1, ..., considere que z* satisfaz
VLR N, )| < €,
em que a sequéncia {\*} ¢ limitada, bem como {e*} e {c*} satisfazem
0< P <k vk, F = oo,

0< e, Vk, €8 =0
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Considere que a subsequéncia {x*} converge para um vetor z*
tal que Vh(xz*) tem posto m. Entdo

{INE 4+ (k) e — N7,

em que \* satisfaz, juntamente com x*, as condigoes de otimalidade de
primeira ordem para o problema original (com restrigio de igualdade):

Vi(z*) + Vh(z )N =0,  h(z*) =0.

As hipéteses da proposicao podem nao ser satisfeitas, como comentarios
a seguir [24].

Em primeiro lugar, pode nio ser possivel encontrar um {z*}
satisfazendo ||VL(xF, \F, cF)|| < €*. A causa disso, normalmente, é que
o Lagrangiano aumentado £(-, A\¥, ¢*) nao é limitado inferiormente.

Uma segunda possibilidade é que, ou a sequéncia {z*} nio con-
verge, ou converge para um ponto x* em que Vh(z*) tenha colunas
linearmente dependentes. Isto normalmente ocorre quando o Lagrangi-
ano aumentado é limitado inferiormente, porém o problema original ndo
tem uma solugao vidvel. Neste caso, quando se aumenta a penalizagao
¢, 0 termo quadrético £[|h(z)||* domina e a solu¢do do sub-problema é
justamente um ponto estacionario desta fun¢do, de modo que

c *
VIR = 0.

Um terceiro caso, que raramente ocorre na pratica, é que {x*}
converge para um ponto {x*} ao qual ndo hd multiplicadores de La-
grange associados. Neste caso, a sequéncia {\* + ¢*h(z*)} também
diverge.

Apontados esses casos, patoldgicos, [24] comenta que o normal
é que o algoritmo chegue a um par (z*, \*) satisfazendo as condigoes
de otimalidade. Ainda, a grande experiéncia pratica consolida que o
método, de modo geral, é confidvel e normalmente converge para um
ponto que é, pelo menos, minimo local do problema original. As falhas,
usualmente se devem ao fato de que minimizar £(-, \¥, ¢¥) torna-se mais
dificil conforme ¢* — oo.

Existe, ainda, outro motivo que torna ineficiente a busca pela
solucao exata dos sub-problemas: os multiplicadores de Lagrange nao
séo exatos. A solugdo do problema interno pode se afastar da solugao do
problema original justamente por isso. Assim, alguns métodos chegam a
iterar de maneira ainda mais intensa entre a resolucao de sub-problemas
e a atualizagdo dos multiplicadores de Lagrange [24].
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4.1.2 Lagrangiano aumentado com restricdes de desigualdade

Tendo apresentado o caso do método do Lagrangiano sujeito a
restrigoes de igualdade, seguimos com o problema com desigualdades

min f
sujeito a h(z) =0
g(z) <0.

em que g : R" — R", e como antes, f: R" - R, h: R® — R™.
Este pode ser facilmente colocado na forma anterior, introduzin-
do-se as varidveis de folga z1,..., 2, [25]:

min f(x)
sujeito a h(xz) =0
g(x) + 2% =0,

em que 22 representa o vetor (z%, ceey zf)
Entao, podemos usar o mesmo método, usando nos sub-problemas
a funcdo Lagrangiano aumentado, a seguir reescrita com as variaveis

adicionais:

L(z, 2, py¢) = f(2) + AT h(z) + §||h(:s)|\2+

>~ {mlan(a) + 20 + la@) + 2712}

=1

em que g;(z) é a componente [ de g(z). Os sub-problemas consistem
em

min L(x,z, A\, i, c). (4.1)

A fim de encontrar z e z que resolvam (4.1), é possivel, para cada
x, minimizar em z o Lagrangiano aumentado L(z, -, A, i, ¢). Para tanto,
basta minimizar cada termo dependente de z, problema este reescrito
na varidvel u; = z7:

min{ialgn (&) + ] + 5 lgr &) + . (4.2)

Nos pontos de minimo irrestrito «%; de cada uma destas funcoes, a
derivada vale zero:
uy + c[gl(a:) + ﬂl} =0,
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consequentemente,
= —[(w/c) + gu(@)].
Se, por outro lado, este valor 4; for negativo, o minimo restrito de (4.2)
é uf =0 (A expressio de (4.2) é convexa em u;).
Entao:
uj = max{0, —[(m/c) + gi()]},

g1(x) + uj = max{g;(z), — (i /c)}.
Assim, denotando
max{g1(z), —(n1/¢)}
X,y c) = : ’
max{g,(z), —(ur/c)}

g7 (

a funcao Lagrangiano aumentado, ji minimizada em z é:
1
min £(z, 2, \, i1, ¢) = f(z) + AT h(z) + §c||h(;1c)||2—|—

1
+ 1 gt (@, 0) + Sellg™ @, 1%,

Isto motiva a definicdo do Lagrangiano aumentado para proble-
mas com restrigoes de desigualdades

Lz, A pe) = fa) + ATh(z) + 1" g™ (2, 1, 0)+
b5 el + g )Py (43)

que pode ser reescrito [25] como:
1
L(@, A pe) = f(2) + ATh(z) + Sellh@)]*+
1 T
5o > Amax(0u + egi (@) — i} (44)
1=1

A equivaléncia entre (4.3) e (4.4) pode ser verificada coordenada por
coordenada. Note que se g;(z) > —(w;/c), entdo g;" (x, y, ¢) = gi(z), mas
por outro lado,

1 1
5 {max(0, u + cqi(@)]® — pi } = mag(x) + 5@91(%)2

1
= g (z,p,c) + 5@9?(96% c)?.
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Caso contrario, g(z) < —(u/c), entdo g;" (z, u, ¢) = —(mu/¢), enquanto

1 2

% {maX[O, w + cgl(x)]Q - ,Uzz} = Z(_Nl)

= Ulg?_(xv My C) + %cg?_(x,,u, C)2'

Entao, os sub-problemas devem ser resolvidos utilizando o La-
grangiano aumentado dado por (4.3) ou (4.4), sem a necessidade de
usar nenhuma das varidveis adicionais z;. O problema continua com n
variaveis.

No Apéndice A mostramos ainda, que se as fungoes f, h e g sdo
continuamente diferencidveis, entdo o Lagrangiano (4.4) também o é.

A atualizagdo dos multiplicadores de Lagrange pode ser feita de
forma semelhante ao caso irrestrito. Considerando que a minimizagao
de L(-, LTS ¢) resulta em um ponto xk,

AL R R (h) (4.5a)
T A A AN (4.5b)

Ainda, (4.5b) pode ser reescrito, coordenada por coordenada:

p Tt = max{0, uf + Fgi(x)}. (4.6)

4.1.3 Eliminacao parcial das restricoes

Nos casos anteriores, todas as restricdes eram transformadas em
penalizacoes da funcéo objetivo, e os sub-problemas consistiam em um
problema de minimizagao irrestrita do Lagrangiano aumentado. Porém,
nao é necessario fazer esta substituicdo em todas as restrigoes. E pos-
sivel incluir no Lagrangiano aumentado apenas algumas, mantendo as
restantes nos sub-problemas, que entao as tratam de maneira explicita.

Em problemas com restrigoes lineares e nao-lineares, é possivel
por exemplo, incluir as nao-lineares como penalizagdes, mas seguir tra-
tando as lineares explicitamente. Isto permitird utilizar os métodos do
capitulo anterior na resolugdo dos sub-problemas.

Para o problema

min f(x)
sujeito a h(x) =

0
g(r) <0,

IA
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se incluirmos no Lagrangiano aumentado apenas as restri¢oes referentes
a igualdade h(z) = 0, chegamos ao sub-problema seguinte:

min L(a,\¢) = f(a) + Nh(@) + 5 [[h()]

sujeito a g(z) <O0.

Isto nao interfere na estratégia de atualizacao dos multiplicadores de
Lagrange, que pode ser mantida a mesma.

De modo geral, as restri¢cdes ndo incluidas no Lagrangiano aumen-
tado s@o mantidas nos sub-problemas. Nao ha necessidade de manter as
restricdes de desigualdades, incluindo no Lagrangiano as de igualdade.
Qualquer mistura das duas pode ser penalizada ou mantida [24].

Neste trabalho, é de interesse o caso em que as restrigoes mantidas
sao dadas por inequagoes lineares, da forma Az — b = g(z) < 0.

4.2 UM ALGORITMO DE LAGRANGIANO AUMENTADO

Havendo exposto a teoria sobre o método de lagrangiano aumen-
tado, apresentaremos a seguir um algoritmo completo (Algoritmo 4.1),
baseado em [26].

O problema que queremos resolver contém restrigoes nao-linea-
res (a serem incluidas no Lagrangiano aumentado) e restrigdes lineares
(mantidas explicitamente). O problema é dado por:

min f
sujeito a g(z) <0
Ax <b.

emque f:R*" - R, g:R*" - R™, A RP*" b e RP.

Este algoritmo permite utilizar mais de um pardmetro de pe-
nalizagdo ¢, permitindo que diferentes restrigdes tenham penalizagoes
distintas. Para tanto, as m restricdes nao-lineares sdo divididas em ¢
grupos, denotados Q;, possivelmente segundo o tipo de nao-linearidade.
A cada grupo Q;, é associada a penalizacéo c;.

A fungao Lagrangiano aumentado correspondente é semelhante
a (4.4), com as restri¢oes divididas nos grupos Q, cada um com um
parametro de penalizacao proprio:

L(x,p,c) = +Z - ({max{0, i + ¢gi(2))> — 1)) -

J=1 ZEQJ
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O sub-problema a ser resolvido envolve as restri¢oes lineares, que
nao foram incluidas no Lagrangiano aumentado:

min Lz, p,¢) (4.7a)
sujeito a Az < b. (4.7b)

A cada iteracdo k, o iterando x* é calculado, resolvendo-se o
sub-problema aproximadamente, utilizando-se como critério de parada
a norma da projecdo do gradiente da fungao no cone tangente ao espaco
vidvel

1Prco ey [=V L@, 1, )] || < WF, (4.8)

em que w” determina a exatiddo com que se resolve o problema.

Os multiplicadores de Lagrange e os parametros de penalizacao
sao atualizados de forma alternada. Caso as restri¢des incluidas no
Lagrangiano aumentado estejam suficientemente satisfeitas, isto é

I max{g(x)o,), 0}/ < 7", (4.9)

em que ¥ > 0 e o sub-indice [Q,] denota uma particdo do vetor associ-

ada ao grupo de restri¢oes [Q;], o pardmetro de penalizacdo do grupo

correspondente é mantido o mesmo,
k41 _ &
Cj = Cj y

e os multiplicadores de Lagrange sdo atualizados, de forma semelhante

a (4.6):

ngl] = maX{O,uf’Qj] + cfg[gj](xk)}, i=1....q

Caso as restrigoes nao sejam satisfeitas conforme (4.9), os multi-
plicadores de Lagrange sdo mantidos
k+1 _  k
e, = Hley)
e os parametros de penalizagao correspondentes sao atualizados con-
forme a férmula

k+1 _ _k k
G =T

em que
& T se cf = aF
TP = (.
max(7,a®) caso contrério
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e o é o menor dos parametros de penalizacio ao inicio da iteracdo:
E_ sk k
a” =min(cy, .., ¢)).

Dessa maneira, caso os sub-problemas nao cheguem a satisfazer suficien-
temente as restri¢oes, os parametros de penalizacdo ¢ correspondentes
sdo progressivamente aumentados. No limite, ¢ — co, que é uma das
formas de garantir a convergéncia do método.

Ainda, resta garantir que os w* e n* convirjam para zero, de modo
que, no limite, as restricoes sejam satisfeitas e o ponto encontrado seja
6timo para a fungdo original f.
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Algoritmo 4.1: Método de Lagrangiano Aumentado, baseado
em [26]

Inicializacéo: defina as constantes positivas: w* < 1, n* < 1,
T>1,a,<1lef, <1 Sejak =0, ol = minj—y . 4 c;»), wd =al
no = (a¥)en;

for k=1, 2, ... do

Resolva o sub-problema (4.7) de modo a encontrar um ponto
x¥ satisfazendo

b

| Picoawry [=VL(w, )] || < o

Caso || Pro(gwry [=VL(z, 1, 0)] || Sw™| e

| max{g(z)[o,},0}|| < n*, encerre.

for j=1,...,qdo

if || max{g(z);o,),0}| < n" then

Atualize os multiplicadores de Lagrange
S

j R

Ho,) = max{0, pfg, + 910, (@)}, J=1,..00q.

else
Aumente as penalizagoes

k+1 _ K
Hro; = Hesl
k+1 _ _k k
Cj = T] Cj
aFtt = ~min cf“
j=1,...,q -
if af*t1 > oF then
! 1
PSR
k1 1
n (akF1)an
else
SR — Lk 1
ak+L’
k1 k 1
n n (aF+1)Bn
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4.3 RESOLVENDO OS SUB-PROBLEMAS COM BUSCA DIRETA DI-
RECIONAL

O algoritmo apresentado na segdo anterior é bastante pratico, no
sentido de exigir, na resolu¢do dos sub-problemas, critérios de parada
que sdo usuais em algoritmos de otimizaco. Isto permitiu a [27] adapté-
lo para utilizar a busca direta direcional na resolugao dos sub-problemas.

Em primeiro lugar, é necessario resolver os sub-problemas com a
exatidao desejada. Um resultado analogo ao Teorema 9 fornece uma cota
superior para || Prco(gk k) [~V f(z*)] || em funcdo do tamanho do passo
AF. Dessa maneira, como critério de parada para os sub-problemas,
podemos utilizar

Ak < gk
em que 6% faz o papel de wk.

O mesmo pode ser feito com o critério de parada do algoritmo
de Lagrangiano aumentado que passa a ser:

F <8 e max(ge),0)] < 7"

Resta definir a forma de atualizar as tolerancias 6* dos sub-pro-
blemas que seja equivalente a do algoritmo da se¢ao anterior.
Para tanto, considere 6;,; > 1, e defina a funcao

6(A, ¢) = max {1, (1 + ||l +Zop> /92501} .

p=1

Em que Bnax limita superiormente os comprimentos das dire¢oes
de busca ||d|| < Bmax- Considere que a tolerancia € utilizada para
a deteccao de restrigoes quase-ativas, e consequentemente K (z,¢) e
K°(x,¢), é dada por eg = min{emax, SmaxA}

Entéo a tolerancia para os sub-problemas é atualizada conforme
a regra [27]:

6k+1 = wk+1/(6max9()\k+1; 5k+1))~

4.4 RESOLVENDO OS SUB-PROBLEMAS COM REGIAO DE CONFI-
ANCA NAO-DIFERENCIAVEL

Para o uso do algoritmo de Lagrangiano aumentado proposto, o
Algoritmo 3.2, de regido de confianga com restrigdes lineares pode ser
utilizado sem grandes alteragoes.

O critério de parada usual do algoritmo é o raio da regido de
confianga, mas vamos propor uma alternativa préxima ao proposto na



70 Capitulo 4. Otimizagao nao-diferencidvel com restrigoes nao-lineares

secdo 4.2. Considere &F < w¥. Vamos mostrar que, sob certas condicoes,
podemos considerar um critério de parada baseado no modelo m:

1Prco o)y [=Vm(@)] || < &F.

Resta mostrar que este novo critério prové a exatidao necessaria
para a convergéncia do algoritmo. Se o modelo for A-posicionado, de
(2.16), temos:

KegAA > ||VL(z, i, c) — Vm(x)|| >

¢ (
> HPKO(m,wk) [V‘C’(xnu’a C) PK"(m,w’“) [Vm(m)} H > (
2 |Prco(awry [VL(@, 1, ] | = | Prco (v V()] | = (4.12
> || Pco(aur) [VL(2, 1, 0)] || — (

em que utilizamos o fato de que proje¢cbes em conjuntos convexos en-
curtam distancias [28] e uma desigualdade triangular. Entdo, o modelo
m pode ser utilizado no critério de parada, ja que:

| Paco ooty [VL (@, 1, ] | < 6F 4+ kg AA.
Entdo, se for escolhido & de modo que
wh > OF + ke AA (4.14)

a cota 4.8 é satisfeita. O valor de A pode nao ser conhecido, mas € finito.
J& o valor de k.4 depende do condicionamento da fungao L(-, s, ¢), que
depende da penalizacao c. Se os multiplicadores \ estiverem convergindo
para seus valores corretos, os parametros de penalizacdo ¢ permanecerao
limitados. Nesse caso, com um A suficientemente pequeno (ou decres-
cente, a fim de que kegAA — 0) este critério de parada alternativo é
valido.

Caso isto nao ocorra, e ¢ crescer indefinidamente, este critério
nao pode ser usado. Nesta situagdo, porém, a dificuldade esta em fazer
que os modelos m sejam boas aproximagoes da funcao Lagrangiano
aumentado L(-, A, ¢). Entdo, o algoritmo todo terd dificuldade em con-
vergir e mesmo o critério de parada usual (baseado apenas no raio da
regido) pode apresentar problemas.

45 SUMARIO

Neste capitulo apresentamos o método do Lagrangiano aumen-
tado para a resolucao de problemas de otimizacao com restri¢cdes nao-
lineares. O método substitui restrigoes do problema original em penali-
zagoes para a funcdo objetivo.
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A funcéao lagrangiano aumentado inclui penalizagdes para as vio-
lacoes de restrigoes e estimativas para os multiplicadores de Lagrange
do problema original. O método consiste em resolver uma sequéncia de
subproblemas de otimizagdo do Lagrangiano aumentado, atualizando-
se as estimativas dos multiplicadores de Lagrange e, eventualmente
aumentando as penalizagoes associadas as restrigoes.

O método, inicialmente para tratar problemas com restri¢des de
igualdades, ja foi estendido para o tratamento de desigualdades, neste
capitulo apresentamos o caso unilateral, mas também é possivel tratar
desigualdades como | < Ax < u sem a necessidade de introdugio de
mais multiplicadores.

Por fim, apresentamos um algoritmo desta classe em que as restri-
¢oes lineares nao sao incluidas como penalizagoes, podendo ser tratadas
explicitamente na otimizacao do Lagrangiano aumentado. Mostramos
como os sub-problemas podem ser resolvidos utilizando os algoritmos
nao-diferenciaveis do capitulo anterior.






5 ANALISE COMPUTACIONAL

Neste capitulo fazemos uma andlise do desempenho dos algorit-
mos de busca direta direcional e regiao de confianga nao-diferenciavel
para a resolucdo de problemas com restri¢des lineares nas varidveis. Es-
pecificamente, problemas envolvendo a alocacao de gés, sujeitos a uma
disponibilidade limitada de gas para gas-[ift.

Primeiramente, apresentamos um conjunto de problemas que foi
resolvido empregando-se os dois métodos, com os dados de [29]. Em
seguida, apresentamos a resolu¢ao de um problema em que o método de
regido de confianca empregou diretamente o simulador para a avaliagdo
da funcao objetivo.

5.1 OTIMIZACAO DE FUNCAO SUAVE

O problema resolvido na presente secdo consiste em alocar gas
de gas-lift para um conjunto de pogos, com restri¢gdes lineares

max  f(qinj)
sujeito a Aginj < b

em que @inj = (qilnj, .. .,qi]r\fj) é o vetor de vazdes alocadas de gas de
elevacao,
Iy
A= | —Iy
€1xN
b= (u1,...,un,—l1,..., —IN,Gmax), In é a matriz identidade de ordem
N, e e1xn é um vetor linha com todos os elementos iguais a 1. Os valores
das restrigoes foram u; = --- = uy = 4000Mscf/d e ly = --- =y =

80 Mscf/d. Foram resolvidos 10 casos diferentes do problema, com a
disponibilidade total de gas do campo variada logaritmicamente de um
valor muito restrito gmax = 2.800 Mscf/d, até gmax = 28.000 Mscf/d,
em que o 6timo irrestrito se torna viavel. Desta maneira obtivemos dez
diferentes versoes do problema. Ainda, para cada versao, resolvemos o
problema partindo de 10 diferentes pontos iniciais.

A funcédo f, como ji apresentado, é da forma

N N
F=" (0o (ahy) + Do) (aiy) — Puwdls(aly)) = > Dinitly
n=1

n=1

neste caso, porém, utilizamos a aproximagao de [14] para modelar a
producao total de cada poco:

ap (Gin;) = 1 + ey qin; + Cg(‘]&j)Q +cy In(gin; +1).

73
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Os pardmetros ¢y, . . ., ¢4, foram identificados de um problema [3], adap-
tado em [2], utilizando minimos quadrados lineares, e estdo listados na
Tabela 5.1. Os valores das vazoes de dleo g, gds g e dgua ¢, produ-
zidas foram calulados, para cada poco, utilizando os valores de GOR
(relacdo gés-6leo) e Water cut (proporgao de dgua na fase liquida) fixos,
conforme a Tabela 5.2.

Para cada um dos cendrios propostos, a disponibilidade total
de gas para gas-lift e o valor 6timo da fungdo objetivo sao dados na
Tabela 5.3. O ponto 6timo foi calculado numericamente, utilizando-se
um algoritmo baseado em derivadas.

Desta maneira, podemos testar o desempenho dos algoritmos para
fungbes suaves (em que hé garantia tedrica de convergéncia) mantendo
a estrutura do problema de interesse.

5.1.1 Busca direta direcional

No algoritmo de busca direta direcional, na iteracao k, o conjunto
de diregbes de busca Dy gera K°(z,¢€) para 0 < € < €., com €y = 0,5.
Para tanto, utilizamos o procedimento do Teorema 8, colocando os
geradores dos cones K(z,€) como as colunas de uma matriz V. Para o
calculo dos vetores u; mencionados no Teorema utilizamos uma base
ortogonal que gera o espaco nulo de V7 por combinacoes lineares e
a completamos com os negativos de todas as diregdes, como em (2.5),
de modo a ter uma base positiva. A estes vetores acrescentamos os
w;, colunas de V(VTV)~! com seus negativos —w;, de modo a ter um
conjunto Dy, satisfazendo a Condigdo 2 (p. 50).

Como fungao forgante, que determina o descenso minimo para a
aceitagdo do passo, foi utilizada o(t) = it? O pardmetro de controle
do tamanho do passo foi iniciado em Ay = 1. O critério de parada da
busca direta direcional é dado pelo tamanho deste parametro, enquanto
que o critério usado pelo método de regiao de confianca sem derivadas é
o raio da regido. Para obtermos critérios de parada equivalentes, ambos
os métodos foram aplicados ao problema com um critério de parada
exigente, de modo a satisfazer com folga a exatidao desejada, de erro
menor que 1 em cada coordenada. A partir dai, foram derivados os
critérios de parada de um e de outro algoritmo. Para o de busca direta
direcional,

A < Ay = 0,0038.

Na Tabela 5.4 apresentamos um sumaério das resolugoes dos pro-
blemas, considerando, para cada cenario, as médias dos tempos e dos
numeros de avaliagbes das fungoes objetivos. Na segunda parte da ta-
bela, tendo em vista que o valor 6timo ¢f; é conhecido (Tabela 5.3),
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Tabela 5.1: Pardmetros do problema resolvido. gy (qy;) = ¢ + chqhy; +
B (qity)? + ¢ log(gih; +1).

Poco c1 Co c3 Cq
1 —1081 | —0,2559 | 1,400 x 10~° | 398,6
2 —1132 | —0,2092 | —8,202 x 10~ | 4715
3 —1357 | —0,3079 | 6,750 x 10~7 | 559,5
4 —1191 | —0,2580 | 2,236 x 10~ % | 476,7
5 —1297 | —0,3074 | 1,687 x 107° | 4784
6 —1357 | —0,2505 | —9,927 x 1076 | 565,5
7 —1629 | —0,3698 | 9,045 x 107 | 671,5
8 —1282 | —0,2908 | 6,551 x 10=% | 504,7
9 —1791 | —0,4068 | 9,881 x 10~7 | 738,5
10 | —594,0 | —0,1285 [ 9,991 x 10~ | 238,1
11 | —1084 | —0,2482 | 6,276 x 106 | 4254
12 | —1433 [ —0,3254 | 7,900 x 10~ | 590,8
13 | —1151 | —0,2798 | 1,952 x 10~° | 413,3
14 | —1058 | —0,0749 | —3,558 x 10~° | 443,7
15 | —1059 | —0,1566 | —1,931 x 10~ | 494,3
16 | —1266 | —0,2569 | 2,363 x 10-6 | 489,8
17 | —1293 | —0,3010 | 1,745 x 10~ | 474,9
18 | —1121 | —0,1566 | —2,101 x 10~° | 517,7
19 | —1182 | —0,1893 | —2,440 x 10~° | 534,5
20 —1019 | —0,1601 | —1,402 x 10~° | 445,2
21 | —1725 | —0,3515 | —1,706 x 10~° | 724,5

22 —478,7 | —0,0871 | —3,015 x 107° | 214,3
23 —843,3 | —0,1463 | —1,170 x 10> | 377,5

24 —1072 | —0,1564 | —2,598 x 10~° | 517.6
25 | —1121 | —0,1566 | —2,101 x 10=° | 517,7
26 | —1058 | —0,0749 | —3,558 x 10~ ° | 443,7
27 | —1059 | —0,1566 | —1,931 x 1075 | 494,3
28 | —1266 | —0,2569 | 2,363 x 10~% [ 4898
29 | —1191 | —0,2580 | 2,236 x 10=° | 476,7
30 | —1297 | —0,3074 | 1,687 x 107° | 4784
31 | —1357 | —0,2505 | —9,927 x 10~% | 565,5

32 | —1629 | —0,3698 | 9,045 x 107 | 671,5
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Tabela 5.2: Valores de GOR e Water cut dos pogos considerados

Pogo | GOR | Water cut (%)
1 0.286 12,5
2 0.227 9,6
3 0.385 13,3
4 0.308 18,7
5 | 0.500 143
6 1 0.150 9.1
7] 0.462 71
8 0212 3,6
9 0.417 20,0
10 0.329 9,1
11 0.385 13,3
12 0.267 6,3
13 0.282 11,9
14 0.208 8,6
15 | 0.232 15
16 0.235 12,3
17 0.269 5,6
18 0.317 6,4
19 0278 12,7
20 0.333 6,1
21 0.161 10,2
22 | 0.137 118
23 1 0.194 15,0
24 | 0.262 5.6
25 0.431 9,7
2% | 0.276 31,0
27 0.281 22,0
28 | 0.088 1
29 | 1.429 30,0
30 1.000 33,3
31 0.167 33,3
32 | 0.750 2.9
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Tabela 5.3: Cendrios propostos, com valores das solugdes.

Cenéario Qmax f (qi*nj)
1 2,80 x 10% | 4,36 x 10°
2 3,62 x 103 | 4,87 x 10°
3 4,67 x 103 | 5,35 x 10°
4 6,03 x 10° | 5,79 x 10°
5 7,79 x 10° | 6,21 x 10°
6 1,01 x 10* | 6,57 x 10°
7 1,30 x 10% | 6,89 x 10°
8 1,68 x 10* | 7,13 x 10°
9 2,17 x 10 | 7,28 x 10°
10 2,80 x 10* | 7,31 x 10°

apresentamos o erro médio entre os valores produzidos ao final do al-
goritmo com este, tanto no valor da fungao objetivo (f(g;) — f(ginj)),
quanto na distancia entre as solugdes (||gih,; — Ginjlloc)- Os erros sao bai-
x0s, tendo-se em consideracdo os valores 6timos conhecidos na Tabela
5.3.

De modo geral, o caso mais restrito teve uma convergéncia mais
rapida, necessitou de menos avaliagoes da funcao objetivo, e induziu
erros menores. Provavelmente devido a proximidade entre o ponto inicial
e o ponto 6timo.

Na Figura 5.1 mostramos o valor assumido pela funcao objetivo
no iterando corrente durante uma das execugdes do algoritmo em trés
dos cenarios apresentados. Os valores da funcdo objetivo foram nor-
malizados, considerando-se 0 o ponto inicial e 1 o ponto étimo. Como
o ponto inicial é variavel, a normalizacao é diferente para cada curva.
Percebemos que a evolugao do valor é irregular, e fica mais lenta nas
proximidades do ponto étimo.

Para um dos casos, apresentamos a distancia Euclidiana ao ponto
6timo, na Figura 5.2, em que verificamos o mesmo comportamento, mais
lento proximo ao ponto 6timo.
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Figura 5.1: Valor da funcao objetivo durante a busca direta direcional,

normalizado de 0 a 1.

Distéancia euclidiana ao ponto étimo
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Figura 5.2: Distancia Euclidiana entre o ponto 6timo e o iterando
corrente da busca direta direcional.
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Tabela 5.4: Resolucdo de todos os cendrios usando busca direta direcio-
nal. Média dos casos em cada cenério.

Cenério | Tempo | Avaliagdes f | f(gmi) — f(qinj) | @i — dinjlloo
1 7s 8.183 4.58 x 1075 4.40 x 103
2 14s 22.087 8.66 x 10~° 6.36 x 10~3
3 24s 40.629 893 x 107° 877 x 1073
4 42s 70.664 1.43 x 107% 1.18 x 10~2
5 67s 116.602 2.79 x 1074 2.27 x 102
6 114s 196.331 3.18 x 1074 4.37x 1072
7 199s 339.503 5.04 x 1074 0.27 x 1072
8 306s 517.005 1.05 x 1073 1.36 x 1071
9 484s 819.350 3.08 x 1073 2.98 x 1071
10 598s 1.100.179 4.30 x 1073 1.88 x 1071
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5.1.2 Regiao de confianca

Nesta aplicacao, foram consideradas regides de confianca dadas
por bolas na norma ¢, em torno do iterando:

Boo(z, Ak) = {2 : ||l — 2k]loo < Ak}

Os modelos usados foram polinomiais de segunda ordem, com
matriz Hessiana diagonal Hy:

1
m(xg + s) = m(zk) + isTHks +9is, s€ Boo(zi, Ar).

O raio inicial foi Ag = 1 e para a aceitagao do passo foram usados
os coeficientes 77 = 0,4 e 19 = 0, de modo que, mesmo descenso simples
é aceito, contanto que o modelo seja A-posicionado.

O raio foi aumentado e diminuido utilizando-se os parametros
Yine = 2 e v = 0,5, respectivamente, que foram mantidos constantes
ao longo do algoritmo. O teste de criticidade foi executado com G <
€p = 32, usando p = 10 e § = 9. Os passos de teste foram calculados
resolvendo-se o sub-problema da regiao de confianca utilizando a parte
linear dos modelos.

Como no caso anterior, o critério de parada foi calculado para
equivaler em exatidao ao resultado alcangado pela busca direta direcio-
nal, na secdo anterior. Chegamos ao critério

Ap < At = 0,0156.

Apresentamos um sumario da resolucao dos problemas na Tabela
5.5. Para cada cenario é apresentada a média entre todos os pontos
iniciais. Tanto o tempo como o ntimero de avaliagoes da funcéo objetivo
foram pouco sensiveis a restricao de disponibilidade de gés para gas-lift.

Na Figura 5.3 apresentamos a evolugao do valor corrente da fun-
¢ao objetivo, normalizado de 0 a 1. E mostrado apenas o caso mediano
de trés dos cenarios. Dos trés, o caso mais restrito foi o mais rapido de
ser resolvido, seguido do menos restrito. O caso intermediario acabou
levando mais tempo. Nesta figura, ainda, para o Cenario 1, é possivel
notar um periodo em que a funcao objetivo fica num mesmo valor. Pode-
mos especular que em tal momento foram necessarias varias execugoes
do algoritmo de melhora de modelo, ou do passo de criticidade, que
podem ser custosos e, em si, ndo trazem melhora na fungao objetivo.

A distancia euclidiana ao ponto étimo durante as iteragdes de um
dos casos é mostrada na Figura 5.4, em um grafico linear. O algoritmo
chega rapidamente na proximidade do ponto 6timo, onde é gasta a
maior parte do tempo.
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Figura 5.3: Valor da funcao objetivo durante a execugao do algoritmo
de regiao de confianga, normalizado de 0 a 1.

Tabela 5.5: Resolucao de todos os cenérios usando regido de confianga.
Média dos casos em cada cendrio.

Cenario | Tempo | Avaliagdes f | f(gin;) — f(qinj) | % — @il
1 4s 755 2.33 x 1073 3.37 x 1072
2 17s 4.602 2.10 x 1072 2.73 x 1071
3 19s 5.327 9.39 x 103 212 x 1071
4 27s 7.712 7.66 x 1073 2.58 x 1071
5 28s 7.725 4.67 x 1073 2.68 x 101
6 23s 6.447 2.20 x 1073 2.31 x 1071
7 19s 5.287 9.62 x 1014 1.93 x 1071
8 18s 4.995 6.25 x 1074 2.19 x 1071
9 17s 4.636 3.34 x 1074 1.95 x 1071
10 165 4.567 3.79 x 1077 2.40 x 1071

Comparando com a busca direta direcional, hd uma grande redu-
¢a0 no tempo de execucdo e, principalmente, no niimero de avaliagbes da
funcado objetivo. Essa reducao ficard mais relevante quando tais fungoes
forem obtidas como resultado de um céalculo de simulador.
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Distancia euclidiana ao ponto 6timo
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Figura 5.4: Distancia Euclidiana entre o valor étimo encontrado e o
valor do iterando corrente durante a execugao do algoritmo de regiao
de confianga.
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5.2 OTIMIZACAO BASEADA NO SIMULADOR

Na se¢ao anterior aplicamos os métodos de otimizagio estudados
para a otimizagdo em um campo de petréleo em que a produgao era
modelada por fungoes suaves. Naquele caso, a teoria relacionada aos
métodos era capaz de garantir a convergéncia.

Na presente secao faremos a otimizacao da alocacéo de gds em um
campo de producao de petréleo utilizando diretamente um simulador
para os pogos e sistemas relacionados. Nao apenas o modelo é mais
completo, mas também ha presenga de ruido, proveniente do calculo das
simulagoes, realizado iterativamente. Como a utiliza¢do do simulador
torna a resolugdo mais lenta, optamos por realizar os experimentos
apenas com o método de regiao de confianca.

Consideramos o cendrio de [7], com a diferenca que sua abor-
dagem envolvia sofisticados modelos linearizados por partes, enquanto
nossa serd com um simulador numérico.

O campo de produgdo consiste de 16 pogos (Figura 5.5), com a
producao direcionada para dois manifolds, e cada manifold direciona
sua produgao a um separador. Os pogos numerados de 1 a 8 localizam-
se a 1 km do manifold 1, e 10km do manifold 2, enquanto os pogos de
9 a 16, estdao a 1km do manifold 2 e 10km do manifold 1.

Separators
M Manifolds -
~ —

Lift-Gas 3

Manifold

Figura 5.5: O gés para gas-lift deve ser alocado a 16 pocgos, cuja produgao
é distribuida entre 2 manifolds [7].

Como nosso estudo néo é capaz de otimizar o roteamento entre
pogos e manifolds, mantivemos este constante, conforme a Tabela 5.6.

A tubulagio ligando o manifold 1 ao seu separador tem 100 m,
enquanto a tubulagao entre o manifold 2 e seu separador tem 50 m, com
didmetro interno de 4,5in e rugosidade absoluta de R = 0,001 in.

Os pogos tém tubos de produgdo (tubings) de didmetro interno
de 3in, comprimento total de perfuracao de 3,7 km, profundidade de
2,7km e ponto de injecdo a 2,7 km.
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Tabela 5.6: Alinhamento entre pogos e manifolds

Poco | Manifold
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Apresentamos na Tabela 5.7 algumas caracteristicas dos pogos
produtores. Também estao indicados a pressdo estatica do reservatério
pr € o indice de produtividade p; (productivity index). O modelo deste
campo foi simulado utilizando o software PIPESIM.

O modelo deste campo foi simulado utilizando um simulador
fenomenoldgico. Sempre que a funcao objetivo precisava ser avaliada,
era feita uma simulagdo numérica da produgao do campo.

O problema resolvido foi o seguinte:

N N
max f =3 (poql + gl — Pwlw) — 3 Pinjdin;
n=1 n=1

sujeito a | <gjp; <u

N

n max
E Qinj < Ginj >
n=1

em que as vazoes de 6leo g,, gas g4 € 4gua g, de cada poco sdo calculadas
pelo simulador, e a vazao de gés para gas-lift gin; estd limitada, em cada
pogo de | = 0 até u = 226.534 Nm?/d e N = 16. A disponibilidade total
de gds do campo utilizada foi gjpi™ = 8 x u = 1.812.278 Nm?/d. Utiliza-
mos os pregos de 6leo p, = 20, e gis p, = 2. O custo do tratamento da
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Tabela 5.7: Caracteristicas dos pocos

Poco | GOR (Nm®/Nm?®) | Water cut (%) | p- (psia) | pi (STB/d/psi)
1 200 0 2100 15
2 200 20 2300 2
3 300 10 1950 12
4 300 40 2050 15
5 400 0 1750 4
6 400 20 1700 9
7 500 10 1700 11
8 500 40 2100 10
9 200 10 1900 5
10 200 40 2200 9
11 300 0 1850 11
12 300 20 2300 6
13 400 10 1825 14
14 400 40 2200 7
15 500 0 1600 8
16 500 20 1800 5

4gua foi p,, =1 e o custo da injecdo de gas foi p;p; = 5.

Para a resolugdo, implementamos o algoritmo de regido de confi-
anga em Matlab, que foi usado para gerar cédigo binario, que faz uso
do simulador.

Como na secao anterior, utilizamos uma regiao de confianca dada
por uma bola na norma £, em torno do iterando:

Boo(xk,Ak) = {(K . ||$ — xk”oo < Ak}

Os modelos usados foram de interpolacgao, polinomiais lineares:
m(zy +5) =m(zy) + gis, s € Boo(wr, A).

O raio inicial foi Ag = 1, o raio maximo foi Apax = 16.384 € o
critério de parada, A < 1073,

Para a aceitagdo do passo usamos os coeficientes ; = 0,1 e g = 0.
Os parametros de aumento e contracdo do raio foram os mesmos em
todas as iteragoes: i = 2 € v = 0,5. O limiar para a substituicao de
pivés durante o algoritmo de melhora de modelo foi & = %6.

Desta vez, para o calculo do passo, resolvemos o problema de
otimizacao dentro da regiao de confianca, utilizando a funcao linprog,

do Matlab, com o algoritmo active-set.
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Tabela 5.8: Sumario da resoluc¢do do problema: A maior parte do tempo
foi gasta nas simulagoes

Pto. inicial | n.° simulagdes | Tempo simulacdo | Tempo algoritmo
1 1383 2h 18 min 22s
2 1294 2h 22 min 22s
3 1166 2h 5 min 21s
4 1190 2h 6 min 22s
5 1242 2h 12 min 21s
6 1253 2h 15 min 21s
7 1418 2h 38 min 16s
8 1132 1h 60 min 15s
9 1110 2h4min 16s
10 1075 1h 57 min 18s
11 1002 1h48 min 13s
12 1080 1h 58 min 15s

Resolvemos o problema a partir de 15 diferentes pontos inici-
ais, escolhidos aleatoriamente. Em 12 dos casos, o algoritmo convergiu,
aproximadamente, para um mesmo ponto, sendo  a média deles, com
valor f(z) = 2.136.131 para a funcdo objetivo. Com relagdo a média
Z, o desvio padrao da distancia dos pontos finais a ela ||z — Z||2 foi
19,2 Nm?/d, enquanto que ||Z||2 = 1.258 Nm?/d. Considerando todos os
valores encontrados para a fungao objetivo, o desvio padrao foi de 0,69.

Considerando estes 12 pontos iniciais, apresentamos alguns de-
talhes da resolugdo na Tabela 5.8: nimero de simulagoes feitas, tempo
gasto com simulacbes e tempo gasto no restante do algoritmo. A maior
parte do tempo foi gasta com as simulagoes, que foram executadas se-
quencialmente. O tempo gasto pelo restante do algoritmo, em si, foi de
22 s, no pior caso.

Na tabela 5.9 fazemos um sumaério da exatidao das solugdes
encontradas. Para tanto, consideramos Z o melhor ponto encontrado
entre todos os cenarios. Na tabela estdo os desvios absolutos, com
relagdo a tal ponto, e relativos, comparando-se com a norma deste
ponto ou com a distancia entre o melhor ponto # e o ponto inicial de
cada caso.

Na Figura 5.6 mostramos o valor corrente da funcgdo objetivo
durante a execucdo do algoritmo, para dois pontos iniciais diferentes,
em fungdo do nimero de simulagoes feitas.

No entanto, em 3 dos 15 pontos, o algoritmo nao foi capaz de se
afastar muito do ponto original. As previsdes dos modelos néo foram
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Tabela 5.9: Sumério da resolugdo do problema: exatidao das solugoes

encontradas.
Pto. inicial | ||z — 2| Ll ez f@) - fl) | 8@
1 0 0 0 0 0
2 3.87 | 0304x10°2|0.171 x 1014 0.182 0.085 x 10~©
3 3.87 0.304 x 1072 | 0.462 x 10~* 0.182 0.085 x 10~°
4 3.87 | 0304x10°2|0.249x 104 0.182 0.085 x 10~©
5 3.87 0.304 x 1072 | 0.259 x 10~* 0.182 0.085 x 10~°
6 3.87 | 0.304x10°2 | 0.206 x 104 0.182 0.085 x 10~©
7 21.77 [ 1.711 x 1072 | 1.179 x 10~* 0.720 0.337 x 1076
8 31.12 | 2445 x 1072 | 1.626 x 104 1.016 0.476 x 10~
9 32.05 | 2.519x 102 | 1.639 x 10~* 1.017 0.476 x 10~°
10 26.48 | 2.081 x 1072 | 1.480 x 104 1.272 0.596 x 10~©
11 33.67 | 2.646 x 10~2 | 1.607 x 10~* 1.276 0.597 x 1076
12 51.71 | 4.064 x 1072 | 4.262 x 104 2.315 1.084 x 107
106 Valor da func¢ao objetivo
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Figura 5.6: Valor da func@o objetivo ao longo da execucgao da otimizagao
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boas o suficiente para o raio da regiao crescer muito e foi feito pouco
progresso.

Notamos que o custo atribuido & injecdo de gas acabou sendo
muito elevado. Isto fez com que varios dos pontos iniciais acabassem,
ao longo da resolucao, a quase zerar a inje¢do de gés para depois voltar
a aumenta-la.

Também comparamos a solugido obtida com a de [7], que uti-
liza um modelo linear por partes do simulador. Esta ltima encontrou
um valor de 2.234.150 para a funcao objetivo. Ao aplicar a solugado
no simulador, o valor realmente obtido foi 2.155.338. No entanto, esta
abordagem também encontrou um alinhamento 6timo entre pocos e
manifolds, que foi diferente daquele que utilizamos durante nossa resolu-
¢ao. Se aplicarmos o resultado que encontramos (de injegdo de gds) com
o alinhamento de [7], nosso valor para o ganho econémico é um pouco
maior: 2.203.409. O tempo de resolugdo também foi muito diferente: a
resolucdo de [7] durou apenas 55s, porém com o modelo de otimizagao
construido previamente.

Estas diferengas entre as duas abordagens mostram a relevancia
do tratamento para os alinhamentos entre poco e manifold. Além disso,
a estratégia que utiliza modelos lineares por partes pode apresentar
imprecisoes, seja em funcdo das escolhas as variaveis modeladas, seja
no nimero de pontos utilizados para a construcao do modelo.

Uma possibilidade de corrigir essas distancias entre o resultado
obtido pela programacao inteira e o resultado obtido com o simulador
é utilizar métodos sem derivada como meio de melhorar a solucao do
resultado da programacao inteira.

5.3 SUMARIO

Neste capitulo mostramos aplicagoes dos algoritmos de busca
direta direcional e o de regido de confianga nao-diferenciavel. Em um
primeiro estudo de caso, ambos foram aplicados na maximizacao de
um ganho econémico, no problema da alocacdo de gds em um campo
produtor de petréleo.

As curvas de produgido dos pogos eram modeladas por fungdes
suaves e ambos os algoritmos foram capazes de encontrar o valor étimo
para as injegoes, sendo que a busca direta direcional necessitou de muito
mais avaliacoes da fungao objetivo.

No segundo caso, analisamos a otimizacao diretamente com um
simulador de pocos de petréleo e sistemas relacionados. Essa possibili-
dade de usar diretamente os simuladores é um grande motivador para o
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uso de métodos nao-diferencidveis. Neste caso, as funcoes de produgao
dos pocos nao eram suaves, tendo em vista o ruido causado pelo simula-
dor numérico. Além disso, hé interacao entre as produgoes de diversos
pocos, tendo em vista que produzem em manifolds comuns. Para este
caso, foi aplicado apenas o algoritmo de regiao de confianca. Das 15
tentativas de solucao, 12 foram bem-sucedidas e convergiram para a
vizinhanga de um mesmo ponto.

Comparamos a solugdo encontrada com a obtida por terceiros
com outra abordagem, baseada em programacao inteira, que também
otimiza o alinhamento entre pocos e manifolds. A abordagem com
programacao inteira faz uso de um modelo especifico para otimizacao,
construido previamente, tendo um tempo para solugao bastante inferior
a nossa, que utiliza diretamente o simulador.

Os métodos que estudamos nao resolvem a questao do roteamento
da produgao, enquanto que a abordagem que utiliza modelos lineares
por partes pode ter erros de modelacao. Uma possibilidade é utilizar
os métodos nao-diferencidveis como uma alternativa para melhorar o
resultado obtido com programacao inteira.






6 CONCLUSAO

Na industria do petréleo ha varias ferramentas de simulagao nu-
mérica dos processos de produgao. No entanto, os simuladores normal-
mente nao fornecem derivadas das varidveis calculadas, o que impede
seu uso para otimizacao com algoritmos classicos. Neste trabalho apre-
sentamos dois métodos de otimizagdo que nao fazem uso de derivadas:
busca direta direcional e regiao de confianca nao-diferenciavel. Eles fo-
ram expostos em sua forma irrestrita e com restri¢oes lineares. Ambos
foram utilizados em um estudo numérico em que se otimizou a produgao
de um campo que produz petrdleo por gas-lift. Para o tratamento de
restrigoes nao-lineares, propomos o método do Lagrangiano aumentado,
que pode fazer uso dos métodos anteriores para resolver a sequéncia de
sub-problemas resultante. Neste método, as restrigoes nao-lineares sao
substituidas por penalizacdes na fungao objetivo, restando apenas as
restri¢oes lineares.

Os algoritmos de busca direta direcional sdo de implementacao
mais simples, enquanto os de regiado de confianga demandam mais tra-
balho. Ambos tém garantia de convergéncia, dependendo da suavidade
da funcao que se esta otimizando. Os algoritmos também podem fazer
uso de ferramentas de simulagdo numérica diretamente, embora neste
caso nao se seja possivel verificar a suavidade da funcao.

Nos estudos numéricos que realizamos, o algoritmo de otimizagao
por regido de confianca nao-diferenciavel foi mais eficiente que o de
busca direta direcional, chegando ao ponto 6timo em menos tempo e
com menos avaliagoes da funcao objetivo. Também fizemos um estudo
com o algoritmo de regido de confianca e um simulador de redes de
petréleo. A maioria do tempo de solugao foi gasta no célculo da fungéao
objetivo (simulagoes), € ndo no algoritmo em si.

Em nossos estudos, para ambos os algoritmos as avaliagdes de
funcéo objetivo foram feitas sequencialmente. O desempenho pode ser
melhorado se vérias avaliagoes forem feitas em paralelo. Isto é particular-
mente marcante para o algoritmo de busca direta direcional, que utiliza
varias avaliagbGes por iteracdo. Em particular, a abordagem de busca
direta direcional tem um algoritmo que pode ser utilizado de forma
distribuida [30], permitindo a execugao paralela e com certo balango de
carga.

No caso de alocagao de gés para gas-lift, se o usuério dispuser de
uma boa estimativa para a solugao, proveniente seja de conhecimentos
de operacao, seja do resultado de uma otimizacao aproximada prévia,
o uso de algoritmos nao-diferenciaveis pode dar suporte para melhorar
tal estimativa.

91
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Os algoritmos apresentados convergem para 6timos locais. Se a
otimalidade global for necessaria, devem ser utilizados outros métodos.
Para o caso em que as restrigcoes sao limites superiores e inferiores,
existem os algoritmos DIRECT (DIviding RECTangles) [31] e MCS
(Multilevel Coordinate Search) [32]. Outra alternativa é recorrer a mé-
todos auxiliares que indiquem um bom ponto inicial para a solucgao.

Os algoritmos apresentados ndo resolvem problemas com vari-
aveis inteiras. No contexto de campos de producao de petréleo, estas
ocorrem, inevitavelmente, nas decisoes sobre o roteamento da producao.
Além disso, o problema da alocacio de gas utilizando outras estratégias
como programagcao inteira mista pode ser mais eficiente em encontrar o
6timo. Se o nimero de otimizagoes a ser feito for alto, ou se o custo de
manutengao de um modelo de otimizacao preciso for baixo, é a melhor
abordagem.

O presente estudo apresentou métodos que buscassem fazer uso
do conhecimento das restrigoes lineares. H4 métodos semelhantes que
tratam apenas limites superiores e inferiores. Neste caso, outras restri-
¢oes devem ser tratadas com métodos de penalizagdo, como Lagrangiano
aumentado. Um estudo comparando tal alternativa com nossa escolha
(tratamento explicito de restrigoes lineares), ainda pode ser feito.

Em trabalhos futuros faremos um estudo numérico do método do
Lagrangiano aumentado para o tratamento das restrigoes nao-lineares.
No caso especifico de alocagao de gas para gas-lift, tais restricoes ocor-
rem nas produgoes admissiveis de gas ou contaminantes, mas também
na modelagdo da capacidade de compressao de gas do campo.

Ainda em trabalhos futuros, podemos utilizar os métodos abor-
dados para problemas que nao estao sendo resolvidos com programagao
inteira-mista. Entre esses, incluem-se otimizacdo em reservatorios de
petréleo e escoamentos com mudancga de fase (flashing).
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A SOBRE A DIFERENCIABILIDADE DO LAGRANGIANO
AUMENTADO

Na secao 4.1.2, apresentamos uma maneira de tratar restricdes
de desigualdades no problema do Lagrangiano aumentado sem a neces-
sidade de variaveis adicionais.

Para tanto, os sub-problemas resultantes envolviam uma funcao
Lagrangiano aumentado ja otimizada nas variaveis de folga, da seguinte
maneira:

L@ i) = F(z) + ATh(z) + %c||h(x)||2+

+ 2% ; {max[0, s + cqi(x)]* — ki }. (4.4)

Na discussdo subsequente, tal expressdo foi presumida suave.
Neste apéndice vamos provar que, de fato, (4.4) é continuamente di-
ferencidvel.

Para tanto, a suposicdo que fazemos é que as funcbes f, h e
g sao continuamente diferencidveis. Diante dessa hipdtese, é imediato
que os primeiros termos de L(-, A, i, ¢) sdo continuamente diferenciaveis.
Trataremos de modo separado a parcela que envolve a fungao “max”.

Para provar sua diferenciabilidade, introduzimos um teorema
de [33]:

Teorema 11 Suponha que a funcio f : R — R € continua mo ponto
a, e que f'(xz) existe para todo x em um intervalo contendo a, exceto,
possivelmente para x = a. Suponha, ainda, que lim,_,, f'(z) existe.
Entao f'(a) existe, e
!/ — 1 / .
f'(a) = lim f'(z)

Vamos usar o teorema para mostrar a suavidade da fungao p(x) =
max|0, ¢(z)]?, com ¢ : R — R continuamente diferencidvel. Em (4.4)
ocorre um caso particular em que g(z) = u; + cgi(x).

A funcao p também pode ser escrita como

0, se q(z) <0
p(z) = { q(x)?,  seq(z) > 0.

Claramente p é continuamente diferencidvel em todos os pontos
em que ¢(z) < 0 ou ¢g(x) > 0.

Agora suponha que existe um ponto a € R tal que ¢(a) = 0. Se,
na vizinhanga de a ndo ocorre troca de sinal, por exemplo, ¢(z) > 0,
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também ¢é imediato que p é continuamente diferenciavel. Resta a divida
com relagao aqueles pontos em que hé troca de sinal.

Suponha que ¢(a) =0 e g(z) > 0 para z > a e g(z) < 0 se z < a,
na vizinhanga de a. Entéao, o limite, por um lado é

lim p'(z) = lim q(z) =

z—at z—at
= lim 2(2)¢'(x) =
. . /
-2 () )
=2x0x¢q(a)=
=0.

Enquanto, pelo outro lado, o limite é

lim p'(z) = lim 0=

T—ra— T—a—

=0.

Consequentemente,
lim p'(x) = 0. (A1)
r—a
Como p é continua, e sua derivada tem limite no ponto a (A.1),
pelo Teorema 11, p é continuamente diferencidvel em a, com p'(a) = 0.
O caso reciproco (¢(z) > 0se z > a e g(z) < 0 se z < a) pode ser
resolvido de forma andloga.
Assim, o Lagrangiano aumentado proposto (4.4) é composto por
uma soma na qual todas as parcelas sdo continuamente diferenciaveis,
e portanto, continuamente diferenciavel.
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