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Notacao

Simbolo
c(9) contido (contido ou igual)
€ pertence
¢ néo pertence
v para todo
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Xi i-ésimo elemento do vetor x
P transposto de P
* elementos ou blocos simétricos
em relagdo a diagonal
diag(-) matriz diagonal
Re(A(A+BK)) parte real dos autovalores de (A+BK)
He(P(A+BK)) Hermitiano de(P(A+ BK))
Abreviaturas

LDl : Linear Differential Inclusion,

(Incluséo Diferencial Linear)
LMI : Linear Matrix Inequality,

(Desigualdade Matricial Linear)
BMI : Bilinear Matrix Inequality,

(Desigualdade Matricial Bilinear)
UB : Ultimate Boundedness,

(Ultimamente Limitado)
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Generalidades

Grande parte dos sistemas reais esta sujeito a existénoéatee nao-
linearidades na malha de controle, tais como saturacaa,morta, histerese,
entre outras (Hu e Llin, 2001; Khalil, 2002; @hal.,[2009] Tarbourieckt al.,
2011aj Vidyasagar, 1993). A presenca destas nao-lineksdda-se geral-
mente devido a limitagBes fisicas ou de seguranca dos aggdmmo € o
caso de servo-motores elétricos ou servo-valvulas hides pneumaticas.
Tais limitagbes podem levar & uma degradacgdo do desempergisteima e
até mesmo a instabilidade.

Cada vez mais, as aplicacdes préticas exigem a utilizac&istde
mas de controle precisos e que atendam a diversos requisittssempenho.
Surge entdo a necessidade de ferramentas teéricas queésrenscertas par-
ticularidades dos sistemas de controle, especialmentapresentes nos
atuadores. Considerar tais particularidades no projetmd#oladores tem
sido de grande interesse da comunidade cientifica, com tivabje tratar
teoricamente o problema de controle o mais préximo posdiveéal. Uma
nao-linearidade comum nos sistemas fisicos é a zona modsente, por
exemplo, em sistemas de acionamento hidraulicos e pnaxgsatbistemas
de acionamento hidraulicos sdo muito utilizados devidocklexte relacéo
poténcia/peso e a resposta rapida aos comandos de pastiddapu inver-
sdo de velocidade sem danos as partes mecanicas (Me®gii), Xoutilizacao
desse tipo de acionamento é comum desde a extracdo miregairatistria
aeroespacial, bem como nas aplicacbes de uso cotidian@ eonveicu-
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los de transporte e passeio, equipamentos médico-h@spiad odontoldgi-
cos, processadores de lixo urbano, oficinas e postos desee veiculos
(Linsingen/ 2003) e também nas industrias do setor meta&niea, na me-
canizagdo agricola e no manuseio e transporte de mat&/a@digroet all,
2007). No caso de sistemas pneumaticos, estes sdo muadas em apli-
cacdes que demandam elevado desempenho, em ambientesjajmecex-
digBes de higiene e/ou em atividades com grande repetitieié velocidade
(Schneider e Hitchcox, 1998). Pode-se citar, por exemplsoode sistemas
servopneumaticos para o controle de posigao de pas dedardbérhidrelétri-
cas (Asarf| 2006).

Devido a vasta aplicabilidade destes sistemas e tambémiaia\ire-
senca da ndo-linearidade de zona morta neles, surgiu @s$steem apro-
fundar o estudo referente aos problemas de analise deligistdbie sintese
de realimentacgédo de estados para sistemas sujeitos aweaddade de zona
morta no atuador.

A principal dificuldade para tratar problemas consideraatdadores
sujeitos a zona morta € que quando o sinal de controle é suéiniente
pequeno, a saida da zona morta é nula e, consequentemeisienmasse
comporta em malha aberta em uma regido em torno da origendo %en
sim, a estabilidade assintética da origem de um sistemarlic@m atuado-
res sujeitos a zona morta sé é possivel para sistemas tissimente es-
taveis em malha aberta. Em outros casos, esta ndo-lindarieea a uma
perda de estabilidade local em torno da origem, o que implieaas traje-
térias do sistema em malha fechada néo irdo convergir asarnente para
a origem. No entanto, pode-se estimar uma regido positivenievariante,
em torno da origem, para a qual as trajetérias do sistemaddeergir em
um tempo finito e nela permaneceré&o confinadas (Hsu e Fong); [RBalil,
2002; Tarbourieclet all,2011Db).

Os estudos relacionados aos problemas de analise de idsiddbik
estabilizacéo de sistemas sujeitos a ndo-linearidadesiada geraram uma
literatura rica na teoria de sistemas de controle. Um dasegiros trabalhos
referente a ndo-linearidade de zona morta trata de uma ftero@mpensar os
efeitos desta ndo-linearidade em sistemas e foi realizaxi®am e Kokotovi
(1994). Neste trabalho os autores propdem uma compensas&ada na
inversa da zona morta e em um controle adaptativo. Em_£hali(2011)
€ proposto um controle adaptativo para uma classe de sistefioaineares
incertos com uma néo-linearidade de zona morta ndo siraétls autores
supdem que os estados do sistema ndo sdo mensuraveistqantarob-
servador é projetado para estima-los. Alguns trabalhtentralo problema
de sistemas sujeitos ndo-linearidade de zona morta atdavéslizacao de
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redes neurais, pode-se citar SélmiLewis (1998), Selngie Lewis (2000).
A logica fuzzy também é utilizada para tratar de sistemasitegj a ndo-
linearidade de zona morta nos trabalhos de Lewal. (1999) € Wonget al.

(2002).

Outra forma de estudar o comportamento dindmico na presingca
zona morta € através da utilizacdo de ferramentas baseadasria de es-
tabilidade de Lyapunov ou de conjuntos atratores, utiibapor exemplo, o
conceito de estabilidade ultimamente limitada, UB (dodstlltimate Boun-
dednesp(Khalil, 2002). Neste trabalho de doutorado optou-se fidizar
esta ferramenta baseada no conceito de estabilidade miénia limitada
para tratar o problema de sistemas sujeitos a zona morta réalizar a
analise ultimamente limitada, utilizam-se funcfes de Lyegy quadréticas
para mostrar o limite da solu¢do de uma equacao de estademaegiando
a origem n&o é um ponto de equilibrio do sistema (Khalil, 2002

EmlFong e Hsu (2000) a zona morta é descrita na forma afim por par
tes e, a partir desta descricdo, € tratado o problema desffggealimentacao
de estados. As condi¢des sdo descritas na forma de desidaalohatriciais
lineares, LMIs (do inglékinear Matrix Inequalitie}.

Em|Hsu e Fong (2001) os autores tratam a zona morta como sendo
uma perturbacdo na entrada de controle e a descrevemnditizzondi¢cao
de faixa. Sendo assim, é possivel também tratar problenegmyolvem
sistemas sujeitos a outras néo-linearidades, como porpaehacklashe
histerese, desde que se localizem na faixa consideradae Kabalho sdo
propostas condi¢bes suficientes para a sintese de realipAente estados
para sistemas lineares com zona morta, as condi¢bes sadatesa forma
de LMlIs.

No trabalho dé Turner (2006) é feita uma modificacdo na zormgéamo
usual, de modo que esta passa a ser um caso particular de nemannata
generalizada. Para considerar a ndo-linearidade é dtlimena condicao de
setor. O autor apresentada uma forma de compensar a zoregambmpara
com a técnica danti-windup(Tarbouriech e Turner, 2009).

Em/Pomaset all (2012) e Milhomem (201 3) sdo apresentados resulta-
dos para tratar sistemas lineares sujeitos a uma classetdebpedes limita-
das, tendo como ferramenta tedrica para a solugao dos prablde analise
e sintese, a estabilidade ultimamente limitada. As coredig@ andlise e sin-
tese séo descritas na forma de LMIs.

Em certos sistemas fisicos, como é o caso dos sistemas d@-acio
mento hidraulico, a ndo-linearidade de zona morta aparescm@anhada
da saturacdo. Portanto, tratar o problema de sistemasosugeuma néo-
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linearidade que combina os efeitos da zona morta e da satunagstrou-se
também ser um tema importante a ser explorado. Quando avobgesolu-
cionar um problema de analise de estabilidade de sistemaatt@ador satu-
rante, o que se busca € encontrar uma estimativa para o doteigitracao
do sistema. Neste caso, qualquer trajetéria com condig¢éialifocalizada
no interior do dominio de atracao, converge assintoticaengsra a origem.
Pode-se citar alguns trabalhos que tratam da analise dilidstde de sis-
temas com atuador saturante: R&im (2003), Gomes da Siktalr(2001),
Paimet al. (2002), Tarbouriecket al. (2004, 2006b), Ebenbauer e Allgower
(2007) e Huet all (2002).

Para o caso de estabilizacao de sistemas lineares comgsatypade-
se tratar os problemas no contexto de estabilidade globkdaall O pro-
blema de estabilizacdo global consiste em encontrar undi lebntrole que
estabilize o sistema globalmente. Dentre os trabalhosrqteet deste as-
sunto, pode-se citar Bourgat e Tarbouriech (1992) e Sussetat. (1994).
No caso de estabilizac&o local busca-se uma lei de contrairaeestima-
tiva para o dominio de atracéo do sistema, a qual € um congamitativo
e invariante, associado a uma func¢éo de Lyapunov. Dentm@aloalhos que
tratam da estabilizac&o local, pode-se citar Gomes da Bileaal. (1997) e
Gomes da Silva Jr. e Tarbouriech (2001).

No caso de sistemas sujeitos a saturacdo no atuador, aneaodade
é tratada de diferentes formas, destacando-se, por exem@abordagem
gue considera a saturacdo como uma nédo-linearidade pemtere um se-
tor, e a descreve através de uma condicdo de setor do tipoliottedo
(Castelaret al.,12008; Khalil | 2002; Tarbouriecht al.,[20064a). A partir desta
descricao e, utilizando o conceito de estabilidade albmscdiitavés do uso do
S-Procedure (Boyat all, 11994) s&o obtidas condicdes suficientes para ana-
lise de estabilidade e estabilizacdo destes sistemas.

A nédo-linearidade de saturacéo pode ser descrita tambégmideen
rando um modelo hibrido, neste caso, em cada regido de Gabusistema
€ modelado como um sistema afim. Nesta abordagem a analisemmc
tamento nédo linear do sistema é feita a partir da divisdo pagesde estados
em regides de saturacéo (Gomes da Silva Jr. e Tarbourie2®a19.

Outra forma de tratar a saturacao é através da represepiaitépica
(Molchanov e Pyatnitskii, 1989), (Gomes da Silvaeiral.,[1997), (Hu e Lin,
2001), (Gomes da Silva Jr. e Tarbourielch, 2001). Neste @aptanta com
ndo-linearidade de saturagdo pode ser representadasattevéma inclu-
séo diferencial linear, LDI, (do inglésinear Differential Inclusio). Re-
centemente, em_Andrieat al. (2011), os autores consideraram que a néo-
linearidade de saturacédo satisfaz duas condi¢6es de fetentks, em fun-
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¢do de uma particdo do espaco de estado associado.

Recentemente no trabalho lde Tarbourietal. (2011b) foram pro-
postas condi¢ces de estabilizagdo para sistemas comntéerelementos
nao-lineares no atuador como, por exemplo, zona morta eagatystrick-
slip e saturagéo, histerese e saturacdo. Para tratar essane#@mtades €
proposta uma modelagem relacionada a no¢éo de inclus&erdifal con-
vexa (Alamoet al., 12009;| Fiacchini, 2010) e as condi¢des para solugdo do
problema séo descritas na forma de LMIs. Devido ao fato daetagdm
proposta abranger diferentes elementos ndo-linearidadesilizar esta fer-
ramenta para o caso de sistemas sujeitos a zona morta e;aatysade in-
correr em resultados restritivos.

1.2 Objetivos

Dentro do contexto descrito anteriormente, tem-se pottigbjgatar
os problemas de andlise de estabilidade e sintese de letnttele por re-
alimentacéo de estados para sistemas lineares sujeitazaanmrta. Para
atingir este objetivo faz-se necessario: compreendemi®geicausados pela
zona morta em sistemas lineares; utilizar um conceito qrraiteedescrever
estes fendmenos fazendo uso da teoria de estabilidadaelbasaduncdes de
Lyapunov; propor uma modelagem para a descri¢cdo da n&arililaele que
seja adaptada para o tratamento dos problemas e, por fimgrpropdicdes
para a analise de estabilidade e sintese de realimentag@siatios para o
sistema considerado. Devido ao fato de os sistemas figioosezes, terem
a presenca das ndo-linearidades de zona morta e saturagéotamente,
tem-se por objetivo também propor uma forma de tratar o proalde ana-
lise de estabilidade para sistemas lineares sujeitos a &orlnearidade que
combine os efeitos da zona morta e da saturacgéo.

1.3 Contribuicbes

Com relagdo ao uso do ferramental teérico, pode-se destaoaw
contribuicdo deste trabalho a utilizagdo do conceito dabdstade ultima-
mente limitada para o tratamento especifico de problemasdlsa e sin-
tese para sistemas lineares sujeitos a zona morta, dasgoege condi¢cdes
na forma de LMIs. O uso do conceito de estabilidade ultimaenkmitada
foi motivador para os trabalhos de Pomeaal. (2012) € Milhomem|(2013),
sendo que, estes resultados serviram de base para osdesualpresentados
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em|Dilda e Castelan (2013). Além disso, este ferramentaictedambém
permitiu propor condi¢cdes de analise e sintese para ditevenodelos de
zona morta, conforme descrito no Capifulo 2.

Outra contribuicdo é o tratamento do sistema linear com raorda
como um sistema com néo-linearidade de setor decompostseapada no
Capituld2, Secédlo 2.3.3. Neste caso, a zona morta € decamgrgermos
de uma zona morta modificada e um erro relacionado a diferemtra a
zona morta e a zona morta modificada. Sendo assim, utilimaraecondi¢éo
de setor global para descrever a zona morta modificada e unaécéo de
perturbacao limitada, valida localmente, para descreeerm

Com relacdo a modelagem da néo-linearidade, destaca-segom
cipal contribuicdo deste trabalho de doutorado a pararagfd por uma
classe de funcdes, apresentada no Cafitulo 3. Esta clafisgzdes é carac-
terizada por partes limitadas e afins em funcdo de cada ardexdontrole,
mais precisamente, em funcdo de quatro regides da entraztmtiele. Tal
parametrizacdo permite tratar os casos em que ha perdaatididatie em
torno da origem e também o0 caso particular em que a origem éombo p
de equilibrio assintoticamente estavel do sistema. A petrizacao proposta
pode ser utilizada também para tratar problemas de anélisstdbilidade de
sistemas lineares sujeitos a uma nao-linearidade que nanoisi efeitos da
zona morta e da saturacgéo.

1.4 Organizacdo da Tese

Esta tese esta organizada da seguinte forma:

e Capitulo[2: apresentam-se os conceitos de base utilizawltengo
do trabalho. S&o ilustrados os efeitos causados pela jgeesamnéo-
linearidade de zona morta em sistemas lineares e o probleroard
trole é formulado. Apresentam-se trés modelagens difesguara a
nao-linearidade, juntamente com a proposi¢éo de solugiap pro-
blemas de analise de estabilidade e sintese de realimen@edtados
para cada um dos casos. Os resultados deste capitulo sétodgsra
sistemas monovariaveis.

e Capituld3: apresenta a principal contribuicdo do trahaléferente a
modelagem da ndo-linearidade de zona morta, através deanara@-
trizacéo por uma classe de fun¢des. Considerando estagtaizapao,
séo propostas solucdes para os problemas de analise diéidzslale
sintese de realimentacgdo de estados.
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e Capituld4: neste capitulo propde-se uma extensado dosagssipara
tratar o problema de anélise de estabilidade para sisténezsds su-
jeitos a uma nado-linearidade que combina os efeitos da zorna mda
saturacdo. Sao ilustrados os efeitos desta ndo-linearefacsistemas
lineares. A parametrizacéo descrita no capitulo anterdgilizada para
descrever a ndo-linearidade considerada neste capitulo.

Os resultados relatados nesta tese foram desenvolvidasgarPro-
grama de Pds-Graduacdo em Engenharia de Automacao e Sistarhbni-
versidade Federal de Santa Catarina. Parte deste tralmlleafizado na
Université de Lorraine, Nancy (Franca), sob a orientacadBrddviarc Jun-
gers, no periodo de Dezembro de 2011 a Agosto de 2012.

As simula¢des numéricas apresentadas foram realizadasitiab\e
foi utilizado o solver SeDuMi com Yalmipl(L6fberg, 2004) para resolver as
LMls.
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Capitulo 2

Sistemas Lineares com Zona
Morta

2.1 Introducao

Neste capitulo sdo apresentados os conceitos de basadadineste
trabalho para tratar os problemas de analise de estal@lglathtese de reali-
mentacao de estados para sistemas lineares sujeitos a acaa m

Inicialmente séo ilustrados os efeitos ocasionados pelsepga da
zona morta em sistemas lineares. Na sequéncia sao intdoduziconceito
de estabilidade ultimamente limitada, UB, e a definicdo dgurdo de con-
finamento final (ou simplesmente, conjunto UB), os quaiscsatéizados
como ferramentas teéricas fundamentais para a definicadprdbemas de
analise e sintese na presenca de zona morta e o0 seu tratamésmgo deste
trabalho.

O conceito de estabilidade UB é utilizado para resolver ablpr
mas de andlise e sintese considerando trés modelagemntifepara a ndo-
linearidade. Os modelos apresentados estéo relacionadodelos ja exis-
tentes na literatura, no entanto tendo por base o conceéstdbilidade UB,
foram reformuladas as condic¢des de analise e sintese adascOs resulta-
dos sdo apresentados para sistemas monovariaveis. Unsean&ita em
cada um dos casos, apontando as vantagens, desvantagénddadies en-
contradas ao tratar o problema a luz de cada modelagem.

O capitulo esta organizado da seguinte forma: na $echio pr2sen-
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tada a formulacdo do problema de controle e é feita uma arddis efeitos
da zona morta em sistemas estaveis, instaveis e criticarastétveis. A Se-
cao[2.3 apresenta trés formas de tratar a ndo-linearidathnjente com a
proposicdo de solugbes para os problemas de analise eegbat@scada um
dos casos. A Secéio 2.4 é dedicada a apresentacdo dos @Esoliatkéricos,
finalmente, na Se¢@io 2.5 sdo apresentadas as consideragdaddicapitulo.

2.2 Apresentacao do problema

Considere um sistema linear continuo e invariante no teroporéo-
linearidade de zona morta no atuador, representado por:

X(t) = Ax(t) + Bdz(u(t)) (2.1)

u(t) = Kx(t) (2.2)
em quex(t) € R" é o vetor de estados(t) € R™ é a entrada de controle,
A e R™" Be R™Me o par(A,B) é controlavel. A matriz de ganhdése

R™*N & uma matriz de realimentacao de estados que estabiliz&maisem
a presenca da zona mortg dzisto €, a matriZA+ BK) é Hurwitz.

A nao-linearidade de zona morta considerada é desceattali si-
métrica, dz-) : R™ — R™, representada na FiguraP.1 e definida por:

ui(t) — pi, se u(t) > pi,
dz(ui(t)) = ¢ 0, se |ui(t)| <pi, Vie{l,..m}. (2.3)
ui(t) + pi, se u(t) < —pi,

dz,(ut)

/ ! 8 "

Figura 2.1: Nao-linearidade de zona morta.
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A Figura[Z.2 mostra um sinai(t) = 2serit) e a saida da zona morta
para este sinal, considerandogse 0.5. Observe que além de anular a saida
quando o sinal de entrada é pequédng,)| < p, a zona morta também causa
uma diferenca na amplitude do sinal de saida em relagdo aladsirentrada
quandgu(t)| > p.

Figura 2.2: Efeito da zona morta no singl) = 2serit).

Considerando o sistema(R.[)-(2.2), quan(to é suficientemente pe-
queno e d@(t)) = 0, o mesmo se comporta em malha aberta em uma regiéo
em torno da origem. Sendo assim, a estabilidade assintfilicéstema em
malha fechada somente é possivel quando o sistema foraEsintente es-
tavel em malha aberta, ou seja, quando a matréz Hurwitz. Nos outros
casos a zona morta leva o sistema a uma perda de estabilidatier torno
da origem, embora exista uma regido em torno dela para a guedjato-
rias do sistema convergem em tempo finito e permanecem emtseoi. A
fim de ilustrar o comportamento das trajetérias do sistemeatha fechada
quando na presenca da zona morta, considere o seguintelexemp

Exemplo 2.2.1 Considere trés sistemas monovariaveis, de segunda ordem,
descritos na Tabe[a 2.1, sen@:sistema assintoticamente estavel em malha
aberta,§ sistema instavel em malha abert&esistema criticamente estavel
em malha aberta. O valor do limite da zona morta foi fixadgem0.5.
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Tabela 2.1: Sistemas monovariaveis.

Sistema A B Autovalores K Autovalores
A (A+BK)

= 32 :;.15 0'15 {-05+i} | [615 -807] | {-1,-5}
%2 3l || to2=i | 163 -721 | {-1-5)

s 8 c1> 1 {0,0} [-26 1§ (-5}

A Figura[2.3 mostra os resultados da simulagdo do sisteraaedst
em malha aberté&. Os dois primeiros graficos mostram o comportamento
das trajetorias de malha fechada do sistema, com condi@al iigual a
[0.3 —0.3]". A trajetéria em linha cheia e azul é referente ao sistema com
zona morta e a trajetéria em linha tracejada e preta é rééesensistema
sem zona morta E possivel observar que as trajetérias dos dois sistemas
convergem assintoticamente para a origem. Note que nangeeska zona
morta essa convergéncia ocorre mais lentamente do que o@icague nao
ha zona morta no sistema. Os dois outros graficos da Higyra@&8am o
comportamento do sinal de controle. Em linha cheia e azinabde controle
referente ao sistema com zona morta e em linha tracejadate @rEnal
de controle referente ao sistema sem zona morta, finalmanteenelho e
tracejado a saida da zona morta. No segundo gréafico do sirairdmle
apresenta-se um detalhamento da regido onde a saida daadaanigual a
zero, ou seja, quanda(t)| < 0.5.

A Figural[Z.4 é o resultado grafico da simulacdo numéricazaddi
com o sistema instavel em malha abe&aObserve nos dois primeiros gra-
ficos da figura que na presenca da zona morta as trajetoriastelma con-
vergem para um ciclo-limite em torno da origem. Nos outrds doaficos
sdo mostrados o sinal de controle, & esquerda, e um detaltmdeste sinal
préximo da origem, a direita. Nota-se um comportamentdatécio do si-
nal de controlai(t) e valores nulos ou muito pequenos do sinal efetivamente
aplicado (referentes a saida da zona morta), correspasdaatciclo-limite
observado nas trajetérias dos estados.

Os dois primeiros graficos da Figural2.5 ilustram o compogtetm
das trajetérias do sistema criticamente estdSgle é possivel observar no
grafico do detalhamento das trajetérias do sistema, aaliite, quando a
zona morta esta presente no sistema as trajetorias conveaga um ponto
de equilibrio proximo da origem. Nos outros dois graficossspe| observar

1As mesmas cores e os mesmos formatos de linha s&o utilizadagaficos das FigurBS .4

e[23.
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Trajetorias do sistema
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Figura 2.3: Efeito da zona morta no sistema estavel em makraca
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Figura 2.4: Efeito da zona morta no sistema instavel em naibéda.
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Trajetérias do sistema
0.5 0.05

x ,/
-0.05 7
-1 . 7
e
-15 -0.1 -
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Sinal de controle e saida da zona morta
5 0.5

1 2 3 4 5 0.15 0.2 0.25

Figura 2.5: Efeito da zona morta no sistema duplo integrador

o efeito da zona morta no sinal de controle.

O exemplo anterior permite observar o efeito causado pelazmrta
em sistemas de segunda ordem, sistemas de ordem maior doigpedem
ser vistos como uma interconexao de subsistemas bésicosrp e se-
gunda ordem, cada um deles associado a seus autovaloresueaipares
complexos conjugados da matAZChen, 1998). Pode-se inferir, entdo, que
sistemas de maior ordem poderédo apresentar combina¢céemgertamento
oscilatdrio e de convergéncia para pontos de equilibrereliftes da origem
devido a presenca da zona morta na a¢édo de controle, deplendienauto-
valores da matriA. Dessa forma, tem-se por objetivo determinar a regido
em torno da origem para a qual as trajetérias do sistemadrd@ogir e per-
manecerdo nela confinadas. No caso de sistemas assintieaastaveis
em malha aberta esta regido sera a prépria origem. Para @s easque
nao é possivel assegurar a estabilidade assintética damgngpde-se utilizar
conceito de estabilidade ultimamente limitada (KhalilD2Pe estimar uma
regido positivamente invariante, em torno da origem, pareaas trajetorias
do sistema irdo convergir e nela permanecerao confinadas.
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Definicdo 2.14 (Khalil, 2002) As solucées do sisteria{21)42.2) sdo dloba
mente ultimamente limitadas se existe um conjunto convarpactoll, no
qual as trajetdrias entram em um tempo finito dependente ddicao ini-
cial, xo, e permanecem nele confinadas. Isté,c R" existe T=T(Xp) > 0
finito, tal que

Xxt)el, vt >T. (2.4)

O conjuntoll que satisfaZ{2]4) é chamado conjunto de confinamento
final, ou simplesmente conjunto UB e, por defini¢cdo, é um comjoositiva-
mente invariante. A todo conjunto UB, associa-se uma esigmdiametro
representa a constante UB

y = supy 1212 (2.5)

Com o objetivo de utilizar o conceito apresentado para asenéde
estabilidade e sintese de realimentacdo de estados, psepbiialmente
uma reformulacgéo do sistenia (2.0)-{2.2). Tal reformulaggimite realizar
a analise de estabilidade utilizando-se a matriz em malttteatia(A + BK)
que é Hurwitz por hipétese, o que ndo é garantido somentenpetiaz A.
Considera-se entdo a ndo-linearidade dual & zona mortaa saturacao, a
qual é definida por séi(t)) = u(t) — dz(u(t)), ou equivalentemente:

Pi, se u(t) > pi,
saf(ui(t)) = ¢ u(t), se |ui(t)| <pi, Vie{l,..m}. (2.6)
—pi, se u(t) < —pi,

Sendo assim, o sistenia_(2.[)-(2.2) é equivalente a

X(t) = (A+ BK)x(t) — BsatKx(t)). 2.7)

Para comprovar a propriedade ultimamente limitada deetérags do
sistemal(21]7), considera-se a fungdo de Lyapunov quaaliGitino candidata.
Define-seV/ : R" — R por

V(X(t)) = X(t)Px(t), 2.8)

comPeR™ P=P > 0.

2Uma descri¢do mais detalhada do conceito de estabilidatitadia e ultimamente limitada
pode ser encontrada no Apéndice A elem Khalil (2002).
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Considera-se o conjuntP) dado por:

E(P) = {x(t) e R", V(x(t)) < 1}. (2.9)

Entéo, pode-se estabelecer o lema seguinte, fundamerdal peopo-
sicdo das solugbes dos problemas que serdo apresentagopéaca. Sua
demonstracéo esta baseada em técnicas usuais da teoriatrdeciKhalil,
2002; Slotine e Li, 1991). A demonstracado é apresentada Badipd B, Se-
cao[B.1, e é descrita de maneira semelhante a apresentadéilaomniem,
2013; Pomaet all,2012).

Lema 2.2.1 Considere o sistem@ (2.7), a funcdo de Lyapuhav (2.8) e o con-
junto (2.9). Dada qualquer condicéo iniciall® = xp € R", seja Xt) :
[0,0) — R" a trajetéria de [2.¥). Suponha que

V(x(t),satu(t))) =x(t)'((A+ BK)'P+ P(A+BK))x(t) — satu(t))'B'Px(t)
—x(t)'PBsa(u(t)) < 0, Vx ¢ &(P). (2.10)

Entéo,vxp € R" existe T= T (xp) > O finito, tal que

x(t) € &(P), vt > T.

Logo, toda a trajetoria &) converge para (P) em tempo finito e nele
permanece confinada, ou seja, o conjunto positivamenteianta £(P) é
um conjunto UB para o sistemB (R.7). Ao conjuifd@), associa-se uma
esfera cujo didmetro representa a constante UB, dada por:

1
A 2 _
Y £ suRee )X = Ain(P) (2.11)

Em fungdo da Definicdo 4.1, ao longo deste trabalho dois @nads
serdo considerados:

Problema 2.1 (Analise de estabilidadeDadas as matrizes AR™" e Be
R™M e a matriz de realimentacédo de estadogKR™", tal que(A+ BK)
seja Hurwitz, determinar uma regiéo UB(P), para o sistema(211}-(2.2),
com constante UB associada, a menor possivel.

Problema 2.2 (Sintese de realimentagéo de estaddSadas as matrizes &
R™" e Be R™M, determinar a matriz de realimentagdo de estados K
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R™"N verificando a condicéo

- g < ReA(A+BK)) <0 (2.12)

e obter uma regido UB (P), para o sistemd (21 1J-(2.2), com constante B
associada, a menor possivel.

Sem a condicdo de alocagédo de pdlos (2.12), o Proljlefha 2s&nido
bem posto, pois sua solucéo resultaria em uma realimente;éstados de
alto ganhoK — o, 0 que implicaria em autovalores @&+ BK) distantes do
eixo imaginario e uma regiadP) aproximando-se da origem.

Para solucionar os Problemas]2.[ € 2.2 serdo utilizandoiahgs
baseados em LMIs a partir de (2.10\ e (2.11). Pela equachf) (@.possi-
vel notar que a constante UR, esta associada ao menor autovaloPde
qual, geometricamente, esta relacionado ao comprimeng&ixdomaior do
conjunto elipsoidak (P). Sendo assim, a fim de obter o conjunto O8°),
com constantg associada e a menor possiv&(P) € incluido na esfera de
didmetro igual g, a qual ser& minimizada.

Note que, por definigd@,(P) C & (%In) & X Ix< 1¥XPx< 1. Utili-
zando o S-procedure e o complemento de Schur (Bbed, 1994) é possivel
mostrar que esta inclusédo é equivalente a:

{_V'” '“] <0, (2.13)

* —
ou ainda, considerand®d ! = Q:
Q <yin. (2.14)

Outras formas de minimizar o conjunto elipsoid@P) podem ser es-
colhidas, como considerar o trago®eou ainda o logaritmo do determinante
de P, log(detP)), o qual esta relacionado a minimizacéo do volumédde
Maiores detalhes sobre os critérios de otimizacéo podeensentrados em
Durieuet all (1996); Fong e Hsu (2000); Tarbourieghal. (2011a).

2.3 Modelagens do sistema com zona morta

Nesta secdo sdo apresentadas trés formas de modelar aeadiolide
de zona morta, as quais permitem resolver os Problemag ZL&l2zando o
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conceito de estabilidade ultimamente limitada. As coreligde estabilidade
séo obtidas via desigualdades matriciais e descritas sminafde LMIs nos

algoritmos de otimizacdo. Os modelos aqui apresentad®s esacionados
com modelos ja existentes na literatura. Por simplicidadesistemas séo
considerados monovariavgis

2.3.1 Sistema com perturbacao limitada

A ndo-linearidade do tipo zona morta pode ser considerata per-
tencente a uma faixa de operacao, o que permite tratar msiste controle
como um sistema linear sujeito a uma perturbacgéo limitadas thhbalhos
delPomaet all (2012) € Milhomem| (201 3) sdo apresentadas condi¢Bes para
andlise de estabilidade e sintese de realimentacdo des®arh sistemas
lineares sujeitos a uma classe de perturbacdes limitadées Eesultados sdo
descritos na sequéncia, para o caso de sistemas lineargsicelinearidade
do tipo zona morta. Erm Dilda e Castelan (2013) estes resdta#io utili-
zados para abordar o problema de analise de seguimentoedénaf para
sistemas lineares com ndo-linearidade do tipo zona mgiteado a um atua-
dor hidraulico.

A Figura[Z.6 mostra a representacdo da zona morta e da s@iurac
Note que as ndo-linearidades estéo limitadas a uma faixpetagfo:

u(t) —p < dz(u(t)) <u(t)+p< —p <sau(t)) <p.

dzu) sat(u())

B P r
sat(u(t) = u(t)— dz(u(1)) —-p i
P “p u(t) P u(t)
L/ o .

Figura 2.6: Ndo-linearidades localizadas em uma faixa éeaggio.

3por simplicidade, o temposera omitido em algumas expressdes.
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Pode-se afirmar que gaft)) € W C R, sendd/N um conjunto polit6-
pico compacto que contém a origem definido por:

W={wt) eR:wl)=uvp+(1-v)p,ve]0, 1]} (2.15)

Sendo assimy(t) pode ser considerada uma perturbacao limitada em
W e o sistemal{2]7) pode ser visto como um sistema linear sugeitma
perturbacao aditiva:

X(t) = (A+BK)x(t) — Bax(t), (2.16)

em quew(t) é limitado por—p ep.

Observe que diversas ndo-linearidades podem ser desaritasper-
tencentes a faixa de operacao enrtpee p, 0 que pode tornar esta abordagem
conservadora quando utilizada para tratar especificaraem@®-linearidade
do tipo zona morta.

Andlise de estabilidade

Para resolver o Problema de andlise de estabiliflade 2idatgi a
abordagem proposta por Ponetial. (2012) € Milhomem|(201.3) para tratar
sistemas lineares sujeitos a uma classe de perturbacit@sl s

Proposicao 2.3.1Considere a existéncia de um escalar positiyce uma
matriz simétrica definida positiva @ R"™", tais que:

[(A+ BK)'P+ P(A+ BK) +11P __Pip] <0 (2.17)

*

Entdo,&(P) € um conjunto UB para o sistenfa (2.7).

Demonstragao 1 Sejal(2.17) verificada. Entéo, por simetria, verifica-se tam
bém a desigualdade

[(A—i— BK)P+P(A+ BK) + TP ﬁfﬂ <o. (2.18)

Considerandd(2.17)[_(Z118) e o conjunto politépica (P.1&in-se,
Yo € [0,1]:

U{He(P(A—&-EK))-&-TlP _fr?p]+(1‘“){He(P(A+EK))+HP i?j<0. (2.19)



20 2. Sistemas Lineares com Zona Morta

Sendo assim,

(A+BK)'P+P(A+BK)+1:P —PBw

<0, Vw e W. (2.20)
* —T1

Pré- e p6s-multiplicandd {Z20) pdx’ 1] e [x 1}', respectiva-
mente, obtém-se:

X ((A+BK)'P+P(A+BK))x— XPBw— tB'Px—11(1—XPx) < 0, Yw e W,
(2.21)
ou, fazendo uso do S-procedure (B@tdll, 11994), tem-se:

V (x,w) =X ((A+ BK)'P+ P(A+ BK))x — XPBw— wB'Px < 0,
vx ¢ &(P) eVw e W. (2.22)

Como safu) € W, a relagao[(2.22) implica quie(2]10) do Lema32.2.1 é verifi-
cada e, portant@,(P) é um conjunto UB para o sistera (2.7

Note que a desigualdade(2.17) € uma BMI, devido a presengmeo
duto de variaveis, P e torna-se uma LMI se; for fixado. Assim, para re-
solver o problema de analise de estabilidade utilizandoMis € realizada
uma busca na variavel. Esta busca é feita em um intervalo determinado.
Salienta-se, entretanto, que no caso do problema de gnddisdoi possi-
vel encontrar uma forma de determinar sistematicamentéeovalo para a
realizagcdo desta busca.

Algoritmo 2.3.1 (Analise via perturbacéo limitada)

1. Para valores dados dB € [T1min, Timax, resolve-se o problema de oti-
mizagao:
min
Py Y
sujeito &

210 e @213

2. Verifica-se qual o menor valor geobtido e o valor correspondente da
matriz P.



2.3. Modelagens do sistema com zona morta 21

Sintese de realimentacéo de estados

As condicdes de sintese de realimentacdo de estados sdasoati
partir das condi¢des de andlise de estabilidade, fazenddamga de variavel
KQ=Y, comQ = P! e considerando uma condic&o adicional de alocac&o
de pélos que satisfaga (2]12).

Proposicao 2.3.2Considere a existéncia de um escalar positivouma ma-
triz simétrica definida positiva @ R"™" e uma matriz Ye R™", tais que:

QA +AQ+YB +BY+11Q —Bp

. | <0 (2.23)

QA +AQ+Y'B +BY+uQ> 0. (2.24)

Entd0,&(Q1) € um conjunto UB para o sistenfa (2.7) cuja matriz de
ganho de realimentac&o de estados=K Q! verifica a condicad(Z.12).

Demonstracéo 2 A demonstragdo da desigualdade (P.23) é feita de maneira
anéaloga a da desigualdafle (2.17), apenas é consideradd ! e faz-se a
mudanca de variavélQ =Y.

O primeiro bloco diagonal da desigualdafle (2.23) e a dekigda
(2.22), que sdo, respectivamerf + AQ+Y'B' +BY+11Q < 0 e QA +
AQ+Y'B'+BY-+pQ> 0, juntamente com a condi¢do (& B) ser controla-
vel, garantem a verifica¢do da restricdo de alocacéo de @I#), que neste
caso é dada por:

1
- g < Re(\i(A+BK)) <~ <0, (2.25)

sendop um escalar positivo escolhido de acordo com a alocagéo aes pol
desejada.m

Para resolver o Problema de sintese de realimentacdo de£&{& o
seguinte algoritmo é proposto.

Algoritmo 2.3.2 (Sintese via perturbagéo limitada)

1. Paravalores dados d& € [T1min, Timay, Sendo este intervalo escolhido
de acordo com a alocacéo do polos desejada, resolve-se tepnalde
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otimizacgéo:
min
QY,y Y
sujeito a

223, 229 e (214).

2. Verifica-se qual o menor valor gebtido e os valores correspondentes
de Q Y. Por fim, calcula-se a matriz de realimentacdo de estados
K=YQ1L

Note que os valores da séo fixados em um intervalo determinado,
no entanto, diferentemente do Algoritimo de andlise P@ata o qual néo foi
possivel sistematizar a escolha do interJad@in, Timax, aqui este intervalo é
escolhido de acordo com a alocacgédo de polos desejada,aedifi@ condigdo

(2.25).

2.3.2 Sistema chaveado

Em|Fong e Hsul (2000) é proposta uma condi¢éo de sintese de real
mentacao de estados para sistemas lineares sujeitos medadade do tipo
zona morta no atuador. Inicialmente, os autores descregstema em sua
forma exata, ou seja, como um sistema chaveado, definindooexato da
nao-linearidade do tipo zona morta em cada regido de fuagiento. No
entanto, a condi¢cdo obtida em Fong e/Hsu (2000) é equivadef@&3), ou
seja, € a mesma obtida ao se considerar a ndo-linearidadagete a uma
faixa de operacdo. Com o intuito de estabelecer condicdasdlese e sin-
tese a partir da descri¢do exata da ndo-linearidade é poopossultado que
segue.

Na Figura[[2.7) observa-se que a ndo-linearidade pode seritdeno
seu valor exato em cada regido de funcionamento, ou sejayeh<p e
u(t)| > p.
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dz(u(t)) sat(u(t)

P g
sat(u(t)) = u(t) - dz(u(t)) —p §
7 » ) p ult)
i -P

Figura 2.7: Nao-linearidades de zona morta e saturacgéo.

Comou(t) = Kx(t), o sistemal(2]7) pode ser descrito como um sistema
chaveado em funcéo dos estados, como segue:

(A+BK)x(t) — Bp, se Kx(t) > p,
X(t) = ¢ Ax(t), se |Kx(t)| <p, (2.26)
(A+BK)x(t) + Bp, se Kx(t) < —p.

Note que no interior da regigd#x(t)| < p o sistema se comporta em
malha aberta. O conjunto poliédrico que corresponde a egtaa, € dado
por:

S$(K,p) = {x(t) eR"; [_KK} X(t) < [g} } (2.27)

Para o sistema (2.P6), a derivada da fungdo de Lyapindué2nem
pode ser descrita em cada regido de funcionamento:

V(x) =< X (He(PA))x, se [Kx| <p,
X (He(P(A+BK)))x+xXPBp+pB'Px, se Kx< —p.

(2.28)

{x’(He(P(A+BK)))x—x’PBp—pB’P)g se Kx>p,
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Analise de estabilidade

Proposicao 2.3.3Considere a existéncia de escalares positiyosom/
{1;...;4} e uma matriz simétrica definida positivasPR™*", tais que:

- ’ _ !
(A+BK)YP+P(A+BK)+TiP —PBp+K pfz} <0, (2.29)
i % —T1— 2pT2p
[AP+PA+TP-K'3K 0

+PA+TIP-K'3 1 } <0, (2.30)
| * —T1+ 13
- / p— /
(A+BK)P+P(A+BK)+ TP PBp—K p“] <o, (2.31)

% —T1—2PpT4p

Ent&o,&(P) é um conjunto UB para o sistenfa(R.7).

Demonstracdo 3 Seja [2.2D) verificada. Pré- e pés-multiplicarido (2.29) por
X 1] e[x 1]/, respectivamente, obtém-se:

X ((A+BK)'P+P(A+ BK))x—XPBp — pB'Px—11(1 — XPX)
—2pT2(p—Kx) < 0. (2.32)

Comox € Kx> p < p(p—Kx) < 0, fazendo uso do S-procedure, tem-se:
V(x) =X ((A+BK)'P+P(A+BK))x— XPBp — pB'Px < 0,
Vx ¢ E(P), ¥x € Kx> p. (2.33)
Da mesma forma, s (Z2]31) é verificada, obtém-se:
X (A4 BK)'P+ P(A+ BK))x+XPBp + pB'Px—11(1— XPX)
—2pT2(Kx+p) < 0. (2.34)

Sendox € Kx < —p < p(Kx+p) < 0, fazendo uso do S-procedure,
tem-se:

V(x) =X ((A+ BK)'P+ P(A+ BK))x+XPBp + pBPx < 0,
vx ¢ E(P), Vx € Kx < —p. (2.35)

Considere agora que(2130) é verificada, multiplicando aersta e a
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4

direitapor[x 1] e [x 1], respectivamente, obtém-se:

X (A'P+PAX—T11(1—XPx) — rg(x’K’p—lsz— 1) <O0. (2.36)

Neste casax € $(K,p) & x’K’alsz < 1 e utilizando o S-procedure, pode-se
reescrevel (Z.36) como:

V(x) =X (AP+PAX < 0, Vx ¢ E(P) eVx e $(K,p). (2.37)

Considerando-sé (2.28), as relacdes (2.83), (2.35) e)(xiicam
que [2.1D) do Lema2.2.1 é verificada. Portai{®) € um conjunto UB para

o sistemal(Z]7).m

Note que, as desigualdades (2.29), (2.30) e [2.31) séo Bawtidaao
produto de variaveig;; P. No entanto, s&; for um valor fixo as desigualda-
des tornam-se LMIs. Para resolver o Problema de andlisdalsletadd 2.1,
0 seguinte algoritmo é proposto.

Algoritmo 2.3.3 (Andlise via sistema chaveado)

1. Para valores dados de; € [T1min, Timay. resolve-se o seguinte pro-
blema de otimizacgéo:

min
Py, T2, 13, T4
sujeito a

2.29), 230, 237 e (213

2. Verifica-se qual o menor valor gebtido e os valores correspondentes
de P 1o, 13, 14.
Sintese de realimentacéo de estados

As condicdes de sintese de realimentacdo de estados séasoati
partir das condi¢des de andlise e o resultado é apresensagoia

Proposicao 2.3.4Considere a existéncia de escalares posityoTom/ €
{1;...;4} , uma matriz simétrica definida positiva @QR"™", matrizes Z¢
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R™M e X € R™M tais que:

[He(AQ) +11Q —Bp B
* —T1 — 2pTop prz +Hel |0 -X] | <o, (2.38)
* * 1
_He(AQ) +T1Q Onxl 0n><1 B
* “Ttts 0 f4He| |0|[2 0 -X]|<0O (2.39)
L * * p2 1
[He(AQ) +11Q Bp B B
* —T1—2p14p  —pTa| +He| [0[[Z 0 -X]]<O (2.40)
* * 0 1
e
_He<A2) +HQ 53} N He< LBl] z ,x]> - 0. (2.41)

Entd0,&(Q1) € um conjunto UB para o sistenfa (2.7) cuja matriz de
ganho de realimentacéo de estadosKY Q 1, sendo Y= X~1Z, verifica a

condicado[[Z.1P).

Demonstracdo 4 A demonstracdo é baseada no Lema de Finsler (Skettal)
1998), esta técnica ja foi utilizada em outros trabalhosatdanbouriectet al.
(2009), Gonzagat al. (2012) e Dildaet al. (2013) e permite eliminar termos
ndo-convexos através da reformulagdo das desigualdaddemAnstracéo
detalhada pode ser encontrada no Apérdice B, Secéo B.2tgweigm Ca-
pitulo[3). m

Para resolver o Problema de sintese de realimentacdo de&i& o
seguinte algoritmo é proposto.

Algoritmo 2.3.4 (Sintese via sistema chaveado)

1. Paravalores dados d& € [T1min, Timax, Sendo este intervalo escolhido
de acordo com a alocacéo do polos desejada, resolve-se tepnalde
otimizacao:

min %
Q Y, T2, 13, Ty, ¥
sujeito a
239, 239, (240, 241 e(@219).
2. Verifica-se qual o menor valor gebtido e os valores correspondentes

de Q Y, 12, 13, T4. Por fim, calcula-se a matriz de realimentacgéo de
estados k=X"1zQ1=YQ L
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2.3.3 Sistema com néo-linearidade de setor decomposta

Geometricamente, a zona morta é uma nao-linearidade dedip®
limitado, dZu(t)) € [0, 1] (Boyd et al.,|1994; Khalil, 2002) :

dz(u(t))t[dz(u(t)) —u(t)] <0, para qualquet; > 0. (2.42)

Além disso, como ja se sabe, a zona morta esta relacionada satu-
racéo, portanto a saturacdo também pode ser vista como untimedridade
pertencente ao set{®, 1], como pode ser observado na Figurd 2.8. Na te-
oria classica de estabilidade absoluta, ao consideramsendo-linearidade
pertencente a um setor que passa pela origem busca-seitrgpanblema de
estabilidade assintotica da origem. Sabe-se que, pagmsistsujeitos a zona
morta, s6 é possivel obter a estabilidade assintética dararnos casos em
que o sistema é estavel em malha aberta.

dz(u(t)) sat (u(1)

/4 A
/ sat(u()) = u(t)— dz(u(t) —p |
S P u(t) P u(t)
- -p

Figura 2.8: N&o-linearidades pertencentes ao setds.

Tendo em vista que o objetivo é considerar, principalmesteasos
de sistemas que ndo sdo assintoticamente estaveis em rnatte @aropde-
se a decomposi¢céo da zona morta em termos de uma zona moifeadad
dzn(-) : R™— R™, e um erro relacionado a diferenga entre a zona morta e a
zona morta modificada&(-) : R™ — R™, tais que:

dz(u(t)) = dzm(u(t)) +e(u(t)). (2.43)

Mais especificamente (ver Figural2.9), para algum esoatajo,1) e



28 2. Sistemas Lineares com Zona Morta

considerando = = a, tem-se:
ut)—p, se u(t)>u
dzm(u(t)) = au(t), se |u(t)|<u (2.44)
uit)+p, se ut)<-u

su(t) = —au(t), se |u(t) <p (2.48)

(L—a)ut)+p, se —u<u(t)<-—p

Esta decomposic¢éo foi utilizada por Dildgal. (2012) e segue a ideia
também apresentada em Tufner (2006). Tal decomposicaateertitizar
uma condicdo de setor, valida globalmente, para o termoergfe a ndo-
linearidade modificada, e uma condicao de perturbacacalifajtvalida lo-
calmente, para o outro termo. Por construcdg(d@)) € [a,1], isto é,

[dZm(u(t)) — au(t) Jta[dzm(u(t)) — u(t)] < 0, Vu(t),
para qualquet >0, com 0< a < 1. Por outro lado, o erro definido em (2.45)

é tal quee(u(t)) = 0 se|u(t)| > U; e(u(t)) é limitado localmente pelo valor
maximoap, isto &,

le(u(t))| < ap, Vlu(t)| < u. (2.46)
Substituindo[(Z.43) enfiL(2.1) obtém-se

X(t) = Ax(t) + Bdzn(u(t)) + Be(u(t)). (2.47)

Considerando a lei de controle de realimentacéo de estadiaspbr
(2.2),u(t) = Kx(t), o sistema em malha fechada pode ser escrito como

X(t) = (A+ BK)x(t) — Bsaty(u(t)) + Be(u(t)), (2.48)
em que, sat(u(t)) = u(t) — dzm(u(t)) é tal que:
p, se u(t)>u
sat(u(t)) = { (1—a)u(t), se |u(t) < u_ : (2.49)
—p, se ut) < —

A Figura2.9 apresenta a decomposi¢ao das ndo-linearidadasnorta
e saturacdo. Observa-se, em cinza a zona morta e a sat@aga@to a zona
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morta modificada e a saturacdo modificada, e em vermelhoegadaco erro
relacionado.

flu®) Slu)

sat  (u(t) = u(t) —dz, (u(t) e(z/{(ﬁ)\)
=) =l | el M

£ S~L-"a u(t) E ! ~~P_-"T u(t)

sat,, (u(?)

dz,, (u(t)

Figura 2.9: N&o-linearidades decompostas.

A ndo-linearidade sga(-) verifica globalmente a condicéo de setor
sa(-) € [0, (1—a)], isto é:

satfy(u(t) 1t [saim(u(t)) — (1— @u(t)] <O, (2.50)

paratodou(t) € R™ para qualquet; >0, com 0< a < 1.

O erro, equivalente a(u(t)) = dz(u(t)) — dzm(u(t)) = satn(u(t)) —
safu(t)), é descentralizado e verifica localmente a condicaol(2@i3erva-
se através dos graficos das figuras anteriores que o err@aapimterior do
conjunto8(p,a), definido por:

$(p,@) = {X(t) € R, —T< Kx(t) <}, (2.51)

comu= £, paratodax € [0,1).

Na FigurdZ.ID observam-se as ndo-linearidades modifieagisses-
pectivas condicdes de setor, bem como o erro relacionadoadicéio de
perturbacéo limitada considerada.
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) flu)

P2y

L7 ~

— o~ o — ~;| sat (u(t) =u(t)—dz (ut) — ~=-— o e —
H

u(t) .L— e

Figura 2.10: Nao-linearidades decompostas e respectivabigbes.

Em funcéo do exposto acima, pode-se considerar que o si§fefda
apresenta duas regides de funcionamento, uma no extei$gpde) na qual

o erro,e(u(t)), é nulo, e outra no interior, na quelli(t)) # 0. O sistema pode
ser descrito como:

o (A+BK)x(t) — Bsatn(u(t)), selKx(t)| > p, (2.52)
X(t) = { (A+BK)x(t) — Bsatn(u(t)) + Be(u(t)), selKx(t)| <p. (2.53)

Para o sistema (2.62)-(2153), a derivada da funcado de Lyap{Z8)
também pode ser descrita em cada regido de funcionamento:

V(x) :{ X (He(P(A+ BK)))x— 2X PBsaty(u(t)), se [Kx|>p,

X (He(P(A+ BK)))x— 2¢PBsai(u(t)) + 2¢Be(ut)), se |Kx<p. 5%

Analise de estabilidade

As condi¢Bes de andlise de estabilidade e sintese de ratdicde de
estados serdo obtidas considerando o sisteEmal (2.52);(2é8lo assim, é
proposto o resultado seguinte.

Proposicao 2.3.5Considere a existéncia de escalares positiigdste Ty,
com/{ € {1;...;3} e uma matriz definida positiva®@R"™*", tais que:
. _ [He(P(A+BK)) + 1aP+ K(1-a)3(1-aK —PB+K/(1-a)t

. (2
A . s <0, (2.55)

W= -1 -T2 <0, (2.56)
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He(P(A+BK)) +TP—K'(1-@) 3 (1-@K —PB+K/(1-a)n PB

Y3 = * -2 0| <0,
* * —to
(2.57)
Wy = -1y + 13+ 002 < 0, (2.58)

Entdo,&(P) € um conjunto UB para o sistenfa (2.7).

Demonstracéo 5Assume-se que_(2.65) B (2156) séo verificadas, portanto
pode-se reescrevé-las como

Wi Onxa
L W2}<o, (2.59)

Pré- e pés-multiplicandd(2.69) pox'  safu)’ 1] e seu transposto,
respectivamente, obtém-se:

X (He(P(A+ BK)))x — XPBsatn(u) — satn(u)B'Px— 11(1 — X'PX)
— 2safy(U)ty[satn(u) —0)KX —12 <1 XK'(1 —&)p—lz(l—&)Kx> <0.
(2.60)
Sendo[(2.50) verificadae¢ 8(p,a) < X'K'(1— c?)p—lz(l— a)Kx>1,
fazendo uso do S-procedure, tem-se:
V (x) =X (He(P(A+ BK)))x — XPBsatn(u) — safy(u)B'Px < 0,
vx ¢ E(P), ¥x ¢ 8(p,a). (2.61)

Considere[(2.57) €(2.b8) verificadas, entdo pode-se méstas como

LIJ3 On><1
L w4}<o, (2.62)

Pré- e p6s-multiplicandé(2.62) por
X sam(u) e(u) 1] e[X samu) eu) 1],
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respectivamente, obtém-se:

X (He(P(A+ BK)))x— x’PBsatn( u) — saty(u)B'Px+ X' PBgu) + e(u)'B'Px
— 2sah(u)ta[sak(u) — (1—a)KxX] —ta[e(u)'e(u) — a%p?

—T11(1—-XPx) +713 (1—X’K’(1—6)E(1—&)Kx> <0. (2.63)

Sendo[(Z2.46)[(2.50) verificadas e, por defini¢éo:
1
x € 8(p,a) @x’K’(l—cﬂp(l—oﬂKx< 1,

fazendo uso do S-procedure, tem-se:

V (x) =X (He(P(A+BK)))x — 2XPBsa{u) + 2XPBgu) < 0
vx ¢ E(P), ¥x € 8(p,a). (2.64)

As relacBed(2.61) €(2.64) implicam qie(2.10) do LEma & Xri-
ficada e, portantd; (P) é um conjunto UB para o sistenia (2.

Observe que as desigualdades (P.55), {2.97) €](2.58) sés @dwido
aos produtos de variaveig,P, 1,0, aty, aT130, a’t;. No entanto, s&; e
a forem fixados, as desigualdades tornam-se LMIs. Portaata,ngsolver o
Problema de andlise de estabilidadé 2.1, o seguinte atypéitproposto.

Algoritmo 2.3.5 (Analise via ndo-linearidade de setor decomposta)

1. Para valores dados d& € [T1min, Timax, faz-se uma busca linear na
varidvel0 < a < 1, através da resolucdo do problema de otimizagéo:

min
P 1, 13,13, b2
sujeito a

(255, 259), 250, 259 e I13).

2. Verifica-se qual o menor valor g@btido e os valores correspondentes
deaq, P, 1o, 13, t1, t2.
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Sintese de realimentacéo de estados

As condicdes de sintese de realimentacdo de estados sdasoati
partir das condi¢cfes de analise de estabilidade e sdo atadas a seguir.

Proposicao 2.3.6Considere a existéncia de escalares positiyps tt,, com
¢ € {1;...;3} e uma matriz simétrica definida positiva@R"*", matrizes
Z e R™Ne Xe R™Mtais que:

He(AQ+1Q -B B B
* 24 t(l-a) | +Hef |0|[z 0 —X]|<0, (265
* * (176);%(17(ﬂ 1

—T1-T2<0, (2.66)

B

B

-2t 0 t1(l—a

! 1 0 ) +He(|:02><l:| [Z Ouc2 X]) <0,
% * 7(176);%(17@ 1

(2.67)
—T1 4T3+ atp? <0, (2.68)
HelAQ) +1Q g} + He< LBl] Iz —X]) >0, (2.69)

Entd0,£(Q 1) é um conjunto UB para o sistenia(R.7), cuja matriz de
ganho de realimentacéo de estadosKY Q 1, sendo Y= X~1Z, verifica a
condicéo de alocacéo de polds(2.12).

Demonstragéo 6 As condi¢des(2.65)-(2.68) séo obtidas a partir das condi-
¢Oes de analise de estabilidade e a demonstragao € basdastaande Fins-

ler (Skeltonet all, [1998), e segue de maneira analoga a Demonsttacéo 4. A
demonstragéo da condi¢do (2.69) segue a mesma descrit@@nénte para

a condicéo(2.41)m

Para resolver o Problema de sintese de realimentacdo de€2i2 o
seguinte algoritmo é proposto.

Algoritmo 2.3.6 (Sintese via ndo-linearidade de setor decomposta)

1. Paravalores dados d& € [T1min, Timay, Sendo este intervalo escolhido
de acordo com a alocacgéo do polos desejada, faz-se uma hnsea |
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na variavel0 < a < 1, através da resolucédo do problema de otimiza-
¢éo:
min Y
QY 12,13, t1, 2, ¥
sujeito a

(2.85), [269), 260, (269), (269 e 219

2. Verifica-se qual o menor valor g@btido e os valores correspondentes
dea, Q, Y, 12, T3, t1, to. Por fim, calcula-se a matriz de realimentacéo
de estados k= X 1zQ 1=YQ L

2.4 Exemplos

Serdo mostrados aqui os resultados numéricos e de simudag&o
putacional para o problema de analise de estabilidadeidemaado os trés
sistemas apresentados na Tabelh 2.1 do Exdmpld 2.2.1.

2.4.1 Sistema instavel

Na Tabel& 22 sdo apresentados os resultados obtidos guiamneso-
lucéo do Problema de andlise de estabilidade 2.1 consille@msistemes
da Tabel& 2]1. Séo descritos os valores da mBirida constante U§ e da
area do conjunto UB(P). Na primeira coluna séo mostrados os resultados
obtidos fazendo uso do Algoritnho 2.B.1, mas note que estessséesultados
mais conservadores. Tal conservadorismo deve-se ao fapoedse descreve
a ndo-linearidade como uma perturbagéo limitada, ou sejgenmrente a uma
faixa de operacdo onde diversas ndo-linearidades tambéempser descri-
tas.

Os resultados apresentados na segunda coluna foram oaticwés
da solugdo do Algoritmb 2.3.3 e neste caso séo obtidos osoneslialores
para a constante UB e para a area da re§{®), isso porque na modelagem
considerada descreve-se o modelo exato da ndo-linearidadéltima co-
luna utilizou-se o Algoritm@2Z.315 e verifica-se que os rislds obtidos séo
préximos dos obtidos utilizando o modelo chaveado.

A Figura[2.11 mostra os resultados gréaficos obtidos quandside-
rada cada uma das modelagens aqui propostas. Apresentagié@aUB,
juntamente com a circunferéncia associada, cujo raio é padgy, e uma
trajetoria que mostra o comportamento do sistema, tendo comdic¢ao ini-
cial o pontoxg = [—0.5 —O.l] ’. No ultimo grafico da figura mostra-se uma
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comparacao das regifes UB obtidas em cada um dos casoseradsist

Tabela 2.2: Resultados de andlise - sistema instavel.
| Parametro|  Perturbagdo Chaveado Decomposi¢&o |

p 5860 —35.70 6874 —4148 6744 —4098
—3570 6104 —4148 8034 —4098 8014

v 0.0415 0.0306 0.0309

Area&(P) 0.0654 0.0509 0.0514

Perturbacéo limitada Chaveado
0.3 0.3

Comparagédo

-0.1

-0.2
-0.2

-0.1 0 0.1 0.2

Figura 2.11: Resultado da analise de estabilidade parteosisnstavel.

2.4.2 Sistema estavel

A Tabeld2.B mostra os resultados obtidos na solugéo dodtnabde
analisd 211, considerando o sistema estavel em malha aBgrd@scrito na
Tabeld 2.1l. Novamente é possivel observar o conservadndssiresulta-
dos obtidos ao modelar a ndo-linearidade como uma pertiohaygitada,
observa-se também este conservadorismo no primeiro gdiEgura 2. 112,
onde € apresentada a regido UB obtida neste caso e umarteajet§istema,
que inicia no pontog = (—0.3,—0.3). No segundo gréfico da Figura 212
sdo mostradas as regides UB obtidas nos outros dois cast¢a-sengue as
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regides tendem a @,(P) — 0. E importante salientar que para o caso do sis-
tema com nédo-linearidade de setor decomposta o0 menor \eydodobtido
guandoa = 0, isso é equivale ao erro ser nulo, conforme pode ser oluerva

em [2.46).

Tabela 2.3: Resultados analise - sistema estavel.

| Perturbagédo Chaveado Decomposi¢do |
P | |Sese ez | |-s1s 7o X% | |7 aeer| X1
y 0.1257 15%x10°° 1.82x10°8
Area 0.0923 1.15x10°8 1.32x10°8
&(P)
03 Sistt?ma estavel ‘em malha al‘:ena
0.2
0.1
& 0
-0.1
oal
033 02 -0.1 [) 01 0.2 03
Xy
x10™ Detalhamento das regiéos

Trajetoéria
— Chaveado
Cond. setor

-2

Figura 2.12: Resultado da analise de estabilidade parteorsiestavel.
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2.4.3 Sistema criticamente estavel

A Tabela[Z.4 apresenta os resultados para o caso do sistéioa cr
mente estavel em malha aberta. As regides de convergénui@yjente com
duas trajetérias sdo apresentadas na Flgura 2.13. Noteaguegie sistema
as trajetdrias convergem para pontos de equilibrio préidacorigem.

Tabela 2.4: Resultados andlise - sistema criticamenteststa

| | Perturbagdo | Chaveado | Decomposi¢éo |
165 —1.60 113 -101 124 —111
P Cie0 164 | | Zior 102 |10 | {11 112 %@
Y 0.0256 0.0153 0.0153
Area 0.0088 0.0084 0.0080
¢(P)

Pert. limitada

Chaveado ||

Cond. setor
T

i i i i
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1 0.15

Figura 2.13: Resultado da andlise de estabilidade parteosisriticamente
estavel.

2.5 Consideracoes finais

Neste capitulo foram ilustrados os efeitos da néo-linadedio tipo
zona morta em sistemas lineares, foram apresentados ositosnde base
e os problemas de andlise e sintese de realimentacdo dessiad serdo
utilizados ao longo deste trabalho. Condi¢éo para a arddisstabilidade e
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sintese de realimentagdo de estados foram propostasje@rsio trés mo-
delagens diferentes para a ndo-linearidade, as quais séadzs em métodos
existentes na literatura. Os resultados apresentadans figacritos para sis-
temas monovariaveis, porém podem ser estendidos para mcétsa@riavel.
Para os casos em que a nao-linearidade é tratada de marfieientd em
cada uma das regides de funcionamento, uma forma de faaemdshsao é
considerar todas as combinacdes entre as regides de acondoraimero de
entradas de controle, de forma similar & que sera tratadedmono capitulo.

Com o intuito de generalizar a modelagem da zona morta, serogju
resultados se tornem mais conservadores e vislumbrandodraroblema de
sistemas lineares sujeitos a outras ndo-linearidadesamiEm apresentem
perda de estabilidade em torno da origem, propde-se natapéguinte uma
modelagem através da parametrizacdo da ndo-linearidademzoclasse de
funcgoes.



Capitulo 3

Parametrizacao da Zona
Morta por uma Classe de
Funcoes

3.1 Introducao

Neste capitulo séo tratados os problemas de analise delidatid
e sintese de realimentacdo de estados para sistemasdisag@ios a nao-
linearidade de zona morta no atuador. Prop8e-se uma medelpgra a
nado-linearidade através da parametrizacdo por uma claséendoes. Tal
parametrizagdo mostrou-se interessante, uma vez qumadiideia de néo-
linearidade pertencente a setores, porém sem a necessdiglalbeompor a
nao-linearidade. Os resultados sdo apresentados paraassinultivariaveis.

O capitulo esta organizado da seguinte forma: na $ecaqBezemta-

se uma breve revisdo do problema a ser estudado. Na Setad&s8rida a

parametrizagdo da ndo-linearidade por uma classe de faingde € a con-
tribucé@o deste trabalho a modelagem da nao-linearidaddass. Nas Se-
coed 34U €315, sdo descritos os resultados da andlise tdigstle e da

sintese de realimentagdo de estados, respectivamentead 3 mostra os
resultados de simulacédo computacional. Por fim, na Secks#i8.@presenta-
das as consideracdes finais do capitulo.
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3.2 Revisao do problema

Como no capitulo anterior, considere o sistema linearjeoat inva-
riante no tempo, com ndo-linearidade de zona morta no atuagoesentado
por:

X(t) = Ax(t) + Bdz(u(t)) (3.2)
u(t) = Kx(t) (3.2)
em quex(t) € R" é o vetor de estados(t) € R™ € o vetor de controleél €
R™"N B e R™M e o par(A,B) é controlavel. A matriz de ganh#&se R™"

€ uma matriz de realimentagdo de estados que estabilizaemaisem a
presenca da zona morta(éz isto €, a matriZA+ BK) é Hurwitz.

A ndo-linearidade de zona morta,(dz R™ — R™, é descentralizada
e simétrica, como representada na Figurh 2.1:

ui(t) — pi, se u(t) > pi,
dz(ui(t)) = ¢ 0, se |ui(t)| <pi, Vie{l;..;m}. (3.3)
ui(t) + pi, se u(t) < —pi,

Sendo, squ(t)) = u(t) — dz(u(t)), ou equivalentemente:

Pis se ui(t) > pi,
saf(ui(t)) = ¢ ui(t), se |ui(t)| <pi, Vie{l,..;,m}, (3.4)
—pi, se u(t) < —pi,

o sistemal(3]1):(312) é equivalente a

X(t) = (A4 BK)x(t) — BsatKx(t)). (3.5)

Para comprovar a propriedade ultimamente limitada (UB Yidgeto-
rias do sistemd (3.5), considera-se, como anteriormeffibecdo de Lyapu-
nov quadréatica como candidata. Define/seR" — R por

V(X(t)) = x(t)'Px(t), (3.6)

comP e R™" P =P > 0. O conjunto(P) definido pela curva de nivel
unitaria da funcéo de Lyapundv (8.6) é dado por:

E(P) = {x(t) e R™; V(x(t)) < 1}. (3.7)
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Da mesma forma que no capitulo anterior sédo consideradasblep
mas de andlise de estabilidade e sintese de realimentaegtades (Proble-
mad 2.1 €2]2, respectivamente) os quais estdo associadteraidacio de
uma regido elipsoidal UB para o sisterhal3.5).

O LemalZ.2.1 foi considerado como ferramenta para a solugdo d
problemas de andlise e sintese baseados na modelagem lii@eafidade
apresentada na sequéncia.

3.3 Parametrizacao da ndo-linearidade por uma
classe de funcdes

Considerando o sistema em malha fechéadd (3.5), a naoitladar
sa(u(t)) pode ser modelada como pertencente a uma classe paradeettiza
nao-linearidades. Esta classe é caracterizada por paniesdas e afins em
funcéo da entrada de contralé), ou mais precisamente em func¢éo de quatro
regides de cada entrada de contrgl¢g), como é mostrado na FiguraB.1.
Tem-se, para € [0; 1] e € [0; 1], Vi € {1;...;m},

ui(t) < —pi =(salui(t)) + Bipi)(satui(t)) — (aiui(t) — (L—ai)pi)) <0,

(3.8)
—pi < Ui(t) <0 =(safui(t)) — (aqui(t) — (1—ai)pi))
(sa(ui(t)) — ((Bi+1—aiui(t) + (1—ai)pi)) <0,
(3.9)
0<ui(t) < pi =(salui(t)) — (aiui(t) + (1—ai)pi))
(safui(t)) — ((Bi+1—ai)ui(t) - (1—ai)pi)) <O,
(3.10)
Ui (t) > pi =(satui(t)) — Bipi) (satui(t)) — (aiui(t) + (1 —ai)pi)) <O.
(3.11)

A parametrizagdo apresentada introduz graus de liberdesle®a das
variaveisa; e B; e permite utilizar condi¢des de setor, sem a necessidade de
decompor a ndo-linearidade. Através desta parametrizagimssivel consi-
derar os casos em que ha perda de estabilidade em torno dma@igmbém
0 caso particular em que a origem é um ponto de equilibriot@ggiamente
estavel do sistema em malha aberta.

Note que, saj — 1 e Bj — 0, o modelo[(3B)E(3.11) é reduzido a
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sat;(u,(1)
ou+(1-a,)p.
P;
(B +1-a)u; +(};‘0@ )P Bp.
_ P (t
pe B +17a=)u;(17a=)pbf‘ g
—p;
o, — (1= ;) p;

Figura 3.1: Funcéo saturacdo parametrizada por uma classagbes.

condicao de setor valida globalmente:
(sa(ui(t)))(safui(t)) —ui(t)) <0, Vui(t) e RMei € {1;...m}, (3.12)

0 que permite tratar os casos em qu& Hurwitz e o sistema em malha
fechada converge assintoticamente para a origem.

Nos outros casos, em quae# 1 ef3; # 0, a condigcdo de setor engloba
ndo-linearidades que ndo se anulam em torno da origem o8, aspécifi-
camente, na regidep; < u; < pj. Sendo assim, a parametrizacdo proposta
permitira concluir sobre a convergéncia das trajetériaa pan conjunto atra-
tor, para os casos em gAaado é Hurwitz.

A fim de descrever cada uma das 4 regides, definidas na parametr
zacao da ndo-linearidade, é introduzida uma funcéo indida¢u;, i), cu-
jos elementos estéo associados aos componentes daive@ada valoff;,
i € {1;...;m} corresponde a uma regido, conforme mostrado na Figura 3.1.
Define-sed; (u;, pi) como:

se US—Pi;

se —pi<Uu <0,
se 0<u <pj,
se uz=p.

6i(ui, pi) = (3.13)

~wpN P

Considera-se também a funga6; ), dada por:

1, se 6i(u,pi)=]

6j(ei)={ 0 se Gup) £ IELA B9
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Nos resultados apresentados na sequéncia sera utilizaticdo ma-
tricial, como segue:

Dy = diagay, ...,0m) € R™™
Dg = diag(By, ..., Bm) € R™™,
Aj o = diag3;(61), .., 8;(Om)) € R™™ Vj e {1,...,4}.

Na sequéncia sao apresentados quatro lemas que ser&uloslizara
a obtencdo das condicdo de andlise e sintese. Os mesmosusaatas
definicdes anteriores e séo obtidos via aplicacdo do S-guoe¢Boydet all,

1994) nas implicacoeb (3.8)-(3111).
Assim, a implicacad (318) é equivalente a existéncia dd@ssaposi-
tivos gy ety;, tais que:

(satui) + Bipi)sui (satui) — (aiti — (1 —ai)pi)) — pitai (Ui +pi) <O,
Vi ={1;...;m}. (3.15)

Considerand&, = diag(sij, ..., S1m) € T1 = diag(ti, ...,tim), Obtém-se o Lema
seguinte.

Lema 3.3.1 Dado o ganho Ke R™", para quaisquer matrizes diagonais,
definidas positivasile § € R™™M, denota-se:

On —K'DaleSt KO
My = | * 211 6S1 D165 (Dg+Im—Da)p |, (3.16)
* * My

sendo

Q1 = A1 6(DaS1Dg + T1)p €M1 = 20'((Im— Do) DSt — T1) A1 6p.

Entdo, considerando=z [X (saf(u))’ 1]',tem-se:

ZMyz=2(satu) + Dgp)'Ay,eS1(satu) — Dau+ (Im— Da)p)
—2p'DpeTa(u+p) <O. (3.17)

Demonstragéo 7 A desigualdadé(3.17) é obtida desenvolvendo a forma qua-
draticaZMiz. Assim, ZM1z < 0 na desigualdad€ (3]17), considerando os
componentes da matriz indicadfy g, € equivalente d (3.15), para tode
{1;...;m}. Entdo, sed(6;) = 0, o termo deZM;z, ponderado pod;(6;),
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é nulo. No entanto, s&(6;) = 1, entdo o termo d€Mz, ponderado por
01(6:), € negativo definido. Portanto, a desigualdzifez< 0 é verificadam

Fazendo uso do S-procedure ém](3.9), consideta-s&; positivos e
obtém-se:

(satui) — ((Bi+1—ai)ui + (1 —ai)pi))szi(satui) — (aiu — (1 —ai)pi))
— pitzi(—pi — W) — pifziti <0, Vi € {1;...;m}.

Considerand&, = diag(yi, ..., Som), T2 = diag(tzi, ..., tom) € T2 = diag(f2i, ..., fom),
obtém-se o Lema seguinte.

Lema 3.3.2 Dado o ganho Ke R™", para quaisquer matrizes diagonais
definidas positivas;TS e T, € R™™M, denota-se

2K’DGA2,982(DB+ Im— Dq)K —K’AZ’GSZ(DBJr Im) K'Q2
Mz = * 20, 6S Omx1 | »
* * My
(3.18)
sendo

Q2 = (S(Im—Dqa) — (Dp+ Im—Da)S2(Im— Da) + To— T2)Azpp €
|_|2 - —ZPIAZ,G(Um— Du)lsz(lm— Du) - T2)D~

Entao, tem-se

ZMzz=2(saf{u) — (Dg+ Im— Da)u— (Im— Da)p)’
AZ,BSZ(Sat(U) —Dgu+ (Im— Da)p)
— 20/ Do pTo(—p — U) — 2(p'DopTou) < 0. (3.19)

O mesmo procedimento pode ser aplicado paral(3.10), tgoes;
escalares positivos:

(satui) — ((Bi + 1 — oi)u — (1 — 0i)pi))ssi(saui) — (aiti (t) + (1 —ai)pi))
— pitai (Ui — pi) + pifaiu <0, Vi € {1;..;m}.

Considerand&; = diagssi, ..., Sam), Ts = diag(tsi, ..., tam) € T3 = diag({3;, ..., fam),
obtém-se o Lema seguinte.
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Lema 3.3.3 Dado o ganho Ke R™" para quaisquer matrizes diagonais
definidas positivass] 3 e T3 € R™™M, denota-se

2K'Daf36S3(Dg+ Im— Do )K  —K'AgeS(Dp+Im)  K'Q3
M3 = * 2Nz Omx1 | »
* * M3
(3.20)
sendo

Q3 = D36(—S3(Im—Da) + (Dg+ Im — Do) S3(Im — Da) ~Tz+Ta)pe
M3 = 2p/A36(—(Im— Da)'Ss(Im— Da) + T3)p.
Tem-se

ZMsz=2(saf{u) — (Dg+ Im— Da)u+ (Im— Da)p)’
Az pSs(satu) — Dgu— (Im— Dq)p)
—2p'D39T3(u—p) +2p'A3eT3u < 0. (3.21)

Finalmente, considerando (3]11iue> 0:

(satui) — Bipi)sai (satui) — (ot + (1 —ai)pi)) — pitai(pi — Ui) <O,
Vi e {1;...;m}. (3.22)

Sendo% = diag(si, ..., 4m) € Ta = diag(ts, ..., tam), Obtém-se o Lema se-
guinte.

Lema 3.3.4 Dado o ganho Ke R™", para quaisquer matrizes diagonais
definidas positivas4le § € R™M, denota-se

On _K/DQA4’GS‘ K'Q4
Mg= | = 20464 —D46Su(1 — Do +Dg)p |, (3.23)
* * My

sendo

Q4 =D49(DaSiDg +Ta)p € Ma = 2p'Dg 6(DpSa(Im— Da) — Ta)p.
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Entao, tem-se:

ZMjz =2(saf{u) — Dgp)'AspSs(sat{u) — (Dau+ (Im— Da)p))
—2p'DapTa(p—u) <O. (3.24)

Para comprovar a propriedade ultimamente limitada (UB)tdge-
térias do sistemd (3.5), considera-se a fungdo de Lyapumadrgtica como
candidata definida effi{3.6), o conjurgt@) definido pela curva de nivel uni-
taria da funcéo de Lyapunov e descrito €ém](3.7) e utilizamsseesultados
dos Lemaf§2.2]1[e 3.3 1-3.B.4.

3.4 Analise de estabilidade

Para a solugdo do Problema de andlise de estabilidade @pfiepse
0 seguinte resultado.

Proposicao 3.4.1Considere a existéncia de um escalar positive vetores
o,BeRM taisqued < a; <1e0< B < 1,Vi € {1;...;m}, matrizes diagonais
definidas positivas;TSj, T2, Ts e R™™, j € {1;...;4} e uma matriz simétrica
definida positiva R R™", tais que:

(A+BK)'P+P(A+BK)+T11P —PB Onx1
* Om Omx1| —M1—My—M3—Ms<0.

* * —T1
(3.25)

Entdo, &(P) é um conjunto UB para o sistema_(3.5), com constante

UB associada:
VTS M C— (3.26)
c&(P) )\min(P) . .

Demonstracdo 8 Seja [3.2b) verificada. Multiplicand® (3125) a esquerda e
a direita poZ = X sa(u) 1] ez=[x sa(u) 1], respectivamente,
obtém-se

X ((A+BK)'P+P(A+ BK))x— xXPBsafu) — satu)'B'Px
—T1(1—XPxX) — ZM1z— ZM3z— ZM3z— ZM4z < 0. (3.27)
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Considerando-se os Lenias 318.1-3.3.4, tem-se:

X ((A+BK)'P+P(A+BK))x—XPBsafu) — sa{u)'B'Px—11(1—XPx) < 0.
(3.28)
Assim, fazendo uso do S-procedure:

V(x) =X ((A+ BK)'P+ P(A+ BK))x— XPBsafu) — sa{u)'B'Px < 0
vx ¢ &(P). (3.29)

A relacéo[[3.29) implica qué_(Z110) do Lema 212.1 é verifigaada-
tanto,&(P) é um conjunto UB para o sistenia (3.8.

Observe que a desigualdafe (3.25) é BMI, devido a presengenee
dutos envolvendo as variavell,, Dg, 11, S, S, S, S e P. No entanto,
quandorty, a; e B; séo fixados, a desigualdade se torna uma LMI. Portanto,
uma busca é feita nas variaveis escalages; = o e 3 = B, Vi € {1;...;m}.
Sendo assim, para resolver o Problema de andlise de efdRilf2.11) o se-
guinte algoritmo é proposto.

Algoritmo 3.4.1 (Andlise via parametriza¢éo)

1. Para valores dados dg € [Timin, Timay, f8z-se uma busca nas varia-
veisO<a <1e0<B<1, através da resolugéo do problema de oti-
mizacao:

m|n

sujeito a

B.25 e 213

2. Verifica-se qual 0 menor valor d@btldo e os valores correspondentes

E importante salientar que no caso multivariavel a busca &f no
intervalo[0, 1], implica em consideraDy = dlym € Dg = Blm. Esta escolha
particular para as matrizé3, e Dg deve-se ao fato de que, para sistemas
multivariaveis a busca multidimensionalde 3 aumentaria a complexidade
numeérica.
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3.5 Sintese de realimentacéo de estados

Nesta secdo € desenvolvida a solugéo para o Profileina 2.2jeE pr
tada uma matriz de ganho de realimentagcéo de estadassociada com a
minimizagdo do tamanho da regido UBP). Para se obterem as condi¢bes
de sintese de realimentacao de estados, parte-se da didesipiE.2h).

Antes de apresentar a condi¢ao suficiente para a soluciobiepra
de sintese de realimentacdo de estados, apresenta-seasaréaala condi-
¢ao [3.2h) e para isso, sdo introduzidas as seguintes esatriz

No = 2D (A26S + A39S3)(Dg + Im— Da), (3.30)

[Da(A1,6S1+040&) + (D +1m) (82,0 + A36Ss)
— 4

Ni = £ . (331
L i1
[—2(A16S1+D2pS + D36+ DapSs) *

Ny = 4 32

27 | (04081~ 8108)(ln-Da+D) 3 Mj—Ta’ (3.32)

L =

B=[-B Oni. (3.33)

A matrlz IEB e constante. As matrizeyy, Nl e Ny sao Imeares com
dem deP eK. A de&gualdéae[(ﬂS) pode ser reescrita, por uma questéo d
clareza e para enfatizar as dependéncias das varked{s como:

A+BK)'P+P(A+BK) +TiP—K'NoK
( ) IE(BP+ Nl& Ny <0. (3.34)

Ao resolver o Problema de sintese de realimentacao de e&fatio
busca-se, além da regido UB, a menor possivel, o valor dazndatreali-
mentagado de estad&s Note que, neste caso, o term&’NgK, da desigual-
dade [(3.34), apresenta produto entre a vari&vel € ndo-convexo. Sendo
assim, utiliza-se o Lema de Finsler (Skeltgtrall, [1998), a fim de transfor-
mar [3.34) em uma desigualdade que ndo apresente terma®miexos.
Na sequéncia prop8e-se uma condi¢do suficiente para a saagioblema
de sintese.

Proposicao 3.5.1Considere a existéncia de um escalar positiypvetores

1As demonstragdes das Proposidées 2.B.4 €l 2.3.6 do capitatioa mostradas no Apéndice
[Blbasearam-se na técnica inicialmente aplicada nesteiltapit
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a,BeR™ talqued<0j <1e0< P <1,Vie {1;..,m}, matrizes diagonais
definidas positivas;TSj Tz, Ts € R™™, j € {1;...;4}, uma matriz simétrica
definida positiva G¢ R™" e matrizes Xc R™™M, Z ¢ R™" tais que:

He(QA) +11Q B B
* N N1 | +He
* * —No

B
0(m+l)><m:| [Z 0m><(m+1) X}) <0 (3.35)

Im

[He(QA:HuQ (Ej +He([—?m] Z _x]>>o. (3.36)

Ent&0,£(Q 1) € um conjunto UB para o sistenfa(B.5) cuja matriz de
ganho de realimentacéo de estadosR Q1 = X~1ZQ 1 verifica a condi-
¢do de alocacao de pélos:

- g < R\ (A+BK)) < —%rl <o. (3.37)

Demonstracéo 9A prova é baseada no Lema de Finsler. Considerando que
a desigualdad€(3.B6) é verificada, entédo o Gltimo blocoodialy He(X)> 0
garante que a matrix é inversivel. Fazendo a mudanca de varia¥eisXyY,
tem-se

AQTQATIQ g] + He({?i] Y —|m}> >0, (3.38)
Note que
Y ]t = M (3.39)
e pelo Lema de Finsler, a desigualddde (3.36) induz
M/ [A'Q+2A+ HQ ('ﬂ M >0, (3.40)
que pode ser reescrita como
AQ+ QA+Y'B +BY+pQ> 0. (3.41)

Fazendo a mudanca de variaviis= X 1ZQ 1 =Y Q1, é garantida a con-
digdo de alocagéo de poélas (2.12).

Seja[3.3b) verificada inversivel e assumindd = X 17, tem-se

(Z Oy —X]=X[Y Omemin) —Im- (3.42)
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Note que
1 In Onx(m+1)
Y Omcminy —lml = |Omizun  Imia (3.43)
Y Ormx (m+1)
A relagéo ), considerando o Lema de Finsler, perméscrever
a desigualdad 5) como
h Omiy] [HEQA+TQ B B I One(me)
Om+1)xn Imt1 * N2 Ni | [Omi1yxn Imi1 | <O,
Y 0m><(m+l) * * —No Y 0m><<m+1)
44)
ou equivalentemente
/ 'n/ v/ !
[A Q+QA+Y'B +*BY7L 11Q—Y'NoY B+N\; Nl] <0 (3.45)

Multiplicando [3.45) a esquerda e a direita por dRgIm.1), com
P = Q! tem-se a desigualdade (3.34).

Note que o primeiro bloco diagonal das desigualdddes](&.§336)
gue sdo, respectivamente, A&/ + BY) +TW < 0 e H§AW+ BY) 4 pW > 0,
juntamente com a condicao ¢&, B) ser controlavel, garantem a verificagéo
da restricdo de alocacéo de polos (2.12), que neste casa @oifB.37). m

A solucgédo para o Problerha 2.2 é obtida pelo algoritmo seguint

Algoritmo 3.5.1 (Sintese via parametrizacao)

1. Para valores dados d& € [T1min, Timax, S€NdO este intervalo escolhido
de acordo com a alocacéo do pélos desejada, faz-se uma basca n
varidveisO < a < 1e0< B <1, através da resolugcéo do problema de

otimizacgéo:
min
sujeito a

B.39), B39 e19).

2. Verifica-se qual o menor valor deobtido e os valores corresponden-
tes dets, a, B, Q, X, Z, {Tj}jeqr...ap {Si}jeqr;.a T2, Ta. Por
fim, calcula-se a matriz de realimentac&o de estades X 1zZQ 1 =

YQ L
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3.6 Exemplos numéricos

3.6.1 Sistema estavel

Considere um sistema estavel e monovariavel, dado por:

-2 0 0.2

Os autovalores de malha aberta sdo igugish —2} e os autovalores
de malha fechadd—5, —8}. Resolve-se o problema de andlise de estabili-
dade utilizando o Algoritmg_3.4.1 e os resultados obtidas dgscritos na
Tabeld 311

Tabela 3.1: Resultados analise - sistema estavel.
| u[afB P | y | Area&(P) |
8.69 -—4.11 g g
01| 10| | 477 o571 |x10° | 162x10°° | 121x10

Note que, fixan = 1 e3 = 0 nas condi¢de& (3.8)-(3]11) é equivalente
a descrever a ndo-linearidade no sé¢fot|, ou equivalentemente, considerar
a condicao de setor global(3]12). Observe também, na Eiglirgue a traje-
tériainiciada emxp = [0.2 —0.2]' converge assintoticamente para a origem.
A Figura[3.3 mostra o conjunto UB(P) e a circunferéncia associada, cujo
raio € dado pog/y.
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15

05}

—05}

-1 i i i i
-0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figura 3.2: Trajetéria do sistema estavel em malha aberta.

x107*

Figura 3.3: Regido UB e circunferéncia associada.

3.6.2 Sistema instavel monovariavel

Considera-se o sistema insta®| tratado no Capitulbl2 e descrito
na Tabel& Z]1, sendw= 0.5. Os resultados obtidos ao resolver o Problema
de andlise de estabilidafde2.1 utilizando o Algorifmo 3.44b descritos na
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Tabeld3.2. Na Figura_3.4 é mostrada a regido UB, juntameamteaccir-
cunferéncia associada e diferentes trajetérias do sist@hserva-se que as
trajetorias do sistema convergem para a regido UB e perraanieela confi-
nadas.

Tabela 3.2: Resultados analise - sistema instavel mordonari

|| a[B] P | v | Areaé(P)
6874 —4148

09|06 |0| | 4148 sgn36| | 00306 0.0509

Figura 3.4: Regido UB, circunferéncia associada e tragstor

Na Tabeld 313 sdo reescritos os valores da constantg &/Ba area
da regido UBE(P) obtidos para cada um dos algoritmos de analise, em cada
uma das modelagens apresentadas ao longo deste trabalh@suados
apresentados nas trés primeiras colunas séo referenteslatagens descri-
tas no capitulo anterior, salientando-se que as modeldggmepostas sao
inspiradas em modelos da literatura.

Tabela 3.3: Comparacdo - sistema instdvel monovariavel.

| | Perturbacdd Chaveado| Setor dec.| Parametrizaga¢
Y 0.0415 0.0306 0.0309 0.0306
Area&(P) 0.0654 0.0509 0.0514 0.0509
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A fim de comparar os resultados apresenta-se, na TabElaghren-
tagem de melhora que se obteve com uso da parametrizacao-tlagsidade
por uma classe de fun¢des, comparado com as demais modzeladpepri-
meira coluna € mostrada a comparacgéao entre os resultadicsdigos com
os resultados obtidos quando a nao-linearidade é condaleraa perturba-
¢ao limitada (descritos na Se¢do 21 3.1). Como mencionadapitulo ante-
rior, as condi¢cdes de analise e sintese para este caso s&@s@asrencon-
tradas na literatura, em Fong e Hsu (2000), Poebat. (2012) e Milhomem
(2013). Note que, utilizando a parametrizacdo proposte mepitulo, os re-
sultados referentes ao valor da constante UB melhorars26%24 ja a area do
conjunto UB obtida foi 2217% melhor do que no caso em que se considera
a ndo-linearidade como uma perturbacéo limitada.

Na segunda e na terceira coluna da Tabelh 3.4 a comparacéae é re
lizada com as condi¢Ges apresentadas nas Secdes £.3.3 eéspectiva-
mente. Nestes dois casos ndo se obtiveram melhores resutfadndo con-
siderada a parametrizagdo aqui proposta. Apesar de coarsinhea classe de
ndo-linearidades, os resultados obtidos ndo sdo maisreadsees do que 0s
outros. A modelagem aqui proposta também pode ser estepalida caso
de sistemas que apresentam outras ndo-linearidades @abioom a zona
morta, como por exemplo, sistemas com zona morta e satunacéotrada
de controle. A vantagem de utilizar esta parametrizagaceéetpudescreve
uma classe de ndo-linearidades e ndo somente a zona morta.

Tabela 3.4: Comparacao de resultados.

Parametrizacdo Parametrizacdo Parametrizacag
X X X
Perturbacéo Chaveado Decomposigéo
% 26.26% 0% 0.97%
Area&(P) 22.17% 0% 0.97%

3.6.3 Sistema instavel multivariavel |

Considere um sistema multivariavel, dado por:
05 — 05 1 0.4
A:[l o]’B:[o.s 0.5}’92[0.4}

Os autovalores de malha aberta do sistema{§&2b+ 0.96i}. Re-
solvendo o Problema de sintese de realimentagdo de esta@icstravés do
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Algoritmo[3.5.1, obtém-se os resultados apresentadosbed@.b.

Tabela 3.5: Resultados sintese - sistema instavel mudtixeid.
(] a [B] P y [Areaé(P) |
274921 —-371156
3105|0| | 371156 635012 | | ©0023| 0.0016

A busca do valor da matriz de ganho de realimentacao de astaido
feita considerando a restricdo de alocagdo de pblos] (3/358umiu-sgl =
80 e 1< 11 < 3, sendo o valor obtido pam apresentado na Tabélal3.5, a
condicao[(3.37) é dada por:

—40< Re(A\i(A+BK)) < —1.5<0,

A matriz de ganho de realimentagdo de estados obtida foi

—157.45
7710 |’

_[7831

K= —70.66

sendo assim, os autovalores (@e+ BK), séo{—32.69, —3848}. Observe
gue os autovalores de malha fechada satisfazem a restagéilerada.

Na Figurd 3.b é mostrada a regido UB, a circunferéncia asdagun-
tamente com trajetérias que ilustram o comportamento densi&se o con-
junto, que corresponde a regido em que o sistema se comportaatha
aberta|Kix| < pj, Vi € {1,2}, em linhas tracejadas.

ot
-0.02
004} T w7
0061 - s

-0.08 <7

~01 i i i
0.1 -0.05 0 0.05
xl

Figura 3.5: Resultado grafico - sintese sistema instaveaivadével |.



56 3. Parametrizacdo da Zona Morta por uma Classe de Fun¢des

Fixando o valor da matriz de ganho de realimentacéo de estdwo
tida, resolve-se o problema de analise de estabilidadesatdo uso do Al-
goritmo[3.4.1, a fim de buscar uma melhor estimativa da regBioNa Ta-
bela[3.6 apresentam-se os resultados obtidos e na [Figimzo3téa-se o re-
sultado grafico.

Tabela 3.6; Resultados analise - sistema instavel mubiveirl.

|u] a[B] P | y | Areaé(P) |
139 -167 - -
11109 0| | 67 5og|x10°[941x10* | 510x10°*

—0.04

-0.08

01 i i
-0.1 -0.05 0 0.05 0.1

Figura 3.6: Resultado grafico - analise sistema instaveivatibvel |.

3.6.4 Sistema instavel multivariavel Il

Considere um sistema multivariavel, descrito a seguie sistema
também foi utilizado no trabalho de Tarbouriesttal. (2011b), dado por:

05 15 4 0.7 -13 07
A=|43 6 5|,B=| 0 -43 ,p—[o'z].
32 68 72 08 -15 '

Os autovalores de malha aberta deste sistema{ 5386, —0.63+
0.73i}. Inicialmente resolve-se o problema de sintese de realag@o de
estados, utilizando o Algoritnio 3.5.1, os resultados @stisfio apresentados
na Tabel& 317.
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Tabela 3.7: Resultados sintese - sistema instavel musdtixen|.
[u] a | B] P | v Volume&(P) |
1447 —-0.55 426
2|105|0 —-055 2471 -3276 0.1146 0.0384
426 —-3276 77157

Considerando a condic&o de alocacéo de pblas|(3.37), escet =
40 e 2< 11 < 10. Sendo o valor obtido para é apresentado na Tabglal3.7,
portanto, a condicd@ (3.87) é dada por:

—20< Re(A(A+BK)) < -1<0,
A matriz de ganho de realimentacgédo de estados obtida € dada po

K — —0.5353 213442 —38.57761

29615 -3.9362 227573

e os autovalores deA+ BK) sdo{—2.28 —18.28+ 33.06i}. Portanto, os
autovalores de malha fechada satisfazem a restricdo evadal

Na Figurd 3.7 apresenta-se a regido UB e duas trajetéridikigtram
0 comportamento do sistema. Tais trajetérias tém como ¢aadhicialxg =
[02 04 02]'exo=[-02 -04 -02]"

X -04 -04

Figura 3.7: Resultado grafico - sintese sistema instaveivatavel Il.
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Com a matriz de ganho de realimentagcéo de estados obtida@uan
na resolucdo do problema de sintese, resolve-se o probleraaalise de
estabilidade, fazendo uso do Algoriting 3]4.1. Os resuttadididos sdo des-
critos na Tabela 318. Na Figura B.8 observa-se a regido URe tajetorias
do sistema, as quais consideram as mesmas condi¢Oessigipra@isentadas
anteriormente. Pode-se constatar que resolvendo o pralenandlise de
estabilidade conseguiu-se melhorar a estimativa da rég#ise comparar-
mos os volumes do elipsoide obtido na sintese e na analiselhama foi de
aproximadamente 91%.

Tabela 3.8: Resultados analise - sistema instavel mubivelrl|.
] o [B] P y [ Volumeé(P) |
7577 —-7.07 2698
2105|0 —7.07 12145 15491 0.0217 0.0033
2698 —-15491 36889

Figura 3.8: Resultado gréfico - andlise sistema instavetivatiével Il.

3.7 Consideracoes finais

Neste capitulo foram apresentadas condi¢des LMIs, baseadzon-
ceito de estabilidade ultimamente limitada, para trat@roblemas de analise
de estabilidade e sintese de realimentacdo de estadosgtanaas lineares
continuos e invariantes no tempo sujeitos a nao-lineagid@dzona morta.
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Para tratar a ndo-linearidade, foi proposta uma pararaefiizpor uma classe
de funcgdes.

Os resultados foram apresentados considerando sistentitgrmas
veis. A funcéo indicador utilizada para descrever cada uasaregioes de-
finidas na parametrizacéo da nédo-linearidade pode tambémilsada para
estender os resultados do Capifulo 2 para o caso multieariav

Os resultados obtidos se mostraram menos conservadoretoqram-
parados a resultados existentes na literatura que coasid&xmbém uma
classe de nao-linearidades. No entanto, ao comparar carttadss que
consideram a modelagem exata da ndo-linearidade os dssilb@resenta-
dos neste capitulo ndo se tornaram mais conservadores veigue ser uma
vantagem para a parametrizacao proposta, uma vez que elagouatilizada
para tratar uma classe de fun¢des nédo-lineares, mantenddidagle dos re-
sultados.

Outra vantagem do uso da parametrizacdo aqui proposta éstpie e
pode ser estendida para o caso de sistemas lineares sajeftodinearidades
gue combinem os efeitos da zona morta com outras fun¢6es, ponexem-
plo, sistemas sujeitos a zona morta e saturacao.

Os resultados apresentados neste capitulo serviram depé@@sem
artigo (Dildaet all,|12013), submetido para publicacéo.
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Capitulo 4

Sistemas Lineares com Zona
Morta e Saturacao

4.1 Introducéo

Neste capitulo sera tratado o problema de analise de édtalalpara
sistemas lineares sujeitos a uma nao-linearidade que naroki efeitos da
zona morta e da saturagéo.

Inicialmente séo ilustrados os efeitos da ndo-linearidatsiderada
em sistemas lineares e é descrito 0 problema a ser estudadsedtida
€ introduzida a definicdo que sera utilizada como ferramtedtéca para a
solugéo do problema de analise de estabilidade. Utilizasdesultados e a
parametrizagdo apresentados no capitulo anterior prog@esulugfes para
0 problema de anélise de estabilidade.

O capitulo esta organizado da seguinte forma: na Jecho h&é a
sentado o problema de controle e é feita uma breve analiseféitss cau-
sados pela ndo-linearidade considerada, a qual combin@itssedas ndo-
linearidades de zona morta e saturacdo. A SEcdo 4.3 é dadicapresen-
tacdo das condic¢des para solugdo do problema de andlistatididsde UB
local. Na Sec¢d@ 414 apresentam-se os resultados numérpmsfin, na
Secdd 4)5 sdo apresentadas as consideragdes finais déocapitu
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4.2 Apresentacéo do problema

Considere um sistema linear continuo e invariante no teoqguo atua-
dor sujeito a uma nao-linearidade que combina os efeitosma morta e da
saturacéo, representado por:

X(t) = AX(t) + Bsatdz(u(t))) (4.1)
u(t) = Kx(t) 4.2)

em quex(t) € R" é o vetor de estados(t) € R™ é a entrada de controle,
AcR™MeBeR™M e o par(A,B) é controlavel. A matriz de ganhos
K € R™" é uma matriz de realimentacéo de estados que estabiliz@mais
sem a presenca da ndo-linearidadédsti(t))), isto é, a matrifA+ BK) é
Hurwitz.

A ngo-linearidade s&dz(-)) : R™ — R™ é descentralizada e simétrica,
esta representada na Figliral 4.1 e, sgmde §; + pi, i = {1;...;m}, é dada
por:

3, se ui(t) > pi,

u(t)—pi,  se pi <ui(t) <pi
sat(dz(u(t))) = ¢ O, se |ui(t)| < pi, (4.3)

ui(t) + pi, se —pi < Ui(t) < —pi,

-0, se ui(t) < —pi.

sat (dz,(u(t)))

P P P 2 u,(t)

Figura 4.1: N&o-linearidade s@z (ui(t))).
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A Figura[4.2 mostra a saida da ndo-linearidad@gai(t))) para um
sinalu(t) = 2serft). Nesta simulacéo foram escolhidps= 0.5,0=1.2 e,
portantop = 1.7. Note que a ndo-linearidade combina os efeitos da saturaca
e da zona morta. Além de anular o sinal de saida quando o sraitdada
€ pequeno|u(t)| < p, a zona morta causa uma diferenca na amplitude do
sinal de saida em relagdo ao sinal de entrada quarda(t) < p e —p <
u(t) < —p, e ainda, o sinal é limitado em amplitude quamui®)| > p devido
a saturacao.

u(t)
- = = sat(dz(u(t)))

15 20

Figura 4.2: Efeito da n&o-linearidade (@ u(t))) no sinalu(t) = 2serit).

Como descrito anteriormente, a presenca da zona morta alodgn
controle do sistema implica no comportamento em malha alersistema
em uma regido em torno da origem (ver Exeniplo 2.2.1). Poodardo, a pre-
senc¢a da saturacdo no controle pode ser uma fonte de pon¢omiitibrios
parasitas e ciclos limites, ou ainda, pode levar as tragetdo sistema a insta-
bilidade (Tarbouriecket all,|l2011a). Assim, quando sujeito a ndo-linearidade
sa{dz(u)), a estabilidade do sistema em malha fechada deve ser alaadisa
termos do possivel confinamento em torno da origem quanse, devido a
presencada zonamorta, e em termos da possibilidade deilidstde (ou ndo
convergéncia) das trajetorias para a regiao em torno dararigependendo



64 4. Sistemas Lineares com Zona Morta e Saturagéo

da condig&o inicial, como exemplificado a seguir.

Exemplo 4.2.1 Considere o sistema instavel em malha abestadescrito
na Tabeld 2]1. Nas figuras seguintes é feita uma comparaséefeims da
néo-linearidade de zona morta no sistema e da néo-lineargigdz(u(t))).
Consideram-se os limites da zona morta como sépde 0.5 e, quando na
presenca de s@z(u(t))), o sistema satura efd| = 0.6 quanddu(t)| > 1.1.

Através da representacdo geomeétrica do comportamentaéde &
trajetérias do sistema, dada pelo retrato de fase, é pbssiaksar o efeito
das nao-linearidades @g e safdz(u)) no sistemal{Z2]1}-(212) ¢ (4.1)-(%.2),
respectivamente. Na Figura 1.3 o primeiro gréafico represertomporta-
mento das trajetdrias deste sistema quando na presenca-diagsidade
de zona morta. Observe que, como mostrado nos capitulosoaese as
trajetorias convergem globalmente para uma regido UB. tmém quando
0 sistema é sujeito a ndo-linearidadegdzfu(t))) (veja o segundo grafico)
existe uma regido de condic¢des iniciais para as quais agirnas convergem
para uma regido em torno da origem, ou ainda, pode-se dizepqste uma
convergéncia local das trajetorias do sistema.

A Figura[4.4 mostra o sinal de controle e a saida da nao-litese,
considerando como condicao inicial para o sistega [1 0.5}/. No pri-
meiro grafico desta figura a ndo-linearidade presente nenssg a zona
morta, no segundo grafico a ndo-linearidade consideradi{dz(g). Ob-
serve no segundo grafico que nos dois primeiros segundosj@adamente,
o sinal de controle satura, no entanto é possivel obserearcgusiderando
esta condicao inicial, o sistema em malha fechada néo iliztaliNo entanto,
observe no segundo gréafico da Figlurd 4.5 que, ao consideocadizéo ini-
cialxo = [1 0.5]/ no sistema sujeito a ndo-linearidadgdafu)) o sinal de
controle instabiliza, o que pode ser comprovado ao obsemnearetrato de
fase da Figur 413 que a trajetéria iniciada neste pontaéviels

A Figura[4.6 mostra o detalhamento de uma regido do seguatiomr
da Figura 4.b, onde é possivel perceber com mais precisdeitzsala ndo-
linearidade sdtlz(u)).

Tendo em vista os efeitos da presencga da néo-linearida@iz(sa}
em sistemas lineares, tem-se por objetivo analisar a bdtal# de sistemas,
determinando uma regido ultimamente limitada para a quithgtérias do
sistema irdo convergir e também determinar uma regiéo ddi@@es inici-
ais em que toda a trajetéria iniciada em seu interior comvpega a regido
ultimamente limitada e permanece nela confinada.
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Figura 4.3: Retratos de fase.



66

4. Sistemas Lineares com Zona Morta e Saturagéo

0.6

0.4r
0.1
-0.21
-05}
-0.81

-11r

-14

-1.7r

-2

Sinal de controle do sistema com dz(u), considerando Xy = (1,0.5)

sat(dz(u))

0 2 4 6 8 10

Figura 4.4: Sinal

de controle e saida das ndo-linearideatesp= [1 0.5]'.
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Sinal de controle do sistema com dz(u), considerando Xy = (2,0.5)

Figura 4.5: Sinal de controle e saida das néo-linearidaatesgp= [2 0.5]'.

Detalhe - sinal de controle do sistema com sat(dz(u)), considerando x; = (2,0.5)

-2 i i i i i I I I
2.7 272 274 276 278 28 282 284 286 288 29

t

Figura 4.6: Detalhamento de uma regido da Fifura 4.5.
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Definicdo 4.1 SejaD C R". As solugGes do sistemia (4.0)-(4.2) séo local-
mente ultimamente limitadas em relaca®ase existe um conjunto convexo
compacto,U € D, que contém a origem, no qual todas as trajetérias com
condicéo inicial X0) = Xp € D, entram em um tempo finito e permanecem
nele confinadas. Isto é, existeI T (xg) > 0O finito, tal que

X€eD=xt)el, vt >T. (4.4)

O conjuntoU que satisfaz{4]4) é chamado conjunto ultimamente li-
mitado, UBp local, com relacéo &, e, por definigcdo, é um conjunto positi-
vamente invariante. A todo conjunto YJHocal, associa-se uma esfera cujo
diametro y, representa a constante 4B

V= supcy |2l < supeo |1Z% (4.5)

Como no capitulo anterior, com o objetivo de utilizar o catucapre-
sentado e formular o problema a ser tratado, prop6e-se dorawdacéo do
sistemal(411)E(4]2), a qual permite garantir gAe- BK) é Hurwitz e consi-
dera uma nao-linearidade dualla{4.3), representada naadgy, definida
por ¢(u(t)) = u—safdz(u(t))), ou equivalentementé = {1;...;m}, sendo
pi = +pi:

u — o, se u(t) > pi,

Pi, se p; <ui(t) <pi,
di(u(t)=q U, se |ui(t)] < pi, (4.6)
—pi, se —pi < Ui(t) < —pi,

Ui + O, se ui(t) < —pi.
Portanto, o sistema{4.1)-(4.2) pode ser reescrito como:
X(t) = (A+BK)x(t) — Bd(u(t)). 4.7)
Para comprovar a propriedade UB local das trajetorias denses
(4.1), sdo consideradas fun¢des de Lyapunov quadratica$inelseVp :

R" — R por

Ve(X(t)) = X(t)'Px(t), PER™™ P=P >0 (4.8)
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@fuft)

=P -© P P uft)

Figura 4.7: N&o-linearidadf (u;(t)).

WN(X(t)) = x(t)'Nx(t), Ne R™" N=N'> 0. (4.9)

Consideram-se o0s conjunt8$P, ¢), que representam as curvas de ni-
vel da funcéo de Lyapunol (4.8), dados por:

E(Pc) = {x(t) e R™; Vp(x(t)) <c, c> 0}. (4.10)

Sec =1, denota-s&(P,c) = £(P), o conjunto de nivel unitario. Assim, o
conjunto&(N), representa a curva de nivel unitaria da funcdo de Lyapunov
(4.9) e é dado por:

E(N) = {x(t) € R™, W(x(1)) < 1}. (4.11)

Pode-se estabelecer o lema seguinte, fundamental pargpasjy@o
das solu¢des dos problemas que serdo apresentados nacigquén

Lema 4.2.1 Considere o sistem&(4.7), as funcdes de Lyapunalv (4889 (4.
e os conjuntog(4.10) € (4]11), com-cl. Dada qualquer condicao inicial
X(0) =X € R", seja Xt) : [0,00) — R" a trajetoria de [4.Y). Admita que:

Ve (X(t),d(u(t))) =x(t)'((A+ BK)'P+ P(A+ BK))x(t)
—¢(u(t))B'Px(t) —x(t)PBd(u(t)) < O, (4.12)
vxe &(Pc), Vx¢ E(P)
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WN(X(1), §(u(t))) =x(t)'((A+BK)'N + N(A+BK))x(t)
—o(u(t))'B'Nx(t) —x(t)NBp(u(t)) <0,  (4.13)
vxe E(N) eV x¢ E(Pc).

Entdo, existe T= T (Xp) > 0 finito, tal que

xo(t)€8(N):>{ ’)‘(((tt))i((ﬁg \\ZSCT)’ e (4.14)

Logo, E(N) é um conjunto positivamente invariante e toda trajetorig) x
com condicéo inicial x < £(N) converge pare (P) em tempo finito e nele
permanece confinada. Ou sefdP) é um conjunto UB, local para o sistema
(.7), comD £ &(N) e constante UB associada, dada por:

_ 1
VE subee e IXOI* = 5—5- (4.15)
Além disso, 1
V< . 4.16
y pu—~ (4.16)
||

A prova do Lema 4.2]1 pode ser encontrada na Secdo B.3 do Apén-
dice[B. A partir da demonstragdo do Lema 4.2.1 obtém-se ad&is se-
guintes.

Corolario 4.2.1 Se&(P) é um conjunto UB global para o sistema com zona
morta, entdo exist® D E(P), tal que &(P) é UByp local para o sistema
com néo-linearidadé(u), a qual combina os efeitos da zona morta e da
saturacao.

Demonstracdo 10Sejap > p € Cmax > 1 0 maior valor de, tal que&(P) C
8(K,p). Se&(P) é UB para o sistema com zona morta, enfdo {4.12) é verifi-
cada paratodr ¢ £(P) ex e E(P,c), comc < cmax pois&(P, ) esta incluido

no conjunto onde n&do ocorre saturagdo. L&g®c) =D. W

Devido ao Corolarig 4.212(P) é um conjunto UB, local para o sis-
tema[47), send® 2 &(P,cmax), € tal que:

N 1 Cmax

B )\min(P) = Amin(P)

Y
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Note entretanto, que o conjunio determinado pelo Corolarig 4.2.1
ndo é uma boa estimativa do conjunto de condic¢fes iniciajas ¢rajetorias
convergem paré(P), tendo em vista que neste conjunto n&o ocorre a satura-
¢do. Sendo assim, prop8e-se 0 seguinte Problema de arékstatbilidade
UB local.

Problema 4.1 (Analise UB local)Considere que sejam dadas as matrizes
Ac R™" e Be R™™M a matriz de realimentacdo de estadosKR™", tal
que (A+ BK) seja Hurwitz, e um conjunt8(P). Determinar uma regido
de condicdes iniciai§ (N), a maior possivel, tal qué(P) seja um conjunto
localmente UB, em relagdo &(N), para o sistemd({411J-(4.2).

Para solucionar o Problerha 4.1 serédo utilizados algoritmassados
em LMIs a partir de[(4,12)[(4.13) e (4]16). SupGe-se tambéenocconjunto
&(P) é conhecido, e € um conjunto UB global para o sistdma (3.5fe No
que ¢i(u;) = saf(u;) no interior do conjuntd(K,p) = {x(t) € R"; —p; <
Kix(t) < pi}, portanto, pode-se dizer qd€P) € um conjunto UB local para

o sistemal(4]7).

Observacgao 4.1A partir de [4.16) observa-se qgeesta associado ao maior
autovalor da matriZ\ o qual, geometricamente, esta relacionado ao com-
primento do eixo menor do conjunt&N). Portanto, para obter o maior
conjunto&(N), inclui-se uma esfera de didmetro igual meste conjunto e
busca-se maximizar esta esfera.

Por definigaog () C €(N) < XNx< 1vx'3x < 1, ou, equivalente-
mente:
N < fjln, (4.17)

sendof = % Portanto, minimizan equivale & maximizar o tamanho do
conjunto&(N).

4.3 Analise de estabilidade UB local

Considerando o sistema (#4.7), a ndo-linearidadé (4.6) pedpara-
metrizada como pertencente a classe de fungdes apresant&imituld B,
como pode ser observado na Figurd 4.8. Note, entretant@, pammetriza-
¢do é valida localmente, ou ainda, no interior do conjunto:

8(K,0) = {x(t) € R"; —0i <Kix(t) < i}, (4.18)

8 +(1-ai)pi

sendog; = o
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ofuft)
ou +(1-a,)p,

Pl =
(B +1-a)u +(1-a)p, / --------- —-d----gp

) -0, =P, 5 ° oo u
Fir: Sel il S+ 1-eu ~(A-a)p,

—" - p,

o, —(1-a)p;

Figura 4.8: N&o-linearidadg (uj(t)) parametrizada por uma classe de fun-
coes.

Propde-se na sequéncias duas formas de resolver o Pr¢bBroan
siderando os resultados do Coroléric 4.2.1 e do Lema4.2.1.

4.3.1 Andlisel

A primeira andlise é baseada no resultado do Cordlarid4A2sume-
se gue ja sdo conhecidos o conjunto &) e a constanta, a qual refere-se
a inclinagédo de uma das retas utilizada na descri¢do da paiaagéo da
fungaodi(u;), (veja Figurd4l8). Estes resultados sdo obtidos quandaluma s
¢ao do Algoritmd3.4]1. Busca-se um conjunto de condi¢demin &(P,c),

0 maior possivel, o qual esta incluido na regs&p, o) de validade local da
parametrizacao.

Proposicéo 4.3.1Sejam dados’P= P > 0, tal que&(P) é um conjunto UB,
a; eoj, Vi = {1;...;m}, existe um escalar s 1, tal que:

[P Cﬁz} >0, (4.19)

* i

sendot = % Entéo,&(P,c) é um conjunto positivamente invariante para o
sistemal(4l7) e toda trajetérig®y com condicéo inicial xe &(P,c) converge
para &(P) em tempo finito e nele permanece confinada, ou $€R) € um
conjunto localmente ultimamente limitado.

Demonstracéo 11Seja&(P) um conjunto UB global para o sistenia(3.5), o
gue é garantido pela Proposi¢do 3.4.1. Tem-séusgE ¢;(u;) no interior do
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conjunto$ (K, p) = {x(t) e R"; —p; <Kix(t) < pi}, portanto&(P) é um con-
junto UB local para o sistemba(4.7)[e(4.12) ¢é verificada. Sersdim, existe
um conjunto positivamente invariang€P, c), comc > 1, tal que&(P,c) C
8(K,0). Por definicdog (P.c) C §(K,0) < x’Ki’ElizKix <1VXEx<1, esta
relacdo é equivalentela (Bogdal.,|1994)

Pk
{i 24 >0. (4.20)

Pré- e p6s-multiplicandd_{4.20) por diég@n, %) e por seu transposto,

respectivamente e consideran%jec ¢, obtém-se a desigualdade (4.19), ga-
rantindo assim a inclusdo do conjuit@, c) na regido de validade do modelo
$(K,0). m

Para realizar a andlise de estabilidade, com base na Pgagg@sB.1,
tem-se por objetivo encontrar o maior conjunto elipsoid#l c). Sendo as-
sim, considerando a Observagad 4.1 e fazeéhtly = £(P,c), obtém-se uma
relacéo equivalente B {4]17) para o conjud(B,c), dada por:

¢ <Aln, (4.21)
sendoc™= % el = Desta forma, ao minimizaf], serda maximizado o
conjuntoé(P,c). Propde-se entdo o seguinte problema de otimizacao.

Sl

Problema de Otimizacdo 4.3.1
min N
n,e

sujeito a

(@19 e (@2D).

4.3.2 Analise ll

Visando melhorar a estimativa do conjunto de condi¢desaisicseja
&(P,c) conhecido e obtido na solugéo do Problema de otimizB¢ad, 43.
proposto o resultado que segue.

Proposicao 4.3.28ejam dados P-P > 0e c> 0, tais queg(P) é um con-

junto UBp local, comD £ &(P,c). Considere que existe um escalar positivo
11, vetoresn, B € R™, taisqued < a; < 1e0< B; < 1,Vi € {1;...;m}, matri-
zes diagonais definidas positivas §j, T2, Ts € R™™, j € {1;...;4} e uma
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matriz simétrica definida positiva N R™", tais queyi = {1;...;m}:

(A+BKYN+N(A+BK)+T:PE  ~NB  Ones
Om Omx1| —M1—M2—M3—-M4 <0, (4.22)

* —T1
N K
. ol =0 (4.23)
sendoo; = %’Oﬁ”m, ec¢=1. Entdo,&(N) é um conjunto positivamente

invariante para o sistemd {4.7) e toda trajet6rié xcom condicéo inicial
Xo € E(N) converge paré (P) em tempo finito e nele permanece confinada.

Demonstracédo 12Considere qud (4.23) é verificada, portanto é garantida a
incluséo do conjunt&(N) na regido de validade do model§(K, o), sua
demonstragdo segue de maneira analoga a demonstragab3je (4.

Seja [4.2P) verificada. Multiplicandb_(4]22) a esquerda &eitd por
Z=[¥ ¢y 1) ez=[x¥ ¢y 1], obtém-se
X ((A+BK)'N+ N(A+ BK))x— XNBd (u) — ¢ (u)'B'/Nx
—Tl(l—X/PéX) —ZM1Z—ZMyz— Z’Mgz_— ZMyz< 0. (4.24)

Considerando-se os Lenfas 31B.1-3.3.4 e seﬁd%ftem-se:

X ((A4BK)'N+N(A+BK)) x— X NBd (u) — ¢ (u)'B'/Nx—13 <1f>(P%x> <0. (4.25)

Fazendo uso do S-procedure:

V (x) =X ((A+ BK)'N +N(A+ BK))x— XNB(u) — ¢ (u)'B'/Nx < 0,
vx € &(N) eVx ¢ E(P,c). (4.26)

Entédo, pelo Lema4.2.E(N) é um conjunto positivamente invariante e toda
trajetdriax(t) com condigé&o iniciakg € £(N), converge paré(P) em tempo
finito e nele permanece confinada, ou séj@) é um conjunto localmente
UBy para o sistemd(4.7), com = E(N). =

A desigualdadd (4.22) é uma BMI, devido a presenga de predumto
volvendo as variaveiBq = Qilm, Dg = Bilm, S, &, 3 € &. Portanto, da
mesma maneira que no capitulo anterior, é feita uma busceanaseis es-
calarexn; = a e =B, Vi € {1;...;m}. Sendo assim, é proposto o algoritmo
seguinte.
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Algoritmo 4.3.1 (Anélise UB local)

1. Faz-se uma busca nas variavli a < 1e 0 < 3 < 1, através da
resolucéo do problema de otimizacao:

min
sujeito a
4.22), @.23), e @19).

2. Verifica-se qual o menor valor deobtido e os valores correspondentes

4.4 Exemplos numéricos

4.4.1 Sistema instavel multivariavel |

Considere o sistema multivariavel, tratado no capituleramte rees-
crito aqui, por questao de clareza:

05 -1 05 1 0.4 1
A_[l o}’B_{o.s 0.5]’p_{o.4}’5_u'

Para realizar a analise de estabilidade local considesansatriz de
ganho de realimentacéo de estados obtida na solucdo demabe sintese
utilizando o algoritmo proposto no capitulo anterior, algudada por:

K — 7831 —15745
~|-7066 7710 |°

Resultado Analise |

Resolve-se o Problema de otimiza€3o 4.3.1 e obtém-se oipinee
sultado da andlise de estabilidade. Sendo o conjéi(f) e a constante
conhecidos, neste caso:

139 —1.67 1
P= {_1.67 228] x10%, a =09, 5= M

Nesta primeira andlise de estabilidade se obtevé6.6659, o valor
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da funcg&o objetivo obtido faj = 6.2882x 10°. Na Figurd 4. observa-se
as regibe<£(P) e £(P,c), em linha tracejada preta e linha cheia vermelha,
respectivamente, juntamente com duas trajetérias, coniglies iniciais so-
bre a curva de nivel referente ao conjunto elipsofd& c). Na Figurd 4.1
observa-se uma trajetoria instavel, com condi¢éo inigiat [0.2 0.2]/, e
pode-se notar que a estimativa do conjunto de condi¢deaigigode ser
melhorada.

Resultado Analise Il

Na intencdo de melhorar a estimativa do conjunto de consligie
ciais, resolve-se o problema de andlise de estabilidatizantio o Algo-
ritmo[4.31, neste caso se obtém o conjuiil), mostrado na Figufa4.111,
juntamente com o conjunto UBe algumas trajetérias do sistema. A matriz
N obtida é dada por:

[ 6184 —11138

N=1_11138 23052

Comparando as areas dos conjuri¢B c), obtido na primeira ana-
lise, e&(N), conseguiu-se melhorar aproximadamente 60% a area do con-
junto de condic@es iniciais nesta segunda analise. Na&®d® observa-se
a regidof(N) e uma trajetoria instavel, com a mesma condi¢do inicial con-
siderada na Figufa_ 410 e pode-se notar que a regido de Gerditciais
encontrada é uma boa estimativa para o sistema considerado.

Figura 4.9: Resultado grafico da andlise de estabilidadmltcajetérias es-
taveis.
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15

-15 i i i i i
-15 -1 -05 0 0.5 1 15

Figura 4.10: Resultado grafico da andlise de estabilidaaenl ttajetorias
instaveis.

0.2

0.151

0.1F

Figura 4.11: Resultado grafico da andlise de estabilidaderti trajetérias
estaveis.
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15

Figura 4.12: Resultado grafico da analise de estabilidadenil trajetérias
instaveis.

4.4.2 Sistema instavel multivariavel Il

Considere o sistema instavel multivariavel, tratado n&&§&c6.4 do
capitulo anterior e reescrito aqui por uma questéo de clhrez

—-05 15 4 07 -13 0.2 5
A=|43 6 5|,B=| 0 -43 ,p:|:0'2:|,6:|:2].
32 68 72 08 -15 '

Para realizar a andlise de estabilidade local considesanrsatriz de
ganho de realimentacado de estados considerada no capitetig a qual é
dada por:

K — —0.5353 213442 —38.57721

29615 -—-3.9362 227573 |°

Resultado da Analise |

A fim de buscar uma primeira estimativa da regido de condiigiies
ciais, resolve-se o problema de analise de estabilidadeéstido Problema
de otimizaga@ 4.3]1. Vale ressaltar que considera-se aicanpB £(P) e
a constant& conhecidos e obtidos quando na solugdo do Algorlimal3.4.1.
Sendo assim, para este sistema 0.5, por consequéncia, = [4.2 4.2}',

Lvale lembrar que este sistema também foi tratado_em Tasahet all (2011D).
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sendo este o valor dos limites da regido de validade da néerldade (veja
(4.18)),P é dada por:

75.77 —7.07 2698
P=|-7.07 12145 -15491|.
26.98 —15491 36889

Nesta primeira andlise de estabilidade foi obtide: 3.8747 ef] =
114.9630. Vale lembrar qug representa o valor da funcéo objetivo e refere-
se ao maior autovalor d&P,c). O volume da regiéo elipsoidél(P,c) en-
contrada foi 00258.

Na Figurd 4.1 é mostrada a regido 98°) em azul (regido interna)
e a regido de condi¢8es iniciai§P,c) em vermelho (regiéo externa). S&o
mostradas também duas trajetorias, com condi¢des inigagEs axg =
[0.1502 01083 009633 exo=[-0.11307 —0.1811 —0.1055". Ob-
serve que as trajetdrias convergem para a regiao UB e nefeapecem con-
finadas. A Figuri4.14 apresenta as mesmas regides mosieafigisra ante-

exp=[-02 -03 0.2}', localizadas no exterior da regi&gP,c) e que
sdo instaveis. Observando as condic¢des inicias das tiagidstaveis € pos-
sivel constatar que a regido de condig¢des iniciais ainda pedmelhorada.

Resultado da Analise Il

Com o objetivo de melhorar a estimativa da regiao de condiigia-
ais, utilizam-se os resultados apresentados na Secapab8dds resolvendo
o Algoritmo[4.3.1. Neste caso foi fixado o valor debtido quando na solu-
¢do da Analise | o resultado obtido na busca das variéavei@ foia =0.5e
=0, note que sdo os mesmos valores obtidos quando na buscapgioto
UB &(P) (vejaresultados apresentados na Tdbela 3.8) e, conseqente os
mesmos valores fixados na andlise anterior, quando bugscoganjunto de
condi¢des iniciai€ (P, c), no entanto o fato de adicionar graus de liberdade ao
consideradar o conjun®(N) possibilitou um aumento de aproximadamente
30% no volume da regido de condi¢des iniciais, comparadoccentume de
&(P,c) obtido anteriormente. O valor da funcao objetivo, o quakfere ao
maior autovalor d€ (N), foi j = 1116216 e a matriN encontrada foi:

1108 065 293
N=| 065 3138 —-4061].
293 —-4061 9099
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Na Figurd4.Ib é mostrada a regido UBP) em azul e a regiéo de
condigbes iniciai(P,c) em vermelho. S&o mostradas também duas tra-
jetdrias, com condi¢des iniciais iguaiss@= [0.2149 01259 00937 e
xo = [-0.0528 —0.2265 —0.1509. A Figura[4.I6 apresenta as mesmas
regides mostradas na figura anterior e duas trajetoriascoodicdes iniciais
iguais as condicdes consideradas na Fifura 4.14, locazaal exterior da
regido&(N).

X -04 04

Figura 4.13: Resultado grafico da andlise de estabilidadenl tcajetorias
estaveis.

-1 -04 X

Figura 4.14: Resultado grafico da analise de estabilidaaenl tcajetorias
instaveis.
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Figura 4.15: Resultado grafico da andlise de estabilidaderti trajetérias
estaveis.

Figura 4.16: Resultado grafico da andlise de estabilidaderti trajetérias
instaveis.

4.5 Consideracoes finais

Apresentaram-se neste capitulo condi¢Bes para a analisstatsli-
dade local para sistemas lineares sujeitos a ndo-lingriglae combina os
efeitos da zona morta e da saturacdo. Devido aos efeitostulac®o, na
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andlise de estabilidade busca-se um conjunto de condigiiéss, o maior
possivel, para o qual toda a trajetéria com condicdo inamalseu interior
converge, em tempo finito, para o conjunto localmente UB e petmane-
ceréa confinada.

Para tratar a ndo-linearidade considerou-se a paranggozaoposta
no capitulo anterior. Os resultados apresentados mastseasatisfatorios,
observou-se que a parametrizacao utilizada impde um congtimento en-
tre o tamanho da regido de condic¢8es inicias e o tamanhoidatég. Pode-
se observar na Figufa 4.8 esta ligagdo entre as condi¢cdeseatimee do in-
terior, que é dada pela inclinagéio Caso fossem acrescentadas duas regifes
externas, com retas de inclinacdo diferentexdgoderia ser possivel acres-
centar graus de liberdade as condic¢des, o que permitirga ebtimativas das
regides de condi¢des inicias menos conservadoras. A idaartsiderar uma
parametrizacao especifica para esta ndo-linearidade,regdule 6 regibes
da entrada de controle exige um estudo mais aprofundad@éessee como
trabalho futuro.



Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos
Futuros

5.1 Consideracoes finais

Nesta tese mostrou-se que o0 conceito de estabilidade oitme |i-
mitada é apropriado para tratar os problemas de andlisaatgliggde e sin-
tese de realimentacdo de estados para sistemas lineaisssajzona morta
no atuador. As principais contribui¢cdes foram a propostgama parame-
trizacdo da zona morta por uma classe de fungbes carad@&sipar partes
limitadas e afins em funcgéo da entrada de controle e a pr@modecalgorit-
mos para a analise e sintese baseados em LMIs. A parama&tridagndo-
linearidade foi também utilizada para tratar o problemaistermas lineares
sujeitos a uma nao-linearidade que combina os efeitos da mamta e da
saturacao.

Para uma melhor compreenséao da influéncia da zona mortaemais
realimentado, no Capituld 2 foram inicialmente ilustradesefeitos desta
nado-linearidade em trés sistemas lineares. Apresententde o conceito de
estabilidade ultimamente limitada, ou simplesmentepditade UB, e a de-
finicdo de conjunto UB, os quais foram utilizados como feeata tedrica
fundamental para a proposi¢éo das solu¢des dos problensasatiee e sin-
tese. Ainda neste capitulo foram consideradas trés maatedazxistentes na
literatura para a ndo-linearidade de zona morta aplicazleaso de sistemas
com uma Unica entrada de controle: modelagem via pertuban&ada,
modelagem considerando o sistema chaveado em fun¢do ddeestmode-
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lagem via decomposi¢éo da néo-linearidade. Para cada wswaatielagens
foram propostas solu¢Bes para os problemas de analiseafbdidate e sin-
tese de realimentacdo de estados, tendo por base o coneattathilidade
UB. Resultados numéricos foram mostrados para efeito dgpa@gdo em
termos de estimativas de conjuntos UB.

No Capitulo[B foi proposta uma modelagem para a nao-linedeid
através da parametrizacdo por uma classe de fun¢desoutdiz esta mode-
lagem na proposi¢do de uma solugéo para os problemas deceaéléstabi-
lidade e sintese de realimentacao de estados, tendo comeitoote base a
estabilidade ultimamente limitada. Os resultados foraresgntados consi-
derando o sistema multivaridvel e uma func¢éo indicadortfiizada para des-
crever cada uma das regides definidas na parametrizacdo-diaeeidade.
Salienta-se que tal fungcéo pode também ser utilizada pteades os resul-
tados apresentados no Capitulo 2 para o caso multivari@elresultados
propostos foram comparados aos resultados do Capitulo Zrestearam
menos conservadores quando comparado aos resultados rigidecam a
modelagem via perturbacéo limitada e a modelagem via deasigfo da
ndo-linearidade. Ao comparar os resultados obtidos atitip a modelagem
gue considera o sistema chaveado em funcéo dos estados,ibsdes foram
equivalentes, o que vem a ser uma vantagem para a param@bripaposta,
uma vez que ela pode ser utilizada para tratar uma classeamala de fun-
¢Oes ndo-lineares, mantendo a qualidade dos resultados.

No Capituld # a parametrizacdo proposta foi estendida patea ima
néo-linearidade que combina os efeitos da zona morta e deagabd. Ini-
cialmente foram ilustrados os efeitos da ndo-linearidadsiderada em um
sistema linear instavel em malha aberta. Utilizando a pendmacao apre-
sentado no Capituld 3 foram propostas solugc@es para o pralde andlise
de estabilidade. Devido aos efeitos da saturacéo, na am@iestabilidade
buscou-se um conjunto de condig¢8es iniciais, o maior pekgpara o qual
toda a trajetéria iniciada em seu interior converge, em tefirto, para o
conjunto localmente UB, permanecendo nele confinada.

5.2 Publicacdes relacionadas ao trabalho

As pesquisas desenvolvidas até o momento deram origem@uia-se
tes artigos ja publicados:

e Dilda, V., Reginatto, R., e Castelan, E. (2012). Analisentesieul-
timate boundednegsara sistemas com zona morta no atuador. Proc.
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Anais do XIX Congresso Brasileiro de Automética

Dilda, V. e Castelan, E. (2013). An approach for trackinglgsia for
linear systems with dead-zone nonlinearity applied to ahle actua-
tor. Proc.Anais do XI Simpdsio Brasileiro de Automacao Inteligente e
Conferéncia Brasileira de Dinamica, Controle e Aplicagfes

Os seguintes artigos encontram-se no momento em processuide

séo para publicacdo ou preparacéo para submisséo:

5.3

Dilda, V., Jungers, M., e Castelan, E. Uniformly ultimateihdedness
analysis and synthesis for linear systems with dead-zaheiactuator.
Submetido para publicacdo no International Journal of Retband
Nonlinear Control

Dilda, V., Castelan, E., e Jungers, M. Stability analysidlifeear sys-
tems with dead-zone and saturation in the actuatoser submetido
para publicagdo na Revista da Sociedade Brasileira de Aatma

Perspectivas futuras

Dentre as sugestdes de trabalhos futuros pode-se citar:

Estender os resultados obtidos para o caso de sistemasto$soo
tempo. Neste caso, fundamentalmente, a derivada da fuedaagu-
nov é substituida pakV (x) =V (x11) — V (Xk).

Abordar o problema de seguimento de referéncia para o sisktem
near sujeito a nao-linearidade que combina os efeitos da mumta

e da saturacdo. Ja foi realizado um estudo sobre este pahpeneém
considerou-se apenas o sistema linear sujeito a ndoitliaearde zona
morta. Neste estudo, apoés realizar a transformagdo de malkis-
tema, a fim de consideréh+ BK) Hurwitz, tratou-se a nédo-linearidade
dual & zona morta como uma perturbagéo limitada. Foi abordad
pecificamente o problema de seguimento de referéncia arasido o
modelo do atuador hidraulico (Dilda e Castelan, 2013).

Estender os resultados obtidos para o caso de sistemasactosyiti-
cialmente para o caso de comutacao arbitraria.

Considerar o problema de sintese de realimentacéo de sg@dosis-
temas lineares sujeitos a ndo-linearidade de zona mortarasao no
atuador, a partir dos resultados propostos no Capitulo 4.
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Apéndice A

Conceltos de Base

A.1 Introducéo

Tem-se por objetivo neste apéndice apresentar alguns ohaippiis
conceitos de base que foram utilizados ao longo deste liab@k conceitos
aqui apresentados tiveram por base Khalil (2002).

A.2 Estabilidade de Lyapunov

Para estudar a estabilidade de pontos de equilibrio de temsisusu-
almente utilizam-se os métodos de Lyapunov. A teoria de liyap é base-
ada em consideracdes sobre a energia do sistema, ou segmesgia total de
um sistema fisico decresce monotonicamente com o tempaeeeaya, em
um ponto de equilibrio, um minimo local, entéo é possivetionque este
ponto de equilibrio é assintoticamente estavel.

O segundo método de Lyapunov (ou método direto) é baseado na e
tensdo das consideragdes sobre a energia do sistema esgmralizar a esta-
bilidade de um sistema determinando uma fun¢éo que caeactal estabi-
lidade, ndo sendo necessério solucionar as equacdenditésaque descre-
vem o sistema.
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Considere o seguinte sistema nao-linear:

%= f(x) (A.1)
X(0) = %o (A2)

comxecR"et > 0.

Definicdo A.1 (Estabilidade e instabilidade_(Khalil, 2002)) Um ponto de
equilibrio x=0de [A1) é dito estavel se para algam 0, existir umd(0, €)

tal que||x(0)|] < &= ||x(t)|| < &,Vt >0, X(t) é a solu¢éo do sistema iniciando
em X, no tempo & 0. Caso contrario € instavel.

Em varios problemas a estabilidade de Lyapunov ndo é sufgién
necessario também garantir a estabilidade assintoticéastbms, a qual é
definida a seguir.

Definicdo A.2 (Estabilidade assint6tica) Um ponto de equilibrio=0 é
dito ser assintoticamente estavel se ele é estavel, e $e algamd > 0, tal
que

IX(0)]| < &= lim x(t) = 0.

Para estudar a estabilidade de sistemas utilizando dieetena defi-
nicao de ponto de equilibrio € necessério conhecer a eforesslitica das
trajetorias do sistema, porém isso pode ser muito dificiatduimpossivel.
Portanto, pode-se utilizar o segundo método de Lyapun@vpgumite estu-
dar a estabilidade do sistema através do uso de fun¢des derigiae de suas
propriedades de contratividade.

A.2.1 Segundo método de Lyapunov

SejaV : D — R uma funcao continuamente diferenciavel definida em
um dominioC C R" que contém a origem. A derivada ¥eao longo das
trajetdrias do sisterra(A.1), é dada por

: n v .
széam (A.3)

W@ii%ﬂm (A.4)
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A derivada d&/ ao longo das trajetérias do sistema depende das equa-
¢Oes do sistema. Desta forma,\}s(e() € negativay ira decrescer ao longo da
solugédo de[(All). O teorema a seguir mostra como determiestagilidade
de um ponto de equilibrio do sistema utilizando 0 métoddalite Lyapunov.

Teorema A.2.1 Seja x= 0 um ponto de equilibrio do sistenfa (A.1) eR"
um dominio que contém=x0. Seja V: D — R uma fungdo continuamente
diferenciavel tal que

V(0)=0e V(x)>0 (A.5)
em D— {0};
V<0 (A.6)
em D; entdo, x= 0 é estavel em D. Além disso, se
V<0 (A7)

em D— {0}; entdo, x= 0 é assintoticamente estavel.

A funcaoV (x) que satisfaz a condi¢do (A.5) pacg O é dita ser posi-
tiva definida, caso satisfagca a condiyéa) > 0 parax # 0, é dita ser positiva
semidefinida. A funca¥ (x) é dita ser negativa definida ou negativa semide-
finida se—V(x) é positiva definida ou positiva semidefinida, respectivamen

Definicdo A.3 (Superficie de Lyapunov) Sejg&¥ uma fungéo de Lyapunov.
A superficie no espaco de estados dada por:

Qc={xeR"V(x) =c} (A.8)

é chamada superficie de Lyapunov ou superficie de nivel.

A.2.2 Regido de atracao

O conceito de estabilidade assintética esta ligado ao domtEeregido
de atracdo da origer_ (Khalil, 2002).

Ao se deteminar a estabilidade assintética de um ponto digbepué
de interesse saber qual a regido em torno deste ponto em gaeasge que
todas as trajetorias iniciadas dentro dela, convergem aw pie equilibrio.
Encontrar analiticamente a regido de atracdo é dificil, @smo impossi-
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vel. Portanto, a fungcéo de Lyapunov pode ser usada paraagstinegiao de
atracéo.

Definicdo A.4 (Regido de atracdo) A regido de atragdo de um determinado
ponto de equilibrio é o conjunto de todos os pontos em quegdrias do
sistema iniciadas no conjunto convergem assintoticamesnz o equilibrio
quando T— +-co.

Se existe uma funcéo de Lyapunov que satisfaz as condi¢c@ssads-
lidade assintotica em um domiribe seQ = {x € R"V(x) < c} é limitado
e esta contido er®, entdo as trajetdrias iniciadas &g permanecem con-
finadas neste conjunto e ainda tendem ao ponto de equililpaiodpt — o,
sendo, portantcf): é uma estimativa positivamente invariante da regido de
atracéo.

A.2.3 Conjunto invariante

A ideia bésica de conjunto invariante € que toda a trajetoitéada
dentro dele, permanece confinada em seu interior.

Defini¢cdo A.5 (Conjunto invariante) Um conjunto M € dito invariante em
relacéo ao sistema autdbnomo-= f(x) se

X(0)eM=x(t) e M vt >0. (A.9)
O conjunto M sera dito positivamente invariante se
X(0) e M =x(t) e M Vvt >0. (A.10)
O conjunto M sera contrativamente invariante se
X0 eM=xt)eM vt>0e t"ﬂl,(x(t)) =Xe (A.11)
sendo x um dado ponto de equilibrio no interior de M.

Para sistemas com saturacao, 0s conjuntos invariantesyssteisados como
estimativa da regido de atragéo.



A.3. Sistemas do tipo Lur'e 91

A.3 Sistemas do tipo Lur'e

Muitos sistemas nédo-lineares podem ser tratados atravamdss-
tema linear realimentado por um termo néo-linear, como gedebservado
na Figurda Al.

t

Sistema Linear

Elemento ndo linear

Figura A.1: Esquema do distema na forma Lur’e.

O sistema pode ser escrito como:

X(t) = Ax(t) + Bu (A.12)
y(t) =Cx(t) (A.13)
ut) =r—wY(t,y) (A.14)

sendo o pafA,B) controlavel,(C,A) observavel éV(t,y) é ndo-linearidade
sem memdria, linear por partes e localmente Lipschitzydmais detalhes
podem ser encontrados em (Khelil, 2002)). Diz-se W{ey) € uma néo-
linearidade de setor se verifica certas condi¢fes, chantedesndicbes de
setor. A seguir apresentam-se algumas destas condic¢des.

A.3.1 Condicao de setor classica

Definicdo A.6 Uma funcéo continu& : [0,») x R — R pertence ao setor
[K1,K2] se existem dois numeros ndo-negativoehy, sendo K > Ky, tais
que

Kiy? < yW(t,y) < Kay? Wt (A.15)
é verificada. A relacdd (A.15) pode ser escrita como

[W(t,y) —Kay] [W(t,y) —Kay] <0, vt >0. (A.16)

Considerando o set@®,K;],i =1,....m, eW:[0,0) x R" — R", para
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o caso multivariavel a relacdo (Al16) pode ser escrita mador
(W(t,y)] [W(t,yi) —Kiyi] <0, i=1,...m, Vt>0 (A.17)
ou ainda, na forma matricial,
[W(t,y)] [W(t,y)—A] <0, vt >0, (A.18)

sendd = diag{Ki}, i=1,...m.

Baseado no sistema Lur’e, e nas condi¢cfes de setor defipmiies.se
definir estabilidade absoluta, como segue.

Definicdo A.7 O sistemal(A.12), com nao-linearidadkepertencente ao se-
tor [K1,Kz], € dito

e localmente absolutamente estavel: se o sistdmal(A.12)aénleate
assintoticamente estavel para toda néo-linearidade quidice local-
mente a condicéo de setdr (Al16);

e globalmente absolutamente estavel: se o sisttmal(A.12palghente
assintoticamente estavel para toda nédo-linearidade qu#ice glo-
balmente a condicéo de setor (Al.16).



Apéndice B

Demonstracoes

B.1 Demonstracédo do Lema?2.211

A demonstracdo aqui apresentada é baseada em técnicasdeste
oria de controle, na teoria de Lyapunov (Khalil, 2002; Slete Li, 1991) e é
descrita de forma semelhante & apresentada em (Re@ka2012).

Demonstracdo 13Assuma quel(2.10) é verificada. Inicialmente, prova-se,
por contradicdo, qué(P) € um conjunto positivamente invariante. Define-
seNp = {x(t) € R"; V(x) > 1}. Suponha qué&(P) ndo seja um conjunto
positivamente invariante, entdo, existec £(P) et; € R tais quet; >0 e
X(t1) € No, em quex: [0,00) — R" € a trajetoria continua dé_(2.7) sujeito
a condigdo iniciak(0) = xg € £(P). Devido a continuidade d¥(x(t)) e
aplicando o Teorema do Valor Intermediério, sabe-se queteelK S < t; tal
quex(s) € Fo, em queFp = {x € R™;V(x) = 1}. Definindot = sup{0 <t <
t1|x(t) € Fo}. Note quet > 0. Por continuidadé, < t; e x(t) € Fo. Logo,
a definicdo de e o Teorema do Valor Intermediario implicam gu(€) € No
paratodd <t <t;. Mas,V(x(t),safu(t))) < 0 para cada< t < t;. Portanto,
V(x(t1)) < V(x(t)) = 1, ou sejax(ts) € &(P), que é uma contradigdo. Isto
prova quet (P) é positivamente invariante.

Seja a trajetoria dd (2.7¥: [0,0) — R", sujeito a condic&o inicial
x(0) = xp € R". Existem apenas duas possibilidades: (ixeg &(P), (ii) ou
X & E(P).

Se (i) ocorre, enta@r(t) ¢ £(P) para cada > 0, poisé(P) é positiva-
mente invariante.
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Considere entdo que (i) € verdade e g(t¢ ¢ £(P) para todd > 0.
Assim, x(t) € No e V(x(t),safu(t))) < O parat > 0. Desta maneira, &
V(x(t)) <V (X) parat > 0. No entantoy (x) é continuaAmin(P) >0e

Amin(P)|IX[|? < V(x), parax € R".
Logo, o conjunto
K={xeR"1<V(x)<V(x)} CNo
€ compacto (fechado e limitadoxé) € X para toda > 0. Como salu) =
satKx) = f(x), de [ZID)V (x,sa(u)) < 0, para todx € K. Conclui-se entdo
que existd > 0 tal que

V(x,sa(u)) < —{ <0, ¥x € K. (B.1)

Portanto, para cada> 0,

V(x(t /V ),safu(s)))ds< —t.

Consequentemente, pargrande o suficiente, tem-¥€x(t)) < 0, que é uma
contradicéo.

Portanto, qualquer trajetoria adeng&r@) em tempo finito e nele per-
manece confinada.

Considere (Khalil, 2002):
Amin(P)[IX(1)[|? < X()'Px(t) < Amax(P)[[X(t)]%. (B.2)

Entédo, a partir dd_(Bl2), tem-se:

X(t)'PX(t) < 1= Amin(P)[X()||* < 1 & x(W)||? < (B.3)

— >\m| ( ) Y
0 que garante que a elipgéP) = {x(t) € R"; V(x(t)) < 1} esta incluida em
uma esfera de didametyo
Por outro Iadom e por defini¢do o raio maior do elips6ifeP).
Logo,
1
)\mln( )

Y2 SURee p) X7 =

sendoy, portanto, a constante UBE
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B.2 Demonstracado da Proposicélo 2.3.4

Demonstracdo 14Sejal2.41l) verificada, entdo o ultimo bloco diagonalXje>
0, garante qu& ¢ inversivel. Fazendo a mudanca de varideisXY, tem-

[He(AQ)-HlQ B]JrHe({BX] A4 _1}) > 0. (B.4)

* 0 —X
Note que,
Y -1t = M (B.5)
e pelo Lema de Finsler, a desigualddde (2.41) induz
In]' [He(AQ) +uQ B [ln
o] [rete b2 g[n] g &9

que pode ser reescrita como
He(AQ+ BY) +uQ> 0, (B.7)

fazendo a mudanca de variaviis= X 1ZQ 1 =Y Q 1, é garantida a condi-
¢do de alocacéao de polgs (2.12), que neste caso é dada@r (2.2

Considere que as desigualdades (2.38), [2.3B) el(2.40)dkmés,

sendoX inversivel e fazend¥ = X 17, tem-se:

Z 0 —X]=X[y 0 -1]. (B.8)
Note que
In On><1
Y 0 —1]"={0n 1 |. (B.9)
Y 0

A relagao[(B.D), combinada com o Lema de Finsler, permiteegsc
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as desigualdades (2138}, (2.39) € (2.40) como:

In Onx1]’ [He(AQ) +1:1Q —Bp B In Onx1
Oxn 1 * —T1—2p12p  pT2| |O1xn 1 |, (B.10)
L Y 0 1L * * 0 Y 0
In Onx1] " [He(AQ) +11Q —Bp Onx1 In Onx1
Opn 1 * -T1413 0 | |0pn 1 (B.11)
LY o * * -2l ly o
e
[ln Onaa]’ [He(AQ +11Q Bp B In Ot
Oxn 1 * —T11—2p14p  —Pia| |Oxn 1 |, (B.12)
L Y 0 1L * * 0 Y 0
ou equivalentemente como
i ! o !
Q(A+BK)' + (A+BK)Q+11Q —-Bp+Y prz] <0, (B.13)
I * —T1—2pT2p
[QA + A 11Q-Y'BY 0
QA +AQ+TQ-Y'3 hx 1 ] -0, (B.14)
L * —T1+T13
i / R/
Q(A+BK)'+ (A+BK)Q+1:Q Bp—Y'py } <0, (B.15)
* —T1—2p14p

Multiplicando as desigualdadés (Bl 18), (B.14) e (B.15)gag P; 1),
sendoP = Q1 e Y = KQ, serdo obtidas as desigualdades {2.29), {2.30) e
(Z2.31), respectivamente, portanto continuidade da detramé® segue de ma-
neira analoga a apresentada anteriormente para a andéseaddidade. m

B.3 Demonstracdo do Lema4.2]1

Demonstracdo 15Assuma quel(4.13) € (4]12) sao verificadas. Pelo Lema
223, é garantido qu&(P) é um conjunto positivamente invariante.

Seja,x: [0,00) — R", sujeito & condicéo iniciak(0) = xg € £(P,c).
Existem apenas duas possibilidades: (i)xg £(P), (ii) ou Xo € E(P,c) \

e(P).

Se (i) ocorre, entag(t) € £(P) para cada > 0, pois€(P) é positiva-
mente invariante.

Considere entéo que (ii) € verdade e g(t¢ ¢ (P) para todd > 0.
Assim,x(t) € E(P,c)\ E(P) eVp(x(t),d(u(t))) < 0 parat > 0. Desta maneira,
1 <Vp(X(t)) <Vp(xg) parat > 0. No entantoVp(x) € continuaAmin(P) >0
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Amin(P)[IX[|? < Vp(x), parax € &(P,c).

Logo, o conjunto
K ={xe &(Pc);1<Vr(x) <Vr(x0)} C E(P,C)\ E(P)

€ compacto (fechado e limitado)x¢t) € X para toda > 0. Como¢(u) =
d(Kx) = f(x), de [ZID)Ve(X,$(u)) < 0, para todx € K. Conclui-se entdo
gue existd > 0 tal que

Ve(x,d(u)) < = <0, ¥x e X. (B.16)

Portanto, para cada> 0,

Vo(x(t) ~Ve(i0) = [ Ve(x(S)d(u))ds < 2.

Consequentemente, paigrande o suficiente, tem-¥g(x(t)) <0, que é uma
contradigéo.

Considere agora qug; [0,) — R", sujeito a condi¢ao iniciad(0) =
X0 € E(N). Existem trés possibilidades: (i) aw € E(P), (ii) ouxo € E(P,C)
E(P) (iiiy ou xp € E(N)\ E(P.C).

Se (i) ocorre, entar(t) € £(P) para cada > 0, pois€(P) é positiva-
mente invariante.

Se (ii) ocorre, entdg(t) € £(P) para cada > 0, pois&(P,c) é positi-
vamente invariante.

Considere entdo que (iii) € verdade e quig ¢ £(P) para toda >
0. Assim,x(t) € E(N)\ E(P,c) e W(X(t),d(u(t))) < O parat > 0. Desta
maneira, 1< W(X(t)) < Wn(Xo) parat > 0. No entantoVy(x) € continua,
)\min(N) >0e

Amin(N)[[X|? < Wn(X), parax € E(N).

Logo, o conjunto
K ={xe&(N);1<W(X) <Wn(x0)} C E(N)\E(RPC)

€ compacto (fechado e limitado)x¢t) € X para toda > 0. Como¢(u) =
$(Kx) = f(x), de [ZID)Wn(x,$(u)) < 0, para todx € K. Conclui-se ent&o
gue existd > 0 tal que

Wn(X0(u) < —7 <0, ¥xe K. (B.17)
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Portanto, para cada> 0,

Wn(x(t / W(X(9), (u(s)))ds < ~2t.

Consequentemente, pargrande o suficiente, tem-84(x(t)) < 0, que é
uma contradicgéo.

Portanto, toda a trajetoridt) € £(N) converge par&(P) em tempo
finito e nele permanece confinada. Ou séj&) é um conjunto UB, local
para o sistemd (4.7), cofd £ £(N).

Considere (Khalil, 2002):
Amin(P)[IX()[|? < X(t)'Px(t) < Amax(P)[[X(t)]>. (B.18)
Entdo, a partir dd (B.18), tem-se:

KO/PHE) < 1 AP0 < L () 2 € 5o

(B.19)

0 que garante que a elip€éP) = {x(t) € R"; Vp(x(t)) <1} estéa incluida em
uma esfera de diémetly,_o

Por outro Iado% e por defini¢&o, o raio maior do elipsoiéieP).
Logo,
_ 1
2 sy xt)|? = ,
Y= sURee ) IXO)°= Ao (P)

sendoy, portanto, a constante UB
Seja&(P,c) C &(N), comc > 1, entéo:

E(P) C &(N) & x(t)'Nx(t) < x(t)'Px(t),
logo:
Amin(N)[[X(1)[[? < X(t)'NX(t) < x(t)'PX(t) < Amax(P)|X(t)[|>.  (B.20)

Entédo, a partir dé_(B.20), tem-se:

X(t)PX(E) < 1= Amin(N) [X()]? < 1 [x()[2 <+

S Ao (N)” (B.21)

Por defmlc;ao,A — W € o0 raio maior do elips6idé(N), entdo [B.211)
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garante qué (P) esta incluido eng(N). Logo,

Ve 1
Y )\min(N) .
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Apéndice C

Exemplo - matrizesA

Considere um sistema com duas entradas de controle?, na Ta-
beld C.1 sdo mostradas como seriam as matfize¥j{1,...,4} obtidas para
todas as combinacdes entre os valore§;d&{1,...,m}.



Tabela C.1: Exemplo matrix.

[Biic{L2] ] 1 2 3 4
1 N g =diag(1,1) g ¢ = diag(0,1) Ay g =diag(0,1) g ¢ = diag(0,1)
Ny g = diag(1,0) Nz = diag(1,0) Ay = diag(1,0)
Do g = D3g = A4 = diag(0,0) Agg = Ay g = diag(0,0) Dp 9 = Ay g = diag(0,0) Ag g = N3 p = diag(0,0)
2 Ny g =diag(0,1) N g =diag(1,1) Ny g =diag(0,1) Ny ¢ = diag(0,1)
A ¢ = diag(1,0) Nz = diag(1,0) Ay = diag(1,0)
N3z =D p = diag(0,0) A1 g =Nz =Nsp=diag(0,0) A9 = D4 = diag(0,0) A1 p = N3zp = diag(0,0)
3 Nz g =diag(0,1) Az = diag(0,1) Nz g =diag(1,1) Az = diag(0,1)
N p = diag(1,0) Ny g = diag(1,0) A4 p = diag(1,0)
Ny =Dy p = diag(0,0) A9 =Dsp =diag(0,0) N1p =D =049 =diag(0,0) N1p =Dy p =diag(0,0)
4 Ny p =diag(0,1) Ay = diag(0,1) Ny p =diag(0,1) Ay =diag(1,1)
Ny g =diag(1,0) Ny ¢ = diag(1,0) Nz g =diag(1,0)
Ny = N3p = diag(0,0) A1 g =Nzp = diag(0,0) A9 =Dy = diag(0,0) A1 g =Dpp=N3p = diag(0,0)

0T

vsaziiew - ojdwax3 "D
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