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Capitulo 1

Introducao



A evolugao do método dos elementos finitos esta associada ao de-
senvolvimento da engenharia e ciéncia da computagdao. Sua aplicacao
nas mais diversas areas como, nuclear, aeronautica e industria de trans-
portes é uma prova da elevada capacidade do método em modelar pro-
blemas de alta complexidade [1].

O método de elementos finitos é uma ferramenta para resolugao de
problemas formulados com derivadas parciais, oriundas das equacoes
de Maxwell no caso do eletromagnetismo. Com o método é possivel
calcular com precisao a distribuicao de campos elétricos e magnéticos
em problemas em que a solugao analitica é muitas vezes invidvel.

Desenvolvendo estas ferramentas torna-se possivel conceber um novo
projeto, aprimorando-o através de técnicas de otimizagao sem que seja
necessaria a construgao de diversos protétipos.

1.1 Contextualizacao do problema e estru-
tura do trabalho

A modelagem numeérica pode envolver problemas tridimensionais ou
bidimensionais. Dependendo do interesse da modelagem e do problema
em questdo é conveniente uma aproximagao 2D (duas dimensdes) do
dispositivo. Com esta aproximagao ganha-se em simplicidade e tempo
de célculo. Entretanto, varios fenémenos sao apenas contemplados com
a modelagem 3D (trés dimensoes), como por exemplo, o fluxo disperso
em cabegas de bobina em motores elétricos.

Varios métodos para resolucao de problemas estaticos e dindmicos
em 3D tém sido propostos [1] [2]. Entretanto, diferentemente dos casos
2D, nao ha uma tnica formulacao considerada como capaz de resolver
“todos” os casos [3]. Os primeiros métodos para resolugao de problemas
3D foram baseados em elementos nodais, porém na década de 80, foi
observado que a precisao desta formulagao associada a equagoes vetori-
ais era baixa, em casos com alta frequéncia (HF), e conduzia a solugoes
espurias dificultando projetos de engenharia na area [4] [5].

Durante as décadas de 70 e 80, Bossavit e Verité propuseram o uso
de elementos de aresta para resolver problemas magnetostéticos [6] [7].
O método com elementos de aresta mostrou-se eficiente e é conside-
rado uma 6tima abordagem para resolver problemas 3D com uma boa
precisao [4]. Tonti trabalhou com elementos Whitney e sintetizou que
para cada tipo de equagao que rege o problema ha um tipo apropriado
de elemento a ser utilizado. Estas ideias foram colocadas em forma de
diagrama, chamado diagrama de Tonti [8].
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As formulagoes de elementos finitos podem utilizar o tipo de ele-
mento que melhor descreve a variavel a ser calculada; existem as ba-
seadas em potencial elétrico (eletrostatica - eletrocinética), em poten-
cial escalar magnético e potencial vetor magnético (magnetostatica).
Quando se trata de problemas magnetodindmicos pode-se ter formu-
lacoes com a jungao de potencial vetor magnético e potencial escalar
elétrico (formulagdo A — V) [9)].

Formulagoes baseadas no potencial escalar tem sido utilizadas desde
a década de 70, uma vez que necessitam um ntmero relativamente pe-
queno de variaveis [10] [11]. Uma formulacdo que é efetiva na reso-
lugao de problemas magnetostaticos e magnetodindmicos é o método
chamado “campo fonte”, que consegue lidar muito bem com problemas
tanto lineares como néo lineares, sendo eles histeréticos ou néo [12] [13].
Detalhes sobre este método estao contidos no Capitulo 2.

Nos Capitulos 3 e 4 sdo detalhados os métodos para acoplamento
das equagoes de campo com circuitos elétricos e o método da permea-
bilidade diferencial proposto por Assumpgao e Sadowski em 2010 [14].
Este método é capaz de lidar com materiais anisotropicos e histeréti-
cos, sendo uma boa alternativa para a modelagem numérica de circuitos
magnéticos formados por laminas de ago Fe-Si.

O fendémeno da histerese pode afetar significativamente o compor-
tamento de niicleos magnéticos em maquinas elétricas e dispositivos
magnéticos. O grande interesse pela simulagao numérica destes efei-
tos advém da significativa parcela de perdas envolvidas. Entretanto
nao se encontra uma solugao definitiva para o tratamento da histerese
nos métodos numéricos. Inserir um modelo de histerese juntamente
com um programa de elementos finitos é uma tarefa dificil. Tornou-se
possivel pelo crescimento das capacidades computacionais e tem como
fator decisivo o desenvolvimento de métodos precisos de representagao
do fenémeno combinado com formulagoes convenientes de elementos fi-
nitos. Sao necessarias técnicas iterativas robustas, capazes de lidar com
nao linearidades histeréticas de forma efetiva. Em suma, é necessario
para a correta descri¢do do fendmeno: um modelo preciso de histerese
combinado com um eficiente método numérico para célculo de campos.

Varios modelos de histerese tém sido propostos, tais como, modelo
de Preisach, Jiles-Atherton, Stoner-Wohlfarth, entre outros. O pri-
meiro modelo de histerese que representou a propriedade vetorial do
fenémeno foi o modelo de Stoner-Wohlfarth [15] desenvolvido em 1947.
O modelo de Preisach [16] ¢ um dos mais utilizados desde a sua proposi-
¢ao em 1935 em sua forma escalar. O modelo escalar de Jiles-Atherton
[17], que foi concebido a partir do modelo de Langevin de materiais
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paramagnéticos juntamente com a teoria estatistica de Boltzmann e a
teoria dos dominios magnéticos de Weiss, adota consideracoes sobre o
comportamento fisico dos materiais tendo grande aceitagao na comuni-
dade cientifica devido a sua relativa simplicidade de implementacao. O
modelo de Jiles-Atherton ¢ o empregado neste trabalho e se encontra
detalhado no Capitulo 5.

No Capitulo 6, varios detalhes sobre a implementacao e dificulda-
des encontradas no célculo utilizando a formulagao da permeabilidade
diferencial sdo apresentados. A utilizagdo de métodos para obter a
convergéncia e uma proposta de discretizagao temporal utilizando o
método de Crank-Nicolson sao detalhados.

Para fins de validacdo sdo utilizados e comparados dados experi-
mentais de um “benchmark”, que esta entre os problemas disponibiliza-
dos pelo TEAM Workshop ( Testing Electromagnetic Analysis Methods).
Este problema proposto em [18] ja foi resolvido por alguns grupos de
pesquisa [19], [20], [21], [22] e [23]. O problema é o TEAM 32 e conta
com 4 casos distintos para a analise de um mesmo dispositivo, mu-
dando apenas a forma de conexao dos enrolamentos e a alimentacao de
entrada.

Yuan [19] utiliza o problema para validar os modelos de histerese
tanto escalar quanto vetorial de Preisach. Em [20] e [21] sdo realizadas
simulagoes com o caso 1 do problema, utilizando para a modelagem
numérica através de um software comercial e o modelo de histerese de
Preisach. Utilizando o modelo vetorial de Jiles-Atherton [22] obteve
resultados satisfatorios na resolugao do problema, entretanto seu tra-
balho nao foi publicado. Ja em [23] usa-se o modelo escalar de Preisach,
incluindo um angulo de defasagem espacial entre o campo magnético
e a indugao magnética para conseguir uma representacao vetorial do
fenomeno, com esta abordagem foi possivel a representagao do campo
girante no dominio.

No Capitulo 7 além da solugao do benchmark é realizada a ana-
lise de um dispositivo simples utilizando material ferromagnético nao
linear porém sem histerese, com o objetivo de comparar com outras
formulacoes ja implementadas. E possivel observar que a formulacao
estudada é capaz de tratar casos nao histeréticos, mudando apenas a
forma que o tensor de permeabilidade é calculado, mostrando assim o
grande potencial da formulacao na resolucao de diversos problemas.



Capitulo 2

Método do campo fonte
para calculo de campos
magnéticos 3D



Existem diversas formulacoes que sdo capazes de resolver problemas
magnetostaticos, entre elas a formulacdo com potencial vetor magné-
tico, que consiste na substitui¢ao da indug¢ao magnética por um vetor
rotacional a mesma (B = rot A) [1] [9].

O método do campo fonte é utilizado com eficicia na resolugao de
problemas magnetostaticos e magnetodindmicos em trés dimensoes [12]
[13]. O uso deste método implica na utilizagdo das técnicas de arvores e
co-arvores sendo uma forma apropriada de resolver os sistemas lineares

gerados pelo método do campo fonte.

2.1 Caso magnetostatico - Potencial escalar
magnético

O método parte da suposi¢ao de que o campo magnético H pode
ser dividido em duas componentes:

—

H=H, —gradQ (2.1)

onde:
o H- campo magnético total, dado em %;

e H, - campo magnético criado somente pela corrente imposta,

dado em £;
m

e () - potencial escalar magnético, dado em A.

O potencial escalar magnético 2, também chamado de potencial
escalar reduzido, é correspondente a uma parcela do campo magnético
total [24] [25]. Este potencial é relacionado ao campo produzido pelos
dipolos magnéticos, induzidos ou permanentes [10] [26]. A relagao entre
a densidade de corrente imposta j, dada em A/m?, e o campo fonte &

obtida através: . .
rot H =J (2.2)

ou . R
rot H — J =0 (2.3)

o qual pode ser expresso como:
rot(H — H,) = rot H — rot Hy = 0 (2.4)

e assim tem-se:

J =rot Hy (2.5)



Na formulacao proposta a equacdo de Maxwell a ser resolvida é
divB =0 (2.6)
onde

o B- inducao magnética ou densidade de fluxo magnético, dada em
T.

Com a relacao constitutiva B = ,uﬁ , sendo u a permeabilidade
magnética do meio, e (2.1) obtém-se:

B = p(H, — grad Q) (2.7)
e substituindo em (2.6)
div p(H, — grad Q) = 0 (2.8)

Isto significa, que ao invés de J ser usado diretamente, utiliza-se
apenas o campo H, criado por ele [27]. Para realizar esta troca, é
necessaria a constru¢ao de uma arvore de arestas para a resolucao do
sistema linear que esta transformagcao implica [28] [29].

2.2 Calculo de H, - Construindo a arvore de
arestas

A lei de Ampére (2.2), sob a forma integral é:

ﬁs~df:/f~d§ (2.9)
S

A Figura 2.1 mostra a disposi¢ao dos vetores em uma das faces do
elemento em uma malha formada por elementos tetraédricos.

Expandindo a Equacio (2.9), fazendo a circulacao de H, ao longo
das arestas, enquanto J & calculado através do fluxo na face, obtém-se:

/ﬁsl -df+/ﬁ32 -df+/ﬁs3-df: /f-d§ (2.10)
L,y Ly L3 S

Portanto, quando se necessita calcular o campo Hg; por exemplo,
é somente necesséario conhecer as outras duas componentes de campo.



Figura 2.1: Circulagdo do campo H, na face de um tetraedro.

Para resolugao do sistema linear consequente, a utilizagao da técnica
de arvore de arestas é uma boa abordagem. Em sua esséncia uma ar-
vore necessita que todos os noés sejam tocados pelo menos uma vez,
porém sem caminhos fechados. Na Figura 2.2 apresenta-se um exem-
plo: as linhas continuas formam a arvore de arestas enquanto as linhas
tracejadas formam um possivel dominio de elementos tetraédricos.

Figura 2.2: Exemplo de arvore de arestas.

O céalculo consiste em realizar de forma iterativa as circulagoes de
campo H, até que se obtenha as componentes de campo de todas as
arestas [3].



2.3 Arvores de faces

Para realizar a circulagao do campo ﬁs nas arestas, é necessario
previamente a obten¢ao do fluxo de J atravessando as faces dos ele-
mentos pertencentes as fontes de alimentagao [28] [30] [13].

J,

J3

Figura 2.3: Elemento pertencente a um condutor e a distribui¢ao da
densidade de corrente.

Em cada elemento deve ser respeitada a condigao div J = 0, ou seja,
a corrente que entra no elemento deve ser igual a corrente que sai do
mesmo. Escrevendo a condicao na forma integral tem-se:

f J-ds=0 (2.11)
S(V)

Considerando o tetraedro da Figura 2.3 a Equagédo (2.11) pode ser

expandida:
/fl~d§+/f2~d§+/f3~d§+/il-d§:0 (2.12)

S1 Sa S3 Sa

O fluxo da densidade de corrente é igual as correntes passando nas
faces, ou seja:
i1+ +i3+i4 =0 (2.13)

Conforme a Equagdo (2.13) o valor da corrente em uma face pode
ser encontrado tendo o valor da corrente nas outras trés. Com isto, é
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necessaria a construgdo de uma arvore de faces para encontrar todas as
correntes nas partes da malha pertencentes as fontes.

Figura 2.4: Malha de elementos finitos (linhas continuas) e malha dual de
arestas.

Analisando uma malha em duas dimensoées (Figura 2.4), forma-se
uma malha dual unindo os baricentros dos tridngulos atravessando as

arestas, e com esta malha dual (tracejada) é construida a arvore de
faces, conforme por exemplo as linhas continuas da Figura 2.5.

Figura 2.5: Arvore de faces (linha continua).
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A construcao da arvore de faces é realizada da mesma forma que a
arvore de arestas, e a solugao das correntes em todas as faces se faz de
maneira iterativa [3].

2.4 Aplicando o método dos residuos pon-
derados

A equagdo a ser resolvida na formulagdo com o campo fonte é a
(2.6). A solugao sera aproximada e entao o resultado tera um residuo
R, dado por:

divB =R (2.14)

Com o método dos residuos ponderados é realizada a integragao do
residuo, ponderado por um fungao peso W e igualando esta operacao
a zero.

/WR dv =0 (2.15)
J

ou
/Wdivédv =0 (2.16)
Vv

Quando a escolha da funcgao peso é igual a funcao de forma, tem-se
o método de Galerkin [9]. Esta escolha tem coeréncia uma vez que o
valor da funcao de forma atribui peso 1 para o n6 em interesse e decai
a zero para os demais nos.

Como a equagao divB =0 é escalar, o uso de elementos nodais
é mais apropriado, entretanto elementos de arestas s@ao também em-
pregados [3]. Para resolver a Equagao (2.16) pode-se utilizar uma das
identidades de Green'. Sendo Q o dominio de estudo e v o dominio
relacionado as condigoes de contorno:

/a’-grad UdQ+/diV ﬁdez/ﬁ-dvd’y (2.17)
Q Q

~

IDefinidas por George Green (1793 - 1841), matématico e fisico inglés, autor da
obra de 1828 - "FEssay on the Application of Mathematical Analysis to the Theory
of Electricity and Magnetism".
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Sendo @ = B e v = W tem-se:

/divB?de:/ﬁ~§Wd’yf/B'~grad Wdv=0  (2.18)

1% ¥ 1%

A integral que estd no dominio 7 vale zero, e estd relacionada as
condigoes de contorno (discutidas na Segéo 2.5). Entao a equagao a ser
implementada é:

/é -grad Wdv =0 (2.19)
1%

2.5 Condigoes de contorno

A condigoes de contorno estao relacionadas com o termo [ 7 - BW dry
¥
da Equagao (2.18) e devem ser aplicadas nas faces externas do domi-

nio. Considerando com o método de Galerkin onde, W = N, através
de (2.1) obtém-se:

]{Nnu (ﬁs — grad Q) -d§=0 (2.20)
Sn

onde n é um elemento da malha. A Equacao (2.20) pode ser dividida
em duas partes:

— 7{ N,pgradQ - ds+ 7{ Nnuﬁs -d§=0 (2.21)
Sni1 Sn2

Com as condigbes de contorno de Dirichlet o primeiro termo de
(2.21) tem potenciais € impostos na superficie S,; (veja Figura 2.6).
O campo H=— grad ) é perpendicular a esta superficie. De acordo
com o método dos residuos ponderados esta integral é nula porque ela
néo é aplicada a nos com condigdes de contorno do tipo Dirichlet (uma
vez que estes nos nao sao variaveis). As fungdes de forma N, séo
aplicadas somente aos noés internos do dominio e decaem a zero nos noés
da superficie externa.

Analisando o segundo termo de (2.21), para assegurar H, perpen-
dicular a superficie S,1, € necessario que a circulacao de campo H,
ao longo das arestas pertencentes a superficie do contorno seja igual a
zero. Estas condi¢oes podem ser impostas no momento da construgao
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Neumann S,

Dirichlet

S

Dirichlet

Neumann

Figura 2.6: Condigdo de contorno para casos com potencial escalar
magnético.

das arvores, impondo os potenciais e 0os campos nas arestas.

Ha também condigbes de contorno de Neumann no resto do dominio
Sno = S, — Sp1, e esta relacionado a superficie em que o potencial €2
nao é imposto e continua sendo uma variavel. As funcoes de forma néo
sao nulas nestas regides. Com este tipo de condigdo temos a indugao B
paralela a superficie (E -1 = 0), o que é tipico em formulagoes escalares
[1]. As circulagdes de H, devem ser diferentes de zero e calculadas
através das técnicas mostradas na Segao 2.2.

2.6 Consideracoes finais

Neste capitulo evidencia-se o tratamento das fontes na formula-
¢ao do “campo fonte” envolvendo o potencial escalar magnético 2 .
Descreve-se o uso de técnicas de arvores e co-arvores para a resolugao
de forma iterativa da circulacdo de campo em todo dominio de célculo
e a resolugao da conservagao de fluxo, no tratamento de regides com
fontes.

Além disto, utiliza-se o método dos residuos ponderados, especifica-
mente o método de Galerkin, na solugao da equagao div B = 0. Como
resultado da aplicacdo do método de Galerkin obtém-se a forma fraca
da formulacdo. E feita também a discussdo das condicoes de contorno
de Dirichlet e Neumann na utilizagao classica do potencial escalar mag-
nético.
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Capitulo 3

Acoplamento com circuitos
elétricos RL série
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Para anélise de transformadores, indutores, motores elétricos, en-
tre outros, no intuito da reproducao mais fiel do comportamento do
dispositivo na maioria das vezes é necesséria a alimentagao em tensao.
Nestes casos, a corrente em cada enrolamento é dependente da resistén-
cia da bobina e do fluxo estabelecido no circuito magnético, o que torna
interessante a analise simultanea das grandezas envolvidas. Além disto,
indutancias adicionais podem ser consideradas [1] [9] [31] [32] [33].

Com a adigao do circuito elétrico alimentador ha dois sistemas ma-
triciais para serem resolvidos, o acoplamento entre estes dois sistemas
pode se dar de forma indireta, com uma formulagao integro-diferencial
ou com resolugao simultanea de ambos [34]. Neste trabalho foi adotada
a resolugao simultdnea, uma técnica que introduz termos de acopla-
mento nas equacoes de campo e do circuito alimentador preservando a
caracteristica esparsa do sistema, em contrapartida o condicionamento
da matriz pode ser prejudicado.

3.1 Equacgoes basicas

A equagao diferencial para o circuito de alimentagdo das bobinas,
é definida por

diy,  dP,,
Ryim + it + i (3.1)

onde

e V), - tensdo da fonte, dada em V;

e R,, - resisténcia do circuito, dada em §2;

L,, - indutéancia adicional, dada em H;
e i, - corrente estabelecida no circuito, dada em A;
e &, - fluxo concatenado, dado em Wh.

O subscrito m indica um circuito genérico qualquer. Por simplici-
dade, omite-se as indutancias adicionais. A equacdo de campo é

div p (ﬁs — grad Q) =0 (3.2)

E necessario conectar as equagdes (3.1) e (3.2). As varidveis que
permitem o acoplamento entre estas duas equagoes sao o fluxo mag-
nético ®,, e o campo fonte ﬁs, ambos relacionados com a corrente de
excitagao da bobina.
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Comecgando com o campo fonte e considerando apenas um circuito

tem-se . ~
rot Hy = J (3.3)

J é a magnitude da densidade de corrente média na bobina, escrita
como

ncIO
J = 3.4
o (3.4)
onde
e 1. - nimero de voltas da bobina;
e [ - corrente de uma tUnica espira, dada em A;
e S; - secao da bobina, dada em m?2.
Substituindo (3.4) em (3.3)
. o
rot Hy = B0y (3.5)
Sh

onde 77 é o vetor unitario na diregdo de J, e perpendicular a se¢do Sy.
Calculando a area média para um tnico condutor como

Sh
Se=— 3.6
e (3.6)
Entao pode-se escrever
= i i
tHy = lp—— = Ip— 3.7
o 0 Sb/nc 0 Sc ( )

Agora, define-se o vetor N, que é auxiliar na resolugdo, como:

-0
N = 5 (3.8)
e obtém-se B B
rot Hy = N1 (3.9)
Também é possivel definir um novo vetor K como
H, = KI, (3.10)

tendo assim B B
I‘OtKIO = NIO (311)
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e finalmente . .
rot K =N (3.12)

Desta forma, considera-se que N corresponde a corrente de excita-
¢ao Ip = 1A. E K seria o correspondente campo fonte para esta cor-
rente unitaria. Portanto, quando se tem K , deve-se somente multiplica-
lo por I para obter o real valor de ﬁs.

3.2 Equagoes de campo acopladas com os
circuitos

Para realizar a interligacao entre as duas equagoes considera-se
agora o fluxo magnético concatenado pelos condutores n., dado por:

P = n/ B-ds (3.13)
Sy

Considerando o exemplo simples da Figura 3.1

Figura 3.1: Distribuigdo dos vetores em alguns condutores percorridos por
corrente (a) n. fios com corrente Iy (b)Vista frontal.

Tem-se n. condutores e cada um conduz a corrente Iy. O campo
criado por estes condutores é, de acordo com a lei de Ampere,

H,l = n.Iy (3.14)

onde H, é a magnitude de H,. Sua diregao é a mesma do vetor K e do
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vetor ds. Portanto, pode-se definir o vetor unitario & como

. Hy, d8 K
€ —
A equacao (3.13) torna-se
B-K
o [ Bofneds (3.17)
Sy K
Utilizando a dimensao ¢ (veja Figura 3.1):
B Kncdst B Kdv
P :/ e —_— 3.18
Sh KE Vi Kﬂ/nc ( )

onde V;, é o volume da bobina. Voltando a equagao (3.14), e dividindo

os dois lados por Iy
H I

Iy 7%]0
Observando que Hy, = Ky, tem-se K¢ = n. ou K¢/n, = 1. A
equagao (3.18) torna-se

(3.19)

o= [ B-Kdv (3.20)
Vi

Agora se tem todos os elementos necessarios para acoplar as equa-
goes.
div (I?z — grad Q) =0 (3.21)

d [ 5 = d
szi+—/ B~Kdv:Ri+—/
v dt

pr v ] (K@ — grad Q) -Kdv (3.22)

Como notagao, i € a corrente estabelecida em uma bobina genérica.

3.3 Consideracoes finais

Neste capitulo é abordada a conexao das equagoes de campo com
as equagoes do circuito elétrico para possibilitar a resolugao simultanea
do sistema de equagoes. Com este acoplamento a corrente que circula



20

nos enrolamentos dos dispositivos deixa de ser imposta e passa a ser
uma variavel a ser calculada.



Capitulo 4

Formulacao do método da
permeabilidade diferencial
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O método da permeabilidade diferencial permite a solugdo de pro-
blemas nao lineares, com acoplamento de circuitos elétricos, anisotropia
e histerese [35] [36] [37] [38].

A formulagao descrita neste capitulo é proposta por Bastos e Sa-
dowski 2010 [14] e utiliza a teoria do campo fonte que consegue englobar
uma grande gama de problemas.

4.1 Formulacao
A formulagao é baseada na relagao constitutiva:
AB = ||l A (4.1)
onde

e |uall - € o tensor de permeabilidade diferencial [2];

e AB - ¢é a variacdo da inducdo magnética [T];

e AH-éa variagao do campo magnético H [%];

g € calculado como a tangente no ponto de operagao (B, H) da
curva tipica B(H) do material nao linear, e estd representado como
um tensor na equacao (4.1) podendo representar materiais isotropicos
e anisotropicos. Este valor é sempre positivo tanto para materiais his-
teréticos quanto para nao histeréticos.

Considerando que o tempo evolua de t para t+ At em cada iteragao,
as variagoes de H e B sao:

AB = BHA_t o AH = AtS

A partir do método do campo fonte tem-se:

FUHAC Z AL graq gt (42)
Também na equagdo (4.1)
Bt+at _ gt _ 2l (ﬁt+m -~ ﬁt) (4.3)
e
Bt — By gl (B - ) (4.4
ou

A= B g (S — grad 0480~ AY)  (45)
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onde Et, Ht e O sdo conhecidos do passo anterior e sao dados por:
B = |juall (H! — grad ") (4.6)
A equagao a ser resolvida é
div B4t = (4.7)
ou a partir de (4.4)

div {Bt + ||l (ﬁ;ﬂt — grad QIFA! — ﬁt)} =0 (48)

Aplicando o método dos residuos ponderados (Galerkin) na equagao
(4.7), conforme ja visto no Capitulo 2:

/ N div B2y = 0 (4.9)
|4

- / grad N - B2 dy + / it BFANdy =0 (4.10)
14 ¥

A segunda parte da equacao (4.10) é relacionada as condigbes de
contorno classicas do potencial escalar magnético enquanto o primeiro
termo sera ativo na implementacao numérica.

/ grad N - B2y = 0 (4.11)
14

Utilizando a equagao (4.5)

/ grad N - [ét + || pall (ﬁ£+At — grad Q1A — ﬁt)} dv=0 (4.12)
\4

Conforme verificado no Capitulo 3, o vetor H, pode ser calculado
através de um vetor auxiliar K:

H,=KI, (4.13)

onde [y é a corrente passando em um condutor; Kéo correspondente
campo fonte quando esta corrente é igual a 1 A. Também sera usado o
vetor N expresso por:

rot Hy = N1 (4.14)
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Substituindo (4.13) em (4.14),
rot KIp = N1 (4.15)
rot K = N (4.16)

Como ja comentado previamente, K corresponde ao campo mag-
nético criado por uma corrente unitaria em uma espira. N e K sao
necesséarios para acoplar com o circuito elétrico.

Considerando o circuito elétrico acoplado a estrutura magnética, a
equagao diferencial que modela seu comportamento é

d®,,

onde V,,,, Ry, im e ®,, sao, respectivamente, a tensao, a resisténcia, a
corrente estabelecida e o fluxo magnético concatenado em um circuito

elétrico genérico m (supondo que existam M circuitos elétricos). O
fluxo magnético pode ser expresso por:

AL — / BYAY K dy (4.18)

Vi
Para o tempo t + At tem-se:

d N s
VEIFAL = R, il 4 — / B Kdv (4.19)
dt Jy,

Aplicando o método de Euler para discretizagao temporal:

d . .
AtVIFAY = AtR,, it P2+ — [ ABY™AU. Kdv (4.20)
dt Jy,
e
AtVEFAL = AfR,,itHAY 4 / (E”At — Et) - Kdv (4.21)
Vi

Utilizando a Equagao (4.5)

AtV;;rAt:AtRmiﬁ;rAt+be (§t+\|;td|\ (ﬁ;+At—grad Qt+At—ﬁt)—§t)-l?d1) (422)
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ou

AtVEFAL — AR, itHAL / (H | [ﬁ;*“ — grad QAL Hrt} ) Rdv

Vi
(4.23)
Utilizando uma notagao simplificada G = grad N e também consi-
derando que a integracio numérica ! é realizada, (4.23) torna-se:

AtV T =At Ry i T (KT pal Ko T8 = KT | nal G — KT || pal | H')
(4.24)
Utilizando a Equacao (4.13), (4.12) torna-se:

/ _grad N - [ét + || all (f?iﬁ,jm — grad Q”M) —lpeall ﬁt] dv =0
1%

(4.25)
e com as notagoes simplificadas:

—GT B G ||l Kitf A4+ [lal] G2 4GT gl HY = 0 (4.26)

Arranjando as equagoes (4.26) e (4.24) em forma matricial, o sis-
tema resultante é:

[ G7 ||uall G —GT ||pal K H Qe }:

K" |lpall G AtRy + (K7 lpall K) | | im0

Tnpt _ AT t

AtV + KT || g HY

4.2 Consideracoes finais

O método da permeabilidade diferencial possibilita através de uma
formulagéo baseada no potencial escalar magnético Q2 (campo fonte)
o tratamento de casos nao lineares, histeréticos e com acoplamento
com circuitos elétricos. Tornando-se assim uma ferramenta que em
associagdo com outros modelos (de histerese por exemplo), consegue
modelar alguns dos casos mais complexos na analise numeérica 3D.

Com modificagbes na rotina de programacao da nao linearidade é
possivel tratar casos histeréticos ou nao histeréticos, sendo que o ma-
terial pode ser anisotrépico ou isotrépico. Enfim, consegue-se englobar

ntegragao numérica realizada através do método de Gauss que substitui a inte-
gral por um somatério no formato [ K(u)du = Y7_; w;K(u;), onde r é o ntimero
de pontos de integragao e w; é o peso associado ao ponto de integragao.
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diversos casos apenas diferindo na forma do célculo do tensor de per-
meabilidade do material em anélise.



Capitulo 5

Modelo de Jiles-Atherton
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O fendémeno de histerese pode afetar significativamente o compor-
tamento de ntcleos magnéticos em maquinas elétricas e outros disposi-
tivos. O interesse pela simulagao numérica destes efeitos é evidenciado
pelo crescente nimero de publicagoes de varios grupos de pesquisa na
area.

Varios modelos de histerese ja foram propostos por varios autores
[16] [39] [17], entretanto ndo ha um método que seja consolidado no
acoplamento da histerese com o método dos elementos finitos para re-
solugao do sistema nao linear.

Na presenga de excitacao com tensao alternada em dispositivos ele-
tromagnéticos pode haver o surgimento de dois tipos de magnetizacao:
alternadas, quando as grandezas mantém suas dire¢oes variando em
mobdulo e sentido, e rotativas, quando as grandezas variam no tempo e
no espago [40].

Campos e indugoes magnéticas alternadas sao encontradas em co-
lunas de transformadores, dentes e regioes externas das coroas dos es-
tatores de méquinas elétricas. Ja as grandezas magnéticas rotativas
aparecem em juntas “T” de transformadores e em algumas regioes de
maquinas rotativas.

< Saturagdo

Perda rotacional =

Perdas por ciclo

|
i
I
|
|
|
i
|
|
I
|
|
I
i
|
|
I
|
|
|
I
|
I
|
«— Perda alternada |
|
|
1

B, B

Figura 5.1: Comportamento das perdas rotacionais e alternadas [41].

As perdas em um ago elétrico sob um campo rotativo apresentam o
comportamento da Figura 5.1 que sao apresentadas sob o aspecto qua-
litativo. Com valores de indugdo magnética menores que a saturagdao
possuem um valor que em geral é duas vezes a perda para o mesmo
material submetido a fluxo alternado e decaem a zero a medida que
se aproxima da saturagdo. Segundo Moses 1990 [42], esta perda é t&o
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importante quanto a alternada e pode representar 50% da perda em
um estator de uma maquina girante.

Para representacao de histerese, sob a agao de um campo alternante
o modelo escalar é suficiente. Ja4 quando hé o interesse de representar
0s campos rotativos um modelo vetorial de histerese é necessério. Este
trabalho tera foco no modelo de Jiles-Atherton, utilizado na implemen-
tagao com elementos finitos.

5.1 Modelo escalar de Jiles-Atherton

O modelo de Jiles-Atherton consiste na divisao da magnetizagao M
como a soma de duas parcelas: magnetizagao reversivel M., e irrever-
sivel M., qual representam respectivamente o momento de rotacao e
0s mecanismos de movimentagao das paredes dos dominios magnéticos
[37].

5.1.1 Modelo escalar direto de Jiles-Atherton

Na auséncia das perdas, a magnetizagao segue uma curva anisteré-
tica, descrita no modelo pela equagao de Langevin:

My, = M, {coth % - ;] (5.1)
onde
e M,, - magnetizacao anisterética;
e M, - parametro do material;
e @ - parametro do material;
e H. - campo magnético efetivo.
O campo efetivo é dado por:
H.,=H+aM (5.2)

onde

e « - pardmetro do material.
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A derivada de (5.1) em relagdo ao campo magnético efetivo é:

M, M, H 2
Mon _ My [1 — coth? ¢ + (a> ] (5.3)
a

dH, a H,

A derivada da componente de campo irreversivel em relagao a H, é
expressa como:

dMirr o Man - Mi'rr
dH., ko (54)

onde

e k - parametro do material associado ao grampeamento das pare-
des dos dominios magnéticos;

e § - parAmetro direcional, igual a +1 se dH/dt > 0 e -1 se dH/dt <
0.

Nao ha deslocamento de dominios se (Mg, — My )dH, < 0 e con-
sequentemente dM;,., = 0 [17]. Escrevendo da forma apresentada por
Bergqvist [43]:

1
dMirr - E [(Man - Mir'r) dHe]+ (55)
com a notagao ()T =z sex >0e (z)t =0sexz <=0.

A magnetizacao segundo o modelo original é escrita como:
dMyey = c(dMan — dMiry) (5.6)
sendo
e ¢ - 0 quinto parametro do modelo.

Com as equagoes (5.5) e (5.6) pode-se escrever a magnetizagao total:

1
M = = [(Man — M) dH,)" + cdM,, (5.7)

5.1.2 Modelo escalar inverso de Jiles-Atherton

Diferentemente do modelo direto, o modelo inverso de Jiles-Atherton
proposto em [37] tem como variavel independente a indugdo magnética.
Sendo dB = uo(dH + dM) e dH, = dH + adM, a varia¢ao do campo
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efetivo H, torna-se:
_dB

dH. =" = (o —1)dM (5.8)

Combinando (5.8) e (5.7) obtém-se

_
" ks

[(Man ~ M) (‘ff + (a— 1)dM)]+ +edM,,  (5.9)

dm
Apos algebrismos:

+
[(Man - M) dB} + cdM,n,
1 Ho

dM (5.10)

:E T
1_%[(Man_M)(a_1)]

Com a equagao (5.10) consegue-se calcular a magnetizagao total
M para qualquer variagao magnética da indugao B. O algoritmo do
modelo esté detalhado no Apéndice A.1.

5.2 Modelo vetorial de Jiles-Atherton

Nos ultimos anos varios modelos tem sido propostos. Bergqvist
[43], baseado no modelo escalar de Jiles-Atherton [17], prop6s um mo-
delo vetorial onde a variavel independente é o campo magnético. Leite
et al. [37], sugeriu modificagbes no modelo vetorial para melhorar a
performance numérica. A passagem do modelo escalar para o modelo
vetorial baseia-se em tratar os parametros do material anteriormente
constantes, agora como tensores. Os parametros para estes modelo sao
obtidos da mesma forma que para o modelo escalar, porém agora para
mais que uma dire¢do. As equagdes principais do modelo sao:

1
dM:{l—FX-a—z*-‘g-a} ~{FX+‘E-§}dﬁ (5.11)

- | = |—1 -
Fy = XrIXr |l Xy (5.12)

Rp=F (M — M) (5.13)
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) ‘ Te (5.14)

onde

M - magnetizacao total;

—

e [ - vetor campo magnético;

e 1 - é a matriz identidade;

X - vetor auxiliar;

—

M,,, - magnetizagao anisterética dada pela equagao de Langevin
na forma vetorial;

—

o H, - campo magnético efetivo dado por H =H+&- M;

- é a matriz contendo as derivadas de Man e relacao a ﬁe [37];

°
e

End
e O e k - tensores relacionados aos pardmetros do material.

>
Dois tensores adicionais nao sao mostrados nas equagoes acima, (M g

e @) com parametros relacionados a fungao de Langevin sdo também
necessarios [37].

O tensor de permeabilidade diferencial ||uq|| pode ser obtido a partir
da equagao (5.11) com a ajuda da relagdo constitutiva dB = po(dﬁ +
dM).

Com dB = ||pg||dH , a partir das tltimas equagdes, o tensor de
permeabilidade diferencial pode ser escrito como:

—1
dB = o <1+{1Fx-a?-§.a} ~{FX+E’~Z’}>dﬁ

(5.15)
Algumas vantagens deste modelo estao relacionadas a simplicidade
matematica, “facil” implementagao em relagao a outros modelos, um
grupo pequeno de parametros e robustez numérica. Além disto, o mo-
delo pode representar anisotropia e reduz-se automaticamente ao mo-
delo escalar se o fluxo magnético é unidirecional [44]. Isto é uma grande
vantagem por poder usar um modelo s6 para todo o dominio de célculo
sem a preocupagao de que tipo de fendomeno ocorre em cada regiao.
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Na utilizagdo do modelo com elementos finitos ressalta-se a neces-
sidade do armazenamento dos estados anteriores de indugao magnética
e campo magnético. Isto exige um espago em memoéria relativamente
grande, no caso 3D, armazena-se as trés componentes de campo e indu-
¢ao magnética para cada elemento. O algoritmo para implementagao
esta detalhado no Apéndice A.2.

5.3 Consideragoes finais

O modelo de Jiles-Atherton empregado neste trabalho é apresen-
tado em sua forma escalar e vetorial. A capacidade de acoplamento com
o método de elementos finitos faz o método ser bastante empregado.

O modelo vetorial de Jiles-Atherton, que utiliza também 5 parame-
tros para cada diregao, é empregado para a representagao de campos
que nao se formem em uma s6 diregdo no espago. Além disto, o modelo
consegue se auto reduzir a escalar quando as caracteristicas do material
nao sao dependentes da direcao espacial ou quando o campo formado
na regiao é puramente alternante.
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Capitulo 6

Implementacao e discussao
do método
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O programa implementado é desenvolvido na linguagem de progra-
macao FORTRAN 77, e o solver é integrado com o sistema FEECAD,
criado pelo GRUCAD (Grupo de Concepgao e Anélise de Dispositivos
Eletromagnéticos) em colaboragiao com outros grupos de pesquisa. O
FEECAD ja tem varios solvers desenvolvidos para o célculo de cam-
pos eletromagnéticos 3D, utilizando diversas formulagdes para diversos
casos especificos.

O célculo de campos levando em conta histerese e anisotropia aco-
plando os circuitos alimentadores é realizado no médulo FEECDH,
onde se utiliza o método do campo fonte e a formulagao baseada na
permeabilidade diferencial. Este capitulo mostra alguns aspectos da
implementacao e algumas tentativas de melhoria realizadas no método.

6.1 Dimensao dos termos e alocagao na ma-
triz global

Na implementacao da formulagao mostrada na Segao 4.1 tem-se
que lidar com varios produtos matriciais e é interessante analisar as
dimensées dos termos da Equacao (4.27). Em relagdo a dimensao de
cada termo tem-se:

Para elementos tetraédricos G = grad N é uma matriz (3, 4), onde
N é a funcao de forma para o elemento tetraédrico;

e K ¢é um vetor dependente do ntimero de circuitos, supondo que
existam dois circuitos, K é uma matriz (3,2);

K ¢ obtido pelo produto das fungoes de forma W(S, 6) pela cir-
culagdo do campo fonte nas 6 arestas. Ha duas partes desta cir-
culagdo uma vez que existem dois circuitos no exemplo;

R é relacionado & resisténcia dos circuitos, supondo também dois
circuitos, R é uma matriz (2,1).

Além disto pode-se definir o tensor de permeabilidade diferencial
como sendo:

Hdzx Mdzy Hdxz
H/’Ldll = ,deyz Ndyy ,LLdyz (61)
Hdzw Hdzy Hdzz

Entao as dimensoes dos termos sao:
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G" ”/jfd” G— (473) : (3a3) : (374) — (4a 4);
G" |lpall K — (4,3) - (3,3) - (3,2) — (4,2);
GTB! — (4,3)-(3,1) — (4,1);

G* ||ﬂd|| H' — (473) -(3,3) - (37 1) = (4,1);

KT |pall K = (2,3) - (3,3) - (3,2) — (2,2);

KT pal H = (2,3) - (3,3) - (3,1) — (2, 1);

Estes termos sao alocadas na matriz global em espagos diferentes, a
primeira linha do sistema matricial (4.27) (que corresponde aos quatro
primeiros termos da lista acima) é relacionada as fungdes de forma e ao
tetraedro. A segunda linha do sistema matricial esta relacionada aos
circuitos elétricos acoplados (dois ultimos termos da lista).

6.2 Fluxo de calculo

Em se tratando de problemas nao lineares acoplados com circuitos
elétricos, tem-se um laco no tempo e um lago da resolugao do sistema
nao linear. Para a resolugao do sistema nao linear utiliza-se o método
das aproximagoes sucessivas, linearizando-se o problema a cada passo e
atualizando-se de forma iterativa a permeabilidade diferencial, a fim de
minimizar o erro sobre os valores de indugao e campo magnético. Para
solugdo do sistema matricial utiliza-se o método ICCG -(Incomplete
Cholesky Conjugate Gradient)*.

As Figuras 6.1 e 6.2 mostram o fluxograma simplificado com os
passos de calculo. Nele estao os principais elementos relacionados as
técnicas utilizadas para obter a convergéncia. Dentre elas pode-se citar
a sub-relaxacao progressiva, a redugao do passo temporal em caso de
nao convergéncia com o numero de iteracoes maxima, e o reinicio do
calculo caso o ICCG nao convergir por um numero determinado de
vezes (normalmente estipulado como 9). O reinicio do célculo se da
zerando os acumuladores e voltando alguns passos no tempo. O pos
processador foi adaptado para filtrar esta resposta retirando o novo
transitério decorrente do recomego de célculo.

A fim de minimizar os problemas de convergéncia e obter os resulta-
dos algumas técnicas foram empregadas. A variacao do passo temporal

IMétodo proposto por David S Kershaw em 1978 - O método é muito eficiente
para sistemas com matrizes simétricas definidas positivas e utiliza técnica de pré
condicionamento para redugao do nimero de iteracoes.
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Pré-processamento

Inicio
FEECDH

Leitura de arquivos
da malha e materiais

v
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de arestas e de faces
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1*volta*? ﬁ

S Diminui passo de tempo

l

v
Calcula tempo
atual da simulag@o

Tempo final?

s
Armazena e Fim
finaliza dados FEECDH

Pds-processamento

Atualiza valor das

fontes

i

Y

* Calculo realizado sem técnicas de relaxagéo e
sem redugdo do passo temporal

Figura 6.1: Fluxograma simplificado parte I.

é empregada quando nao ha a convergéncia no niimero de iteragoes
estipulado. O calculo é recomegado com a redugao do passo para %
do original. A técnica da variagao de passo foi utilizada juntamente

com a sub-relaxacao, testada nos potenciais 2, indugoes B campos H
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Modelo direto vetorial
de Jiles-Atherton

Monta matrizes
locais
Aloca termos na
matriz global

Montagem do sistema:
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Kl flG AR, (K 1K)

Qf+At
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AV, + K || H

Resolve o sistema
(ICCG)

Reinicia calculo
zerando acumuladores
e retrocedendo no
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Contador
>N?

v
Testa convergéncia
nas indugdes e campos

** Calculo realizado com técnicas de relaxagao e

Convergiu? reducdo do passo temporal

2* yolta** ] Laco no tempo

Aplica sub-relaxacdo
progressiva

l

> Laco no tempo LP{ Lago ndo linear

Figura 6.2: Fluxograma simplificado parte II.

e correntes do problema. Sub-relaxacGes na corrente fazem com que
o sistema fique instavel rapidamente. Os melhores resultados foram
obtidos com a sub-relaxacao aplicada simultaneamente em B e H.
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A sub-relaxacao foi aplicada apds o céalculo ndo convergir com o
nimero de iteragoes estipulado (descrito como 2% volta no fluxograma
da Figura 6.2), e varia-se o valor da relaxacao de -0,1 a -0,7 segundo a
equagao:

B =B, + R(B, — By) (6.2)

onde:

e BB - é por exemplo a inducao a ser calculada;

B, - indugao magnética anterior;

R - relaxacao aplicada;

B, - indugao calculada sem aplicar relaxacao.

A medida que a relaxag@o se aproxima de -0,7 o valor da inducao
vai se aproximando da indugao do passo anterior, este procedimento
faz com que o célculo fique mais lento, porém consegue-se a conver-
géncia em situacoes mais criticas. Quando a relaxagao é aplicada aos
potenciais ) consegue-se resultados semelhantes ao caso da aplicacao
na indugao e no campo.

A convergéncia também esta fortemente relacionada & escolha do
passo temporal. Geralmente foram utilizados para um ciclo da senoide
de alimentacao (com periodo de 0,1 s) aproximadamente 1000 passos. O
tempo de calculo esta atrelado ao refinamento da malha e ao hardware
utilizado para resolugao do problema.

6.2.1 Meétodo das aproximacgoes sucessivas e o
acoplamento com o modelo de histerese

Como ja comentado o tratamento da nao linearidade do problema
se da através do método das aproximacoes sucessivas [1] [9]. O método
é de simples implementagao e os passos para a solugao sao:

1. E realizada uma aproximagao inicial dos potenciais €2;
2. Usa-se esta aproximagao para calcular H;

3. Com o H calculado e em posse dos valores anteriores de indu-
¢ao magnética e potencial escalar magnético, utiliza-se o modelo
vetorial direto de histerese para calcular o valor de ||uqll;

4. Resolve-se o sistema considerando a linearizacao com o valor de
permeabilidade diferencial obtido;
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5. Calcula-se o erro e compara-se com um valor de erro pré-estabelecido
conforme: ||H,, — H,_1]| <€ ou ||B,, — By,_1]| < ¢;

6. Caso nao haja convergéncia, realiza-se mais uma iteragao a partir
do passo 2 até que o erro seja aceitavel.

6.3 Implementacao da discretizacao
temporal através do método de
Crank-Nicolson

Ao lidar com histerese vérios autores utilizam para a discretizacao
temporal o método de Crank-Nicolson [45] [46] [47]. Entre estes artigos
[45] e [47] utilizam o modelo de Preisach para modelar a histerese e [46]
utiliza o modelo de Jiles-Atherton.

Para equagoes de difusao e muitas outras, pode-se provar que o mé-
todo de Crank-Nicolson ¢é incondicionalmente estavel [48]. Para aplica-
¢ao do método algumas alteragoes na formulacao foram feitas.

Utilizando o método de Crank-Nicolson para discretizagao temporal
a partir da equagao (4.17) o fluxo é definido por:

ae
dt

dd
_’_7

1
(I)t"rAt -
dt

5 At + @' (6.3)

t+At t

Somando os termos de (4.17) nos passos de tempo ¢+ At e t tem-se:

d® d®
th+At + th _ Rm (imt+At + th) + | = il (64)
dt Jyone At
Isolando e substituindo a equagao (6.3) na equacao (6.4)
9 (I)t+At o (I)t
thJrAt 4 th — Rm (imt+At 4 th) + ( ) (65)

At

Conforme a equagdo (3.20), que relaciona os fluxos magnéticos e a
inducao magnética, obtém-se:

AtV AL ALY, = AtRpy, (i T2 + i) 42 / (EHN - ét) K dv

Ve
(6.6)
Com a equagao (4.5) a equacao (6.6) torna-se:



42

ALV, A 4 AtV = AtRy, (i T2 + i)

+2/ (ét + || pall (ﬁg-q—At — grad QI TAL — ﬁt) - B’t) Kdv (67

Vi
Utilizando a notagao simplificada,

A (Vi3 4 VE) = ARy (i ™40 4 i) +

. (6.8)
2 (K" |nall Kim' ™2 = K™ ||pall GRT2 — KT || uall HY)
Dividindo toda a Equagéo (6.8) por 2 tem-se:
At AtR
Sy sty = ™ (i tEAL gt

(KT |pal Ki T2 — KT ||pall G2 — KT || pql| HY)

Com isto pode-se montar o novo sistema de equagoes similar ao sis-
tema mostrado na Equagao (4.24) mudando apenas a linha relacionada
ao circuito elétrico alimentador.

{ G ||lpall G ~G"||pall K } { Qirar }:

K" lpall G S5+ (KT pal K) | i

Tt AT t
G'B G H,udHH :| (6.10)

R

Os resultados obtidos com a implementagao nao diferem dos re-
sultados com o método de Euler quando utilizado o mesmo passo de
tempo. Entretanto, é possivel aumentar o passo em até 20% mantendo
a estabilidade do sistema, fato que nao se constatava com o método de
Euler. Entretanto a utilizacao desta discretizacao temporal nao soluci-
ona todos os problemas de convergéncia descritos neste capitulo.

6.4 Suavizacao da variacao da permeabili-
dade diferencial

Foi detectado que problemas na convergéncia do céalculo poderiam
ser atribuidos a uma grande variacao da permeabilidade diferencial com
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o tempo.

Na simulagéo do caso 3 do problema TEAM 32 (que é descrito no
Capitulo 7) analisou-se a varia¢ao do termo xx do tensor de permeabili-
dade diferencial em um elemento em relac¢ao ao tempo (veja Figura 6.3).
Este comportamento mantem-se caso seja analisado outro elemento ou
outro termo da diagonal principal do tensor.

0 | | | | |
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014

t[s]

Figura 6.3: Variagdo da permeabilidade diferencial sem filtro.

0.016

0.025

0.015

Ho

0.01

0.005

0 L L L L L
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014

t[s]

Figura 6.4: Variagdo da permeabilidade diferencial com filtro.

Na tentativa de suavizar esta variacao fez-se uma média com dois
pontos, o que amenizou as variagoes mas comprometeu a estabilidade
do sistema uma vez que o célculo teve que recomecgar na metade do ci-
clo. Observa-se na Figura 6.4, proximo aos 0,008 segundos, o momento
em que o calculo é recomegado, nao acompanhando mais a mesma ten-
déncia anterior, mostrada na Figura 6.3.

Foram realizados testes com médias de 3 e 4 pontos nao obtendo-se
éxito no quesito convergéncia de calculo. Esta variagao dos termos do
tensor continua sendo objeto de estudo.

0.016
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6.5 Consideragoes finais

Neste capitulo sao descritas algumas particularidades na imple-
mentagao da formulacao da permeabilidade diferencial. Sao discutidos
alguns fatores complicantes, tais como: convergéncia, tempo de célculo
e relaxagao.

O fluxograma de calculo é apresentado a fim de ilustrar as tentativas
realizadas para a obtencgao de resultados. Além de algumas alternativas
na discretizagdo temporal (método de Crank-Nicolson) e no tratamento
da permeabilidade diferencial.

Destaca-se a forma com que a nao linearidade do problema é abor-
dada, com a utilizacao do método das aproximagoes sucessivas que
lineariza o sistema a cada iteragao e acopla o modelo de histerese ao
método.



Capitulo 7

Resultados
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Nos ultimos anos modelos de histerese tem sido aplicados em dife-
rentes areas da engenharia sendo também inseridos na solu¢ao numé-
rica de campos magnéticos. Este fendomeno é importante na defini¢ao
da condicao de operagao de varios dispositivos elétricos, influenciando
nao somente a distribui¢ao do campo magnético mas também a forma
de onda da corrente gerada pelos circuitos alimentadores.

A melhor formulagao para a modelagem deste problema ainda é
objeto de estudo. Entao, torna-se extremamente importante comparar
as simulacbes com resultados experimentais, o que normalmente nao
é facil, pois medig¢oes com material histérico ainda nao sao algo total-
mente consolidado na industria. Além disto, dependendo da estrutura
do dispositivo no qual se esta realizando a medigao, o efeito da histerese
pode estar se manifestando em conjunto com varios outros fenémenos
(correntes induzidas, movimento, etc).

Um problema utilizado para validagao do método foi proposto por
Bouttauscio et al. [18]. Este problema esta entre os benchmarks dispo-
nibilizados pela ICS (International Compumag Society), que tem por
objetivo dar suporte & comunidade cientifica na validacdo de métodos
numéricos.

7.1 Comparacao entre os médulos FEECDH
e FEECTH do sistema FEECAD

O moédulo FEECTH, que integra o conjunto de médulos perten-
centes ao FEECAD, é um moédulo implementado com uma formulagao
magnetodindmica, ou seja, é capaz de lidar com correntes induzidas
no dominio de célculo. Entretanto, para fins de comparagao e valida-
¢ao com o FEECDH a condutividade do material foi mantida nula nos
testes. A formulagdo magnetodindmica implementada no médulo FE-
ECTH é também baseada no método do campo fonte, entretanto ndao
é utilizada a permeabilidade diferencial.

Primeiramente para fins de comparagao entre as formulagoes foi rea-
lizada a modelagem de um dispositivo simples (veja Figura 7.1). Foram
analisados casos lineares, onde a permeabilidade magnética do material
foi considerada constante e de valor 1000u0. Além disto, foi analisado o
comportamento com material ndo linear, onde a caracteristica do ma-
terial respeita a curva da Figura 7.2. A resisténcia do enrolamento é
de 4. A tensdo de alimentagao continua é de 15 V.

A corrente para o caso linear tanto para o moédulo FEECTH quanto
para o FEECDH é mostrada na Figura 7.3 e para o caso nao linear na
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Figura 7.1: Dispositivo simulado (cotas em milimetros).

B(T)

H(A/m) <10°

Figura 7.2: Curva B(H) anisterética do material.

Figura 7.4. Adicionou-se uma analise 2D utilizando o modulo EFCT,
que é baseado no potencial vetor magnético e é capaz de simular ali-
mentacao em tensao.

Para o caso linear o resultado da corrente gerada pelo médulo EFCT
diferiu dos modulos 3D no regime transitorio. Entretanto, para o caso
nao linear, enquanto os resultados dos médulos EFCT e FEECDH fo-
ram muito préoximos, o resultado do médulo FEECTH apresentou uma
leve divergéncia. O tratamento da nao linearidade é feito de forma di-
ferente nos dois modulos 3D. No FEECTH o valor da permeabilidade é
calculado pela interpolagao na curva B(H) utilizando o campo magné-
tico atual e a utilizagao direta da tangente naquele ponto. O moédulo
FEECDH realiza a derivada % e utiliza o valor do campo e da indugao
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magnética dos passo atuais e anteriores.

W : : : : : —
-
35t P 1
7
3t s 1
’
25t /s ]
= /
S o s ]
1
LSt 1
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osH e FEECDH |]
- = —FEECTH
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Figura 7.3: Corrente da bobina na comparagao do caso linear.
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Figura 7.4: Corrente da bobina na comparagao do caso nao linear.

Comparando o caso linear da Figura 7.3 com o nao linear da Figura
7.4 observa-se uma mudanca da constante de tempo. Uma vez que com
a saturagao o fluxo concatenado na bobina tende a diminuir, (inducao
magnética cai) fazendo com que a indutancia da mesma também di-
minua, isto resulta em uma resposta transitoria mais rapida ja que a
constante de tempo (7 = £) tem seu valor reduzido.

A Tabela 7.1 mostra a comparagao de valores de indugao magnética
no ponto Pindicado na Figura 7.1 apresentando também boa aproxima-
¢ao de resultados entre os médulos FEECTH e FEECDH. Estes valores
sao referentes ao tempo 0,4 s quando o sistema ja estd em regime.
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Tabela 7.1: Comparagao dos valores de indugdo magnética no ponto P

H |B| - linear |B| - n&o linear
2,5729 (T) 1,2629 (T)
2,583 (T) 1,3005 (T)

FEECDH
FEECTH

7.2 Modelagem material isotrépico com his-
terese

Um dispositivo simples é utilizado para mostrar a capacidade do
modelo de histerese de se auto-reduzir ao escalar; os parametros do
problema foram retirados de [3]. O circuito magnético fechado utili-
zado é o da Figura 7.5, uma vez que nao hé entreferros o fenémeno
da histerese é facilmente detectado. Neste tipo de estrutura, campos
puramente alternantes sao gerados.

&
&
& ﬁ

z
S 7 20 20 20

X

Figura 7.5: Dispositivo sem entreferro simulado.

Uma bobina de resisténcia R = 0,7 e com 100 condutores passa
no interior do circuito magnético. Esta bobina é alimentada com uma
fonte de tensao de 12 V de pico e com a frequéncia de 50 Hz. Os
parametros de Jiles-Atherton para o material sdo mostrados na Tabela
7.2.

O tempo de simulagao foi de 0,4 segundos e a corrente gerada na
bobina é mostrada na Figura 7.6. O resultado foi comparado com o re-
sultado analitico utilizando o modelo escalar inverso de Jiles-Atherton.
A modelagem analitica é mostrada com maiores detalhes na Se¢ao 7.3.5
deste Capitulo. Os resultados apresentaram boa aproximacao mesmo
com as simplificagoes feitas no modelo analitico, que além de simplifi-
cado utiliza o modelo escalar inverso de Jiles-Atherton. A modelagem
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Tabela 7.2: Parametros do material isotrépico

H Parametros
M, 1,39 x 10°
k 77,515
c 192,218 x 1073
a 104, 964
a || 218,216 x 1076

com elementos finitos utilizou o modelo vetorial direto conforme ja co-
mentado.

0,15

01t g

~
Y

0,05 [

i(A)
o
-

0,05 + i !
!

0.1 F Nt S
1
1

0,15 <

0 0,005 0,01 0,015 0,02 0025 0,03 0035 0,04
Tempo(s)

Figura 7.6: Comparacdo entre a corrente simulada e analitica.

A Figura 7.7 mostra o comportamento da indugao em alguns passos
de tempo. Destaca-se o atraso que a histerese impoe ao sistema, fazendo
com que a indugao nao varie instantaneamente no circuito magnético.

2

Um lago B(H) na diregdo z é mostrado na Figura 7.8. O lago
foi feito na coordenada (z =10,y =10,z =30) e visualiza-se o correto
comportamento do modelo na representacao do fenémeno de histerese.
Na Figura 7.9 se tem o resultado do lago B(H) com a modelagem
analitica, em comparagao com o modelado por elementos finitos tem-se
uma boa aproximagao.
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Figura 7.7: Distribuicao da indug

Figura 7.8: Laco BH na dire¢ao z no ponto (10,10,30).
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Figura 7.9: Lago BH resultado da modelagem analitica.
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7.3 Problema TEAM 32

O problema TEAM 32 tem como objetivo ceder dados de resulta-
dos experimentais para a validacao de modelos e métodos capazes de
considerar o fenémeno da histerese, onde o mesmo nao esta restrito a
um 1nico eixo, ou seja, necessita-se de um modelo de histerese vetorial
[18]. Dentre os casos disponibilizados pelo problema TEAM 32 o caso
analisado primeiramente é o 3. Posteriormente é realizada uma outra
abordagem para a simulagao dos casos 1 e 2.

7.3.1 Descrigao do dispositivo

O dispositivo é constituido por um nicleo ferromagnético, feito de
um pacote de 5 laminas de 0,48 mm de espessura (veja Figura 7.10) e
equipado com bobinas para medigao da indugao magnética local tanto
na junta “T” do dispositivo quanto nas colunas.

2851 30
N pe— N
180 30 120 30 30
4225
N N
30
z Y
} 184.5 |

Figura 7.10: Dispositivo analisado no problema TEAM 32 (cota em
milimetros).

O material do nicleo é Fe-Si 3,2% wt, tendo condutividade
o = 1,78 MS/m e densidade § = 7650kg/m>. Dois enrolamentos com
90 voltas sao alocados nas ramificagoes externas, cada um possuindo
uma resisténcia de 0,322. Além disto foram adicionadas resisténcias
externas de valor de 11,1 ligadas conforme Figura 7.11.

A tensao de alimentagao é 14,5 V de pico com uma frequéncia de
10 Hz, e as fontes estao defasadas de 90° uma da outra.



53

VACZ

bobina 1 e
bobina 2

Figura 7.11: Circuito equivalente do dispositivo utilizado problema TEAM
32.

7.3.2 Caracterizagao do material

Para a modelagem numérica da histerese um conjunto de lagos si-
métricos unidirecionais obtidos a partir de ensaio no quadro de Epstein
é disponibilizado. Devido & anisotropia, medicoes feitas com tiras cor-
tadas em diregoes diferentes em relacao ao sentido de laminacao sao
necessarias. Os dados experimentais do problema foram obtidos na
frequéncia de 10 Hz.

Tabela 7.3: Parametros do modelo de Jiles-Atherton

H Diregao Ox Diregao Oy Diregao Oz
M || 1,31 x 10°[A/m] 1,31 x 10°[A/m] 1,33 x 10°[A/m]
k 374,975[A /m] 374,975[A/m] 232,652[A /m]
¢ 736 x 1073 736 x 1073 652 x 1073
233, 78[A/m] 233, 78[A/m] 172, 856[A /m)]
o 562 x 1076 562 x 1076 417 x 107

O modelo utilizado para a histerese é o de Jiles-Atherton, e para
o encontro de seus 5 pardmetros do modelo foi utilizado um algoritmo
de otimizagao [36]. Os parametros obtidos podem ser vistos na Tabela
7.3. Os autores do benchmark utilizaram o modelo de Preisach para a
modelagem da histerese e obtiveram resultados igualmente precisos.

Pode-se comparar o resultado do modelo de Jiles-Atherton com as
curvas experimentais na Figura 7.12. Sao apresentados os casos de
analise com corte 0° e a 90° em relacao ao sentido de laminacao. Em
ambos 0s casos tem-se uma Otima representagao da histerese com o
modelo empregado.
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Figura 7.12: Lacos experimentais e de simulagoes de histerese em diferentes
sentidos de corte (a) Corte a 0° em relagdo ao sentido da laminagéo (b)
Corte a 90° em relagao ao sentido da laminagéo.

7.3.3 Consideragoes sobre o problema

Devido ao tempo elevado de célculo, foi escolhida uma malha re-
gular relativamente grosseira com 9450 elementos tetraédricos e 2288
nos.

Foi aplicada em todas as faces externas do dominio a condigao de
contorno de Neumann, nao impondo a circulagao do campo ﬁs igual
a zero nem o valor do potencial escalar magnético €2, forcando assim a
formagao de campo magnético tangencial a estas superficies (conforme
discutido na Segao 2.5).

Para a obtencao do resultado varias tentativas foram feitas variando-
se 0 passo temporal bem como as formas de aplicagao de relaxagao no
problema (Segdo 6.2). O nimero méaximo de iteragdes utilizadas para
a resolugao da nao linearidade é 15. E o tempo de célculo levou apro-
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ximadamente 2 horas em um hardware com 8gb de memédria RAM e
processador Intel C ore i7.

Para fins de comparacao de resultados, especificamente para o caso
3, também foram feitas simulagbes com um algoritmo de elementos
finitos 2D, com uma formulagao que utiliza potencial vetor magnético
e o modelo vetorial inverso de Jiles-Atherton [49].

7.3.4 Resultados - Caso 3

A Figura 7.13 mostra a corrente formada nas bobinas. Os resulta-
dos das simulagoes se aproximam bastante do resultado experimental.

i(A)

R il Medida
..... i2 Medida
- - i] Calculada
« =« = i, Calculada
l 5 L L L L 2
o 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1
Tempo (s)

Figura 7.13: Correntes simuladas e experimentais.

O caréater rotacional da inducao na juncgao “T” do transformador,
pode ser visto na Figura 7.14, onde a indugao magnética é apresentada
em diferentes passos de tempo.

A Figura 7.15 mostra a indugdo magnética no ponto P tanto no
sentido horizontal (x) quanto vertical (z). A Figura 7.15(c) mostra um
locus de indugao formado a partir das componentes verticais e horizon-
tais no ponto P.

Os resultados obtidos sao proximos aos experimentais, o que com-
prova a capacidade do modelo em representar o campo rotacional for-
mado na junc¢ao “T” do dispositivo.

Outros autores conseguiram resultados igualmente precisos, desta-
cando duas publicagdes que resolveram o mesmo caso [23]| [19]. Wang
et. al [23] utiliza o modelo escalar de Preisach, modificando o mesmo
para conseguir inserir um angulo de defasagem espacial entre o campo
magnético e a indugdo magnética. O mesmo utiliza uma formulagao
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Figura 7.14: Vetores de indugao magnética para diversos passos de tempo.

através do potencial vetor magnético em duas dimensées. Ja Yuan [19]
usa o modelo vetorial de Preisach com uma formulacao 3D utilizando
a forma integral das equagoes de Maxwell para resolucao do problema.
Como ja mencionado, a convergéncia neste tipo de problema é um
ponto critico, e técnicas de relaxacao também sao utilizadas por outros
autores para a obtengao dos resultados.

7.3.5 Descricao dos casos 1 e 2

Os casos 1 e 2 do problema diferem do descrito na Segao 7.3.1 na
forma de ligacdo dos enrolamentos do dispositivo. Nestes dois casos
os enrolamentos sao ligados em série e conectados com uma resisténcia
adicional (veja Figura 7.16). A fonte de alimentacdo é controlada e
fornece 13,5 V de pico com frequéncia de 10 Hz. No caso 2 é adicio-
nado um harmoénico de 5¢ ordem na fonte de alimentagao de mesma
amplitude e fase da fundamental.

Para a simulagao numérica do problema foi utilizado o ambiente de
programacao Matlab. Algumas simplificagoes foram feitas para a con-
feccao de um modelo sem a utilizagao de elementos finitos. Considerou-
se que o fluxo produzido em cada bobina passa exclusivamente pelo
caminho magnético central, nao enlagando o outro enrolamento.

A equagao da tensao de entrada com os enrolamentos ligados em
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Figura 7.15: (a) Indug@o magnética no ponto P na dire¢do z (b) Indugao
magnética no ponto P na diregdo z (c¢) Locus de indugado magnética no
ponto P.

série é: i p
V = (Rad + Rbob1 + Roob2)i + n1ﬂ + nzﬂ

1
dt dt (7.1)
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Figura 7.16: Circuito equivalente para os casos 1 e 2 do problema TEAM
32.

onde:
e IV - tensao de alimentacao, dada em V;

e R4 - resisténcia adicional de valor 11,1 €;

Rypop - resisténcia da bobina;
e ¢ - fluxo concatenado na bobina;
e n - numero de espiras da bobina.

Calculando a circulagao de campo, com as considera¢ées menciona-
das e sendo [,, o caminho médio magnético tem-se:

ni

Hy=Hy=— (7.2)
lm
Com a corrente como i = %, o fluxo ¢ = BS uma vez que o

circuito magnético é idéntico para ambos os enrolamentos tem-se:

H,, dB
V = (Rad + Rbob1 + Rbob2) + 2nS— (7.3)
n dt
Isolando a derivada da indugao magnética:
dB 1 Hil,,
- =57 a -— 2 4
dt  2nS (V n (Rad + RbOb)) (7.4)

Discretizando a Eq. (7.4) pelo método de Euler:

1 Htl
BtAt =Bt 4~ [V — = (Ruq + 2Rpos) | At 7.5
g (V= 0 (R 28e) ) 0 (15)
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O caminho medio magnético foi calculado como sendo:

Ly, = 2w15x107342-120 x 1073 +2-42,25 x 1073
418,7 x 103 m (7.6)

A equagao foi resolvida iterativamente onde a cada iteracao calcula-
se H em funcdo de B através do modelo escalar inverso de Jiles-
Atherton. Os parametros para o modelo de histerese utilizados sao
os indicados para a diregao z na Tabela 7.3.

7.3.6 Resultados - Casos 1 e 2

Para o primeiro caso foram comparados os valores de corrente que
circulam em ambos enrolamentos e o valor da densidade de fluxo mag-
nético medido no caminho magnético envolvido pela primeira bobina.

1,5 T T . ;
""" Medido
1 e =G . = = = Calculado |}
N4 ‘\.‘\
1
0,51 / - - N . . 4
.o \\
—_ v
,s’ (4 “~ 4
= 5
Od ,
MY 5
-0,5 -\ ’/ ]
\ !'
(N 4
1r oo att 1
1,5 ; ; i ;
0 0,02 0,04 0,06 0,08 0,1

Tempo(s)

Figura 7.17: Comparagao entre a corrente total simulada e a medida no
caso 1.

A Figura 7.17 mostra a comparagdo entre as correntes medida e
calculada e a Figura 7.18 a comparagao das inducoes magnéticas.

Para o segundo caso apenas a corrente foi comparada, a Figura
7.19 mostra a tensao de alimentagao e a Figura 7.20 mostra a corrente
estabelecida nos enrolamentos.

Os resultados obtidos com esta abordagem para o caso 1 e 2 s&o sa-
tisfatérios, mesmo realizando algumas simplificagoes no modelo. Além
disto, nao é necessaria a utilizagao de um modelo vetorial de histerese
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Figura 7.18: Comparagdo da inducdo magnética calculada e medida (perna
esquerda do dispositivo) no caso 1.
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Figura 7.19: Tensao de alimentacao no caso 2.

nestes casos uma vez que apenas campo unidirecional é formado no
dispositivo, diferentemente do caso 3 anteriormente resolvido.

7.4 Consideracoes finais

Neste capitulo foram apresentadas solucoes de alguns problemas
envolvendo materiais nao lineares. A formulagao foi capaz de solucionar
problemas com acoplamento de circuitos elétricos e com a utilizagao de
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Figura 7.20: Comparagdo entre a corrente total simulada e medida no caso
2.

materiais anisotropicos. Os resultados apresentados foram validados
com dados experimentais de um benchmark.

Foi mostrada uma proposta de resolucao, sem a utilizagao de ele-
mentos finitos, para dois casos do problema TEAM 32. Além disto,
para comparagoes com outras formulagoes ja implementadas, um caso
nao linear anisterético foi simulado.
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Capitulo 8

Conclusao
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Neste trabalho foi abordada a implementacdo de um modelo de
histerese vetorial no sistema FEECAD utilizando a formulacao da per-
meabilidade diferencial. A partir dele tornou-se possivel modelar o aco-
plamento das equagdes de campo com circuitos elétricos e a utilizagao
de materiais anisotropicos e histeréticos.

Como base para o método implementado mostrou-se a formulagao
envolvendo o potencial escalar magnético Q. E feita também a discus-
sao das condigoes de contorno de Dirichlet e Neumann na utilizacao
classica do potencial escalar magnético.

O método utilizado para tornar viavel a anélise da corrente que se
formara a partir de uma alimentacao em tensao é o acoplamento das
equagoes de campo com as equagoes do circuito elétrico alimentador,
com resolugao simultanea.

O modelo de histerese acoplado com elementos finitos utilizado foi
o de Jiles-Atherton, apresentado em sua forma escalar e vetorial. Com
o modelo vetorial de histerese a representacao dos campos rotativos é
evidenciada, além do tratamento de materiais anisotrépicos.

Detalhes da implementagao que merecem destaque sao o método da
discretizagdo temporal (método de Crank-Nicholson) e do tratamento
da permeabilidade diferencial, além do método das aproximagos suces-
sivas, que lineariza o sistema a cada iteragdo. A dindmica do algoritmo
foi apresentada na forma de um fluxograma de calculo a fim de detalhar
as técnicas de sub-relaxacao e reducao do passo temporal.

Os resultados obtidos foram satisfatorios e provaram que a formu-
lagao é capaz de solucionar problemas com materiais isotropicos e sem
histerese, bem como a modelagem de materiais anisteréticos na pre-
senca de campos rotativos.

Como sugestdes para trabalhos futuros cita-se:

e Testar outros modelos de histerese acoplados com a formulacao
da permeabilidade diferencial;

e Montar algum dispostivo eletromagnético para avalia-lo por com-
pleto, tendo maior controle dos dados experimentais e podendo
obter dados de perdas;

e Implementar na formulagao 3D a possibilidade de conexao entre
enrolamentos para conseguir tratar uma maior gama de proble-
mas;

e Estudo de métodos para melhorar a convergéncia.



Apéndice A

Rotinas de calculo



66

A.1 Algoritmo modelo escalar inverso de
Jiles-Atherton

Com B(t) e H(t) conhecidos do passo anterior e com o atual valor
de indugdo magnética B(t + At) calcula-se:

AB = B(t + At) — B(t)

a H,.(t)
M(t) — M
Mo (1) = (t) — ecMan(t)
1—c
dM,, M, H.(t) a \’
11 — coth?
dH,  a [ cothm =~ F <He(t)) ]
dMirr _ Man(t) — Mir'r‘(t)
dB. Lioké
D 0ot g
dB 1+ po(1 — @) (1 — )= + c(1 — ) Gfen
dM
M(t+At)=M “_AB
(t+ At) (t) + 1B
Hi+an = BEERD gy
Ho

A.2 Algoritmo modelo Vetorial de
Jiles-Atherton

A rotina de implementacao do modelo tem como entrada os campos
magnéticos H(t + At) e H(t) para dois passos de calculo consecutivos
no tempo, as magnetizacoes iniciais M (t), além dos 5 parametros que
representam o modelo para cada diregao. Como saida tem-se o tensor de
permeabilidade diferencial ||pgl|. O célculo das magnetizagoes iniciais
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é realizado da forma:

B, (t
M, (t) = o —H, (t)
i) = 29 g
Ho
o = 2O _g
Ho

Calcula-se o diferencial de campo magnético nas trés dimensoes:

dH, = H,(t+At)— H, (1)
dH, = H,(t+At)— H, (t)

Utilizando a magnetizacao e o pardmetro a do material, obtém-se
o campo efetivo H,

H, (t) 4+ a, M, (t)
Hey = Hy(t)+ ayM, (t)
H, (t)+ a. M, (1)

Sendo o médulo do campo efetivo dado por:

|He‘ == \/He:vz + Hey2 + H822

Calculo da magnetizagao anisterética:

1 x H,,

Manm = Msa: - a
tont (1)~ TE ) TAL
1 a H
Man = Ms - i o
! ! tanh(‘He|> |He| | |H|

Ay

1 z H,.

Manz Msz - a
tanh (%) |He| | [Hel

As derivadas da magnetizagdo anisterética em relacdo ao campo
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efetivo sdo:

Mg, 1 a; \?| Heo?
Gz tanh (—lfel)

M, 1 | He,?
gy = —2 |1~ 2+< ) T+ My +
ay tanh <|H |> EA |H|
2
ey
tanh ' IHI IHI |H,|°
M,, 1 a, \?| H.,?
gz = - 1- P} + ( ) + Msz +
@ tanh (m) [Hel/) | [Hel

1 Q, 1 Hez2
tanh( f“) | H.| |He| |H,?

Man = Ms

M
3a

3a

&=

Este tratamento se d4 através do truncamento nos dois primeiros ter-
mos da equagao da magnetizagao anisterética apos ser expandida por
série de Taylor [40].



69

Calculo de x7F

1

Xfz = F (Mana: - Ma: (t)>
1

Xfy = . (Many — My (t))
Y
1

Xfz = = (Manz — M, (t))

sendo o seu modulo:

Ixsl = \/sz2 + X py? + X522

Caso |xf| = 0, seu valor é substituido por um valor muito pequeno,
pois uma vez utilizado no denominador de outras equacdes poderia
trazer problemas numeéricos.

(
(
(
B, (t+ At) = po (Hy (t 4+ At) + M, (t + At))
By (t+ At) = po (Hy (t + At) + M, (t + At))
B ) (H. (t+ At) + M. (t + At))

Encontrado o valor de B(t + At) é possivel encontrar o tensor de
permeabilidade diferencial como mostra a Equagao (5.15).

O procedimento entéo para se obter o tensor de permeabilidade é:

1— oy,

w1 = o7 XfzX
sl M
1—a

wz = XfyX
el Y
1—a,

w3 = XfzXfz
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1

Wy = ——XfzX
s T
1

ws = T XfyX
s TV
1

we = T——XfzX
|

Bz = 14w +cé(1—ay)
By = lHwa+eydy(l—ay)
62 - 1+w3+cz£z (]-*Oéz)
w
Ne = ! +C$§z
1— oy,
w2
My = m +eyéy
w,
N = 8 +Cz£z
1—a,
Ba 1—ay)ws (1—oa,)ws
A= (1*0490)11)4 ﬂy (1*042)106
(1 —ag)ws (l_ay)wfi B
X =[A]"
Nx W4 Ws
B=| wy n, we
ws W 1)z
B
[vall = X —
Ho

Ao se obter o tensor de relutividade diferencial basta inverté-lo para
obtencao do tensor de permeabilidade diferencial:

-1
lpall = llvall
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