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INTRODUCAO

Daremos inicio ao nosso estudo de séries numéricas, lembrando de um dos
paradoxos formulados, ha mais de 2000 anos, pelo o filésofo grego Zendo. O filésofo
imaginou um atleta, deslocando-se de um ponto P até outro ponto (Q, e raciocinou de maneira

que pode exprimir-se nos seguintes termos: chamaremos de P, o ponto médio do segmento
PQ, por P, o ponto médio do segmento F,Q e de P o ponto médio do segmento P,Q e

assim por diante. Generalizando a divisdo de cada segmento restante em seu ponto médio,

para todo ne N, P, designard o ponto médio do segmento P Q0 como mostra a figura

+1 2
abaixo;

P R p B0

Se dissermos que ¢ serd o tempo gasto pelo atleta percorrer a distancia que vai de P até B,

serd L o tempo gasto de P, a P, # o tempo necessdrio para ir de P, a P, etc. O tempo

2

total necessdrio para completar a corrida, 7, equivaleria assim a “soma” de uma infinidade de

tempos parciais:

root t
T=t+—+—F+..+
2 2 2"

Daqui julgava Zendo poder deduzir que esse tempo total era necessariamente

+...

infinito e que, portanto, o corredor jamais poderia atingir a meta.

A partir dai, surgiu a teoria das séries infinitas que foi estudada mais a fundo por
varios matemadticos que o sucederam, tais como: Isaac Newton (1642-1727), sucessor de
Barrow (1630-1677), teve suas descobertas iniciais datada dos primeiros meses de 1665
quando estudava no Trinity Colege de Cambridge. Dentre elas, podemos destacar a
representacdo de funcdes por meio de termos de séries infinitas. Apds esta descoberta,
Newton incansavelmente continuou seus estudos, desta vez s6, pois uma peste fez com que a
escola fosse fechada. A partir dai retornou a sua terra natal, a cidade de Woolsthorpe na
Inglaterra, onde fez descobertas incriveis tais como: o teorema binomial, que possibilitou a
Newton verificar que as operagdes efetuadas com séries infinitas eram muito semelhantes as

que eram usadas para expressdes polinomiais infinitas.



Outros matemdticos de destaques como Leibniz (1646-1716) responsavel pela soma
das séries infinitas e Jacques Bernoulli (1623-1705) que se preocupou em encontrar o limite

com n — oo de expressdes do tipo (1 +lj .
n

Porém, foi Euler (1707-1783) quem reuniu em uma de suas obras a sua idéia e as
de Newton, Leibniz e Bernoulli, manipulando as séries infinitas e obtendo assim, resultados
que nenhum de seus antecessores conseguiu chegar, pois, tomava cuidado em nao trabalhar
com séries divergentes.

O estudo das séries infinitas tornou se um instrumento muito importante para o
entendimento do cdlculo. Neste trabalho estudaremos séries numéricas e séries de poténcias
com o objetivo de calcular integral de fungdes que nao possuem primitivas expressas através

sen x

. ~ ~ 2
de fungdes elementares. Exemplos de tais funcdes sio e, senx’ e

O trabalho estd dividido em quatro capitulos. No Capitulo 1, apresentamos as
séries numéricas a partir de um exemplo prético, a defini¢do de séries infinitas e em seguida
estudamos as séries geométricas e série harmonica, onde analisamos a convergéncia destas
séries.

No Capitulo 2, estudamos os critérios de convergéncia das séries de termos nao
negativos utilizando os testes de comparacdo e comparacdo por limite. Ainda foram
abordados os testes da integral, da série alternada, da razdo e da raiz para identificar se as
séries sdo convergentes ou ndo. Tratamos também da convergéncia absoluta. Mostramos
através de um exemplo a importancia da convergéncia absoluta.

Iniciamos o Capitulo 3 com o estudo das séries de poténcias, que sdo séries que
generalizam a noc¢do de polindmio. Apresentamos o Teorema da Convergéncia de Série e
ilustramos este teorema através de exemplos. Trabalhamos com o importante teorema sobre
séries de poténcias, que diz que sob determinadas condicdes, podemos derivar e integrar
termo a termo a série de poténcias. E representamos certos tipos de fungdes como série de
poténcias pela manipulacdo da série geométrica, ou por derivagao e integracdo de tais séries.

O Capitulo 4 trata de uma técnica mais geral para a constru¢do de séries de
poténcias. Estudamos série de Taylor, encontraremos representagdes em séries de poténcias
para algumas fungdes que ndo possuem primitivas expressas por fungdes elementares e
estudaremos um caso especial da série de Taylor chamada de série de Maclaurin, onde a tnica
diferenca entre estas séries € o centro delas, pois a série de Maclaurin estd centradaem a =0.

Dando continuidade ao Capitulo 4, usamos a teoria de séries de poténcias para calcular valor

7



aproximado para funcdo logaritmica, calcular limite de fun¢do e calcular integrais que
ndo possuem primitivas expressas por fungdes elementares.
E finalizando com a conclusdo onde serd exposto o que foi feito no trabalho

assim como as dificuldades que tivemos no decorrer de sua escrita.



CAPITULO 1

SERIES NUMERICAS

Neste primeiro capitulo estudaremos as séries numéricas, partindo de uma situacio
problema que exemplifica uma situacdo semelhante a que foi proposta pelo filésofo Zendo
para a formalizacdo do conceito de série infinita (ver Introducdo). Em nosso estudo veremos a
Série Geométrica e a Série Harmonica partindo de suas definicoes até chegarmos a andlise de

sua convergéncia e de suas propriedades.

Partiremos da seguinte situacdo: Samuel Blaustein possui uma divida no valor de
R$ 100,00 que deseja liquidar efetuando pagamentos da divida sempre a metade do que deve.
Por exemplo, no primeiro més efetua o pagamento no valor de R$ 50, 00, no segundo més R$
25,00 e no terceiro més R$ 12,50 e assim por diante. Problema como este nos deixa a seguinte
indagacao, “serd que em algum momento esta divida serd liquidada?” Se observarmos esta
divisao sucessiva do saldo ao meio, teremos uma infinidade de resultados como mostra o

esquema abaixo:

1° Pagamento Q =50,00
2

_(100)_
2° Pagamento \2) = @ =25,00
2 2
_(100)_
2
3° Pagamento 2 = Q =12,50
2 2
_(10())_
3
4° Pagamento 22 = % =6,25




Se continuarmos a dividir o saldo indefinidamente, a soma destas parcelas serd considerada
uma soma infinita, isto €;

50+25+12,5+6,25+...,

ou ainda;

100 100 100 100 100
L e S s
2 2 2 2 2

+ ...

Esta soma nos leva a pensar que ao final teremos sanado a divida, mas na verdade temos: uma
soma infinita e assim, ndo serd possivel efetuar o pagamento total, pois sempre existird um
valor a ser pago.

Podemos considerar cada valor da soma anterior como elemento de uma

seqiiéncia { a,} escrita da seguinte forma:

100 100 100 100 100

ou ainda;

a,a,,05,4,,...,4,,...
Considere a sequéncia {Sn} dada pela soma dos pagamentos sucessivos efetuados

pelo Sr. Samuel Blaustein, dai vem:
S, =a
S,=a,+a,
S,=a,+ a,+ a,

S,=a,+a,+a,+q,

S =a+a,‘a,+a,+..+a,

A sequéncia {Sn} formada a partir da sequéncia {an} € chamada de série infinita.

No que segue apresentamos a defini¢do formal de série infinita.

Definicao 1. Seja {a,} uma sequéncia de numeros reais. Chama-se de série infinita a
sucessao {Sn} definida da seguinte forma

S =a+a,ta,+a,+..+a,.
Os ndmeros a,,a,,a,,a,, ... sao chamados de termos da série infinita. O nimero a, diz-se

termo geral da série.

10



O simbolo
+oo
Ya,=a+a,+a,+a,+.+a,+..

€ usado para denotar a série infinita.

Os ndmeros §,,5,,55,5,, ... chamam-se somas parciais e S, diz-se termo geral das somas

parciais.

Exemplo 1. Encontre os quatro primeiros termos da sequéncia de somas parciais {Sn}, e

obtenha uma férmula para S, em termos 7 para as séries abaixo:

)Z (2n-1 2n+1)

Solucao.

1
(2n-1)(2n+1)

O termo geral da série € a, = Podemos reescrevé-lo usando fragcdes parciais

da seguinte forma

1 1
“T22n-1) 2(2nt1)

Entao
S, =a,
5 =1 1 _1 1 _1
22— 1) 2+ 2 23 3
S,=a, +a,

S,=a,+a,+a,

11
S5 = (2 23)+(23 25

‘H
|
‘H
Nl
+
—_——
‘H
|
‘H
—_
Il
| =
+
|>—
+

S,=a,+a,+a,+a,

(r_ 1ty (1r_ 1ty (r_ty (1 _ty_1r.1_ 1 1_4
54_(2 2.3)+(2.3 2.5)+( )+( ) 3t 5t 83T o

1 1 1
c : - - . temos:
OO T o) (2n+1) 2(2n-1) 2(2n+1)

11



Lo(ro 1 (1t Lot PR,
"\2 23) > 23 25) 25 27) “\27 29)

1 1 1 1

" 2(2n=3) 20" " T 2(2en) 2(2n)

Assim, como S, =a, +a, +a;+a,+...+a, vem que:
(1 1)(1 1)(1 1) 1 1 1 1
S =l——— |+ —=—— |+ = |+...F - + - .
2 23) (23 25) (25 27 22n-3) 2(2n-1)| |2(2n-1) 2(2n+1)

Eliminando os termos simétricos e simplificando a expressdo, obtemos: a férmula que define

S, ,istoé,

Snzl—;,ouainda, S, = " .
2 2(2n+1) 2n+1

b) Como a, = ln—1 , podemos reescrever o termo geral da série utilizando as propriedades
n+

dos logaritmos da seguinte forma,

a,=Inn—In(n+1).

Entao
S, =a
S, =Inl-In2
S,=a,+a,

S, =(1n1—ln2)+(1n2—1n3)=ln1—1n3=ln%
S,=a,+a,+a,
S, =(lnl—ln2)+(ln2—ln3)+(ln3—ln4)=1n1—1n4=1ni

S,=a,+ta,+a,+a,

S, =(lnl—ln2)+(ln2—ln3)+(ln3—ln4)+(1n4—1n5)=1n1—1n5=1n%.

Como a, =Inn—In(n+1), temos:

a,=(In1-1n2), a,=(In2-In3), a,=(In3-1n4), a, =(In4-1n5),...

a,_, =In(n-1)-Inn, a,=Inn—In(n+1).

12



Assim, como S, =a, +a, +a, +a,+...+a, vem que:
S, =(In1-1n2)+(n2-1n3)+ (In3—-1n4)+(In4 —In5)... +[In(n —1) = Inn]+ [Inn - In(n + 1)].
Eliminando os termos simétricos e simplificando a expressdo, obtemos: a férmula que define

S, ,istoé,

S, =Inl-In(n+1),0u S, =ln% ,ouainda S, =—In(n+1).
n+

1.1 Série Geométrica

Defini¢ao 2: Chama-se série geométrica, a série da forma
“+oo
z aq”_1 =a+aq+aq2 +aq3 +...+aq”_1 +...
n=1

onde a e g sdao numeros reais diferentes de zero. O numero g é chamado de razao.

Exemplo 2. Encontre os quatro primeiros elementos da sequéncia de somas parciais {S n}, e

< o 12
obtenha uma férmula para S, em termos de n para a série Y

n=l (—S)n '

Solucio.
S, =a
S, = 121 =-2,4
(=5)
S,=a,+a,
S, = 12 + 12 =-2,440,48=-1,92

(-5)  (-5)
S,=a,+a,+a,
S=2 4y 12 4 12 _ 5 440,48-0,096=-2,016

5] (5 (5

S,=a,+a,+a,+a,

s =12 12 12 12 _ 5 4,048-0,096+0,0192=—19968

) () () ()

Como a, =

n n

(=5)

temos:

13



Assim, como S, =a, +a, +a,+a,+...+a, vem

12 12 12 12 12 12

S =S 2E S 4 gL o
(=5) (=5) (=5) (=5) (=5)" (=5)

pondo o numerador em evidéncia obtemos:

. ! I + I + I +... ! I
B ) I G I S M S M G G

PG de razdo [—;]

Portanto,

1.2 Convergéncia e Divergéncia de Séries

oo
Definicio 3. Consideremos uma série infinita »_a

n=l

e sua seqiiéncia de somas parciais

n

{S,}. Se lim S, existir e for igual a S entdo a série € dita convergente e converge para S.

n—>+oo

Caso lim S, ndo exista, ou tenda para o infinito a série serd divergente.

n—y+oo

Exemplo 3. Determine se a série infinita € convergente ou divergente. Se for convergente,

encontre a sua soma.

)Z (2n-1 2n+1)

Solucao.

Do Exemplo 1 sabemos que a férmula das somas parciais é dada por S, = il
n

Calculando o limite de §, , temos:

14



. . n : 1 1
lll’l’l(2 " 1j: lim 2nn 1 = lim —1 :E.
n—oo n—+oo n—+oo
n+ L 24~
n n n
Da Defini¢do 2 podemos concluir que a série infinita z 1 € convergente €

(2n—1)(2n+1)

n=l1

1
sua soma € 5

b) Do Exemplo 1 sabemos que a férmula das somas parciais é dada por S, =—In(n+1).
Calculando o limite de S, , temos:

lim [ ~In(n+1) | = —eo.

n—>+oo

+oo
C e Lo e e - n ..
De acordo com a Defini¢do 2 temos: que a série infinita ZIH— ¢ divergente.

n=l

+oo
Teorema 1 (Condicdo Necessdria para Convergéncia). Se a série infinita ) a, ¢

n=1

convergente, entdo, o limite do termo geral da série serd nulo, isto é, lim a, =0.

n—>+oo

Demonstracao.

Seja {Sn} a sequéncia das somas parciais para a série dada, e seja S a soma da série.

Entdo lim S, =S . Temos: também que lim § , =S. Da defini¢do de limite de seqii€ncia,

n—>+4oo n—>+oo

temos: que para todo £ >0 existe um nimero n,€ N tal que para todo n>n, implica

1
<5€.

n+l

S35,

<lge|5—s
2

Entdo para todo n >n, temos:

1 1.
S|<2£+ e=¢.

an+1 - Sn+l - Sn + Sn+l 2

=[S-S,+S,.,—-S|=[S-S,

Portanto, lim a, =0.

n—>too

15



Observacao 1: Se lim a, # 0, podemos concluir que Za € divergente. Este resultado é

n—>+oo
n=1

conhecido como Teste da Divergéncia.

2
Exemplo 4 Analise a convergéncia da série Z

2n +5
Solucio.
n’ &= 2
Seja a,=— o termo geral da série z , temos:
2n"+5 ~2n" +
3n®
3n® . 2 . 3 3
lima, = lim ———= lim —*—= lim ==
N—>too n—+oo 2n +5 n—+oo 2n 5 n—+oo 2 5
ot T3
nn n

+o00 2
Como lima, # 0, pelo Teste da Divergéncia concluimos que a série Z

n—>+oo n—1 5

¢ divergente.

Observagﬁo 2: Se o lim a, =0, ndo implica necessariamente na convergéncia da série,

n—>too

pois existem séries divergentes para a qual o lim a, =0. O exemplo abaixo ilustra esta

n—>+oo

observacao.

Exemplo 5 Considere a série Zln 1

n
O termo geral da série € a, = ln—1 Temos:
n+

n
lim [ln(—n_i_l)} ln[hm (—+1)} In| lim T In| lim 7 In(1)=0.

n—s+oo n—+eo \ 1 n—>+oo n—>+oo 1+

i+i
n n n

Portanto, lim a, =0, mas como vimos no Exemplo 3-b a série € divergente, mostrando

n—>+oo

assim que a reciproca do Teorema 1 ndo ¢é valida.

16



oo
Proposicao 1. Consideremos a série geométrica Zaq”_l. Se |q|<1 entdo a série €

n=1

. 4 a .t 2
convergente e convergird para soma S =1_5" Por outro lado, se |q|21 a série serd
—-q

divergente.

Demonstracao.

+oo0
Seja Z:aq”_1 a série geométrica, onde sua n-€sima soma parcial S, € dada por:

n=1
S =a+aq+aq’ +aq’ +..+aq"” +aq"". (1)
Multiplicando os dois membros por g temos:

qS,=aq+aq’+aq’ +..+aq"" +aq". ?)

Subtraindo os termos de (1) por (2) membro a membro temos:
(S,—gS,)= (a+ ag+aq’+aq’ +..+aq"” +aq"”’ )—(aq+ ag’+aq’ +...+aq"”’ +aq”).
Observe que os termos irdo se anular, resultando apenas em

(1-q)s, = (a—aq”) ou ainda (1-¢)s, :a(l—q”).

1_ n
Portanto, §, :a(l—Q) com g#1.
—q

all-q")

I-¢

Analisando o comportamento da seqiiéncia de somas parciais S, = temos:

e Se |q| <1, observamos que ¢" tende para zero quando ntende a c. Entdo S, tende
a . Jr 2
para s Logo a série geométrica é convergente.

e Se |q| >1 observamos que ¢" tende para o infinito, assim como S, também tende

para o infinito. Logo a série geométrica € divergente.

* Se g=1 entdo a n-ésima soma parcial serd S, =a+a+a+..+a, ou seja, S =na.

Entdo lim S, =+o0, sea>0 ou lim S, =—sea<0. Como lim S, ndo existe, a

n—>teo n—>-oo n—>+oo

série € divergente.

e Se g=-ltemos S, =———F5——=

> Assim lim §, ndo existe.

a, se n for impar Hsteo

a[l—(—l)n} _ {O, se n for par

Logo a série geométrica diverge.

17



1.3 Série Harmonica

+oo

E toda série da forma zl=1+l+l+l+...+l+...
pa ) 2 3 4 n

+o0

Exemplo 6. Mostre que a série harmonica Z% ¢ divergente.
n=1

Solucao.

+oo

‘o 1 ., . LA P
Para mostrar que a série ZZ ¢ divergente, mostraremos que a subseqiiéncia {Szn}e

n=1

divergente.

Temos:

S, :1+%

S22 =1+%+(%+%) >1+%+(%+%)=1+2%

Sy —1+%+(%+%)+( +%+%+%)>1+%+(%+%)+(%+%+%+%)=1+3%

1,(1,1 1 1 1 1)_ 1
>1+§+(§+Z)+(§+”'+§)+(E+”'+E)_1+42'

Generalizando chegamos a

n

Sz,l >1+2

Na desigualdade acima, fazendo n — oo temos: Szn — oo, Assim a subsequéncia {Sz,,} é

divergente.

Como a {S n} possui uma subseqiiéncia divergente entdio a sequéncia {S n} ¢ divergente.

+o0
o | RPT
Portanto, a série z; ¢ diver gente.

n=1

—+o0 —+oo
Teorema 2. Se Zan e an sdo séries infinitas convergentes com somas R e S,

n=1 n=1

respectivamente, entao

18



oo
a) A série Y (a,+b,) é convergente ¢ sua soma é R+5S.

n=1

+oo

b) A série D (a,—b,) é série convergente e que soma é R—S .

n
n=l1

400
¢) Consideremos ¢ uma constante nao-nula, a série Zmn serd convergente e sua soma serd

n=l1

c.S.

Demonstracao

a) SejamR =a,+a,+..+a, ¢ S =b+b,+..+b ~as somas parciais das séries
+oo

Zan e an, respectivamente. Entdo
n=l1

T = (a,+b)+(a,+b)+...+(a,+b)
= (q+a,+..+a,)+(b+b,+...+b,)
=R +S,

+oo
sdo as parciais da série Z(an +b,).

n=1

—+oo +00
Como a série Zan converge para R e a série an converge para S, temos que

n=1 n=1
IimR, =R e limS, =S5 . Assim,
lim7, =lim(R +S,)=1limR +1limS =R+S.

+oo
Portanto, a série Z(an +b,) é convergente e sua somaé R+S .

n=l1

b) A demonstracdo € andloga ao item a).

+o0
c) Sejam R =a, +a,+...+a, as somas parciais da série Zan € ¢ uma constante ndo nula.

n=l1
Entao

cT, = ca,tca,+...+ca,.
= c(a,+a,+..+a,)
=cR ,

n

+o0 +oo
s@o as somas parciais da série ann . Como a série Zan converge para R temos que

n=1 n=1

limR, = R. Assim,

n—o0
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limcT, =limcR, =climR =cR.

n—co n—oo n—oo

+oo
Portanto, a série 2can ¢ convergente e sua soma € cR.

n=l1

Exemplo 7. Encontre a soma da série 2[3_1;1"'%} :

n=l1

Solucao.

Sejam a, =— e b, = Zi" os valores que formam o termo geral da série Z[Lﬂ+%} ,

n=1

n=1

ou seja, i[;ﬂ + zi}zi[an +bn]=ian +§bn .
n=l1 n=l n=l1

+oo +oo
Vamos chamar Zan =R e an =S§. Temos:

n=1 n=1

R:Z 1 :i+i+i+L+”.+ ! +...,

o 311 31 32 33 34 3n
a série geométrica onde a =% e q =% <1. Logo pela Proposicao 1, a série possui uma soma
1
< _.3 _1
que é dada por R =—1=7
-4
3

A série S = =t —F+—+—+...+ + ..., que pode ser escrita como,
o 2)1 21 22 23 24 2)1 q p
NS5 5,515 1,51 I
S‘;z"‘z 4555 s+ 5 gttt
) ) L o 5 1 i -
¢ também uma série geométrica onde a =5 € q=5<1. Logo pela Proposicao 1, a série
S
possui uma soma que € dada por S:%:S.I:S.
l_i
2

Portanto, a soma da série Z[%ﬂ+%} é l_|. 5= 11 )

n=1

O préximo teorema diz que o cardter de uma série ndo se altera quando se acrescenta

ou se retira um numero finito de termos.

20



—+oo —+o00
Teorema 3. Sejam Zan € an duas séries infinitas, diferindo por um nimero finito de

n=1 n=1

termos. Entdo ambas as séries sdo divergentes ou convergentes.

+oo
Exemplo 8. Analise a convergéncia da série Z%
n=0

Solucao.

A série dada é:

—n:1+ll+i2+%+i4+...+in+...
=3 3 3 3 3 3

oo
A série L —L+i+i+i+...+i+... ¢ convergente, pois € a série geométrica com

—~ 3n - 31 32 33 34 3n

+oo
‘o 1. ‘o Lo ~ 1
A série Z—n difere da série geométrica de razdo 3 apenas por um termo. Logo, pelo
n=0

Teorema 3, a série dada € convergente.
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CAPITULO 2

Neste capitulo serdo trabalhados os critérios de convergéncia para a série de
termos ndo negativos, onde abordaremos os testes de comparacao, comparacao por limite e o
teste da integral. Estudaremos as séries alternadas, seu critério de convergéncia e sua
estimativa do resto. Além disso, estudaremos os testes da razdo e da raiz que nos permitem

analisar a convergéncia de séries que possuem termos negativos.
2. CRITERIOS DE CONVERGENCIA

2.1 Séries de termos nao negativos

+oo
Definicio 4. Uma série ) a, diz-se de termos ndo negativos se a, >0 para qualquer

n=1

ne N.

+oo +oo
Teorema 4. (Teste da Comparacdo) Sejam » a, ¢ > b, séries de termos ndo

n=1 n=1

negativos tais que a,< b, Vne N.

+o0 +o0
i) Se a série an € convergente entdo a série Zan ¢ convergente.

n=l1 n=1
o0 +oo

ii) Se série Zan ¢ divergente a série an ¢ divergente.
n=1 n=l1

Observacao 3: Pelo Teorema 3 podemos observar que a omissdo de um nimero finito de
termos ndo altera a natureza da série. Assim, podemos aplicar o teste da comparagdo

analisando a condi¢do a,< b, para n=n,, onde n,¢€ um niumero natural fixado.

Exemplo 9. Determine se as séries infinitas sdo convergentes ou divergentes.

+o0 6 +oo 2
b —_—
VL5 2
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Solucao.
a) A série dada é:

6 6 6 6 6
—t—F—t——+..+ +
6 26 126 626 5"+1

Comparando o n-ésimo termo dessa série com o n-€simo termo da série geométrica

convergente,
6 6 6 6 6 ( 1 )
—t—t+—+—+. . F—+.. g==<I1
5 25 125 625 5" 5
Temos:
6

6 o .
- <= Para todo n inteiro positivo.
5"+1 5

Assim sendo, pelo Teste de Comparagio, (Teorema 4.7), a série dada é convergente.

b) A série dada é:

2 2 2 2 2
t——=+——=F.t——+...

JI442 3 A4 n

Comparando o n-ésimo termo dessa série como o n-ésimo termo da série harmonica que €

divergente, temos:

2 1 o .
—= > — para todo n inteiro positivo.

Jnon

Logo, pelo Teste de Comparacado (Teorema 4.ii), a série dada € divergente.

Teorema 5. (Teste de Comparacao por Limite)

Suponhamos Zan e an duas séries onde a, >0 e b, >0, para qualquer que seja ne N

n=1 n=1
a +oo oo
i) Se lim —*=c,com ¢ >0 entdo Zan e an ambas convergem ou ambas divergem.
e b n=1 n=1
a 400 +o0
ii)Se lim—=%=0¢ an converge, entao Zan converge.
n—+eo b
n n=1 n=l1
a +oo +o0
iii) Se lim —* =400 € se an diverge, entdo Zan diverge.
n—+eo

n=l1 n=1

23



Exemplo 10. Determine se as séries infinitas sdo convergentes ou divergentes:

+o0 6 +o0 .
b .
a) ; 511 )nZ:; ne
Solucio.

+oo0
a) Chamaremos de b, o n-ésimo termo da série geométrica Z—n que sabemos ser

n=1

convergente, e de a, o termo geral da série z

e L
Entao,
6 5
pefim S i =8 i Y M5 o im o,
n—s+oo bn n—>+oo i n>+o 5" 41 6 n—te0 § 41 oo i i n—>+oo 1+ i
5n SVL 5n Sn

Assim sendo, (pela parte 1) do Teste de Comparacdo por Limite, segue que a série dada é

convergente.

4o 1 A
b) Seja b, o n-ésimo termo da série geométrica z e 2 comrazdo g=e * que é menor que

n=1

1, portanto € convergente (Proposi¢do 1), e a, o n-ésimo a série Zn.e_”. Entdo,

n=l1

. a . e .

lim -2+ =lim = lim

n—>+oo b n—+o  _M n—>+oo
2

Assim sendo, (pela parte ii) do Teste de Comparagao por Limite, segue que a série dada é

convergente.

+oo

c) Seja a, o n-ésimo termo da série dada por Z \/_ e seja b, o n-€simo termo da série

Z— que sabemos ser a harmonica que é divergente. Entdo,

n=1

1
3 2 1
. n n .
lim -2+ = lim 1 = lim —=lim
Nn—+oo b N—>+o0 1 n—+4oo 3 n2 1 n—+oo 3 n2
n
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S
(98]
&
"

. mn .
= 3 im——=lim/n =+oo.
n—>+oo 3/n2 JIn n—teo  p n—>+oo
+oo

Assim sendo, (pela parte iii) do Teste de Comparagdo por Limite, segue que a série z W é
Aln

n=1

divergente.

oo
Teorema 6. (Teste de Integral) Consideremos a série Zan e suponhamos que existem

n=1
um ndmero natural p e uma fungdo f :[ p,+oo) — R, continua, positiva e decrescente tal que

f(n)=a, para n= p. Nestas condigdes temos:

+oo
oo
i) Se I f(x)dx for convergente entdo a série Zan também convergente.
p
n=p

+oo
+o0
ii) Se I f(x)dx for divergente entdo a série Zan ¢é divergente.
P
n=p

Observacao 4: Nosso estudo abordard exemplos que tratam de fungdes f continua,

decrescente e com valores positivos para todo n =1.
Entdo, a série infinita, Zw:f(n)zf(l)+ f2)+ fB3)+..+ f(n)+.. ou ainda
n=1

oo oo
n)=a, +a,+a,+...+a_ +... serd convergente, se a integral impropria x)dx existir
1 ) T n g g prop )

n=1

oo
e serd divergente se a integral imprépria J; f(x)dx for divergente.

Exemplo 11. Use o Teste da Integral para determinar se as séries sdo convergentes ou

divergentes.

Sh
a)Z:;? b)zﬁ.

Solucao.

a) Seja f(x)z%. Entdo f'(x)=-2x7 :;_32,
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Como f '(x)< 0 para x>0, segue que f € decrescente para x>0 . Além disso, f'¢é continua e

seus valores sdo positivos para todo x>0. Assim, as hipéteses do Teste da Integral estdo

verificadas.
Temos:
1 —2+1 _1
J.—dez_[x_zdxz a +c=—+c
X -2+1 X
Logo,
|7 (ax=tim [ f (x
ou seja,
oo b
| L= tim =L
1 x b—+0 X

+oo &=
Portanto, L %dle. Dessa forma, com a utilizacdo do (Teorema 6), a série Z—Z é
X

n=1

convergente.

1
b) Seja f(x)z—l. Entdo f'(x)=—-—=x 2.
x? 2
Como f'(x)<0 para x>0, segue que f é decrescente se x>0. Além disso, f é

continua. Assim, as hipéteses do Teste da Integral sdo satisfeitas.

Temos:
1 1
1 - x_E+1 2
J-—dx:.[x Zdx = +c :—+c 2\/;+c
2 2
Logo:
J7 r=tim [ 1 (x
Isto €,

jf’idx:lim ¥ 2dx= hm(2\/_)

\/; b—eo J1 b—>+oo - I}LIPM(Z\/E - 2) -

Portanto, pelo Teorema 6, a série z T ¢ divergente.
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+oo
(o A 1,
Exemplo 12. Mostre que a série hiper-harmonica Z—p, é convergente para p>le

n=l1 n

divergente para p <1.
Solucao.

.1 ~ . a - T B
Se para p<0 temos: lim — =+oco, entdo pelo Teste da Divergéncia a série Z— é

n—+eo n n=1 np
divergente.

.1 ~ ) N - I B
Se para p=0 temos: lim— =1 entdo pelo Teste da Divergéncia, a série Z— é

n—teo p ¥ ~ n?

divergente.

Vamos analisar quando p>0. Consideremos uma fung¢do f :[1,+oo) — R tal que
f(x)= — - E facil ver que f € continua e positiva no seu dominio. Ainda, f ¢é decrescente
X

14

+1
xP

para todos os pontos do dominio, pois f'(x)=(x")=—px " =— € menor que zero para

x=>1.

Lembrando, o Teste da Integral diz que a série Z—p converge (diverge) se a integral

n=1
improépria J‘lm f(x)dx converge (diverge).

Se p<1, temos:

oo b —-p+l —-p+l
j f(x)dx = lim Lﬁdleim{x } :lim(b 1 ]:4-00.
1 b—>+ool_x b—>+o0 _p+1 | b—>+oo _p+1 _p+1

oo
Logo, a série Z—p € divergente.

n=1

Se p>1, temos:

oo b —p+l b —p+l
x)dx=lim [ dr=lim | 2X—— | = lim | -2~ -1
! r +1

b—>+oo1x b—+eo| —P l_b_>+°° _p+1__p+1 p_l.

+oo
Logo, a série Z—p ¢é convergente.
n=l1 n

o0
Para p =1, encontramos a série z-, que sabemos ser divergente (Exemplo 6).
n=1 1
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i 1
Portanto, a série Z—p (hiper-harmonica) serd divergente para p <1 e serd convergente se

n=1

p>1.

Exemplo 13. Determine se a série infinita € convergente ou divergente:

Vs

n=l (n +4)
Solucao.
Seja f(x) =;1 fun¢do continua e positivaem R , com f(n)=a,. A derivadade f €
()c2 +4)s
dada por f'(x)= —Lé <0 para x>0. Assim, f € decrescente para x>0 . Temos: as
5(x? +4)s

hipéteses do Teste da Integral satisfeitas.

Encontrando a familia de primitivas para funcao f , temos:

[ ae= [l rafsax=3( raf re=24( ) +e

(x2+4)g
Entao,
J 7 (et [ 7 (x
Ou seja
J-lm 1 dx—hhm lb 1 -dx
(x2+4)5 o (x2+4)§
tim| A 4 )|
—bll)rg{s(x +4)5J
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—+co
Portanto, j %dx ¢ divergente. Dessa forma, com a utilizacdo do Teorema 6, a série
(x2 + 4)5

<« 1

——— dada € divergente.

nz—:‘(n2 +4)/V5

2.2 Séries Alternadas

Definicao 5. Uma série € dita alternada se seus termos s3o positivos € negativos,

alternadamente. Assim, se a, >0, para todo inteiro positivo n, entdo podemos dizer que a

+oo +oo
série alternada pode ser escrita de duas formas Z:(—l)"+l a, ou Z(—l)" a, .
n=1

n=1

Exemplo 14. D¢ alguns exemplos de série alternadas.

+oo ntl ] 241 ] 34 ] 4+1 5+1 ]
a);(—l) m:(—l) m+(—1) m+(—1) 1114+(—1) E+"'+(_1) T+

1 1 1 1 PR |
m—— e+ — (1) — .
In2 In3 In4 In5 Inn
— . n+3 143 2 243 ;3 343 s 443 .
b -1 =(-1 +(-1 +(-1 +(-1 =1
);( )n(n+2) ( )1(1+2) ( )2(2+2) ( )3(3+2) ( )4(4+2)
4 5 6 7 2 n+3
S22 07 e
38 15 24 n(n+2)
- 3+n 3+1 3+2 3+3 3+4 3+n
_1n+1 —(— 1+1_ _ 2+1_ _13+1_ _ 4+1—... _ n+l
C)Z( ) 5+n S5+1 ( ) 542 ( ) 543 ( ) 5+4 ( ) S5+n

Teorema 7. (Teste de Séries Alternadas)

+o0 +oo
z . 1 . . -~
Se a série Z(— 1)"'a, ou Z(—l)” a, ,onde a, >0 satisfaz as seguintes condigdes:
n=1

n=1

29




1) an+1 < an 4
i) lim a, =0,
n—>+oo

entdo a série dada serd convergente.

Exemplo 15. Determine se a série é convergente ou divergente, pelo método das séries

alternadas:
n n+3 n+13+n &=
b -1
a)z n(n+2) )Z 5+n C);(
Solucio.
a) A série dada é
n n+3 4 5 6 7 8 2 n+3 il n+4
z_ A6 T 8 eyt
nn+2) 3 8 16 24 35 n(n+2) (n+1)(n+3)

Comparando os termos a,,, € a, da série, observamos que a condicdo i) foi satisfeita, pois

g = n+4 __n+3
m T (n+1)(n+3) n(n+2)

_ (n+4)n.(n+2)—(n+3)(n+1)
(n + 1).(n + 3).n.(n +2)

_ -n*-7n-9
- (n+1)(n+3)n(n+2)

ou seja,
a,,, <a, para todo n inteiro positivo.

Calculando o limite do n-ésimo termo, temos:

v
2

lim a, = lim >~ |jm 2 1--0.
n n n(n+2) n 142
n

Como lima, =0, a condi¢do ii) do Teorema 7, também fo1 satisfeita.

n—>too

Portanto, segue do Teste de Séries Alternadas, que a série dada € convergente.

b) A série dada é

i(—l)n+l3+n 4 5 6 7 .+(_1)n+13+l’l+(_1)n+2 4+l’l+
= 5+4n 6 7 8 9 5+n 6+n
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Comparando os termos a,,, € a,da série, observamos que a condi¢do i) ndo foi satisfeita,

pois
_4+n 3+n
G = = 6+n _5+n
_ (4 + n).(S + n)— (3 + n)(6 + n)
(6 + n)(5 + n)
_ (4 + n).(S + n)— (3 + n)(6 + n)
(6+n)(5+n)
20

=————— entdoa

(6+n).(5+n)

>a,.

n+l

Calculando o limite do n-ésimo termo, temos:

é+1
lim a, = lim 27" = lim 1.
n—>+oo n— w5+n n—)oo7+1

n

Como lim a, =1, a condic¢do ii) do Teorema 7 ndo foi satisfeita, segue do Teste de Séries

n—>+oo

Alternadas, que a série € divergente.

¢) A série dada é

= nl 1 1 1 1 nl n+l 1
-1) —==-1+——=+——=+..+(-1) —+(-1
;( ) n 2 3 4 5 ( ) n ( ) n+1

Comparando os termos a,,, € a,da série, observamos que a condi¢do i) foi satisfeita, pois

1 1
an+1_an: -
n+l n
_n—(n+l)
B (n+1).n

-1
(n+1).n

Ou seja,

a,, <a, Paratodo n inteiro positivo.

Calculando o limite do n-ésimo termo, temos:

lim a, = limlzo

n—+oo n—+te p

Como lima, =0, a condi¢do ii) do Teorema 7, também foi satisfeita.

n—>+oo
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Portanto, segue do Teste de Séries Alternadas, que a série dada é convergente.

Observacao 5: A série do exemplo anterior recebe um nome especial de série harmonica

alternada.

Definicao 6. (Definicao de Resto) Se uma série infinita for convergente e sua soma
for §, entdo o resto obtido quando aproximamos a soma da série pela k-esima soma parcial

S, , denotado por R, serd dado por R, =S-3S,.

+oo

Teorema 8. (Estimativa de Resto) Considere a série alternada Z(— 1)"a, ou

n=1

+oo
Z(—l)" a,,ondea, >0 e a,,<a, para todo n inteiro positivo, e lim a, =0. Entdo, se R,
) n—>+oo

for o resto obtido quando aproximamos a soma da série pela soma dos k primeiros termos,

|Rk| <a., .-

(-1’

"n!

400
Exemplo 16. Encontre uma aproximagio para soma da série Z , com a precisao de

n=0

até 4 casas decimais.

Solucao.

Como podemos observar, a série dada € uma série alternada em que o termo de ordem n +1 é
menor que o termo de ordem n, e ainda o limite de seu termo geral é igual a zero,
satisfazendo as condicdes do Teorema 7. Logo, a série dada € convergente.

S g )
Sejam S = ZW esS = z a n-ésima soma parcial.
- n.

ok k)

=)

+oo
Calculando os termos da série z

temos:
“~ 2"n!
0 4
n=0 — aozgzl; n=4 — a4=@=L:O,00260416;
2°.0! 274! 384
_ _ED s _ ) N .
n=1 - a, = T ——5——0,5, n=5 — a;= 53] ——3840——0,000260416,
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(-1)° (1) _ 1
n=2 — a,= 5 =—=0,125; n=6 - a,=-—"—=——=0,0000217013;
2°2! 6! 46080
3 7
— -1 1
n=3 - a3:@:—i:—0,020833 n=7 — a, :( 7) =— =—0,00000155.
2°.3! 48 2°7 645120

Para que possamos encontrar a soma dos termos com a aproximacao de quatro casas decimais,

devemos desconsiderar o termo a, no somatdrio das somas parciais, pois este termo possui

quatro casas decimais nulas apds a virgula o que nao afeta o somatério. Temos,
Ss=a,+a,+a,+a,+a,+a

1 1 1 1 _
Ss=1-5+5 287384 3340 ~ 0065

Portanto, § =0,6065 com precisdo de quatro casas decimais. Assim podemos observar que

|R5|Sa6.

2.3 Convergéncia Absoluta

—+oo —+oo
Definicdo 7. Uma série infinita )_a, é dita absolutamente convergente se a séric Y

n=1 n=1

an

que é formada por valores absolutos também for convergente.

Exemplo 17. Verifique se as séries abaixo sdo absolutamente convergentes.

& (5 = w7
")Zl(_ 1) (Zj ”)Zl(‘l) <

Solucao.

a) A série dada é

i(—l)"-( > j: > +i—i+i+...+(—l)”. > T

2n )T ol T2 93 ot 2"

n=l1
E a série de valores absolutos ¢ dada por

&5 5 5 5 5 5
z n:_l+_2+_3+_4+"'+ "
ol 2 2 2 2 2 2

+....

Como visto no Exemplo 7, a série de valores absolutos € convergente. Portanto a série dada

inicialmente converge absolutamente.
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b) A série dada é

+oo 3 3
n 1 27 0
> (=1 Sn :——£+—+...+(—1) o Sn +...
= n+1 2 33 244 n’ +1
E a série de valores absolutos ¢ dada por
&S ond 108 27 n’ iy n’ :
Z . =—t+ -ttt + ..., nesta série onde a, = 5 , 0 seu denominador
—nt+1 2 33 244 n’ +1 n’ +1
1 1
¢ n+l>n’ = . IS—S, multiplicando a desigualdade por n’, encontramos
n+1 n
3 3 3
n n n 1 .
S—==>— < —, qualquer que seja n€ IN , com n21.

n’+1 n n+1 n

+oo
Como visto no Exemplo 11a) a série Z—z € convergente assim temos: que pelo Teste da

n=0 1
oo 3 +o0
~ R n . R n+l z
Comparagao, a SCric Z 5 c Convergente, € assim a S€ric Z (— 1) 5 sera
n—o N~ + 1 n=1 n’ +1

absolutamente convergente.

2.4 Convergéncia Condicional

Definicao 8. Uma série diz-se condicionalmente convergente se for convergente, mas nio

absolutamente convergente.

+oo _1 "
Exemplo 18. Verifique se a série Z( )

converge condicionalmente.

~ n+
Solucao.
+oo (1)1 1\ _ n+l
A série dada é ( 1) =—l+l—l+l+...+( 1) +( 1)
‘o n+5 6 7 8 9 n+5 n+6

Comparando os termos a,,, € a, da série, observamos que a condi¢do i) do Teorema 7 foi

satisfeita, pois

1 1
_an: —_
n+6 n+S5

an+l
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n+5—(n+6)_ -1

(n+6).(n+5) (n+6).(n+5) ’

ou seja, a,,, <a, paratodo n inteiro positivo.

n+l

Calculando o limite do n-ésimo termo, temos:

. . 1
lim a, = lim =0.
n—+oo n—+e p + 5

Como lima, =0, a condi¢do ii) do Teorema 7, também fo1 satisfeita.

n—>too

Portanto, segue do Teste de Séries Alternadas, que a série dada € convergente.

+oo

Mas aplicando do Teste de Comparacdo por limite na série médulo Z 5
o N+

em relacdo a

série harmonica, temos:

1
s n+5 _ g I n_ .. _
AT TS T T s T
n

Como a série harmonica € divergente, concluimos que a série médulo também diverge, logo a

o= .
serie Z—S ¢ condicionalmente convergente.
el Nt

2.5 Rearranjo de Séries

+oo
Definicao 9. Por rearranjo de uma série Zan, queremos dizer uma série obtida

n=l1
simplesmente mudando a ordem dos termos, possivelmente um nimero infinito deles, ou seja,
+oo
em uma série qualquer Zan , se modificarmos a posi¢do de seus elementos, obtemos uma
n=1

nova série chamada de série rearranjada em relagcdo a original.

Teorema 9.
)
1) Dada uma série Zan , se ela for absolutamente convergente com soma R, entdo
n=l

qualquer mudanca de posi¢do em relag@o a seus elementos também terd soma R.
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+oo
1) Se uma série Zan , for condicionalmente convergente, entdo podemos rearranjé-

n=1

la e encontrar uma nova soma.

O Teorema 9 poderd ser verificado fazendo-se algumas operacdes a série
harmonica alternada observando o seu comportamento.

Como visto no Exemplo 15, a série harmonica alternada € convergente e pela
Defini¢do 8 ela é condicionalmente convergente. Entdo seja,

111111111 1 1 1 1 1 1

e T e g e S M R 1
23 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 M
Multiplicando a série por % e inserindo trés zeros entre cada elemento, temos:
1 1 1 1 R
0+0+0+-+0+0+0-=+0+0+0+—+0+0+0+—+...=— 2)
4 8 12 16 4

Adicionando (1) com (2) encontramos

trr 11111 1 1 1 1 1 1 5R

23567 4910 11 13 14 15 8 =~ 4
assim podemos observar a aplicacdo do Teorema 9 observando que esta nova série possui 0s
mesmo elementos da série (1), s6 que organizados de outra forma com soma diferente da série

original.

+oo
Teorema 10. Se a série infinita Zan for absolutamente convergente, ela serd convergente e

n=l1

+oo
2.4,
n=1

+oo
<2 la.
n=1

Teorema 11. (Teste da razao) Seja Zan com a, #0.

n=1

+oo
) . |a - .. .
i) Se lim || =L <1, entdo a série z a, ¢ absolutamente convergente;
n—>+o0 an p—
.. . la,, . la,, - - o
i) Se lim =L>1 ou lim [2*| =+, entdo a série Zan serd divergente;
n—teo| A, n—too| A, n=1
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. |a ‘. . . ~ .
iii) Se lim [~ =1, a série podera ser convergente ou divergente, ndo podemos afirmar

n—>+oo

nada.

Exemplo 20. Determine se as séries sdo convergentes ou divergentes:

= n+l 1 < n+l ' s 1
Y (-1) 7 0> (-1 0y .

' 1
2 n+ p— n

Solucao.

a) Sejam a, =(-1)"". L oea =(-1)". !

3n n+l 3n+l
Temos,
1
( 1)n+2. — .
lim |—*H = lim 3" lim —1)"”.#1. ) l=l<1.
notel @ n—>+oo ( 1)"+1_i n—>-+oo 3+ (_ 1)’“’ 3
37[

Segue, pelo Teste da Razdo, que a série dada € absolutamente convergente e, portanto, pelo

Teorema 10, ela é convergente.

! !
b) Sejam a, = (1" L ¢ q,,, =(-1y2

2n+1 2n+2
Temos:
(s
. a . T ont2 . n+1) 2" o (m+1
lim | = lim 2 = lim (—l)u.— = lim u
n—>+oo a, n—>+oo ntl n! n—>+oo n+2 n! n—>+oo 2
(_ 1) : 2n+l
. |a L. L g
Entdo, lim—"4 = 400 . Portanto, a série dada é divergente.
al‘l

1
(n+1)3 .

. 1
¢) Sejam a,=— € a,,, =.
n

Temos,
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B

3 3 3
A2V . L = lim —— L =1.
noieopd 1307 43041 oren’ 30”7 3n, 1
3 3

Portanto, nenhuma conclusdo quanto a convergéncia pode ser tirada do teste.

=

|
Mas podemos observar que a série 2—3 corresponde a uma série do tipo Z—p dita hiper-

n=1 1 n=1

harmonica (Exemplo 12), onde p >1, logo a série converge.

Teorema 12 (Teste da Raiz) Seja > a, uma série qualquer.
n=0

i) Se lim 4/|a,| =L <1 entdo z a, € absolutamente convergente;

n—>+o0
n=0

ii) Se lim4/|la|=L>1 ou lim {/|a,| =+co entdo Za ¢é divergente;

Nn—>+oco Nn—>+oo

iii) Se lim #/ an| =L =1 nenhuma conclusdo relativa a convergéncia pode ser tirada do

n—>+oo

teste.

Exemplo 21. Use o Teste da Raiz para determinar se as séries sdo convergentes ou

divergentes:

a)Z(

Joo nn+1 +oo 1
b) ) — c —.
3n+lj )232"-1 ) 2o
Solucao.

n
3n+1

a) Seja o termo geral da série a, = [ J . Aplicando o Teste da Raiz teremos;

lim /a,| = lim 7
N—>4o0 n—>+oo

Portanto, a série € convergente.

n+l

b) Seja o termo geral da série a, . Aplicando o Teste da Raiz temos,

= 3 2n—1
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1 1
— 1+—
.. n"
lim 4/|a, —hm( - 1] = lim = oo,
n—>+oo n—s+oo 3 n—+eo 9~

Portanto, a série dada é divergente.

. .. 1 . )
¢) Seja o termo geral da série a, =—-. Aplicando o Teste da Raiz, temos;
n

1

. 1 \»

lim y/|a,| = lim » = lim — | -
n—>+oo n—>+oo n—+o\ n

Temos uma indeterminacéo do tipo 0°. Chamaremos o limite de um nimero L e aplicaremos

o In, entdo;
1 1 1
. 1 \» ) 1 \n 1 \n»
lim — =L =In| im — =InL= lim|In| — =InL
n—teo\ n n—+e\ n N—>+4o0 n

= lirg{ln(nz);’l‘}zlnL: li%{ln(nz)_i}zlnL

2
— lim {—1“" }:h@.

n—>+o0 n

Aplicando a regra de L’Hospital para o calculo do limite temos,

2
lim{—lnn }:mL:—1im(z’jj—lnL:nnL——hm(zzj:nnL 0=L=1.
n n

n—>+oo n n—>+oo n—>+oo

Portanto, nenhuma conclusdo quanto a convergéncia pode ser tirada do teste.

Agora, observemos que a série dada € a série hiper-harmonica, e como visto no Exemplo 12, a

£ |
SCr1c 2_2 € convergente.

n=1
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CAPITULO 3

3.1 SERIES DE POTENCIAS

As séries de poténcias de x s@o uma generaliza¢do da noc¢ao de polindbmio.

Definicao 10. Chama-se série de poténcias de x com coeficientes a,, a,, a,, a,,

a,,...,a,..., aqualquer expressao da forma.

+oo
2 3 4

Zanx" =a,+ax+a,x” +a,x’ +a,x" +..+a,x" +...

n=0

Um exemplo muito importante para os estudos das séries de poténcias € a série

+o0
Zx” =l+x'+x7+x o x"+,
n=0

onde a, =1 para qualquer que seja n. Como visto na Se¢do 1.1, temos: uma série geométrica

onde o primeiro termo é 1 e a razdo é x, dai podemos verificar pela Proposi¢do 1, se

|x| <l —-1<x<1 a série serd convergente e convergird para , S€ |x| >1 a série serd

divergente.

De forma geral, podemos representar uma série de poténcias por

+oo
Zan(x—a)" =a,+a,(x—a)+a,(x—a) +a,(x—a) +a,(x-a) +...+a,(x—a)" +...,
n=0

que é denominada série de poténcias centrada em a (ou ainda ao redor de a).

+oo

Se considerarmos a, =1para todo n na série Z a, (x—a)", temos:
n=0

+Z—w(;(x—a)n =l+(x-a)+(x-a) +(x—a)’ +(x—a)' +..+(x—a)" +..

que é uma série geométrica onde o primeiro termo € 1 e a razdo € x—a. Analisando a

convergéncia da série, temos: de acordo com a Proposi¢do 1, que ela serd convergente para

|x—a|<1(:)—1<x—a<1(:)—l+a<x<l+a e divergente para |x—a|21(:)x21+a ou

x<-1+a.
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Uma série de poténcias pode convergir para alguns valores de x e divergir para outros
como pode ser observado na série apresentada acima. A série de poténcias convergente define
e o seu dominio de convergéncia € o

o0
uma func¢do, cuja soma € dada por f(x)= Zanx"
n=0

conjunto de todos os x para os quais a série converge

Teorema 13 (Teorema da convergéncia para série de poténcia) Seja

+oo
Za (x—a)" uma série de poténcias. Existem trés possibilidades para a convergéncia da

n=0

série:
)
ii) A série converge para todo xe R;

Existe um numero real positivo R tal que a série converge se |x a|<R e

A série converge apenas quando x=a;

iii)
divergente se |x - a| >R.

O ndmero R é chamado de raio de convergéncia. Convenciona-se que o raio R=0

quando a série converge apenas quando x=a, e oraio R=co quando a série converge para

todo xe R.
O conjunto de todos os valores de x para os quais a série converge ¢ chamado de

intervalo de convergéncia.

Exemplo 19 Encontre o raio e o intervalo de convergéncia de cada uma das séries dadas

: 9) d)mn!(x—S)"
Z:(ln ) ;

Solucio.
a) Para a série dada temos:

xn c 4 B xn+1
o2

a_
" n+l

Assim, aplicando o teste da razao,

X on+1
n+2 x"

w‘=hm|x| lim i

— 400

= lim i )

n—>+oo

= lim
n—+oo

n—>+oo

lim

n—>+o0

an
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Logo, pelo Teste da razdo a série de poténcias é absolutamente convergente quando | x| <l1.

A série é divergente quando | x| > 1. Oraio de convergénciaé R=1.

Se x=1 1, o Teste da Razdo falha. Quando x = 1, a série de poténcias dada torna-se:

- 1" 1.1
21Tt

n=0

1
oyt

| =

que € divergente, pois corresponde a uma série harmonica.

Quando x =— 1 temos:

+...

D 11,
Zntl 102

W=
NI

que é convergente, pois corresponde a uma série harmodnica alternada do tipo

. n+l
5 [0 MR T N O
~ n 2 3 4 7
Concluimos, entdo que o intervalo de convergéncia da série de poténcias dadaé —1 < x <1.A
série € absolutamente convergente quando —1 < x < 1 e é condicionalmente convergente

quando x = 1. Se x < -1 ou x > 1, a série é divergente.

b) Para a série Z% temos:,
n=0

"

Assim, aplicando o teste da razdo vem que

(x+3)" (x+3)""!
T T T
2

n+l

lim

n—+oo

a

n

(x+3)"

Logo, a série de poténcias é absolutamente convergente quando <1 ou equivalente

+
xX+3 >l x>-1 ou

-1< <1,isto é, —5<x<—1. A série serd divergente quando

2

x<-=5.

O raio de convergéncia é R=2

Para os casos em que x=-5 e x=-1, temos:
se x=-5 asérie é
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+oo

2( 5+3) _Z 5 _2(_12)::2” ()

n=0 n=0 n=0

que corresponde a uma série geométrica de razdo g =—1. Logo pela Proposi¢cdo 1 a série é

divergente.

Se x=-1 a série sera

Z( 1+3) Zz Z[ j ) ST

n=0

que corresponde a uma série geométrica de razdo g =1. Logo pela Proposicdo 1 a série é

divergente.

¢) Vamos utilizar o Teste da Raiz para obter:

n
lim ga,| = lim ;|-——— =
n—>+o0 n—>+oo n n

pelo Teorema 12 podemos observar que lim %/ an| =0<1 e assim concluir que a série
n—>+oo

converge para todos os valores de x, logo o intervalo de convergéncia é ]—oo,+oo [ e o raio de

convergéncia € R =oo.

400

. P . ;. n

d) Como vimos no Teorema 13, a série converge em x=a, ou seja, a série Zn!(x—S)
n=2

converge para x =35, pois esta centrada neste valor.
Vamos utilizar o Teste da Razdo para verificar se a série converge para valores de x#35.

Entao,

a,=n!(x=5)" e a,,=(n+1)!(x=5)" daf

n+l
= i | LD Sn) = Tim |(n+1).(x=5)[=+eo.
n—>+oo n'(x—S) n—>+oo

anH

lim

n—>+oo

a

n

Portanto, a série é divergente para todos os valores de x#35 e convergente apenas para x =35

e o seu raio de convergéncia R=0.
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3.2 Derivacao e Integracao de Séries de Poténcias

oo
Vimos na Segio 3.1 que a série Y x" =1+x'+x* +x’ +x* +..+x" +..., converge e
n=0

quando |x|<1(:)—1<x<1.

converge para N

Em geral dada uma série de poténcias, conseguimos determinar o intervalo de
convergéncia, mas ndo encontramos uma expressdo para a funcdo soma. E a partir da
manipulacdo da série geométrica poderemos representar algumas funcdes através das séries de
poténcias, ou ainda utilizando diferenciagdo e integracdo de séries de poténcias conhecidas.

Manipulando a série geométrica

+oo 1
Dt =lx A L = — (1)
n=0 1—x
com a substitui¢ao de x por alguns valores e admitindo |x| <l -1<x<1 temos,
se substituirmos x por x°, obtemos a igualdade
i 1
D=l xS AT =, (2)
n=0 1-x

Assim podemos observar a série acima contém os termos da série (1), em que o expoente €

par, mas se multiplicarmos a série por x obtemos uma soma de potencias impares, ou seja

+oo
X
sz”“=x+x3+x5+x7+x9+...+x2"+l+...= >
n=0 1_X
Se substituir x por —x em (1), temos
&= n n 1
Z(—x) =l-x+x = +xt + (1) X+ =—, |—x|<l(:)—1<x<1.
e I+x
Se substituirmos x por —x* em (1), temos
N 2\" 2 4 6 8 noop 1
Z(—x ) =l-x"+x"—x"+x +...+(—1) P = |x|<l(:)—1<x<1.
—0 1+ x

Outro exemplo de manipulacdo da série geométrica corresponde a determinagdo de

1
2+x

uma série de poténcias para representar uma fungdo. Ou seja, dada a fungdo f(x)=

podemos observar a sua semelhanga com a série (1), entdio vamos manipular a funcio para

chegar a série geométrica. Logo dividindo numerador e denominador por 2 temos,
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1

f(x)z =—.
1+5 2
2 2

Podemos observar que a expressdo entre parénteses ¢ semelhante a funcio Tox que tem
+Xx

representacdo em série dada por

+o0

Z(—x)n =l-x+x" = +x' + A+ (-1)x" +...
n=0 1+ X
- X .
Substituindo x por ) na série acima e chegamos a

+oo n 2 3 4 n

X X x X X al X 1

> (——j =1-24= == += +..+(-1) (—j +o.= .
oL 2 2 4 8 16 2 1+§

1 1 1

Portanto, f(x)= e
x

o %(—1)”(%) ou ainda, f(x :i 2”“’
2

%<1<:>—2<x<2.

intervalo de convergéncia

Teorema 14. (Derivacao e integracao termo a termo)

Za (x—a)"

Seja Za (x—a)" uma série de poténcia com R > 0. Entdo a fungdo f(x

n=0
definida no intervalo a—R < x < a+ R ¢ derivavel, continua e podemos calcular

D=3 na(x-a;

n=1

n+l

(x—a)

ii) If(x)dx Zan 1

n=0

Observacao 6: O raio de convergéncia da derivada e da integral é o mesmo raio da série

determinada pela fungéo f (x).
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Exemplo 20. Encontre uma representacdo em séries de poténcias para cada uma das

funcdes e determine o intervalo de convergéncia.

1

S b) g(x)=1n|2+x| c) h(x)zarctgx.
(1+x)

a)f(x)=

Solucao.

~ 1 .
a) Observando a fungdo g(x) :1— , se calcularmos a sua derivada segunda, encontramos
+X

g"(x)= (% , cujo resultado € semelhante a fungdo f(x).
I+x

Como queremos representar a fungdo f(x) como série de poténcias, entdo vamos utilizar o

Teorema 14 e a manipulacdo da série geométrica como foi visto na Secdo 3.2. Temos,

1 — . . Ao
e > (-1)"-x" , cujo o raio de convergéncia é |-x| <1 & —1<x<1.
+X

+oo

. . 1 n
Derivando ambos 0os membros da igualdade —— = z (-1) -x" até a segunda ordem temos:

1+x 3
2 oo ., s . 1 oo (_1)" ,n.(n_l),xn—z
= -1) -n-(n—=1)-x""", ou seja, = .
(1+x)3 HZ:;‘( ) ( ) (1+x)3 nzz;' 2
+o (] ", -1)- n-2
Logo, a representacdo em série de poténcias de f (x) é z( ) . (; ) a , com
n=2

x| <le-1<x<l.

b) A fungdo g(x)= 1n|2+x| pode ser obtida a partir da J-%z 1n|2+ x| + C . Entdo para que

possamos representar g(x) como série de poténcias, partiremos do que foi visto na Se¢ao 3.2,

. ~ 1 _+oo v n X
ou seja, a fungdo f(x)—2+x—nzz(;( 1) ST com ‘2

<l -2<x<2. Aplicando o

Teorema 14 e integrando os dois membros da igualdade

24x “~ 2
+oo n+l
In|2+x|+C = ;(—1)"m ,com raio de convergéncia % <le-2<x<2.

46



Como a representacdo acima vale para todos os valores de x pertencentes ao
intervalo—2 < x <2, entdo vamos fazer x=0, para eliminarmos a constante C. Logo, para

x=0, temos

+oo " 0n+l
b _ -1 — =-In2.
n| +0|+C ;( ) 2n+1.(n+1):>C n
+oo n+l
Portanto ln|2+X|—lIl2=nZ_;(_1)nm’

¢) Calculando a derivada de /(x) = arctg x, obtemos h'(x) = Da Secdo 3.2 temos

R

1+x
h'(x):“_lx2 :g(—l)n-xz", A<le-1<x<l.
Assim,
h(x)zarctgx=j1+1x2dx.
Substituirmos 5 =i(—1) x”" na integral temos
1+x° =
oo oo +oo 2n+1
1) =X (=0 [adx =S (<) e
(S -S| fra)- S £
Para calcular o valor da constante ¢, faremos x=0. Logo,
+oo 02n+1
h(O):arctg0=nZ:(;(—1)n 2n+1+c:c:0.

2n+1
X

+oo
Portanto, a série de poténcias para a fungdo h(x)=arctgx & 2(—1)" il
n=0 n+

com

f<le-l1<x<l,
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CAPITULO 4

Até o momento, encontramos representacdes em séries de poténcias para certa
classe restrita de fungdes. Nesta se¢do estudaremos uma técnica mais geral para a constru¢ao
de séries de poténcias. Com o auxilio de séries calcularemos integrais de funcdes que ndo

possuem primitivas expressas por fungdes elementares.

4.1 Séries de Taylor

Como foi visto anteriormente, uma série de poténcias pode representar uma fungao

quando for convergente. Por exemplo:
1 2 n
1—=1+x+x +..+x"+...,paralxl < 1.
-X

Trabalhos notdveis realizados no sentido da associacdo de funcdes e séries foram
desenvolvidos pelos matemdticos Brook Taylor (1685-1731) e Colin MacLaurin (1698-1746).
A idéia proposta por Taylor era supor que uma fungdo poderia ser escrita na forma

de uma série de poténcias, ou seja,
+oo
n
fx)= Zan (x—a)
n=0
ou
2 3 4 n
f(x)=a,+a,(x—a)+a,(x—a) +a,(x—a) +a,(x—a) +...+a,(x—a) +...
Como vimos no Teorema 14, as fun¢des definidas por séries de poté€ncias possuem
derivadas em todas as ordens, e as séries das derivadas convergem no mesmo intervalo de

convergéncia da série inicial.

Calculando as derivadas até a ordem n temos:
f()=a+2a,(x—a)+3.a,(x—a) +4a,(x—a) +..+na, (x—a)"” +..
f'(x)=1.2.a,+2.3.a,(x—a)+3.4.a, (x—a)2 ot (n—1)ma, (x_a)n—z L

f"(x)=123.a,+234.a,(x—a)+...+(n-2).(n—1).na, (x_a)n—3 L
F 0 =123..(n=2).(n=1).na,+123..(n=2).(n=1)n(n+Da,,(x=a)+....
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Fazendo x=a, nafuncdo f e nas derivadas obtemos:

f(a)=aq,
f'(a)zl'al
f'a)=12-a,

f"a)=1-2-3-a,

f"a)=nla,.

Isolando o n-ésimo termo obtemos,

_ "

n!

. . . L. ~ n
Assim, substituindo o n-ésimo termos na funcdo f(x)= Zan (x— a) encontramos
n=0

f()Z (“)xa,

ou seja,

" (a) (

(x—a) +.+ — x—a) +...,
n:

f(x)=f(a )+f( ) (x- )+%(

esta expressao é denominada de série de Taylor.

Exemplo 22. Encontre a série de Taylor de ordem gerada por f em a.
. V1
a) f(x)=e" a=2 b) g(x) = senx a=z

c)h(x)=cosx a=rx d) f(x)=Inx a=1.

Solucio.

a) Calculando as derivadas de todas as ordens encontramos;
Fx)=et, frx)=et, fFrx)=e" o 1O (x) ="
Avaliando f (x) =¢" e suas derivadas em x=a para a =2, temos:

f@R)=r@=r@)="-=r"02)=¢
A série de Taylor é dada por
f ( )

f (@)

(x=a)+ 21 n!

Jf=rfla+



Como a =2 temos,

1= 1@+ L2 (02 LD oy o D (o) 4 ST (g

! 3! n!
Portanto,

fx)=é +—(x N+ (x=2) + S (x=2) e+ (x—2) +
21 3! n!

ou seja,
4oo 2

f=Y = (x-2)'
n=0 -
b) Calculando as derivadas de todas as ordens encontramos;
g'(x)=cosx, g"(x)=—senx, g"(x)=—cosx

cosx, paran=1,5,9,...
) —senx, paran="2,6,10,...
g" (x)=

—cosx, paran=3,7,11,...

senx, paran=4,8,12,...

. : 7
Avaliando g(x)= senx e suas derivadas em x=qa para a ==, temos:

A série de Taylor é dada por

g(x) = g(a)+g( ) (x-

T
Como a =— temos,

(7 o7
(X)_ (£j+g—4 (x_£j+ (x_£j2+g—4 (x_zj 4+ 7
S ) A T (eI A YR (e T 41

Portanto,

N NN VG
12

gx)=

N|§
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S NETRETY AP S SR N NG

4 (2n)!  (2n+1)!

¢) Calculando as derivadas de todas as ordens encontramos;

h'(x)=—senx, h"(x)=-cosx, h"(x)= senx, A (x) = cosx,
W) (x) = —senx

—senx, paran=1,5,9,...
h(”)( ) —cosx, paran=2,6,10,...
X)=
senx, paran=3,7,11,...

cosx, paran=4,8,12,...
Avaliando h(x)=cosx e suas derivadas em x=qa para a =7, temos:
h(z)=cosz=—1,  h'(z)=-senz=0, h"(7)=-cosm=1,
h"'(7r)=sen =0, h(4)(7£)=cosx=—1, h®) (7[)=—sen7[=0.
A série de Taylor é dada por
W (a)

h'(a) h"(a)

h(x):h(a)+T_(x—a)+ | .(x—a)2+...+ ' .(x—a)"+,,,
Como a =7z temos,
' " m (4)
h) = b+ P (o) B (o PO gy D (s
1! 2! 3! 4\
Portanto,
0 1 2 0 3 1 4
h(x)——1+ﬂ.(x—ﬂ')+z.(x—ﬂ') +§.(x—7[) —Z.(x—fr) +...
ou seja,
1 1 ()C—]Z')zn
h) ==+ (v ) o (o) e (1) T
d) Calculando as derivadas de todas as ordens encontramos;
! 1 " 1 m 2
f(x)=—, f(x)=-—, fr(x)==,
X X X
24 " a (=1
== S =2 =y Y
X X X
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Avaliando f (x) =Inx e suas derivadas em x=a para a =1, temos:

F)=ni=0, fi(x)=t=1=1, fr()=-F =1, f"(1)=2 =2, f(1)=-5 ==,
x 1 1 1 1
A série de Taylor € dada por
" (n)
f(x)= f(a)+f( (x- a)+f2('a) (x—a)2+ +f fa) (x—a)" +
n!
Como a =1, temos
" " 3 (n) n
f)= f(1)+f(1) (x— )+%-( 1)+ f3() (x-1) +...+fnf“)-(x_a) ‘.

ou seja,

f(x)=O+%-(x—l)+u-(x—l)2+%-(x—1)3+...+(—1)"+1 A=ty

2! nkx
ou ainda,
_1 2 _1 3 _1 4 _1 n+l .,
f(X)=(X—1)—(x ) +(x ) _(x=1) +...+( ) (x=1)"+.... para |x—1|<1
2 3 4 n
Portanto,

n+l

f)= Z

- para |x—1|<1.
4.2 Série de Maclaurin

A série de MacLaurin é um caso especial da férmula de Taylor quando a=0, ou

seja, partindo da série de Taylor

(n)
f( )( )+ D (rma) 4 LD (ay
n!

f=rfla)+

[ "(a)
21
e fazendo a =0, temos a forma geral da Série de MacLaurin que € dada por

F)= f<0>+f © SO o SO

2! n!

ou ainda

(n)

Exemplo 23. Desenvolver as fungdes abaixo em série de MacLaurin.

a) f(x)=e" b) g(x)=senx ¢) h(x)=cosx.
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Solucao.

a) Calculando as derivadas em todas as ordens da funcdo f (x) =e¢", e avaliando em a =0,
temos:

f(x)=e" > f(0)=e"=1, f'(x)=e">f'(0)=e"=1, f"(x)=¢"—> f"(0)=¢"=1,
f"(x)=e"— f"(0)=e’=1,.. f7(x)=e"—> f"(0)=¢"=1.

n (n)
e = FO+f (x4l Dy (SO
2! n!
0 0 0 0
el e+ (0P + e (=2 et E (x—0) -
e =e +1!.(x 0)+2!(x 0) +3!.(x 2) + +n!.(x 0) +

Logo a série de MacLaurin é dada por

2 3 n +oo N
X X X X

e =l4+x+—+—+-+ +---=§ .
20 3! n! no n!

b) Calculando as derivadas em todas as ordens da funcdo g (x) = senx, e avaliando em a =0,
temos:

g(x)=senx— g(0)=0, g'(x)=cosx—>g'(0)=1, g'"(x)=—senx— g"(0)=0,
g"(x)=—cosx— g"(0)=-1, g(4)(x) =senx, entio g*(0)=0,...

Assim,

X +...+g—(0)'x"

senx=g(0)+g'0) - x+ .
! n!

g0 +...
2

Logo a série de MacLaurin é dada por:

3 5 7 ~+oo _ n
senx:x—x—+x——x—+...:z‘&-x2”+1 .
315 7 n:0(2n+1)!

c¢) Calculando as derivadas em todas as ordens da fungdo h(x) =cosx, e avaliandoem a=0,

temos:

h(x)=cosx— h(0)=1, h'(x)=—senx = h'(0)=0, h'"(x)=—cosx—> h"(0)=-1,
h"(x)=senx = h"(0)=0, h*(x)=cosx—h'(0)=1,...

Assim,

MO ey 2O

cosx=h(0)+h'(0) - x+ ‘ ‘
. n:

+...

Logo a série de MacLaurin é dada por:
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2 4 _ 1\ +oo 1\
X X n( 1) .x2n+ _Z( 1) 'x2n.

S T S e
TP TRE N DY < (2n)!

4.3 Combinando Séries de Taylor

Nesta se¢ao encontraremos série de Taylor para algumas funcdes a partir de séries de

Taylor obtidas na secdo anterior.

Exemplo 24. Determine a Série de Taylor para cada uma das fun¢des abaixo.

a) f(x)=e™ b) g(x)=x-e* c) h(x)=sen’x d)i(x)=cos® x

e) j()c)z)c2 - senx f)l()c)zsenx2 g)m(x)z arcigx .
X

Solucio.

a) Como vimos no Exemplo 23, a representagio da fun¢do g(x)=e" em séries de poténcias é

4oo N n

+oo
X ) _ o X )
Z— . Para determinar f (x) =e¢ * vamos substituir x por —x em Z—' , ou seja,

n=0 10: w0 1
I G
o n! o n!
Portanto, a representagdo em série de Taylor para funcido f ( ) =e " € i (_13;, a
n=0 :

b) No exemplo anterior nos referimos a fungdo g(x)=e", cuja representagdo em séries de

n

. . X . . e
poténcias é Z— . Queremos representar g (x)=x-e", entdo vamos substituir e*, pela
n=0 M-
400 n
expressao Z— dai vem que
n=0 n'
oo n
X
g(x)=x Z—‘ )
n=0 n.
+oo xn+l
Portanto, a representagao em série de Taylor para fungdo g (x) =x-e é z ‘
= !
n=0

¢) Para a fungdo h(x)= sen’x , podemos utilizar a identidade trigonométrica

1 . .
sen’x = 5 (1-cos 2x) e assim como vimos no Exemplo 23 a funcdo
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2n

f(x)zcosxznz(;(—l)n-(;n)!.

Substituindo x por 2x, temos

g(x)=cos2x:g(_1)",((223;)): '
Entao,
() = sen x:%'(l_coszx)zh(x):%'(l—cosbc)
=g S )n}jh(ﬂ—%'[i( L ]

w (—] n+l 2=l 2n
Portanto, a série de Taylor é h(x)= z (=) (20) al
n)!

n=1

d) Uma identidade trigonométrica nos auxiliard na determinagdo da série de Taylor para a

fungdo i(x)= cos’ x = % -(1+ sen2x) . Como visto no Exemplo 23 a fungdo

S . & (1) (20"
g(x)zsenx: (—l) . . Substituindo x por 2x temos: sen2x = E —_—.
o (2n+1)! = (2n+1)!

N | =

Portanto, a série de Taylor é i(x)=> 2 = %
ortanto, a série de ayorel(X) ; (2n+1)!

2n+1
X

(2n+1)!

de Taylor para a fungao j(x) =x"-senx , temos:

+oo0
e) Vimos no Exemplo 23 que senx = Z(—l)n . . Como queremos determinar a série
n=0

+oo 2n+l oo 2n+3

D e S e e

400 2n+3

n X
Logo, taca érie de Taylor é j(x)=)» (1) - :
0go, a representacao em serie de Taylor € ](X) ;,( ) (2n+1)!

55



f) Para encontrarmos a série de Taylor para a funcdo l(x)=senx2, vamos considerar

+oo 2n+l1
senx=">» (-1)"-

———— e substituir x por x* onde encontraremos
= (2n+1)!

2 2n+1
oo (x ) oo 4n+2

senx” =2 (=1)" (2n+1)! =2 (1) (2);+1)!'

Portanto, a representacio em série de Taylor para a funcado l(x)zs.enx2 é

l(x):g(‘”" ' (2):121)!'

z . .1
g) Para representar m (x) = TCEY omo série de Taylor, vamos utilizar a representacao para
X
+oo 2n+1
n . ) 1
f(x)zarctgsz(—l) ol vista no Exemplo 20. Como m(x)zM:—-arctgx,
_— 2n+1 X X
+oo 2n+1
substituindo arctgx = -1)" , temos
& ,,Z::; ( ) 2n+1
1 +oo n x2n+1
m(x)=—-) (-1 .
(x) X ,120( ) 2n+1
s n xzn
Portanto, a série de Taylor para a fungdo proposta é m(x)= Z (-1) TR
n=0 n+

4.4. Convergéncia de séries de Taylor

Dada uma fung¢do com derivadas de todas as ordens, podemos escrever a série de
Taylor corresponde. Surge a seguinte questdo: a série, no seu intervalo de convergéncia,
representa a funcao? Isto €, a funcdo € igual a soma da série de Taylor no seu intervalo de
convergéncia? Em geral, a resposta é negativa. No livro Thomas pédgina 65, o autor apresenta
um exemplo, que mostra uma fun¢do cuja série de Taylor converge para todo x, mas

converge para f(x) apenas em x=0. O Teorema 16 fornece condicdo suficiente para que

ocorra a igualdade. Antes de enuncid-lo precisamos da Defini¢ao 11 e do Teorema 15.

Definicao 11. Consideremos uma fun¢do f com todas as derivadas até ordem n e um

intervalo contendo a. Entdo para ne N definimos Polinémio de Taylor por
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f"(a).(x—a)2+...+

2! n!

P(x)=f(a)+

(x—a)+

/(@)
1!

Teorema 15. Se f uma fungdo derivével at€ a ordem n+ I em um intervalo aberto I, com
ae I, entdo para todo xe€ I existe um nimero ¢ entre x e a tal que,

f) =P()+R,(x),
£ ()
(n+1)!

onde R, (x) =2——2(x—a)"" é chamado de resto.

Teorema 16. Se f(x)= P (x)+ R, (x), onde P, o polindmio de Taylor de graun e R (x) o

resto da série de Taylor de fem a, e lim R (x)=0 para |x — a| <R ,entdo f éigual a soma da
n—>+oo

série de Taylor neste intervalo, e escrevemos f(x) = Z
n=0

f(n)Fa) ( a)" .

4.5 Aplicacoes das Séries de Poténcias

Nesta secdo usaremos a teoria de séries de poténcias para calcular valor
aproximado para funcdo logaritmica, calcular limite de funcdo e calcular integrais que

nao possuem primitivas expressas por funcdes elementares.

Exemplo 25. Calcule o valor aproximado do In(0,8) com precisdo de 4 casas decimais.

Solucao.
Como vimos no Exemplo 22, a fun¢do f(x)=Inx é representada pela série de Taylor

(x—l)_(x—l) +(x—1) _(x-1) N +(—1)n-(x—1)”

2 3 4 n+l

f(x)=Inx=

, ou seja,

P (E) JE

pr n+l1

. Entdo vamos calcular o valor de In(0,8), substituindo x

por 0,8, na série. Logo,
oo (_1)n .(0’8_1)n+l too [ 0 2)n+l

£(0,8)=1n(0,8)=>" _Z

e n+l1

Desenvolvendo o somatorio obtemos
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1n((),8)z(_0’2)_(—052) +(_Oé2) _(—0412) +(_0;2);

In(0,8) = —0,2-0,02—0,002667 — 0,0004 — 0,000064

In(0,8) ~—0,223131.

. . . .. 5 .. N
Exemplo 26. Avalie a integral indefinida I arel8 X 1y como uma série de poténcias.
X
Solucao.
. L. arcltgx & . X .
Como vimos no Exemplo 24 a série =>(-1) T Entdo para calcularmos a
X =0 n+

arctg x rctg x

. . . o . a
integral indefinida j dx , vamos substituir a funcdo

, por sua representacdo em
X

séries de poténcias. Logo

J' arc):g Y = ".(2(_1)” zz:_ljdx = 2(%jx2ndx]

n

Z ( " x2n+1 B +Z.o(_1)” .x2n+1
B m+1h+1,m(M+m

Portanto,
) arctg x . .. . rarctgx = (=1)"
a integral J-ggdx em série de poténcias € .[ arelE X e = ()—2+ C.
x X = (2n+1)

Exemplo 27. Avalie as integrais abaixo utilizando a série de poténcias

—x senx
a) J.e “dx b) .[ dx
X
Solucio.
+o0 xn
a) No Exemplo 23 vimos que f(x)=e"= Z [ se substituirmos x por —x’, obtemos
n=0
2\" n 2n
feo | =X o (=1) -x
g (x) =" = Z ( ‘) = Z ( ) ' se substituirmos este valor na integral, temos
n=0 n. n=0 n.
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— n!
SN (o) S
- . "dx ) = : .
; n! (J.x x) nzz(; n! 2n+l1
, too n x2n+1
Portanto, a integral indefinida é dada por J-e_x dx = ;(—1) —( 2nt1)nt’

2n+1

se
. Queremos calcular a j dx,

b) Vimos na se¢@o anterior que senx = Z(—
X

)"
oy (2n+1)!
entdo vamos manipular a expressdo da série do seno, ou seja, multiplicando ambos os

. 1
membros da igualdade por —, obtemos:
X

1 1 | & . x senx = . x>
. -_. _1 . = — _1 . .
x o x[;( ) (2n+1)!} P (2n+1)!

Substituindo na integral temos

senx S n X & (-1) 2n
= dx:j{nz_;'(_l) '(2n+1)!}dx:;(2(n31)!'(jx )

_ S (_l)n 2n S — )n X
_Z;‘(znﬂ). (Jax)= e 2n+1 V(20 +1)

. 2n+1

senx (-1)"
Portanto, dx = .
oranto j X * Z(‘1(2n+1)!-(2n+1)

Exemplo 28. Calcule as integrais definidas como série de poténcias com precisdo de até n

casas decimais indicadas.

||
S
N
—
U
Q
S
—_
=
U
=
S
I
(O8]

Solucio.

a) Como vimos na introducao de séries de poténcias a série

+oo 1
Zx" =1+x1+x2+x3+x4+...+x”+...=1—,para |x|<1.
n=0 —X

Substituindo x por —x*, temos
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+o0

Z(—x4)n=1—x4+x8—x12+x16+...+(—1)n'x4”+...= ! - » para ‘—x4‘<1,

n=0 1+ X
— n 1 o ~ . . .
ou seja, Z(—l) M= . Vamos substituir esta expressao na integral e integra-la termo
1+ x*
n=0

a termo. Entao,

1 oo 4n+l

de=[(-1)" - x"dx=Y" (1) —+C
J.x4+1 j( ) ; (=1) 4n+1
ou seja,
5 9 13 17 4n+1
J' 41 dr=x- X X o (-1)" +C+...,
x +1 5 9 13 17 dn+1
Adotando C =0 e calculando a integral definida obtemos
% 1 xS x9 x13 X17 n x4n+1 %
[dr=| e )
o X +1 5 9 13 17 dn+1 o
1 1 1 1 1 (-1)"

=== + - + +...+
5 55 9.5 135 17-5" (

—_—t
4n+1)-5""

Negligenciando a partir do terceiro termo do somatorio temos

0,2
J. 41 dx=0,2-0,0000064 =0,1999936.
x +1

0

b) Para a funcdo f(x)= sen(xz) , vimos no Exemplo 24 que era representada pela série de

+oo 4n+2
poténcias Z(—l)n W Entdo vamos substituir esta expressao na integral e integra-la
n=0 .

termo a termo. Entao,

+oo _1)” oo (_1)" Lyt
2 d — ( 4n+2 d — +
Jsen(x?)dx ,,Z_;‘(Zn+1)!~[[x Jax nz_;‘(zn+1)!.(4n+3)
3 7 11 15 -1 o 4n+3
Isen(xz)dxz *r 2 + r 2 +..+ ( ) * +C+...
13 3.7 5411 7413 (2n+1)!-(4n+3)

Adotando C =0 e calculando a integral definida obtemos;

3 7 11 15 noAnt3
X _x X X (-1)" - x*

= - - +.o.t
113 317 5H1 74137 (2n+1)t(4n+3)

jsen(xz)dx
0

13 17 111 115
- +...
13 37 51 7413
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Negligenciando a partir do quinto termo do somatdrio chegamos que

jsen(xz)dx ==0,3333-0,0238 =0,3095.
0

Exemplo 29. Use as séries para avaliar os limites abaixo.

1,
senx—x+—x
X —arctgx

a) lim———— b) lim .
x—0 X x=0 X
Solucio.
oo x2n+1 x3 xS 7
a) Vimos no Exemplo 20 que arctgsz(—l) . =x——+———+.... Entdo vamos
= 2n+1 3 5 7
o X X . X—arctgx
substituir arctgx=1-—+—-——+...,em lim————, temos;
3 5 7 x=0 X
¥ X X
X—| x——+——— .
) 3 5 7 1 X 1
lim 3 =lm| —+——+—+... |=—
x—0 X x—0 3 7 3
Portanto,
I x—arctgx 1
x—0 _x3 3
+oo x2n+l x3 XS X7
b) No Exemplo 23 mostramos que senx= Y (—1)"-————=x—"—+—-"—+.., entdo
prd (2n+1)! 3t 507!
3 5 7 senx—x+—x°
- X X X .
substituindo senx=x——+———+... em lim : , temos
31 50 7! x=0 X
3 5 7 9
X x x X 1 5 7 9
[x—y+5'—7'+9'...j—x+6x3 xi_xi_i_xi
. ! ! ! ! . ! ! !
lim = =lim=2L 7L 9L 7'5 9l
x—0 X x=0 X

1 5
senx—x+—x
Portanto, lim = = .
10 X 120
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2n

Exemplo 30. Seja f(x)= Z(—l)n (; I . Calcule a série para f"(x) e verifique que
n=0 nj.
[ ==f().
Solucio.
+oo x2n x2 x4 x6
Como f(x)= Z (-1)" =1-"-+>—"—+..., derivando a primeira vez obtemos;

& (2n)! 21 41 6!

2x" 4x® 6x°
+

S =0 e
X X
Y]
Derivando novamente temos
Y 3x* 5x¢
R T T
) 2 i
f ()C)——1+z—z+...
. X2 x4 .
f (X)——1|:1—E+Z—...
| f(x) ‘

Portanto, verificamos que f "(x) =—f(x).

62



CONCLUSAO

Nesse trabalho foram apresentadas as séries numéricas e o0s procedimentos
adotados para determina¢do de uma férmula para sua soma parcial, a partir de observacdes
feitas nos termos de ordem n e ordem n+/. Vimos ainda alguns tipos especiais de séries, tais
como a série geométrica, série harmodnica, série alternada onde analisamos a sua
convergéncia. Estudamos a estimativa de resto para série alternada. Analisamos convergéncia
de séries numéricas usando os testes de comparagdo, comparacdo por limite, teste da integral,
teste da razdo e da raiz.

Na segunda parte do nosso trabalho, tivemos a oportunidade de trabalhar com as
séries de Taylor e MacLaurin. Essas séries nos possibilitam o calculo de aproximagdes das
funcdes logaritmicas, exponenciais € trigonométricas. Calculamos integrais e limite de
fungdes com auxilio de séries de poténcias.

Finalmente, este trabalho foi de grande importancia para nds. Percebemos a
deficiéncia que nosso curso de graduagdo nos deixou e por causa desta defici€ncia tivemos
alguns problemas ao escrevé-lo, mas como tudo na nossa vida vem para o bem, esta
monografia também teve um grande papel em nossa formagao, assim continuaremos em nossa

busca incansavel pelo conhecimento, enfrentando barreiras e chegando cada vez mais longe.
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