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RESUMO

Esta dissertacao trata da propagacao de ondas elasticas
SH, SV e P, com amortecimento, ao atingirem a interface de conta-

to entre dois so6lidos lineares, isotrdpicos e homogéneos.

A interféce esta sujeita a atrito que €, dinicialmente,
Aconéiderado linear, funcao do deslizamento. Quando.a interface ¢
sujeita a atrito viscoso linear resultados sao apresentados. = A
consideracao do amortecimento torna a freqliéncia uma variavel do

fenomeno.

Para modelos de atrito nao lineares, o Método da Linea-
rizacao Equivalente € empregado,visando linearizar o sistema de
equacoes. O amortecimento também € considerado e os resultados

apresentados referem-se ao modelo de atrito de Coulomb.
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ABSTRACT

This dissertation is about the propagation of elastic
SH, SV and P waves, with damping, when they reach the contact

interface between two linear., 1sotropic and homogeneous solids.

The interface 1is submitted to a friction that is
initiélly considered as a linear function of sliping. When the
interface 1s submitted to linear viscous friction the results are
shown. The damping consideration makes the frequency a variable of

the phenomenon.

For nonlinear models of friction, the Linearization
Equivalent Method is wused in order to linearize the equations of
the system. The damping also 1s considered, and the results are

referred to.the Coulomb friction laws.
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CAPITULO 1
ONDAS ELASTICAS
1.1 - Preliminares

Ha muito que a propagacao de ondas em geral tem desper-
tado- 0 interesse do homem. Isto talvez porque fenomenos os mais
.corriqueiros como o som, as cores, os tremores de terra possuem
carater ondulatério. O esforco humano, objetivando a compreen-
sao total do fenomeno, tem motivado inimeros estudos sobre este

tema, tanto de carater teorico quanto experimental.

As primeiras investigacoes tedricas no campo das ondas
elasticas voltaram-se a determinagao dos tipos de ondas existen-
tes, sua velocidade de propagacao e o seu comportamento ao atin-

gir a regiao de contato de dois meios.

Atualmente vﬁrids pesquisadores estudam a interacao das
ondas com a interface de separagaoc de solidos, pois muitos
fenomenos podem ser assim .analisados. Em  particular, o
conhecimento das forgas diss{pativas na interface tem
sido abordado, embora com muitaé dificuldades matematicas ja

que as forcas reais de atrito possuem carater nao linear.

Esta nao linearidade tem motivado a aplicacao de meto-
dos matematicos de linearizacdo que facilitam a analise do pro-

blema.

Este trabalho abordara o fenomeno de ondas elasticas ao

atingirem interfaces sujeitas a leis de atrito lineares ou nao. O



L

amortecimento das ondas, sendo uma realidade da natureza, tam-

bém € considerado.

Para modelos nao lineares de atrito € wusado o Me-
todo da Linearizacd3o Equivalente visto este método ja ter si-
do wusado para ondas elasticas sem amortecimento, com bons re-

sultados.

1.2 - Equacdes e Conceitos Basicos*

1.2.1 - Equagao da Onda

- Na natureza deparamo-nos com fenomenos que possuem a
caracteristica de se repetirem a intervalos de tempo quaisquer.As
sim € que o sqm,'a agitacdo do mar, a luz, etc. sao manifestacgoes
palpaveis de uma pertubacao repetida que recebe, hoje em dia, a
denominagdo genérica de onda **.

A velocidade de propagacao de uma onda € fungao do meio
onde esta ocorre. Se as ondas necessitam de um meio material para
se propagarem sao classificadas como mecanicas, sendo o som O ti-
po mais comum. Quando uma onda mecinica se propaga em um solido

denominamos-a, genericamente, de onda elastica.

(*) -Numeros entre colchetes referem-se a bibliografia apresentada

ao final.
(**)-Do Latim unda, undae. No século XIIT esta palavra entra para
o nosso idioma com o sentido de agua de mar ou rio que se

eleva, ¢ ja na forma de "onda". Tecnicamente parece ter sido
- usada pela primeira vez por Descartes (1596-1650) em sua geo
metria analitica, sendo mais tarde, incorporada a Fisica.
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De acordo com o tipo de s6lido em que uma onda se pro-

paga pode-se fazer uma classificag3o. Assim, materiais isotropi-

‘cos comportam-se diferentemente a passagem de uma " perturbagao,

bem como materiais homogéneos e heterogeneos, lineares e nao-

lineares?®,

Nesta dissertacao tratar-se-a de ondas mecanicas a se

propagarem em meios s6lidos, homogeneos, isotropicos, lineares e

livres de pré-tensdes. Esta Ultima condicao deve sér  satisfeita

no presente estudo ja que, recentemente, foram publicados artigos

s
-

115}, |16| que demonstram o quanto as pré-tensoes afetam nao  so
a velocidade de propagacdo das ondas como também as suas amplitu-
des. Daqui por diante o termo "ondas elasticas'" estara associado

a tais propriedades.

Matematicamente uma onda deve ser representada por uma

fungao capaz de indicar a propagacao de uma perturbagao. Assim:

U = £, (x-ct) + £,(x+ct) o (1.1)
onde fl representa uma onda propagando-se em uma direcao X, no
‘sentido positivo,e fz no sentido ﬁegativo. c € a velocidade de

propagagdo, t o tempo. e U o deslocamento,

A equagdo diferencial cuja solucao € (1.1) consiste em:

u,.. =c”q, (1.2)

(*) - Ondas elasticas ao se propagarem em meios nao-lineares reque
rem um apurado tratamento matematico. Para tanto veja,, por
exemplo, BLAND, D.R. - Nonlinear Dynamic Elasticity, 1— Edi
cao, Blaisdell Publishing Company, pp. v-93, 1969.



onde a virgula representa a diferenciacao em relagao, e tantas ve

zes quanto, a variavel que a segue.

Esta "equacao de onda'" pode ser generalizada para o es-

paco tridimensional como:

> _ ->

2 - . > -
onde V-~ = —_ + + v,y €0 chamado Laplaciano e ' q € um vetor
referenciado ao sistema ortogonal x, y, z com componentes (u, v,

w).
1.2.2 - Equacoes de Equilibrio

Uma onda elastica, ao se propagar, imprime as particu -
las do meio um certo tipo de movimento,cuja investigacao baseia-

ée nas chamadas 'EquacGes de Equilibrio da Elasticidade".

Estas equacdes surgiram da necessidade de se fundamen-
tar de maneira mais rigorosa a mecdnica dos corpos elasticos. Na-
vier (1785-1836) foi um dos primeiros a se ocupar de tais equa-
coes ao apresentar um trabalho em'1821 |57|. Porém, foi s6 a par-
tir dos trabalhos de Augustin Cauéhy (1789-1857) que as mes-
mas foram corretamente.obtidas,iSto'com‘o uso do conceito de
tensao e deformacd@o. Cauchy obteve também as necessarias  condi-
¢oes de contorno, provou a simetria do tensor tensao e relacio-
nou estas as deformacBes através de duas constantes elasticas, ho-
je chamadas constantes de Lamé (1795-1840). Modernamente, e em

notacao indicial, estas equagOes sao:



(1.4)

’ - > - - . > )
onde p € a massa especifica, 0;: as tensoes, t o tempo e q 0 ve-

1j
tor deslocamento. Forcas de corpo e efeitos de temperatura foram

desprezados. As relacoes tensao-deformacao sao:

Gij = Aedij + 2 ueij (1.5)
‘onde eij sao as deformacoles, 6ij € o delta de Kronecker (Sij =0
se i # j e aij = 1sei=3j), » e uas constantes de Lame. e éexx

Y ey €y, € chamada de dilatacdo volumétrica.

Foi S.D. Poisson (1781-1840) quem investigou mais deti-
damente o problema de propagacao de ondas elasticas em solidos
|34]. Em 1830 ele publica um trabalho onde demonstra existir dois
tipos basicos de onda. A primeira, chamada de onda de dilatacgao
ou onda P (Principal), causa mudanca de volume e altera o movimen
to de particulas do meio na direcao normal a frente de onda. 0
segundo tipo de onda apresenta distorgao,sendo o movimento das

particulas perpendicular & direc@o de propagacao. Esta onda € cha

mada de onda de distorcdo ou S (Secundaria).

Para um tratamento matematico |33| introduz-se (1.5) em

(1.4) obtendo-se

2

PU, ¢ = (A+w)e, + uV'u (1.6)
pv = (A+u)e,, * uVZV (1.7)
v ’tt - sy < Y. -
ow = (A+p)e + szw ' (1.8)
,t-t RS ,Z A ]



Diferenciando-se (1.6), (1.7) e (1.8) em relacao a x,

y e z,respectivamente, e somando, vem

_ A+2u 2
€iet o Ve (1.9)

de onde se conclui que a dilatagao volumétrica e se propaga com

velocidade:

cq ' 5 o (1.10)

Eliminando-se e de (1.7) e (1.8) (diferenciando (1.7)

em relacao a z, (1.8) em relacao a Yy e subtraindo) vem:

pwx,tt = uv Wy (1.11)
onde ﬁx = (w,y - V,z) com equagoOes similares para v e w. Obtém-se
entao a velocidade de propagacao de uma onda que causa somente

distorgao (cf. (1.3)):
- /B (1.12)

1.2.3 - Modos de Conversao no Contorno

Quando uma frente de onda atinge um contorno plano, fe-
nomenos de reflexao e transmissao tém lugar. Estes sao mais compli
cados que os da Otica ja que pode ocorrer mais de um tipo de on-

da na reflexao e transmissao. - -

As ondas, cujo movimento das particulas € perpendicular

a sua direcao de propagagao, sao chamadas ondas do tipo S. Esta



pode sempre ser decomposta em duas parcelas: uma, cuja vibracao

se da na direcao perpendicular ao plano formado pelos vetores
;s e ;p (Figura 1.1), chamada onda SH. A outra parcela provoca

. .. > -> . - >
movimentos no plano definido por n, € n, mas perpendicular a N,

eAé chamada de SV.

Assim, quando uma onda SH atinge uma interface (Figura
1.1) uma parte € refletida e outra transmitida, porém com as dire

coes de vibracao permanecendo as mesmas.

Interface. plana

Fig. 1.1 - Onda SH incidindo numa interface plana.

Ja quando uma onda SV ou P atinge o mesmo contorno,ocor
re o fenomeno chamado de "modo de conversao',onde a onda inciden-
te divide-se em duas parcelas, uma SV e outra P, tanto na refle-

Xao como na transmissao, Figura 1.2.

O tratamento matematico deste fenomeno sera apresentado

no Apendice 2 e € baseado na Teoria dos Potenciais.
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Fig. 1.3 - Uma frente de onda SH com seccao
transversal qualquer.

. X . YA .
- iw(—= senin - = cos in - t)
u, B0 e c, c, (1.13)
Lo X . z .
ﬁi - 'inO élw(E- sen in - E—_COSIH - t) (1.14)

2 . 2

A velocidade maxima é dada entdo por:

ui = —1wB0 o (1.15)
A massa pode ser escrita como:

m = pV (1.16)

onde p € a densidade volumétrica do meio de propagacao e V o volu

me.

A energia por ciclo de oscilagao vale:
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_1pV 2 2
Ein =7 —T—,.w BO (1.17)
S.. ¢, T
-1 in 2 2. 2 »
Ein L el B0 (1.18)
=1 2. 2
Ein =5 YW B0 S.ln : (1.19)

comy = /pu e T o periédo.

Do mesmo modo, as energias refletida e transmitida po-

dem ser expressas, respectivamente, por:

=1
Er > YW Bl Sr (1.20)
1,22
Et =z YW B2 St (1.21)
Sin’ Sr’ St representam as seccoes transversais das on-
"das incidente, refletida e transmitida, respectivamente.
As seccoOes transversais relacionam-se por:
S. =S _=8cos in e S_ = S cos ts de onde:
in T 7 t
E
Bi,2
= = () (1.22)
in 0
E
t _ ub' By
T ——{(5") (1.23)
in Wb BO ‘
com b = cotg rs e b' = cotg ts (Veja Apendice 2).

Quanto as amplitudes estas podem ser numeros complexos

significando isto uma mudanca de fase no contorno,que ocorre quan
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do a onda o atinge. Assim B por exemplo, pode ser um numero com

1’
plexb do tipo r + ic (Veja Figura 1.4).

‘i

Bl

fr
r

S
X

-

Fig. 1.4 - Representagdo de um numero complexo.

- / 2 2 - - . -
Seu modulo r"+c” € que e efetivamente usado no calcu-

lo da energia, pois:

r o+ ic | (1.24)

v r2+c2 (cos fr + isen fr) (1.25)

B1=
B1 =

A mudanga de fase passa a ser determinada pela rela-

‘

fr = tg™t (c/1) (1.26)

As varias razBes de amplitudes podem, ent3o, ser apre -

sentadas como segue:

A .
Xy = K;; = Yl(cos frp + 1 sen frp) | (1.27)



B ' .
X, = A% = Y,(cos frs + i sen frs) (1.28)
in
_ A 2 . . .
X3 =Kk " Y3(cos ftp + i sen ftp) (1.29)
in
B, )
X4 = Ain = Y4(cos fts + 1 sen fts) (1.30)

onde A, = A se a onda incidente for P e A._ =B no -caso de on-
in o in o .

da SV. frp, frs, ftp e fts representam as eventuais mudancas de

fase ocorridas no contorno onde o indice f refere-se a fase, p a

onda P, s aonda S, r ou t se a onda é refletida ou transmitida.

Yi’ i=1,..., 4 s3o os moédulos das amplitudes.

E conveniente apresentar nao é energia das ondas mas a
razaeo entre esta e a energia da onda incidente. As varias razoes
de energias ficam, entdo, em funcdo do quadrado das razoes de am-
plitudes Xi]21],158l; Mais a frente, resultados graficos apresen

tarao a raiz quadrada destas razoes de energias.Tem-se entao que:
E. = K, X, i=1, 2, 3,4 (1.31)

onde Ki’ para a onda P incidente, vale:

- - b _p'a’ - p'b’ '
K, =1, K, =2, K = K 2 (1.32)
e, para onda SV:
=2 = - pa e’
K, = ¢ KZ._ 1, Kg= 22k, 5 (1.33)

com a = cotg rp, a' = cotg tp.
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1.4 - Aplicacoes

O campo de aplicagao do fenomeno de propagagao de ondas
em meios materiais € vastissimo e fascinante.atingindo as areas

mais diversas.

Como exemplos existem os processos de fabricacao onde
'sao exigidas altas cargas dinamicas, o estudo de propagacgao de
trincas |31| ou o estudo de impacto entre corpos €lasticos,em que

o emprego da teoria de ondas € decisivo |25, |32

’

Outras aplicacoes aproveitam o fato que a velocidade de
propagacao de uma onda depende do seu meio, sendo entao possivel
avaliar as propriedades do mesmo. Tal aspecto pode ser estendido
3 estrutura interna do planeta tornando possivel o mapeamento de
descontinuidades, localizagao de provaveis depésitos de petroleo,
etc... Da andlise dos fendmenos de reflexdo e transmissio de on-
das também € possivel projetar estruturas sujeitas a terremotos

11l 16l

Outro campo de aplicagao € a emissao acustica, que visa
analisar as ondas emitidas pelasideformag6es de uma dada estrutu-
ra. E possivel desta forma, e dentro de certosllimites, prever
e/ou garantir a seguranca de um equipamento. Objetivos desumanos
também s3o alcancados através da aplicacao em larga escala dos

.principios ondulatdrios na area militar.

ﬁaseado na propagacao de ondas tem-se também a engenha-
ria ultrassOnica cujas caracteristicas gerais sao o uso de ondas
de alta frequéncia, baixo nivél de energia e a observacao da pro-
pagagido desta energia com o uso de transdutores. A analise dos

sinais obtidos pode revelar as mais variadas particularidades de
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um corpo (Figura 1.5),inclusive a de um organismo vivo, semelhan-

™ te a técnica de Raio-X |23]|. Entre outras, as referéncias 141,
|37|, |48| podem ser consultadas.
Gerador Indicador
Gerador e "
P elétrico.
eletrico. eirico elstrico.
& Transdutor G
transmissor. Transdutor
receptor.

-« Acoplamento ,

actstico. =
pe————— Amostrg. ———= ﬁ é%

-}—— ___ Falhao —_
£ interna. m—
Transdutor
] receptor.
Indicador
eletrico. a) b)

Fig. 1.5 - Métodos basicos de testes:
a) Deteccao da falha por decaimento da

energia no receptor.

b) Detecgao da falha por energia refle-
tida ao receptor.

Por ultimo, o assunto que mais sera tratato nesta dis-
sertagao tem como principal aplicagao, até o momento,a deteccdo de
defeitos em materiais laminados, ou seja, aqueles formados pela

’

superposicao sucessiva de camadas de diferentes materiais (Figu-

ra 1.6).

Da mesma forma que € indispensavel um processo de  fa-
bricagao que garanta a adesao das varias camadas, também o €
um ensaio nao-destrutivo que permita évaliar o grau de adesao das
partes. E possivel ocorrer, p.ex., uma regido em que a adesao nao
¢ completa, Figura 1.7 |48], e as areas descoladas podenm entao

ser determinadas com base nos principios de reflexdao e transmis -
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Fig. 1.7 - Teste para deteccao de areas nao-aderentes.

1.5 - O Problema e a Revisao Bibliografica

Varios sao os autores que tém cooperado para o desenvol

vimento do conhecimento cientifico e tecnoldgico sobre ondas elas

ticas.

:

O interesse deste trabalho volta-se a solidos em conta-

to segundo um contorno plano e, sob este aspecto, um dos modelos

mais simples. estudados refere-se a ondas
semi-infinitos que estao, ou rigidamente
deslizamento perfeito |27]|. As condigodes

zamento serao analisadas nos Capitulos 2

A partir dai foi introduzido o

SH percorrendo  solidos
conectados |20, ou em
intermediarias de desli-

e 3.

conceito de deslizamen-
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to, aderéncia e separacdao com o intuito de analisar regioes atin-
gidas por frentes de ondas onde tais aspectos se fazem presentes

l19].

Em face disto também foi possivel a avaliacao da exten-
sao das zonas de deslizamento, aderéncia e separagao quando uma
carga horizontal |9| ou vertical |7|, € apoiada em um . substrato
| 8| e move-se a velocidade constante. Entre o substrato e o soli-
do semi-infinito o atrito de Coulomb foi adotado,sendo este ex-
presso por Fat= f N onde Fat = Forga de Atrito, f € o coeficien-
te de atrito e N a forcga normal. ’

A analise de trincas em solidos sujeitos a cargas nor-

mais a superficie, movendo-se a velocidade constante, € apresenta

da em [53] (o atrito comsiderado foi o de Coulomb).

Maria Comninou e John Dundurs trataram também |10],|11]
as ondas elasticas de interface ou '"Ondas de Stoneley"* concluindo
sua existéncia mesmo quando ocorre separagéo localizada e os soO-

lidos nao podem transmitir tensoes de tracao.

Ondas incidindo em estruturas enterradas |14|, estrutu-
ras em geral |59] ou em s0lidos semi-infinitos quando aquelas sao
de natureza aleatoria |41|, também.foram estudadas, modelando-se

o} atrito pela Lei de Coulomb.

0 estudo de zonas de separacao entre s6lidos também es-

ta desenvolvido, tanto envolvendo ondas senoidais |12], [13]| como

(*) Ondas de Stoneley sao um tipo particular de ondas de Rayleigh
que ocorrem na interface de dois solidos. Veja |20], [21] e
também o artigo |45| onde € apresentado uma solucdao numérica
para tais ondas considerando-se entre os sb6lidos atrito visco
so linear. ' B
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de formas as mais variadas |18].

Un fato comum a tais estudos € o uso do modelo de afri-
to de Coulamb pois este representa, em primeira aproximacgao, as
forcas dissipativas. Modelos dé atrito do tipo Fat = K.d,onde K
€ uma constante e d o deslizamento,também sao usados.

Contudo a natureza atua independentemente de nossos mo-
delos sendo o atrito, na realidade, um fenomeno muito complexo

431, 35|, |51], |55| dependente de muitos fatores*. A interrela

cao destes implica em leis matematicas nao-lineares.

Para a consideracdo dos mesmos € necessaria grande' so-
fisticacao matematica e numérica (quando possivel), razao pela
qual muitos sao os métodos para se transformar uma equacio ou sis
tema nao-linear em um linear |28, |29|, |47| tentando  garantir

bons resultados.

Em fins de 1977, Richard K. Miller aplicou o Método da -
Linearizacao Equivalente (MLE) |40| ao problema de ondas elasti -
cas S incidindo normalmente em um contorno plano sujeito a um mo-
delo de atrito "qualquer'". Mais tarde, junto com Hoi T. Tran, pu-
plicaram resultados para ondas SH, SV e P [42], |43]|, |58] compa
rando-os a uma solucdo exata para .atrito de Coulomb, com boa con-

cordancia.

Devido a crescente importancia da consideracdo do amor-

(* ) - Madakson, em excelente artigo [35], formula a seguinte lei
para a forca de atrito entre duas superficies em contato:
Fat = K Wt (pva)d onde K & uma constante, W a forca normal,
p a densidade, v a velocidade de fricgao, A a area real de
contato, n e d coeficientes cujos valores dependem da defor-
magao ser plastica ou elastica.
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tecimento em ondas |37|, o presente trabalhc aborda este aspecto
e desenvolve solucoes para ondas amortecidas incidindo em contor-

nos planos.

Inicialmente, o modelc de atrito empregado € o linear
viscoso. Ondas SH (Cap. 2),SV e P (Cap. 3) sao tratadas e a solu-
¢ao exata € apresentada graficamente, inclusive para o caso espe-

cial de nao-amortecimento.

Em seguida o MLE € desenvolvido para ondés SH (Cép. 43},
SV e P (Cap. 5) com amortecimento, demonstrando-se que o caso!nég
amortecido tratado em |58| € apenas um aspecto particular do pri-
meiro. Exemplos numéricos sao resolvidos assumindo-se um modelo

de atrito de Coulomb.



PARTE II

‘MODELOS LINEARES DE ATRITO



CAPITULO 2

ONDAS SH COM E SEM AMORTECIMENTO -
SOLUCAC EXATA PARA ATRITO LINEAR FUNCAO DO DESLIZAMENTO

2.1 - Introducao

Em 1976 Guarajuda S. Murty publicou um trabalho |44] em
que apresentou a solucdo analitico-numérica do problema de uma on
da P atingindo o contorno entre dois sb6lidos quaisquer sujeitos

a um modelo de atrito linear, funcao do deslizamento.

Quando este atrito € do tipo viscoso, surge uma cons-
tante - chamada constante de adesac - que relaciona a tensao de
atrito com o deslizamento. Tal constante pode representar todos
os diferentes graus de adesao (e, portanto, de deslizamento) en-

tre as superficies dos dois so6lidos em contato.

O artigo nao tratou explicitamente de ondas SH e SV bem
como o amortecimento inerente a uma onda propagando-se no inte-

rior de um solido.

E objetivo deste capitulo e do seguinte apresentar uma
solucao analitico-numérica para ondas SH, SV e P onde o amorteci-
mento das mesmas sera considerado. Além disso mostrar-se-a que

o caso nao amortecido € uma particularidade de um meio quando sua

absorcao € nula.

Os solidos serao considerados semi-infinitos e pressio-
nados um contra o outro de tal-forma que a separagao normal ao

plano de contato € evitada.

No decorrer deste trabalho estas duas consideracoes se-



rao mantidas mesmo com o comentario prévio quanto ao efeito das
pré-tensoesnas amplitudes e velocidades de propagagao. Isto pode
ser assumido pois as pré-tensoes necessarias para impedir a sepa-

racao nao sao elevadas.
2.2 - Formulacgao

Considere dois s6lidos semi-infinites, homogeneos, 1i-
neares, isotropicos, livres de tensces residuais e em contato se-
gundo uma superficie plana. Considere, também, uma onda SH harmo-

nica com amortecimento atingindo este contorno plano (Fig. 2.1).

)\’ ,Fr . - Bp (Transmitida)
7 4 .

X,)A,P

) B; (Refletida)
Bo (Incidente) l

1

Fig. 2.1 - Uma onda SH incidindo num contorno plano:

Como a onda € harmonica, os deslocamentos abaixos re
lacionados ‘satisfazem a equacao da onda para amortecimento

nulo (veja Apéndice 2 ou |20]):

I =Be™ sen in (-x+bz) eik(bz—x+ct) (2.1)

i 0
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B e~ M Senrs (-x-bz) eik(-bz—x+ct) (2.2)
T 1

< ¥
I

B e—m' sen ts (—x+b'z)'eik(bfz—x+ct) (2.3)
t 2

<+
1

onde m e m' sao os coeficientes de amortecimento dos solidos infe

rior e superior, respectivamente.

Desta forma, uma frente de onda SH de amplitude conheci
da (BO), ao atingir um contorno plano, gera outras duas cujas am-
plitudes e enérgias deseja-se determinar. As particulas do solido
inferior experimentam um deslocamento v. + v, e as do superior um

deslocamento v de tal modo que a diferenca entre estes desloca-

t?
mentos, na interface, pode gerar um deslizamento localizado dado

or v. + v. - V_.
p i T t

A este deslizamento opoem-se as forcas de atrito que,

para um modelo de atrito linear, podem ser descritas como:
T=84d (2.4)

onde B € uma constante e d o deslizamento.

Um caso especial de tal modelo, e que sera tratado com
detalhes, consiste na existéncia de uma fina pelicula de 1iquido
lubrificante entre os sé6lidos. Quando ocorre o deslizamento surge
um gradiente de velocidade, permitindo que o atrito possa ser ex-

presso por (Figura 2.2).
(2.5)

onde n € o coeficiente de viscosidade, v o deslocamento e t o tem



po.

)/

AN\

Fig. 2.2 - Regi@o plana de contato entre dois solidos.

A derivada da velocidade com z pode, aproximadamente,

ser escrita como:

v, - V'
_ ,t ,t
Vi, m (2.6)
Mas como o deslocamento € do tipo v = elk(Ct_X}, segue
que VvV, = -iwv e, conseqlientemente:
T =33 -
= g 1w (v'-v) ou (2.7)
c
n 2
T'—'—‘———l——“-—?—k ' - .
UH * sen in (vi-v)u (2.8)
onde p € a constante de rigidez torsional.
Fazendo ncz/uH =-§ pode-se redefinir esta constante

que varia de 0 a « por uma outra que varia de 0 a 1:
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_ ¥
¢ =1y | | (2.9)

Esta constante ¥ sera chamada constante de adesdo. Quan

do ¥ 0, tém-se superficies perfeitamente lubrificadas, e quan-

do_?

1, tém-se os solidos em contato perfeito. Assim, a equagao

para o modelo de atrito torna-se:

Y v'-v

T = vk 1-¥Y sen in

(2.10)
As condicoes de contorno do problema sao obtidas da
igualdade de tensoes cisalhantes nos so0lidos superior e infe-

rior Gyz =0, € da consideragao do modelo de atrito (2.10), am-

bas em z = 0.

Aplicando-se a primeira condicao de contorno vem:

Cyz = Oyz! lz =0
vy + v ), = u'vy (2.11)
X, * g o(m' sents -~ m senrs)x X, = 1
onde X, = Bl/BO » X, = B,/B, e
_ u'b' m' sents - ik
€ ° b msenrs - ik (2.12)
A segunda condigao de contorno fornece
OYZ -t Iz =0 o
= i y VeTVeTYy
wlvg *vpds, = k95 < (2.13)
' - m S)X _
(1-y-h) XZ + h e(m sen ts m Senrs) X, = 1-Y+h
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onde

_ ik y _
h = m senrs - ik COS rs _ (2.14)

Matricialmente, tem-se o sistema:

1 g e(m' sents - m senrs)x XZ_ 1
11-v-p h e(m sents - m senrs)x X4 : 1-¥+h
(2.15)
A solugao €:
- h - g(1-¥+h)
X2 h = g(1-9-h) e (2.16)
2h (-m' sents + m senrs)x (2.17)

4 h - g(i-v-n °©

Quando o amortecimento ndo € considerado e os sélidos

estao em contato perfeito, tem-se:

X, = %—5—% e ', | (2.18)

X, = i‘féé—' (2.19)
onde:

z = %L%L' - (2.20)

que € a solugao encontrada em, por exemplo, |20, 21|, |271],]|33.
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Quando a onda SH incide normalmente & interface, a so-
lugio acima deixa de ser wvalida pois os deslocamentos (2.1),(2.2)
e (2.3) tornam-se incorretos (b e b' sao infinitos). O Apéendice
2 mostra os potenciais de onda quando a incidéncia & normal. A
partir deles,aplicam-se as condigoes de contorno discutidas ante -
riormente, obtendo-se entao um sistema de equacgoes semelhante a

(2.15).

Da solucao acima apresentada depreende-se que as ampli-
fudes dependem da freqliéncia. Isto € um aspecto muito importante
que surge quando da consideracao do amortecimento da onda. Mais
a frente serao apresentados graficos que mostrarao o comportamen-

to das varias ondas em funcd@o da freqliéncia.

O sistema (2.15) possui solugao dependente da coordena-
da x. Esta surge para a determinacao da razao das amplitudes em
um ponto x qualquer do contorno. A Figura 2.3 abaixo ajuda na
compreensao do fendmeno. Considerando-se que B0 € a amplitude no
ponto (0,0) esta decrescera com o aumento de x ja que existe amor

a razao X, aumentara muito,con-

tecimento. Com a diminuicao de B, 1

forme (2.17). Naturalmente que X, nao depende de x (Equacao 2.16).

2
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Z X X X X

i

Amplitude Beo.

0000

i

Amplitude amortecido
menor que Be.

Fig. 2.3 - Sistema de coordenadas.
2.3 - Deslizamento e Mudancas de Fase

Como jé.foi comentado, uma onda provoca movimento das
particulas do meio; na interface de contato entre so6lidos tal mo-
vimento pode provocar um deslizamento localizado. Localizado
por que nao € todo o s6lido que adquire movimento relativo mas
sim regioe€s atingidas pela onda,originando, desta forma, 'faixas

de deslizamento localizadas'.

Matematicamente pode-se exprimi-lo como sendo:

d =v. + v - v em z = 0 (2.21)
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m' i -
m senrs X e sen ts Xy 3 ik(ct-x)

4 0o °

d = {(1 + Xz)e X

(2.22)

Para apresentacgao posterior pode-se adimensionalizar es

ta expressao cCOmo segue:

_ d - m senrs X m' sents X
D= ik(ct-x) (1+Xy)e - Xy e

0 (2.23)

E interessante notar de (2.22) que as regioes de desli-

zamento propagam-se na interface como ondas e com velocidade c.

Quanto a mudanga de fase, esta ocorre por ser a onda
uma perturbacdo continua no espago e no tempo. Quando o amorteci-
mento nio é considerado, as expressdes para as amplitudes sao nu
meros reais enquanto a reflexdo total nao ocorre. As mudancgas de
fase possiveis de ocorrerem sao entao 0 ou 7*, indicando ou nao uma
inversio de movimento. Ainda sem o amortecimento, as mudancas de
fase diferentes de 0 ou m comecam a ocorrer quando o angulo de
incidéncia passa a ser maior que o angulo critico. Neste caso as

expressoes para as amplitudes tornam-se nimeros complexos e um

tratamento matematico nao-trivial toma lugar.

Quando o amortecimento € considerado, as amplitudes sao
numeros complexos independentemente do angulo de incidencia e 0

sistema depende da freqliencia. Assim, as mudancas de fase sao

de tratamento analitico laborioso e a consideracao da reflexao to

tal passa a ser uma particularidade. Numericamente estas mu

*A rigor nntal quen = 0, 1, 2,...
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dancas de fase sao facilmente obtidas, como sera visto na sec-

cao 2.4.
2.4 - Resultados Graficos

As conclusoes obtidas matematicamente dependem de va-
rios fatores. Para a consideracao total dos mesmos, foi de-

senvolvido um programa de computador no qual varios casos sao

analisados. As amplitudes, razoes de energias, deslizamento,
angulos, etc.... sao calculados e os resultados plotados em gra

ficos.
Computacionalmente, a consideracao da reflexao total &

feita tomando o calor de b' como um numero complexo. Assim:
b' = cotgts = QET—) -1 (2.24)

ou, no caso de reflexao total, quando ts nao € mais definido,

vem:

b = i/1 (=592 (2.25)

onde i € a unidade imaginaria.

As amplitudes, quando numeros complexos do tipo r + ci,

possuem as mudangaé de fase dadas por:

f = tg—l(c/r) (2.26)



Para o calculo das energias a partir de amplitudes com-

plexas do tipo r + ci estas sao tomadas em mddulo /r2+c2.

As razoes &e energias que serao apresentadas foram obti
das de (1.31) e (1.33). Aos solidos foram atribuidas as constan-
tes: v=v'=0.3 (v € o coeficiente de Poisson),u/u'=l,c =3000 m/s. As
varias curvas,a seguir apresentadas,relacionam-se as varias cons-

tantes de adesdo,que foram tomadas como sendo ¥=0, 0.25, 0.5,0.75 el.
2.4.1 - Amortecimento Nulo sem Reflexao Total

Neste sub-item serao apresentados os resultados para

m=m'=0 e cz/c '=1.1. Esta razao de velocidades faz com que nao

2
ocorra a reflexao total. As variaveis do problema sao descritas

em funcao do angulo de incidéncia.

O comportamento da raiz quadrada da razao entre a ener-
gia refletida e a energia incidente (Ez) esta apresentado na Figu

ra 2.4 enquanto a Figura 2.5 apresenta a onda transmitida E4;

Percebe-se que, para certos angulos de incidéncia, ne-
nhuma onda € refletida e, a eles associado, a onda transmitida
possui intenéidade maxima. Poderia ser esperado que a transmissao
fosse a maior possivel para incidéncia normal. Porém, para este
angulo (in=0°), o deslizamento &€ maximo (Figura 2.8), dificultan-
do a transmissao da onda ao meio II. Assim, existe um comprometi-
mento entre o deslizamento e a energia transmitida, fazendo com
que esta seja maior para incidéncias diferentes da normal. Isto
s6 € valido quando os s6lidos. nao estdo rigidamente | conectados
pois, do contrario, nao ocorre deslizamento e, portanto, nao e-

xiste a influencia deste na transmissao da onda. Neste caso ela



sera maxima para incidencia normal.
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Fig. 2.4 - Comportamento da Onda Refletida em
funcao do angulo de incidencia.
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Fig. 2.5 - Onda Transmitida para c /¢ ' = 1.1
e amortecimento nulo. 2 2
Observa-se que quando ocorre uma incidencia rasante
(in=90°) nenhuma onda € transmitida ao meio II. O mesmo ocorre

quando os s6lidos em contato podem escorregar livremente (¥=0).

As Figuras 2.6 e 2.7 mostram a energia normalizada (EN)
e a energia absorvida (EA). Neste trabalho estas estao definidas

por (vara o caso de onda SH):
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= 2.27
EN = E, + E, ( )
EA = 1 - EN (2.28)
Os mecanismos de absorcao de energia sao muitos 13],

|33] mas aqui nao serao tratados. A expressao (2.28) acima, ape -
sar de simples, € capaz de estimar a energia absorvida devido 2
friccao dos pares em contato.:O amortecimento também causa absor-
cao de energia mas € possivellafirmar que (2.28) representa ape-
nas a dissipacao de energia por friccao. Isto porque os resulta -
dos mostrados em todo 6 trabalho sao validos no ponto (0,0), ou

seja, no ponto em que a amplitude da onda incidente € A Se a

0"
coordenada x do problema fosse diferente de 0 entdo a absorcao de
energia seria também atribuida ao amortecimento da onda incidente
devido a distancia que esta percorreria entre oponto (0,0) e o pon
to (x,0) (veja a Figura 2.3).Ressa1ta—se taﬂbém que as energias
normalizada e absorvida sao a representagao de fenomenos oscila-

tonios. Energias associadas a pertubacoes nao periodicas, caso

da reflexao total, ndo sao aaui consideradas.

2
;
E 0.3 -
02
0.1 -
.0 T — T T T T ¥ T
° 20 *0 8o 80
ANGULO DE INCIDENCIA (GRAUS)
Fig. 2.6 - Energia normalizada em funcao do angulo de inci-

dencia para varios graus de aderencia dos solidos.
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0.9
0.8 -
3 0.7 ~
- ¢
4
&
Fig. 2.7 - Energia absorvida pela
fricgcao do contorno. )
uando EA=0 isto sugere ue nenhuma perda ocorre no
g q P

contorno por fricgao, com o deslizamento nulo ou maximo. Isto es-
ta confirmado na Figura 2.8 que mostra o deslizamento definido

em (2.23) em fungao do angulo de incidéncia da onda SH.

Desltramento
=]
[l

o0 -+ T 7 T T T T g T
< 20 4C 80 80

Angule de Incldencic (grous)

Fig. 2.8 - Amplitude da Onda de Deslizamento dividi-
: da pela Amplitude da Onda Incidente.

2.4.2 - Amortecimento Nulo com Reflexao Total

Para o segundo conjunto de graficos, valem as mesmas
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constantes consideradas anteriormente exceto que cz/c2‘= 0.9. Este

valor faz com que ocorra a reflexao total, ou seja, a partir de

64.16% nenhuma onda & transmitida ao meio II,

in = sen_l(O.Q)

conforme mostra a Figura 2.9. No angulo critico toda a onda inci-

dente & refletida (Figura 2.10).

VE
4 10

[« % -] -AM
o.8 ﬂw—_——/—/ﬁ

0.7 -

©.B ~
0.5 -
Ol <05
03 -
o2

0.4 -

00 +e T T T T Y T T T
(] 20 40 ec 80

Angule de incidencia {(graus)

Fig. 2.9 - Onda Transmitida. Amortecimento
nulo com reflexao total.
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o0 1+ T T T T T ~—T Y T
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ANGULO DE INCIDENCIA (GRAUS)

Fig. 2.10 - Onda Refletida para u/p' = 1.0,
v=y' = 0.3 e cz/cz' = 0.9.

As Figuras 2.11, 2.12 e 2.13 apresentam a energia nor-



w
~I1

malizada,absorvida e o deslizamento. Como ja foi comentado, para
amortecimento nulo e angulo de incidencia maior que o critico, as
mudancas de fase serao diferentes de nn(n=0,1,2,...). Aqui elas

nao serao apresentadas.

10

.8 ~

0.8

0.7

0.8

0.5

C4 -

ENERGIA NORMALIZADA

o3 4

O.2

0. Y | SE— T = T T T
0 2¢ 4 as a0

ANGULO DE INCIDENCU, (ORALIS)

1

Fig. 2.11 - Energia normalizada para cz/c = 0.9.
2

[e2-]
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0.7

0.8

0.5 -

O4

ENERGI ABSORMDA

Q.3

[+ -

O -

o0

ANGULO DE INCIDENCIA (GRAUS)

Fig. 2.12 - Energia absorvida em funcao
do angulo de incidencia.
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Desltramento
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Fig. 2.13 - Deslizamento em fungao do angulo de
incidencia para czlcz' = 0.9.

2.4.3 - Solidos com Amortecimento e sem Reflexao Total

O amortecimento foi considerado fazendo m = 0.01 Np/m e
m' = 0.1 Np/m (Np - Neper - € adimensional|37]|,m-metros). Isto torna
a freqﬁéncia uma variavel do problema. Tomando as mesmas constan
tes anteriores e cz/cz' = 1.1 apresenta-se, a seguir, o comporta-

mento do fenomeno para w = 1 Hz.

A Figura 2.14 mostra a raiz quadrada de E4 para as va-
rias constantes de ades@o e em funcdo do angulo de incideéncia.Per
cebe-se que so6 para solidos rigidamente conectados € que ocorre
transmissao de energia ao meio II. Para as outras constantes de
adesao quase nada se transmite. O inverso ocorre com a energia re
fletida, Figura 2.15, ou seja, quase toda a energia incidente €

rebatida pela interface. -



39

vE !

0.9
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ANGULO DE INCDENCIA (Groua)

Fig. 2.14 - Onda transmitida quando m = 0.01 Np/m,
n' = 0.1 Np/m e w= 1 Hz. .

vE oo+ -

0.8 ~

0.7 =
0.8 -
o5 -
G4
0.3
o2

0.1~

ANGULO DE INCDENCIA (Graus)

Fig. 2.15 = Onda Refletida para w = 1 Hz. Quase toda a
onda incidente e rebatida pela interface.

Um aumento da freqlléncia para w = 103 Hz altera sensi-
velmente os resultados (mesmas constantes anteriores sao assumi -
das). As Figuras 2.16 e 2.17 apresentam E2 e B4. EN, EA e o desli
zamento estao apresentados nas Figuras 2.18, 2.19 e 2.20, respec-

tivamente.
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OA4
C.3
02

0.1

ANGULC DE INCIDENCIA (Graus)

Fig. 2.16 ~ Comportamento da Onda Refletida para
m = 0.01 Np/m, m' = 0.1 Np/m e w=10° Hz.
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© 20 40 80 &80

ANGULO DE INCIDENCIA {Grous)

Fig. 2.17 - Onda Transmitida para w=10° Hz. Observa-se um
sensivel aumento do poder de penetragao da onda
quando comparado a freqllencias mais baixas.
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Fig. 2.18 - Energia normalizada em funcao do gngulo-de incidencia.
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Fig. 2.19 - Energia absorvida pelo atrito
na interface.
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Fig. 2.20 - Amplitude da onda de deslizamento
dividida pela da incidente.w = 10% Hz.

A Figura 2.21 mostra o comportamento da amplitude da

onda de tfensdo no contorno. Esta amplitude esta adimensionalizada

como segue.

)

6., = (1 - X)(m senin - ik) b et senin x (2.29)

_ Uyz sen in
1 - (m senin - ik) (2.30)

+—1
|



o
- - Z
T, = G K (2.31)

| T (2.32)

3
1

Nl

onde k. € o numero de onda da onda SH e || || representa o mddulo

de um numero complexo.
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© 20 40 [-1e] 8o

ANGULO DE INCIDENCIA (Graus)

T1

Fig. 2.21 - Amplitude adimensionalizada da onda de
' temsao cisalhante no contorno. w =10° Hz.

2.4.3.1 - Influencia da Freqliencia

Para ficar mais claro a influéncia da freqliéncia no com
portamento das varias ondas serao, a seguir, apresentados mais um
conjunto de resultados.

As mesmas variaveis anteriores serao apresentadas em
funcao da freqliencia. As constantes adotadas sao: u/p' = 1.0,
v=v' = 0.3, m = 0.01 Np/m, m' = 0.1 Np/m e cz/cz’ = 1.1. Se o a-
mortecimento fosse nulo as varias curvas seriam simples retas pa-

ralelas ao eixo x. Sera mostrado que a influéncia da  freqliencia



situa-se, no caso presente, na faixa aproximada de 0 a 20 KHz.

As Figuras 2.22 e 2.23 mostram as ondas refletidas e
transmitida quando in=40¢. Dependendo do grau de aderencia dos
solidos E, aumenta ou diminui com w. A energia normalizada € apre
sentada na Figura 2.24 e a 2.25 mostra as tensoes no contorno. O
deslizamento & mostrado na Figura 2.26 e verifica-se que este di-
minui com o aumento da freqlléncia. Este fenOmeno possui intima a-
nalogia com as freqliencias naturais de uma estrutura e o0s seus mg
dos de vibracao, ou seja, quanto maior a freqllencia menor a am-

’

plitude de vibracao.

[« X -2
0.8
074, ¥=1
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°4q

.3 -
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FR| ENGIA —‘)(Hz)

Fig. 2.22 - Onda Refletida para in=409 e em
fungao da freqiencia.

Por fim, nos proximos graficos, o angulo de incidencia
passa a ser 80°¢ permanecendo inalteradas as demais constantes.
As ondas refletida e transmitida comportam-se 1nversa -

mente,esta ultima aumentando com w,Fig. 2.27 e 2.28. Para este éngg

lo de incidéncia o influi muito poucono deslizamento, Fig. 2.29.
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da freqllencia para in=409.
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CAPITULO 3

ONDAS SV E P COM E SEM AMORTECIMENTO -
SOLUCAO EXATA PARA ATRITO LINEAR FUNCAC DO DESLIZAMENTO

3.1 - Introdugao

No Capitulo 1 foi apresentado o fendmeno de modo de
conversao no contorno e o Apéndice 2 refere-se ao seu tratamento
matematico. Assim, quando uma onda SV ou P atinge uma interface

plana, outras quatro ondas sao geradas.

E objetivo deste capitulo apresentar a solucao deste
problema quando o0s sdlidos podem deslizar um contra o outro; in-
cluindo o efeito do amortecimento. O modelo de atrito adotado na

interface € o Viscosc Linean.

3.2 -'Fdrmulagio

Sejam dois s0lidos em contato ao longo de uma superfi-
cie plana como na Figura 3.1. Os potenciais ¢ e X referem-se as

ondas ‘P e SV respectivamente e as linhas (') ao solido superior.

Os varios potenciais podem ser apresentados (Cf. o Apén

dice 2) como segue:

e~ sen in (az-x) eik(az—x+ct)
(3.1)

Al.e—m senrp (-az-Xx) elk(‘aZ-X+Ct)



48

SV (B,)

PlAZ)

PouSV (Aa ou Bo )

Fig. 3.1 - Onda P ou SV incidindo numa interface plana.

x = B e ™ senin (bz-x) oik(bz-x+ct)

0 | _ (3.2)

Bl oM senrs (-bz-x) e1k(-bz-x+ct)
o' = Az g M' sen tp (a'z~-x) elk(a z-X*Ct) (3.3)
X' = B2 "M’ sents (b'z-x) e1k(b z-X+Ct) (3.4)

Para se obter as varias amplitudes a partir da amplitu-

de da onda incidente, € necessario aplicar as condigoes de contor

no que se referem ao modelo de atrito, a continuidade das tensoes

normais e cisalhantes, € aos deslocamentos normais a interface,



todas validas em z = 0 e X, t qualsquer.

Em termos de potenciais, tais condigoes sao:

a) Continuidade de Tensoes Normais:

- + = 1 1 - ! 1
H(2¢, 7%, x,xx) u (Zcb',xz X, X ,Xx)

c) Continuidade de Deslocamentos Normais:

¥ ¢’X-‘X’Z-¢,’ +X'9

Z

- _ _ - X
u(zé.y, Xs gt Xoxyd = iuk l—W( Sen rs

)

49

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)
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Assim, destas condig¢oes de contorno, dois sistemas de
equagoes sao obtidos. O primeiro corresponde a uma onda inciden-

te do tipo SV. Neste caso A,=0 e a convengao (1.27) € adotada com

0

Ain=BO.Quando a onda incidente € do tipo P, tem-se o segundo sis-

tema de equagoes com B =0 e Ain=A em (1.27).

0 0

Os sistemas podem entao ser apresentados como sendo:

X. = V. i=1,2,3,4 (3.9)

(RN
=

onde Xj esta definido em (1.27) e (a=u/u'):

Mll = u(bz—l)(m sen rp - ik)2 g Senrp X

M12 = 20b(m senrs - ik)2 em SenTs X

M13 = '(b'z-l)(m‘ sen tp - ik)z R sen tp x
- ) ) ..yv2 m' sents x

M = 2b'(m' sents - 1ik)° e

Myy = Zaa(m sen rp —Jik)z g SEnTP X

M22 = -a(bz-l)(m senrs - ik)2 g SenIS X
M,, = 2a'(m' sentp - ik)2 em' sentp x -

23 ' (3.10)
My, = (b'-1)(m' sents - ik)? M SeRTS X

M31 = a(m senrp - ik) e SEnTp X

m senrs X

M32 = (m senrs - ik) e

M33 = a'(m' sentp - ik) em' sentp x

M34 = -(m' sents - ik) e Sents x

Mgy = {2a(1-¥)(m senrp - ik)-ikV¥/senrs}.

(m senrp - ik) ™ €M TP X



51

= {-(bz—l)(l-W)(m senrs - ik) + ik¥b/senrs}.

Myp =

(m senrs - ik) eM SEBTS X
Mgz = {ik¥/sen rs}(m' sentp - ik) M’ sentp x
My, = {ik¥b'/senrs}(m' sents - ik) oM’ sents x

No caso de onda incidente do tipo SV, tem-se ainda:

V. = 2ab(m sen in - ik)2 em senin Xx

1
v, = a(bz—l)(m sen in - ik)z gt senin X
V, = -(m senin - ik) €™ S°7 in x (3.11)

vV, = {(bz—l)(l-W)(m sen in -.ik) + ika/senrs}

(m sen in - ik) M senin X

E quando a onda incidente € P vem:

v, = ~a(b®-1) (m sen in - ik)% M SeMIn X
v, = 20a(m sen in - ik)2 e Senin X
v, = a(m sen in - ik) ™ Sem IR X (3.12)

v, = {2a(1-¥) (m sen in - ik) + ik¥/senrs}
(m sen in - ik) ™ S€0 iR X

Quando o amortecimento ndo €& considerado, Murty [44] ob

teve a solucao para o caso de onda P incidente. Sem amortecimento

o sistema passa a ser:
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12

13

14

21

22

23

24

31

32

33

34

41

43

44

42

]

]

"
-1

2a(1-¥) + ¥/senrs
*(bz—l)(l-W) - ¥b/sen rs
~-y/sen rs |

-¥b'/sen rs

‘0 vetor V para onda SV  é&:

"

"

2ab
a(b%-1)
-1

(b%-1) (1-¥) - ¥b/sen s

(3.13)

(3.14)



E para onda P:

- 2
V1 = -a(b”-1)
V2 = 20a
(3.15)
V, = a

V, = 2a(l-¥) - ¥/senrs

Quando os solidos estao em contato perfeito (¥=1) e o)

amortecimento nao € considerado, apenas a ultima equacgao € altera

da, transformando-se em (veja |20|, |21}):
M41 =1
My, = -b
(3.16)
Mgy = -1
Myg = -b e
V4 = -1 . para onda P ou (3.17)
V4 = -b para onda SV. (3.18)

Quando a incidéncia € normal, os potencials de onda usa
dos anteriormente deixam de ser validos. Isto porque a velocidade
de propagacido da onda, na direcao X, tornar-se-a infinita o mesmo
acontecendo com a, b, a' e b'. Neste caso deve-se usar 0s poten-
ciais do Apéndice 2, equacbes (AZ.32) a (A2.35). A partir .deles

aplicam-se as condigoes ‘de centorno (3.5) a (3.8),¢0que
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4>

originara um sistema de equagoes semelhantes a (3.9).

3.3 - Deslizamento e Reflexao Total
O deslizamento € calculado a partir das expressoes para

-
os deslocamentos U que ocorrem no contorno. Em termos de poten -

ciais tem-se:

d=¢), -X,Z—¢,X+x’

X z
d = {(m sentp - ik)e" P X X; ~(m sents - ik)b gl senrs X X,
~(m' sentp - ik)e " 5P Xx ~(m' sents - k)b’ ™ P Xyx,
+(m senin - ik) "SI X (g pyp X (g p
(3.19)

onde os pares ordenados significam que, se a onda inciden-
te for P, apenas os primeiros elementos sao usados nas multiplica
goes (no caso: 1 e AO). Se a onda incidente for SV, os segundos

elementos devem ser usados (b e BO).

Pode-se ainda, como no Capitulo 2, adimensionalizar o

deslizamento de tal modo que:

D = d ‘ (3.20)

T i 1k (ct-x)
(m-1kt)( AO , BO) e

onde kt € o numero de onda da onda incidente.

Da expressao (3.19) € possivel perceber a intima rela -
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gao entre o deslizamento e a freqliéncia.

Quanto a reflexao total vale lembrar algumas particula-
ridades. Como a velocidade de propagacao da onda P & sempre maior
que a da onda S (em um mesmo so6lido), € possivel verificar que os
angulos de reflexao e transmissao das ondas P serao sempre maio -
res que os da onda S. Isto podera originar situagOes em que a uni
ca onda a se propagar, além da incidente, sera a onda SV refleti-

~da, Figura 3.Z.

Deste modo o aumento do angulo de incidencia podera im-
plicar na reflexao total das ondas P e, por ultimo, da SV transmi
tida. Aos angulos criticos estarao entao associadas perturbacoes
na continuidade das curvas de razoes de energias, que serao apre-
sentadas na proxima seccao. Estas descontinuidades sao mais ou

menos evidentes dependendo da aderencia dos pares.

L5Y
Sy
Sv

sy Sv sy sy SV ’ Sy

b
o) ’ ) d)

Fig. 3.2 - Dependendo do angulo de incidéncia da onda

SV e das propriedades elasticas dos solidos,
podera ocorrer:
a) Todas as ondas P e SV, refletidas e trans
mitidas, existem. b) Onda P refletida nio &
mais periodica. c) Reflexdo total da onda P.
d) Reflexao total da onda SV.
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3.4 - Resultados Graficos

‘Nesta seccao serao apresentados varios graficos que vi-

sam descrever o fenomeno tratado neste capitulo.

A exemplo do Capitulo 2, as varias curvas correspondem

as varias constantes de adesao (¥=0, 0.25, 0.5, 0.75 e 1.0). As
constantes dos s0lidos que nao variam de caso a caso sao: p/u'=
1.0 e v=v' = 0.3. Os resultédos todos sao validos no ponto (0,0),

seguindo o sistema de referéncia da Figura 3.1. As expressoes dee
nergias foram apresentadasna Seccao 1.3.¢ o aqui chamado deslizamen
~to esta adimensionalizado pela expressao (3.20), do mesmo modo

que as tensoes pela expressao (2.31). c = 3000 m/s.
2

3.4.1 - Onda SV Incidente - Amortecimento Nulo sem

Reflexao Total da Onda SV Transmitida

Os resultados abaixo apresentados consideram amorteci -
mento nulo e cz/cz' = 1.1. Esta razao de velocidades faz com que
exista a onda transmitida SV embora as ondas P refletida e trans-
mitida deixem de ocorrer a partir de certos angulos de  incidén-

cia. Associados a estes angulos estdo as evidentes déscontinuida-

des nas curvas.

As Figuras 3.3, 3.4, 3.5 e 3.6 apresentam as varias
ondas envolvidas no fendmeno. E facil perceber os pontos  onde
deixam de existir as ondas P. Um fato muito interessante, ja co-
mentado no Capitulo 2, ressurge aqui. Existe um certo angulo de
incidencia, diferente de 0°, para o qual toda a onda SV & transmi

tida ao meio II, independentemente do grau de aderencia das super



ficies. Isto sugere que, neste ponto, o deslizamento deva ser ze-

ro, € € o que realmente ocorre, Figura 3.7.

Além disso, a incidencia normal da onda SV nao provoca
deslizamento maximo quando ¥=0. Este vem a ocorrer justamente quan

do a onda P nao mais se transmite devido a SV incidente.

As energias normalizada e absorvida estao apresentadas
nas Figuras 3.8 e 3.9 enquanto as tensoes normais, cisalhantes e
o deslocamento na direcao z aparecem nas Figuras 3.10, 3.11 e
3.12, respectivamente.
VE

1 1
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.8 —

0.7 -
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0.5 -

ANGULO DE INCDENCIA {Graus)

Fig. 3.3 -Onda P refletida quando ¢ /c ' = 1.1.
2 2

ANGULO DE INCDENCIA (Graus)

Fig. 3.4 - Onda SV refletida. Observa-se
um ponto de minimo.
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Fig. 3.5 - Onda P transmitida e o fenOmeno
da reflexao total.
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Fig. 3.6 - Onda SV transmitida. Para in = 489 toda a
onda incidente se transmite independente
mente da aderencia dos solidos.
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Fig. 3.7 - O deslizamento com um ponto de maximo

para incidencia nao normal.
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ANGULO DE INCIDENCIA (Graue)

Fig. 3.11 - Tensoes cisalhantes. Os pontos de
maximo sao para a incidencia normal.
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Fig. 3.12 - Deslocamentos normais ao contorno. Sao
nulos para incidencia normal e rasante.
3.4.2 - Onda SV incidente - Amortecimento Nulo com

Reflexﬁo Total da Onda SV Transmitida

Este sub-item considera a reflexao total da onda SV e,
para tanto, a razao de velocidades de propagacao das ondas S, nos

s6lidos, deve ser menor do que a unidade. Aqui c2/c9'= 0.9 e m=m'=0.

As Figuras 3.13, 3.14, 3.15 e 3.16 apresentam o compor-

tamento (VE /E4)das viarias ondas. Os angulos de incidencia

12"
para os quails as ondas P deixam de existir sao, agora, diferentes
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do caso anterior. Ainda ocorre a transmissibilidade total da on-
da SV, independentemente do grau de aderéncia dos so6lidos, Figura
3.16, sO0 que agora parain = 439, Além disso, como ocorre reflexao
‘total da onda SV, a onda SV transmitida deixa de existir a ‘par~
tir de in = 64.16° o que provoca uma grande pertubacao na onda SV

refletida (Figura 3.14).

. /El '

Ol ~
0.7 -
o084
105-
Ly

03

02 -

T T T T Y
40 a0 80

ANGULO DE INCIDENCIA (Grous)

Fig. 3.13 - Onda P refletida para c2/c2' = 0.9.

0.8 -

0.5

ANGULO DE INCIDENCIA (Graus)

Fig. 3.14 - Ondas SV refletida. Observa-se, a partir
de 649, que as curvas mudam muito para
compensar a reflexao total.

As energias normalizada e absorvida estdo mostradas nas
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Fig. 3.15 - Onda P transmitida para m=m' = 0.0,
c,/e,' = 0.9, y/p' = 1.0 e v=v' = 0.3.
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Fig. 3.16 - Reflexao total da onda SV. Observa-se
tambem um ponto maximo independente de VY.

Figuras 3.17 e 3.18 enquanto que a Figura 3.19 apresenta o desli-
zamento. No ponto em que a transmissibilidade da onda SV & maxi-
ma a energia absorvida € nula bem como o deslizamento. Observa-se
também que a energia ébsorvida € muito significativa para angulos
de incideéncia em torno de 70° sem haver, no entanto, um desliza -
mento exagerado. Isto se deve ao fato de a energia absorvida ser
obtida através da normalizada e esta, por sua vez, das energias
das varias pertubacdes peridodicas. Assim, para in>64.16°, so a

energia refletida € periddica,com as outras ondas possuindo uma
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energia que decai com z, aqui nao considerada. Desta forma, a
energia absorvida possui um ponto de maximo, nao associada ao des

lizamento.

A Figura 3.20 apresenta as tensoes cisalhantes adimen -
sionalizadas,onde pode ser visto picos de tensoes para in=64.16°%.
Na Figura 3.21 tem-se a tensao normal a interface de separagao

dos so6lidos, com um detalhe na Figura 3.22.

ENERGIA NORMALIZADA

[/ T ~1" Y T T T Y T
© 20 T 40 eo 8o

ANGULO DE INCIDENCIA (Graus)

Fig. 3.17 - Energia normalizada das
oscilagoes periodicas.
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Fig. 3.18 - Energia absorvida. Observa-se pontos de
absorcao nula e de quase total absorcgao.
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Fig. 3.19 - Amplitude da onda de deslizamento.
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Fig. 3.20 - Tensoes cisalhantes na
B interface de contato,
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Fig. 3.21 - Tensao normal a interface.

Onda SV incidente.

64



65

Tn

o4 T T T T T T
2 27 28 31 33 35 37 >8

] ¥ I L T T ¥ L)

ANGULO DE INCIDENCIA (Graue)

Fig. 3.22 - Detalhe da tensao normal. Ao ponto
comum das curvas esta associado o
angulo de reflexao total da onda P.

3.4.3 - Onda SV Incidente com Amortecimento

e sem Reflexao Total

O proximo conjunto de gréficos descreve o fenomeno quan
do o amortecimento & considerado fazendo m=0.01 Np/m e ' m'=0.1
Np/m. A razio de velocidades cz/czﬂ € .igual a 1.1, o que garante
que a reflexao total da onda SV nao ocorra. Porém, devido a velo-
cidade da onda P ser maior que a da SV, a partir de certo énguld
de incidencia, deixario‘de existir as ondas P refietida e transmi
tida. Os potenciais de onda adotados nao permitem que esta parti
cularidade, qual seja, reflexao total com amortecimento, seja tra
tada, razdo pela qual o angulo de incidéncia da onda SV nao sera

maior do que 30°.

As Figuras 3.23, 3.24 e 3.25 mostram a resposta das va-
rias ondas quando a freqliéncia € de 1 KHz. A amplitude da onda P
transmitida € pequena e nao serda mostrada. Verifica-se um leve au
mento da transmissibilidade da onda SV com o angulo de  incidén-

cia. Por outro lado, odeslizamento, Figura 3.26, diminui com in.
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Fig. 3.23 - Onda P refletida para
w=10®> Hz e ¢ /e ' = 1.1.
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Fig. 3-24 - Onda SV refletida. Caso
com- amortecimento.
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Fig. 3.25 - Onda SV transmitida. Baixa

freqliencia, baixa transmissibilidade.
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Fig. 3.26 - Deslizamento para w=10° Hz.

As energilas normalizada e absorvida estao mostradas nas
Figuras 3.27 e 3.28 e as tensOes cisalhantes e normais nas Figu-
ras 3.29 e 3.30. A Figura 3.31 apresenta os deslocamentos nor-

mais, que variam com a aderéncia dos s6lidos.:

.A influéncia dé constante de adesdo no deslocamento nor
mal € devido a este ser mais ou menos facilitado de acordo com
a aderéncia dos pares. Isto ﬁordue, a um deslocamento normal a
inferface, esta associado um mLeno dgbt&zamento funcao de ¥. A-
qui também se faz presente o efeito de Poisson. Este efeito modi-
ficara os limites dos sd0lidos principalmente nas regioes de con-
tado atingidas pela onda, provocando nelas, deslocamentos w, va-
riaveis com a facilidade com que as superficies dos sGlidds tem

de se deslocarem entre si, nestas regioes.

Um aumento da freqliéncia para 1 MHz altera muito o com-

portamento das varias ondas, Figuras 3.32, 3.33, 3.34 e 3.35. As
ondas transmitidas sao agora significantes. O deslizamento apre-
sentado na Figura 3.36 diminuiu em relacao ao caso anterior (pa-

ra ¥#0). Isto provoca uma maior energia normalizada, Figura 3.37,
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Fig. 3.27 - Energia normalizada para w=103 Hz.
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Fig. 3.28 - Energia‘absorvida para w=10% Hz.
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Fig. 3.29 - Tensao cisalhante para w=10% Hz.
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Fig. 3.30 - Tensao normal. A constante de adesao
influi levemente. w=10% Hz.
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Fig. 3.31 - Deslocamento normal. Torna-se mais

evidente a influéncia de ¥. w=10° Hz.

e uma menor absorgao na interface, Figura 3.38.
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3.32 - Onda P refletida. w=10° Hz.
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4 - Onda P transmitida e significativa.
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Fig. 3.35 - O aumento da freqllencia faz aumentar
a penetrabilidade da onda SV.
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Fig. 3.37 - Energia normalizada para w=10°% Hz.
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.Fig. 3.38 - Energia absorvida pela
interface quando w=10° Hz.

3.4.4 - Onda SV Incidente - A Freqiliencia

como uma Variavel do Problema

Para avaliar-se de modo mais esclarecedor a influencia
da freqliéncia no fenomeno em questao fdram construidos os grafi-
cos abaixo. "‘As constantes usadas sao as mesmas do caso anterior.
Foi escolhido um angulo de incidencia da onda SV igual a 30° va-
riando-se a freqléncia de 1 a 40 KHz. Fica claro que, a partir
de 40 KHz, os valores das variaveis do problema nao mais
se alteram. Naturalmente que esta frequéncia € determinada pelas

propriedades elasticas dos materiais e o seu grau de aderéncia.

As Figuras 3.39, 3.40, 3.41 e 3.42 mostram as raizes qua
dradas deEl, EZ’ ES’E4 em funcao de w. Em especial verifica-se um
sensivel aumento com a freqliéncia do poder de penetracdo das on-
das P e SV transmitidas. Esta transmissibilidade nao aumenta inde

finidamente com a freqllencia sendo este fato um aspecto muito im

portante.

Nas Figuras 3.43 e 3.44 sao mostradas as energias nor-
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malizada e absorvida. Esta Gltima & diferente de 0 mesmo para des
lizamento perfeito. Ja a Figura 3.45 mostra o deslizamento, - que

em geral, diminui com o aumento da freqliéncia. A excessao fica

por conta de ¥=0 (in=30?). O deslocamento normal w aparece na Fi-

gura 3.46.

vE

¥:=0.0

20 30 40 -

T (T

Fig. 3.39 - Onda P refletida. in=30° e

c /e ' =1.1.
2 2

B 20 s0 ' +0

FREUBABA e

Fig. 3.40 - A onda SV refletida diminui
com o aumento de wWw.
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Fig. 3.42 - A penetrabilidade da onda SV aumenta
rapidamente com o aumento da freqllencia.
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3.4.5 - Onda P Incidente com Amortecimento

e sem Reflexao Total

Os resultados a seguir apresentados referem-se a uma on
da P incidindo na interface de solidos com amortecimento (m=0.01
Np/m e m'=0.1 Np/m). A razao de velocidades escolhidas - cl/cl' =

1.1 - nao permite a reflexao total.

As Figuras 3.47 e 3.48 mostram as ondas refletidas, em
funcdo do angulo de incidéncia, quando a freqliéncia € de 1 XHz. Pa-
ra esta freqléncia as ondas transmitidas sao tao insignificantes
que nao serao apresentadas. As energias normalizada e absorvida
estao mostradas nas Figuras 3.49 e 3.50 enquanto que o deslizamen
to na interface esta na Figura 3.51. As tensoes cisalhantes e nor
mais sao mostradas nas Figuras 3.52 e 3.53 e o deslocamento nor-

mal ao contorno na Figura 3.54.
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Fig. 3.47 - Onda P refletida para w=10% Hz,

Aumentango a freqliéncia para 1 MHz as ondas

transmitidas tornam-se significativas, Figuras 3.55, 3.56, 3.57
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Fig. 3.48 - Onda SV refletida para w=10° Hz.
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Fig. 3.49 - Energia normalizada. Onda P incidindo
com freqliencia de 1 KHz.
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Fig. 3.50 - Energia absorvida por atrito. Caso
de ondas com amortecimento.
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Fig. 3.51 - Amplitude da onda de deslizamento
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Fig. 3.52 - Tensoes cisalhantes no contorno.
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Fig. 3.53 - Tensoes normais agindo na
interface de contato dos solidos.
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Fig. 3.54 - Deslocamento Hormal variando
com a adesao dos solidos. w= 1 KHz.

e 3.58. 0 deslizamento diminui com o aumento da freqllencia, Figu-
ra 3.59, bem como a energia absorvida, Figura 3;60. A Figura 3.61
mostra a energia normalizada. As tensoes sao apresentadas nas Fi-
guras 3.62 e 3.63 enquanto que o deslocamento normal ao contorno,
na Figura 3.64. Para esta freqliéncia o grau de aderéncia dos pa-

res influi muito pouco no deslocamento normal.
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Fig. 3.59.- 0 deslizamento diminui com o
aumento da freqllencia (Cf. Fig. 3.51.).
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Fig. 3.62 - Tensao cisalhante no contorno.
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Fig. 3.63 - Tensao normal ao contorno. E
maxima para in=09.

0.9 S
0.8 -
0,7 -
0.8 -
0.5

Ot ~

DESLOCAMENTO w

03 -
02 -

0.1 4

< T T T T v Y T T 3
© 20 40 ] 80

ANGULO DE INCIDENCIA (Graua)

Fig. 3.64 - Deslocamento normal. A aderencia
influencia pouco em altas freqllencias.
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3.4.6 - Onda P Incidente - 'A Freqiliencia

como uma Variavel do Problema

Como ja foi visto, a consideracao do amortecimento tor-
na a freqliéncia uma variivel do problema. Os graficos a seguir mos
tram a sua influéncia quando a onda incidente & a do tipo P. O an

gulo de incidéncia escolhido foi de 80°. ¢,/c,' = 1.1.

iAs respostas das ondas est@o apresentadas nas  Figuras
3.65, 3.66, 3.67 e 3.68; Em especial verifica-se que a onda P
transmitida aumenta muito com a freqliéncia. O inverso ocorre com
a energia absorvida, Figura 3.69. Observa-se ai picos de absor -
¢ao de energia. A Figura 3.70 mostra a energia normalizada e a
3.71 o deélizamento. Nas condicgoes presentes este diminui com a
freqencia. As tensGes no contorno sao apresentadas nas  Figuras

3.72 e 3.73.
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Fig. 3.65 - Onda P refletida em fungao
da freqllencia.
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Fig. 3.69 - Observe os picos de absorgao de

energia nas baixas freqllencias.
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Fig. 3.70 - Energia normalizada. m=0.01 Np/m
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aumento da freqlencia.
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PARTE IIX

MODELOS NAO-LINEARES DE ATRITO



CAPITULO 4

0 METODO DA LINEARIZACAO EQUIVALENTE -
ONDAS SH COM AMORTECIMENTO

4.1 - Introducao

Como ja foi visto, as forcas de atrito que ocorrem em
fenomenos os mais elementares sao dificeis de serem corretamente
avaliadas e leis matematicas que as quantifiquem da maneira mais

real possivel sao expressoOes nao-lineares.

Se por um lado a nao-linearidade melhor representa es-
tas forcas (veja por exemplo |35|, |51|, |55]), por outro o seu
tratamento € penoso e, muitas vezes, analiticamente impossivel.Pa
. ra contornar parte deste obstaculo, foram desenvolvidos varios mé
todos de aproximagao que, gerélmente,tém o intuito de linearizar
o problema, quando as condigées suficientes para a linearizacao fo
rem satisfeitas. As referéncias sobre os mais diversos métodos a-
plicados abs mais variados tipos de fenamenos sao muitas, recomen

dando-se [28], |29], |30], |47], |49].

Um ‘destes métodos de linearizacao chamado Método da Li-
nearizacao Equivalente - MLE*, sera pormenorizadamente apresenta-

do neste trabalho. O MLE foi aplicado ao estudo de ondas elasti-

*Este método possui Intima analogia com o Método dos Residuos Pon
derados, usado na solucdao de problemas de valor de contorno na
elasticidade. Veja, por exemplo, BATHE, Klaus J. - Finite Ele-
ment Procedures in Engineering Analysis, 12 Edicao, Prentice-
Hall Inc., pp v-735, 1982,
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cas ao atingirem contornos planos por Richard K. Miller em 1977
|40|. A partir dai, ele foi desenvolvido e aplicado aos trés ti-
pos basicos de onda - SH, SV e P -, do que resultou a Tese de

Hoi T. Tran |58

Dada a boa concordancia deste método quando ‘comparado a
resultados analiticos, o presente trabalho amplia-o ao aplica-lo

a analise de ondas elasticas em que o amortecimento € considerado.
4.2 - 0 Método da Linearizagdo Equivalente - MLE

Basicamente, o MLE aqui usado descreve o modelo de a-
trito nao linear através da soma de duas variaveis lineares, que
sao o deslizamento e sua variacao com o tempo. As constantes que
multiplicam estas variaveis impoem-se que o erro médio quadratico
seja minimo obtendo-se, deste modo, integrais funcoes do mbdelo de

atrito adotado.Assim, seja a tensao de atrito representada por:

T = Lyd+ Lyd (4.1)

onde Ll e L2 sio constantes a serem minimizadas, d o deslizamento

e o (.) a derivada em relagao ao- tempo.

Pode-se assumir que o deslizamento & harmodnico,
ja que a onda incidente também o €. Além disso pode ocorrer uma
mudanca de fase - fd - na onda de desfizamento, originada do fa-

to de ser a onda uma perturbacao continua no espago e no tempo.

Assim:

d = D cos (kx - wt + £d) (4.2)
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Ao se substituir (4.2) em (4.1) obtém-se uma equacao
linear tentando representar uma possivel nao linearidade. Assim
L e L2 devem ser escolhidas de tal forma que o erro séja minimo.

Define-se o erro médio quadratico como:
EMQ = £2" {t - (Ld + L d)}* dn | (4.3)

onde n-= kx-wt+fd.

Substituindo-se (4.2) em (4.3), derivando em relacdo a

L1 e L2 e igualando a zero (condicao de minimo), vem:

’ L
L1 = 7% = #%ﬁf” T cos 1 dn (4.4)
-L -1 '
L2 = 5% = Fﬁﬁﬂfﬂ T senn dn - (4.5)

Desta forma} alguns modelos de atrito podem ser aproxi-

mados pela equacao (4.1) linear.

A seguir, este método sera aplicado a uma onda SH onde

o amortecimento € considerado.
4.3 ~ Onda SH com Amortecimento

Seja uma onda SH amortecida atingindo uma interface pig
na sujeita a um modelo de atrito qualquer, Figura 2.1. No presen
te trabalho, as ondas incidentes serao sempre harmonicas. Devido
a possivel ndo-linearidade no contbrno, € de se esperar que as on
das refletidas e transmitidas sejam alteradas em sua forma. Isto

geralmente ocorre, mas como o presente método lineariza o atrito,



91

as ondas refletida e transmitida -serao consideradas harmonicas e

decaindo em amplitude com a distancia.

Devido ao atrito, deslizamento e amortecimento, € possi
vel ocorrerem mudancgas de fase, tanto na onda refletida (frs)
como na transmitida (fts). Considera-se,nas discussoes seguintes,

que nao ocorre separacgao entre os solidos.

Da continuidade de tensoes cisalhantes na interface, se

gue que:

yz  yz l2-0

u{(m sen in - ik) gh Senin x
: (4.6)

- (m senrs - ik) X, e™ senxrs.x}bBO e

m' sents X

i(kx-wt) _

i(kx-wt)

Tyt 1 - 3 '
pt(m .sen ts 1k) X4 e b BO e

Alternativamente a (4.2),0 deslizamento pode ser repre-

sentado por:

d = Ve - vr - v,

q = Dv61Ckx-wt) {X4em sen ts x _ Xzem Sen rs X _
_ . S o (4.7)
oM senin X}BO e1(kx wt)

Por ultimo, a equacao para o modelo de atrito no con-

torno €:
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0

vz z
u{(m sen in - ik)Aem senin x

' (4.8)
M Sen IS Xy el(kx-wt) =

By

(m senrs - ik) X2 e

(L, - iwLy)D etlx-vt)

Exprimindo L; e L, em funcao de Ly e L, (Equacoes (4.4)

e (4.5)),pode-se apresentar o sistema de equag6es da- seguinte for

ma
fl u'b! (ml Sen' ts - ik) Em sen ts X O~ 'X
pb (m senrs - 1ik) oM Senrs X 2
M osenTs X _eM' sents X 1l 4x }-
4
\l 0 OJ LXSJ
l -
m senrs X (4.9)
{ " ?
L + 1iL
1 _ 3 -4
ubBO(m senrs - ik) g Senrs x
. J
onde
X, = Yz(cos frs + isen frs) (4.10)
X4 = Y4(cos fts + isen fts) (4.11)
XS = Ys(cos fd + i sen fd) (4.12)

sendo frs, fts e fd as mudancas de fase ocorridas no contorno (ve
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ja Seccao 1.3).

A solucgao do sistema (4.9) é:

g ‘21 =M SenrTs X
L3 + 1L,+ e

XZ =1- ubB0 (m senrs - 1k) (4.13)
L, + iL -m'
- 3 y m' sen ts x
X4 - W'b'B (m'“sents - 1ik) © (4.14)
m sen rs x L, + il 1

X, ==-2 e + =3 ¥ g —

5 B, "“ub(m senrs - ik)+
: (4.15)

p'b'(m' sents - ik)}

Substituindo as expressoes (4.10), (4.11) e (4.12) na

solucao acima, e comparando-se as partes reais e complexas, ob-

tém-se o modulo e a fase das amplitudes, que a seguir estao apre-

sentadas.

vem:

Sendo:

msenrs - L, k
re, = —— > v (4.16)
m sen rs + k

m senrs + L, k
in, = o L | (4.17)

m- sen2 rs + k2

L, m'sents - L,k

m'2 sen2 ts + k2

(4.18)

~
o

o
]

L, m'" sents + L, k
(4.19)

im, =
2 m'2 sen2 ts + k2
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-m Sen rs Xx - Sen rs Xx
- _ e 2 e 2,1/2
Y, = ({1 b3, re;]” + BB, im; %)
(4.20)
-Mm Sen rs X ;
= v 1 im ,
frs = tg -m sen rs x (4.21)
-e re, - ‘UbB
1 0
: -m' sen ts X
_ € 2 . 2,1/2
, Y4 TREN {ré2 + 1@2} (4.22)
fts = tg_l(imz/rez) _ (4.23)
Vo= m senrs x - re, | re, 2
Ys {[_2 (< + ]JbBO + u'b'BO} +
(4.24)
[iml, . }m% ]2}1/2
ubBO u'b BO
im, im,
= tg7! ub___uib’ 4.25)
fd tg. (-2 em Senrst . re;1+ 'rez) ( . )
0" ub u'b
A forma como aqui foi desenvolvido o MLE aplicado as

ondas elisticas fez com que o sistema de équag6es fosse explicita
mente resolvido. Isto difere do modo de outros autores|40],
|58| apresentarem o método pois os mesmos obtém uma equacdo trans
cedental para o deslizamento que € entao usado na determiﬁagéo de
X2 e X4. Tal equacao pode, dependendo do modelo de -atrito adota-
do, exigir sqlugéo numérica, o que nao ocorre usando-se o modo

aqui desenvolvido.
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4.4 -~ O MLE Aplicado a Atrito de Coulomb

O objetivo desta seccdao € usar o MLE para resolver 0
problema de dois solidos em contato sujeitos, em sua interface,
a agao de uma onda SH harmdnica com amortecimento. Esta nao provo
ca separacgao das superficies em contato,existindo éntre elas, a-

trito do tipo Coulomb.

A onda SH, ao atingir as superficies, provoca deslocai—
mentos localizados que se propagam pela interface com a mesma
velocidade da onda incidente. A estes deslocamentos estdo associa
dos tensdes cisalhantes Gyz que possuem intensidade variavel com
a onda que incide, Figura 4.1. O atrito existente na interface
atua de modo a impedir o deslizamento mas este vem a ocorrer con

o continuo crescimento de ¢

Gyz

yz'

- Fig.‘4.1 - Onda de Tensao Gyz

Como a Onda de Tensdo inverte periodicamente seu senti-
do de atuacdo, pode-se exprimir a tensdo de fricgdo por:
e = T4 sinal(d) , d # 0 : (4.26)

onde T4 € o modulo da tensdo de friccdo na interface.

Introduzindo esta ‘expressao nas equacgoes (4.4) e (4.5) obtém-se
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as integrais L., L,, Ly € L, do MLE, 'que sao dadas por:

Ly =0 : | (4.27)

L, = 2 ;% (4.28)

Ly =0 | , _ (4.29)

L= -3¢ (4.30)
4 md

Para apresentar as expressoes da solugao do sistema,

considere os solidos sem amortecimento. Disto resulta:

-L,/k | | (4.31)

|
=
[¢)
i

rel =
im; = im, = 0 | (4.32)

o que torna as mudangas de fase nulas. Além disso:

X, =y, =1-24 4 O 4.33)
2 2 Tbk uBO ' o
v . 4 Ta
X4 = Y4 be'k ulBO (4'34)
X, =Y_ = -2+ ifé--(45-+. 1') (4.35)
5 5 mkB, “ub u'b .

0

Como, no MLE, as razoes de amplitudes XZ’ X4 e X5 sao a-

proximadas, as razoes de energias dal obtidas devem ser tais que

satisfacam o equilibrio energético.
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Assim:
(4.36)

E1 *+E, < 1

2 u'b! 2 . )
Xl + —T;B—XZ <1 v (4.37)

4 Talz _w'pr[ 4 Ta |2
De tal modo que:
‘d . _mkubu'b’ | (4.39)
B, = 2(ub*u'd) .
Se os solidos sdo iguais entao:

T
a4 kb 4409
uBy — 4 .

E possivel mostrar também que existe uma freqiiéncia a-
baixo da qual nenhum deslizamento ocorre |58| e a transmissdo da

onda ao meio II € completa.

Esta freqlléncia de corte, para solidos iguais e sem a-

mortecimento, € dada por:

4 C(4.41)

Cabe ainda mais uma observacao ao MLE. Se ele for apli-
cado ao modelo de atrito viscoso Linear as integrais (4.4) e

(4.5) serao:
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. _duk ¥y

le sen in 1-Y (4.42)
L, =0 o ' (4.43)
Aplicando-as ao sistema (4.9), os resultados obtidos

ser3o identicos aqueles do Capitulo 2. Isto confirma que o MLE
pode ser usado em problemas.onde o modelo de atrito é'linear,'dag

do origem a solucao analitica.
4.5 - Resultados Graficos para Atrito de Coulomb

A solucgao para atrito de Coulomb, apresentada na secgao
precedente, foi particularizada para o caso de amortecimento nu-

lo. Para uma analise mais ampla do fenomeno aquela solugao (equa-
coes (4.16) a (4.25))foi processada em computador, gerando os gra-
ficos a seguir. Estes podem ser divididos em dois grandes conjun-

tos.

O primeiro analisa o comportamento das ondas em funcao
do dngulo de incidéncia. Isto para varias freqiiéncias e varios

PAC - Parametro de Atrito de Coulomb - que aqui € definido como:

PAC = — | (4.44)

Observa-se que.ovPAC nao pode assumir qualquer valor, para que a
conservacgao da energia seja satisfeita (Equacao (4.39)). Valores
altos de PAC representam uma pequena tensao de fricgao no contor

no.

0 segundo conjunto de graficos mostra as ondas em - fun-
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cdo da freqliéencia para um dado angulo de incidencia e varios

PAC's.

A velocidade da onda SH incidente € de 3000 m/s, u/p'=1

v=v' = 0.3. Os resultados sdo validos no ponto (0,0).

As varias curvas dos graficos dizem respeito aos varios
Parametros de Atrito de Coulomb que, neste trabalho, sao: 10, 50,
100, 500 e 1000. Isto representa varios graus de aderéncia entre

as superficies em contato.
4.5.1 - Amortecimento Nulo sem Reflexao Total

Sera visto, na seqliéencia de graficos a seguir, como se
comporta a solugao obtida pelo MLE na auséncia de amortecimento.
A relacdo de velocidades adotada € de cz/cz' = 1.1 o que garante
a nao ocorréncia da reflexdo total. A freqliéncia da onda € de

10 KHz.

As Figuras 4.2 e 4.3 apreseﬁtam 0 comportamento das
ondas refletida e transmitida. Percebe-se que, para baixos PAC's
e, conseqllentemente, grandes tehSSes de atrito, a onda Se transmi
te mais facilmente embora de forma pouco intensa. Esta baixa in-
tensidade se deve ao deslizamento das superficies em contato, Fi-
gura 4.4. Quanto maior for ele mais dificuldade tem a onda de se
transmitir. Istc explica porque, na incidencia normal, a tramsnis

sibilidade nao € maxima.

As energias absorvida e normalizada, Figuras 4.5 e 4.6,
apresentam um comportamento peculiar, no caso de Atrito. de Cou-

lomb.

A absorcao de energia diminui quando o deslizamento au-
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menta e vice-versa. Fisicamente, 1isto pode ser explicado ao se
considerar que a um grande deslizamento esta associado um pe-
queno coeficiente de atrito e, portanto, uma menor dissipagao de

energia por friccgao.
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Fig. 4.2 - Energia refletida para o caso de
amortecimento nulo e w = 10 KHz.
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Fig. 4.3 - A energia transmitida aumenta
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4,5.2 Solidos com Amortecimento e sem Reflexao Total

A consideragéo do amortecimento, através dos coeficien-
tes m=0.01 Np/m e m'=0.1 Np/m, altera o fenomeno embora o compor-
tamento das curvas se assemelhe ao caso anterior. Os resultados sao
validos na origen, cz/cz' = 1.1 e para w = 1 KHz.

Como se conclui da equacao (4.39), o MLE exige que a ra
zdo entre a tensdo de friccao e a amplitude da onda incidente seja
tal que satisfaca o equilibrio de energia. Assim, para grandes an-
gulos de incidénciae os PAC's aqui usados, (4.39) deixade ser vali
da. Por isto algumas curvas ndo foram plotadas-a partir de certos: angulos.

Uma formulacao que considere o amortecimento revela-se
importante pois este afeta de modo quantitativo as variaveis do
problema. Assim € que, em relacdo ao caso anterior, a reflexao di
minui em intensidade (Figura 4.7) enquanto o coeficiente de trans
missdo aumenta (Figura 4.8). Também a fazébAentre a amplitude da
onda de deslizamento e a da incidente € agora menor, Figura 4.9.
As Figuras 4.10 e 4.11 mostram EN e EA.

Na Figura 4.7 nota-se um aumento da onda refletida para
baixos PAC's. Este comportamento peculiar nao pode ser justifica-

do, merecendo estudos adicionais futuros.
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‘Fig. 4.7 - Onda SH refletida.
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Fig. 4.11 - Energia absorvida pela
fricgao do contorno.

4.5.3 - Onda SH sem Amortecimento -

A Freqiiéncia como uma Variavel do Problema

No MLE a freqliéncia € uma variavel do problema indepen-
dentemente da consideracao ou nao do amortecimento. Para verifi-

car sua influéncia foram construidas graficos para dois  angulos

de incidéncia: 15° e 70°., A razdo de velocidades das.ondas  nos
solidos permanece cz/cz'_= 1.1,
As Figuras 4,12 e 4.13 mostram as ondas refletidas e

transmifidas. Percebe-se, no caso de Atrito de Coulomb, uma dimi-
nuicao no poder de penetragﬁo da onda SH quando.aumenta a freqlien
cia. Isto se deve ao aumento do deslizamento, Figura 4.14. Natu -
ralmente que a reflexao aumenta e a absorgﬁo de energia dimingi,
Figura 4.15. A energia normalizada pode ser analisada pela Figu-

ra 4.16 enquanto que as tensoes cisalhantes estao na Figura

4.17.

E facil verificar que, quanto maior o PAC e, portanto,

menor aderéncia dos pares, a transmissibilidade diminui e o des-
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lizamento aumenta.

Um aumento do angulo de incidencia para 70° faz diminuir
o deslizamento e aumentar a energia transmitida em relacdo a ‘in=
15°. E o que mostra, entre outras variaveis, a seqUéncia de Figu-

ras 4.18 - 4.21.
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Fig. 4.12 - Onda SH refletida em fungao
da freqllencia. in=159.
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com o aumento do PAC,
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Fig. 4.14 - Deslizamento em fungao
da freqlU€ncia. in=159.

[<2-X
0.8
0.7 =
©.6
05 ~

04 -

ENERQIA ABSORVDA

0.3
02-

0.1

o 4=

¥

Y y Y
© 10 20&‘&)
Fig. 4.15 - A absorcao de energia
diminui com a freqllencia.
| Tm——
048 ;50
08
07 4 10 .
g 05
é 04 -
& o3
02 ~ \
0.1
° r T T : r
° 10 40

1 T
20
FREQUERN ey
Fig. 4.16 - Energia normalizada para
amortecimenteo nulo.

106



107

o4

0.35.

03
o025 .
PAL:f0 . i
© 02 -

T

(<AL X

O.1
1o

0.05 100

.° - LB L) ¥
20
bR e

Fig. 4.17 =~ Tensoes cisalhantes normalizadas. in =159.

VE. .

0.8
0.7 -
0.8 —
0.5 ~

OA -

© 10 N :g'o' i

RSB e
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Fig. 4.19 - Onda SH transmitida.in=709.
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Fig. 4.20 - Deslizamento para in=709.

ENERGW ABSORMDA

Fig. 4.21 - Energia absorvida no
contorno. in=709.

4.5.4 - Onda SH com Amortecimento -

A Freqliencia como uma variavel do Problema

O amortecimento foi considerado pelas mesmas constantes
anteriores,sendo introduzido no sistema (4.9). As razoes de ampli
tudes obtidas foram transformadas em razoes de energia. A cada an
gulo escolhido (15¢ e 70°) a freqliencia variou de 1 a 40000 Hz,ge
rando os graficos a seguir. Estes diferem quantitativamente do
sub-item anterior. As Figuras 4.22 a 4.26 s3o para in=15° enquan-

to que o caso de in=70° esta apresentado nas Figuras 4.27 a 4.31.
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Fig. 4.31 - Tensoes cisalhantes em fungao

da freqllencia para in=709.

4.6 - Comentarios sobre o MLE

No presente capitulo o MLE foi desenvolvido consideran-
do o amortecimento das ondas. A seguir foi aplicado na solucao do
modelo.de atrito de Coulomb sendo ent3do apresentados os resulta -

dos obtidos.

A solucao énalitica para este tipo de atrito foi apre -
sentada por Miller |42| e sua comparagﬁo com o método aqui usado
revela uma excelente concordincia para pequenas e grandes amplitu
des da onda incidente, A solugdo exata para ondas com amortecimen

to ainda nio foi construida.

Outros modelos de atrito foram usados com o .MLE |39]| re

velando a sua aplicabilidade.

A influéncia do coeficiente de Poisson nao foi aqui ana
lisada embora o seu aumento cause uma diminuigZo da dissipacgao

de energia no contorno |43},



CAPITULO 5

O METODO DA LINEARIZACAO EQUIVALENTE -
ONDAS SV E P COM AMORTECIMENTO

5.1 - Introducao

Como ja foi visto, ao incidir uma onda SV ou P em uma
interface plana, quatro outras sao geradas, o que implica que, pa
ra a determinacao das amplitudes resultantes, quatro serao as

condicoes de contorno.

Para a aplicacao do MLE, uma quinta variavel surge, a.
saber, a amplitude do deslizamento. A par destas incognitas, tam-
bém € conveniente tratar as-mudangas de fase analitica e n3ao nu-
mericamente originando,assim,um problema em que as amplitudes in-

cognitas e os angulos de fase sao em numero de cinco.

Deste mddo,-a analise de ondas SV ou P € muito complica
da, surgindo equacoes de dificil manuseio mas que, computacional-
mente falando, revelam a possibilidade de resolver problemas nao-

lineares na area deste trabalho.
5.2 - Ondas SV ou P com Amortecimento

Considere uma onda SV ou P harmonica atingindo uma in-
terface, como no Capitulo 3 (veja também a Figura 3.1). Os -po-
tenciais de cada onda estdo apresentados no Apéndice 2. A  exem-
plo do capitulo anterior, as dedugdes que serao apresentadas con-

sideram a,b, a' e b' apenas como numeros reais. Ja Ll e L2 serao



114

aqui considerados como nimeros complexos, o que € uma importante
generalizacdo. Esta consideracao € que permite tratar modelos de

atrito cujas integrais do MLE sao complexas.

Quando se desejar analisar a reflexao total, a, a' e b'
poderao ~ser numeros imaginarios, tornando as equagoes abaixo
nio representativas. A saida para este impasse consiste entao

em resolver computacionalmente o sistema (5.9) a seguir.

As condigoes de contorno deste problema sao quatro, to-

das em z=0 e x,t quaisquer:

w=w' ' (5.1)
0, = OZZ' (5.2)
9%z T %xz - | (5.3)
o, =T - (5.4)

As trés primeiras ja foram desenvolvidas e apresentadas
no Capitulo 3, através das expressoes (3.7), (3.5) e (3.6).
O atrito pode ser expresso como em (4.1) (os indices

e ¢ referem-se as partes reais e imaginarias de Ly e Ly):

T = (L, *il;)d + (L, + il )d (5.5)

1r 2c

Alternativamente a (4.2), o deslizamento pode ser ex-

presso por:

D el(wt-kx-fd)

d = (5.6)
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Desta forma, (5.4) passa a ser

u(m sen in - ik)2 gt Senn X {Za(A2 - A -

(6713 (8y + 33 HKEE w g wany g T

-ifd}D eik(ct-—x)

(L, *+ il,)iw e (5.7)

Como ja foi exposto, cinco sao as incognitas e uma

quinta equacao se faz necessaria. Esta € obtida da expressao do

deslizamento:
d =u' -u Iz=0
d = H{m' sen tp - ik) el Sentp X A2 - (m' sen ts - ik).
b' e sen ts x B2 - (m senrs- ik)b gh Senrs X Bl

+ (m senrp - ik)em Senrp X Al - (m senin - ik),

'em sen in x (a, -b )('AO ’ BO )} eik(ct—x) (5.8)

Assim, com (3.7), (3.5), (3.6), (5.7) e (5.8), pode-se

estabelecer um sistema de cinco equacoes do tipo:

il ™Mo
=
<
"
<

, i=1,2,3,4,5 (5.9)

onde (a=p/u'):

m senrp X

=
[

11 a(m senrp - ik) e

m senrs X

=
i

12 (m senrs - ik) e
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14
15
21
22
23
24
25
31
32
33
34
35
41
42
43
44
45
51
52
53
54

55

a'(m' sen tp - ik) e™

1
-(m' sen ts - ik) e

0

on(bz—l) (m senTp - ik)2 e

2ab(m senrs - ik)’2 e

~b 21y (m' sentp - iK)% e

2b'(m' sents - ik)2

0

20a(m senrp - ik)2 e

-a(bz-l) (m senrs - ik)2 e

2a'(m' sen tp - ik)2

S

m

sentp x

ents X

m senrp X
senrs X

m' sentp X

m' sents x

e

m

ml

(S

senrp x
m Senrs X

sentp Xx

(b'2-1)(m' sents - ik)? (M SEBTS X

0

2pa(m senrp - ik)
2 .

-pu(b”-1)(m senrs - 1

0

k)

2 o SenTp X

2 em senrs X

Sy + ik )+ de(l,, + i, )Y

(m senTp - ik) e
-b(m senrs - ik) e
-(m' sen tp - ik) em'

-b'(m' sents - ik) e

1

S

ml

m senrp X

m senrs X

entp x

sen ts X

116

(5.10)
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As incognitas Xj, j =1,...,5.580 definidas como:
A 1 . .
X, = = =Y (cos frp + isen frp) (5.11)
1 A. 1
in :
B. . 4
X, = — = Y, (cos frs + isen frs) (5.12)
2 A. 2
in
A .
X, = =2 = Y_(cos ftp + isen ftp) (5.13)
3 A. 3
in
B , .
X, = —2 = Y,(cos fts + isen fts) (5.14)
4 A. 4
in
D e-ifd
X5 = =g - Ys(cos fd - isen £d) (5.15)
in

Ainrepresenta a amplitude da onda incidente, que pode
ser P(Ain==A0) ou SV(Ain_=BO)' O caso em que a onda incidente e

simultaneamente P e SV ndo sera tratado aqui.

frp, frs, ftp e fts representam as eventuais  mudancas
de fase ocorridas no contorno, onde o indice f refere-se a fase,
p a onda P, s ilonda S, rout se a onda € a refletida ou a trans
mitida.

0 vetor coluna deéte sistema (Vi’ i=1l, ...,5) pode ser
melhor apresentado na forma de uma expressao multiplicada por um
par ordenado (x,y)., onde o primeiro elemento deste par e usado
nas multiplicacoes quando a onda incidente for P, e o segundo €
usado no caso de‘onda SV. Além disso, os sobre-indices P, SV que
surgirao adiante referem-se também ao tipo de onda incidente (P

ou SV). 0 vetor Vi é:
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m sen in x

V1 = (m sen in - ik) e (a , -1)

V2 = g(m sen in - ik)2 ™M sen in x (-b2+l , 2b)

V, = o(m senin - ik M SeRIn X 5. p2 0y (5.16)
V, = u(m senin - ix)F ™ Senin x oo 2 gy

V5 = -(m sen in - ik) el sen in x (1 , b)

Das trés primeiras equacoes deste sistema € possivel es

crever X,, X, X, em funcao de X,,do que resulta:

2’ 73 4 1
X, = CpyXy + Cpp°Y (5.17)
Xz = C3p%) * CI;iSV (5.18)
Xg = Cgp%p * Cgésv (5.19)
onde
a1 ° aei'szre:isxx-m,sen - farfa(b’-1).
e m' sents - ik

(m senrs - ik) + 2(m' sentp - ik)].

[2ab(m sents - ik) - (b*-1)(m senrp - ik))

+ a[-2(m sentp - ik) - (b%-1)(m senrs - iK)].
[20a'b(m sents - ik) + (b'-1)(m' sentp - ik)]}

: {[-a(b®-1)(m senrs - ik) + (b'°-1)(m' sents - ik)].
(20a'b(m sents - ik) + (b'2-1)(m' sen tp - ik)]

+ 2a'[2(m’ sentp - ik) *+ a(b’-1)(m sents - ik)].

[ab(_m senrs - ik) + b'(m' sents =~ ik)]} (5.20)
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msen in . x . .
e ‘m sen in - ik

® W sents x . B {a[Z(m sen in - ik)
€ m' sen ts - ik

+ (bz—l) (m senrs - ik)][20a'b(m senrs - ik).
+ (b'%-1)(n' sentp - ik)] + aa'[a(b®-1),
(m senrs - ik) + 2(m' sentp - ik)].
[-(bz—l) (m sen in - ik) - 2ab(m senrs - ik)]}

+ {[-a(bz—l) (m senrs - ik) + (b'z-—l) .

2.1).

(m' sen ts - ik)][Zaa'b(m senrs - ik) + (b’
(m' sen tp - ik)] + 2a‘[(x(b2-1)(m senrs - ik)
+ 2(m' sen tp - ik)] [ab(m senrs - ik)

+ b'(m' sen ts - ik)]} _ (5.21)

em sen in x

m sen in - ik {4oca'b[oc(b2-1),

O ,
m' sents x .
e m' sents - ik

(m senrs - ik) + 2(m' sentp - ik)][m sen in - ik]}

+{{-a(b®-1) (m sentTs - ik) + (b'2-1)(m' sen ts --ik)].
[20a'b(m senrs - ik) + (b'2-1)(m' sentp - ik)]

*Za‘[oc_(bz-l) (m senrs - ik) + 2(m' sentp - ik)].
[ab(m senrs - 3k) + b'(m' sents - ik)]} (5.22)

m senrp X

{a(m senrtp - ik) e [Zab(m senrs - ik)

(-bz'l) (m senrp - ik)] - 2(m' sents - ik) gMosents X,

[eb(m senrs - ik) + b' (m' sents - ik)] C,.1}

41

{-(m' sentp - ik) e %% tp *

e

2aa'b(m sen rs - ik)

+

(b%-1) (m' sentp - ik))) (5.23)
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SV
32

21

SV
22

{o(m sen in - ik) e

"{-(m sen in - ik) e
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¢ Senin x [—(m sen in - ik).
(bz-l) - 2ab(m sen rs - ik)]

. 1
2(m' sen ts - ik) em sSents x

[ab(m sents - ik)
P

42}

m' sen tp X

b'(m' sents - ik)]C

{-(m' sentp - ik) e [Zoca'b(m senrs - ik)

(b'“-1)(m' sentp - ik) ]} (5.24)

m senin X

{4ab(m sen in - ik) e (m sen in - ik)

m' sents X [ocb(m senrs - ik)

2(m' sents - ik) e
SV
42}

m' sentp X

b'(m' sents - ik)] C
{-(m' sentp - ik) e [20a'b.

(m senrs - ik) + (b'z-l) (m' sentp -~ ik)]}

(5.25)
{(m' sents - ik) e® Se€nts X Cas
a'(m' sentp - ik) e® SeMTP X Cyy
ab(_m sentp - ik) oM senrp X,
{(m senrs - ik) e 0TS X (5.26)

] m senin Xx
ik) e

{(m sen in a+ (m' sents - ik).

gM' sents X CEZ - a'(m' sentp - ik) ™ 3°R px
CEZ} +.{(m senrs - ik) e SenTS Xy (5.27)

o s . o
en in x (m' sents - ik).

em sen ts x Ci\zf - a'(m' sen tp - ik). (5.28)

em' sen tp X m senrs X,y

ng} : {(m senrs - ik) e

Da condicao de contorno o, =7 (quarta equagdo do siste-
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ma) e com o uso de (5.17) & possivel obter uma equagao onde as in
cognitas X1 e X5 sdo substituidas por suas expressoes complexas
(5.11) e (5.15). Com isso compara-se as partes reais e imagina -

rias do que resulta duas equacoes dadas por:

N,N, + NN,
Y1 cos frp = > —5 (5.29)
N® + N
3 y
NN, - NN
Y. sen frp = 22 L - (5.30)
1 N% + N2
L
onde:
N1 - mzp[em sen in X(éa,bz—l) senzin + oM senrs x
(bz-l) Cgésv sen2 rs] - lez[em senin x (Za,bz-l)
s QM Sen TS X p2 gy ¢25%V) - [y -ul, ) cos £
+ (ALlcmLZr) sen fd]Y5 (5.31)
N, =-2pkm{e™ % ™ Xgenin (Za,bz—l) + M 'SEn TS X
2_ .P,SV
- (b“-1) senrs 5 ]+ [(Llc+wL2r) cos fd.
- (Ly~wl, ) sen fd}y5 (5.32)
N, = umZIem sen rp x:ZasenZ p - oM SenTs X
Cbz-l) senzxs CZl] - ukz[Zaem SenIp X (5.33)
_ (bz—l)em sen rs X C21]
N4 = Zumk[—Zasen rp g SenIp X (b241) C,21 sen rs.

em sen rs X] . (5.34)
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Da {iltima equacdo do sistema € possivel realizar a mes

ma operacao acima descrita do que resulta:

NN, + N.N,
Y, cos frp = > > (5.35)
N® + N
7 8
N.N, - N.N
Y, sen frp = -3 28 (5.36)
1 N+ N |
7 8
onde:
NS = m[em senrs X cOS TS C12958V _ W senin X sen in Uqb)]
+ m|[em sen tp X sen tp ClgéSV + em' sen ts x
P,SV :
cos ts C42 ] - Y5 cos fd (5.37)

N, = k[em sen in Xx (1,b) - el SENnTS X, CP,SV

6 22
_ ' sentp x P,SV _m' sents x,, .P,SV (5.38)
e Cs5 e b' Cyp3”)
+ Y sen fd
N7 = m[em Sen Ip x senrp - g SenIs X C21 cosrs]
,f m' sentp X m' sen ts X
- m [e P sentp C;; + ¢ cos ts C41]
(5.39)
- __ I senrp X m senrs X m' sen tp X
Ng k[ e + e b 021 + e .
m' sents x.,
Cqp * @ b c4ﬂ (5.40)
Pode-se agora obter Y, e frp em funcao de Y. e fd, ele-

1 5
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vando-se ao quadrado as expressoes (5.35) e (5.36) e dividindo-se

(5.36) por (5.35) do que resulta

tém-se as

onde

(5.41)

(5.42)

Igualando-se (5.29) com (5.35) e (5.30) com (5.36) ob-
equagoes:
N9¥5 cos fd + N10Y5 sen fd = N11 12 e (5.43)
- NlOYS cos fd + N9Y5 sen fd = le + N14 (5.44)
_ (Lgpmely INg + (L tuly ONy N;
Ng A 7 (5.45)
N3 A N7 + N
P (Ly *wly INg - Ly ~wl, ON Ng
N0 i 7.2 (5.46)
+
Ny = Ny N7 + Ng
N11 = {-p g Sen1in X (2a,b2-1) [Ns(m2 sen2 in - kz)
- N, 2k m senin) - ue™ SO TS X (2 q) PSSV,
(5.47)

[Ns(m2 senzrs - kz) - N, 2k m senrs]}

2

2
+ {N3 + N4}
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N = {(1,b) ™ Sen in x (=N

12 m sen in + N8k)

7

m senrs X P SV

+ b e (N m senrs - N k)

22
. em' sen tp x CI;ZSV (N m' sen tp - Nsk) (5.48)
. Qh'sents x ., CEZSV(N7 m' sents - Ngk) )}
. 2 YA
z {N7‘+ Ng}
o _.n senin X ' ;

Njg = {-e (1,b) (N.k + Ng m senin)
+ ol SenTs X bcP SV(N7k + Ng m sen 1s)
+ oM sentp X IS)ZSV(N k + Ng m' sen tp) (5.49)
+ oM sents x ., Czis‘l (N7k + N8 m' sen ts)}
) 2 2
+ {N; + Ng!

N, = (o™ 5P X g b1y [2k mosenin N, (5.50)

. (mz senzin _ kz)N4] + u,em senrs x

co3°V[-2k m senrs Ny - (n” sen’rs - k*)N,))

(b%-1).

2

. N2
- {N3 + N4}

De (5.43)e (5.44)& possivel obter as expressbes para a am

plitude e fase do deslizamento,que resultam:

2 (N *N )2 (NN )2

Y. = = _ (5.51)
> N? + N2
§ 10
-1 N, (N, ,+N + N, (N ,+N )
£d = tg 1 é(C_Nlabe % _ NlogN“i'le)) (5.52)
@v11 12 1013 1wm
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A equacao (5.51) € a que governa o deslizamento e nao
€ uma equacgao do 2° grau poils depende diretamente de L1 e LZ. que
podem ser complicadas expressoes, de acordo com o modelo de atri-
to considerado.Para casos especiais € possivel uma solugao analiti
ca desta equacao |39| embora, muitas vezes, a solugao numérica

seja a mais indicada.

As outras incognitas do sistema de equacoes sao resol-
vidas ao serem substituidas as expressOes complexas para asiincég
nitas nas equacbes (5.17), (5.18) e (5.19). Apds alguns algebris-

mos obtem-se:

2352 4 [c, Y, senfrp]® (5.53)

2 _ .
Y, = {C Y, cos frp + C 2171

2 2171

-1 C,,Y, sen frp

tg ( )
C Y «cos frp + CP’SV
21 1 22

Hh

-

n
i

(5.54)

Yg = [Cle1 cos frp + Cgésv]z + [C31Y1 sengfrp}z (5.55)

ftp = tgt(— )ty SO0 frpp =) (5.56)
‘C31Y1 cos frp + C’

Y2 = [c,qY; cos frp + ¢E2SV) w (g, v, sensrp)? (5.57)

fts = tg t(——m¥s SeD frpp,sv) (5.58)

C,,Y, cosfrp + C

42

Pode-se mostrar que todas as equacoes acima apresenta-
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das coincidem com as de Hoi Tran |58| quando o amortecimento €
nulo. Além disso quando € nuio o amortecimento € Y5=fd=0 pode-se
também mostrar que as incégnitas Xi’ i=1l,...,4 coincidem com a so
lucgao analitica exata do problema de uma onda P ou SV incidindo
num contorno cujos solidos estao em contato perfeito. Tal solugao

pode ser encontrada em |21].
5.3 - Resultados Graficos para Atrito de Coulomb

Dada a dificuldade de manuseio das expressoes anterio-
res, foram desenvolvidos procedimentos numéricos que facilitam a
analise da influéncia de varios fatores, tais como: o tipo de on-

da incidente, angulo de incidencia, amortecimento e freqlléncia.

A maneira como os resultados serao apresentados difere
da de outros autores |43|, |58| pois apresenta-os separadamente,

em funcao do angulo de incidencia e da freqllencia.

Nos resultados obtidos considera-se a reflexao total pa
ra amortecimento nulo. Isto s0 € possivel gracas a solucgdo numéri
ca do sistema (5.9), quando entdao € simples considerar a, a' e/ou
b' como numeros complexos. Esta € a primeira vez em que a refle -
xao total € tratada pelo MLE representando uma importante genera-
lizagao. Quando esta nao ocorre, a solugao (5.41), (5.42) e (5.51)

a (5.58) pode ser diretamente usada.

A solucao analitica do problema de atrito de Coulomb pa
ra onda P ou SV incidente ainda nao foi obtida. Os resultados ori
ginados da comparagao entre o MLE e a solucao exata, para onda SH
e atrito de Coulomb |42|, reforcam a possibilidade deste método

oferecer bons resultados para ondas P e/ou SV.
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Os graficos a seguir podem ser divididos em dois gran-
des grupos relacionados ao tipo de onda incidente SV ou P. A ca-
da um destes conjuntos as variaveis do problema podem ser expres-
sas ou em funcido do angulo de incidencia ou em funcdo da freqlien-
cla, isto tudo com ou sem amortecimento e com ou sem reflexao to-
tal. As constantes que nao se alteram na discussao a seguir sao
v=v' = (.3, c,6 = 3000 m/s e u/u' = 1.0. Os resultados sdao validos
no ponto (0,0) e os valores dos PAC's, associados as varias cur-

vas, sao 10, 50, 100, 500 e 1000.
5.3.1 -Onda SV sem Amortecimento e com Reflexao Total

Os graficos a seguir referem-se a uma onda SV incidente
cujos s6lidos em contato apresentam uma razao de velocidades
cz/cz' = 0.9, o que garante a reflexao total das ondas P e SV. O
amortecimento € nulo. O sistema de equacOes € dependente da fre-
gliéncia, contrariamente ao modelo de Atrito Viscoso Linear funcao

do deslizamento. Nos graficos a seguir w= 3 KHz.

As Figuras 5.1 a 5.4 apresentam oAcomportamento das va-
rias ondas. Estas deixam de existir a partir de certos angulos de
incidéncia, relacionados aos angulos criticos. Como no Capitulo 3,
observa-se que, para um certo angulo de incidencia toda a energia
incidente se transmite ao meio II 4Andependentemente do grau de a-
deréncia dos pares. Este angulo € diferente de 0° pois,para ainci
déncia normal,o deslizamento € maximo, dificultando a transmissao.

As energias normalizada e absorvida e o deslizamento,Fi
guras 5.5, 5.6 e 5.7, apresentam peculiaridades nos pontos onde
ocorrem as reflexoes totais e a transmissao maxima.Ressalta-se os

picos importantes de deslizamento. As tensoes no contorno e o des
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locamento normal sdo mostrados nas Figuras 5,8, 5.9 e 5.10. Obser
va-se que existe um ponto de tensdo cisalhante zero associado di
retamente ao deslizamento também nulo. Neste ponto as tensées e
deslocamentos normais sao maximos e &€ al que ocorre a transmis-

sibilidade indevendente do PAC.

Existe uma semelhanca qualitativa,ja esperada, entre as
curvas dos dois modelos de atrito estudados.Isto deve acontecer pe
lo menos no caso limite em que os solidos estao em perfeito conta
to (¥=1 e PAC=0)ja que, neste caso, o MLE recai na sélugéo analiti

ca.

vE 09
08 -
6.7 4
0.8 4
o5 PAC=1000
oA -
0.3 ~ to
0.2 4

0.1 o

1~ 1) ¥ 1 L 1 T L] ¥
o 20 40 6o 80

ANGULO DE INCIDENCIA {Grous)

Fig. 5.1 - Onda P refletida sem
amortecimento. w = 3 KHz.

vE

ANGULO DE INCDENCIA (Grous)

Fig. 5.2 - Onda SV refletida. Para in=64,169
toda a onda incidente & refletida.
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Onda P transmitida
sem amortecimento.
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Onda SV transmitida. Incidencia normal
nao garante a transmissibilidade maxima.
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Deslizamento na interface para
varios graus de aderencia.
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ENERGIA ABSORVIDA

T1

0.8 -
0.7 4
0.8
0.5
o4 -
03 ~
0.2 4

Q.1 ~

4 T T T T T Y Y T
] 20 40 B8O 80

ANGULO DE INGIDENCIA (Grous)

5.6 - Energia-normalizada.
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5.7 - Energia absorvida.
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5.8 - Tensoes cisalhantes no contorno.
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o9
onB - NPAC - 10
. 0.7 -

C.6
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0.5
oA
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0.2
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ANGULO DE INCIDENCIA (Grous)

Fig. 5.9 - Tensoes normais. Observe
o ponto de maximo.

0.8
o2 ‘ PAC= 10
0.7
0.6 ~
05

oA

DESLOCAMEMTO. w

02 -

0.1

© 1] ¥ Ll 4 ¥ 13 1 ¥
o 20 40 80 8o

ANGULO DE INCDENCIA (Graua)

Fig. 5.10 - Deslocamento normal para
m=m' = 0 e w = 3 KHz.

5.3.2 - Onda SV com Amortecimento € sem Reflexao Total

A seguir o amortecimento € considerado (m = 0.01 Np/m e
m' = 0.1 Np/m) o que implica que deva ocorrer apenas potenciais
de ondé periodicas para que a formulagao aqui desenvolvida conti-
nue valida. Para tanto a razao de velocidade escolhida foi de
cz/cz' = 1.1 e o angulo de incidéncia da onda nao deve exceder os

30°. A freqliencia adotada vale w = 3 KHz.
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0 comportamento do fenomeno esta descrito pelas Figuras

5.11 a 5.16.
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Fig. 5.15 - Energia absorvida pela
fricgao do contorno.
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Fig. 5.16 - Tensoes cisalhantes para
os varios PAC's.
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5.3.3 - Onda SV com ¢ sem Amortecimento -

A Freqliéncia como uma Variavel do Problema

A influencia da freqliencia sera avaliada pelos graficos
a seguir (cz/cz' = 1.1).

A primeira seqliéncia de figuras € valida para um angulo
de incidéncia de 10° e sem amortecimento. As Figuras 5.17 a 5.20
mostram as razdes de energias, onde se percebe uma diminuicao do
poder de pengtragéo das ondas. As tensces cisalhantes, Figura
5.21, decaem com a freqliéencia permitindo um aumento do deslizamen
to, Figura 5.22, paralelamente a uma diminuigao da absorgao de

energia pelo contorno, Figura 5.23.

VE
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0.8
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0.5 —
o4
03 -

0.2 4 /—'

0.1 +

PACz 0

Lf T T
el REER )

Fig. 5.17 - Onda P refletida sem
amortecimento. in=109.
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Fig. 5.18 - Onda SV refletida aumentando
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Fig. 5.19 - Onda P transmitida. in=10°.
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Fig. 5.20 - Onda SV transmitida diminuindo
com o aumento do PAC.
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Fig. 5.21 - Tensoes cisalhantes

DESUZAMENTO

Fig.

ENEROI ABSORMDA

Fig.

decaindo com PAC.

1.9
18 -
1.7 4
1.6
15
1.4
1.3
1.2
1.9

1 -
0.9 -
0.8 -
017-1
0.5 -
0.5 -
04 -
03 -
0.2 -

=

PAC:=10

0.9 -

© 10

5.22

T 1 1 ]
20
FREGENER 9Dy

- 0 deslizamento aumenta
com a freqllencia.

0.8 -
0.7 -
0.6
0.5 -
04 -
03 -
02

C.t 4

PAL =10

100

5.23 - Energia absorvida para

¥ 1
20
FREGUEREIR Yz

m=m' = 0 e in=100.

136



137

A consideracdo do amortecimento (m=0.01 Np/m e m'=0.1
Np/m) altera a descrigdo quantitativa do fenomeno, conforme as Fi
guras 5.24 a 5.29 apresentam. O angulo de‘incidéncia continua sen

do de 109. E observado um aumento da energia transmitida P.

VE '

Pac:- 10

© 1 L 13 ¥ ¥ 1 L

[+] 10 20
FRECUEYER? Gy

Fig. 5.24 - OndaP refletida com
amortecimente. in=109.
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Fig. 5.25 - Onda SV refletida.
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Fig. 5.29 - Energia absorvida no contorno.
5.3.4 - Onda P sem Amortecimento e com Reflexao Total

O caso agora tratado € quando a onda incidente € do ti-
po P. A reflexdo & considerada fazendo cl/cl' = 0.9. Diferentemen
te da onda SV, aqui a Unica onda ndo periddica a partir de cer-
to angulo de incidéncia serd a P transmitida. A freqllencia esco

lhida € de 3 KHz.

As razSes de energias, Figuras 5.30 a 5.33, apresentam
deséontinuidades em torno do dangulo critico (OC=64.169). Ocorre
ai um aumento da energia refletida P e uma diminuigao de energia
das ondas S. A partir de GC nenhuma onda P € transmitida. Em @C
o deslizamento € nulo, Figura 5.34, enquanto ocorre um pico na

tensao normal, Figura 5.35.
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Fig. 5.30 - Onda P refletida sem
amortecimento.ci/cl’=0.9.
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Fig. 5.31 - Onda SV refletida em funcao
do angulo de incidencia.
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Fig. 5.32 - Onda P transmitida_e o
fenomeno de reflexao total.
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5.35 - Tensoes normais ao contorno.
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5.3.5 - Onda P com Amortecimento e sem Reflexao Total

A consideracao do amortecimento através dos mesmos coe-
ficientes anteriores implica que a reflex3o total deve ser evita-

da e, para tanto, ca/c1‘=l.1. Além disso, w = 3 KHz.

As tensoes cisalhantes e deslocamentos normais estdo a-
presentadas nas Figuras 5.36 e 5.37. O comportamento das varias
ondas, Figuras 5.38 a 5.41, € interessante em alguns aspectos.Por
exemplo, o Parametro de Atrito de Coulomb pouco influencia
a transmissao da onda P. O deslizamento, Figura 5.42, apresenta-
se nulo para incidencia normal e rasante. As energias normalizada

e absorvida correspondem ds Figuras 5.43 e 5.44.
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002 - PAC = j00
[+ T Y Y T T
(o4 20 40 8o a0

ANGULO DE INCIDENCIA, (Graus)

Fig. 5.36 - Tensao cisalhante para
ci/cl‘=l.1.
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Fig. 5.37 - Deslocamento normal ao contorno.
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Fig. 5.38 - Onda P refletida.
m=0.01 Np/m e m'=0.1 Np/m.
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Fig. 5.39 - Onda SV refletida com
amortecimento.
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Deslizamento na interface de contato

sujeita a uma onda P incidente.
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- Energia absorvida diminuindo
com o aumento do PAC.

5.3.6 - Onda P com e sem Amortecimento -

A Freqliéncia como uma Variavel do Problema

A freqliéncia da onda incidente influi no fenomeno inde-

pendentemente da consideragao ou nao do amortecimento. Isto, como

ja foi visto, € uma caracteristica do método de linearizagao a-

qui empregado.

Inicialmente os so0lidos sdo considerados sem amorteci -
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mento ¢ a onda P incidindo a 30° (cl/c1‘=1.1). A seqllencia de Fi-
guras (5.45 a 5.51) a seguir mostra que, na regiao de baixas fre-
qiencias, ocorrem os maiores gradientes. Esta constatacao tem si-
do observada durante todo o trabalho. Em algumas variaveis, a in-
fluéncia do PAC &€ tao pequena que as varias curvas se sobrepoem.
Onde este parametro influencia € facil verificar a coeréncia do

comportamento do fenomeno.
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Para completar a exposicao de resultados, as ondas foi
atribuido o amortecimento (mesmos valores anteriores), constatan-
do-se a influencia deste no fenomeno, que €.a.seguir.mostrado,ainda
em funcao da freqliencia. O angulo de incidéncia da onda P & de

302 e c /c '=1.1.
1 1

As Figuras 5.52 a 5.60 mostram as varias curvas repre -
sentando as razoes de energias, tensoes e deslocamentos. Estas fi

guras servem para comparacgdao com as anteriores.
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CAPITULO 6
COMENTARIOS FINAIS
6.1 - Contribuicoes e Conclusoes

Muitos autores tem contribuido para uma maior compreen-
sao das ondas elasticas em geral e, em particular, de sua intera-

¢ao com interfaces.

Mesmo assim, até o presente, o amortecimento inerente
aos solidos foi pouco considerado, talvez pela dificuldade que

este introduz na formulacae matematica.

Este trabalho, no entanto, resolve o problema da intera
cao entre ondas elasticas com amoirtecdmento e interfaces planas

com atrito.

Assim, o problema de uma interface sujeita a atrito vis
coso linear atingida por uma onda SH, SV ou P, com e/ou sem amor-
tecimento foi resolvido aqui pela primeira vez (Murty resolveu,
neste caso, o problema de uma onda P sem amortecimento |44|). Co-
mo ja comentado, foi s através da consideracao do -amortecimento

que a influéncia da freqliéncia pode ser analisada.

Além disso, a solugao para ondas do tipo S revelou an-
gulos de incidéncia para os quais ocorre uma transmissaoc total.Es

te significativo resultado até entdo nao tinha sido observado.

Para analisar modelos mais reais de atrito foi usado
um método de linearizacio, o MLE |40|, |58], que,até o momento,

nao considerava o amortecimento.



153

Como vinha sendo usado o método, fazia-se necessario a
solucao de uma equacao para o deslizamento, muitas vezes mnao-1li-
near. Neste trabalho as varias incognitas do problema, inclusive
o deslizamento, foram explicitamente apresentadas para o caso de
onda SH. Tambeém foi mostrado, contrariamente a outros autores, o
comportamento das variaveis em funciao da freqliéncia e do  angulo
de incidencia, sendo entdo possivel perceber claramente a influén

cia destes parametros.

O uso do MLE para onda P ou SV com amortecimento foi
aqui apresentado pela primeira vez. Além disso a reflexdo total
foi também analisada, com os resultados sendo explicitamente a-
presentados em funcao da freqliéncia e do angulo. Em estudos ante-
riores a reflexao total nao tinha sido tratada pois adicionava di

ficuldades a formulacao matematica.

Fora estas contribuigdes outras conclusoes foram obti -

das, como a seguir serao sumarizadas.
6.1.1 - Modelo de Atrito Linear Viscoso

Quando o atrito € do tipo viscoso, os resultados apre -

sentados permitem as seguintes conclusoes.

Para o caso de onda SH incidente, observou-se - que a
transmissao maxima n&o ocorre quando a incidéncia € normal. Is-
to porque, no caso de in=0°, o deslizamento € maximo, impedindo
uma melhor conducao de energia ao meio II. Este resultado & signi
ficativo para ondas SH. Associada a transmissao maxima, esta a re
flexdo minima. O 8ngulo de mixima transmissdo aumenta na medida

em que a aderencia das superficies diminui porque, como visto, is
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to faz aumentar o deslizamento. A transmissao € menor para peque-

nos ¥, extinguindo-se para ¥=0.

Quando existe a possibilidade da reflexao total, o angu
lo critico (ec) determina um ponto de deslizamento e energia ab-
sorvida nula. AI toda a onda € refletida, nao ocorrendo mais a

transmissao.

A consideracao do amortecimento permitiu a analise da
influéncia da freqlléncia no fenomeno. O seu aumento faz aumentar
‘a transmissdo e diminuir o deslizamento. Sua influéencia € grande

na regiao de baixas freqllencias.

Para o caso de onda incidente do tipo SV, sem amorteci-
' 'mento, torna-se mais pronunéiado o decaimento com z dos poten-
ciais de onda P. Assim, estas deixam de existir periodicamente a
partir de certos angulos. Em particular, existe um angulo no
qual toda a onda SV incidente € transmitida. Esta transmissdao o-
corre de modo independente do grau de aderencia das superficies.
Neste ponto, o deslizamento, as tensdes cisalhantes e a energia
absorvida valem zero. Observa-se que, mesmo para ¥=0,existe trans

| missao de ondas.

Com o amortecimento, a freqlléncia passa a influir aumen
tando a transmissdo das ondas P e SV, em especial desta ultima. O
deslizamento diminui com a freqlléncia quando V¥#0, pouco aumentan-

do para V¥=0.

Sendo a onda incidente do tipo P, a transmissao € maxi-
ma para a incidéncia normal. Para ocorrer uma boa transmissao a
freqi€ncia ndo pode ser baixa. Por exemplo, para os pares usados
e w=1 KHz, muito pouca energia & transmitida. Ainda nesta freqllen

cia a absorcdo de energia aumenta com o aumento do angulo de in-
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cidencia, isto até certo angulo, a partir do qual decai. Para in-
cidencias normal e rasante o deslizamento & nulo. O deslocamento

normal varia com o grau de aderéncia entre os solidos.

A influéncia da freqllencia faz com que seu aumento dimi
nua o deslizamento. Ocorrem também picos de absorcao de energia

na regiao de baixas freqliencias.
6.1.2 - Modelo de Atrito de Coulomb

A solucao do problema de ondas incidindo em interfaces
sujeitas a atrito de Coulomb foi obtida pelo MLE. Foi definido o
PAC - Parametro de Atrito de Coulomb - para representar o grau
de aderéncia das superficies. Altos PAC's representam baixa ade-
réncia. A freqléncia € variavel do problema, independentemente do

amortecimento.

Para o caso de onda incidente SH e w = 10 KHz ocorre uma
pequena transmissao, embora baixos PAC's tendem a melhora-la. A
transmissao aumenta com o angulo de incidencia pois, como foi
comentado, o deslizamento diminui. A energia absorvida comporta-
se de modo inverso ao deslizamento. Quanto maior for este, menor
a absorcao pois menos aderente € a interface. Este comportamento

apresenta-se caracterizando o atrito de Coulomb.

Considerar o amortecimento altera muito o comportamento
quantitativo do fenomeno. 0 coeficiente de transmissao aumenta
com in em detrimento da diminuicao do deslizamento. A influéncia
do PAC & melhor sentida. A energia absorvida tende a um crescimen
to com o aumento do angulo de incidéncia. O deslizamento € maximo

para incidencia normal.
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Quanto @ influéncia da freqlléncia, o seu aumento faz
diminuin a penetragao pois o deslizamento aumenta. Em acordo com
o tipo de atrito, a energia absorvida diminui com a freqliéncia. A

reflexao aumenta.

Quando a onda incidente € do tipo SV a freqliencia esco-
lhida foi a de 3 KHz. A ocorrencia da reflexao total da onda SV
determina um angulo critico para o qual-a reflexdao da onda SV €
maxima. Ocorre também um ponto de transmissao maxima onde o desli
zamento e a energia absorvida sao nulos. Sobre o deslizamento, es
te apresenta picos nos angulos correspondentes ao decaimento com

z das ondas P.

A freqliéncia ndo influi fortemente no fenomeno embora a
transmissao da onda SV diminua um pouco, enquanto a amplitude das
outras ondas aumentam. O deslizamento também aumenta com a fre-
qﬁéncia. |

~Para onda incidente do tipo P, no caso da reflexao to-
tal desta, ocorre um pico na onda P refletida, quando in=®c. A
partir deste angulo as ondas SV aumentam (tanto a refletida quan-
to a transmitida). Também para in>OC 0 deslizamento aumenta, em-
bora seja nulo na incidéncia normal e rasante. O deslocamento nor

mal varia pouco com o PAC.

0 aumento da freqliéncia forca um aumento no deslizamen-
to embora aquela influa pouco nos demais parametros. Isto para
in=10¢. Para in=30°% € possivel perceber uma influéncia mais deci-
siva da freqllencia. Em qualquer caso o PAC afeta muito pouco o

comportamento das ondas refletida e transmitida.
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6.2 - Sugestoes

O tema abordado por este trabalho possui um grande po-
tencial de aplicacao, embora muitos aspectos ainda continuem obs-

curos.

Como sugestao para futuros trabalhos poderia ser anali-
sado o fenomeno da reflexao total com amortecimento. Também € sa-
bido |37| a influéncia da freqliéncia no coeficiente de amorteci -
mento. Isto pode dar margem a definicao de uma funcao m(w) a sér

pesquisada.

Considerar a separacao dos solidos leva, freglientemen-
te, a solucao de equacOes integrais, o que justificaria trabalhos

em nivel mais avancado.

Quanto a métodos de linearizacao existem muitos, |[28],
|47 | que poderiam ser aplicados ao problema aqui estudado. Por
exemplo o Método da Média |28, |29}, |52|, o do Balanco Harmoni-

co |47], |49] e o de Kryloff-Bogoliuboff |30].

Resultados experimentais sao fundamentais* para a con -
firmagéo dos teodricos, embora isto exija sofisticados equipamen-
tos. Até o momento, as pesquisas experimentais sobre a interacao
de ondas com interfaces sujeitas a deslizamento relativo tem sido
em numero muito pequeno |27|, |32|. Assim, faltam resultados ex-
perimentais para a confirmagao ou nao de que o uso de certos méto

dos matematicos, como o MLE, levem a uma precisa descricao quanti

*SHUKLA, A. e ROSSMANITH, H.P. -~ '"Dynamic Photoelastic Investiga-
tion of Wave Propagation and Energy Transfer Across Contacts".
Journal of Strain Analysis, Vol. 21, n® 4, pp. 213-218, 1986.
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tativa do fenomeno tratado neste trabalho.

0 método de linearizacao aqui empregado também pode ser
usado de modo inverso. Em vez das amplitudes das varias ondas se-
rem calculadas'considerando—se um dado modelo de atrito pode-se
medisr estas amplitudes e, a partir disto, obter as integrais do

MLE. Com estas integrais pode-se entao formular a Ledi de atrdito

entre os pares em contato.

Por fim, a pesquisa de uma solucao analitica para mode-
los de atrito ndo-lineares, sem o uso de métodos aproximados, re-

presenta um desafio.
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PARTE IV

APENDICES



APENDICE 1
0 PRINCIPIO DO TEMPO MINIMO

Os conceitos e fenomenos de reflexao, transmissao, di-
fragao e outros estudados em Otica, também podem ser diretamente

empregados as ondas elasticas, com certas particularidades.

Um dos principios basicos de fenomenos ondulatorios &
o chamado "Principio do Tempo Minimo'" que foi formulado por Fer-

mat em 1650.

Para a apresentacao matematica deste principio, sejam
22| dois meios quaisquer de diferentes propriedades elasticas,

Figura Al.1l.

A (x2; yzi

AN i C\ D Fix,v)

7

B(x; .y

Fig. Al.1 - Trajetérias'de varios feixes de onda.

Supondo que a partir de A deseja-se, com um feixe de on
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da, atingir B, pode-se pensar que varias sao as possibilidades ,

por exemplo: ACB-ADB-AEB-AFB. Medindo-se o tempo de cada trajeto-
iria, e construindo o grafico da Figura Al.2, este.-indica um pon

to de minimo M (mais precisamente, uma faixa de minimo).

'}

O b
o
z
m
n

Fig. Al.2 - Um ponto minimo.

Fermat demonstrou analiticamente |26| - e para tanto de
'senvolveu os principios do chamado Calculo Variacional - que M €
um pontb de minimo e que uma onda sempre se comporta de modo a
Jatingir um ponto no menor tempo possivel. Esta idéia € contraria

a de Hero de Alexandria que afirmava propagar-se o feixe de onda

‘de modo a percorrer as menores distancias possiveis (ADB).

| Baseado neste principio pode-se deduzir a lei que rela-
ciona os angulos de incidéncia - in - e transmissdo - t - chamada

'la "Lei de Snell".

| De acordo com a Figura Al.1 |60] tem-se que o tempo pa-

ra um raio percorrer a distancia AB vale:

—

»/(x-xl)2 * (yfyl)z »(xz-x)z +(_y2->’)2ﬁ .
= + (A1.1)

t
; €1 €2
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Pelo principio de Fermat, vem (dt/dx = 0):

senin = sent
< S (Al.2)



APENDICE 2
TEORIA DOS POTENCIAIS APLICADA AS ONDAS ELASTICAS

O objetivo deste Apendice € demonstrar como os  varios
potenciais de ondas usados nos capitulos anteriores sao obtidos.
Para tanto a Teoria dos Potenciais € usada. Esta,parte do Teorema
da Decomposicac, de Helmholtz, que:afirma ser possivel exprinir
qualquer vetor através da soma de um gradiente de dilatacao e de
um rotacional de distorgéo. A Figura A2.1 apresenta estes po-
tenciais, que sao originados na interface de semaracac de dois so-
lidos quando da incidencia de um potencial que representa uma on-

da SV ou P.

Do Teorema da Decomposigao vem:

q = (u,v,w) = V$ + V x X (A2.1)
de onde:

u = ¢,X - x,z (A2.2)

w = ¢,Z * Xoy (A2.3)

Neste caso v=0 pois, para ondas SV e P, nenhum poten-

cial atua na direcao y.

b - -
Se o vetor q representa uma onda, ¢ e X devem ser tais

que a equacgao de onda (1.3) seja satisfeita. Assim:



Fig. A2.1 - Potenciais representando Ondas Elasticas.

¢’tt -
tt
Considerando solucoes do tipo

ik(x-ct)

©
{

= f(z) e

ik(x-ct)

>
|

= g(z) e

e substituindo-as em (22.4) e (A2.5) vem:
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(A2

(A2

(A2.

(AZ.

.4)

.5

6)

7)
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2 2
f,zz + k7a"f

1]
o

(A2.8)

il
o

g8.,, * k*b%g (A2.9)

De (A2.6) e (A2.7) conclui-se que ¢ € a velocidade de
propagacao da pertubacao na direcao x* e k o numero de onda, tam-

'bém na direcao x, de tal modo que

= W _ ! - C,

€7 X senrp sen rs : (AZ.10)

Além disso
a = »/(C—)Z -1, c>c¢ (A2.11)

c, 1

/,C 2
b = (E—) -1, c>c (A2.12)

2 .

sendo c; € ¢, as velocidades das ondas P e SV, respectivamente.

A partir do sistema de coordenadas usado (Figura AZ.1)
e das expressoes (A2.6) e (AZ.7) conclui-se que, atée aqui, a inci

‘déncia normal nao foi considerada.

Substituindo as solucoes das equacoes (AZ.8) e (A2.9)
em (A2.6) e (A2.7) obtém-se, finalmente, os potencials de dilata-

cao (onda P) e distorgdo (onda SV):

6 = A eik(-az+x—ct)

ik(az+x~ct)
0 e

+ Ay (A2.13)

(*)-E possivel mostrar que c deve ser a mesma em ¢ e X para  que
as condicoes de contorno sejam satisfeitas |20].
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eik(—bz+x-ct) + B

eik(bz+x-ct)
0 1

X = B (A2.14)

Se cy>¢ e/ou c,>c entao (A2.11) e (A2.12) tornam-se nu-

meros imaginarios e os potenciais ¢ e X passam a ser:

e kaz eik(x—ct) e-kaz eik(x-ct)

¢ = AO + A1 (A2.15)
¥ = B, ekbz elk(x—ct) + Bl e-kbz e1k(x-ct) (AZ.16)
Para que ¢ € X nao se tornem infinitos impoem-se A=

!BO=O verificando-se que estes potenciais decaem eXxponencialmen-

te com z. Esta € a representacdao matematica da reflexao total.

Para considerar o amortecimento espacial das ondas 0s

potenciais podem ser escritos como: (veja Figura AZ.1)

i(k

N
¢ = 2, e Frphin7t

T
+ Ay el(krpnrp_wt) (A2.17)

- T L= >
Y = BO el(krsnin—wt) + BlAel(krsan‘wt) (A2.18)

Considerando Rrp e Rrs como numeros complexos do tipo:

k_=k_ +im » (A2.19)
k = k__ +im (A2.20)

e substituindo-os em (A2.17) e (A2.18) obtém-se os potenciais de

~onda com amortecimento. Sao eles:
!
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-m sen in (-az+x) eik(-az+x—ct)

¢ = AO e
: ) (A2.21)
Al g~ Sen rp ( az+x) elk(az+x—ct)
X = BO o~ sen in (-bz+x) e1k(—bz+x-ct)
(A2.22)
Bl o~M senrs (bz+x) eik(bz+x-ct)

onde m é o coeficiente de amortecimento do s6lido inferior.

0 procedimento apresentado até aqui pode ser facilmente

aplicado aos potenciais ¢" e X' do solido superior resultando em:

o1 = Az oI’ sentp (-a'z+x) e1k(—a z+X-Cct) (A2.23)

X' =B, €

_om! sents (-b’z+x) _ik(-b'z+x-ct) (A2.24)

onde m' &6 o coeficiente de amortecimento do s6lido superior e

at = /== -1 , o> (A2.25)
1

b' = /(EET)Z -1, c>c’ (A2.26)
2 .

Quando ocorre incidencia normal das ondas, os poten-

ciais sao obtidos observando-se que:

cotg rp (A2.27)

I
fi

cotg rs (A2.28)

o’
N
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"

cotg tp (AZ2.29)

cotg ts (A2.30)

o
1]

= senrp = k senrs = K =
k krp en ro rs nr ktp sen tp kts sents

(A2.31)

5 e , k , k e k sa s nur . i -
ond krD s tp £s o os numeros  das ondas P e S refleti

das e P e S transmitidas, respectivamente.

Iy

Deste modo os potenciais de ondas com amortecimento,in-
cidindo normalmente ao contorno,podem Ser apresentados do seguin-

te modo:

T i z+wt
T2 el(kr“ )

o = A, p s Ay et T K20t (a2.32)
x = By e™ ot (Kps?*t) 4 g ™™ et krsz’@t) (A2.33)
o = Az m'z ei(ktpz+wt) (A2.34)
x' = B, e Z ik gzret) (A2.35)



