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RESUMO

A solugdo numérica de problemas envolvendo escoamentos compres-
siveis ¢é usualmente obtida através de métodos em que as equagdes
diferenciais governantes s&o resolvidas simultaneamente. Uma das
caracteristicas comuns a esses métodos ¢ o célculo da press@o através de
uma equagdo de estado, o que inviabiliza a sua aplicagfo na solugdo de
escoamentos a baixos nﬁmeros.de Mach. No presente trabalho é proposta uma
metodologia para a simulacfio numérica de escoamentos compressiveis e/ou
incompressiveis em coordenadas generalizadas. As equagdes diferenciais
governantes s@o resolvidas segregadamente e a pressfio ¢ obtida a'partir da
equagio de conservacgfo da massa. A flexibilidade dd modelo no tratamento
de escoamentos com altos e baixos nﬁmeroé de Mach ¢ assegurada pelo
processo de linearizagio dessa equago em que tanto as densidades como as
velocidades s&o mantidas ativas. Resultados obtidos para diversos
escoamentos bidimensionais e axissimétficos concordam bem com outros dados
numéricos ‘e experimentais. Algumas das caracteristicas comuns A maloria
. dos esquemas simulténeos, como a forma delta e o processo de fatoragdo
aproximada, foram aplicados A metodologia segregada. Conclui-se, também,
que as discrepéncias observadas entre as solugdes obtidas através da
metodologia segregada proposta no presente trabalho e através do bem
conhecido esquema de Beam e Warming se devem as diferentes formas de
introducfo de dissipagiio artificial. Por ultimo, constata-se que os
esquemas unidimensionais de interpolacfio empregados nas metodologias
segregadas introduzem muito mais dissipagiio que a necessaria para eliminar

oscilagdes da solucio.



ABSTRACT

The numerical solution of compressible fluid flow problems is
usually carried out solving the partial differential equation set
simultaneously. A common characteristic of such methods 1is the
determination of the pressure via a state equation, which precludes the
solution of low Mach number flows. In the present work it is advanced a
numerical methodology. for the solution of compressible and/or
incompressible fluid flow problems using boundary-fitted coordinates. The
partial differential equations are solved in a segregated manner and
pressure is obtained through the mass conservation equation. The ability
of the method in handling low as well as high Mach number flows is
achieved through a Newton-Raphson-like linearization of the mass flux,
where dens;ty and velocity are both kept active. Results obtained for
several two-dimensional and axisymmetric flows over complex geometries
agree well‘with other numerical and experimental data. The delta form and
the approiimate factorization scheme, normally employed in the context of
simultaneous solution are extended to the segregated formulation. It is
demonstrated that the solutions discrepancies observed when the
methodology proposed here and the well known Beam and Warming method are
used, is due to the different forms of introducing artificial dissipation.
It 1s also demonstrated that the two-point unidimensional interpolation
employed in the segregated methods introduces much more dissipation than

it is needed to prevent solution oscillations.
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1 - INTRODUCAO

A previsBo teérica dos fendmenos fisicos relacionados A mecénica
dos fluidos tem tido sua aplicag8o estendida a uma gama cada vez maior de
situagdes reais. Dentre os problemas em que a previsfio teérica se
constitui numa ferramenta bastante util pode-se citar o projeto de
turbo-maquinas (bombas, compressores, turbinas, etc), projeto de
trocadores de calor, projetos de camaras de combustéo, lubrificagdo,
refrigeraco de sistemas e componentes, dispersdo de poluentes na

atmosfera, previssio do tempo, aerodinaAmica, etc.

No que se refere & aerodinamica, & indubitavel que ainda hoje se
recorre intensivamente a ensaios de modelos reduzidos em tuneis de vento.
Essa predomin&ncia das técnicas experlmgntais deve-se a dois motivos
principais. A simulagfo do escoamento em torno de configuragdes complexas
exige necessidade de armazenamento e tempo de computagio ainda além dés
capacidades computacionais hoje instaladas. Em segundo lugar, certos
fenémenos, entre os quais turbuléncia ¢ um bom exemplo, nfo se encontram
adequadamente modelados, isto é, nf3o se dispde de equagdes matematicas que
simulem ou descrevam o comportamento fisico de forma confidvel. Apesar de
as velocidades de processamento dos computadores estarem evoluindo
rapidamente, provavelmente a modelagdo da turbuléncia persitira por um bom

tempo como um problema de difficil solugso.

Por outro lado, um método de calculo validado através da
comparacio com resultados experimentais para alguns valores da faixa de
variagio de um determinado parametro, pode em certas situaqées ser

empregado com confiabilidade na obtengio de dados para alguns valores
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intermedidrios desse parametro. Nesse caso, a previsfio teérica apresenta
algumas vantagens evidentes. Em primeiro lugar, as solugdes s8o obtidas
em pouco tempo e com possibilidade de gerar grande quantidade de dados.
Em segundo lugar, o custo de um célculo teérico ¢ muito menor que o de um
ensaio, pois nfo envolve a construgiio e instrumentagéo de maquetes, os
custos de construgsio de tuneis de vento, o grande consumo de energia para

o acionamento dos ventiladores, etc.

Além das vantagens acima, & fundamental o fato de que a previséo
teérica pode simular condigdes dificeis, senfio impossiveis, de serem
simuladas em laboratério. E bem conhecida a dificuldade de reproduzir em
tineis de vento as condigBes de véo, no que se refere ao numero de Mach e
ao numero de Reynolds, . de grandes avides comerciais. Embora a obtengfo de
nimeros de Mach na faixa do escoamento transénico seja facil, a reprodugéo
simulténea do numero de Reynolds exige tuneis de grandes dimensdes
pressurizados e/ou criogénicos. Mais complicada ainda & a simulagio da

reentrada de veiculos espaciais na atmosfera terrestre.

Por dltimo, as previsdes teéricas possibilitam a otimizag8o dos
ensalos. Na existéncia de diversas alternativas para a configurag&o de um
foguete, a previsfio teérica pode descartar a maioria e recomendar uma
série delas para serem testadas. A prépria localizaglio das tomadas de

presséo sobre o modelo pode ser sugerida pelos resultados teéricos.

Em resumo, a aplicaciio dos modernos procedimentos de calculo
minimiza o tempo e os custos dos projetos em aerodinamica. Acreditamos
que nenhuma indastria que pretenda manter um grau minimo de
competitividade no mercado internacional ou pais com projetos
aeroespaciais possa prescindir de um forte conhecimento na é&rea de

mechnica dos fluidos teérica.

Infelizmente, a previsio teérica das caracteristicas do
escoamento de um fluido nio & uma tarefa simples, pois envolve a solugdo
de um sistema de equagdes diferenciais parciais nfio lineares. A menos que
o problema fisico permita grandes simplificacdes nessas equagdes

diferenciais, solugbes exatas nSio s3o conhecidas.

Uma das estratégias de solugiio aproximada dessas equagdes
diferenciais segue os fundamentos basicos reunidos no texto de Patankar
[1]. As caracteristicas principais dessa estratégia sfo:

i) as equagdes diferenciais s&o discretizadas, isto é, sédo
transformadas em equagdes algébricas, através de um processo de

integragéo aproximada em volumes de controle elementares



convenientemente distribuidos sobre o dominio de solugdo;

ii) a avaliaglio do valor das variadveis dependentes e suas derivadas
nas faces dos volumes de controle, necessaria no processo de
integragio, ¢é baseada em raciocinios calcados na fisica do-
problema;

iii) os termos n3o lineares das equagdes algébricas s@o fatorados no
produto de wuma incégnita por um coeficiente. As equagdes
algébricas sfio linearizadas através do calculo desses coeficientes

com campos estimados; e
iv) os sistemas de equagBes algébricas originados pela aplicagio de
cada um dos principlos de conservagéo séo resolvidos

separadamente, ou segregadamente, dos sistemas de equagdes gerados

pelos outros principios de conservagéo.

Os métodos que reunem essas caracteristicas apresentam algumas
qualidades desejavelis. Independentemente da malha empregada as solugdes
sdo sempre fisicamente realistas e isentas de oscilagbes espurias. Além
disso, o processo iterativo normalmente converge para uma grande faixa do

intervalo de tempo ou parAmetro equivalente adotado.

Dependendo da forma de linearizagfo da equagio da conservagio da
massa, os métodos numéricos baseadas nas caracteristicas acima resultam
adequados para a solugio de escoamentos a baixas ou a altas velocidades.
No éntahto, a revisfio da literatura mostra claramente que esses métodos
s8o aplicados predominantemente na solucéq ‘de escoamentos a baixas

velocidades, caracterizados por um baixo numero de Mach.

Neste tipo de escoamento a pressio deve ser considerada uma
propriedade de escoamento ao invés de -uma propriedade termodinahica.
Assim, a equaglio de estado pode ser apenas empregada para o calculo da
densidade de escoamentos n#o isotérmiéos J4 que normalmente as variaqées
de press8o s#io pequenas o suficiente’ para que a influéncia dessas
variagdes no campo de densidade possa séf‘desprezada. Em conseqiiéncia, a
pressio deve ser calculada pela equaqéo de coﬁservaqéo de massa. No
entanto, como a pressiio nfio aparece explicitamente nessa equagio, a
determinag8o do campo de pressdes enQolve um procedimento iterativo,
conhecido como problema do acoplamento pressdo-velocidade. A partir de um
campo de pressdes estimado sfo calculadas as componentes do vetor
velocidade que satisfazem as equagdes de conservagdo da quantidade de
movimento. O residuo, ou erro, na conservagdo da massa em cada volume de

controle é empregado como termo fonte de uma equagio para o calculo da
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corregéo do campo de pressdes estimado. O processo é repetido até que 6s

residuos sejam suficientemente pequenos.

Esse procedimento de calculo da pressdo, associado ao processo
de linearizagdio das equagdes, faz com que o método, rigorosamente falando,
seja iterativo dentro de cada passo de tempo se solugdes transientes

acuradas sao dese jadas.

Os pesquisadores da &area de mecénica dos fluidos computacional
com vinculos mais esfbeitos com a area de aerodinémica, envolvidos, em
geral, com escoamentos a altas velocidades, adotam uma estratégia
sensivelmente diferente da anterior. A Resumidamente, as caracteristicas
basicas dessa outra estratégia sio as seguintes: |

1) as equagdes diferenciais sfo linearizadas, -através da expansédo de
seus termos n&o lineares em série de Taylor em torno de uma
solugdo conhecida no tempo. Esse procedimento ¢é anadlogo ao
processo de Newton-Raphson aplicado & solugdo de equagdes
algébricas ndo lineares;

ii) as equagdes diferenciais resultantes do processo de linearizagéo
s8o escritas na forma de um operador diferencial atuando sobre
variagdes temporais das propriedades conservadas (forma delta);

1ii) através do processo de fatoragio aproximada, os operadores
diferencliais parciais s&@o decompostos no produto de operadores
unidimensionais. Assim, a solugdo de problemas bi ou
tridimensionais se reduz a solugido de uma seqiiéncia de problemas
unidimensionais;

iv) os operadores diferenciais ordinarios s&o transformados em
operadores algébricos através da substituigfio das derivadas
espacials, na maioria dos casos, por expressdes correspondentes em
diferengas finitas;

v) dissipagédo é artificialmente introduzida para promover estabilida-
de e reduzir oscilagdes da solugdo; e

vi) os sistemas de equagdes algébricas originados pelos diversos

principios de conservagdo s8o resolvidos simultaneamente.

Uma extensa reviséio dos principais métodos que reunem as
caracteristicas acima pode ser vista no texto de Anderson et. al. [2]. Um
defeito comum & que todos apresentam dificuldades na solugéo de escoamento

a baixos numeros de Mach.

E natural que pesquisadores da é4rea de mecénica dos fluidos

computacional procurem estender a aplicabilidade de metodologias



concebidas visando a solugdo de escoamentos a altas velocidades para a
solucdo de escoamentos a baixas velocidades e vice-versa. De fato,
diversos trabalhos podem ser encontrados na literatura com esse objetivo.

Alguns dos mais representativos sio os seguintes:
i) O trabalho de Chorin [3].

Chorin propde um esquema totalmente explicito para a solugfo de
escoamentos incompressiveis a partir de uma fomulagdo originalmente
desenvolvida para escoamentos compressiveis. A partir de campos iniciais
estimados, as equagdes de conservagio da quantidade de movimento s&o
usadas para o céalculo de um novo campo de velocidades. O residuo na
conservagéo da massa originado por esses campos ¢é empregado para o
calculo, também explicito, de um campo de densidade artificial, através de
uma equagao da continuidade modificada. A press@o é entéo calculada por
uma equagdo de estado artificial com o uso de uma compressibilidade também
artificial. Se o processo convergir o efeito da compressibilidade e da
densidade artificial desaparecem e os campos obtidos s&o a solugdo das
equagdes para um escoamento incompressivel. Na realidade, a densidade
artificial deve ser encarada apenas como um parametro de relaxagéo. OUs
principais defeitos do esquemaproposto por Chorin sfo: i) obtém apenas a
solucéio de regime permanente, 1ii) o esquema é explicito e esta portanto
sujeito a critérios relativamente estreitos de convergéncia, e iii) é
aplicavel apenas a escoamentos em que a densidade pode ser assumida
constante. No entanto, a idéia de introdugéo de uma densidade artificial,
proposta por Chorin had mais de vinte anos, vem sendo aplicada em diversos

trabalhos até hoje.
ii) O trabalho de Steger e Kutler [4].

Steger e Kutler desenvolveram um esquema simulténeo para a
solﬁqéo de escoamentos 1inviscidos Iincompressiveis. Nesse esquema, a
equacio da conservagio da massa é substituida por uma equaglo auxiliar que
envolve um parametro denotado por B8. Quando B8 ¢ grande, o esquema
apresenta dificuldades de convergéncia; quanto menor o valor de B mais o
transiente se afasta do transiente real de um escoamento incompressivel,
embora a solugiio de regime permanente seja correta. Através da escolha
adequada do valor de B, Steger e Kutler obtém boas solugdes transientes de
alguns problemas. Esta metodologia & também apenas aplicavel no caso

limite em que a densidade do fluido pode ser considerada constante.

iii) O trabalho de Kwak et. al. [5].



6

Kwak et. al. estendem a metodologia proposta por Steger e Kutler
para a solugdo de escoamentos viscosos turbulentos em coordenadas
generalizadas. Apresentam também critérios para os limites superior e

inferlor do parametro B.

iv) O trabalho de Brlley et. al. [6].

Briley et. al. tentam superar a dificuldade de convergéncia
apresentada pelos métodos simult@neos na solugdo de escoamentos
incompressiveis propondo uma nova adimensionallzag8io das variavelis. No
entanto, na solugéio de um problema com numero de Mach do escoamento livre
lgual a 0.05 os autores foram obrigados a precondicionar algumas matrizes.
Esse procedimento, além de retirar qualquer significado fisico do
transiente, demonstra que a nova adimensionalizagio pouco ou nada

contribuiu para a extensfio da aplicabilidade do método.

v) O trabalho de Harlow e Amsdem [7].

Harlow e Amsdem propde em [8] o método ICE (Implicit
Continuos-fluid Eulerian) com capacidade de resolver escoamentos com
qualquer numero de Mach. Essa técnica, derivada do método MAC [9]
desenvolvido por Harlow e Welch para a solugdo de escoamentos
incompressiveis, fol posteriormente aperfeigoada pelos mesmos autores em
[7]. As etapas basicas deste método sio as seguintes: i} com todos os
termos difusivos e convectivos avaliados explicitamente, as equagdes da
quantidade de movimento expressam os valores do produto da densidade pela
velocidade em fungdo do gradiente de presséo; ii) as expressdes obtldas
na etapa anterior sfio substituidas na equagBio da continuidade. A
densidade por sua vez é relacionada ao campo de pressfes através de uma
equagiio de estado llnearizada de forma que a equagéio da continuidade
resulta numa equagdo do tipo de Poisson paba a press8io; 1ii) determinado
o campo de pressdes, a densidade é calculada pela equagdo de estado e as
velocidades pelas equagdes obtidas no item 1). Este procedimento de
solugdo em que as equagdes da quantidade de movimento s&o resolvidas
explicitamente ¢é an&logo ao método PRIME (PRessure Implicit Momentum
Explicit) aplicado por Maliska [10] na solugdo de escoamentos
inéompressiveis.

Ao método ICE pode ser atribuida a qualidade de ser o primeiro
método com capacidade de resolver escoamentos com qualquer numero de Mach.
Deve-se notar que, assim como os métodos desenvolvidos para escoamentos

incompressiveis, a equagio da conservagio da massa & aplicada para o

calculo da presséo.

vi) O trabalho de Issa e Lockwood [11].
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A diferenca bésica entre a estrategia empregada por Issa e
Lockwood em relagéio & proposta por Harlow e Amsdem [7) se refere ao
tratamento do acoplamento pressiio - velocidade. Em [11] todas as equagdes
sd3o resolvidas implicitamente seguindo o procedimento proposto por
Patankar e Spalding [12] para escoamentos parabdlicos incompressiveis.
Issa e Lockwood introduzem ainda algumas alteragSes na avalliaglio do
gradiente de pressdo nas regides de escoamento supersénico. Resultados
sdo obtidos para alguns problemas envolvendo inclusive interagéo
choque~camada limite. Camadas limite turbulentas foram tratadas com a

hipétese do comprimento de mistura de Prandtl.

vii) O trabalho de Van Doormaal [13].

Van Doormaal analisa com profundidade os diversos niveis
iterativos envolvidos na solugio de problemas compressiveis por métodos em
que a soluglio das equagdes diferenciais é realizada de forma segregada,
como no trabalho de Issa e Lockwood [11] acima citado. O desempenho de
diversos esquemas para tratamento do acoplamento pressfio - velocidade é
também investigado em um problema unidimensional simples.

A revisdo bibliografica acima mostra que apenas metodologlas
derivadas das originalmente desenvolvidas para a solugio de escoamentos a
baixas velocidades puderam ter sua aplicabilidade estendida a solugédo de
escoamentos de qualquer velocidade. Mais ainda, sé no trabalho de Van
Doormaal essa extensSio fol implementada de acordo com o procedimentos e
regras basicas reunidas no texto de Patankar [1]. |

No trabalho de Van Doormaal no entanto a metodologia para
escoamentos de qualquer velocidade fol aplicada na solugsio de dois
probiemas simples em que fol empregada discretizagfio cartesiana igualmente
espagada. Além disso, n8o had comparagdes com solugdes obtidas por outros
métodos numéricos ou resultados experimentais. Entretanto, nesses
problemas simples, o esquema se revelou bastante robusto e com as mesmas
qualidades dos esquemas originais desenvolvidos para escoamentos a baixas
velocidades. Esses resultados preliminares indicam que o esquema ¢

bastante promissor.

Para que essa metodologia seja aplicada na solucﬁo de problemas
reais é necessaria a sua extensfio para a situagio em que o dominio de
solugdo & discretizado com sistemas de coordenadas naturais, isto ¢, que
se ajustam as fronteiras dos corpos. Para assegurar flexibilidade na
geragdo da malha, possibilitando por exemplo o uso de malhas adaptativas,
essa extens@o n8io deve ficar restrita ou limitada a sistemas de

coordenadas ortogonals. Essa extensio esta contemplada num dos obJjetivos



do presente trabalho, a ser detalhado posteriormente.

Por outro lado, metodologias numéricas em que a discretizagéo do
dominlo ¢ implementada através do uso de sistemas de coordenadas nfo
ortogonais vem sendo aplicadas a pouco mais de uma década. Uma questéo
fundamentaf no desenvolvimento desses métodos é referente a escolha das
variavels -dependentes, se sfo mantidas as componentes cartesianas do vetor
velocidade ou adotadas componentes associadas a vetores de base do sistema
né&o ortogonal. Na realidade, a equag@io da conéervac;é.o da quantidade de
movimento é uma equagdo vetorlal. A escolha entre uma ou outra opgéo
significa escolher componentes diferentes da equagdo para participar do
processo de solugio. Na primeira situagfio as equagdes diferenclalis
governantes em coordenadas cartesianas s@io transformadas, pela aplicagio
sucessiva da regra da -cadeia, de forma que as derivadas em relagio ao
sistema original sejam substituidas por derivadas em relagfio as novas
coordenadas. Apoé a transformag@io, as equagdes se encontram na forma
adequada para o processo de discretizagdo. No segundo caso, as equagdes
diferencials governantes s8o originalmente escritas no sistema de
coordenadas n#&o ortogonal, J4 aptas portanto para o processo de
discretlizagéo. Poucos s8o os trabalhos em que a opgéo recal no segundo
caso. 0 motivo principal dessa decisfio, se nfo o Unico, ¢é a forma
bastante complicada [14] que assumem as equagdes de conservagdo da
quantidade de movimento nas diregdes dos vetores de base do sistema de

coordenadas generallizado.

A escolha das componentes cartesianas como variadvels dependentes
apresenta por sua vez algumas dificuldades. Por exemplo, a avallagdo do
fluxo de massa nas faces dos volumes de controle envolve, no caso
bidimensional, as duas componentes do vetor velocidade. Tal situagéo
contrasta com.a discretizacéio carteslana em que apenas uma componente é
necesséaria.- Uma conseqiiéncia importante desse fato é que o arranjo
desencontrado de armazenamento das variavels na malha, normalmente
empregado na discretizagédo carteslana, com a pressdo no centro dos volumes
e uma velocidade em cada face, nfo pode em principio ser adotado nos

esquemas generalizados.

Varios arranjos de armazenamento foram desenvolvidos para os
esquemas n3o ortogonais. Todos, de uma forma ou outra, implicam no
aumento do numero de variAveis armazenadas e na superposigéo de volumes de
controle aos quais é aplicado um mesmo principio de conservag&o, sem a

contrapartida na qualidade da solugdo.
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Uma metodologia nd3o ortogonal bem sucedida foi desenvolvida por
Maliska [15] que manteve o arranjo desencontrado caracteristico da
discretizagio cartesiana porém com duas componentes cartesianas
armazenadas em cada face. Cada velocidade ¢é calculada pela equagdo da
quant idade de movimento correspondente possibilitando @ avaliagfio do fluxo
de massa. Os residuos na conservagio da massa sio ent@o calculados e um
novo campo de pressdes que corrige as velocidades de forma que a massa
seja conservada. Um detalhe importante desse esquema é& a forma de
corrigir as velocidades cartesianas, Ja que um mesmo fluxo de massa numa
face pode ser obtido a partir de infinitas combinagdes dessas cbmponentes.
O esquema proposto por Maliska foi aplicado com sucesso na solugéo de
diversos problemas de escoamento a baixas velocidades, onde a densidade do

fluido foi assumida constante.

Como fol comentado, um dos objetivos do presente trabalho é a
extensfio da metodologlia para qualquer velocidade & discretizagéio néo
ortogonal. Complementando esse objetivo, um novo esquema né&o ortogonal
que evita a superposicdo de volumes de controle sera testado.
Adiclionalmente, todas as etapas do processo iterativo de solugdo serdo in-
vestigadas em profundidade, especlalmente as relativas a alguns processos
de médla. As solugdes produzidas para problemas envolvendo escoamentos

bidimensionais e tridimensionais axissimétricos serdo comparados com

resultados experimentais e os obtidos por outros métodos numéricos.

Por outro lado, ¢ bastante interessante a existéncia de dois
tipos de métodos aparentemente com caracteristicas tédo distintas, como os
apresentados no inicio deste capitulo, para resolver as mesmas equagdes
diferenciais. Essas diferencgas basicamente abrangem os seguintes aspectos
do processo de solugio:

i) processo de linearizagio das equagdes;
1i) varaveis dependentes§
i11) processo de discretizaglo das equagBes; e

iv) processo de solugio de sistemas lineares.

Mais ainda, um deles exige que termos dissipativos sejam
artificialmente adiclionados as equagBes diferencials enquanto o outro

aparentemente dispensa essa providéncia.

Como em geral os pesquisadores em Mecanica dos Fluldos
Computacional estdo envolvidos com uma ou outra dessa metodologias, muito
pouco trabalho tem sido realizado com o objetivo de compara-las,

destacando e analisando as diferencas fundamentals, vantagens €
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desvantagens, etc. E bastante provavel inclusive que ambas as
metodologias possam  se beneficiar desse trabalho se algumas
caracteristicas positivas de uma metodologia puderem ser estendidas a

outra e vice-versa.

Essa tarefa se constitul em outro objetivo desta Tese. Para
tanto, um programa computacional baseado no esquema propoéto por Beam e
Warming [16] [17] serd construido e resultados para alguns problemas serfo
cdmparados com os obtidos com o esquema numérico desenvolvido no presente
trabalho. Fruto da experiéncia adquirida pelo autor, algumas
caracteristicas de uma metodologlia serso estendidas & outra e os novos

métodos orliglnados serfio testados em alguns problemas bastante simples.

Grande parte do conteudo deste trabalho Ja foi publicado em
anals de congressos realizados no Pais e no exterior [18] [18] [20] [21]
[22] ou apbesenfado em eventos de natureza clentifica na area de
aerodinamica [23] [24]). Recentemente, fol publicado um artigo por Karki e
Patankar [25] também com o obJjetivo do desenvolvimento de 'um esquema
numérico em coordenadas n#o ortogonals para escoamentos de qualquer
velocidade. Esse trabalho no entanto apresenta algumas diferengas
fundamentais em relagio ao que nos propomos, decorrentes da escolha das
componentes covariantes do vetor velocidade como varidveis dependentes nas
equagdes da quantidade de movimento. Karki e Patankar obtiveram as
equacdes para as componentes covariantes de forma realmente bastante
simples e direta através da manipulagdo algébrica das equagdes Ja
discretizadas para as componentes carteslanas. Esses autores Justificam a
adogdo das componentes covariantes para evitar a superposiqég de volumes
de controle e o aumento no numero de variaveis armazenadas que normalmente
acdmpanham a escolha das componentes cartesianas. Nao esclarecem no
entanto como sdo calculadas as componentes contravariantes em cada face,
necessarias para a avalliagiio do fluxo de massa, se em cada face s6 existe
uma velocidade covariante armazenada. Se em realidade duas componentes
covariantes s#o calculadas e armazenadas a alegada desvantagem desaparece.
Além disso, o campo de pressdo calculado através da equagio da conservagao
da massa deve corrigir as velocldades contravariantes ou o fluxo de massa.
Também néo se encontra suficientemente claro se velocidades
contravarigntes s#0 armazenadas e nem como através da corregdo de apenas
uma componente contravariante em cada face (apenas uma contribui para o

fluxo de massa) sdo reavaliadas as componentes covariantes ou cartesianas,

que allas também participam do processo de solugéo.

Com relagdo ao outro objetivo basico deste trabalho, a
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comparag8o de metodologias, nada foil encontrado na literatura, exceto o

trabalho, bastante superficial de Connell e Stow [26].

Por ultimo deve-se mencionar que nfio se tem neste trabalho a
preocupacdo em resolver um problema especifico. Tem-se na verdade a
atengdo voltada para o desenvolvimento dé métodos numéricos. Assim, em
todos os casos resolvidos, mesmo aqueles em que a solugdo foi comparada
com resultados experimentais, o escoamento foi considerado laminar ou
mesmo inviscido e o fluido se comporta como gis perfeito com propriedades
fisicas constantes. A inclus@o de modelos de turbuléncia, além de néo
estar no escopo do presente trabalho, introduziria uma perturbacéo
adicional sem qualquer contrapartida para os objetivos que se pretende

atingir.

Organizacao do presente trabalho. Até o Capitulo 7 a
metodologia proposta no presente trabalho ¢é descrita e os resultados
obtidos s&@o comparados com outros resultados numéricos e experimentais.
Os Capitulos 8, 9 e 10 s3o entdo dedicados & comparagdo de diversos
aspectos das metodologias segregada e simulténea. Resumidamente ¢é o

seguinte o conteudo dos capitulos:

Capitulo 2. S3oc expostas as equagdes diferenciais que modelam

os escoamentos em estudo no presente trabalho.

Capitulo 3. As equagdes diferenciais s#fo transformadas do
sistema de coordenadas cartesiano para um sistema curvilineo generalizado

e discretizadas pelo método dos volumes finitos.

Capitulo 4. Trata da linearizagiio das equagdes discretizadas.
Especial énfase & dada ao tratamento da equagBio da conservagéo da massa.
0 prbcesso de linearizacsio dos fluxos de massa através das faces dos
volumes de controle dA4 origem & formulagdes adequadas & solugé@o de
escoamentos Incompressiveis, compressiveis ou para qualquer velocidade.
As estruturas iterativas de solugfio adequadas a cada uma das formulagdes &

discutida.

Capitulo 5. Este capitulo é dedicado ao arranjo dos volumes de
controle. Trés diferentes arranjos sfo enfocados. As implicagdes de cada

um deles no brocesso de solugdo é analisada.

Capitulo 6. Neste capitulo é exposto o esquema proposto por
Beam e Warming [16] [17]. Embora se trate de um esquema bem conhecido

pelos pesquisadores vinculados a area de aerodinamica, optamos por dedicar
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um capitulo & sua descrigdo ja que metodologias simulténeas de solugio s&o
ainda pouco disseminadas entre os pesquisadores voltados para a solugdo de
escoamentos incompressiveis. Ao longo dessa exposigfo ser@o enfatizados
0s aspectos que contrastam com as metodologias segregadas e especialmente

aqueles que serédo alvo dos capitulos finais deste trabalho.

Capitulo 7. Este capitulo ¢ dedicado aos resultados.
Escoamentos bidimensionais e tridimensionals axissimétricos sobre algumas
configuragdes geométricas serdo resolvidas pela metodologia proposta no
presente trabalho. Os resultados sfo anallsados, comparados com o0s

resultados obtlidos pelo esquema de B&W e com resultados experimentais.

Capitulo 8. Neste capitulo a formulagio segregada ¢ escrita em
forma delta, isto &, as incégnitas do sistema de equacdes lineares passam
a ser variagdes temporals das propriedades conservadas. Tal pratica,
comum nos métodos de soluglio simultanea, faclilita a aplicaglo do processo
de fatoragdo aproximada dentre outras vantagens. Algumas experiéncias
numéricas Iinteressantes sfio relatadas entre elas a que demonstra que a
estabilidade do processo iterativo de soluglio n3o estd relacionado a

positividade do coeficientes dos sistemas de equagdes algébricas.

Capitulo 9. 0 processo de fatoragiio aproximada aplicado com

frequéncia em conjungio com o esquema de B&W é estendido aos métodos de

solugédo segregada. Suas vantagens e desvantagens sdo anallisadas. Um
outro processo de fatoragfio aproximada ¢ proposto. As consequéncias do

uso destes processos sfo investigadas em alguns problemas simples.

Capitulo 10. Discute algumas formas de introdugdo de dissipagéo
artificial e suas consequéncias. Conclui-se que as diferengas
apresentadas pelas solugdes obtidas pelo esquema de B&W e pela metodologia
proposta no presente trabalho se devem exclusivamente & forma como

dissipagéo artificial ¢ introduzida.

Capitulo 11. E dedicado as conclustes e recomendagdes para

trabalhos futuros.



2 - EQUACOES GOVERNANTES

As equagdes governantes que modelam os fendmenos fisicos em
estudo neste trabalho s@o a equagfio da conservagdo da massa, as equagdes
da conservagéo da quantidade de movimento e a equagio da energia. Em

forma diferencial cartesiana estas equagdes podem ser expressas por:

Equagdo da conservagdo da massa

a .

[aghe]

Equagbes da conservagfo da quantidade de movimento

art
8 d oP 1 _
gt (Pu) " g (Puu) ta T T ° (2.2)
Equag8o da energia
EJEZt P
F T + % [(Et + P)UJ - TUUX + qj] =0 (2.3)

J

Para que as Eqgs.(2.1)-(2.3) possam ser resolvidas €& necessario
reduzir o numero de incégnitas. Isto & conseguido através de leis
particulares do fluido também denominadas relagbes constitutivas. Assim,
considerando que o fluido seja newtoniano e admitindo-se a hipétese de
Stokes [27), as tensdes s&0 relacionadas as velocidades através das

expressodes



14

aul du 2 )
= p | + b-)-(-! - FM (V.V§)<§lJ (2.4)
1

Adicionalmente, o fluxo de calor é relacionado ao campo de .temperatura

através da lei de Fourier
q = - k .a_'l:_ (2.5)

Por fim, equagdes de estado do tipo

P = P(p,el) (2.6)
e ,

T = T(p,e,) (2.7)
completam a formulagdo do problema. A energia interna por unidade de

massa e  nas Egs. (2.6) e (2.7) é relacionada a energia total por unidade

de volume através da definigfio desta ultima dada por
E =p (e +luu) (2.8)
t 1 2 1)
Se a Eq.(2.4) ¢ substituida no conjunto de equagdes (2.2), o
conjunto de equagdes resultante ¢ conhecido como equagdes de
Navier-Stokes. No entanto, & comum na literatura dar-se o mesmo nhome ao

conjunto de equagdes que engloba também a equagdo da conservagéo da massa

e a equagdo da energia.

2.1 - FORMAS SIMPLIFICADAS DAS EQUAGOES DE N-S

Se a viscosidade u na eq.(2.4) é assumida constante, as equagdes

de Navier-Stokes se reduzem a
1

9 = 9P 2 1,9 (¥ (2.9)
T (PU‘) + é_ij(pujul) = 5;14' uv u t g u axi(v- )

QO @

Para alguns escoamentos de liquidos, gases a baixo numero de
Mach e mesmo em problemas de convecg@io natural, pode-se assumir que a
densidade é constante na equagio da conservagdo da massa. Com esta

aproximagdo o Ultimo termo do lado direito da Eq.(2.9) desaparece.
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Se os efeitos viscosos s#o desprezados as equagdes de

Navier-Stokes se reduzem as equagdes de Euler.

2.2 - FORMAS ALTERNATIVAS DA EQUAGAO DA ENERGIA

E comum encontrar-se na literatura a equagdo da energia tendo
como variavel dependente a energia total por unidade de massa, a energia
interna por unidade de massa, a entalpia por unidade de massa ou ainda a

temperatura.

Em trabalhos na &area de aerodin&mica é frequente a adogéo da
energia total por unidade de volume como variével dependente. Nesse caso,
a equagdo da energia assume a forma da Eq.(2.3). Se a temperatura é
adotada como varidvel dependente e assumindo que a condutividade térmica

seja constante, a equagfio da energlia assume a forma

3 8 _ DP
cp[ 5{'(PT) + 5§5(pujTﬂ = kT + BT pr * M (2.10)

Na Eq.(2.10) B é o coeficiente de expansfio térmica definido por

= _ 1/8p .
B = 5[6T]P=ct.e (2.11)

® ¢ a funglBo dissipagfo como definida em [28} e o simbolo D /Dt indica a
derivada substantiva. Para um grande numero de problemas envolvendo o
escoamento de fluidos nfo muito viscosos em velocidades moderadas os
efeitos da dissipag@o viscosa podem ser desprezados. E frequente também,
para problemas em que a densidade é admitida constante na equagdo da
conservagdo da massa assumir, na equagiio da energia, que a presséo no
escoamento & constante, o que implica em DP/Dt nulo. Esta aproximagéo é
menos restritiva [29] que assumir na equagio da energia que a densidade ¢

constante.

2.3 - ESCOAMENTOS DE GASES PERFEITOS

Assumindo que o fluido se comporte como um gas perfeito com
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calor especifico constante as Egs.(2.6), (2.7) e (2.11) se reduzem a

P = pRT = (3’—1)pel (2.12)
el = CVT (2.13)
B=1/T (2.14)

onde y ¢ a relagio entre os calores especificos.

2.4 - EQUAGAO DE CONSERVAGCAO EM FORMA GENERALIZADA

Para um fluido com p, k e c, constantes, as equagdes de conser-

vagdo da massa, da quantidade de movimento e da energia podem ser

escritas na forma

g"f: (pg) + g—xj(pujq}) = - P¢ + g;) [r¢ g—g—]ji- S¢ (2.15)

onde os valores que ¢, P¢, S¢ e F¢ assumem para os diversos principios de

conservagdo sfio dados na Tabela 2.1.

P¢ S¢ e F¢ na equaqéo‘ de

TABELLA 2.1 - Valores assumidos por ¢,

conservagéo em forma generallizada.

¢ r? p? s?

1 0 0 0

Y " ggt % " g—l(V.V)

T k/e 0 [BT g% + wp] /e




3 - TRANSFORMACAO E DISCRETIZACAQ DAS EQUACOES DIFERENCIAIS

3.1 - INTRODUGAO

O processo de discretizagio das equagdes diferencials envolve a
integragio aproximada dessas equagdes sobre volumes de controle
elementares convenientemente distribuidos sobre a regido de solugéo. Na
forma como foram expostas no Cap. 2, as equagdes dlferencials estédo em
forma adequada a dlscretizagio cartesiana, isto ¢, quando os volumes de
controle s#@o regides retangulares compreendidas entre duas linhas de x

constante e duas linhas de y constante.

No presente trabalho, pretende-se o desenvolvimento de um
esquema numérico em que a regido de solugdo seja discretizada através de
um sistema de coordenadas curvilineo £-n de forma que as fronteiras da
regifio de solugdo coincidam com linhas (no caso bidimensional) de £ ou 7
constantes. A adogdo de tals sistemas de coordenadas tem por flinalidade
facilitar a aplicagdo das condigdes de contorno possibilitando o
desenvolvimento de programas computacionais independentes da geometria do
escoamento. Além disso, para um mesmo numero de volumes, a discretizagéo
baseada em sistemas de coordenadas que se ajustam as fronteiras resulta em

major precisfio na aplicagéio das condigdes de contorno.

Existem diversas técnicas de geragfio de sistemas de coordenadas.
Uma extensa revisdo dessas técnicas pode ser vista em [30] e os mais
recentes avangos nessa area em.[31]. Assumiremos no presente trabalho que
a malha & gerada por um processo qualquer e que a regido de solugdo

mapeada no novo sistema de coordenadas £-n assume a forma retangular.
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Embora o uso de sistemas de coordenadas curvilineos ortogonais
simplifique o esquema numérico, a geragio de tais sistemas com a desejada
concentragéo de linhas nas regides de altos gradientes ¢ ainda uma tarefa
bastante dificil. Por essa razfio, o esquema que nos propomos a desenvolver

ndo sofrerd da desvantagem de ficar limitado & discretizagiio ortogonal.

3.2 - ESCOLHA DAS VARIAVEIS DEPENDENTES

A primeira quest8io que surge no desenvolvimento de uma
metodologia numérica coﬁ discretizagdo nf@o ortogonal ¢ a definiglo das
diregbes as quals serad aplicado o principio da conservagiio da quantidade
de movimento. Na pratica, isso significa definir quals componentes do
vetor velocidade serfo as variavels dependentes das equagdes de
conservagao da'quantidade de movimento. Diversas definig¢des sfo possivels.
Podem ser escolhidas as componentes carteslanas, as componentes
contravariantes ou as componentes covariantes. Como os vetores de base
contravariantes e covariantes nfio s%o unitarios existe ainda a
possibilidade da adogfo das componentes fisicas [32), contravariantes ou
covariantes, que resultam quando os vetores de base s&o normalizados.
Parece natural que, J& que as equagdes de conservagdo ser@o expressas em
um sistema de coordenadas generalizado £-71, o vetor velocidade seja
expresso em componentes assocladas a vetores de base nesse mesmo sistema
de coordenadas. Ocorre no entanto que as equagdes de conservagédo da
quantidade de movimento na direg&io dos vetores de base contravariantes ou
covariantes assumem um forma muito complexé. S&o raros os trabalhos que
essa opgio é exercida e o de Devarayalu [14] serve como exemplo da
complexidade das equagdes. A prépria interpretaglo fisica dos diversos

termos das equagdes fica prejudicada nessa situagéo.

Em fungdo das razdes acima acima citadas, neste trabalho o
principio da conservaciio da quantidade de movimento ser& aplicado nas
diregSes x e y e as componentes cartesianas u e v do vetor velocidade
seréo consequentemente as variaveis dependentes. Se necesséaria a obtengéo
de expressSes para outras componentes do vetor velocidade, elas serdao
obtidas a partir das equagdes de u e v Jja discretizadas. Oportunamente

outras consequéncias dessa opglo serfo analisadas.
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3.3 - TRANSFORMAGAO DAS EQUAGOES DIFERENCIAIS

As equagdes diferencliais apresentadas no Cap. 2 podem ser
transformadas para o novo sistema de coordenadas se as derivadas de 12 e
22 ordem com a relagdo a x e y forem substituidas, através da aplicagéo
da regra da cadeia, por derivadas em relagédo a § e 7. Ao final desse
processo as equagdes de conservago de um gas perfeito com u, k. e

c, constantes, podem ser postas na forma abaixo [10][33].

Equagdo da conservagio da masssa

mlm
o

c . = (3.1)
E (pU) + 5 (pV) o

(SR

Equagédo de conservagio da quantidade de movimento na gireqéo X

) “u B du _ au
57 (pu) + 6 (pUu) + n (pVu) = - P + 3E [MJagg -uJB g;] +

[

+ 2 [qu g - wJB gg] + 8 (3.2)

13 8 IS N v _ ?1] .
J 3% (pv) + —E (pUv) =+ an (pVv) = - P + 3E [pJ« 5E TR (:] Er
5 ov _ avl , g (3.3)
Y [“‘”’ an ~ MR as] .

Equagdo da energia

148 8 [k 3T k aT]
—_— —— _.—. = — = i S | — +
J 3t pT) + 35 (pUT) + n (pVT) 3 [c Jo 5¢ Cp B m
8 [k . 8T k . 8T] . =1
o_ (X or - X : S (3.4)
+ 5 [CpJ'y an CPJB 65] + ’

As equagdes acima podem ser ainda expressas na forma
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19, 8 3 ¢, 8 3¢ _ .. 3
73 (pp) + ET (pUg) + an (pVg) = - P¢ + 3% [F¢Joc 5% - F¢JB 5%] +
8 [, 8¢ .. 3¢ - .
+51—’[FJ73—1,- rJ[35€]+§’ (3.5)

onde as expressdes de P¢ e S¢ para ¢ = 1, u,v ou T séio dadas na Tab. 3.1.
Nas equagdes acima «, B, 7 sdo as componentes do tensor métrico definidas

por
= 2 2
@ =X +Yy B = xgxn + ygyn r = xs + yE (3.6)

e J & o jacobiano da transformagéo dado por

-1
= - 3.7
J [xgyn xnyE] ( )

TABELA 3.1 - Expressdes para P¢ e S¢ .

P p? s?

1 0 0
8P aP m a ., 9

u € Yn " &m Ve 3 [yn 5z V) - ve 5 “’7’]
ap _ 8P m 8 _ )

v x-S X, 5 [xg 5o - x & (vV)]

q aP _ 3

T 0 [ﬁ + V(PV) PV\] / (Je,)

Embora todos os resultados apresentados neste trabalho assumam o
escoamento de um gas termicamente e caloricamente perfeito, nfo ha nenhuma
dificuldade no tratamento com equagdes de estado mais complexas e com

calores especificos variaveis.
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As velocidades U e V sio definidas por

U= - VvV = - (38)
uy, - vx, VXg = WY

e o divergente do vetor velocidade v por

au ,  av
v.V=1J [ég an]

Uma. util interpretagdo geométrica das componentes do tensor
métrico pode ser vista em [10]. Deve-se ressaltar que se o sistema &€-n for
ortogonal os valores de B se anulam e os termos envolvendo derivadas

cruzadas na Eq. (3.5) se anulam.

A velocfdade U é tal que a vaz8io que atravessa a linha de £
constante ao longo do comprimento An ¢é dada pelo produto Ulyn.
Similarmente, a vaz@io que atravessa uma linha de n constante ao longo do
comprimento A€ é dada por VAE. Estas velocidades U e V podem ser
identificadas como componentes contravariantes fisicas do vetor
velocidade. As componentes contravariantes sfo as unicas que permitem que
o céalculo da vazdo que atravessa uma linha de £ ou 7 constante envolva
apenas uma das componentes do vetor velocidade. A Eq.(3.1) é portanto a
forma mais simples e compacta de escrever a equagdo da conservagéo da

massa.

3.4 - DISCRETIZAGAO DAS EQUACOES

As equagdes de conservagio s8o discretizadas através da
integragio espacial de seus termos em um volume de controle delimitado por
duas linhas de £ constante e duas linhas de 1 constante como mostra a Fig.
3.1. A Fig. 3.2 mostra o mesmo volume de controle no plano £€-n. A variavel
genérica ¢ esta armazenada no centro dos volumes de controle. Deve-se ter
sempre em mente que as Flgs. 3.1 e 3.2 s8o duas representagdes do mesmo
volume de controle. Por uma raz&io de comodidade o esquema da Flg. 3.2 sera
o normalmente adotado no presente trabalho. A Eq.(3.5) apés o processo de

integragéo resulta
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Mo - [Mg1°
P'p p'p : P : - = [p 8¢ 99
5 + (M), - (Fg)  + (He)  ~ (M) [%’g + Dzan]e+
- In é¢ a¢ a¢ 9l _ [p 8¢ ) _ P
[Dfa_é * Dzan]w+ [Daan * Dac’i&]n [Daan * Dwg]s L[ly] 4ghn +
+ L[§¢] AEAY (3.10)

Figura 3.1 - Representacdo de um volume de controle elementar no plano x-y

Figura 3.2 - Representagio de um volume de controle elementar no plano £-7

Nesta equagdo Mp ‘denota a massa no interior do volume de
controle centrado em P, os subscritos e, w, n e s indicam respectivamente
as faces este, oeste, norte e sul do volume de controle e M indica o fluxo

de massa através da face do volume de controle indicada pelo subscrito. O
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operador L[ ] denota uma aproximagdo numérica do termo no interior dos

colchetes e

D, = (r®Jo)an
D = (r?Jg)an
2 (3.11)
D, = (r®y)ae
p = (rfip)ag

Na obtengSo da Eq.(3.10) assumimos que todos os termos séo

avallados em (t+At) e que a derivada temporal é aproximada por

a _pg) - (p)°

onde o superescrito 0 indica o instante t. Assim, no que concerne ao
tratamento do transiente, a presente formulagdo pode ser qualificada como
uma formulagéo totalmente implicita, de um passo e envolvendo dois niveis

de tempo.

A Eq.(3.10) completa o processo de discretizagdo. Como, via de
regra, os fluxos de massa dependem do valor de ¢, a Eq.(3.10) é néo
linear. Além disso, os valores de ¢ e suas derivadas nas faces dos volumes
de controle devem ser avaliados em fung&o dos valores de ¢ nos centros dos
volumes de controle que serfio as incégnitas dos sistemas de equagdes
lineares. A forma de avaliac@io desses valores, isto é, a escolha das
fungdes interpolag8io, tem importéncia decisiva no desempenho do esquema
numérico. 0 uso de determinado tipo de fungdo de interpolag&o pode
conduzir o processo iterativo de solugéo a divergéncia ou produzir campos
de variaveis fisicamente irrealisticos. Em outro extremo, algumas fungdes
interpolagdo favorecem as taxas de convergéncia e, embora gerem solugdes
fisicamente aceitaveis, estas também se apresentam excessivamente
contaminadas por erros. Essas questdes serio abordadas nos Capitulos 4 e

10.

Deve-se notar que se fizermos ¢ = 1 na Eq.(3.10), obtém-se a

forma discretizada da equagfio da conservagfio da massa dada por
.._E._.—_p.-fb.d -.['4 +b.1 —[:1 =0 (3.13)

onde
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Me = (pU)eAn
Mw = (pU)wAn
Ms = (pV)SAg
Mn = (pV)nAE (3.14)
AEA
y =pp€n
o} J
P
o pOAEAD
p
Mp = —3
P

A Eq.(3.13) & também uma equagfio ndio linear pois os fluxos de
massa dados pela Eq.(3.14) envolvem o produto da densidade pela velocidade
em (t+At), ambas desconhecidas. O processo de linearizacfo dessa equagfio e
o papel que a mesma irad desempenhar no processo global de solugfio seréo

discutidos também em uma secgfio especifica deste trabalho.



4 - LINEARIZACAO DAS EQUACOES DISCRETIZADAS

4.1 - INTRODUGAO

No Capitulo 3 as equagdes diferenciais governantes apresentadas
no Capitulo 2 foram discretizadas. As equacgdes resultantes do processo de
integragdo mantiveram as nfio linearidades presentes nas equagdes
originais. No presente capitulo serid apresentado o processo de
linearizag8io das equagdes da conservagio da quantidade de movimento e da
energia, processo esse extremamente simples e bem conhecido. Em seguida
serdo apresentados os diversos procedimentos de linearizagéo da equagéo
da conservagfio da massa e a conseqliéncia de cada um desses procedimentos

sobre o processo global de solucgéo.

4.2 - EQUAGOES DE CONSERVAGAO DA QUANTIDADE DE MOVIMENTO E DA ENERGIA

Na equagd@io discretizada para a variavel genérica ¢ , Eq.(3.10),
aparece ¢ produto do fluxo de massa M pelo valor da variavel ¢ nas quatro
faces do volume de controle. 0 fluxo de massa nas faées ¢ dado pela
Eq.(3.14) e envolve obviamente a densidade nas faces e uma componente
contravariante que por sua vez depende das duas'componentes cartesianas.
Via de regra todas essas variaveis sdo desconhecidas. Além disso, os
termos L[§¢] e L[§¢] envolvem também o campo de pressdo, que se relaciona

ao campo de temperatura e de densidade através de uma equagBo de estado.
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Estamos lidando, portanto, com dois niveis de dificuldade:
i) as equagdes discretizadas sio nfo lineares, e

i1) as equagdes s#o interdependentes.

Uma das caracteristicas do presente método de solugdio é o fato
de ser um método segregado de solugio das equagdes diferenclals. Isto
significa que cada equagiio discretizada sera empregada para o calculo de
uma das variaveis. Assim, a equagdo da conservagio da quantidade de
movimento na direg8o x ¢ empregada para o calculo da velocidade u, a
equagado da conservagéo da quantidade de movimento na diregfio y é empregada
para o calculo da velocidade v e a temperatura ¢é calculada pela equagéo da
energia. As outras duas Iincoégnitas, a densidade e a presséo, seréo
calculadas cada uma por uma das outras duas equagdes que completam a
formulagédo do problema, a equagio da conservagio da massa e uma equagio de

estado.

A seguir serd apresentada a forma de desacoplar as equagdes
discretizadas que por si s6 eliminard quase que a totalidade das ndo
linearidades. Posteriormente o processo de linearizagio das poucas ndo

linearidades restantes sera apresentado.

.4.2.1 - DESACOPLAMENTO DAS EQUAGOES

A equagdo discretizada de conservagiio da quantidade de movimento
na diregdo x ¢ desacoplada das outras através do processo extrgmamente
simples que consiste em inicialmente estimar valores para as variaveis p,
v e P em (t+At) que aparecem nessa equag#o. 0 calculo subseqilente. de
novos campos da componente v, pressfio e densidade permite que esses
valores estimados sejam atualizados. O mesmo procedimento & empregado na

equagdo de conservagio da quantidade de movimento na diregdo y e na
equagdo da energia.
Este processo para tratamento do acoplamento envolve portanto um

calculo jterativo do qual participam todas as equagdes de conservagéo e a

equagdo de estado.
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4.2.2 - TRATAMENTO DAS NAO LINEARIDADES

Deve-se notar que ao final do processo acima, a maloria das néo
linearidades Ja& foil eliminada. Note que, como a equagdo da energia é
empregada para o cadlculo da temperatura, no processo de desacoplamento sdo
estimados valores para todas as outras variaveils dependentes, isto é, para
o, P. u e v (e portanto U e V). Logo, a equagdio da energia néo apresenta
mais nenhuma n8o linearidade. Nas equagdes de conservag@io da quantidade de
movimento as n#éo linearidades est@io relacionadas ao fato de o fluxo de
massa nas faces do volume de controle envolverem as velocidades
contravariantes que por sua vez dependem das proéprias velocidades
cartesianas através das Eq.(3.8). O processo para linearizar estas
equagdes ¢ idéntico ao empregado no desacoplamento, isto &, os fluxos de

massa sdo calculados com velocidades contravariantes de um nivel iterativo

anterior.

Na realidade, o processo de solugiio das equagdes , o qual sera
alvo de discussiio detalhada posteriormente neste trabalho, ndo faz
distingio entre os processos iterativos devidos ao desacoplamento das

equagdes e & eliminag@o das ndo linearidades. E natural que isso acontega

face ao tratamento idéntico dado a ambas a situagGes.
4.2.3 - AVALIAGAO DE ¢ E SUAS DERIVADAS NAS FACES DOS VOLUMES DE CONTROLE

Se a Eq.(3.10) sofre os processos descritos nos ltens

anteriores, a equagfio resultante ¢é linear e desacoplada. No entanto,
alnda envolve o valor da variavel dependente ¢ e os valores das derivadas
de ¢ com relagio a £ e a n nas quatro faces do volume de controle. Como
as incégnitas dos sistemas de equagdes algébricas s@io valores nodals de ¢,
armazenados nos centros dos volumes de controle, os valores de ¢ e suas

derivadas nas faces devem ser expressos em fungdo destes.

Considere por exemplo a face este do volume de controle centrado
em P da Fig. 4.1 . Deve-se expressar ¢ na face este em fungdo dos valores
de ¢ nos centros dos volumes vizinhos. Ou, em outras palavras, deve-se
escolher uma fung#io para interpolar o valor de ¢ na face este em fungdo

dos valores de ¢ vizinhos.
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Na realidade, a escolha da fungfio de interpolagio ¢ uma decis#o
de extrema importancia. Certos tipos de fungdo de interpolagdo podem
dificultar a convergéncia do processo iterativo de solugio ou mesmo
provocar a divergéncia. Por outro lado, algumas fungdes de interpélaqio
que promovem a estabilidade do processo iterativo acelerando a
convergéncia podem ser prejudiciais para a qualidade da solugdio. H4 ainda
esquemas em que a avaliagl@io dos valores de ¢ nas interfaces ¢ complicada.
Nesse caso, deve-se ponderar se o tempo gasto nessa avaliacfio nfio seria

melhor investido adotando-se uma malha mais refinada.

Sem duvida, o esquema mais simples para a avaliag¢@o de ¢ na face

este é assumir que

et (4.1)
¢e - 2
correspondente a uma interpolacgfio linear entre ¢P e ¢E . 0O mesmo esquema

da Eq.(4.1) & um caso particular do esquema mais geral em que ¢e é

avaliado através de
_ - = 2
¢e = (172 + ae) ¢P + (172 - ) ¢E (4.2

onde a é um parametro que pode assumir valores entre -0.5 e +0.5. Para
« = 0.0 a Eq.(4.1) ¢ recuperada. A vantagem da forma apresentada na
Eq.(4.2) & que na realidade a mesma pode representar uma série de esquemas
-de interpolagdo. O esquema WUDS [34], entre outros, avalia a« baseado na
solugdo de um problema unidimensional de convecgdo e difusdo. Esquemas
mais sofisticados para a avaliagdo de ¢e podem envolver o valor de ¢ em
outros volumes além de E e P, mas hd um prego a pagar. Imagine por
exemplo que o valor de ¢ em EE e W também participem da avaliagdo de ¢e .
Nesse caso, a equagdo discretizada de conservagfo, ap6s a substituigfo dos
valores de ¢ nas faces este, oeste, norte e sul passard a envolver nove
pontos mesmo no caso de uma discretizag@o ortogonal. Como consequéncia, o
sistema de equagdes lineares a ser resolvido passa a ter uma estrutura
matricial com 9 diagonais nfio nulas contra 5 quando equagdes do tipo da

Eq. (4.2) s8o aplicadas em todas as faces dos volumes de controle.
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NW N NE
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n
WW W P E EE
n = W g € = |
_S
sw S SE
1 v} = n -
3

Figura 4.1 - Volume de éontr‘ole centrado em P e seus vizinhos.

Todos os esquemas de interpolagio comentados até o momento sio
esquemas unidimensionais no sentido de que o valor de ¢e ¢ estimado
empregando-se apenas valores de ¢ localizados sobre a mesma linha de 7
constante. Nos esquemas SUDS [36] e SWUDS [36)] na avaliagdo de ¢e na Fig.
4.1 podem participar os valores de ¢ nos volumes centrados em S, P, N, NE,
E e SE dependendo da orientagio do vetor velocidade em relagdo a malha.
Os trabalhos de Raithby [37) {38], os de Patel et. al. [39] [40] e Zurigat
et. al. [41] s8o dedicados a comparagdo de diversos esquemas de
interpolacdo. Em trabalho recente, Souza e Maliska [42) propdem fungdes
de interpolagéio que visam satisfazer localmente e de forma aproximada a
equagdo diferencial completa, isto ¢, todos os termos da equagdo
diferencial, 'inclusive os termos referentes ao gradiente de pressdo, sé&o

envolvidos no célculo do valor da variavel ¢ nas interfaces.

Diversas consequéncias do uso da Eq.(4.2) serdo discutidos no
Capitulo 10' deste trabalho. E importante no entanto que algumas dessas
consequéncias sejam agora comentadas. Se fizermos « = O em problemas com
numeros -de Peclet de malha [1] malores que dois e processos iterativos
forem empregados na solugdo dos sistemas de equagdes lineares, esses
processos iterativos podem divergir. Mesmo quando se empregam métodos de
solugdo fortemente implicitos como o MSI {35] ou até mesmo métodos diretos
ndo iterativos, a solugdo pode apresentar oscilagdes irrealisticas. Esse
comportamento deu origem a diversos esquemas de avaliagido do valor de ¢ e
suas derivadas nas faces dos volumes de controle. Esses esquemas tem via
de regra a caracteristica de recuperar o esquema da Eq.(4.1), isto ¢,
produzem « = O para baixos numeros de Peclet de malha na face e se

aproximam do esquema UDS [1}, isto &, |«| = 0.5, conforme o numero de
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Peclet de malha aumenta.

Ocorre que na realldade s80 multo raros os problemas que
~resultem em baixos numeros de Peclet. Por exemplo, o esquema hibrldo
apresentado por Patankar [1] produz « = O para numeros de Peclet menores
que dois e |a] = 0.5 para numeros de Peclet malores que dols. Na solugdo
do escoamento supersbnlcoA sobre um foguete e com as facllidades
computacionais hoje disponiveis dificilmente resultard algum numero de
Peglet de malha inferior a 1000. Nesse caso, todos os esquemas reproduzem

o UDS.

Toda a discussdo dos paragrafos anteriores fol dedicada a
avaliagdo do valor da propriedade nas faces dos volumes de controle. As
derivadas de ¢ com relagfio a n e £ sio aproximadas por expressdes que, se

aplicadas na face este, resultam

b - ¢
3¢ _ E %
58 _~Be —rE (4.3)
a¢ _ "N ' e T % " % | (4.4)

an 4An

O parametro B presente na Eq.(4.3) ¢ igual a unidade para alguns
esquemas e assume valores entre zero e a unidade em outros,dependendo do

numero de Peclet de malha.

4.2.4 - FORMA FINAL DAS EQUAGOES DE CONSERVAGAO DA QUANT1DADE DE MOVIMENTO
E DA ENERGIA

Se express&es do tipo das Eqgs.(4.2), (4.3) e (4.4) sdo aplicadas
as QUatro faces do volume de controle e substituidas na Eq.(3.10), a
equacdo resultante pode ser posta na forma
- - L [p? — 4.5
apdp = La  dyp + b - L [PPlagan (4.5)

onde

¢ -
Z(a ¢)nb_ ae¢E+ aw¢w+ an¢N+ aS¢S+ ase¢‘=E+ asw¢Sw+ ane¢NE+ anw¢Nw

=

8g = -~ M (172 - &) + (DB) /A€ + (D, - D, )48
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a, = M(1/2+ «,) + (DR) /A€ + (D, - D, )/4A¢

W
a = - Mn(1/2 - an) + (DSB)n/An + (D2e - Dzw)/4An
a = MS(I/Z + as) + (DSB)S/An + (D2w - Dze)/4An (4.6)
Be = Dae/4An + an/4A€
a_, = - Dze/4An - D4s/4A€
asw = Dzw/4An + 045/465
anw = - Dzw/4An - DQn/4A€
e
a,=a +a +a + a_ + Mo/At
P e W n s P

Para um dado campo de p, u, v, P podem ser calculados todos os
coeficientes e termos fonte da Eq.(4.5). A aplicagdo da Eq.(4.58) a todos
os volumes de controle do dominio de solugéo com a correta prescrigéo das
condigdes de contorno d4 origem a um sistema de equagles lineares que em
estrutura matricial possui nove diagonais nd3o nulas. A soiuqéo do sistema
produz um novo campo da variavel ¢, onde ¢ pode assumir valores de u, v ou
T, que salisfaz a equéqio discretizada da conservagdc para o dado conjunto
de coeficientes e termos fonte. No proximo item serda abordado como a
equagdo da conservagio da massa e a equagio de estado s8o empregadas para

o calculo da densidade e presséo.

4.3 - EQUAGAO DA CONSERVAGAO DA MASSA

A questéo agora é a construgdio de um algoritmo que permita que,

a partir da equagédo discretizada da conservagio da massa, repetlida abaixo
—P P M - M - M = 3.13
+ Me Mw + Mn M 0] ( )

e de uma equaglo de estado, por conveniéncia escrita na forma

P = P(p,T) (4.7)
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sejam calculados campos de pressiio e densidade.

A éeguir serfdo apresentados trés procedimentos distintos com
esse objetivo e analisadas suas limitagBes. O uGltimo dos trés sera o

adotado neste trabalho.
4.3.1 - A FORMULAGAO COMPRESS!VEL

Se a Eq.(3.14) ¢ substitulda na Eq.(3.13) a equagio discretizada

de conservagéo da massa resulta

_ 0 AEAT - - = 0 4.8
(pp pp) ——j;—— + (pU)eAn (pU)wAn + (pV)nAE (PV)SA€ ( )

Note que essa equagsio ¢ ainda nfo linear por envolver o produto da

densidade pela velocidade em (t+At).

A Eq.(4.8), ap6s o processo de linearizagdo deveréd ser empregada
para o calculo do campo de densidades ou do campo de pressdes. Como a
presséo nfo aparece nesta equacdo a opcdo ébvia é o uso da Eq.(4.8) para o
cédlculo do campo de densidades restando a equagiio de estado para o calculo

da presséo.

.

Dessa forma, adotando-se o mesmo tibo de procedimento que nas
equagbes da conservagfdio da quantidade de movimento e da energia, a
equagdo da conservagiio da massa deve ser linearizada fazendo com que as
velocidades U e V assumam os ultimos valores disponiveis. Nesse caso, e

aproximando o valor da densidade nas interfaces por expressdes do tipo
= 7 -7 (4.9)
Pe = (172 + 7)pP + (172 w)pE
a equagdo da conservag8o da massa pode ser posta na forma

a b (4.10)

pPp = L 2 P\g *

4.3.1.1 - Uma estrutura iterativa para a formulagfo compressivel
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Diversas estruturas lterativas podem ser construidas com o
objetivo de, através da solugdo das equagdes linearizadas, calcular os

campos de p, u, v, T e P que satisfagam as equag¢des ndo lineares.

A estrutura que serad aqui apresentada separa em dols nivels
iterativos as iteragdes devidas A linearizagdo da equagido da conservagdo
da massa e as 1tera96és devidas as linearizagdes das outras eéuaqaes de
conservagdo. Esta separag8o tem dois objetivos: permitir que a presente
formulagdo seja comparada com outras a serem apresentadas posteriormente e
produzir coeficientes das equagdes de conservagdio da quantidade de
movimento e energia calculados com campos de p, u e v que conservem a
massa, pratica recomendada por beneficlar a convergéncia do método

iterativo de solugio.

A estrutura do procedimento iterativo assim construido consiste
nos seguintes passos:

a) Conhecidos no instante t = 0 os campos inlciais u, v, T, P e
p s@o estimados os campos u, v, p e T em t = At (normalmente os campos
estimados s&io os proéprios campos inicials). O campo P é calculado atraves
da equagdo de estado.
| b) Com os campos de u e v disponiveis s8o calculadas as
velocidades contravariantes U e V.

c) Com os campos disponiveis de U, V e p s@o calculados os
coeficientes a“, av. e aT e termos—fonte bY, b'e bT da Eq.(4.5).

d) Com o campo de pressBio disponivel s#o calculados os termos
LIPY], LIPY] e LIPT).

e) Através da solugdo da Eq.(4.5) s8io determlnados novos campos
de u, ve T.

f) Com os novos campos de u e v sdo calculadas novas velocidades
contravariantes U e V. A

- g) Com os campos de U e V sdo calculados os coeficlientes da
equagdo linearizada da conservac¢io da massa, Eq.(4.10).

h) A solugdo da Eq.(4.10) fornece um novo campo de densidade.

O campo de densidade calculado neste item satisfaz a equagéo
linearizada da conservagio da massa para os campos de u e v obtidos no
item e) com um campo de press&es provavelmente ndo correto.

1) Através da equagdo de estado, um novo campo de pressdo €
calculado com os campos de temperatura e densidade determinados nos ltens
e) e g);

J) Retorna-se ao item d) e itera-se até a convergéncia.

Até aquil foram obtidos campos de p, u, v, P e T que satisfazem a
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equacdo da conservagéio da massa e a equagdo de estado. No entanto, estes
campos satisfazem as equagdes de conservagéo da quantidade de movimento e
da energlia para os coeficientes estimados no item c).

k) Retorna-se ao item c) e itera-se até a convergéncia.

Ao final do jitem k) tém-se os campos de p, u, v, P e T em
t = At, .

¢) Considerando-se os campos obtidos no item k) como campos
Inicials volta-se ao item a) e itera-se até quando o regime permanente, se

existir, seja alcangado ou até quando for de lnteresse avangar a solucgéo.

4.3.1.2 - Aplicabilidade da formulag@o compressivel

A principal dificuldade da formulagfio compressivel reside no
ciclo iterativo onde é realizada a atualizacfio dos coeficlentes da equag8o
da conservagio da massa. Na linearlizagéo dessa equagdo as velocldades
foram assumidas conhecidas e constantes e portanto a equaglo da
conservagido da massa se transformou numa equaglo para o calculo da
densidade. Isso significa que o campo de densidade calculado pela equagdo
da continuidade deve ser tal que, Junto com o campo de velocidades
pré-estabelecido, conserve a massa em todos 6s volumes de controle do
dominio. Como provavelmente o campo de velocidades ndo é o campo correto
o campo de densidade gerado também nfo o é. Posteriormehte, esse campo de
densidade gera um campo de pressfo através da equagdo de estado que,
quando aplicado nas equagdes de conservagio da quantidade de movimento
produz novos campos de u e v. Com os novos campos de u e v & calculado um
novo campo de densidade e assim por diante. A experiéncia tem demonstrado
que este processo diverge para escoamentos subsénicos a menos que um
intervalo de tempo At multo pequeno seja adotado e que, quanto menor o
nimero de Mach do escoamento, mals e mals diffcil se torna obter a

convergéncia.

Esse comportamento pode ser melhor compreendido através do
seguinte raciocinio. Considere um escoamento em que em determinado
instante os campos de p, u e v nfio conservam a massa. Embora se trate
evidentemente de um escoamento irreal estes campos correspondem aos
disponiveis no item e) do processo iterativo. Nb6s sabemos que oS campos
de p, u e v devem satisfazer a conservagdo da massa e portanto esses
campos devem ser corrigidos se nés desejamos nos aproximar dos campos
corretos. Deve-se concordar que quando o numero de Mach do escoamento é

baixo e portanto o fluldo se aproxima do limite incompressivel, é mals
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"facil’ a conservagio da massa ser alcangada através de alteragdes do
campo de velocidades do que através de alteragdes do campo de densidades.
Como o ciclo iterativo forca a conservagdo da massa via alteragdes de

densidade, a formulagio ndo é adequada.

A conclusso de que é falha da formulag8o compressivel se deve a
forma de linearizagfio da equagdo da conservacgo da massa conduz
imediatamente a idéia de se empregar outro procedimento de linearizagao
que permita a solug8o eficiente de escoamentos com baixo numero de Mach.

Este sera o tema da préxima secgéo.

4.3.2 ~ A FORMULAGAO INCOMPRESS!VEL

Na secgdo 4.3.1 optamos por adotar a equagso da conservagido da
massa para o calculo da densidade e a equagido de estado para o céalculo da
presséo. A formulag@o originada resultou inadequada para o calculo de
escoamentos com balxo numero de Mach. Nesta secgio serd apresentada a
formulag8o resultante da escolha inversa, lsto &, a densidade é calculada
- pela equag@o de estado e a pressiio pela equaglio de conservagiio da massa.
Embora seja aqui denominada de formulagio incompressivel deve ficar claro
que nio se estd tratando exclusivamente do escoamento de fluldos

incompressiveis, embora desejemos que ela funcione também nesse caso

limite.

De forma inversa a formulagio compressivel, nesta formulagdo as
densidades assumem valores estimados na Eq.(4.8) e se incorporam aos
coeficientes da equaglo linearizada de conservagdo da massa que, em

contraste com a Eq. (4.10), assume agora a forma
u u v v c
+ VvV =0b (4.11)
meUe * mew * msvs mn n

As incégnitas nesta equacdo s@o as componentes contravariantes U

nas faces este e oeste e V nas faces norte e sul. Precisamos expressar
essas velocidades em fungiio do campo de pressdes para que a Eq.(4.11)
resulte em uma expressdo para o calculo da presséo. Uma forma para se

atingir esse objetivo seria substituir as incégnitas em favor de
expressdes resultantes da aplicagiio da conservagfo da quantidade de

movimento, No entanto, esse procedimento implica em algumas dificuldades,
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que se manifestam mesmo no caso da discretizacfio cartesiana. Admita por
simplicidade que esse seja o caso e que portanto as velocidades presentes
na Eq.(4.11) sejam as componentes u e v. Ao expressarmos a componente u
pela Eq.(4.5) aparecerdo termos envolvendo pressdes porém aparecerao
também diversas ve;ocidades vizinhas a u, que s8io desconhecldas. A mesma
"colsa acontece ao substituirmos exprességs para u,, v.e V. Ao final
desse processo terfamos uma expressio envolvendo 5 pontos de press3o e 16
velocidades, todas desconhecidas. Nio ¢ dificil concluir que se tentarmos

proceder da mesma forma com essas 16 velocidades o processo nio sera bem
sucedido.

Na presente formulagio a situacdo ¢ mais delicada, pois néo
dispomos de equagdes da quantidade de movimento para as componentes
contravariantes U e V. Sem duvida, estas equagdes poderiam ser_derivadas
a partir de uma combinag8io das equagdes para u e v mas é claro que a

equagido da conservagfio da massa resultaria ainda mais complicada.

Uma vez que a substituicdo das velocidades U e V por expressdes
obtidas diretamente das equagdes da conservag@o da quantidade de movimento
€ impraticavel, a estratégia empregada consiste em obter expressdes que
relacionem as velocidades U e V ao campo de pressdes através de
aproximagdes das equagdes da quantidade de movimento. Devido a essas
aproximagdes, o calculo de um campo de pressdes que gere velocidades,
através das equagdes da quantidade de movimento, que satisfagam a equagéo
de conservagido da massa passa a envolver um processo lterativo. Esse

tépico sera discutido na préxima secgéo.
4.3.2.1 - Expressd@o de U e V em fungéo de P

Assuma que o campo u' seja o campo gerado por um campo de
pressdes P através da equagdo linearizada de conservagfio da quantidade de
movimento na diregiio x, Eq.(4.5) para ¢ igual a u, e que o campo u seja
gerado por um campo P. Portanto, para um volume de controle hipotético
centrado na face este do volume de controle da continuidade podemos

escrever que

* **u

apu, = ) anbu;b + b - L[P 1A€A (4.12)
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apue = 2 a un + bu - L[};u]AgA‘n (4.13)

Subtraindo-se a Eq.(4.12) da Eq.(4.13) obtém-se que

u o= u e T (a%u’) --L(%'u]AgAn (4.14)
e e a, nb ’
onde
*
u =u-u (4.15)
e
L ]
PP =P-P (4.18)

O préximo passo € crucial para o objetivo que se pretende
atingir. Consiste em aproximar a Eq.(4.14) de forma que a velocidade u,
fique relacionada apenas as derivadas locais do campo de presséo. A

exXpresséo aproximada assume a forma

» .= ~
u =u - drL[PY] aAg (4.17)
e e e e

A Eq.(4.17), uma aproximagio da equagio linearizada da
conservagiio da quantidade de movimento, quantifica a resposta da

velocidade u, a uma variagdo do gradiente local de pressédo na diregdo X.

Imagine agora que o principio da conservagio da quantidade de
movimento na diregio y seja aplicado ao mesmo volume de controle. Como o
coeficiente de difus@o é o mesmo, todos os coeficientes da equagéo
linearizada da conservagéo da quantidade de movimento serfio os mesmos e um

raciocinio andlogo ao anterior conduz a

* ~
v =v -dlLpV] ae (4.18)
e e e e

Se a Eq.(4.17) é multiplicada por yn, a Eq.(4.18) por xn e a

segunda é subtraida da primeira obtém-se que

=u -a LpYyy - eV 4.18)
U, = U, de[ LIP* 1y, - LIP lxn]eAE (

‘ e, aplicando-se as definigdes de PY e PY da Tab. 3.1 a Eq.(4.18) resulta
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Q

. su aP'] _ apP’
U, = U de{ al..[ 55—] BL[ T] }eAg (4.20)

A Eq. (4.20) quantifica a resposta da velocidade U a uma variacio
local no campo de pressdes. A forma final desta equagdo depende ainda da
avaljag8o de L[3P’'/8€] e L[8P'/8n] que por sua vez depende da posigdo
relativa na malha entre os volumes de controle aos quais sera aplicada a
conservagdo da massa e os volumes de controle aos quais sera aplicada a

conservagéo da quantidade de movimento nas diregdes x e y.

Para um volume de controle hipotético centrado na face w do

volume de controle para a continuidade obtém-se, analogamente que

o u aP'] _ 8P’
u,=u, dw{ aL[ ﬁ] BL[ é-ﬁ-] }wAg (4.21)

Se procedimentos analogos s@o aplicados para volumes de controle
centrados nas faces norte e sul do volume de controle da continuidade s&o

obtidas as expressdes

* =V ap’ apP’
i a(a[E]aE] e e

* /[ ap’ ap’ :
= - ol - pealil 4.23
Vg = Vg ds{ arL[ 7 ] BL[ 5% ] }sAn ( )
4.3.2.2 - Forma Final da Equac&o para a Pressé#o

Considere, com relagdio a nomenclatura empregada no fitem
anterior, que o campo de pressdes P seja uma estimativa do campo de
pressdes em (t+At). Com o campo P‘ sdo geradas, através das equagdes de
conservagéio da quantidade de movimento, as velocidades cartesianas u. e v‘
que estdo associadas as componentes contravariantes U‘ e V. que
provavelmente nfio satisfazem a equagdo linearizada da conservagdo da
massa, Eq.(4.11). As Eqs.(4.20) a (4.23) expressam, através de
aproximagdes das equagdes da conservagdo da quantidade de movimento, como
as velocidades U e V' resbondem a variagdes no campo de pressdes. . A
equagdo para a pressfio é obtida forgando-se que as velocidades U e V dadas

pelas Eqgs. (4.20) a (4.23) conservem a massa. Assim, se estas equagbes séo
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entdo substituidas na Eq. (4.11), a equagiio resultante assume a forma

8Pp = La  Pio + b (4.24)
A solucdio desse sistema de equagdes gera uma corregio P’ no campo de
pressdes P O novo campo P ¢ calculado pela Eq.(4.16). No entanto, se
este campo P ¢ aplicado nas equagdes da quantidade de movimento,
provavelmente o novo campo de velocidades gerado ainda nfio ira satisfazer
a conservagdo da massa em virtude das aproximagdes envolvidas na obtencéo
da equagdo para o calculo da corregéo P’. 0 processo de célculo da
presséo envolve portanto wum procedimento iterativo inexistente na

formulacéo compressivel.

O termo independente na Eq.(4.24) representa o residuo ou erro
na conservagido da massa no volume de controle. Quando esse erro se anula
significa que o campo de pressdes gera velocidades que conservam a massa e
consequentemente a corregédo P’ se anula também. Assim, se o processo
iterativo convergir, convergird para o campo de pressdes correto,

independentemente das aproximagdes envolvidas na Eq.(4.17) e similares.

O problema de calcular o campo de pressdes através da equaglo de
conservagéo da massa é comumente denominado de problema do acoplamento
pressfio-velocidade. Os métodos SIMPLE [12], SIMPLEC [43] e SIMPLEX [44]
para tratamento deste acoplamento diferem entre si apenas na forma de
avaliagdo dos termos ted. o método PS3 [45] impSe uma subrelaxaqéd
sobre o campo P’ antes do calculo do novo campo de pressdes através da
' Eq.4;16. No método SIMPLER [46] um campo de pressio P ¢é calculado
exatamente como no SIMPLE mas este campo ¢ usado apenas para corrigir as
velocidades-de forma que a massa seja conservada. Um outro sistema de

equagbes é resolvido para o calculo do campo de pressdes.

Outros métodos para tratamento do acoplamento presséo-
velocidade, como o PRIME [10] e SUMMIT [13] n8o se enquadram no
procedimento descrito nesta secgfo. No método PRIME as velocidades na
equagdio da conservagiio da massa s&o substituidas pelas respectivas
equagdes da quantidade de movimento, sem nenhuma aproximagio, porém com
todos os termos dessas expressdes avaliados explicitamente com excess@o
dos termos de pressfio. Assim, a equag8o da conservagfio da massa resulta
também num sistema de equagdes lineares para o calculo do campo de
pressodes. O trabalho de Franga [47] compara o desempenho dos métodos

SIMPLE, SIMPLEC e PRIME para diversos problemas incompressivels envolvendo
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discretizacdo ndo ortogonal. O desempenho do método CELS [48], em que as
equagdes de conservagéio da quantidade de movimento e da conservacéo da
massa sdo resolvidas de forma acoplada ao longo de linhas e colunas,

também & investigado em [47].

Todos os métodos para tratamento do acoplamento presséo-
velocidade acima citados implicam em um procedimento iterativo. Esse
procedimento iterativo poderia ser evitado através da solugdo simultahea
das equagdes de conservagfio da quantidade de movimento e da conservagfo da
massa. Esse processo ¢ no entanto inviabilizado face a estrutura e ao
tamanho do sistema de equagdes lineares originado. Zedan e Schneider
propdem em uma série de trabalhos [49] [50] [51] [52] o método DSVS,
também direto, de solugfo de uma forma reduzida desse sistema de equagdes;
o método AESVS, uma aproximagio da solugdo simulténea, e o método CSIP que
visa basicamente a eliminagio dos elementos nulos existentes na diagonal
principal da matrii de coeficientes, originados face a linexisténcla de

termos de pressio na equagfo da continuidade.
4.3.2.3 - Uma estrutura iterativa para a formulagdo incompressivel

Diversas estruturas podem ser construidas envolvendo os ciclos
iterativos devidos ao transiente, a ndo linearidade e ao acoplamento entre
as equagdes. A estrutura proposta a segulr estad em forma bastante
detalhada e provavelmente abrange a maioria das estruturas iterativas
associadas a formulagdo incompressivel. Algumas das etapas da estrutura
abaixo dependem do arranjo de volumes de controle e a elas nos referiremos
no proéoximo capitulo quando esse assunto sera abordado.

a) Conhecidos no instante t = 0 os campos iniciais u, v, T, P e
e séo.estimados os campos u, v, P e T em t = At (normalmente, os campos
estimados s3o os proprios campos iniclais). 0O campo de densidade ¢
calculado através da equagdo de estado.

b) Com os campos de u e v disponiveis s&o calculados as
velocldades contravariantes U e V.

c) Com os campos disponiveis de U, V e p s@o calculados os
coeficientes a”, a’ e aT e os termos fonte b" e b’ da Eq.(4.5).

d) Sao calculados os campos d e d' através de aproximagdes das
equagdes linearizadas de conservagdo da quantidade de movimento.

e) S3o calculados os coeficientes da equagiio para a pressao,
Eq. (4.24).

f) Fazendo-se P. igual ao campo de pressdes disponivel séo
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calculados os termos L[l’;.u] e L[};‘v].

g) Através da solugéio da Eq.(4.5) s&@o determinados os campos u
e v. associados ao campo de pressdes P‘.

h) Com os campos u‘ e v‘ s8o calculadas as veloéidades
contravariantes Ut e v

i) Com os campos de U' e V‘ e o campo de densidade disponivel
s@o calculados os residuos da equagdo linearizada de conservagio da massa,
Eq.(4.24). Se os residuos satisfazem a algum critério pré-estabelecido,
significa que o campo de pressdes P’ & o campo correto, isto &, gera
velocidades através das equagdes de conservagio da quantidade de movimento
que conservam a massa para o campo de densidade disponivel. Nesse caso, o
processo passa ao item 0. .

J) Com os coeficientes da equagfo para a pressdo calculados no
item e) e os residuos de massa calculados no item anterior & calculada a
corregdo no campo de pressdes P’ através da solugio da Eq.(4.24). Um novo
campo de pressdes é calculado através da Eq. (4.16).

k) Retorna-se ao item f).

&) Até aqui o campo de velocidades conserva a massa para um
campo de densidades calculado com um campo de temperatura estimado.

O termo fonte b’ da equacdo da energia é calculado e um novo
campo de temperatura é obtido através da solugéo da Eq.(4.5) para ¢ = T.

m) Com o novo campo de temperaturas e o campo de pressdes
disponivel é calculado um novo campo de densidade através da equagdo de
estado. Como os coeficientes da equagdo de conservagio da massa dependem
da densidade, retorna-se ao item e) e itera-se até a convergéncia.

Até aqui foram obtidos os campos de p, u, v, P e T que
satisfazem a equag@io da conservagfio da massa e a equacio de estado. No
entanto estes campos satisfazem as equagdes de conservagdo da quantidade
de movimento e da energia para os coeficientes estimados calculados no
item c).

n) Retorna-se ao item c) e itera-se até a convergéncia. Ao
final deste item tém-se os campos de p, u, v, Pe T em t = At.

o) Considerando-se os campos obtidos no item n) como campos
inicials volta-se ao item a) e itera-se até quando o regime permanente, se

existir, seja alcancado ou até quando for de interesse avangar a solugéo.
4.3.2.4 - Aplicabilidade da formulagio incompressivel

A formulagdo incompressivel tem sido exaustivamente aplicada na

[
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solugdo de escoamentos em que a densidade do fluido & assumida constante

ou uma fung8o apenas da temperatura.

No caso de liquidos essa nfio é uma hip6tese muito restritiva.
No escoamento de gases sé é possivel se desprezar a influéncia da pressio
na densidade se as variagdes de pressfio ao longo do escoamento forem muito
pequenas em relag8o ao nivel de pressdes reinantes. Pode ser demonstrado
que essa variag8o de press@o & proporcional ao quadrado do numero de Mach
e portanto n8c devemos nos sentir encorajados a aplicar a hipétese de que

P =p (T) para escoamentos com Mach muito superior a 0.1.

Ndo ha no entanto na formulagdo incompressivel, na forma como
foil apresentada, qualquer motivo para que essa hipbtese tenha que ser
assumida. No ftem m) do processo literativo a densidade ¢ corretamente
afetada pelo campo de pressdo através da equaglo de estado. Pode-se
concluir, portanto, que a formulagio incompressivel tem capacidade de

resolver escoamentos com qualquer numero de Mach ? A resposta,

infelizmente, & ndo.

A falha da formulagio Iincompressivel também estd situada na
forma de 1linearizag8io da equagdo da conservagdo da massa. Nessa
linearizagéo as densidades assumem valores.constantes e conhecidos de um
nivel 1iterativo anterior e se incorporam aos coeficientes. Assim, a
conservacio da massa ¢ atingida através de alteragdes, ou corregdes, dos
campos de velocidade. Como as corregdes do campo de velocidades estéo
relacionadas as corregdes no campo de pressdo através de expressdes do
tipo da Eq.(4.19) pode-se concluir que o papel da presséo, toda vez que 2a
equagdo da continuidade é aplicada, ¢é gerar, através das equagdes
linearizadas de conservagido da quantidade de movimento, um campo de
velocidades que conserva a massa. A equaclio da conservacgdo da massa
funciona portanto como uma equagéo de restrigdo sobre os campos de u e v

que ¢é satisfeita iterativamente.

Van Doormaal {13] no entanto demonstra através da manipulagéo
das equagdes da continuidade, da conservagsio da quantidade de movimento e
de estado para um escoamento unidimensional com alto numero de Mach que a
press@o é muito mals efetiva, ou ativa, atuando no campo de densidade
através da equagio de estado do que atuando no campo de velocidades
através das equagdes da quantidade de movimento. E fato conhecido também
que em escoamentos hipersénicos as variagdes no campo de velocidades sé&o
muito menores que as variagdes no campo de densidade, exatamente o oposto

do que ocorre préximo ao limite incompressivel. Consequentemente, para
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escoamentos com alto nuimero de Mach, seria fisicamente mais realista
forcar a conservagfio da massa através de corregdes no campo de densidade,
como ¢ felto na formulagio compressivel. Ou, sob outro ponto de vista, a
pressdo desempenharia seu correto papel se atuasse na equagio de estado
gerando campos de densidade que conservam a massa ao invés de atuar nas
equagdes da quantidade de movimento gerando campos de velocidade que
conservam a massa. Como resultado, a formulagio incompressivel falha

quando aplicada a solugfo de escoamentos com alto numero de Mach.

4.3.3 - UMA FORMULAGAO PARA QUALQUER REGIME DE ESCOAMENTO

Considere novamente o processo de avaliagdo do fluxo de massa
através das faces dos volumes de controle para continuidade. O fluxo de

massa através da face este, por exemplo, é dado pela expressao
Me = (pU)eAn (4.25)

claramente ndo linear por envolver o produto da densidade pela velocldade

contravariante U na face este, em (t+At), ambas portanto desconhecidas.

Na formulagdo compressivel optamos por linearizar a equagio da
conservagdo da massa assumindo que a velocidade na face este e todas as
demals velocidades presentes na Eq.(4.8) assumiam valores conhecidos de um
nivel iterativo anterior. Assim, a equagio da conservagdo da massa
resultou numa equagfio para o calculo da densidade. A formulag@o resultou
inadequada & solugdo de escoamentos a balixas velocidades pois a
conservagédo da massa ¢ atingida unicamente via alteragbes no campo de
. densidades, o que n3o ¢ fisicamente realistico quando o nimero de Mach ¢
préximo de zero. Para agravar a situagio, esse campo de densidades ¢
aplicado numa equagdo de estado para produzir um novo campo de pressdes.
A realimentacgdo do ciclo iterativo com estas novas pressdes contribul para

a divergéncia do processo.

Na formulagdo incompressivel a equagdo da conservagdo da massa
fol linearizada assumindo-se que a densidade na face este e todas as
demais densidades presentes na Eq. (4.8) assumiam valores conhecidos de uma
iteragdo anterior. Com as velocidades relacionadas ao campo de pressdes

através de equagBes aproximadas, a equagdo da conservagdo da massa se
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transformou numa equag@o para o calculo da presséo. Assim, o papel da
presséo nessa formulag@io pode ser interpretado como gerar velocidades,
através das equagdes de conservagio da quantidade de movimento, que
conservem a massa. No entanto como ja comentado, para escoamentos com
elevado numero de Mach a pressfio seria muito mals efetiva na producdo de
campos de densidade, via equagfio de estado, que satisfizessem a restricgso

da conservacgfo da massa.

Assim, parece claro que a aplicabilidade das formulagdes esta
intimamente relacionada ao processo de linearizagdo da equagdo da
conservagédo da massa. Mals ainda, se se pretende o desenvolvimento de uma
formulago adequada a qualquer regime de escoamento, a pressdio ndo deve

ser calculada por uma equacio de estado.

Alguns trabalhos, como os de Harlow e Amsdem [7), Issa e
Lockwood (8] e Van Doormaal [13), J& comentados na introdugfio deste
trabalho, apresentam metodologias para a solugfo de escoamentos a qualquer
veloclidade. Os esquemas numéricos propostos por esses autores nfo diferem
muito entre si, exceto o de Harlow e Amsdem por envolver alguns
procedimentos explicitos na solugfio das equagdes diferencials. Essas
metodologias, especialmente na forma apresentada por Van Doormaal [13],

estendida para uma formulagiio nfo ortogonal, implicam em linearizar o

fluxo de massa na forma

. » » »*® - (4 26)
Me = (p U)eAn + (pU )eAn - {p U )eAn .

onde a face este fol tomada como exemplo e as variadveis com o superindice
* assumem valores conhecidos de um nivel iterativo anterior. A forma de
linearizagéo do termo Me antecipa que a conservagio da massa sera forgada
através de corregdes tanto no campo de velocidades como no campo de

densidades.
A mesma Eq.(4.26) pode ser obtida através do seguinte
raclocinio. Os campos de p e U podem ser associados aos campos da

iterag8o anterior através das expressdes

* o : (4.27)

p=p +p

Ut (4.28)

<
]

onde p’ e U’ sdo corregdes a serem impostas aos campos de p e U de forma
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" que estes passem a satisfazer a equagdo da conservagdo da massa. Se as
Eqs.(4.27) e (4.28) s@o substituidas na Eq.(4.25) a expressio para ﬁe

assume a forma

. * »
Me = (p + p’)e(U + U’)eAn - (4.29)

Se desprezarmos o produto das corregdes obtemos que

. L] * * *
M, = (p'U )eAn + (p U’)eAn + (p U )eAn (4.30)
- Se P, © U, explicitados nas Eqgs.(4.27) e (4.28) s8o substituidos na
Eq. (4.30) resulta a Eq.(4.26). Se expressdes analogas a Eq.(4.26) s#o
substituidas na equagio de conservagdo da massa, Eq.(3.13), e as
densidades p e p. nas interfaces avaliadas por expressdes do tipo da

Eq.(4.9), a equagBio discretizada e linearizada de conservagdo da massa

resulta agora

m:pp * msz * mﬁpw * mﬁpN * mgps * mgUe * mSUw * mXVn * mZVs = b° (4.31)

Expressdes para os coeficientes mp, mU e mV e para o termo fonte
podem ser vistas em [33]. A Eq.(4.31) deve ser transformada numa equagao
para o calculo da presséo. As velocidades Ue' Uw’ Vn e Vs podem ser
relacionadas & corregdo P’ do campo de pressfio através das mesmas
expressdes deduzidas para a formulagdo Iincompressivel, Egs.(4.20) a
(4.23). No entanto, agora também as densidades pP. pE. Py pN e ps devem

ser expressas em fung¢ido de P.

4.3.3.1 - Expresséo de p em fungéo de P

Na formulagdo incompressivel, para que a equagdo de conservagéo
da massa se tranformasse numa equagdo para o célculo da press@o as
velocidades presentes na Eq.(4.11) foram expressas em fungdo do gradiente
local de pressdes através de apfoximaqées das equagdes linearizadas de
conservagédo da quantidade de movimento. Para que a densidade seja
expressa em fungdo do campo de pressées; a equagdo de estado deve ser

linearizada na forma
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p =CPp + vP (4.32)

L ] -
Assim, admita que o mesmo campo de pressdes P‘ que gera u e v

através das equagdes linearizadas da quantidade de movimento gere o campo
»
p através da equagiio de estado linearizada, isto ¢, para o volume

centrado em P

*

- Pp" [
Pp = CoPp + b (4.33)

P

Para um campo de pressdes P a densidade resulta

P P
Pp CPPP + bp (4.34)

Subtraindo-se a Eq. (4.33) da Eq. (4.34) obtém-se que

pp = p; + cBpy (4.35)

Expressées analogas podem ser prontamente obtidas para as outras
densidades presentes na Eq.(4.31). A equagiio para o calculo da corregéo
P’ é obtida forgando-se que as velocidades, dadas pelas Egs.(4.20) a
(4.23), e as densidades, dadas pela Eq.(4.35) e suas analogas, satisfagam
conjuntamente a equagdo linearizada da conservagdo da massa, Eq.(4.31). A

equagdo para pressao assume entdo a forma

N ' P’
aPP = ZaanNB + b (4.36)

Algumas caracteristicas importantes desta formulagdo devem ser
destacadas. Para um gas perfeito, o coeficiente cP e o termo bP? da

equagiio de estado linearizada resultam

c® =1 /RT ; P =0 (4.37)

Se por outro lado fazemos cP = 0, a formulagdo para qualquer regime de
escoamento se reduz exatamente a formulag&o Iincompressivel. Deve-se

enfatizar que isso ndo significa que a densidade nédo varia; ela pode
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variar e nesse caso é corretamente calculada pela equagio de estado como
indica o item m) do processo iterativo do secgdo 4.§.2.3. Fazer CP = 0
‘significa que a pressdo, no ciclo iterativo referente a conservagdo da
massa, atuara apenas sobre as velocidades, isto &, a conservagfio da massa

¢ atingida apenas através de corregdes no campo de velocidades.

4.3.3.2 - Uma estrutura iterativa para a formulagio para qualquer regime

de velocidade

A estrutura iterativa apresentada a segulr ¢ bastante semelhante
aquela da formulagfio incompressivel. As mesmas observagbes 1iniclais
feitas na secgdo 4.3.2.3 sf@o validas para a formulaglio para qualquer
regime de velocidade. '

a) Conhecidos no instante t = 0 os campos iniciais u, v, T, P e
p s8o estimados os campos u, v, P e T em t = At (normalmente os campos
estimados s@o os proprios campos 1iniciails). O campo de densldades ¢é
calculado através da equagdo de estado.

b) Com os campos de u e v disponiveis s&o calculadas as
componentes contravariantes U e V.

c) Com os campos disponiveis de U, V e p s@o calculados os
coeficlientes au, av e aT e termos fonte bt e b’ da Eq. (4.5).

d) Séo calculados os campos d' e d' através de aproximagdes das
equagdes linearizadas de conservagido da quantidade de movimentof

e) Sao calculados os coeficientes da equagdo para a pressao,
Eq. (4.36).

f) Fazendo-se P igual ao campo de pressdes disponivel sé&o
calculados os termos LIPY] e L{P'].

g) Através da solucsio da Eq.(4.5) sd@o determinados os campos de

L - »
u e v assoclados aos campos de presséo P .

. ¢ .
h) Com os campos de u e v s@o calculadas as velocidades

contravariantes U' e Vﬂ
i) Com os campos de U‘ e V‘ e o campo de densidades disponivel

s8io calculados os residuos da equaciio linearizada da conservagdo da massa,
Eq.(4.10). Se os residuos satisfazem a algum critério pré-estabelecido,
signiflica que o campo de pressées P. é& o campo correto, isto ¢é, gera
velocidades através das equagdes de conservagéo da quantidade de movimento
que conservam a massa para o campo de densidades disponivel. Nesse caso,
0 processo passa ao item ¢).

J) Com os coeficlientes da equagdo para a presséo calculados no
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item e) e os residuos de massa calculados no item anterior & calculada a
corregéo no campo de pressdes P' através da solugdio da Eq.(4.36). Um novo
campo de pressdes é calculado através da Eq. (4. 186).

k) Retorna-se ao item f).

Até aquil o campo de veloclidades conserva a massa para um campo
de densidades calculado com um campo de temperatura estimado.

¢) O termo fonte bT da equaglio da energla ¢ calculado e um novo
campo de temperatura é obtido através da solugdo da Eq.(4.5) para ¢ = T.

m) Com o novo campo de temperaturas e o campo de pressdes
disponivel é calculado um novo campo de densidades através da equacfo de
estado. Como os coeficientes da equaglio de conservacfio da massa dependem
da densidade, retorna-se ao item e) e itera-se até a convergéncia.

Até aqui foram obtidos campos de p, u, v, P e T que satisfazem a
equagio de conservagdo da massa e a equagdo de estado. No entanto estes
campos satisfazem as equagdes de conservagéio da quantidade de movimento e
da energia para os coeficlentes estimados e calculados no item c).

’ n) Retorna-se ao item c) e itera-se até a convergéncia.

Ao final do item n) tém-se os campos de p, u, v, T e P enm
t = At.

o) Considerando-se os campos obtidos no item n} como campos
iniclais volta-se ao item a) e itera-se até quando o regime permanente, se

existir, seja alcangado ou até quando for de interesse avangar a solugéo.

4.4 - RESUMO DO CAPITULO

O presente capitulo abordou a linearizag8o das equagdes
discretizadas. Especial énfase foi dedicada a linearizagéo da equagéo da
conservagao da massa. Foram apresentados trés procedimentos de
linearizagfo correspondentes 3s formulagdes compressivel, lncompressivel e
para qualquer regime de velocidade. Na primeira delas a densidade ¢
calculada pela equacdo de conservagio da massa e consequentemente a
pressdo pela equacdo de estado. A formulagio resulta inadequada para a
simulagio de escoamentos a baixas velocldades. Na  formulagéo
incompressivel a press#io é calculada pela equagéo de conservagéo da massa.
Como a pressfio ndo aparece explicitamente nessa equagéo, um campo estimado
de pressdo é sucessivamente corrigido até que o erro na conservagio da

massa em cada volume de controle atenda a algum critério pré—estabelecido.
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Para a construgéio da equagfio para o "avanco" da presséo séio empregadas
formas simplificadas das equagdes da quantidade de movimento. A
formulagdo para qualquer regime de escoamento difere da formulagdo
compressivel pelo fato de que as densidades sfo mantidas "ativas" na
equagdo de conservagéo da massa, isto &, também sdo afetadas pelo campo de

pressdes através da equagdo de estado linearizada.

Procedimentos iterativos completos para a solugéo de um problema
transiente foram apresentadas para as trés formulagdes. Aspectos
extremamente importantes referentes a esses procedimentos sfo dependentes
do arranjo relativo entre os volumes de controle aos quals ser&do aplicados
os principios de conservacgéo. A andlise destes aspectos serd alvo do

‘proximo capitulo.



5 - ARRANJO DOS VOLUMES DE CONTROLE

5.1 - INTRODUCAO

Nos capitulos anteriores assumimos que nos volumes de controle
aos quais s&o aplicados os principios da conservagiéo da massa e da energia
s@o coincidentes e que nos centros desses volumes de controle estéo
armazenadas as variaveis p, P e T. Nada foi especificado com relagio aos
volumes de controle aos quals é aplicado o principlo da conservaglo da
quantidade de movimento embora tenhamos diversas vezes mencionado que
aspectos relevantes do esquena numérico dependem dessa declséo. Tal
estratégia fol adotada visando conferir generalidade as equagdes

discretizadas e linearizadas nos Caps. 3 e 4.

No ambito da discretizagiio cartesiana, o arranjo desencontrado
de volumes de controle, proposto por Harlow e Welch [9] ha mals de vinte
anos, vem sendo largamente empregado desde entédo. Por outro lado, com
dlscretizagéo curvilinea e mantendo-se as componentes carteslianas do vetor
velocidade como variaveis dependentes, muitos outros arranjos podem ser
concebidos e empregados [53] [54]. Tais arranjos sdo motivados pela
necessidade, inexistente na discretizagio cartesiana, das duas componentes
cartesianas do vetor velocidade (para o caso bidimensional) para a

avaliag&@o do fluxo de massa nas faces dos volumes de controle.

Partindo-se da premissa do uso de malhas estruturadas, um dos
pré-requisitos para os arranjos de volumes de controle recomendados no

presente trabalho é o de gerar um método de solug8o que, aplicado a uma
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malha cartesiana, reproduza exatamente as metodologias originalmente
desenvolvidas para discretizagéio cartesiana. Diversos dos arranjos
analisados em [10] ndo atendem a esse pré-requisito. Maliska e Ralthby
(18] propdem um arranjo que satisfaz a essa restrigéo e esse arranjo sera
aqui abordado e denominado de arranjo numero 1. Uﬁ outro arranjo, que
apresenta algumas vantagens e algumas desvantagens quando comparado ao
proposto em [15], sera proposto' e denominado de numero 2. As
éonsequéncias desses esquemas de armazenamento nos processos iterativos de
soluglo apresentados no capitulo anterior serdo também analisadas em
profundidade. Por ultimo, o arranjo de volumes de controle co-localizado,
isto ¢, em que todos os volumes de controle s&o coincidentes e portanto
todas as variaveis estfo armazenadas no mesmo ponto ¢ também analisado.
Este arranjo é especialﬁente interessante para o caso da discretizag@o ndo
ortogonal por permitir a imediata avaliacgdo das componentes
contravariantes, Ocorre que por motivos que mais adiante seréo
discutidos, o arranjo co-localizado permaneceu durante muito tempo
esquecido pelos autores que trabalham com a solugido segregada das equagdes
governantes. Apenas recentemente, com o trabalho de Peric et. al. [55], o
arranjo co-localizado, aplicado a discretizac#éio cartesiana fol reabilitado
originando um grande interesse entre os pesquisadores da area. E
importante lembrar que no contexto dos métodos dos volumes finitos ja em
1981 Rhie [56] e Hsu [57] destacavam a importancia do emprego de variavels
co~localizadas aos métodos de solugdo segregada. Infelizmente, estes
trabalhos nfio receberam a ateng@io devida na época. Recentemente, outros
trabalhos foram desenvolvidos estendendo o esquema proposto por Peric et.
al. [55] a discretizagfio n3o ortogonal. Nos trabalhos de Marchli et. al.
[58], Marchi et. al. [59] e Bortoli [60] o esquema para qualquer regime de
velocidade, proposto no presente trabalho, fol implementado em variaveis
co-locallzadas apresentando bons resultados. Em fungfio das vantagens
apresentadas pelo arranjo co-localizado, que se acentuam quando da

extens@o da formulag@o para a solugdo de problemas tridimensionals, esse

arranjo sera também aqui analisado.

5.2 - ARRANJO DE VOLUMES DE CONTROLE NUMERO 1

A Fig. 5.1 mostra, no plano (§,w) o arranjo de volumes' de

controle proposto- por Maliska e Raithby [15] na solugdo de problemas
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bidimensionais incompressiveis em coordenadas nio ortogonais. Para cada
ponto de pressdo ha dois pares de velocidades u e v. Nos volumes formados
pelas linhas continuas (linhas de £ ou 7 constantes), aos quals nos
referiremos como volumes principais, s@o aplicados os principios da

conservacdo da massa e da energia.

volume de controle

volume de controle
para massa e energia b !

para u e v

volume de controle
. /////4para uev
" e el [ ]
v :
1

\

|
'P,T,p\| » i
e e - g E
- T 'A\ v ?
0 |
I L n
| ] B n
€, €

Figura 5.1 - Arranjo de volumes de controle proposto
por Maliska e Ralthby [15].

No centro desses volumes estfo armazenadas as variavels P, T e p. Para
cada volume principal existem dois volumes secundarios, um deslocado na
diregdo £ e outro na diregédo 1. No centro de cada um desses volumes
secundarios est&o armazenados um par de velocidades (u,v) e a cada um
desses volumes é aplicado tanto o principio de conservagdo da quantidade
de movimento na dire¢fo x como na diregdo y. Como o calculo do fluxo de
massa envolve as componentes contravariantes, sfo também armazenadas a
componente U nas faces este e oeste e V nas faces norte e sul. A Fig. 5.2
mostra as variavels referenciadas com um mesmo sub-indice. Como para a
mesma pressdo existem duas velocidades u e v, optamos por denotar as
armazenadas na face norte como u ev eas da face este como u, e v,.

Este esquema de armazenamento origina um esquema numérico que se
enquadra sem maliores dificuldades no esquema iterativo proposto no

capitulo anterior para a formulagdo para qualquer regime de escoamento.
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Assim, seguindo a sequéncia do processo iterativo do secgdo 4.3.3.2 sé&o
estimados os campos iniciais para P, T, p, u, u, v e v, e séo
calculadas as velocidades U nas faces este e oeste e V nas faces norte e
sul. Note a seguir que os coeficientes das equagdes de conservaglo da
quantidade de movimento nas diregdes x e y s@o os mesmos para um mesmo

volume de controle. Os termos de presséo L[P'"“] e L[P’'Y] evidentemente

s@o diferentes. A solugdo das equagdes de conservagio da quantidade de
* » » *
movimento produz os campos ul, ua, v1 e v2. Sdo entdo calculadas as

* »
velocidades U e V , os residuos na conservagfio da massa e a corregéo P’

do campo de pressdes.

Figura 5.2 ~ Variavels referenciadas pelo mesmo sub-indice.

Deve-se notar que néo é obrigatério que as velocidades que satisfazem a

equacgdo da quantidade de movimento, portanto aquelas com o superescrito *,

sejam corrigidas com o campo de pressdes P'. Se o ciclo contido nos itens

de f) a k) do. processo lterativo da secgio 4.3.3.2 ¢ conduzido até a

v e vV e Ue
! 1 2 (

V) due satisfazem a equagdo da conservagfo da massa e um campo de pressdes

que gera essas velocidades através das equagdes da quantidade de

convergéncia. ao final do ciclo temos velocidades u, u,

movimento. Multas vezes no entanto esse ciclo, referente ao acoplamento
presséo-veloclidade, ¢é executado apenas uma vez. Neste caso, se as
velocidades n&o s@o corrigidas com um campo P', nos ciclos iteratives mals
externos os coeficientes serfio calculados com velocidades contravariantes
que n8o conservam a massa, o que pode prejudicar o comportamento global do
processo de solugdo. E conveniente portanto que as velocidades sejam
corrigidas com o campo P’ de forma a conservarem a massa. Como

penalidade, deixarfio de satisfazer as equagdes linearizadas da quant idade
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de movimento, o que é menos grave.

Uma importante precaugfio deve ser tomada referente & corregéo
das velocidades, usando-se este arranJo. Nas faces de um volume de
controle para a continuidade estfo armazenados 4 pares de velocidades
(u,v), um sobre cada face. Determinada a corregéo P’, poderiamos optar
por corrigir essas olto velocidades através das equagdes do tipo da
Eq. (4.17). Se apdés essa corregfio forem calculadas as velocidades U nas
faces este e oeste e V nas faces norte e sul, essas velocldades com
certeza conservario a massa. Ocorre no entanto que existem infinitos
pares de velocidades (u,v) em cada face que podem resultar na mesma
velocidade contravariante que satisfaz a conservagio da massa. Essa
liberdade embutida no processo pode fazer com que os valores de u e v
corrigidos se afastem significativamente dos valores prévios a cotreqio
(u‘,v‘) que satlisfaziam a quantidade de movimento. Se estas velocldades
forem usadas em algum outro calculo, como ocorre quando o método PRIME

(10] ¢ adotado para tratamento do acoplamento presséo-veloclidade, o

processo lterativo de solugdo pode divergir.

Para impedir que as velocidades cartesianas assumam valores
irrealisticos, Maliska e Ralthby [15] propdem que o campo de pressdes P’
corrija n3o as oito velocidades cartesianas e sim diretamente as quatro
contravariantes armazenadas nas faces do volume de controle para a
conservagdo da massa. Note que, em primeiro lugar, as velocidades
contravariantes corrigidas diretamente pelo campo de pressdes P’
resultario idénticas as obtidas pelo processo em que as cartesianas séo
corrigidas e ap6s & feito o calculo das contravariantes. Em segundo
lugar, apenas as velocidades contravariantes participam da avaliagéo dos
coeficientes e na maioria das slituagdes a corregdo das cartesianas
torna-se desnecessaria. Alnda assim, pode ser que desejemos corrigir as
velocidades carteslanas, por participarem da avaliagdo de algum
~termo-fonte ou mesmo para evitar que tenhamos, em determinada etapa do
processo de solucdo, componentes cartesianas e componentes contravariantes
que gerem vetores velocidades distintos. Nesse caso, Mallska e Ralthby
{15) recomendam que, por exemplo para o célculo das componentes u e VvV na
face este do volume de controle da Flg. 5.3, seja empregada a componente U
armazenada nessa face e a média aritmética das quatro componentes V
vizinhas. Deve-se ressalta( que esse processo de corregdo néo é

normalmente necessario e que o mesmo nhdo tem absolutamente nenhuma

influéncia nos campos convergidos.
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Figura 5.3 - Veloclidades envolvidas na atualizagéo

das cartesianas na face este.
5.2.1 - COMENTARIOS SOBRE O ARRANJO DE VOLUMES DE CONTROLE NUMERO 1

O arranjo de volumes de controle numero 1 foi aplicado com
sucesso na solugdo de uma série de problemas incompressiveis em
coordenadas ndo ortogonals. Nesses problemas, para tratamento do
acoplamento pressdo-velocidade, diversos métodos foram aplicados como o
SIMPLE (12], SIMPLER (46], SIMPLEC [43) e PRIME [(10]. Os algoritmos
resultantes apresentaram sempre convergéncia estavel para uma ampla faixa

do intervalo de tempo, ou parametro equivalente empregado.

Uma decorréncia desse arranjo de volumes de controle é a
superposigdo dos volumes de controle aos quais é aplicada a conservagio da
quantidade de movimento numa mesma diregdo. A Fig. 5.1 mostra que a
conservagdo da quantidade de movimento, na direg@o x por exemplo, quando
apllcada sobre os volumes deslocados na direcfio §, cobre todo o dominio de
solugdo. Como a conservagio da quantidade de movimento na mesma direcdo x
€ aplicada também aos volumes deslocados na diregio n na realidade estamos

aplicando esse principio de conservagdo duas vezes sobre o dominio.

Evidentemente, essa superposigdo de volumes de controle acarreta
em um esforgo computacional extra em relagfo a um hipotético arranjo de

volumes de controle em que a superposi¢fio nfio ocorresse. A avalliaglo de

2
de equagdes algébricas e portanto existem dois sistemas adicionals a serem

cada uma das velocidades u. u_, v1 e v, envolve a solugdo de um sistema
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resolvidos em relagéo a um esquema sem a superposigio e nio se pode
afirmar que esse esforgo extra estad sempre associado a uma melhoria na

qualidade da solugio.

O caso da discretizagéo carteslana retrata uma situagio em que o
acréscimo de tempo de computagdo n3io tem nenhuma contrapartida na
qualidade da solugBo. Se esse arranjo de volumes de controle é apllcado a
uma discretizaqéo cartesliana, as velocidades u armazenadas nas faces norte
e sul e as velocidades v armazenadas nas faces este e oeste n8io contribuem
para o fluxo de massa nas faces dos volumes de controle da continuidade.
Em consequéncia, o campo de pressdes, as velocidades u armazenadas nas
faces este e oeste e as velocidades v armazenadas nas faces norte e sul
resultardo exatamente as mesmas que as obtidas através de um' esquema
desenvolvido para a discretizagiio cartesiana. Adicionalmente, a solugéo
produzird velocidades u nas faces norte e sul e velocidades v nas faces
este e oeste que satisfazem as equagles de conservagéo da quantldade de
movimento nas diregdes x e y respectivamente. Estas veloclidades
adicionais sfo no entanto produzidas por um campo de pressdes que gera
velocidades u nas faces este e oeste e v nas faces norte e sul que

conservam a massa e com coeficientes baseados nesses campos de u e v que

conservam a massa.

Um 0ltimo detalhe deve ser apontado em relagdo ao arranjo de
volumes de controle em estudo. Para um mesmo volume de controle, todos os
coeficientes das equagdes linearlizadas de conservagio da quantidade de
movimento sfio idénticos. Isso significa que ndo ha sentido em calcular-se
os coeficlentes para a equagiio linearlizada de conservagéio da quantidade de

movimento na diregdo x e na diregdo y para o mesmo volume de controle.

Em termos de construg8o de um programa computacional, a
superposicgio de volumes de controle torna mals trabalhosa a aplicag8io das
condi¢des de contorno para a velocidade, especlialmente quando se pretende
coédigos versatels que é o que normalmente ocorre quando se trata de
dlscretizagdo n&o ortogonal. Em conjunto com o método PRIME [10] para
tratamento do acoplamento press@io-velocidade, torna-se um procedimento
atrativo pols ndo existe a necessidade de solugdo de sistemas de equagdes
lineares para u e v, uma vez que as mesmas s&o calculadas de forma

explicita (10}.
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5.3 - ARRANJO DE VOLUMES DE CONTROLE NUMERO 2

A Fig. 5.4 mostra, também no plano £-n um novo arranjo de
volumes de controle. A diferenga entre este e o anterior é evidente. Ao
volume deslocado na diregdo £ ¢é aplicada apenas a conservagdo da
quantidade de movimento na dirego x. Ao volume de controle deslocado na
diregdo m é aplicada a conservagdo da quantidade de movimento na direcdo
y. Nas faces este e oeste dos volumes principais estfo armazenadas apenas

as componentes u e U e nas faces norte e sul as componentes v e V.

Obviamente, o objetivo é o de evitar a superposigio de volumes de
controle.

volume de controle
para massa e energia

volume de controle
A
» - ———a-= - ]
| [
: ! - pd 3
Siulnh ks n
: N | u |//
|
[ ]

n [ — _...ll.:_'z'_p_)‘%
! U :
{

‘] n

volume de controle para v

Figura 5.4 - Arranjo de volumes de controle sem superposigéo.

0 presente esquema de armazenamento se enquadra perfeitamente na
estrutura iterativa para a formulagdo para qualquer regime de velocidade
proposta na secgdo 4.3.3.2., com a excegdo esperada das etapas que prevém

o cadlculo das velocidades contravariantes.

As componentes contravariantes participam ativamente e
exclusivamente do processo de solugéo na avaliaglo do fluxo de massa
através das faces dos volumes de controle para a conservagdo da massa. Os

fluxos de massa através das faces dos volumes de controle para u e para v
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s@o avaliados através de médias dos fluxos de massa nas faces dos volumes
de controle para a conservagio da massa, procedimento idéntico ao adotado
no esquema associado ao arranjo de volumes de controle numero 1 e também
no originalmente desenvolvido para discretizagdo cartesiana. Portanto,
nossa unica preocupagdo com o esquema de armazenamento numero 2 se resume
na avaliagdo da componente contravariante U nas faces este e oeste e da

componente V nas faces norte e sul dos volumes de controle principais.

A Fig. 5.5 abaixo ilustra o problema. Temos por exemplo uma
componente cartesiana u armazenada na face este de um volume para a
conservaglo da massa e componentes v armazenadas nas faces norte e sul de
volumes vizinhos. A quest@o & o calculo da componente contravariante U na
face este. Para isto é necessario o conhecimento da componente cartesiana
v também nesta face. Embora nio seja essa a unica possibilidade, no
presente trabalho a velocidade cartesiana v é calculada através da média

aritmética das quatro velocidades v vizinhas, isto é,

Ve = (vP * Ve +‘vs + VsE) / 4 (5.1)

Tv Tv
l I

P= -————+u s E

e

Tv Tv
| |

Sn s SE

Figura 5.5 - Componentes cartesianas envolvidas no calculo

da componente contravariante U na face este.

5.3.1 - COMENTARIOS SOBRE O ARRANJO DE VOLUMES DE CONTROLE NUMERO 2

O arranjo de volumes de controle numero 2 sem duvida gera um

esquema numérico consideravelmente mais simples. H4 no entanto um prego a
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pagar, como as figuras abaixo demonstram claramente. Considere
inicialmente o caso de uma malha cartesiana em que o eixo x é coincidente
com o eixo £ e 0 elxo y & coincidente com o eixo n como mostra a Fig. 5.6.
Nesse caso, a componente cartesiana v ndo contribuil para o fluxo de massa

nas faces este e oeste e portanto a componente contravariante U nessas
faces independe do valor de v na face. Um racliocinio analogo é valido
para as faces norte e sul. Assim o processo de média n3o tem nenhuma
influéncia na solugdo e os resultados obtidos com o arranjo de volumes de
controle numero 2 coincidem exatamente com os obtidos por' um  esquema

originalmente desenvolvido para a discretizagio cartesiana.

TV TV
| | n
u u u
—— s —t> n ——
v A\
f : s
T’! y
’ Ew Ee Eee

Figura 5.6 - Malha cartesiana com elxo x coincidente com eixo §.

Considere agora o caso inverso, mostrado na Fig. 5.7 em que o
eixo x coincide com o eixo n e o eixo y coincide com o eixo §. Embora se
trate de um caso extremo, é bastante provavel que essa situagdo ocorra em

alguma regido do dominio na solucio de um problema real.
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Figura 5.7. Malha cartesiana com eixo x coincidente com eixo n.'

Nesse caso, a avaliagdo do fluxo de massa, e portanto da
componente contravariante U, na face este 1independe da componente
cartesiana u armazenada sobre a face e é fungdo totalmente do processo de
média envolvendo as componentes v vizinhas. Note que nessa situagdo no
arranjo nﬁmeEo 1 existe uma velocidade v armazenada na face este calculada

pela equagdo da quantidade de movimento na diregdo y.

5.4 - ARRANJO DE VOLUMES DE CONTROLE NUMERO 3

O primeiro arranjo analisado apresenta como desvantagem a
superposicdo de volumes de controle. O consequente esforgo computacional
adicional n&o necessariamente se traduz em solugdes de melhor qualidade.
No segundo arranjo, em que n3o ocorre a superposigido, a avallagdo dos
fluxos de massa nas faces dos volumes de controle principais pode ficar,
em certas situagdes, extremamente dependente de um processo de média

aritmética de velocidades cartesianas.

No arranjo de volumes de controle numero 3, todos os volumes de
controle sfo coincidentes com o volume de controle principal e todaé as
variaveis estdo localizadas no centro desses volumes. Nos referiremos a
esse arranjo de volumes de controle como arranjo co-localizado. Nesse
caso, a avalliag@io dos fluxos de massa nas faces dos volumes de controle

ird também depender de um processo de média das velocidades armazenadas
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nos centros dos volumes vizinhos. Antes no entanto desse arranjo ser
enfocado no ambito da discretizacfio niio ortogonal, é conveniente que o

arranjo co-localizado seja analisado para uma discretizacgfio carteslana.

5.4.1 - O ARRANJO CO~LOCALIZADO APLICADO A DISCRETIZAGAO CARTESIANA

A Fig. 5.8 ilustra a situagdo de discretizagido cartesiana com o
arranjo co-localizado. Embora se trate de um arranjo bastante conveniente
do ponto de vista da elaboragio de um programa computacional, fol
condenado ao esquecimento devido aos defeltos apontados por Patankar [1].
S8 bem conhecidos os campos totalmente irrealisticos de u, v e P
sugerldos por Patankar [1] que um esquema numérico assoclado ao arranjo
co-localizado interpreta como campos corretos, 1isto &, campos que
satisfazem as equagdes de conservagio da massa e quantidade de movimento.
Deve~se mencionar que em verdade o arranjo co—locaiizado sempre fol
aplicado na area de escoamentos compressivels desde o trabalho pioneiro de

MacCormack (61), sem relatos de dificuldades assocladas ao uso desse

arranjo.

volume de controle
para massa, energia

|
| |
l »
v : v : e conservagéo da
—-u —u quant idade de
P, T.p : P, T.p movimento
]
[

Figura 5.8 Arranjo co-localizado.
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Basicamente, todos os problemas enfrentados, no &ambito dos
métodos de solugdo segregada pelo arranjo co-localizado, sdo decorréncia

do processo de construgiio da equagfio para a pressio.

Considere um problema incompressivel com uma molha igualmente

espagada nas diregdes x e y.

Admita por exemplo que, através da solugio das equagdes da
conservagio da quantidade de movimento, as velocidades u' e v' tenham
sido, recentemente, calculadas com um campo de pressdes estimado P'. 0]
proximo passo é o calculo de um novo campo de pressdes. Através de
aproximagdes na equagio de conservagio da quantidade de movimento na
diregdo x a velocidadé cartesiana u armazehada em P responde a uma

variagido do campo de pressdes através de uma expresslo do tipo

b -u (Pé: - P;l)

= - —_— 5.2
up Up p ( )
e as velocidades u armazenadas nos volumes este e oceste através de
. = u - g% ﬁ;_:.ff.). (5.3)
E E E 2
e
(P, - P )
* =u'P WW
= — _ 5.4)
uy =y, T dy 2 ¢
conforme a Fig. 5.9.
Pyw P Pp Pe Pee
] —u—> --«-G—a e “"J“’ (]
Y v P E

Figura 5.9 - Velocidades e pressdes envolvidas nas Eqs. 5.2 a 5.6.
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Se avallarmos a velocidade u na face este através da média aritmética das
velocidades armazenadas em P e E e a velocidade u na face oeste através da

média das velocidades armazenadas em W e P obtemos respectivamente

» + » au P’ » =u 3 »
y =tV 9pPp P v dp(Ppp - Pp) (5.5
e 2 4 :
e
» »* -u , . -u , ,
_Up t oy, dp(Pp - Py o+ d(Py - PR
uw - 2 - i (5.5)

Expressdes similares podem ser obtidas para as velocidades v nas faces
norte e sul. Se obrigérmos essas velocidades nas faces a conservarem a
massa, resulta uma expressfo para a corre¢iio no campo de pressdes P’.
Resolvida essa equagdo, o campo de pressdes estimado P* é corrigido e o
processo de solugfo retorna a solugfio das equagdes llnearizadas da

conservagdo da quantidade de movimento.

_ Uma andlise desse processo mostra claramente trés aspectos que,
por ocorrerem simultaneamente, fazem com que campos Irreals, como os
apontados por Patankar, sejam aceitos como solugdio das equagdes:

i) as velocidades u* e v; determinadas através da solugdo das

P
equagdes da conservagio da quantidade de movimento nas diregdes x

e y n3o dependem da pressfo em P.
11) O termo-fonte para a equag8io para a pressdo que é o erro na
. L »
conservagio da massa associado ao campo (u ,v ) ndo depende das

» L ]
velocidades u e v armazenadas em P; e
ii1) a equagso para P’ pode néo envolver os valores de P' nos volumes
vizinhos E, W, N e S mas os valores de P' nos volumes EE, NN, SS e

WW.

Peric et. al. [55] propuseram uma alteragfio nesse processo de
cdlculo que eliminou a possibilidade da ocorréncia dos campos Irreals.
Basicamente, a unica diferenga consiste na construgfio da equagdo para o
calculo da corregido P', para a qual fol proposta uma forma de'avaliaqéb
diferente das velocidades nas faces dos volumes de controle. No processo
proposto por Peric et. al. [55], a velocidade u na face este responde a

uma variag@o no campo de pressdes através de
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u, = u, - a%py - Py (5.7)
Em Eelaqﬁo a Eq.(5.5), esta ultima express@o apresenta alguns aspectos
distintos, um fundamental e alguns menos importantés. Sdo eles:

i) O gradiente de pressédo na Eq.(5.7) & avaliado da mesma forma como
no arranjo desencontrado. Independentemente se a avallagédo do
gradiente de pressfo como proposto na Eq.(5.7) é mais ou menos
precisa do que a forma da Eq.(5.5), a questéio de extrema
importancia é que a equagiio para a présséo no volume centrado em P
passa agora a envolver o valor de P’ nos quatro volumes vizinhos.
Apenas este fato Jja é suficiente para eliminar totalmente a
possibilldade de ocorréncia dos campos irreals apontados por
Patankar [1].

ii) Ndo necessariamente a velocidade u* deve ser avaliada pela média
aritmética das velocidades u; e uE. qgito pelo contrario, Peric
el. al. [55)]) propde que a velocidade u, seja avallada através de
algum tipo de média das equagdes linearizadas de conservagdo da
quantidade de movimento aplicadas aos volumes centrados em P e em
E. Nesse processo de média, os gradientes de presséo originals de
cada equacgdo sfio também substituidos por um gradlente de presséo
local. Na realidade, ¢é criada uma equagfio ficticia para as
velocidades nas faces a partir das equagdes dlscretizadas
localizadas nos centros’ dos volumes de controle.

111) Como visto no Cap. 4, o termo al surge no processo de aproximagao
das equagdes da conservagio da quantidade de movimento e depende

e’ W
volume de controle para u centrado na face este, n&do exlistem esses

basicamente dos coeficientes ap, a ,A ... Como nédo existe um

coeficientes e o termo a: ndo pode ser calculado pelo procedimento
usual. Marchi et. al. [58] analisam diversas formas de avallag#o
de a: entre elas o processo de média aritmética envolvendo ap e

dE'

5.4.2 - O ARRANJO CO-LOCALIZADO APLICADO A DISCRETIZAGAO NAO ORTOGONAL

A extensdo do arranjo co-localizado a discretizagdo néo

ortogonal ¢ bastante direta. Através de aproximacdes da equagdo da
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conservagdo da  quantidade de movimento na direcdo x, a velocidade u

responde a uma variagio no campo de pressdes através de

P

u, = u; - 4 L[ﬁ'“]PA.s (5.8)

Esta equag@o ¢ a prépria Eq.(4.17) aplicada ao n6 P e é anadloga a Eq.(5.2)

valida para a discretizacdo cartesiana. Para um volume centrado em E

tem-se
up = up - dg LIP I8¢ (5.9)
andloga a Eq.(5.3). Um processo de média destas duas equagdes conduz a

- _su . 5’u
u =u de L[P ]eAE (5.10)

onde, a velocidade u;, o termo d: e o termo de gradiente de pressado sao
avaliados através dos mesmos processos aplicados na discretizagao
cartesiana. Note que a forma da Eq.(5.10) é idéntica a da Eq.(4.17). Na
discretizagdo nio ortogonal, o mesmo processo deve ser aplicado também

para a avaliag@o da velocidade Ve resultando em
v =v -a%Lp Y] ae (5.11)
e e e e '

que é idéntica a Eq.(4.18). A manipulagdo algébrica das Eqgs.(5.10) e
(5.11) conduz & Eq.(4.20). Procedimentos idénticos aplicados as outras
faces permitem construir a equagio para o calculo da corregdo P' do campo
de pressles. Portanto, o arranjo co-localizado se enquadra perfeltamente

no processo iterativo proposto no Capitulo 4.

Por ultimo, deve-se mencionar que obtido o campo de pressdes,
este deve ser aplicado para corrigir as velocidades contfavaria.ntes nas
faces, através de equagdes do tipo da Eq.(5.11). A atualizagdo das
cartesianas nodals, embora nfio necessaria, pode ser implementada por dois
processos. Uma alternativa é a corregdo direta das cartesianas nodais
através de e'quac;ées do tipo da Eq.(5.8). Esse é o procedimento adotado em
[S8). A outra possibilidade ¢ a avaliagiio das componentes contravariantes

nodals através da média das contravariantes nas faces recentemente
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corrigidas pelo campo de pressdes e portanto velocidades que conservam a
massa, e a partir dessas, calcular-se as cartesianas nodais. Face a
pequena participagdoc gque essas velocidades cartesianas nodals irdo
desempenhar no restante do processo de solucdio (note que em seguida uma
nova solugdo das equagdes da conservagdo da quantidade de movimento ira
produzir novos valores nodals para u e v), é de se esperar que a escolha

por uma ou outra alternativa ndo tenha malores consequéncias.

5.4.3 - COMENTARIOS SOBRE O ARRANJO DE VOLUMES DE CONTROLE NUMERO 3

No &mbito da discretizagdo cartesiana, o esquema co-localizado
ndo apresenta vantagens significativas sobre o desencontrado. Acreditamos
inclusive que o termo envolvendo o gradiente de pressdo nas equagdes de
conservagio da quantidade de movimento ¢ melhor avaliado neste ultimo.
Além disso, a avaliag@o desse mesmo termo nos volumes adJjacentes as
fronteiras envolve um procedimento de extrapolagéo da pressio que ¢
desnecessario no arranjo desencontrado. 0 processo de média das
velocidades nodals para a avaliagdo das velocidades nas faces também
inexiste no arranjo desencontrado onde as velocidades J4 estdo armazenadas
onde necessarias para o calculo do fluxo de massa. Por outro lado, com
volumes de controle coincidentes, os coeficlentes ap, ag 2 .- das
equagdes de conservagdo da quantidade de movimento nas diregdes x e y sdo
OS mesmos. A parcela convectiva desses coeficientes pode ainda ser
aproveitada para o calculo dos coeficientes de outras equagbes de
conservagéo. Por altimo, o arranjo co-localizado d& origem a algumas
facilidades no desenvolvimento de programas computacionais. Por exemplo,
no arranjo desencontrado, o numero de variaveis u e o numero de variavels
v numa linha (ou coluna) da malha s8@o sempre diferentes o que ndo ocorre

no arranjo co-localizado.

Na discretizacdo ndo-ortogonal, o arranjo co-localizado apre-
senta sem duvidas vantagens significativas em relagéio aos arranjos 1 e 2
apresentados anteriormente, vantagens essas que se acentuam quando na
solugéio de problemas tridimensionalis. Especificamente com relagédo ao
arranjo numero 1, o arranjo co-localizado evita a superposicéo de volumes
de controle. Note que na solugio de problemas tridimensionals, as
equagdes da conservagdo da quantidade de movimento nas 3 diregdes devem

ser aplicadas 3 vezes para cada ponto de pressio. Portanto, tém-se nove
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(trés equacdes vezes trés posigdes) sistemas de equacBes lineares a serem
resolvidos em cada ciclo iterativo referente ao acoplamento

presséo-velocidade. No arranjo co-localizado esse numero se reduz a 3.

Com relagdo ao arranjo numero 2, o arranjo co-localizado
apresenta algumas caracteristicas em comum. Em ambos, para a avallagao
das componentes contravariantes nas faces dos volumes de controle da
continuidade, ¢ necessario um processo de média das veloclidades nodals.
No arranjo numero 2, uma componente carteslana J4 é armazenada na face e
a outra é avaliada através de um processo de média envolvendo as quatro
vizinhas. No arranjo co-localizado, nenhuma das duas componentes
cartesianas é conhecida e portanto as duas devem ser avaliadas através de
um processo de médlia envolvendo as velocidades nodals armazenadas noé dois
volumes adjacentes a face. Portanto, os esquemas numéricos gerados por um
ou outro arranjo dependem fortemente do processo de interpolagido aplicado
e, para o mesmo tipo de interpolagiio, nio se pode afirmar que um esquema &
superior ao outro. Ao arranjo numero 2 pode ser atribuida a vantagem de
uma componente cartesiana J4 estar armazenada onde necessaria para o
cédlculo da contravariante embora, como visto no item 5.3.1. possam ocorrer
situagdes em que a componente cartesiana pouco contribua para a avallagéo

da contravariante.

Com relagfio ao processo de interpolagdo citado no paréagrafo
anterior, é 6bvio que se deva procurar um processo que privilegie a fisica
do escoamento em relagio a um processo puramente matematico. No esquema
proposto por Peric et. al. '[55] e estendido para discretizagfio n&o
ortogonal por Marchi et. al. [58], assocliado ao arranjo co—locallzado.'as
velocidades cartesianas u* e v* nas faces sdo avaliadas através de um
processo de média das equacdes da conservagdo da quantidade de movimento
aplicadas aos dois volumes adjacentes. Embora tal processo pudesse também
ser aplicado ao arranjo numero 2, este passaria a envolver quatro volumes,
conforme Flg. 5.5, o que tornaria o processo mals complicado. Além disso,
nos volumes adJjJacentes as fronteiras do dominio de solugdo, participarlam
do processo de média velocidades localizadas sobre as fronteiras que
normaimente sfo avaliadas através da aplicacfio das condigdes de contorno e
portanto nfo se dispde de uma equagiio de conservagido da quantidade de
movimento para elas. Por esse motivo, recomenda-se no presente trabalho,
que associado ao arranjo de volumes numero 2, seja aplicado o processo de

média aritmética conforme a Eq. 5.1.

Como ultima vantagem do esquema co-localizado, deve-se mencionar
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que o numero de posigdes no dominio em que métricas da transformagdo de
coordenadas devem ser calculadas e/ou armazenadas se reduz
significativamente em relagdo aos arranjos numero 1 e 2 especialmente na

solugdo de problemas tridimensionais.



6 - O ESQUEMA DE BEAM E WARMING

6.1 -~ INTRODUGAO

Nos capitulos anteriores foi exposta uma metodologia segregada
para a solugiio de escoamentos de qualquer regime de velocidade em
coordenadas generalizadas. No Cap. 7 essa metodologia sera aplicada na
solucdo de diversos problemas e os resultados ser#éo comparados com dados
experimentals e resultados obtlidos através do esquema numérico devido a
Beam e Warming [16]. Visando inclusive facllitar essa comparagédo foi
coﬁstruido um programa computacional baseado no trabalho desses dois
autores. Além disso, como Ja4 comentado no Cap. 1, um dos objetivos deste
trabalho é a comparagdo dos diversos aspectos distintos existentes entre
os métodos segregados e os simult@neos, como o de Beam e Warming, de
solugcdo das equagdes diferenciais. Essa comparagfio sera abordada em
capitulos posteriores. Portanto, em funcfio da relevancia que o esquema de
B&W assume no contexto deste trabalho, o presente capitulo é dedicado a
descrigdio de suas caracteristicas principals com destaque par‘a> aqueles

toéplcos que necessariamente serfio referenciados nos préximos capitulos.

6.2. — REPRESENTAGAO VETORIAL DAS EQUAGOES GOVERNANTES

Para os propositos deste capitulo é suficiente considerar um
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escoamento bidimensional inviscido. Em fungdo do algoritmo de solugéo é

conveniente que as equagdes governantes sejam expressas na forma vetorial

abaixo
aq dE 8F _
onde
P pU pv
q = % pul . E = 5_ puU+€xP ; F o= % puv + n P (6.2)
pv pvU + E P pvVv + n P
y Y
E
t (Et + P)U (Et + P)V

As componentes contravariantes U e V do vetor velocidade séo

aqui definidas por

= + = + v (6.3)
U Exu Eyv v nxu ny
enquanto todas as demais variaveis obedecem A& nomenclatura anteriormente

exposta. Adicionalmente, admitindo-se o escoamento de um gas perfeito,

obtém-se das Egs. (2.12), (2.13) e (2.8) que

P = (y-1) [E, - 1/2 p(uZ+v?)] (6.4)
2 2
T = (l/pcv) [Et - 1/2 p(u®+v©)] (6.5)

0 conjunto de Egs.(6.1)-(6.5) ¢é exatamente o mesmo conjunto
dados pelas Eqs.(3.1)-(3.5) simplificado para o escoamento de um fluido

inviscido e n&o condutor.

6.3. - ESQUEMA PARA AVANCO NO TEMPO - A FORMA DELTA

Beam e Warming adotam a expresséo geral, de um passo,



71

At aq"

8At 3 £ n n-1
9 TS e Tee@- 9 ) (6.6)

1 + g a8t

Q

Aq =

Aq +

para o avango da solugdo da Eq.(6.1) no tempo. Na Eq.(6.6) o operador A,
quando aplicado por exemplo & variavel q, indica '

Aq = g - q (6.7)

onde o superescrito (n+1) indica o instante em que as variaveis séo
desconhecidas e estdo portanto sendo calculadas. A escolha de valores
convenientes para os parametros 8 e £ particulariza a expressfio geral para
diversas aproximagdes temporals conhecidas [62]. Aséumiremos daqui por
diante a adogdo de um esquema totalmente implicito (6 = 1) envolvendo dois

niveis de tempo (£ = 0).

Para aplicar o esquema de avango no tempo dado pela Eq.(6.6) °
inicialmente deve-se explicitar 8q/8t na Eq.(6.1) e usar a expresséo

resultante para avaliar dq/8t nos instantes (n+1) e (n), isto &,

élqx'H-l= _ égrnl- 2E-l'nl (6.8)
t 3€ 3

aq" _ _8E"™ _ aF" 5.9

&t - & 7 (6.9)

Se a Eq.(6.9) é subtraida da Eq.(6.8) obtém-se que

2 8 a8

— = - e - = 6.10

3t Aq 3€ AE n AF ( )

Se as Eq.(6.10) e (6.9) s3do substituidas na Eq.(6.6), com 6 = 1

e £ = 0 chega-se finalmente a

n . n
a a dE aF

A expressdo acima ¢ andloga a Eq.(6.1) com a derivada em relagéo
ao tempo discretizada. A Incégnita nessa equaglio ¢ o incremento Aq da

variavel q e por isso a Eq.{(6.11) & dita estar em forma delta.
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6.4 - TRATAMENTO DAS NAO LINEARIDADES

O problema agora é resolver a Eq.(6.11). Como optou-se por uma
formulagdo implicita, no lado direito dessa equagido aparecem os termos AE
e AF que sdo desconhecidos. Além disso os vetores E e F sfo fungdes ndo
lineares das componentes do vetor incégnita q. Uma forma de superar essa
dificuldade seria estimar um campo para o vetor qn+1, com esse campo
calcular os vetores E e F e, através da simples aplicagdo da Eq.(6.11),
provida de um esquema para aproximaciio das derivadas espaciais; atualizar,
ou corrigir, a estimativa inicial para o vetor q no instante (n+1). Tal
procedimento implica em um processo iterativo para cada intervalo de
tempo. Se esse ciclo iterativo & executado uma uUnica vez e a estimativa
inicial para o vetor q for o préprio campo existente no instante (n), o
que seria o procedimento usual, ndo haveria distingdo entre este processo

e uma formulagdo explicita para tratamento do transiente.

Antes que a forma de linearizagfio aplicada no esquema de B&W
seja descrita é interessante que outras possibilidades sejam abordadas,
além da ja exposta no paragrafo anterior, visando o estabelecimento de um
paralelo com o procedimento de linearizagdo adotado nos métodos

segregados. Para tanto considere a equacéo

(6.12)

%%, %%))

1
P = (7-1)[q4 -5 { a, a;

derivada da Eq.(6.4), em que a pressdo, que aparece nos vetores E e F, ¢
expressa em fungido das componentes do vetor q. Admita ainda que se queira
resolver segregadamente, isto é, de forma nfo simultanea, cada uma das
quatro componentes da Eq.(6.11). Nesse caso, na solucdo da segunda
equagdo, cuja incoégnita é 9, {pusJ), todos os valores das variaveis 9, 9q
e q4 deveriam ser estimados para eliminar o acoplamento entre as equagdes.
Ainda assim permanecem nfo linearidades como pode ser observado na

Eq. (6.12). Para a linearizagdo por exemplo do termo uma

9,9
possibilidade consiste em fazer um dos termos do produto assumir i;zvalor
estimado e agregad-lo a um coeficiente. Se procedimentos semelhantes séo
empregados em todos os termos da segunda equagio resulta um sistema de
equagdes lineares para 95 O mesmo procedimento deve ser aplicado as
outras 3 equagdes e o processo global de solugdo requer iteragdes para

atualizag@o dos coeficientes e devido ao acoplamento entre as equagdes.
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Deve-se destacar que esse processo de linearizagdo é anilogo ao aplicado
no Cap. 4 deste trabalho.

Admita agora que se tenha optado pela solugdo simultanea das 4
componentes da Eq.(6.11). Nesse caso, evidentemente, ndo é mais correto
associar o calculo de uma determinada variivel a uma determinada equagio.
As quatro variaveis s#io obtidas pela solugdo simultanea das quatro
equagdes. Portanto, a variavel q, qué participa através da Eq.(6.12) da
segunda e terceira componentes da Eq.(6.11) ndo precisa mais ser estimada,
como na solugdo segregada, mas participa de forma ativa no processo de
solugdo. De qualquer forma, iteragdes seriam ainda necessarias devido as

nao linearidades.

No esquema proposto por Beam e Warming as quatro equagdes sdo
resolvidas de forma simultanea. Para superar o problema das n3o
linearidades é aplicado um processo que consiste basicamente no método de
Newton-Raphson comumente empregado na solugdo de sistemas de equagdes
algébricas n3o lineares. Esse processo consiste na avaliagdo de E e F no

instante (n+1) através de expansbdes em série de Taylor na forma

. nNe

I_:n+1 - En + g_g] qn'l-l _ qn] . O(Atz) (6.13)
r N,

il _pn g_g_] an+1 _ qn] + o(af) (6.14)

e portanto, omitindo-se o erro de truncamento que

AE = A"Aq (6.15)

AF = B"Aq (6.16)

onde A e B sdo matrizes Jjacobianas definidas por

A = (8E/3q) B = (3F/8q) (6.17)

Se as Eqgs.(6.15) e (6.16) sio substituidas na Eq.(6.11) obtém-se

apés algum rearranjo que
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] Aq=—At{g—gn+g-;h} (6.18)

O sistema de equagdes dado pela Eq.(6.18) é agora linear e,

+

|

Qf Q@
m>
Q)lQ.)
=l

provido algum esquema para discretizag¢io das derivadas espacials, pode ser
resolvido para determinagio do vetor incégnita Aq. O processo de solugdo

sera abordado na préxima seccdo deste trabalho.

E importante destacar que este processo de solugdo ¢ aplicado de
forma ndo iterativa, isto &, determinado o vetor incégnita Aq, o vetor q
no instante (n+1) é determinado pela aplicagiio da Eq.(6.7) e a solugdo
avanga para outro intervalo de tempo. Tal procedimento contrasta em
principio com o processo de solugdo de sistemas de equagdes ndo lineares
via Newton-Raphson onde sucessivas iteragdes sfo executadas atéb que a
solugdo satisfaga algum critério de convergéncia. A Justificativa para
essa caracteristica ndo iterativa & baseada na andlise da ordem do erro
envolvido nas diversas aproximagdes. O erro de truncamento da expans@o em
série de Taylor dada pelas Eqs.(6.13) e (6.14) é da ordem de Atz. Na
Eq.(6.11) os vetores AE e AF s3o multiplicados por At portanto o erro
envolvido na avaliagdo do vetor Aq, devido ao truncamento da série de
Taylor, é da ordem de At3. Ocorre que o processo de discretizagéo
temporal da Eq.(6.1) que resultou na Eq.(6.11) embute por si préprio um
erro da ordem de Atz. Resumindo, se desejamos maior precisfo na avaliagdo
do transiente, é mais eficaz dispender esforgo computacional reduzindo-se
o intervalo de tempo At, do que aplicar um processo iterativo na solugéo

do sistema de equagdes dentro de um mesmo intervalo de tempo.

6.5 - SOLUGAO DO SISTEMA DE EQUAGOES LINEARES - O PROCESSO DE FATORAGAO
APROXIMADA

Suponha por hipétese que o dominio de solugdo seja discretizada

em (j x i) pontos, ordenados conforme mostra a Fig.6.1.
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C(J=1)i+1 Ji
i+1 21
1 2 i

Figura 6.1 - Malha hipotética para o esquema de Beam e Warming

A Eq.(6.18), discretizada espacialmente, aplicada aos (j x 1) pontos
resultard em um sistema de equagdes lineares que em representacio

matricial assume a forma pentadiagonal de blocos abaixo

[[C1[D] [E] ) 'Aq1 ] FRHsl 1
(BI(CI(D] (E] aq: Ris
(Al (B(CI(D) (E] sq, | = |mus, (6.19)

tal (Bltclol| | :
(Al (Bl(C]] |aq

1) Uu{slj-

Neste sistema, cada elemento é uma matriz (4x4), Aqk é um vetor
com 4 componentes [Ap/J, A(pu)/Jd, A(pv)/J, AE‘/J] do k-ésimo ponto e RHSk,
também um vetor com 4 componentes, representa o lado direito da Eq.(6.18).
Tem-se portanto um sistema com (4 x J x i) equagdes e o mesmo numero de
incégnitas. A solugio desse sistema & muito mals complicada que a solugdo
dos sistemas originados nos métodos segregados, pols nestes, embora a
estrutura pentadiagonal seja mantida, cada elemento ¢ um escalar e ndo uma
matriz. Como atenuante, nos métodos segregados, a solugdo da Eq.(6.19) ¢
substituida pela solugdo, para o mesmo problema bidimensional, de 4

sistemas de equagdes lineares.
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No esquema proposto por Beam e Warming a solugdo da Eq.(6.19) é
evitada pelo processo de fatoragdo aproximada que consiste em fatorar o
operador diferencial presente no lado esquerdo da Eq.(6.18) no produto de

dois operadores unidimensionais. A Eq.(6.18) é entdo substituida pela
equagdo

3A 8B _ 8" ar"

que n&o reproduz exatamente o problema original. A grande vantagem da

equacdo acima é que ela possui a forma

Aq = RHS (6.21)
LE Ln q
»
Definindo Aq por
-
Aq = LT) Aq (6.22)
a Eq.(6.21) resulta
L]
LE Aq = RHS (6.23)

que apresenta uma estrutura tridiagonal de blocos e pode ser resolvida [2]
com esforgo consideravelmente menor. Apdés a solugdo da Eq.(6.23), o vetor
incégnita Aq pode ser determinado através da solugéio de mais de um sistema

tridiagonal de blocos representado pela Eq. (6.22).

Sé efetuado o produto dos operadores unidimensionais presentes no
lado esquerdo .da Eq.(6.20) serd obtido o lado esquerdo da Eq.(6.18) mails

um termo adicional dado por

Aq (6.24)

>
cr
Q>|Q>
mi >
|
Sls

Este erro é da ordem de At® e limita o passo de tempo usado, especialmente
quando a fatoragdo aproximada ¢é aplicada na solugdo de problemas
tridimensionais [63]. Deve-se destacar que, na formulag@o em forma delta,
se a soluglo de regime permanente for atingida o lado direito da Eq.(6.20)
se anula. Nesse caso, a solugdo do processo de fatorag@o aproximada

produzirad a solugdo correta, isto &, Aq também identicamente nulo.
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6.6 - DISSIPAGAO ARTIFICIAL NO ESQUEMA DE BEAM E WARMING

No esquema original de Beam e Warming, as derivadas espaciais
presentes no lado direito da Eq.(6.20) sio discretizadas por diferencas
centrals de segunda ordem. Sabe-se que o esquema de derivadas centrais,
mesmo quando aplicado a problemas lineares com coeficientes constantes,
ndo prové mecanismos para dissipag@o dos erros ou imprecisdes existentes
nos campos durante o processo de solugdo [64]. Para controlar as
instabilidades Pulliam e Steger [65] incorporam ao lado direito da

(4)

Eq.(6.20) um termo dissipatlvo de quarta ordem, De , dado por

(4) _ _ -1 2 2 n
De = -At w, J {(ngg) + (VnAn) } Jq (6.25)

onde Ve € um coeficiente de dissipagdo. O subindice e indica que se trata
de uma dissipagdo adicionada a parte explicita (lado direito) da
Eq. (6.20). Pulliam [64] analisa com detalhes esse termo dissipativo e
algumas de suas observag¢des devem ser citadas. Em primeiro lugar, embora
seja de quarta ordem e consequentemente ndo altere a precisdo formal da
discretizagdo espacial, esse termo dissipativo modifica a equagdo
diferencial original e portanto o coeficlente Wy adotado deve ser o menor
possivel. Deve-se notar que a dissipagio atua nos campos do vetor q
multiplicados pelo Jjacobiano da transformagdo de coordenadas. Esta
precaugdo tem por obJjetivo evitar que a dissipagdo seja afetada por
variagbes bruscas no espagamento da malha mesmo quando os campos de
propriedades sejam uniformes ou apresentem variagdes suaves. Por ultimo,
o termo dissipativo ¢ multiplicado por At para que as solugbes de regime

permanente sejam independentes no intervalo de tempo.

Pulliam [64], considerando um problema linear e aplicando
discretizagdo espacial por derivadas centrais e discretizagdo temporal
pelo esquema implicito de primeira ordem demonstra, através da anadlise do
fator de amplificagi3o, que para valores elevados do produto (weAt) o
esquema dissipatlvo de quarta ordem ndio é estavel. Para estender o limite
de estabilidadée da dissipagfio explicita Pulliam [(64] e Pulliam e Steger
[65] recomendam o uso de termos dissipativos implicitos de segunda ordem.

A Eq. (6.20) assume entdo a forma final



78

3A _ -1 8B -1 _
[I + Atae wiAtJ V§A€J] {I + At?ﬂ)- wiAtJ VnAnJ] Aq =

n
- At [aE“ , oF

o 57'] - AweJ'l[(ngg)?‘ . (VnAn)z] Jq" (6.26)

Apesar de agora a anadlise de estabilidade linear indicar que o
esquema & incondicionalmente estavel se W = Zwe, o fator de amplificagao
tende rapidamente a 1 quando At tende a infinito mesmo para o um problema
unidimensional. A adogfo de dissipagiio implicita de quarta ordem embora
produza um esquema incondicionalmente estavel destréi a estrutura
tridiagonal da Eq.(6.26). Por ultimo deve-se enfatizar que as analises de
estabilidade supracitadas foram aplicadas a problemas unidimensionais. O
processo de fatoragio aproximada, Jja embutido na Eq.(6.26), interfere nas

caracteristicas de convergéncia através do termo adicional dado pela
Eq.(6.24).

Embora a dissipagido explicita de quarta ordem com coeficientes
constantes seja ainda empregada €& comum que as solugdes apresentem
oscilagbes nas regides do escoamento antes e apdés os choques. Diversos
outros esquemas tem sido desenvolvidos e embora mals complicados, conferem
estabilidade ao processo de solucfio sem atenuar os choques e produzem
solugdes livres de oscilagdes. O trabalho de Pulliam e Steger [65]
comenta diversos desses esquemas e demonstra que sdo equivalentes ao
esquema de derivadas centrais com alguma forma de dissipagdo. Este

assunto serd novamente discutido neste trabalho no Cap. 10.



7 = RESULTADOS

7.1 - INTRODUGAO

Na grande maloria dos trabalhos envolvendo a solugdo de
escoamentos compressiveis, as metodologias de solugdo das equagdes
diferencliais governantes éio baseadas em processos que envolvem a solugdo
simultanea das equagdes diferenciaié governantes, como no esquema proposto
por Beam e Warming [17]). Como ja comentado no Cap. 1 deste trabalho,
essas metodologias enfrentam dificuldades na solugBio de escoamentos a
balxo numero de Mach. Neste capitulo serdo apresentados alguns resultados
obtidos para escoamentos compressiveis através da metodologia segregada
apresentada nos capitulos anteriores, apta & solugfio de escoamentos em

qualquer regime de velocidade.

O objetivo dos testes implementados ¢ verificar se a metodologia
tem capacidade de simular as caracteristicas principais dos escoamentos
compressiveis Inclusive supersénicos. Os testes incluem o escoamento
bidimensional plano contra um cilindro e wuma série de escoamentos
tridimensionais axissimétricos. N&o houve em nenhum dos casos a intengdo
.de realmente obter-se a solugdo do problema. Os escoamentos foram
assumidos como laminares e muitas vezes os fluidos admitidos como ndo
viscosos. Embora em alguns testes a malha tenha sido refinada com o
objetivo de captar-se de forma mais precisa os altos gradientes existentes
em determinadas regides, notadamente nos choques, n3o se procurou de fato

obter solugdes independentes da malha.
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Os resultados foram comparados, especialmente coeficientes de
pressdo, com resultados experimentals e outros resultados teoéricos.
Unicamente para facilitar este ultimo objetivo fol especlalmente

construido um co6digo computacional baseado no esquema de Beam e Warming

[17]. Na realidade, em [17) o método fol desenvolvido em coordenadas
cartesianas. No trabalho de Pulliam e Steger [65] o esquema foi
implementado em coordenadas curvilineas generallizadas. Este cédigo foi

inicialmente validado através da solug8o de dois problemas transientes
bastante simples; um envolvendo o escoamento de Couette e outro um
escoamento periédico entre duas placas planas e paralelas, uma das quais
submetida a um movimento oscilatério. Embora a solugido numérica desses
problemas esteja exposta graficamente no préprio artigo em que o esquema
de B&W é proposto, as solugdes analiticas foram também computadas e
utilizadas para comparagdes. Estes resultados nfo serdo aqui

apresentados.

Antes que os problemas mals complexos, envolvendo discretizagéo
ndo ortogonal, sejam enfocados, sera abordado o problema do escoamento
supersdnico contra uma placa plana. O mesmo problema fol considerado por
Van Doormaal [13]. Nosso obJjetivo nesse teste foi o de verificar a
corregiio de um c6digo construido para discretizagio cartesiana. Sera no
entanto aqui incluido para exemplificar o procedimento de aplicagéo das
mals variadas condigdes de contorno e porque o mesmo tipo de configuragdo
geométrica e condicdes de contorno foram aplicados na solugdo de um

problema incompressivel.

7.2. - ESCOAMENTO CONTRA UMA PLACA PLANA

A Fig. 7.1 mostra o dominio de solugfo. Através da fronteira
esquerda entra uma corrente uniforme de ar a 103.4 kPa, 278 K e com numero
de Mach igual a 2.0. A fronteira inferior é uma fronteira de simetria. A
placa (apenas metade é mostrada na figura) tem espessura zero e é ndo
condutora. A malha empregada é uniformemente espagada com 22 volumes na
diregéo x e 18 volumes na diregio y. Cada volume de controle resulta
portanto em um quadrado com uma polegada de lado. = Estes valores
geométricos foram usados para reproduzir exatamente o problema testado em

(13].
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Figura 7.1 - Problema do escoamento em torno de uma placa plana.

Na solugfio desse problema fol adotado o arranjo desencontrado.
O problema do acoplamento pressio-velocidade fol tratado pelo método
SIMPLEC [43] e os sistemas de equag¢des lineares resolvidos pela aplicagao
do MSI [35]. O critério de convergéncia é o mesmo de [13]. As condigdes
iniciais sfo de escoamento uniforme em toda a regifio com condigdes iguais
as da corrente livre. No instante t = 0 a placa é subitamente colocada
contra a corrente de ar. 'Apesar de um Unico valor do intervalo de tempo
At ter sido adotado para todos os volumes de controle, nio houve nesta
solugdo nem nas demais apresentadas neste capitulo preocupagido em se
reproduzir o comportamento real do escoamento durante o transiente. Dessa
forma, o intervalo de tempo desempenha o papel de um parametro de

relaxagéao.

As Figs. 7.2 e 7.3 mostram respectivamente linhas de presséo
constante e linhas de corrente e sfo praticamente indistinguiveis das

apresentada por Van Doormaal [13].

7.2.1 - CONDIGOES DE CONTORNO NA ENTRADA

Para aplicagiio das condigdes de contorno fol empregado o

artificio do uso de volumes ficticios. A Fig. 7.4 mostra um volume
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Figura 7.3 - Linhas de corrente.
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linhas

Valores em kPa acima da pressédo de entrada.

Valores em (kg/s) por metro na diregéo

A velocidade up, localizada sobre a fronteira, é prescrita igual ao valor

da velocidade da corrente livre, correspondente ao numero de Mach igual a

2.0.

ser prescrita igual a zero sobre a fronteira.

Considere agora a aplicag8o da condig&io de contorno para v, que deve
E comum a aplicag8io dessa

condigéo de contorno através da construg@o de uma equacdo para v do tipo
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Vp = Vg Assim, a velocidade v sobre a fronteira, se calculada pela média

aritmética entre v_ e v resulta obviamente zero. Esse nio é no entanto

P E’

¥ G

Pp» Tp: Pp Pp Tp» P

- em s an e e em e e e g en me e

-y
!
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1

Figura 7.4 - Volume adjacente a fronteira de entrada.

o procedimento correto. A velocidade v, participa do processo de solugéo

na avaliagdo dos fluxos convectivo e df;usivo da quantidade movimento na
diregfio y na face oeste do volume de controle centrado em VE. Na obtencgéo
da equagio discretizada para esse volume de controle, a velocidade Vv na
face oeste (sobre a fronteira de entrada portanto) foi avaliada através de
um perfil n&o linear produzido por equagdes do tipo da Eq.(4.2). Assim,
para um alto numero de Reynolds de malha, a velocidade v sobre a fronteira

resulta igual a v Nesse caso, © correto portanto ¢ prescr-ever"vP = 0.

P
Esse foil o procedimento adotado para aplicagSio da condig8io de contorno

para v. Pelo mesmo motivo a temperatura T, e a densidade Pp séo

presgritas iguais aos valores da corrente lf;re. N&o ¢é necessario
especificar o valor da presséo PP pois esta ndo participa do processo de
solugio. E ébvio no entanto que ao serem prescritos os valores de pP e
TP’ a pressfo do escoamento livre esta automaticamente especificada

através da equagiio de estado. Em resumo, para a fronteira esquerda

P ©

v. =0

P (7.1)
TP = Too
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7.2.2 - CONDIGOES DE CONTORNO NA SIMETRIA

No presente problema, em que a fronteira de simetria coincide
com uma linha de y = cte, as condigdes de contorno s8o evidentes e de
facil aplicacéo. Para o volume centrado em P da Fig. 7.5 as condiqées'de

contorno sé@o aplicadas através de

Tp =Ty
up = uy (7.2)
vP = 0

Como o fluxo de massa através da fronteira é nulo, a densidade Pp nao

influi na solugd@o. Novamente, a pressfio P, ndo participa do processo de

P
solugéo.
IN —————APN
Py T Py

[
| | i
| |
i {
| 1
I . !
, Pp: Tp: Pp ,

Figura 7.5 - Volume adjacente a linha de simetria.
7.2.3 - CONDIGOES DE CONTORNO NA FRONTEIRA SUPERIOR

A Fig. 7.6 ilustra a situgédo. Novamente, a presséo PP néo



participa da solugfo.
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Como a fronteira superior & uma fronteira de saida,

a densidade sobre a fronteira resulta igual a Pg € portanto Pp também n&o

precisa ser especificada.
temperatura na fronteira resultard igual a T

T, desaparece.

P

deve ser extrapolada em fungfio dos valores internos.
usar uma extrapolagido de

temperatura na fronteira é igual a T

Para numeros de Peclet balxos,

ordem

S

zero que

e portanto T, =

S P

Para altos numeros de Peclet de malha, a
e nesse caso a Influéncia de
a temperatura da fronteira
E comum, nesse caso,

significa asssumir que a

TS' Exataménte o

mesmo raciocinio é aplicado para a velocidade u e portanto up= Ug-
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Figura 7.6 - Volume adjacente a frontelra superior.

A aplicagio da condigfio de contorno para v exige no entanto

culdados especiais pois a mesma participa da conservagdo da massa dos

volumes adjacentes a fronteira.

A prescrigéo de Vg

igual a zero por
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exemplo farla com que a fronteira superior fosse interpretada come uma
superficie Iimpermeével. Nesse caso a solugo seria provavelmente
contaminada por reflex8es de ondas originadas pela presenga da placa. Uma
alternativa seria, da mesma forma que para a temperatura, prescrever V5=
Vgg» isto é, aplicar uma extrapolag#io de ordem zero. Van Doormaal [13] no
entanto, baseado em uma recomendag@o de Roache [B6], busca na teorla das
caracteristicas um processo de extrapolaglio associado, mésmo que de forma
bastante simplificada, a fisica do escoamento. Admltindo-se um escoamento
de pequenas perturbagdes, as propriedades deste escoamento (u, v, P, T e
p) s8o constantes ao longo de linhas caracteristicas. A condigdo de
contorno para v é aplicada assumindo-se que uma caracteristica que passe
' sobré Vg tenha a mesma inclinag@o da caracteristica sobre Vegr Note que a
inclinag8o desta caracteristica ¢ facil de ser calculada determinando-se,
através de uma interpolacio linear, em que ponto do segmento entre Vgssu ©

\' a velocldade v é igual a Vgg: A veloclidade Vg é entdo prescrita

SSS
assumindo um valor entre Vesw € Vss' A inclinagio da caracteristica é

avaliada com o ultimo campo de v disponivel e portanto atualizada a cada

iteragdo. Assim, para a fronteira superior

Up = Yg

_ (7.3)
TP TS
vg = flvggyr Vsg)

Deve-se enfatizar que a aplicagéo da condigdo de contorno para v
através de uma extrapolagfio de ordem zero, lsto é, Vg = Vggr ndo introduz
nenhuma dificuldade no processo de convergéncia e produz uma solugéo

essencialmente jgual as exibldas nas Flgs. 7.2 e 7.3.

. 7.2.4 - CONDIGOES DE CONTORNO NA SAIDA

Considere a Flg. 7.7 abaixo. Assim como em todas as demals
fronteiras, a presséfo nos volumes ficticios ndo participa do processo de
solugdo. Por ser uma fronteira de saida a densidade ficticia também ndo
precisa ser especificada. Adotando o mesmo raciocinio seguldo na analise
da fronteira superior, a velocidade v é prescrita igual a vw a

P
temperatura TP igual a TW'
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Figura 7.7 -- Volume adjacente a fronteira de saida.

Em que pese a veloclidade uw participar da conservagio da massa e
a fronteira de saida apresentar uma regifio subsénica e uma regiéo
supersénica, a condigdo u = uww fol aplicada indistintamente sobre toda a

W
fronteira. Assim, na fronteira de saida

T, =T C(7.4)

7.2.5 - CONDIGOES DE CONTORNO SOBRE A PLACA

Existem duas velocidades u armazenadas sobre a placa conforme
mostra a Fig. 7.8 abaixo. Ambas evidentemente foram prescritas lguais a
zero. A equagiio da conservacdo da massa foi também "informada" que essas
velocidades u s&o insensivels a varlagdes no campo de pressdes. As
condigdes de contorno para v e T foram aplicadas através de alteragdes na
propria equagfio de balango jA que nfio ¢ possivel nesse caso o uso de
volumes ficticlos, Esse procedimento admite algumas alternativas
distintas para as velocidades v que estfio & mesma altura que o topo da
placa, isto ¢, as velocidades v e vE mostradas na Fig. 7.8.

P
Considere, por exemplo, o volume centrado em VP' O fluxo de massa através
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da face este deve ser calculado através do mesmo procedimento adotado para
os volumes internos que envolve a média dos fluxos de massa nas faces este
dos volumes centrados em P e N. A dificuldade reside em avaliar o valor
de v e dv/3x na face este, para que os fluxos convectivo e difusivo possam

ser calculados. As alternativas mais simples sio:

(a) desconsiderar a existéncia da placa. Neste caso a
velocidade v e a derivada 8v/8x na face este seréo calculadas da mesma

forma que para um volume interno; e

(b) admitir v na face este igual a zero. Neste caso o fluxo
convectivo da quantidade de movimento val a zero apesar de existir fluxo

de massa na face.

Embora alternativas mals sofisticadas possam ser elaboradas, a
implementagdo das duas opgdes acima descritas néo produziu diferengas
notadveis nos resultados. Van Doormaal [13] nfio faz qualquer referéncla 23

aplicagdo das condigdes de contorno sobre a placa.

N NE
T | Fatia iy W = - - m
] it :
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! { }
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Figura 7.8 -- Volumes vizinhos a placa
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7.2.6 - TESTE DO MODELO PARA O LIMITE INCOMPRESS!{VEL

Ap6s a verificagfio da corregéo do c6digo computacional o mesmo
fol aplicado na solugfio de um problema geometricamente semelhante porém no
qual o numero de Mach igual a 2.0 prescrito na entrada fol alterado para
um valor muito préoximo de zero. 0 objetivo é testar a capacldade do
modelo em resolver escoamentos com baixo numero de Mach. A velocidade na
entrada foi prescrita de forma a resultar em um numero de Reynolds,
baseado na semi-altura da placa, igual a 5.0. Exatamente esse mesmo
problema incompressivel fol também resolvido por um cédigo computacional
escrito unicamente para problemas de escoamentos incompressivels, usando
a formulag8o descrita em 4.3.2. A Fig. 7.9 mostra o comportamento do
tempo de CPU para que a formulacgdo incompressivel e a para que qualquer

regime de velocidade alcangassem a convergéncia em fungdo do intervalo de

tempo adimensional definido por

at” = hd (7.5)

Embora os tempos minimos das duas formulagdes sejam proximos, a
formulagdo geral apresenta um comportamento nitidamente superior pois o

t 3
esforgo computacional & menos sensivel ao valor de At empregado.
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Figura 7.9 - Comportamento do tempo de CPU consumido pelas formulagdes

incompressivel e para qualquer regime de veloclidade.



a0

‘ Apés uma andlise detalhada das duas formulagdes, conclui-se que
a diferenga de comportamento deve ser atribuilda unicamente ao método
SIMPLEC [43) empregado para tratamento do acoplamento press@o-velocidade.
Neste método, o termo d" da Eq.(4.17) é avaliado por

U= (7.8)

Q!

Ay
u u
[aP Z ahbJ
Para o presente problema, que envolve discretlzagdo cartesiana,

o termo d" assume a forma (18]

at = — 4y (7.7)
p AxAyu /(LAt ) + 2uby/(3Ax)

quando a formulagfio para qualquer regime de velocidades ¢ empregada. o

ultimo termo do denominador ¢é originério do deslocamento para o
coeficiente a, de parte do termo (u/3)(6/6x)(V.v) presente na equagéo da
conservagéo da quantidade de movimento na diregdo Xx. Observa-se na Eq.
(7.7} que a“ sé varia de volume para volume face a variagdes de densidade.
Na Tab. 7.1 estdo mostrados valores de a“ em fung8io do intervalo de tgmpo

»
adimensional At para um valor de po igual a 1.3 kg/ms.

No programa incompressivel todos os termos associados a

variagdes de densidade foram eliminados e portanto inexiste o segundo

termo do denominador. A Tab. 7.1 mostra também os valores de a“ assinm

computados. -

TABELA 7.1 - Valores de d" (mzs/kg) para po = 1.3 kg/m3 nos
programas compressivel e incompressivel

At‘ Compressivel Incompressivel
0.01 120 130
0.1 810 1300
1.0 1860 13000
10.0 2140 130000

L 2180 I
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Verifica-se que para baixo At* os valores de d? das duas
formulagdes sdo semelhantes resultando em um esforgo computacional préximo
conforme a Fig 7.9. Deve-se mencionar que ¢ natural que nesse caso a
formulag8o Incompressivel leve vantagem em termos de esforgo computacional
pois alguns céalculos presentes na formulagdo para qualquer velocidade

foram eliminados.

Para concluir, no entanto, porque a formulagfo compressivel tem
desempenho superior para valores de At* elevados ¢ necessario levar enm
conta a influéncia desse parametro em todo o processo de solugdo. Além de
participar na avallagfo de a“, o intervalo de tempo influi na magnitude
dos termos referentes ao transiente nas equagdes de conservagéo
discretizadas. Conforme At* cresce, a influéncla destes termos diminui e
se At* ¢ suficientemente grande, da solugfio de cada equaglic de conservagdo
obter-se-4& os campos de regime permanente para um dado conjunto de
coeficientes. Ou, em outras palavras, para altos At* os campos de u e v
calculados pelas respectivas equagdes de conservagdo independem do valor
de At*. E como se os campos resultantes "esquecessem" dos campos do
instante anterior. A observagio da Tab. 7.1 no entanto mostra que na
formulag8o Incompressivel os valores de d! crescem indefinldamente com
At*. Assim, para altos valores de At*, tem~-se também altos valores de a“.
Isso significa que pequenas corre¢des no campo de pressdes s@o suficientes
para alterar o campo de velocidasdes de forma que a equacgfio de conservagéo
da massa seja satisfeita, conforme a Eq.(4.17). Entretanto, esse campo de
pressdes pouco alterado, quando aplicado nas equagdes de conservagdo da
quant.idade de movimento, gerara campos de velocidade muito préximos dos
anteriores e a solugio néo.avanqa. Na formulagfio compressivel, por outro
lado, a medida que At' cresce e deixa de influlr na solugdo das equagdes
de conservagfio da quantidade de movimento, também deixa de influlr no

cdlculo do campo de pressdes devido ao comportamento assintético de a“.

Como teste final, no programa compressivel a parcela do termo
(1/3)(8/8x)(V.¥) iniclalmente presente no coeficiente ap foi deslocada
para o termo-fonte. Como esperado, este passou a ter exatamente o mesmo

comportamento do programa incompressivel.

Concluindo, o desempenho da formulagfio para qualquer regime de
escoamento quando aplicada & solugdo de problemas incompressiveis é
exatamente igual ao da formulagdo incompressivel. As diferengas de
comportamento sumarizadas na Tab. 7.1 nfio tem relagdo alguma com a forma

de linearizagfio da equaglio da conservagio da massa que & o ponto chave da
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formulagdo geral. Os resultados obtidos indicam no entanto que mesmo no
caso de programas computacionais visando wunicamente a solugdo de
escoamentos a baixas velocidades ¢ interessante manter os termos de
compressibilidade nas equagdes da quantidade de movimento face ao melhor

desempenho do método SIMPLEC [43] na presenga deste.

7.3 - ESCOAMENTO BIDIMENSIONAL CONTRA UM CILINDRO

A metodologia ndo ortogonal proposta no Cap. 5, com o arranjo de
volumes de controle proposto na secgio 5.2, foi aplicada na solugdo do
escoamento bidimensioﬁal contra um cilindro. A Fig. 7.10 mostra a regido
de solugdo. Testes foram conduzidos para Mw entre 1.5 e 6.0. A Fig. 7.11
mostra uma malha empregada para Mw = 4.0 gerada através da solugdo de um

sistema de equagdes diferenciais elipticas [30].

!

|
————— —— - _{__..___

Figura 7.10 - RegiZo de solugio em torno de um cilindro.

A Fig 7.12 mostra linhas de numero de Mach constanté para
M°° = 4.0. N&o se observa nessa soluglio uma variagio muito acentuadé do
numero de Mach, assim como das outras variaveis, através do chogue. Esse
comportamento, comum as técnicas que capturam naturalmente os choques
presentes no escoamento, estd no presente caso amplificado devido a malha

grosseira empregada.
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Figura 7.11 - Malha 20X26 empregada na solugdio do escoamento com Mw = 4.0
contra um cilindro.

Figura 7.12 - Curvas de numero de Mach constante no escoamento contra um
cilindro (Mco = 4.0).
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Uma verificag@io interessante ¢ se o esquema numérico posiciona
corretamente o choque. Como n3o existe de fato uma descontinuidade na
soluglo, um critério plausivel é definir como posigiio do choque o local
onde ocorre o maximo gradiente de pressao. Se essa verifica¢éo é
conduzida na linha de estagnagdo a posigdo do choque fica estabelecida
apenas por JP/8x Jja& que 8P/3y é nulo. Se esse critério é aplicado, a
presente solugdo indica que o choque estd localizado a uma disténcia do
corpo, adimensionalizada em relagfio ao raio do cilindro, em torno de 0.41
que concorda com as observagdes visuais da Fig 7.12 e da Fig. 7.13 onde
s@o expostos vetores velocidade. Esse resultado deve ser comparado com o

valor observado experimentalmente aproximadamente igual a 0.6 [86]. A

Figura 7.13 - Vetores velocidade no escoamento contra um cilindro.

Fig. 7.14 mostra uma malha mais refinada empregada ainda na solugdo para
M = 4.0 e a Fig. 7.15 novamente linhas de numero de Mach constante
obtidas com essa malha. Embora se perceba uma melhor definigio do choque

sua posicio ¢ praticamente coincidente com aquela obtida com a malha mais
grosseira.
Os testes feitos com outros numeros de Mach exibem um

comportamento semelhante. 0 processo iterativo de solugdo converge

estavelmente e os campos de regime permanente gerados séo sempre
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Figura 7.14 - Malha 60X80 empregada na soluglo do escoamento com Mm = 4.0
contra um cilindro.

Figura 7.15 - Curvas de numero de Mach constante obtidas com a malha da
figura 7.14 (Mw = 4.0).
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fisicamente realisticos. Os choques aparecem atenuados, tanto mais
atenuados quanto mais grosseira a malha e posicionados a distancias

menores do corpo que as verificadas experimentalmente.

Resultados a serem apresentados posteriormente indicam que a
capacidade da solugiio em captar satisfatoriamente os éltos gradientes
existentes no escoamento estd intimamente relacionada, além da malha, com
0 processo de interpolagéo envolvido na avaliagio das propriedades nas
faces dos volumes de controle. Nas solugdes recentemente apresentadas os
valores de IEZI presentes na Eq.(4.2) e similares resultam igual a 0.5.
Com ];I. aplicado na avaliagfio da densidade nas interfaces através da
Eq.(4.9) e similares também assumindo o valor de 0.5 resulta em um esquema
de aproximagdes "upwind”, ou de primeira ordem, aplicado a todas as
variaveis. Sera demonstrado que o esquema ‘“"upwind", introduz uma
excessiva quantidade de dissipagio artificial e esta implica na atenuagéo
do choque. A discussdo de alguns esquemas menos dissipativos, e a
penalidade que se paga em contrapartida, serfo assuntos de um capitulo

posterior.

7.4 — ESCOAMENTOS AXISSIMETRICOS

Estdo incluidos nesta secg¢fo um conjunto de testes envolvendo a
solugdo de escoamentos tridimensionais axissimétricos. Estes testes visam

simular as condigdes de v6o de um foguete com &ngulo de ataque nulo.

Nos capitulos anteriores as equagdes diferenciais foram
escritas, previamente a transformagio de coordenadas, ~no sistema
cartesiano. Assim as componentes cartesianas u e v nas diregdes x e y
respectivamente resultaram as variaveis dependerntes. Para a solugido de
escoamentos axissimétricos, o sistema de coordenadas o'r'iginal deve ser o
cilindrico. Alguns termos das equagdes transformadas e o Jacobiano da
transformagéio passam em consequéncia a envolver a coordenada radial. Mais

detalhes podem ser vistos em [189].

Com relaciio ao esquema de B&W, além da inclus@o da coordenada
radial no Jacobiano da transformagio, a solugdo de escoamentos
axissimétricos d4 origem apenas a uma alterag8io no termo de press@o da
equagido da conservagio da quantidade de movimento na diregdo radial.
Essas equagdes sfo apresentadas em [69], para o caso do escoamento proéximo
a um projétil rotativo, onde existe a axissimetria mas acompanhada de uma

velocidade azimutal. O trabalho de Deiwert [70] também apresenta com
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detalhes as equagdes para o escoamento axissimétrico mas deve ser evitada

face a algumas incorrecdes.

Os resultados expostos nesta sec¢fio serfio comparados com outros
dados teéricos e experimentais. Especial énfase serad dada a comparagio
com resultados obtidos através do bem conhecido esquema de Beam e Warming
[17], largamente empregado para solugdo de problemas de escoamentos
compressiveis. Como Jja4 comentado, um cédigo baseado nesse esquema foi
especialmente construido com esse objetivo. As comparagdes envolverdo o

coeficiente de pressio Cp, definido por

—_— (7.8)

C = (7.9)

7.4.1 - HEMISFERIO-CILINDRO

O escoamento de ar sobre um corpo com a forma mostrada na Fig.
7.16, daqui para frente denominado de hemisfério-cilindro, fol utilizado
para diversas comparagdes e andlises. Tal configuragio fol escolhida para
possibilitar a comparagfio com alguns resultados experimentais e com os

obtidos por Azevedo [67].

Figura 7.16 - Geometria do hemisfério-cilindro.
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A Fig. 7.17 mostra uma das malhas empregadas na solugdo,
idéntica aquela utiliz#da em [67]). Trata-se de uma malha de 40 pontos na
diregdo radial por 50 na diregio axial. Se a origem do sistema (r,x) é
posiclonada no centro da esfera e as disténcias adimensionalisadas em
relagdo ao raio, o cilindro tem 14 unidades de comprimento e o dominio de
solugdo inicia-se, na linha de simetria, na coordenada x = -30. 0]
afastamento entre os pontos da malha na diregio radial cresce a partir da
superficie do corpo a uma taxa de 25%. Alguns resultados foram obtidos
com uma malha semelhante porém com 30x30 volumes. As soiucbes obtidas com

as duas malhas s@o quase indistinguivelis.

Figura 7.17 - Malha 40X50 sobre o hemisfério-cilindro.

A Fig. 7.18 mostra as distribuigdes do coeficiente de presséo Cp
sobre o corpo para Mm = 0.6 obtidas no presente trabalho através da
metodologia para qualquer regime de velocidade e pelo programa baseado no
esquema B&W. Constam também dessa figura resultados experimentais citados
em [67] e os resultados obtidos pelo cédigo tridimensional desenvolvido em
[67] (baseado também no esquema de B&W). As duas solugdes numéricas
obtidas no presente trabalho para este problema subsénico envolveram a

mesma malha, mesmo intervalo de tempo e satisfizeram os mesmos critérios
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de convergéncia em numero de iteragdes semelhantes. Nesta figura a
soluc@io numérica obtida através da metodologia numérica proposta no
presente trabalho ¢ referenciada por S-FV, indicando tratar-se de uma

metodologia segregada em volumes finitos.

1.50
1.00 t\ '~ asaas Experimental [87]
- m=me=- Numerico [67]
! Presente trabalho S—FV
14 - — — Presente trabalho B&W
0.50 - \ -
0O ]
O 0.00 . s z---a
~0.50 o
~1.00 -
_1.50 | ) 1 | 1 [ i 1 1 T ] T T T | 1 I [] ] | T T T I ]
0.00 1.00 2.00 3.00 4.00 5.00
Figura 7.18 - Coeficlente de pressfio sobre a superficie do hemisfério-

cilindro para Mw= 0.6.

A solugdo obtida via B&W apresenta sem divida boa concordéncia
com os resultados experimentais. E bom salientar entretanto, que diversas

solugdes foram obtidas variando-se o coeficiente de dissipagdo explicita

artificlalmente adicionado as equagdes. Os resultados expostos séo
referentes a um coeficiente de dissipacfio explicita igual a 0.2, valor que
pode ser conslderado baixo. A solugio difere da apresentada em [67]

provavelmente devido ao uso de coeficlentes de dissipaqao diferentes e aos
majiores erros de discretizagfdo envolvidos neste ultimo trabalho por se
tratar de uma formulagfio tridimensional tendo como sistema de‘coordenadas

original o cartesiano.
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A solug@o obtida através do esquema para qualquer regime de
velocidade apresenta uma caracteristica indesejavel. Nota-se que os
resultados n&o conseguiram acompanhar adequadamente as variacdes mais
bruscas do coeficiente de pressdo. O pico negativo e o subsequente
crescimento foram suavizados. Essa tendéncia a "arredondar" as curvas
deve ser creditada também a excessiva dissipagdo nhumérica presente na

discretizagéo espacial das equagdes diferenciais.

A Fig. 7.19 a seguir mostra a distribuigfio do coeficiente de
presséo ao longo da linha de estagnagi3o para Mco = 1.5 obtida através da
metodologia proposta no presente trabalho e a obtida, também no presente
trabalho, através do esquema devido a B&W. As diferengas marcantes entre
as duas curvas refletem caracteristicas distintas envolvidas no

desenvolvimento dos dois métodos.

|
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I |
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Figura 7.19 - Coeficiente de pressio ao longo da linha de estagnag@o para

o escoamento contra o hemisfério cilindro (Mw = 1.5).

O esquema de B&W produz valores de Cp negativos originados da
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aplicacéio do esquema de diferengas centrals associado a dissipagdo
artificial de quarta ordem com coeficientes constantes. Se o coeficiente
de dissipag8o explicita é reduzido o processo iterativo de solugdo
diverge. Se esse coeficiente é incrementado os irreais valores negétivos
se acentuam. E comum também aparecer, associado a esse tipo de dissipagéo
artificial, uma superestimativa do valor de Cp apés o choque além da

subestimativa antes do choque.

Resultados experimentais indicam a ocorréncia de um choque a uma
distancia do corpo, adimensionalizada em relago ao raio do cilindro,
igual a 0.6. Os resultados numéricos obtidos via B&W indicam uma regiéo
de malor gradiente de pressfo, com o centro dessa regifio em x/R
aproximadamente igual a 0.6. Apés essa regliéo de gradiente elevado a‘
presséo continua a subir, a uma taxa menor, até o valor na estagnagdo. A
Fig. 7.20 mostra curvas de pressfo constante. Corroborando os resultados
da Fig. 7.19, percebe-se uma regifio de gradiente de pressdo elevado e

aproximadamente uniforme a uma distancia do corpo igual a 0.6.

0.3

I-0.6R -l
Figura 7.20 - Curvas de Cp constante obtidas via B&W (Mm = 1.5)

Ja a curva para Cp ao longo da linha de simetria obtida pela
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metodologia segregada nio apresenta os valores negativos ndio fisicos. Por
outro lado, a regido na qual dever-se-ia esperar um aumento mais acentuado
da pressdo ¢ deslocada em diregdo ao corpo e se confunde com a regiéo
subsénica em que a pressi@o sobe de maneira mals suave para o seu valor na
estagnagdo. A Fig. 7.21 mostra curvas de pressdo constante obtidas
‘através da metodologia segregada e reforga a conclusdo Jja observada na
solugao do Aescoamentb contra o cilindro, de que a metodologia segregada
tende a aproximar do corpo as regides de variagdes mais acentuadas das
propriedades em relagdo a correta posicéo do choque. No Cap. 10 sera
- mostrado que essa caracteristica deve também ser creditada a excessiva
dissipagcdo numérica gerada na discretizagio espacial das equagdes
diferenciais. Néo obsfa.nte, a solugBo ¢é fisicamente realistica e o
processo de solugfio converge estavelmente a partir da estimativa inicial
para a solugdo de regime permanente. Os resultados a serem apresentados
na pf‘éxima secgdo demonstrarido que apesar dos defeltos apontados, os
valores do coeficiente de pressfo sobre o corpo sédo razoavelmente bem

previstos.

0.2

0.3

04

Q.5

T

Figura 7.21 - Curvas de Cp constante obtlidas através da metodologia

segregada (Mw = 1.5)
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7.4.2 - ESCOAMENTO CONTRA O VEICULO LANGADOR DE SATELITES (VLS) BRASILEIRO

Os resultados apresentados até aqui foram obtidos com o obJjetivo

de verlfigar o comportamento do modelo e sua capacidade de resolver

problemas no regime de baixa velocidade e no de alta velocidade envolvendo

choques. Nesta secgéio s&o apresentados resultados para o escoamento sobre

| o Veiculo Langador de Satélites brasileiro (VLS), para diferentes numeros

de Mach. Resultados experimentais obtidos em tunel de vento [71) s#o

comparados com os numérlicos deste trabalho. O VLS esta sendo desenvolvido

-pelo Instituto de Aeronautica e Espagco (1AE) do CTA de S8o José¢ dos Campos

e trata-se do veiculo que colocard em 6rbita o primeiro satélite

brasileiro de explorago cientifica, projeto conhecido

como Misséo
Espacial Completa Brasileira.

A necessidade de se desenvolver no pais
modelos numéricos na 4area de aerodinamica para fazer frente as
necessidades do projeto VLS bem como em futuros projetos nacionais fol a
motivacdo principal deste trabalho. |

A previsio do escoamento contra a parte frontal do VLS fol
obtida para trés nimeros de Mach.

A Fig. 7.22 mostra uma das malhas empregada enquanto as Figs.

7.23,. 7.24 e 7.25 mostram curvas teéricas para o coeficiente de presséo

anunnuiNNNNEY

B!
L

llllll

Figura 7.22 - Malha 60X24 sobre o VLS.
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sobre o corpo em comparagfo com os resultados experimentais para Mm igual
'a 3.75, 2.50 e 1.50 respectivamente. Os resultados numéricos acompanham,
com major sucesso nos dois primeiro casos, as diversas compressdes e
expansdes existentes sobre o corpo. Para os escoamentos com numeros de
Mach mais alto mesmo a comparagio quantitativa é satisfatéria em vista da
malha empregada. A tendéncia de atenuar os gradientes malores, ja
esperada, se manifesta porém nio de forma exagerada. Para Mm = 1.5 no
entanto o préprio comportamento dos dados experimentais é mais complexo e
mais a solugdo numérica’ se afastou desses dados. ‘A tendéncia de
"arredondar" os maximos e minimos locais é bastante evidente especialmente

nas expansdes.

0.50

0.40

0.30

Numerico S—FV
asasa Experimental[71]

O 0.20
0.10

0.00

povorop borogoer ey g ooy g Loy v boar v |

_0.10 |||lll|(ITT‘Tlll|ll(|llll|l]ll|llllllllll

0.00 . 0.10 0.20 0.30 0.40

x/ L

Figura 7.23 - Coeficlente de presséo sobre o VLS para Mm = 3.75.

O mesmo caso M°° = 1.5 fol resolvido com a malha mais refinada da
Fig.7.26 produzindo os resultados da Fig 7.27. E evidente que o refino da

malha contribuiu para a qualidade dos resultados.
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Figura 7.24 - Coeficiente de pressso sobre o VLS para Mm = 2.50.
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_ Figura 7.25 - Coeficliente de press&éo sobre o VLS para M_ = 1.50.
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Figura 7.26 - Malha 86X24 sobre o VLS.

Por tltimo, a Fig. 7.28 mostra os resultados da aplicagdo do

esquema de B&W também para o caso Mco = 1.5 com a malha mals refinada.

Apesar do pico de Cp antes da expansdo da secgdo cébnica para a secgdo
cilindrica, estes resultados podem ser considerados de melhor qualidade
dos que os previstos pelo esquema para qualquer regime de escoamento.
Deve-se enfatizar que novamente diversas solugdes foram obtidas com o

esquema B&W varjando-se o coeficiente de dissipacio artificial.
apresentada fol a

A solugéo

que visualmente melhor se aJustod aos dados

experimentals,

106
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Figura 7.27 - Coeficiente de pressio sobre o VLS para Mm = 1.50 obtido com
a malha da Fig. 7.26.
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Figura 7.28 - Coeficiente de press&éo sobre o VLS para M, = 1.50 obtido com
a malha da Fig. 7.26 e o esquema de B&W.
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7.4.3 - ESCOAMENTO CONTRA O VE{CULO LANGADOR SCOUT

A metodologia segregada para qualquer regime de velocidade
proposta no presente trabalho fpi ainda empregada na solugdo do escoamento
com Mw = 2.16 contra o veiculo langador Scout. A geometria e dados
experimentais para escoamento de ar sobre esse veiculo podem ser vistos em
[68]. A Fig. 7.29 mostra uma malha utilizada enquanto a Fig. 7.30 mostra a
distribuigdo do coeficiente de pressio sobre o corpo em comparagio com
resultados de tunel de vento. A malha realmente empregada na produgéo
destes resultados téve os dois primeiros volumes Jjunto ao corpo
subdivididos respectivamente em quatro e dois volumes menores. A

concordancia pode ser considerada muito boa.

=1
s

{
88 N N A A |

ve s wAA MBS

Figura 7.29 - Malha 60X20 sobre o veiculo langador Scout.

7.5 - CONCLUSOES

A metodologia segregada em volumes finitos para a solugéo de
escoamentos de qualquer velocidade fol aplicada em diversos problemas
envolvendo escoamentos bidimensionais planos e axissimétricos. Em todos
os casos o processo lterativo de solugio convergiu estavelmente para uma
solugéo de regime permanente. Escoamentos em bocais [72], n&o relatados

no presente trabalho foram também atacados sem dificuldade.
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Figura 7.30 - Coeficiente de pressio sobre o veiculo langador Scout para
M_ = 2.16. |

O esquema numérico se revelou bastante robusto e flexivel nédo s¢
com relagdo a possibilidade de solugdo de escoamentos compressiveis e/ou
incompressiveis como para alteragdes de geometria e condigdes de contorno.
Deve-se ressaltar que, embora o uso de relagdes caracteristicas seja
recomendado [73] [74] para a extrapolagiio das condigdes de contorno, em
todas as fronteiras de saida, com excegéio do problema envolvendo a'placa
plana, as variaveis sofreram uma extrapolagio de ordem zero. Nenhuma

instabilidade pb6de éer detectada devida a este procedimento.

Todos os resultados obtidos apresentaram sempre um comportamento
fisicamente realistico. 0 coeficiente de pressio sobre a.éuperficie dos
- corpos concordou razoavelmente bem, em alguns casos muito bem, com os
valores experimentais e, sempre que a malha foi refinada, essa
concordancia melhorou. Os choques apareceram atenuados em alguns

resultados mas esse comportamento deve ser creditado em grande parte as
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malhas grossas empregadas. Na realidade os choques se diluem em apenas

dois ou trés volumes e com o refino da malha resultam consequentemente

mais concentrados como a comparagio entre as Figs. 7.12 e 7.15 demonstra.

Algunsfaspectos negativos devem ser mencionados. A distancia do
choque ao corpo fol subestimada e algumas expansdes e compressdes sobre a
superficie dos corpos n3o foram adequadamente captadas. Resultados
expostos no Cap. 10 responsabilizam as fungdes de interpolagfio, aplicadas

na avaliagdo do valor das variaveis nas faces dos volumes de controle, por

esse comportamento.



8 - A FORMULACAO SEGREGADA EM FORMA DELTA

8.1 - INTRODUGAO

No esquema de Beam e Warming [17], sucintamente descrito no
Cap.6, as incégnitas dos sistemas de equagdes lineares sdo diferengas das
propriedades conservadas entre dois niveis de tempo. Essa forma de
escrever as equagdes da conservagiio é conhecida como 'forma delta’. Ja
nos métodos segregados de solug@io que empregam as variaveis primitlvas, as
incégnitas s@o normalmente as préprias componentes do vetor velocidade, a
temperatura, etc. Embora n3#o seja essa uma diferenga fundamental,
entendemos que a formulagdo em forma delta apresenta uma série de
vantagens sobre a formulagdo que chamaremos de convencional. Com o
obJetivo de estender essas vantagens & formulag@io segregada e como a forma
delta possibilita a realizaglo de interessantes experiénclas numérlcas, no
presente capitulo sera proposta uma formulagdo segregada em forma delta.
Algumas dessas experiéncias serféo aqul retratadas enquanto outras serao

obJetivo do préximo capitulo.

8.2 - A FORMULAGCAO SEGREGADA CONVENCIONAL

Por simplicidade considere a equagdio de conservagdo de uma

variavel genérica ¢, Eq.(2.15), para um escoamento bidimensional laminar
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Incompressivel de um fluido com propriedades fisicas constantes.

o 8 8 _ _p? , #|8%e, 3%¢
3t (pgp) + 3% (pug) + 3y (pve) = -PT + T [E;E + ;;E : (8.1)

Nosso Interesse primario se concentra em obter .o campo de
velocidades. Assim, ¢ pode assumir o papel das componentes u e v.
Integrando a Eq.(8.1) sobre um volume de controle elementar AV no instante
(t+At) obtém-se que |

t+At t+At
a¢ - t+At _
MP[aT]P + [Je J, +d - Js] s L A v = 0 (8.2)
onde J denota a soma dos fluxos difusivo e convectivo de ¢ na face do

volume de controle indicado pelo subscrito e L[ ] denota uma aproximagéo

numérica do termo entre colchetes. Se a derivada temporal ¢é aproximada
por
t+At t
[a¢] tebe - % (8.3)
ot P Ac
a Eq.(8.2) resulta
M t+At P%
P t+At - - ¢ Lt +AL - t 8.4
4t %p +[Je 3, I JS] + L[P"] AV = - ¢ (8.4)

Como Jj& comentado no Cap.4, a solugo da Eq.(8.4) requer a
linearizagfdo dos termos convectlvos. Isso normalmente é alcangado tomando
o fluxo convectivo como o produto de um fluxo de massa, avallado com
_ valores prévios do campo de velocidades, vezes a incégnita ¢. Para obter
as equagdes algébricas, os valores de ¢ e suas derivadas nas faces dos
volumes de controle devem ser expressos como uma fungdo dos valores de ¢
nos centros dos volumes de controle. E ainda necessério fornecer a
presséio que esta presente na Eq. (8.4) para que-a solug8io possa ser obtida.
O procedimento usual de solug#io envolve: 1) um campo de pressdes em (t+At)
é estimado (normalmente o préprio campo de pressdes em t); 1ii1) através da
solugéio da Eq.(8.4) para ¢ = u e ¢ = v novos campos para u e v em (t+At)
s@o determinados para o campo de pressdes estimado; 1ii) com este novo
campo de velocidades os erros locais na conservagio da massa s@o obtlidos;
iv) uma equagfio para a correG¢io na pressdo & construida tendo como termo

fonte os erros localis na conservacio da massa, e v) com o novo campo de
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pressées o procedimento de solugfio retorna ao item i) até que uma
convergéncla especificada seja alcangada. Ao final deste processo, o
campo de pressdes obtido gera através das equacdes da quantidade de
movimento campos de velocidades u e v que conservam a massa. Iteragdes
séo alnda necessarias para atualizagio dos coeficientes e avangar a

solugdo no tempo.

8.3 - A FORMULAGAO SEGREGADA EM FORMA DELTA

Integrando-se a Eq.(8.1) sobre um volume de controle elementar

no instante t obtém-se

t t
a¢ _ - t =
Mp[a—t—] + [Je RN JS] +LPtav=0 (8.5)

Subtraindo a Eq. (8.5) da Eq. (8.2) resulta que

a : ? i
- - AV =0 (8 .6 )
MP 3t A¢P + AJ AJ + AJ AJ _+ L{AP"] |

onde o operador A, J& definido no Cap. 6, quando aplicado a ¢ significa

t+At_ t ' (8.7)

Ap = ¢ )

Empregando novamente o esquema implicito de primeira ordem para
discretizagio da derivada temporal, a variaglo temporal de ¢ pode ser

escrita como

= 8 8 4t 8.8)

Adp = At[ 3t 4 * 5t "’p] (
A Eq.(8.8) é equivalente & Eq.(8.3) adotada na formulagdo
convencional e é a mesma Eq.(6.6) particularizada para 6 = 1 e § = 0. Se
o primeiro termo dentro dos colchetes é substituido pelo obtido na

Eq. (8.6) e o segundo pelo obtido na Eq.(8.5), a Eq.(8.8) resulta
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Mp

= - - 1AV =
5T A0p * AJ - AJ + AJ - AJ_+ LIAPT]AV =

t . :
-[J-J+J-—J] - Liaf?tav (8.9)
e W n S

Adotando o mesmo procedimento de linearizagdo da formulagfo

convencional, a Eq.(8.9) pode ser posta na forma

- - - - = - ¢
apbép - a bd - a AP, - a Ad a Mg = - LIAP"]AV + (RHS}, (8.10)

onde
' t ¢t
{RHS}P =~ [J~-~J+J-J ] - LIP"] AV (8.11)
e W n s
E importante destacar que {RHS} corresponde a dlscretizagfio da
parte estaclonaria da equagéo diferencial. Além disso, é um termo

explicito pols depende apenas de campos no instante t. Desta forma, desde
que se tenha disponivel um campo estimado de pressdes em (t+At), o lado
" direito da Eq. (8.10) pode ser avaliado e a variacéio de ¢ (A¢) pode ser
determinada. Nesta formulacio a estimativa de pressiio em (t+At) para
determinar u e v em (t+At) & uma questiio andloga a da formulagéo
convencional. Se o ciclo iterativo necessario para o tratamento do
acoplamento press&o-velocidade é realizado apenas uma vez e se a presséo
estimada em (t+At) é igual a pressio em t, automaticamente AP¢ desaparece
do lado direito da Eq.(8.10). Assumiremos que esse ¢é o procedimento

adotado.

A Eq.(8.10) completa a formulagdo segregada em forma delta. As
incégnitas s@8o as varliagdes temporais Au e Av. Quando o {RHS}, que
corresponde A discretizagio da parte estaclonaria da equagio diferencial
se anula, significa que o regime permanente fol atingido. Nesse caso, a

solugéio da Eq. (8. 10) resultara em variagdes temporais A¢ também nulas.

8.4 - ALGUMAS VANTAGENS DA FORMA DELTA

O sistema de equagdes dado pela Eq.(8.10) em representagéo

matricial assume a forma
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[Al{A¢} = {RHS} (8.12)

Como Jja4 comentado, quando a solucdo de regime permanente ¢
atingida o {RHS} se anulard e isso implica que a parte estacionaria da
equagdo diferencial estara satisféita. Resolver a Eq.(8.12) significa
avangar a solugfio a partir dos campos iniciais para o regime permanente.
Portanto, a solugfio de regime permanente depende apenas das aproximagdes
envolvidas na avaliag8o do {RHS} e independe totalmente da forma de

avaliagdo dos coeficientes a a ... da Eq.(8.10) e que compde a matriz

P'
[A] da Eq.(8.12). Baseado nisso, a forma delta apresenta algumas

vantagens, relatadas a seguir, sobre a formulagfo convencional.

Os esquemas numéricos adotados para aproximar os fluxos difusivo
e convectivo nas faces dos volumes de controle na avaliag@o  dos
coeficientes da Eq.(8.10) pode ser diferente dos adotados na avaliaglo do
{RHS}. Por exemplo, esquemas de quarta ordem podem ser empregados na
avaliagdo do {RHS} mantendo-se o esquema de segunda ordem na avaliag@o dos
coeficientes. Se o processo iterativo convergir para a solugdo de regime
permanente esta apresentara melhor qualidade mantendo a estrutura
pentadiagonal da matriz dos coeficientes [A]. Deve-se menclionar que no
método de Beam e Warming [17] descrito no Cap. 6, ¢ usual Iintroduzir
termos dissipativos de quarta ordem no {RHS} mantendo a aproximagdo de
segunda ordem para a parte implicita. Em problemas que a viscosidade seja
varidvel com a temperatura, ou mesmo problemas que envolvem escoamentos
turbulentos, a forma delta possibilita que, por exemplo, valores médios
sobre todo um volume sejam empregados na avallagBio dos coeflcientes e
inclusive que assim permanegam por algumas iteragdes. E claro no entanto
que as variagdes temporais calculadas através da solugéo da Eq. (8.12)
devem contribulr para que a solugfio se dirijJa para o regime permaneﬁté.
Assim, as aproximagdes envolvidas no célculo dos coeficientes podem

comprometer evidentemente a convergéncia do processo.

Diversas experiéncias numéricas bastante simples foram
conduzidas relaclonadas com a avaliacgfio diferenciada das partes implicita
e explicita da Eq.(8.12), duas das quais serdo aqui relatadas. Esses
testes envolveram a solugdo do bem conhecldo problema do escoamento no
interior de uma cavidade quadrada provocado pelo movimento de uma de suas
faces. Fol empregada uma malha 10X10, o método SIMPLEC [43] para
tratamento do acoplamento pressfio-velocidade e o MSI [35]) para a solugao

dos sistemas de equagdes lineares. Esse problema tem como parametro o
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numero de Reynolds definido em fungdio da velocidade da parede.

No primeiro teste, usando Re = 100, todos os termos convectlvos
presentes nos coeficlientes foram desprezados. A parcela difusiva dos
coeficlentes e toda parte explicita foram aproximados usando e esquema de
diferengas centrais (CDS). A solugdo convergida, para o mesmo critério de
convergéncia, fol obtida em 43 iteragdes contra 52 quando oé coeflicientes
séo ‘'corretamente’ avaliados. Deve-se enfatizar que as solugdes sé&o
absolutamente idénticas J& que a solugdo de regime permanente &

independente dos coeficientes.

Usando Re = 10000, os termos difusivos foram eliminados dos
coeficientes. A solugdo convergida fol obtida em 1740 iteragdes contra
1733 quando esses terhos s8o mantidos. Se o esquema UDS (Upstream

Differencing Scheme) ¢é aplicado para avallar os termos convectivos dos
coeficlentes e o {RHS}, estes numeros se reduzem para 215 e 214 respec-
tivamente. Note que na formulagfio convencional, a ndio lnclusfo dos termos
difusivos nos coeficientes implica em ter no interior da cavidade um

fluldo que n3io 'sente’ o movimento da parede e portanto nido se movimenta.

Outra qualidade que deve ser atribuida a forma delta esta
relacionada ao processo de solugfio dos sistemas de equagdes lineares, como
o representado pela Eq.(8.12). No Cap. 6, dedicado ao esquema de Beam e
Warming, fol ressaltado que a solugsio do sistema de equagdes llneares era
implementada de forma nfio iterativa empregando um processo de fatoragéo
aproximada. Esta é inclusive uma das caracteristicas do esquema de Beam e
Warming a qual é atribuida grande importancia. No Cap. 9 deste trabalho
esse esquema de fatoracdo aproximada sera aplicado aos métodos segregados
de solugio das equagdes diferenciais e seus resultados analisados.
Embora, como serad demonstrado, o processo de fatoragfio aproximada seja
andlogo a alguns dos procedimentos de solugfio J& empregados no ambito dos
métodos de solugdo segregada, serd demostrado também que a forma delta

facilita a implementagéo desse processo.

Por ultimo, a forma delta ¢é menos suscetivel a erros de
arredondamento (erros de maquina). Imagine uma situag@o em que os campos
inicials sejam a solugcdo exata da parte estaclonaria das equagles
discretizadas. Nesse caso, o vetor {RHS} resultara nulo e as variagdes
temporais de A¢ resultardo também nulas independentemente dos erros de
arredondamento envolvidos no processo de soluciio da Eq.(8.12). Na
formulag@io convenclonal mesmo que os coeficientes e o vetor independente

sejam calculados com campos que sejJam exatamente a solug8o das equagdes
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discretizadas, durante o processo de solugdo os campos podem, dependendo
do algoritmo adotado, ser contaminados por erros de arredondamento.
Deve-se mencionar que na formulag8o convencional, a equagdo da conservagéo
da massa, representada pela equagdo de P', estad numa forma equivalente a

forma delta.

8.5 - COMENTARIOS SOBRE A QUESTAO DA POSITIVIDADE DOS COEFICIENTES

No segundo teste descrito na secg@o anterior, referente ao
namero de Reynolds igual a 10000, chama a atengfio o fato de a solugéio ter
convergido com aproximadamente 1700 iteragdes quando o esquema CDS ¢
adotado contra 200 referentes ao esquema UDS. Especificamente nesse
problema da cavidade quadrada estudos de refino de malha demostraram due
as solugdes obtidas via CDS s&o de melhor qualidade que as obtidas via
. UDS. Ainda relacionado a esse resultado, podemos ser tentados a
Justificar a diferenga entre o numero de iteragdes dizendo que no esquema
UDS todos os coeficlentes s@io positivos e que no CDS n&io ha, nesse caso,
nenhuma predominacia de sinal. A formulacdo em forma delta permite no
entanto que um interessante teste possa ser conduzido. Por que néo
avaliar os coeficientes usando UDS, resultando todos positivos, e avaliar
o {RHS}) usando o CDS, tendo assim uma solugBo isenta de dlssipagéo
artificial? O resultado desse teste demonstra que as mesmas 1700
iteragdes s@o consumidas para se obter a solugdo. Por outro lado, se o
{RHS} ¢é avaliado usando o UDS as mesmas 200 lteragdes s&o consumidas,
independentemente da forma como os coeficientes s&o avaliados. Portanto o
esforgo computacional n3o depende da positividade dos coeficlentes mas
depende apenas do {RHS}). Na verdade, a baixa taxa de convergéncia
apresentada quando o CDS é usado para avallar o {RHS} deve ser atrlbulda
ao fato de que o esquema de derivadas centrais ndo prové os efeltos
dissipativos necessarios para a atenuagiio dos erros e osclilagdes
apresentados pelos campos durante o processo de solug8o. J& o esquema UDS
por ser de primelra ordem é fortemente disSlpativo e é equlvalente ao
esquema CDS adicionado de uma dissipaqao'artificial ndo linear de segunda
ordem [64][22]. Assim, a recomendag@io usual de que todos os coeficlentes
devam ser sempre positivos nfio ¢ exatamente correta. O importante é ter
nas equagdes discretizadas efeitos dissipativos que promovam rapida

convergéncia sem deteriorar a solugéo.
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HA no entanto algumas situagdes em que a positividade dos

coeficlentes ¢ necessaria. E bem conhecido [1] que métodos de solugdo dos

sistemas de equagdes lineares com caracteristicas explicitas
(ponto-a-ponto, linha-por-1linha) podem divergir na presenga de
coeficlentes negativos. Experiéncias realizadas na solugdo do problema

envolvendo a cavidade quadrada sempre divergiram para altos numeros de
Reynolds quando tais métodos foram empregados na solugio de qualquer uma
das equagdes de conservagio da quantidade de movimento. Se no entanto
estas equagdes s&o resolvidas via MSI [35] e a equag8io para P’ é resolvida
por uma técnica ponto-a-ponto, nfo se manifestam problemas de convergéncia
J4 que a equagBio de conservagio da massa sempre apresenta coeflcientes

positivos.

Alguns métodos para tratamento do acoplamento pressé@o-velocidade
também divergem na presenga de coeficientes negativos. No método PRIME
(PRessure Implicit Momentum Explicit) [10], as velocidades que aparecem na
equagio da conservagdo da massa sf0 substituidas por expressdes derivadas
das equagdes da conservagéo da quantidade de movimento, gerando uma
equagdo do tipo de Poisson para a pressfo. Tal procedimento & equivalente
a uma solugdo iterativa tipo ponto-a-ponto das equagbdes de conservagdo da
quantidade de movimento onde, ao final de cada iteraglo, as velocidades
sd0 corrigidas de forma a satisfazerem a restrigio de conservagdo da
massa. Todas as tentativas de solugdo do problema da cavidade quadrada
para alto numero de Reynolds usando-se o CDS também divergiram quando o
método PRIME foi aplicado. O método SUMMIT (13}, uma variante do PRIME,

deve com certeza apresentar o mesmo comportamento.



8 - O PROCESSO DE FATORACAO APROXIMADA

9.1 - INTRODUGAO

Quando uma formulagio implicita é aplicada para tratamento do
transiente, o processo de calculo do campo de escoamento envolve a solugdo
de sistemas de equagdes lineares. Por exemplo, se a metodologia numérica
segregada proposta no Cap. 7 deste trabalho & aplicada, € necessaria a
solucdo de um sistema de equacdes lineares para a determinagéo da
componente u do vetor velocidade, um para a componente v, um para a
corregio do campo de pressdes P’ e, finalmente, um outro para a
temperatura. Via de regra, cada sistema deve ser resolvido pelo menos uma
vez em cada intervalo de tempo. Em problemas tridimensionais ou
turbulentos ou que envolvam reagdes quimicas entre outros, novos sistemas
de equagdes llneares devem ser adiclonados =aos quatro anteriormente

citados.

Em problemas tridimensionais, ou mesmo bidimensionais com malhas
refinadas, a solugfo direta n3o iterativa desses sistemas de equagdes ¢é
inviavel. Os métodos iterativos mais empregados evoluiram desde técnicas
ponto-a~-ponto (Jacobi, Gauss-Seidel, SOR), técnicas linha-por-linha até
procedimentos fortemente implicitos como o SIP [75]), o MSI (35] [76] [77]
e as variagdes do MSI propostas por Peric [78]. Com a crescente difus&o
de processadores vetorials, é provavel que estes ultimos procedimentos,
por se constituirem em algoritmos com elevedo grau de recursividade, sejam

progressivamente abandonados em favor das técnicas ponto-a-ponto ou de
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técnicas linha-por-linha [78]. Esforgos vem sendo conduzidos no sentido
do desenvolvimento de novos métodos de solugdo adequados a arquitetura dos

computadores e de adaptagio dos métodos atuais ao processamento vetorial
[80]. '

Nos métodos de solugiio simultanea, como o de Beam e Warming
[17], é necessario resolver apenas um slistema de equagdes lineares por
intervalo de tempo. Em compensacgio, esse sistema de equagdes apresenta{
em representagdo matricial, a mesma estrutura que na formulagio segregada
porém com cada elemento sendo constituido por uma sub-matriz de ordem
igual ao numero de variaveis dependentes. Como visto no Cap.6 deste
trabalho, a solugdo desse sistema de equagdes é imﬁlementada de forma ndo

iterativa através de um processo de fatoragio aproximada.

Neste capitulo, inicialmente o processo de fatoragéo aproximéda,
como aplicado no esquema de Beam e Warming, sera adaptado aos métodos de
solugdo segregada. Essa adaptacio seguird basicamente o mesmo
procedimento empregado no Cap. 6. As diferengas se referem ao processo de
linearizagio e de integragdo das equagdes diferenciais que seguirfio os
prihcipios apresentados nos Caps.3 e 4 referentes as metodologias
segregadas em volumes finitos. A seguir um outro processo de fatoragéo
aproximada desenvolvido no presente trabalho, na verdade um caso
particular da técnica linha-por-linha de uso bastante difundido, sera
exposto. Os erros introduzidos na fatoragfio serio analisados sob a 6tica
de volumes de controle. Por ultimo, os dois processos de fatoragéo
aproximada  seréo aplicados em alguns problemas bidimensionals
incompressivels e os resultados comparados com os obtidos através do
procedimento MSI [35].

9.2 ~ UM PROCESSO DE FATORAGAO APROXIMADA APLICADO AO OPERADOR DIFERENCIAL

Por simplicidade, considere novamente a Eq.(8.1), repetida
abaixo, valida para um escoamento bidimensional laminar incompressivel de

um fluido com propriedades fisicas constantes

2 2
K 3 8 __ b P |89 8¢
3t (PP) + z; (pug) + 5y (pvg) = = P" + T 5;5 + ;;E (9.1)

Explicitando a derivada temporai nesta equagdo e aplicando a
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expressfo resultante nos instantes t e (t+At) obtemos respectivamente que

t
P 2 2
= (p¢)t =1- 2 (pug) - 2 (pve) - pP .9 292,99 (9.2)
at ax 8y 2 2
ax dy
e
. t+At '
8 A '
AT (p¢)t+ to- 8 (pug) - LA (pve) - p? .+ ro 6¢,89 (9.3)
ot ox dy 2 2
ax 8y
Subtraindo a Eq.(8.2) da Eq.(9.3) resulta
3 a 8 ¢ 8° 8°
s Alpg) = - = Alpug) - 2 alpvg) - AP? + 1P & ag + & ag (9.4)
at Ix 3y 2 2 ,
ax dy
onde o operador A ¢é como definido na Eq.(6.7). Aplicando para a

discretizagéo da derivada temporal a mesma Eq.(6.6) particularizada para @

= 1e & =0, obtém-se que

2 2
8 a
Alpg) = at|- % Alpug) - aa—y A(pve) - aP® + r¢[ 2 ap + 2 A¢H +

ax ay
t
8 8 (pvg) - PP 4 p#| 20, 370 (8.5)
+ At]- — (pu¢g) - — (pveg) - + v —T .
ax 8y 6x2 ay2

A Eq. (9.5), que deve ser resolvida segregadamente para o célculo
de A¢, apresenta uma série de n#io-linearidades. No Cap.4 fol discutido o
processo de linearizag8io que consiste em fatorar as n8io-linearidades no
produto de um coeficiente avaliado com campos estimados, ou de uma
iterag@o prévia, pela incégnita.- Aplicando esse mesmo processo de
linearizagéo & Eq.(9.5) e assumindo, assim como no Cap.8, que a estimativa
inicial para o campo de pressdes em (t+At) é o préprio campo existente em
t, resulta que

2 2
Ap + At g; (puag) + g; (pvag) - F¢[ '25 Ap + 2 a¢ 11 = RHS (8.8)

P 8x ay2

onde
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t

k) : o _ o 3% , 8%
3x (pug) + 3y (pve) + P r ;;5 + ;;E (9.7)

_ At

RHS —
)

A Eq.(9.8) pode ser escrita na forma de um operador aplicado a
variavel A¢ resultando

t
(88 (n 2] § (o rg) uemm o

_ E bastante interessante a esta altura comparar a Eq.(9.8) com a
Eq. (6.18). A Eq.(86.18), referente a uma metodologia simulténea, é na
verdade um sistema de quatro equagdes a quatro incégnitas. Na Eq.(9.8) a
matriz identidade é portanto substituida pelo escalar 1. Na Eq.(6.18), as
componentes do vetor q assumem sempre o papel de uma propriedade
conservada por unidade de volume: massa por unidade de volume, quantidade
de movimento por unidade de volume e energia total por unidade de volume.
Na Eq.(8.8), a variavel genérica ¢ represénta sempre uma propriedade
conservada por unidade de massa: massa por unidade de massa, quantidade de
movimento por unidade de massa e energia por unidade de massa. As
matrizes jacobianas A e B presentes na Eq.(6.18), originadas do processo
de linearizag8o via Newton-Raphson, s&o na Eq.(8.8) substituidas pelos
escalares (pu) e (pv) respectivamente. Por ultimo, na Eq.(6.18) as
derivadas segundas n#io est@io presentes porque os termos difusivos foram

excluidos das equagdes diferenciais.

Se o mesmo processo de fatoragio aproximada aplicado no esquema
de B&W é aplicado a Eq.(9.8) esta resulta em

{1 + A—:[ -a%[pu - r""%]]} {1 + %[ ‘%[pv - rﬂ%}]} 8¢ = RHS  (9.9)

que difere da equagéo original pelo termo adicional

2
{ %2-‘%—([pu - I‘¢56;] a—ay—[pv - l'{%]} A¢ (8.10)

*
Esta equag8io é andloga a Eq.(6.20). Se definirmos A¢ através
de
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Aty 8 ( , _ 98 s Ad
{1+ p[ay[pv ré?]]}“'“’ (9.11)

a equagdo Eq.(9.11) resulta

{8l - &)} o

. Se a Eq.(9.12) ¢ multiplicada por (p/At) e integrada, de acordo com as

RHS (9.12):

técnicas descritas no Cap. 3 sobre um volume de controle elementar

centrado em P resulta

» »* *»* s
aPA¢P - aeA¢E - awA¢w = L[RHS]AV (9.13)
onde
- = .5 ®
a, = Me(1/2 ae) + Ber Ay/Ax .
(9.14)
- Y ~ % ®
a = Mw(1/2 + aw) + BwF Ay/AXx
aP = ae + aw + MP/At

e L[RHS]AV indica o resultado da integracdo aproximada de RHS.

A solugio do problema dado pela Eq.(S8.13) pode ser facllmente
obtida através da aplicagfio do TDMA [1]). Conhecido A¢'. a Incégnita A4¢
deve ser determinada através da solugiio da Eq.(9.11). Multliplicando essa
equagdo por (p/At) e integrando novamente sobre um volume de controle

elementar centrado em P obtém-se que

»
- - = 9.15
aPA¢P anA¢N asA¢S MPA¢P/At ( )
onde agora

MGz -a) s Bt
Mn(1/2 an) + BnF Ax/by

a =
n

= ) o 5 r? 9.16
a_ = Ms(1/2 + as) + BSF Ax/By (9.16)
aP = an + as + MP/At

Mais uma aplicagiio do TDMA a Eq. (9.15) gera o campo desejado A¢.
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O processo descrito acima é exatamente equivalente ao processo
de fatoragédo aproximada normalmente aplicado nos métodos de solugfo
simulténea. Os resultados de sua aplicagdo a um problema incompressivel
serdo discutidos ainda neste capitulo. Antes porém sera exposto um outro

processo de fatoragfio aproximada.

8.3 - UM PROCESSO DE FATORAGAO APROXIMADA APLICADO AS EQUAGOES
DISCRETIZADAS

Na secgl8io anterior, um operador diferencial bidimensional fol
fatorado no produto de dois. operadores unidimensionais e cada um desses
operadores discretizados independentemente. Consequentemente, a parte
implicita das equagdes, responsavel pelo célculo da varlag@io temporal A¢,
resultou a mesma que a da solugBo de dois problemas unidimensionalis.
Deve-se notar inclusive a existéncia de dois coeficientes aP, dados pelas
Eqs.(S.14) e (8.16), um para cada direcgfo. Na presente secgfio sera
abordado outro processo de fatorag8io aproximado que atua J& sobre o
sistema de equagdes algébricas, isto ¢é, as equagdes diferenciais Ja

discretizadas.

No Cap.8 fol demonstrado que o sistema de equagdes originado

pela Eq.(9.1) pode ser escrito em forma delta resultando

- * * * * (9 17)
aphdp = 2 bpp — 2 A¢, - a Ady - aldg = b :
onde
» M'P » * * »* *»
ap = ag + -t e a, = a, ta + a, +a (8.18)
. Se a Eq.(9.17) ¢ dividida por ap resulta
- - - - = .19
A¢P aeA¢E awA¢w anA¢N aSA¢S b (8.19)

onde os coeficientes sem o superindice * denotam os mesmos coeficientes da

Eq. (9.17) divididos por ap.

Por simplicidade, considere o caso em que o dominio tenha sido
discretizado pela malha 3x3, sem o uso de volumes ficticios, mostrada na

Fig. S.1
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Figura 9.1 - Uma malha hipotética 3x3.

O sistema de equagdes dado pela Eq.(9.19) pode ser representado

pela equagédo

[Al{Ag} = {b}

onde matriz [A] assume a forma

-

1 -a -a
e n
-a 1 -a -a
\" e n
-a 1 -a
W n
-a 1 -a -a
s e
[A] = -a -a 1 -a
s W e
-a -a 1
s W
-a 1
s
-a -a
s
-a
L S

Um processo de fatoragdo aproximada para

-a

n

-a

-a

e

1 -a

e

-a 1

W
esse

(9.20)

(9.21)

problema pode ser

estabelecido se substituirmos o problema original, Eq.(9.20) pelo problema

[Ax][Ay](A¢) = {b}

onde

(9.22)
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[A) =

[Ay] =

-a

-a
e
1 -a
e
-a 1
W
1
-a
-a
1
1
1
-a
s
-a
s
-a

W
Se definirmos {A¢ } por

a Eq. (9.22) resulta

que pode ser resolvida através da aplicagéo do TDMA.

-a
e .
1 -a
-a 1
W
-a
n
-a
n
1
1
-a
s
-a
s

{Ag } = [Ay]{A¢)

*
[Ax]{A¢ } = {b}

Eq. (9.25) permite o céalculo de A¢ de forma similar.

processo de fatoragio aproximada também ndo reproduz o problema original

dado pela Eq.(9.19]).

Obviamente,
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(8.23)

(8.24)

(9.25)

(9.26)

A seguir, a

este

Se o produto das matrizes [Ax] e [Ay] é efetuado,

verifica~se que o problema realmente resolvido é representado pela equagao

A¢P -

* a2 bdee

aeA¢E -

awA¢w -

*anaAdny t 2800y * a3 Adg = b

anA¢N -

asA¢S +

(9.27)
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A presenca na equagfio discretizada de valores de A¢ nos volumes
NE, NW, SE e SW ¢ tipica de problemas que envolvem derivadas cruzadas na
equagdo diferencial governante (que niio ¢ o caso). Tal situagio é analoga
ao que ocorre quando o processo de fatoracfio aproximada ¢ apllcédo ao
operador diferencial. A Eq.(6.24) (referente a solucio simulténea) e a
Eq. (9.10) (referente a solugdo segregada) mostra que os termos adicionals
envolvem derivadas cruzadas, inexistentes nas equagdes diferenciais

originais.

9.3.1 - INFLUENCIA DOS TERMOS ADICIONAIS

Deve-se relembrar que o processo de fatoraqéd aproximada ¢
empregado para a avallagdo das variagdes temporais das propriedades
conservadas. Na formulagéo em forma delta, a solug@o de regime permanente
ndo ¢ afetada pelas aproximagdes envolvidas na fatoragéo. 0 que pode
ocorrer, e de fato geralmente ocorre, & que sob certas condigbSes o
processo de solugfo divirja ou consuma mals lteragdes para que a solugéo
de regime permanente seja alcangada. Imagine por exemplo que o processo
de fatoragio aproximada seja empregado na soluglio das equagdes da
quantidade de movimento. Isso significa que/os campos obtidos de u e v
nio satisfazem exatamente as equagdes discretizadas da conservagdo da
quantidade de movimento. Esses campos serfio ent8o empregados (na
formulagéo segregada) para o calculo dos residuos na conservagéo da massa
em cada volume de cohtrole. A seguir ¢é calculado um novo campo de
pressdes que participarid, na proéoxima lteragio, no lado direito da
Eq. (9.20). Mesmo que os campos de velocidade nfio estejam contaminados por
erros, esse processo iterativo estd normalmente submetido & restrigdes de
passo de tempo. Parece claro que se os campos u e v forem muito afetados
pelos erros introduzidos na fatoragio, com a consequente propagagido desses
erros para o campo de pressdes que por sua vez realimenta os novos campos

de u e v, o processo torna-se mals suscetivel a divergéncia.

Para que os erros introduzidos pela fatorag@o sejam pequenos
devemos assegurar, de acordo com a Eq.(8.27), que os produtos dos

ceficlentes a a , a a, aa e aa sejam pequenos e que portanto os
s e s w ne nw

proprios coeficientes as, ae. an e aw ndo seJjam grandes. Através de

simples manipulagdes algébricas da Eq.(9.18) é facil verificar que esses

coeficientes obedecem a relagéo
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M,

ae+aw+a.n+a +m=1 (9-28)

P P
Portanto, admitindo-se que os coeficientes sejam todos
positivos, eles tendem a zero quando At tende a zero. Como os termos

adicionals envolvem o produto de dois coeficientes, o erro da fatoragéo

aproximada ¢ proporcional a at? o que vem a concordar com as Eqgs.(6.20) e
(9.10).

9.4 - EXPERIENCIAS NUMERICAS

Os dois processos de fatoragio aproximada descritos nos itens
9.2 e 8.3 foram aplicados na solugio do problema do escoamento no interior
de uma cavidade quadrada provocado pelo movimento de uma de suas faces. O
primeiro processo, em que a fatoracdo é aplicada ao operador diferencial
. seréa referenciado com ADI1 enquanto o segundo, aplicado as equagdes Jja
discretizadas, de ADI2. ' Inicialmente, tanto o ADI1 como o ADIZ foram
aplicados apenas na solugfio das equagdes da conservagfio da quantidade de
movimento. Na equagio da conservaglo da massa manteve-se o MSI [35]. Em
todos os testes os campos inicials de u, v e P foram assumidos iguais a
zero e fol observado o numero de iteragdes para que a solugdo satlisfizesse

o0 critério de convergéncia dado por

| du]

u

107° (9.29)

1A

wall

onde uwall ¢ a velocidade da parede mével, em fungido do intervalo de tempo

*
adimensional At definido por

At u
Attt = ____L&“_ (9.30)

Para tratamento do acoplamento pressfo-velocidade foi aplicado o método
SIMPLEC [43]. Experiéncias foram reallzadas variando-se ainda os

seguintes fatores:

Malha - 10x10, 20x20 e 30x30
Numero de Reynolds - 100, 1000 e 10000
Esquemas de interpolag@o - CDS e UDS
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A apresentacéio completa de todos os resultados demandaria um
grande volume de tabelas ou figuras. Assim, optou-se pela
apresentagfio apenas de alguns casos extremos. As Figs. 9.1 e 9.2 mostram
o 2ﬁmero de iteragles para que a convergéncia seja alcangada em fungido de
At obtidos com o esquema UDS para a malha 10x10, Re = 10000 e para a
malha 30x30, Re = 100 respectivamente.

m

O

O

O

O

|-

b

~

o

“Cs

o

Z
0 N B S B A A S I N R B B LI e s |
0.00 0.50 1.00 1.50 2.00

At

Figura 9.1 - Comportamento dos processos ADI1 e ADI2 para
malha 10x10, Re = 10000 e esquema UDS.

A Fig.9.1 mostra um desempenho quase idéntico entre os processos
ADI1, ADI2 e MSI. Nesse caso, os dois processos ADI sfio vantajosos pols o
consumo de tempo por iteraglio em relagBio ao MSI é cerca de 30% menor (para
processamento escalar). Ja a Fig.9.2 mostra que o ADI1 tem comportamento
idéntico ao MSI até At' em torno de 0.12. A partir dal o namero de
iteragdes cresce rapidamente. Os outros resultados obtidos para o esquema
UDS permitem identificar claramente que o desempenho dos processos ADI se
aproxima do MSI quanto maior o numero de Reynolds e mais grosseira a
malha. Entre os casos testados portanto, as Figs.9.1 e 9.2 representam os
que os processos AD] apresentam o melhor e o pior desempenho. Além disso,

todos os resultados confirmam, como esperado, que os trés processos
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Figura 9.2 - Comportamento dos processos ADI1 e ADI2 para
malha 30x30, Re = 100 e esquema UDS.

resultam no mesmo numero de iteragdes quando At' é pequeno. E
interessante o fato que para At‘ baixos, o ADI1 se aproxima mals do MSI
que o ADI2, mas em todos os testes o comportamento do ADI1 acaba se
deteriorando conforme At' aumenta.
A aplicagsio do esquema CDS se constitui num teste muito mals
severo pois pode conduzir o processo iterativo de solugiio a divergéncia
~mesmo quando o MSI ou métodos diretos (nd3o iterativos) de soluglo sé&o
adotados. = Essas dificuldades s#o consequéncia de dois fatores
independentes. Em primeiro lugar, o esquema CDS é ndo dissipativo. Isso
significa que se por exemplo uma perturbaglio ¢é propositadamente
introduzida no campo de ¢ durante o processo iterativo, essa perturbagédo
pode crescer ou se propagar para outras regides do dominio "gerando
osclilagdes. O mesmo pode acontecer inclusive cdm os erros de maquina
(erros de arredondamento) que também representam uma perturbagdo na
solugdo exata das equagdes discretizadas. Quando o numero de Reynolds dé
malha é baixo, a prépria difusfo presente no escoamento se constitui num
mecanismo para atenuaqio. desses erros, porém para altos numeros de
Reynolds a probabilidade de que o processo iterativo divirja é grande.
Por esse motivo, apenas em alguns problemas de interesse mais académico do

que pratico o esquema CDS é aplicado. Em problemas reals, ou esquemas que
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envolvam alguma forma de 'upwinding’ sdo aplicados ou termos dissipativos
artificiais sdo acrescentados as equagdes diferenciais. Em segundo lugar,
o0 uso do esquema CDS gera matrizes mal condicionadas. No esquema UDS,
como Ja& comentado, todos os coeficientes da Eq.(9.28) s#o positivos e
portanto todos menores que 1 (tantos menores quanto menor o intervalo de
tempo At). No esquema CDS os coeficientes podem assumir valores positivos
ou negativos e com valor absoluto muito maior que 1. Tal fato inviabiliza
a utilizaclo de métodos de solugiio predominantemente explicitos (como as
técnicas ponto-a-ponto) para a solugdo dos sistemas de equagdes lineares,

quando o esquema CDS ¢ empregado.

Para os esquemas ADI1 e ADI2, o uso do esquema CDS produz
- consequéncias mais dramaticas. Como os erros gerados pelo processo de
fatoragé@o sdo proporcionais ao produto de dois coeficientes, a existéncia
de coeficientes malores que a unidade agrava mais a situagdo. As Figs.9.3
e 9.4 mostram o comportamento dos esquemas ADI para a malha 20X20 e Re =
100 e Re = 1000 respectivamente. Para Re = 100, o ADI2 ainda opera
adeqﬁadamente para toda a faixa de At* investigada enquanto o ADI1 ja
provoca divergéncia para valores de At* maiores que 0.4. Com o aumento do

numero de Reynolds o desempenho dos dois esquemas se deteriora.
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Figura 9.3 - Comportamento dos processos ADI1 e ADIZ2 para
malha 20X20, Re = 100 e esquema CDS.
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Figura 8.4 - Comportamento dos processos ADI1 e ADI2 para
malha 20X20, Re = 1000 e esquema CDS.

8.4.1 - APLICAGAO DA FATORAGAO APROXIMADA A EQUAGAO DE CONSERVAGAO DA
MASSA

Na secgdo anterior foram apresentados resultados da aplicagdo do
ADI1 e ADI2 na solugfio das equagdes da quantidade de movimento. Alguns
poucos testes foram realizados com a aplicagdo do ADI2 também na solugdo
da equagdo da conservagio da massa. A expectativa de que o desempenho
deveria ser prejudicado se confirmou totalmente. Ou a solugdo diverge
para valores de At.“l mais balxos do que antes ou consome mals iteragdes
para que a solugdo de regime permanente seja alcangada. Alguns desses

resultados podem ser vistos em [21].

Essa queda de eficliéncia era esperada J4 que ao aplicarmos o
ADI2 na solugdio da equagBio para a pressfio estamos produzindo, durante o
transiente, campos de velocidade que n3o conservam a massa. Portanto,
mais um erro, antes inexistente ou pequeno (depende do critério de
convergéncia aplicado na solugdo via MSI) estd agora se superpondo aos

originados pela aplicag8io do ADI2 as equagdes da quantidade de movimento.

Finalmente, deve-se ressaltar que, para o problema fisico em
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quest&@o, com as malhas empregadas e a adog&io do método SIMPLEC [43) para
tratamento do acoplamento pressdo-velocidade, os coeficientes a3, 3, a e
a_ das matrizes [Ax] e [Ay] s@o todos iguais a 0.25 independentemente do
intervalo de tempo. Mesmo assim, para pequenos intervalos de tempo, o uso
do esquema ADI2 nos 3 principios de conservagéo consome o0 mesmo numero de
iteragdes que se o MSI fosse empregado. Tal fato ndo chega a ser -
vantajoso, pois a solugio pode' ser obtida muito mais rapidamente

*
usando-se o MSI com valores mais elevados de At .

9.5 - CANCELAMENTO PARCIAL DOS TERMOS ADICIONAIS

A solugdo dos sistemas de equagdes lineares através do ADIZ2 ¢ um
processo aproximado devido a presenga dos termos adicionais presentes na
Eq. (9.27). A influéncia desses termos pode ser reduzida se na equagéo
algébrica original, Eq.(9.19), o cancelamento parcial desses termos &
conduzido antes que o processo de solugéo seja aplicado. A Eq.(9.19) ¢

entdo substituida por

A¢P - aeA¢E - awA¢w - anA¢N - asA¢S +

- = 9.3
® (asaeA¢SE * anaeA¢NE * asawA¢Sw * ?nawA¢Nw) b ( 1)

onde o € como um parametro de relaxagéo. Para manter a estrutura
pentadiagonal de matriz da Eq.(9.20), os valores de ¢ em NE, NW, SE e SW
devem ser expressos como funcio de ¢ em P, E, W, N e S. Se expansdes em
série de Taylor em torno de P sfo aplicadas resulta por exemplo para ¢ em

NE que
Sy =t % % (9.32)

Um ﬁrocedimento similar foi usado em [35]. A aplicacio desse procedimento
revelou resultados bastante promissores. Para a malha 10X10, para os trés
numeros de Reynolds e os esquemas UDS e CDS, o proéesso ADI2 passou a
apresentar comportamento igual ou, surpreendentemente, melhor que o MSI

mesmo adotando-se como parametro de comparagfio o numero de lteragdes.
7/
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8.6 - A FATORAGAQ APROXIMADA ADI2 X TDMA LINHA-POR-LINHA

Para a solugdo de sistemas de equagdes do tipo

ap¢P-ae¢E—a¢w—a¢N-a¢s=b (9.33)

H H s
¢ bastante comum aplicar-se iterativamente o algoritmo TDMA em linhas e
colunas do dominio [1]. Por exemplo, para a aplicagiio do TDMA ao longo de

uma linha, a equagio efetivamente resolvida resulta

apdp - a b - a ¢, =b+ an¢; + as¢; (9.34)
onde os valores com asterisco se referem aos valores disponiveis de ¢ nos
volumes N e S. Un desses valores de ¢, dependendo do sentido de
varredura, ¢ um valor recentemente calculado. Evidentemente, ha uma
grande semelhanca entre a aplicagio do TDMA em linhas e colunas e o ADI2,
semelhanga. essa parcialmente mascarada pelo fato de, como ¢é usual, a
Eq. (9.33) n3o estar escrita em forma delta. No entanto, se a Eq.(9.33) ¢
escrita em forma delta e os passos envolvidos na aplicagdo do TDMA
linha-por-linha analisados, chega-se a conclusio que o processo ADI2 ¢
equivalente (idéntico) a uma varredura do tipo Jacobi do TDMA em cada
diregdo. Entende-se aqui por varredura tipo Jacobi a situag8o em que os
valores de ¢ deslocados para o termo fonte (¢; e ¢; na Eq.(9.34)) n2o
assumem os valores que acabaram de ser calculados quando da aplicag@o do
TDMA na linha anterior. Estes valores s6 serfio atualizados depolis da

varredura cobrir todas as linhas do dominio.

9.7 - RESUMO DO CAPITULO

0 objetivo principal do presente capitulo foi traaer para o
contexto dos métodos segregados em volumes finitos o processo de fatoragéo
aproximada aplicado no esquema de B&W. A caracteristica principal desse
procésso ¢ a fatorag@o de um operador diferencial bi ou tridimensional em
um produto de operadores diferenciails unidimensionais. Portanto, o

processo de discretizagiio da parte implicita das equagdes ¢ aplicado em
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problemas unidimensionais. Em consequéncia resultam por exemplo dois
coeficientes ap, um para cada diregéo. Outra consequéncia importante e
ainda n8io mencionada & que para que tenhamos esses coeficientes ap igual
ao somatério dos coeficientes vizinhos (a menos do termo transiente) foi

necessario assumir que a conservagio da massa se dé& em cada uma das

direcgdes.

Adicionalmemte, foi proposto um outro processo de fatoracgio
aproximada, o ADI2, que ¢é aplicado as equagdes Ja discretizadas. Nesse
caso, as aproximagdes resultantes do processo de fatoragio incidem apenas
na etapa referente ao processo de solugdo dos sistemas lineares. Assim,
toda a fundamentag@o fisica envolvida na discretizagfio é preservada e a
analise dos erros envolvidos na fatoragio tendem mais para um problema de
adlgebra linear. Evidentemente o correto entendimento e interpretagéo
fisica desses erros se constitui numa ferramenta fundamental para
minimiza-los Nesse apecto, na nossa opinido, o processo ADIZ2 também

apresenta vantagens sobre o ADI1.

Alguns resultados da aplicagfio desses processos revelaram o
comportamento esperado. O passo de tempo fica limitado a valores menores
do que quando o MSI ¢é aplicado. Naturalmente essa restricdo é mais
sentida quanto menor for a dissipagfio, artificial ou nfo, presente na
equagdo diferencial ou na equagdo discretizada. Pbde-se detectar no
entanto um desempenho superior do ADI2 em relagdo ao ADII. Embora o
nimero de iteragdes consumidas pelos processos ADI resulte malor que
quando o MSI é aplicado deve-se lembrar que o consumo de tempo de CPU por
iteragdo ¢é maior neste ultimo. Essa diferenga se acentua quando
processadores vetorials sfo empregados. Assim, ¢ bastante provavel que a
aplicag@o dos processos ADI venha a substituir progressivamente métodos
fortemente implicitos, e de natureza recursiva, como MSI e outros.
Algumas experiéncias nesse sentido foram ja realizadas em problemas bi e
tridimensionais [79] e confirmaram as expectativas. Nesse contexto,
técnicas para minimizar a influéncia dos erros da fatoragdo, como

apresentada neste capitulo, passam a ter import&ncia consideravel.



10 - DISSIPACAO ARTIFICIAL

10.1 — INTRODUCAO

No método dos volumes finitos as equagdes diferenciais em forma
divergente s&o integradas sobre volumes de controle convenientemente
arranjados sobre o dominio de solug@io. Em consequéncia do procedimento de
integragdo o valor da variavel dependente e suas derivadas espaciais séo
requeridas nas interfaces dos volumes de controle. Como a variavel
dependente esta armazenada no centro do volume de controle, fungdes de

interpolagédo sé@o necesséarias para a sua avaliagdo nas interfaces.

A escolha da fungfo de interpolagio é de importéancia fundamental
na metodologia de solugido. Diversas sfo as possibilidades gxistentes e
cada uma da4 origem a uma diferente solugio numérica para o mesmo problema
fisico. Além disso, a estabilidade do método, normalmente de natureza

iterativa, ¢ fortemente dependente da fungfo de interpolagéo.

A escolha malis simples, a interpolagio linear, ndo ¢é sempre a
recomendada devido a diversas razdes. Em primeiro lugar, quando o numero
de Reynolds de malha na interface é maior que dois, o coeficiente que
conecta a variavel dependente do volume em consideragdo com o volume
adjacente resulta negativo. Se métodos iterativos de solugdo, do tipo
ponto-a-ponto por exemplo, s3do empregados ha solugdo dos sistemas de
equagdes lineares, a presenga de coeficientes negativos pode conduzir o

processo iterativo a divergéncia. Adicionalmente o esquema de diferengas
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centrais (CDS),.- como & conhecido o esquema em que a interpolagdo é linear,
ndo ¢ dissipativo, isto ¢é, ele n&o prové mecanismos extras para a
dissipag@o de erros e perturbagdes que podem ocorrer durante a solugdo,
como pode ser demonstrado através da andlise de estabilidade linear
aplicada aos operadores algébricos [64]. Em consequéncia a taxa de
convergéncia do esquema CDS é baixa e a solugdo convergida pode apresentar

oscilag8es espurias.

Para evitar esse comportamento indesejavel outros esquemas sé&o
empregados visando principalmente assegurar a positividade dos
coeficientes, independentemente do niumero de Reynolds de malha, permitindo
assim que métodos iterativos sejam aplicados na solugdo dos sistemas
lineares. Muitos desses esquemas tém a caracteristica de recuperar o CDS,
quando o numero de Reynolds de malha é pequeno, e o UDS (Upstream
Differencing Scheme) quando o numero de Reynolds de malha & grande. Para
valores intermedidrios do numero de Reynolds esses esquemas normalmente se
baseiam na solugido exata de um problema unidimensional de convecgéo e
difuséo. Devido a essa fundamentacfioc fisica envolvendo a avaliagfo da
propriedade dependente e suas derivadas nas faces dos volumes de controle,
estes esquemas sio considerados fisicamente mais consistentes que o

esquema CDS.

Como Jj& discutido no Cap.8 deste trabalho, embora a positividade
dos coeficientes seja uma condigdo suficiente para garantir a convergéncia
de processos itérativos de solucdo dos sistemas lineares, a mesma nfo esta
diretamente relacionada com a estabilidade do processo de solugdo como um
todo. Naquele capitulo, um mesmo problema fisico apresentou o mesmo
histérico de convergéncia com coeficientes positivos ou sem qualquer
predominancia de sinal. Na realidade, o que ocorre & que 0S esquemas que
visam assegurar a positividade dos coeficientes, simultaneamente adicionam
as equagdes discretizadas o que se convenciona chamar de dissipagéo
artificial. Assim, o esquema UDS normalmente produz solugbes fisicamente
realisticas, isentas de oscilagdes espurias e com altas taxas de
convergéhcia ndo porque dé& origem a coeficientes positivos mas sim porque
o esquema UDS é um esquema de primeira ordem (sob a 6tica de expansdes em

séries de Taylor) e portanto fortemente dissipativo.

Voltando agora a atengiio aos esquemas de diferengas finitas,
como o esquema de B8&W, Jja fol visto que o processo de discretizagio ¢
conceitualmente diferente. Nestes métodos as derivadas de primeira e

segunda ordem presentes nas equagdes diferenciais s@o substituidas por
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expressdes numéricas correspondentes, normalmente em forma central com o
objetivo de minimizar o erro de truncamento da aproximagdo. Para promover
a estabilidade, termos dissipativos artificiais sdo adicionados as
equagdes diferenciais. No esquema originalmente proposto por B&W, esses
termos dissipativos séo de quarta ordem e portanto ndo alteram a preciséo
formal da aproximag@o que permanece de segunda ordem. Termos dissipativos
artificials de segunda ordem sio também adicionados a parte implicita das
equagdes diferenciais sem no ‘entanto influir na solugdo de regime

permanente.

No Cap.7 foram expostos resultados que demonstram que as
solugBes obtidas para um mesmo problema fisico apresentam comportamentos
significativamente distintos quando obtidas através da metodologia em
volumes finitos proposta no presente trabalho ou quando obtidas pelo
esquema B&W (vide Fig. 7.19). Essa constataglio, as técnicas de introdugéo
de dissipag@o artificial e o préprio enfoque como a dissipagdo artificial
€ encarada nas duas familias de métodos motivaram os trabalhos do presente

capitulo.

Embora a expressfio "dissipaglo artificial” (as vezes substituida
por "difusdo numérica", "falsa difusfo", etc.) Jad tenha sido diversas
vezes empregada neste trabalho nio definimos até o presente momento o que
se entende como tal. Essa & uma questdo importante haja vista a
existéncia na literatura [1] de pelo menos duas interpretagdes distintas a

esse respeito. As duas préximas sessdes sfo dedicadas a essa questé@o.

10.2 - 0 ENFOQUE MATEMATICO

Sob o ponto de vista matematico a dissipagéo artificial deve ser
entendida como: i) todos os termos artificialmente adicionados a equagdo
diferencial, ou ii) tudo o que comprometa a ordem do erro envolvido no
processo de discretizagio em relagSio a um erro desejavel ou considerado

padréo.

O termo dissipativo dado pela Eq.(6.25) se enquadra no primeiro
caso. Embora por ser de quarta ordem, ndo altere a ordem do erro das
equagdes discretizadas, é um termo originalmente ndo existente, e portanto
artificial, que passa a fazer parte da equagio diferencial. Normalmente

nenhuma tentativa de interpretacfio fisica desse termo ¢é conduzida. E
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simplesmente adicionado as equagdes diferenciais com o unico objetivo de

melhorar as caracteristicas de estabilidade do processo de solugéo.

O segundo caso ¢ fonte de maiores controvérsias. Considere por
exemplo a avaljag@o dos termos ¢ e 8¢/9x na face este do volume centrado
em P da Fig.10.1. Se se opta por envolver apenas os valores de ¢ em P e E
nessa avaliag@o, as aproximagdes que implicam no menor erro de truncamento
na expansdo da fungdo ¢ em série de Taylor sfo dadas por

% * 9 as| _ % %

¢e=_.—_2.___ ; X =T_ (10.1)

Aceitas essas aproximaqées como padré@o, todas as aproximagdes diferentes,
envolvendo apenas ¢P e ¢E’ s@o conslideradas contaminadas por dissipagéo

artificial.
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Figura 10.1 - Malha cartesiana igualmente espagada.

10.3 - O ENFOQUE FISICO

Considere agora a avallaclio de ¢ na face este do volume de
controle centrado em P da Fig. 10.2. Sob o enfoque fisico, ndo se esta
preocupado com a ordem do erro de truncamento nessa avallagéo. Parte-se
dé principio que os valores nodais de ¢ nos volumes vizinhos sé&o
conhecidos e procura-se expressar o valor de ¢e em fungio desses valores

nodais de forma a respeitar, da melhor maneira possivel, a fisica do
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escoamento. Ou, em outras palavras, a fisica do escoamento ¢ a linha
mestra do processo de interpolagdo. Dessa forma, poderiamos'imaginaf um
sub-dominio de solugéo centrado no ponto "e" (originado por exemplo pelo
retangulo formado na uni&io dos pontos nodais da Fig. 10.2) e, ‘nessa
regido, resolvermos a prépria equagdo diferencial governante. Os valores
nodais de ¢ nos volumes vizinhos seriam de alguma forma prescritos como
condigdes de contorno e, deve-se concordar, a fisica do escoamento estaria
assim intimamente relacionada ao processo de interpolacdio. Obviamente, a
solug8o exata da equagdio diferencial completa nessa regidio ndo &
conhecida. Uma alternativa seria implementar uma discretizacfo desse
sub-dominio e obter numgricamente o valor de ¢e' lembrando uma técnica de
multi-grid [81].

Para contornar a dificuldade de se lidar com todos os termos da

equag8o diferencial a solugfio evidente é desprezar alguns deles. Se o
termo transiente e o termo de pressio s3o desprezados, mantidos portanto
apenas os difusivos e convectivos, uma solugéo analitica ja é possivel. O
esquema SWUDS [36] faz uso dessa simplificagdes e no SUDS [38] também a

| difus8o ¢ desprezada. Mesmo assim, a implementagfo desses esquemas ¢

computacionalmente complicada especialmente em problemas tridimensionais.

A discussdo a seguir ficara restrita ao caso em que, na
avaliagido de ¢e’ sdo usadas fungdes de interpolacfio unidimensionals. E,

mais ainda, apenas os valores nodais em P e E participam do processo.
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Figura 10.2 - Volume de controle hipotético para a avaliagl@o de ¢e'
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Considere novamente por simplicidade a malha cartesiana
igualmente espagada da Fig. 10.1. Se fungdes de interpolacgio
unidimensionais s3o empregadas, o valor de ¢ e da derivada 8¢/8x na face

este podem ser expressas na forma

¢e=(1/2 + E)¢P + (172 - &)¢E (10.2)
¢ - ¢
3| _ = 'E P

ax| " F T (10.3)

Note que se « = 0 e B = 1 a Eq.(10.1) é recuperada.
O esquema exponencial adota como fun¢do de interpolagdo a

soluc@o exata do problema de convecgio e difusdo dado por

2
9—% - Pe % - 0
ox ox (10.4)
$(xp) = &g B(xp) = ¢

onde Pe ¢ o numero de Peclet de malha. Da solugio da Eq.(10.4), resulta

que
Pes/2 -1
«=0.5 - ep (10.5)
R |
ePe/Z
B = Pe——};—-————— (10.8)
e ° -1

O uso da Egs.(10.5) e (10.6) é normalmente evitado pois
exponencials sdo custosas em termos de tempo de computagio e, como o
esquema ndo ¢é exato para situagdes bi ou tridimensionais, termos-fonte
diferentes de zero, etc., o esforgo extra de calcular exponenciais n&o se
Justifica [1]. Adicionalmente, as Egs.(10.5) e (10.6) acarretam também em
dificuldades de calculo quando Pe tende a zero ou quando Pe ¢é muito

grande.

Se computada a razéo entre o coeficlente ae pela parcela

difusiva De desse mesmo coeficiente obtém-se que

=-Pe (0.5 -~ a) +8 (10.7)

UI o
o |0
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Se as Eqgs.(10.5) e (10.6) para « e B sdo substituidas na Eq.(10.7) resulta

‘DUI mﬁ’

=Pe / (" - 1) (10.8)

No esquema "Power-law" [1] a Eq.(10.8) é ajustada por expressdes mais
simples que n&3io envolvem o cadlculo de exponenciais. No esquema WUDS [34]
as Egs.(10.5) e (10.6) é que sdo ajustadas. A Tab. 10.1 abaixo mostra o
compgrtamento do coeficiente a, dividido pelo termo difusivo De para o
"Power-law", o WUDS e a solugio exata. Constam também da tabela os
comportamentos dos esquemas CDS e UDS. Note que os esquemas UDS, WUDS,
"Power-law" e o exponencial dio origem a coeficientes sempre positivos.
No esquema CDS, para numeros de Peclet, em valor absoluto maiores que
dois, ocorreréo coeficientes negativos (se o coeficiente este da malha
centrada em P for positivo, o coeficiente oeste da malha centrada em E

serd negativo).

TABELA 10.1 - Razdo ae/De para diversos esquemas de interpolagéo

PECLET CDs ubs WUDS POWER LAW EXATO
~1000.0 | 501.000 1001.000 1000.097  1000.000 1000.000
-500.0 | 251.000 501.000 500. 095 500. 000 500.000
-200.0 101. 000 201.000 200. 088 200. 000 200. 000
-100.0 51.000 101.000 100.077 100. 000 100.000
-50.0 26.000 51.000 50. 057 50.000 50. 000
-20.0 11.000 21.000 20.018 20.000 20. 000
-10.0 6.000 11.000 10.012 10.000 10.001
-5.0 3.500 6.000 5.083 5.031 5.034
-4.0 3.000 5.000 4.124 4.078 4.075
-3.0 2.500 4.000 3.185 3.168 3.157
-2.0 2.000 3.000 2.294 2.328 2.313
-1.0 1.500 2.000 1.540 1.590 1.582
-0.5 1.250 1.500 1.251 1.274 1.271
0.0 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.5 0.750 1.000 0.751 0.774 0.771
1.0 0.500 1.000 0.540 0.590 0.582
2.0 0.000 1.000 0.294 0.328 0.313
3.0 -0.500 1.000 0.185 0. 168 0.157
4.0 =-1.000 1.000 0.124 0.078 0.075
5.0 -1.500 1.000 0.083 0.031 0.034
10.0 ~-4.000 1.000 0.012 0.000 0.001
20.0 ~9.000 1.000 0.019 0.000 0.000
50.0 -24.000 1.000 0.057 0. 000 0.000
100.0 =49, 000 1.000 0.077 0.000 0.000
200.0 ~99.000 1.000 0.088 0.000 0.000
500.0 |[-249.000 1.000 0.085 0.000 0.000
1000.0 |-493.000 - 1.000 0.098 0.000 0.000
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Ja a Tab. 10.2 mostra o comportamento desses mesmos esquemas em
termos dos parametros a e B para trés situagdes do numero de Peclet onde R
€ um numero grande e positivo. Note que para Peclet igual a zero todos os
esquemas s&o idénticos pois nessa situagiio o valor de a« niio interessa ja

que os termos convectivos se anulam.

TABELA 10.2 ~ Valores de « e B para os diversos esquemas para 3 situagbes
do numero de Peclet: R é um numero positivo e grande.

Peclet CDhsS UDs WUps Power-law Exato
«a| B| «| B| «| B| | B | « B
-R 0.0} 1.0|-0.5| 1.0|-0.5| 0.1|-0.5| 0.0|-0.5| 0.0
o 0.0| 1.0{ 0.5| 1.0| 0.0 1.0} 0.0f{ 1.0} 0.0 1.0
+R 0.0} 1.0} 0.5| 1.0| 0.5| 0.1] 0.5] 0.0f{ 0.5{ 0.0

Nos problemas de aerodinamica e na maioria dos problemas de
interesse pratico os numeros de Peclet de malha assumem valores elevados.
Por exemplo, para ar escoando a 15 m/s numa temperatura em torno de 30°c,
seria necesséria uma dimensfio da malha na diregdo do escoamento inferior a
10"%m para que o numero de Reynolds de malha resultasse inferior a 10. O
exame da Tab. 10.2 mostra que nessa situaglo, com excessdo do CDS, os
esquemas WUDS, Power-law e o proéprio exponencial tendem ao esquema UDS
(¢ = #0.5). Embora a aproximag@o dos termos difusivos seja bastante
diferente, para altos numeros de Peclet os termos difusivos & que n&o s&o
importantes. Dessa forma, a andlise que segue a respeito da dissipagéo

artificial ficara restrita ao esquema UDS.

Se calculado o coeficiente a, para o volume centrado em P da
Fig.10.1 através do esquema UDS este resulta idéntico ao coeficiente
obtido através do CDS [22] desde que o coeficliente de difusdo F¢ seja

substituido por um coeficiente efetivo dado por

r® . =r% [1+ IPel/2] (10.8)

Essa constatag@io faz com que o esquema UDS seja considerado um
esquema, do ponto de vista matematico, que introduz muita dissipagéo
artificial. Patankar [1] contesta essa interpretagdo pols a solugdo

numérica do problema unidimensional com o esquema exponencial reproduz a
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solugdo analitica e estaria também, por esse critério, contaminado por
dissipagsio artificial. Além disso, a tentativa de solugdo do mesmo
problema unidimensional através do CDS produz resultados irrealisticos.
Sua conclusfio é que a chamada dissipacio artificial presente na Eq.(10.9)
¢ uma contribuigio desejavel em escoamentos com altos numeros de Peclet
que tende a corrigir os erros originados pelo esquema CDS. Cont inuando
sua discuss@o sobre a falsa difus&@o, Patankar [1] faz uso da situagio
exposta na Fig. 10.3 na qual duas correntes de mesma velocidade porém
diferentes temperaturas entram em contato. Se o coeficiente de difusio
real & zero, a descontinuidade na temperatura deve persistir ao longo do
escoamento. Logo, se a solugio numérica apresentar qualquer perfil
d;ferente do apresentado na Fig. 10.3, ¢é sinal que essa solugdo esta

contaminada por falsa difusdo.

e
>
Ty D P T
—_— .
[
L
T2 - T,
5 >
s

Figura 10.3 - Problema fisico para detecgdo da falsa difuséo.

Patankar inicialmente propde a malha cartesiana alinhada com o

escoamento da Fig. 10.4. Nesse caso, como ndo existe velocidade na

[ . T PSS e B R

Figura 10.4 - Malha alinhada com o escoamento.
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direc@io y e o coeficlente de difusfio & zero, os coeficientes a, e aLs
resultam zero. Com o esquema UDS o coeficiente a, resulta também zero.
Se uma formulag@io para regime permanente é empregada resulta portanto que
ap = a,e portanto ¢P = ¢w. Assim, o valor de ¢ prescrito na fronteira de
entrada se propaga para todos os volumes na mesma linha e a
descontinuidade no perfil de temperatura se preserva. Portanto, nesse

caso, apesar do uso do esquema UDS, a solugfio ni3o é contaminada por falsa
difusso.

A seguir, Patankar apresenta a solugdo do mesmo problema fisico,
com ‘'uma malha orientada a 45° com a direcio do escoamento. Mantendo-se o
esquema UDS, a, ea, resultam zero. Assumindo-se Ax = Ay os coeficlientes

ag e a, s8o iguais e como ap =a_  +a a equagédo discretizada resulta
= 0.
¢P 0.5¢w + 0.5¢S (10.10)

A solugdo para o problema ¢é exposta na Fig. 10.5 e ¢
evidentemente contaminada por falsa difusfio. Patankar conclui finalmente
que a dissipagdo artificial s6 ocorre quando o escoamento é obliquo as
linhas coordenadas e quando houver um gradiente diferente de zero da
varidvel dependente na diregio normal ao escoamento. Conclui também que o
uso do esquema CDS nfio & remédio para a falsa difusfio devido & solugdes

irrealisticas geradas por esse esquema na presenca de altos numeros de
Peclet

.37
100 87.5 68.75 50 34.375
100 75 50 31.25 18.75
100 50 25 12.5 6.25

J 0 0 0 0 0
s

Figura 10.5 - Malha a 45° com o escoamento
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10.3.1 — UMA NOTA SOBRE O ESQUEMA CDS

O esquema exponencial e seus derivados vem sendo amplamente
adotados pelos adeptos do método dos volufnes finitos a cerca de duas

décadas. Como ja comentado, suas principals vantagens séo:

1) d4a origem a coeficientes positivos possibilitando o emprego de
processos lterativos predominantemente explicitos para a solugio
dos sistemas de equagdes lineares;

ii1) produz campos de variaveis fisicamente realisticos; e

i11) tem alta capacidade.de dissipar os erros e oscilagdes durante o

processo iterativo favorecendo as taxas de convergéncia.

J& o emprego do esquema CDS foi praticamente eliminado. Sua
aplicagdo ficou restrita ao caso limite dos esquemas unidimensionais
quando o numero de Peclet e malha tende a zero. Contribuiu para isso a
a.f‘i.rmac;éo categérica de Patankar que, se referindo ao problema da Fig.
10.4, conclui, em tradugiio livre, que "para I' = 0 (Peclet infinito), o
esquema CDS produz aP = 0. _ Portanto os métodos iterativos comuns de
solugdo dos sistemas de equagdes nio podem ser empregados. Se uma
tentativa é feita de resolver os sistemas por um método direto, ou uma
solucdo unica nfio é obtida ou a solugdio é altamente irrealistica".
Experiéncias realizadas n3o confirmam essa afirmagéo. O problema da Fig.
10.4 foi resolvido sem nenhuma dificuldade adotando-se o MSI [35] na
soluglo dos sistemas lineares. Embora o esquema CDS realmente dé origem a
coeficientes a.P nulos para todos os volumes internos, as equagdes de
prescrigédo das condigdes de contorno asseguram a unicidade e a
consisténclia fisica da solugéo. Note alinda que para todos os volumes

internos a, =a, e portanto ¢E = ¢W'

Ainda Patankar [1], referindo-se agora ao problema da Fig. 10.5
afirma que "o uso do esquema CDS ndo é remédio para a falsa difus@o. Como
mencionado anteriormente, o esquema CDS origina solugdes altamente
irrealisticas gquando aplicado a problemas com alto nuUmero de Peclet“_.
Novamente, resultados obtidos para o problema da Fig. 10.5 contradizem
essa afirmagdo. Usando-se o esquema CDS uma solugdo totalmente isenta de
falsa difus@o fol obtida. As temperaturas resultam exatamente 100 acima
da diagonal, zero abaixo e 50 sobre a diagonal. Deve-se mencionar no

entanto que na obtengédo desta solugéio foi necessario segulir um transiente.
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Se aplicada uma formulagio para regime permanente (At = ®), o processo de
solug@io diverge. D3o suporte a esses resultados as conclusdes do trabalho
de Thompson et. al. [82] que afirmam serem incorretas as restrigdes de
nimero de Peclet de malha para a estabilidade das solucdes de problemas
lineares unidimensionais de convecgio e difusfio. As experiécias acima e
outras, a serem apresentadas nas préximas secgdes, demonstram que o
ostracismo a que o esquema CDS fol relegado nio é totalmente justificado.
Realmente, quando aplicado na solug@o do problema unidimensional dado pela
Eq.(10.4) e na presen¢a de numeros de Peclet maiores que dois, solucgdes
fisicamente irrealisticas sfio sempre obtidas. Deve-se concordar portanto
com Patankar que, nesse caso, a “dissipagfio artificial" introduzida pelos
esquemas unidimensionais como o UDS, WUDS [34], etc., ndo degrada a
qualidade da solugfio e sim é um fato desejavel. O que se deve em parte
contestar ¢é a extrapolagiio dessa conclusfioc para problemas bl ou
tridimensionais, transientes, com termos fonte diferentes de =zero e,
especialmente, com outras condi¢des de contorno. Deve-se enfatizar que
ndo é muito comum um problema de difusfio-convecgiio como o dado pela
Eq.(10.4) apresentar apenas condigdes de contorno de Dirichlet.
Normalmente, na fronteira de saida do escoamento as variaveis sé&o
extrapoladas em fungfo dos valores internos ao dominio, isto &, & como se
o0 problema fosse parabélico, viabilizando um processo de marcha, na
fronteira de saida. Se um problema transiente andlogo ao da Eq.(10.4) é
resolvido com condig8o de contorno de derivada nula na saida, a solugdo
converge para o perfil uniforme através do CDS qualquer que seja o numero
de Peclet de malha. E também por apresentar condigdes de contorno de
derivada nula que o problema da Fig. 10.4, como ja4 comentado, convergiu
para a solugio exata através do CDS. Na realidade os campos obtidos
durante o transiente apresentam algumas oscilagdes espurias que acabam se
dissipando conforme a solugfio avanga para os campos de regime permanente.
Provavelmente, a dificuldade de dissipar essas oscilagdes, caracteristica
do esquema CDS, limitou o passo de tempo empregado na solugfio do problema
da Fig. 10.5. N&o obstante, uma solugfo de regime permanente totalmente
isenta de falsa difus@o foi obtida através do CDS.

Na préxima secglio as consequéncias da aplicagé@o dos esquemas
CDS, UDS e dos esquemas que envolvem termos dissipativos de quarta ordem
com coeflcientes constantes serféo investigadas na solugfio do problema do

escoamento no interior de uma cavidade quadrada.
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10.4 - CONSEQUENCIAS DE ALGUNS ESQUEMAS

A soluc8o do escoamento no interior de uma cavidade quadrada,
induzido pelo movimento de uma de suas faces, se constitui num excelente
problema pér'a teste de metodologias numéricas. Embora a geometria seja
simples e adequada & discretizagéio cartesiana, trata-se de um problema
especialmente interessante para a investigagfio da difusfo numérica por ndo
apresentar uma diregéo predominante de escoamento. Inicialmente, alguns

r‘esgltados obtidos através do esquema UDS serfio comparados aos obtidos
pelo CDS.

p=1
L=1
_ L
Y11 = 1
u = 1/Re
- = -
u
wall

Figura 10.6 - Problema da cavidade quadrada.

Para um numero de Reynolds igual a 1000, usando o esquema CDS
com uma malha 10X10, a méaxima velocidade nodal, adimensionazada pela
velocidade da parede ¢ 0.3732. Usando o esquema UDS a mesma velocidade
reduz seu valor para 0.3098. Sem duvida, a diferenga n8o ocorre apenas na
velocidade maxima. Todos os campos de u, v e P apresentam diferencgas
consideraveis. E claro que com uma malha muito refinada ambos os
resultados devem ser coincidentes ja que, de acordo com a Eq.(10.89), a
dissipacfio artificial introduzida pelo esquema UDS reduz de intensidade

conforme o numero de Reynolds de malha diminui.
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O entendimento de que o esquema UDS ¢ equivalente ao esquema CDS
com uma dissipagdo artificial ajuda a explicar porque a velocidade maxima
€ menor quando o UDS ¢é aplicado. O calculo do coeficiente de dissipagso
artificial, de acordo com a Eq.(10.8), nas interfaces dos volumes de
controle mostra que esse coeficiente chega a superar em 15 vezes o
coeficiente molecular. Uéando o UDS a dissipag@o artificial sera =zero
apenas nas paredes da cavidade pois elas sio impermeaveis, reduzindo o
numero de Reynolds de malha a zero. Portanto , a solugdo via UDS é
fisicamente equivalente & solugdo via CDS com um fluido que apresenta uma
viscosidade molecular maior no interior da cavidade do que adjacente a
parede. Como o movimento do fluido no interior da cavidade é induzido
pela.tenséo na parede, torna-se claro porque a velocidade maAxima & menor

usando-se o UDS.

Inevitavelmente surge a discussfo sobre qual esquema ¢ o mais
vantajoso. A resposta a essa questfio exige evidentemente que critérios de
comparagdo sejam estabelecidos. Se o tempo de computagdo é o critério, o
esquema UDS leva vantagem. 0 esquema CDS, em funglio do seu carater néo
dissipativo, exige maior numero de iteragdes para que a soluglo de regime
permanente seja alcancada. J4 se a qualidade da solugdo ¢ o objetivo
principal, a solugfio obtida através do CDS é superior como demonstram os

resultados a seguir.

A Tab. 10.3 abaixo mostra o valor méximo da fungdo de corrente
na cavidade para numero de Reynolds igual a 1000 para os esquemas CDS, UDS
e WUDS em fungdio da malha empregada na solugBo. O valor "bench-mark" para
wmax fol obtido em [83] através de um método de volumes finitos com malha
127X127 e é igual a 0.1179,

O esquema CDS exibe sem duvida melhores resultados especialmente
para malhas pouco refinadas quando a falsa difusfo promovida pelo UDS é
mais intensa. Se o processo de refino de malha é avangado além do exposto
na tabela ¢ de se esperar que os resultados se aproximem mais entre si e

do resultado correto.

Na verdade, a melhor maneira de comparar os esquemas seria
comparar solugdes obtidas com o mesmo esforgo computacional. Nesse caso,
para o mesmo esforgo computacional, o esquema UDS permitiria o uso de
malhas mals refinadas que o eéquema CDS. Este teste ndo foi implementado
porque, entre outros motivos, a conclusfio ficaria restrita ao problema
especifico em anadlise e portanto, ndo poderia ser generalizada. De

qualquer forma, mesmo aceitando-se que o valor de wmmx talvez nfo seja o
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critério mals' adequado para aferir-se a qualidade da solugéo, &
significativo que o valor de wmm( obtido com o esquema CDS e uma malha

30X30 seja comparavel ao valor obtido no esquema WUDS para uma malha 70X70.

TABELA 10.3 - Valor de ¢;ax na cavidade quadrada para numero de Reynolds
igual a 1000 e para os esquemas CDS, WUDS e UDS em funcio da

malha.

Malha CﬁS WUDS uDs

10X10 0.07307 0.04934 0.04668
20X20 0.092186 0.06743 0.06428
30X30 0.10108 0.07883 0.07364
40%40 0.10686 0.08718 0.08017
50X50 © 0.11058 0.09342 0.08504
60X60 0.11280 0.08817 0.08878
70X70 0.11435 0.10184 0.09172
80X80 0.11535 0. 10472 0. 09408

Algumas consequéncias da introducfio de dissipag@io artificial via
termos do tipo da Eq.(6.25) serdo também abordadas. Trata-se de um teste
interessante haja vista que esse tipo de dissipaglio € normalmente adotada
na solugdo de escoamentos a altas velocidades. Embo;'a, quando se usa
dissipagdo artificial com coeficientes constantes esta seja de quarta
ordem , inicialmente um termo dissipativo de segunda ordem foi empregado.

Dissipacfio de segunda ordem pode ser introduzida simplesmente

(2)

e do tipo

adicionando-se ao termo RHS dado pela Eq.(8.11) um termo D

D =w (¢N - 26, + ¢s) + (¢ - 2¢p + ¢w) (10.11)

onde Vg ¢ o coeficiente de dissipagfio artificial e o subscrito indica que
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ele atua na parte explicita das equagdes discretizadas. Se o problema da
cavidade quadrada é resolvido usando-se o CDS com w, = 0.003, numero de
Reynolds igual a 1000 e uma malha 10X10 obtém-se para a maxima velocidade
nodal o valor 0.5601 contra 0.3732 e 0.3098 referentes aos esquemas CDS e
UDS respectivamente. E facil verificar que a solugdo via CDS com w, =
0.003 ¢ idéntica a solugiio via CDS com W, = 0.0 e nimero de Reynolds Re
dado por

_ 1 ~ |
Re = —sGoT+ 6605 = 290 (10.12)

Note que a parcela 0.001 do denominador corresponde a viscosidéde

molecular para o caso Re = 1000.

De fato, adicionar o termo dissipativo dado pela Eq.(10.11) é
equivalente a aumentar a viscosidade do fluido. Note que o coeficiente de
dissipacgéo 1ntrod?zido é trés vezes o coeficliente molecular, enquanto na
solugdo via UDS (equivalente também a uma dissipag@o de segunda ordem
porém ndo linear) este coeficiente, no problema analisado, varia de zero a
quinze vezes o coeficlente molecular. Note ainda que o mesmo resultado
obtido com w, = 0.003 pode ser obtido simplesmente fazendo-se B = 4 na

Eq.(10.3) e suas similares para as outras faces dos volumes de controle.

Dissipag¢do artificial de quarta ordem pode ser introduzida se

adicionarmos ao RHS um termo dado por

Dy~ = wy (Byy — 48y + B9p — ddg *+ ¢) * (10.13)

vy (bpp = 4dp + Bop = 49y, + )

Adotando-se o esquema CDS, o numero de lteragdes para que a
convergéncia seja alcangada cal com o aumento de we, de 212 iteragdes para
w, = 0.0 até 145 com w, = 0.001. No entanto, neste ultimo caso, o valor
maximo, da velocidade nodal alcanga 0.5106. Para valores maiores de W, ©
processo de solugdio diverge. Como esperado [64] , o uso de dissipagsio
implicita estende o limite de-we porém sem ganhos na taxa de convergéncia
e com major deterioragdo da solugéo. Maiores detalhes da aplicaglo da

dissipagdo 1implicita podem ser vistos em [64].
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10.5 - EFEITOS DOS TERMOS DISSIPATIVOS EM UM PROBLEMA COM ONDA DE CHOQUE

Todas as discussdes deste item serdo ilustrados com ajudg das
solugdes produzidas pelo esquema simulténeo de B&W e o esquema segregado
proposto no presente trabalho para a solugfio do escoamento inviscido de ar
com numero de Mach igual a 1.5 contra o hemisfério-cilindro da Fig. 7.16.
Como foi comentado no item 10.1, este capitulo foi motivado pelas solugbes

bastantes diferentes obtidas por essas metodologias para esse problema.

Ja foi enfatizado também que nas formulagdes em forma delta, a
solugdo de regime permanente depende unicamente da avaliagio da parte
explicita das equagdes diferenciais. E evidente portanto que é nestes
termos da equagfo diferencial que deve-se atuar. Considere inicialmente a
formulaco de B&W e o termo (8/8£)(pul/J) presente no lado direito da
equagdo de conservag8o da quantidade movimento na diregdo x, isto &, a
segunda componente da Eq.(6.20). No esquema de B&W essa derivada ¢é

aproximada por

8 [pul] _ [[euU] _ [puU )
e« [, - () o0

onde as posigSes E e W sido as expostas na Fig. 10.7. Por outro lado,

podemos imaginar um volume de controle em torno de P e avaliar a mesma

derivada através de

Al - o9, - () /

Considere agora o primeiro termo no interior dos colchetes. O
termo (puU/J)e pode ser fatorado no produto de um fluxo de massa por um

fluxo de quantidade de movimento, i.e.,
(puU/J)e = (pU/J)e U, (10.186)

Da mesma forma que na formulagdo segregada, o fluxo de massa

pode ser estimado através do processo de média dado por

(pU7J) = [(pUrJ), + (pUrdIL] [/ 2 (10.17)
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Figura 10.7 -~ Um volume de controle para o esquema de B8&W.

A velocidade u na face este pode ser calculada por varios

esquemas. Por exemplo, podemos assumir que
u = +u 2 0.18
e (v, E) / ( )

Se esse procedimento é aplicado a todas as interfaces dos volumes de
controle, resulta o esquema CDS apesar do fato de a Eq.(10.15) resultar
diferente da Eq.(10.14). Apesar dessa diferenga, o método de B&W com o
lado direito das equagdes avaliado desta forma produz resultados que sé&o
essencialmente iguals aos obtidos com o esquema original. No entanto, se

a velocidade u ¢ avaliada através do UDS, isto é,

u, se (pU/J) e = 0
u = (10.13)

u,. se (pU/J)e < 0

E

resultados bastantes diferentes 550 obtidos. A curva de Cp ao longo da
linha de simetria produzida pelo cédigo baseado no esquema de B&W com
todas as varlaveis dependentes (p,u,v,Et) avaliada pelo UDS, resulta
praticamente 1ldéntica a obtida pela formulagfo segregada exposta na Fig.
7.19. Diferencas 1insignificantes ‘devem ser creditadas ao diferente
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armazenamento das variadveis nas duas metodologias. Deve-se enfatizar que
neste caso ndo foi necessario adicionar termos dissipativos do tipo da
Eq.(6.25) ao esquema B&W. Estes resultados demonstranm que as diferengas
apresentadas pelas solugdes obtidas pelo esquema simultaneo‘de B&W e a
metodologia  segregada proposta no  presente trabalho se devem

exclusivamente ao tipo de dissipagdio artificial empregada.

A constatagdo do parédgrafo anterior no entanto nfo ofusca o fato
de que as solugdes obtidas através dos dois procedimentos de introdugfio de
dissipagdo artificial sfio insatisfatérias. A solugio via UDS produz um
choque extremamente atenuado e a que faz uso de dissipagdo de quarta ordem

com coeficientes constantes produz valores de Cp irrealisticos.

As experiéncias bem sucedidas de aplicagio de esquema CDS
relatadas no item 10.3.1 poderiam sugerir que melhores resultados seriam
obtidos com esse esquema. A Fig. 10.8 mostra a curva de Cp obtida através
do CDS. Embora o processo iterativo de solugdo n3o tenha atingido o
rigido critério de convergéncia pré-estabelecido, essa solugfo permaneceu
basicamente invariante durante as cem ultimas iteracgBes. A solugBo é
obviamente irrealistica, mas o choque é bem localizado e bastante
concentrado. Deve-se notar que, na regifio préxima a linha de simetria, o
escoamento é predominantente unidimensional e com condigdes de contorno de
u e v prescritas ‘tanto na fronteira de entrada como na superficie do
corpo. Assim, nesta regifo, o problema se assemelha ao problema dado pela
Eq. (10.4), que se resolvido para altos numeros de Peclet através do
esquema CDS, produz, como ¢é bem conhecido, solugdes com o mesmo
comportamento apresentado na Fig. 10.8.

Como nfo é possivel eliminar totalmente a dissipagéo artificial,
o programa fol executado com |«|, presente na Eq.(10.2) e similares,

assumindo valores menores que 0.5. A Fig.10.9 mostra a curva de Cp obtida

para |a] = 0.05, isto &, com dez vezes menos dissipag8io artificial que no
esquema UDS. A solugdo ¢ livre de oscilagdes, o choque aparece menos
atenuado e mais bem localizado que na solugSo obtida com |x| = 0.5 exposta

na Fig. 7.18. Outro teste interessante fol realizado aplicando-se o CDS
nas equag¢des de conservacfio da quantidade de movimento e da energlia e o
UDS na equacfio da conservagio da massa. A solugdo obtida, semelhante a da
Fig. 7.19, mostra que a dissipagfo artificial introduzida apenas na
equagéo da conservagiio da massa foi suficiente para estabilizar todo o
conjunto de quatro equagdes diferenciais acopladas. A aplicag8o do CDS na
equagdo da conservagio da massa e do UDS nas outras equagles de

~ conservag@o demonstrou que a reciproca também & verdadeira. Note que.como
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Figura 10.8 - Distribuigfio de Cp ao longo da linha de estagnag@o para o
escoamento contra o hemisfério-cilindro obtida com o esquema

CDs (M_ = 1.5).
]

a equagdo da conservagdio da massa ndo apresenta termos difusivos, a
recomendagdo usual [13] & empregar-se sempre o esquema UDS para avaliagéo
da densidade nas interfaces. Estas solugdes demonstram que a quantidade
de dissipagdo adicionada pelo esquema UDS é muito maior que a necesséaria
para assegurar a estabilidade da solug@o e eliminar oscilagdes espurias.
Deve-se também enfatizar que as matrizes de coeficientes nestes casos
apresentam elementos positivos e negativos com aproximadamente o mesmo

valor absoluto.

Por ultimo, a Fig. 10.10 expde os resultados obtidos com |a] =
0.05 e uma malha também 30X30 mais refinada na regifio do choque. A
solugdo pode ser considerada bastante boa para uma técnica que captura

naturalmente ovchoque.
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Figura 10.8 - Distribuigfo de Cp na linha de estagnagido para o escoamento

contra o hemisfério-cilindro obtida com ]&[ = 0.05 (Mw= 1.5)

10.6 - RESUMO DO CAPITULO

Basicamente, este capitulo mostrbu que as diferengas
apresentadas pela solugédo via B&W e via a metodologia segregada se devem a
forma como ¢é Introduzida dissipagfo artificial. Adicionalmente,

demonstrou-se, através da solugéo do problema da cavidade quadrada, que a
maloria das solugbes apresentradas na literatura de métodos numéricos nas
Ultimas décadas, esteve desnecessariamente contaminada por excessiva falsa
difus@o em fungfio da utilizagso indiscriminada do esquema unidimensional
exponencial (e seus derivados). Sem duvida, em muitos casos, melhores
solugdes poderiam ter sido obtidas através do CDS. Mesmo nos casos em que

o esquema CDS gera solucdes irrealisticas, o uso de esquemas como o Power
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Figura 10.10 - Distribuigio de Cp na linha de estagnagfo para o escoamento
contra o hemisfério-cilindro obtida com |a| = 0.05 e uma

malha mais refinada na regido do choque (Mm= 1.5).

-Low, o WUDS, etc., parece acrescentar muito mals dissipagido que o

necessério, como verificado na solugio do problema envolvendo uma onda de

choque.

O problema da falsa difusdo remonta A mesma época que as
primeiras solugdes numéricas de problemas convectivos foram obtidas.
Evidentemente centenas ou talvez milhares de artigos foram ja publicados
sobre o assunto. No entanto, as técnicas propostas para minimizar os
efeitos da falsa difusd@o nio se encontram ainda suficientemente difundidas

e em plena aplicagéo.

No &mbito dos métodos segregados em volumes finitos, a tendéncia
é produzir fungdes de interpolagiio para a avaliacdo da propriedade
dependente e suas derivadas nas faces dos volumes de controle mais

vinculadas com a fisica do problema. O ideal, em principio inatingivel, &
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usar como fungdo de interpolagdo a prépria soluglo exata da equagéo
diferencial. Este foi o caminho na obtencdo do esquema exponencial, neste
caso possivel face a simplicidade do problema. Por fim, uma ultima questéo
deve ser abordada. Como j& comentado na Introdugdo deste trabalho, os
métodos segregados tem tido aplicaciio quase que restrita a4 solugio de
- problemas incompressiveis. Nesse caso, n8o had a formagio de ondas de
choque e os esforgos para minimizar a falsa difusfo s&o destinados a
evitar que solugdes do tipo da apresentada na Fig. 10.5 sejam'geradas. Ja
na solugdo de problemas que envolvem ondas de choque, h& a preocupacdo de
que estas ndo sejam demasiadamente atenuadas e que as solugdes ndo sejam
contéminadas por oscilagdes irrealisticas pré e pés-choque. Face ao mal
desempenho dos esquemas<dissipativos explicitos de quarta ordem, como o
que originalmente acompanha o esquema de B&W, muitos outros foram ja
propostos e testados. Alguns desses esquemas s8o ainda explicitos, listo
¢, termos extras sfio adicionados as equagdes diferencialis. Mantém, como o
de quarta ordem, a desvantagem de que um coeficiente de dissipagdo deve
ser especificado. Esquemas "upwind”, de primeira e segunda ordem, tém
também sido propostos [84). Excelentes resultados tém sido obtidos com
esquemas TVD (Total Variation Diminishing), esquemas ndo lineares que
transitam automaticamente de segunda ou mais alta ordem, nas regides em
que a solugio apresenta variagdes suaves, para esquemas "upwind”, nas
regides de variagdes bruscas da variavel dependente. Os resultados da
aplicagfo de diversos desses esquemas num problema hiperbélico de condugéo
de calor podem ser vistos no trabalho de Yang [85] assim como a relagdo

dés principais trabalhos dedicados ao desenvolvimento de esquemas TVD.



11 - CONCLUSOES

As contribuigdes e conclusdes dd presente trabalho podem ser

classificadas em dois grandes grupos, relacionados respectlivamente a:

foram:

1)

11)

1)

11)

Desenvolvimento e teste de uma metodologia segregada em volumes
finitos para a solugfio de problemas de escoamentos compressiveis
e/ou incompressiveis em coordenadas generalizadas; e

Analise comparativa de dliversos aspectos distintos existentes
entre a metodologia proposta no presente trabalho e o esquema
simultdneo de Beam e Warming, ainda largamente empregado na
solugdo de escoamentos compressiveis e precursor de uma série de

novos métodos hoje disponiveis na literatura.

As contribuicdes e principals conclusdes enquadradas no grupo I

Demonstrou-se que a solugio segregada das equagdes diferenclails
se constitul numa alternativa real aos métodos tradicionalmente
empregados na solucdo de escoamentos compressivels. Testes
foram realizados para escoamentos compressiveis contra diversos

tipos de corpos e configuragdes de foguetes.

A metodologia, por calcular a pressio através da equagdo da

conservagdo da massa, possibilita a solugdo de problemas que

' apresentam regides de escoamento compressivel e regifes de

escoamento incompressivel.
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111) Em todos os testes a metodologia demonstrou manter as mesmas
qualidades das originalmente desenvolvidas em volumes finitos
para a solugdo de escoamentos incompressiveis. A partir de
campos iniciais estimados e uniformes o processo iterativo de
solucéo sempre convergiu estavelmente para uma solugfio de regime
permanente. Esse processo de convergénéia nao é muito afetédo
pelo valor de At e as solugdes sfio sempre fisicamente
realisticas. O processo de linearizagdo das equagdes, menos
sofisticado que o aplicado nos métodos de solugdo simulténea,
néo comprometeu a estabilidade do processo iterativo de solugéfo

mesmo em problemas que envolvem fortes ondas de choque.

iv) Os choques eQentualmente presentes no escoamento mostraram-se
atenuados ao longo de uma regiso ndo tdo estreita. As bruscas
variagcdes da pressfio sobre os corpos, préximas as arestas de
compresséo e expansfo, ndo foram algumas vezes bem captadas.
Esses defeitos devem ser atribuidos em grande parte as malhas
grosseiras empregadas. Todas as vezes que as malhas foram
refinadas o esforgo computacional adicional resultou na melhoria

da solugao.

v) Alguns arranjos de volumes de controle aplicados a discretizagéo
ndo ortogonal foram analisados. Um deles, proposto no presente
trabalho, evita a superposigio de volumes de controle para o
mesmo principio de conservagéo e d& origem a um esquema numérico
que recupera exatamente os originalmente desenvolvidos para
discretizagao cartesiana com arranjo desencontrado.
Simultaneamente, foi analisada a importancia e a consequéncia
das diversas correcgdes, atualizaqées e processos de média
existentes nos varios niveis iterativos existentes nas
metodologias numéricas ndo ortogonais. Este Gltimo aspecto se
reveste de major importancia J4 que o asssunto ¢é raramente

abordado com clareza na literatura.

vi) A estratégia de manter-se as velocidades cartesianas como
varidveis dependentes utilizando-se as contravariantes apenas
para a avaliagio dos fluxos de massa revelou-se correta. 0]
esqdema numérico resultou consideravelmente mais simples do que
quando as velocidades contravariantes sf8io as variavels
dependentes e mesmo daqueles dos qualis participam também as

componentes covariantes.
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vil) Procedimentos de aplicagdo de condigdes de contorno normalmente
empregados na solugdo de escoamentos incompressiveis foram
aplicados tanto a regides subsénicas como supersénicas das
fronteiras sem que nenhuma instabilidade ou prejuizo aos campos
convergidos pudesse ser detectada. A prescrigi@o de condigdes de
contorno em protuberancias que avangam para o interior da regiso
de escoamento (como no problema do escoamento contra uma placa
plana) é inclusive muito mais simples na metodologia segregada

que no esquema simulténeo de Beam e Warming.

Algumas das caracteristicas do esquema de Beam e Warming foram

estendidas aos métodos de solugdo simulténea:

viii) Inicialmente, o esquema segregado fdi implementado em forma
delta, que, dentre outras vantagens, facilita a aplicagfio de
processos de fatoragio aproximada para a solugdo dos sistemas de

equagdes lineares.

ix) Experiéncias numéricas, possibilitadas pelo uso da forma delta,
demonstraram que a estabilidade do processo lterativo de solugéo
dos métodos segregados nfio estd relaclonada a positividade dos
coeficientes dos sistemas de equagbes lineares. Solugdes
idénticas s&@o obtidas e no mesmo numero de iteragdes com
coeficientes avaliados pelo UDS, todos positivos portanto, e

pelo CDS, em que nio hA nenhuma predominancia de sinal.

x) O processo de fatoragio aproximada, exatamente como aplicado nos
métodos de solug8io simulténea, fol aplicado ao método de solugdo
segregada e seu desempenho analisado em um problema simples
envolvendo dlscretizac8io cartesiana. Um outro processo de
fatoraqéo aproximada associado a soluglio segregada e que ¢é
aplicado as equagbes de conservagio Ja& discretizadas foi
proposto. Os erros introduzidos por este d1dltimo foram
analisados e um procedimento foi sugerido para a sua
minimizacggo. 0 estudo de processos de fatoragio aproximada
ganha importancia por serem muito mais adequados ao
processamento vetorial do que procedimentos como o MSI que

envolvem elevado grau de recursividade.

x1) A parte explicita (responsavel pela solugio de regime permanen-
te) das equagdes no esquema de Beam e Warming foi avaliada por
um procedimento de volumes finitos. Aplicando-se o esquema UDS

para a avaliag@o das propriedades nas interfaces dos volumes de
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controle, foi obtida uma solugsio para o problema de escoamento
contra o hemisfério-cilindro essencialmente idéntica aquela
obtida através da metodologia segregada. Esse resultado
demonstra inequivocamente que as diferencas destacadas no Cap. 7
entre as solugbes obtidas pelos dois métodos se deve
exclusivamente a forma como dissipagfio artificial é introduzida,
ou, sob outro ponto de vista, a forma de avaliagio das

propriedades nas faces dos volumes de controle.

x11) Motivado pelo uso intensivo, pelos autores da &area de aerodina-
mica, de esquemas centrados para aproximagio .das derivadas
espaciais, alguns problemas incompressiveis, normalmente resol-
vidos via esquemés que -envolvem alguma forma de "upwinding"”,
foram resolvidos pelo esquema CDS. Os resultados indicaram que
o esquema CDS, nos problemas analisados, ¢é capaz de gerar
solugbes de muito melhor qualidade que os esquemas usualmente

empregados na mesma situaggo.

xiii) Em fungio dos resultados acima, no problema envolvendo o escoa-
‘mento supersdnico contra o hemisfério-cilindro foi testado um
esquema de interpolagio menos dissipativo que o UDS. Em relagéo
a solugdo em que o UDS foi aplicado, a nova solugdo apresentou
um choque mais bem definido e posicionado. Em relag@o a solugfo
obtida através do equema.de B&W, a definicfio e o posiclionamento
do choque s&@o comparaveis porém sem as indesejaveis oscilagdes
pré-choque. Estes resultados indicam que o esquema UDS introduz
muito mals dissipagfio que o necessario para estabilizar a
solugdo e eliminar oscilagdes espurias. Além disso, outros
testes demonstraram que a aplicagio do UDS apenas na equagdo da
conservagdo da massa introduz dissipagdo suficlente para
establlizar todo o conjunto de quatro equagdes diferenciais

acopladas.

Por ultimo, deve-~se ressaltar que face ao bom desempenho da
metodologia proposta no presente trabalho, detectado desde que os
primeiros resultados foram obtidos, diversos outros trabalhos se
desenvolveram envolvendo alunos de pbés-graduagéo e bolsistas de iniciagdo
cientifica vinculados ao Grupo de Simulag8o Numérica em Mecanica dos
Fluidos e Transferéncia de Calor - SINMEC - do Departamento de Engenharia
Mec&nica da Universidade Federal de Santa Catarina. Parte destes

trabalhos contemplou atividades previstas em um convénio de cooperagéo
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técnica e cientifica firmado entre o Departamento de Engenharia Mec&nica e
o Instituto de Aeronautica e Espago =~ 1AE -~ do Centro Técnico
Aeroespacial. Assim, um cédigo voltado para a solugéo das equagdes de
Euler em escoamentos tridimensionais encontra-se hoje Jj& operando e
apresentando bons resultados. A inclusdo dos termos viscosos nesse
prbgrama. foi Jj& implementada e os primeiros resultados em breve seréo
obtidos. A avaliag8io de um modelo algébrico de turbuléncia é alvo de

outro trabalho cujos primeiros resultados estfio sendo agora analisados.

‘ Em fung8o da experiéncia que adquirimos durante a realizagio
deste trabalho e no acompanhamento de outros realizados no SINMEC, nos
parece que dois tépicos em especial merecem a dedicagio dos pesquisadores
interessados no assunto: 0 uso de malhas n@o estruturadas se constitui
numa arma poderosa que confere extrema flexibilidade na discretizagdo de
regides complicadas e possibilita que refinamentos localizados sejam
implementados. Sem duvida, este é um tema que deve ser atacado. Por
ultimo, consideramos que as técnicas de introdugdo de dissipagao
artificial hoJe disponiveis no &mbito dos métodos de solugéo segregada
ainda deixam muito a desejar. A adaptagio das modernas técnicas hojJe
empregadas nas solugdes simulté&neas aos métodos segregados deve contribuir

para a melhoria das caracteristicas de captura de choques destes ultimos.
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