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RESUMO

A solucdo numérica do problema da convec¢do natural
laminar em cavidades hexagonais & obtida neste trabalho usando-se
o método dos volumes finitos em coordenadas que se adaptam as
fronteiras do dominio de c&lculo. O conjunto de cavidades
hekagonais estudado & obtido variando-se © angulo entre os dois
lados inclinados do hexagono, mantendo-se os outros dois lados
horizontais. Os lados inclinados da esquerda sao agquecidos, o0Os
lados inclinados da direita resfriados enquanto que os dois lados
horizontais sdo adiabdticos. Este conjunto & formado por

cavidades de dngulos de 30© a 1800°.

De particular interesse neste trabalho & a determinacao
das condig¢oes de troca de calor no canto formado pelos dois lados
inclinados aquecidos da cavidade. Nesta regiao, dependendo do
angulo da cavidade, o escoamento pode apresentar recirculagéés,
modificando consideravelmente as condicdes de troca de calor

quando comparadas com cavidades de paredes aquecidas verticais.

O estudo é realizado para nimeros de Rayleigh‘de 0 a
106 e Pr=0.707, ’éendo os resultados apresentados em termos da
condutibilidade térmica 'equivalente, definida de tré&s maneiras -
,_distintas) de tal modo a comparar a influéncia dos efeitos
convectivos sobre os condutivos na cavidade hexagonal e na

cavidade retangular inscrita.

Para facilitar a visualizacao do fenomeno,  Os
resultados sdo também apresentados em termos das linhas de
corrente, campo de vetores velocidade, isotermas e linhas de

calor.

Do ponto de vista numérico, o sistema de equacbes &

resolvido utilizando-se um método implicito wusando variaveis

primitivas, empregando-se o método MSI (Modified Strongly
Implicit procedure) para - resolver os sistemas linearizados
obtidos com a discretizacaoc da equacao da energia e da

conservacao da massa.
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ABSTRACT

The present work encompasses a numerical analysis of.
laminar natural convection in arbitrary hexagonal cavities. The
horizontal sides of the cavity are kept insulated while the
inclined sides in the right side are heated and the ones in the
left are cooled. The shape of the cavity is changed by varying
the - angle between the-inclined sides. For 6=180° the retangular

cavity with aspect ratio 2:1 is recovered.

Due to the arbitrary shape of the cavities the problem
is solved using a boundary-fitted finite volume method which uses

a fixed retangular computational domain.

Of particular interest is this work is the heat
transfer performance of .the cornef region formed by the inclined
sides. In that region recirculations may occur, which may alter
significantly the heat transfer conditions when compared with

cavities with heated vertical Walls,

The analysis is performed for Rayleigh number ranging
for 0 to 106 for Pr=0.707. The results are presented in terms of
the local and average equivalent conductivity, streamlines,

heatlines, velocity vector plot and isotherms.

The equations system is solved by an implicit procedure
using the primitive variables. The linear system for energy and
mass conservation are solved using the MSI (Modified Strongly

Implict) procedure.



CAPITULO 1

INTRODUCAO

1.1 - INTRODUCAO

A transferéncia de calor por conveccao natural ‘se da
~através da movimentacdo de um fluido provocada pela variacdo de
sua massa especifica. Na conveccdo natural em cavidades este
fenomeno fisico é o resultado de uma complexa interagao entre o
fluido e as paredes que o confinam. A andlise do fendmeno sé pode
ser realizada através da relacdo intrinsica entre as ‘forgas de
atrito, inércia e empuxo. Matematicamente este relacionamento é

representado através das equacdes de conservacgao.

A questdo da eficicia da troca de calor e as limitacdés
fisicas e técnicas de projeto, muitas vezes resultam em
equipamentos que apresentam cavidades das mais variadas formas
geométricas. £ fundamental, portanto, para desenvolver-se um bom
.projetd o conhecimento da transferéncia de calor no interior
destas cavidades. Algumas aplicacdes sd3o o resfriamento de
equipamentos eletronicos, isolamentos de cabines de aeronaves,
isolamento de reatores nucleares, isolamento de coletores
solares, ventilacao de ambientes, ventilacdo de aticos de
edificagbes e mais inumeros outros exemplos que podem ser

listados.

A revisdo bibliografica sobre conveccdo natural em
cavidades mostra que a grande maioria dos problemas sao dedicados:
ao estudo do fendmeno para cavidades retangulares e quadradas.
Outras geometrias nao sao estudadas com frequéncia devido a

complexidade na obtencao da solucdo.

A motivacdo do presente trabalho estd na contribuigao

para o conhecimento do fendmeno da conveccao natural em



geometrias que fogem das convencionais. De particular interesse
desta dissertacdo é o Conhecimento das caracteristicas da troca
de calor em cavidades hexagonais.

‘ .

Na engenharia a solugao dos problemas podem ser obtidos
por dois caminhos: o tedrico e o experimental. E preferivel, se
possivel, resolver o problema téé%icamente através da solugao de
um modelo matematico, pois isto permite baixo custo na obtencgao
da solucadao e facilidade de mudanca dos pardmetros de interesse na
simulacdo do problema, reduzindo o numero de experimentos de

-laboratdério e minimizando o tempo de projeto'de equipamentos.

_ Neste trabalho o problema da convecgao natural em
cavidades hexagonais & resolvido numericamente. Devido a
complexidade da geometria em estudo o modelo matemitico &

resolvido usando coordenadas coincidentes com as fronteiras.

Um conjunto de cavidades & obtido fazendo-se variar o
dngulo 6 conforme mostrado na Fig. 1.1, obtendo-se inclusive a

cavidade retangular 2:1 gquando 6 = 1800°.

> 2L
0:180°

2C ©

y — | \/J J

"Fig. 1.1 - Cavidades hexagonais em estudo.



Quando se trata de problemas elipticos, como no caso
deste trabalho, a aplicagéovdas condi¢Oes de contorno, que é o
fator determinante no estabelecimento da solucdao, deve ser
efetuada de forma gque imprecisOes nao ocorram, principalmente
quando as geometrias sao de fronteiras arbitrarias. E
conveniente, entao, utilizar-se um sistema de coordenadas cujas
linhas Se adaptem as fronteiras do dominio, evitando assim a
neceéssidade de interpolacdo para aplicagdo -das condigbes de

contorno.

_ Para as geometrias em consideracao é possivel gerar um
sistema coordenado coincidente com a fronteira utilizando um
método algébrico de interpolacdOes 1lineares. A opgao por este
método deu-se devido a facilidade apresentada para a realizacao
da concentracdo de linhas coordenadas nas regides onde sao
necessdrias, e também na mudanca da geometria através da variacao

do angulo.

As equacdes de conservacdo sdo transformadas do plano
fisico (cartesiano) para o plano denominado generalizado
(transformado), que  apresenta-se em uma forma retangular fixa
independente das caracteristicas geométricas do plano fisico.
Assim, o programa computacional & desenvolvido no plano
transformado, tornando-se um programa gerdl, onde as informacgles
da geometria fisica sao transferidas ao plano transformado
através das métricas da transformacdao. As. equacOes governantes
do problema fisico transformadas sdo resolvidas através do método
dos volumes finitos. A modelagem das equacOes aqui utilizada é a
desenvolvida por Maliska [1], que caracteriza-se pelo fato de ser
comum tanto para grades ortogonais como nao-ortogonais. o
esquema numérico envolve 9 pontos discretos quando for nao-
ortogonal e recai automaticamente ao'esquema padrao de 5 pontos
para o caso ortogonal. Esta metodologia ja foi empregada em
problemas de convecg¢ao natural por Milioli [2], em cavidades
~arbitrarias simplesmente conexas, ¢ também por Silva & Maliska

[3] em cavidades duplamente conexas.

Dentre os 4objetivds deste trabalho, no estudo da

convecgao natural em cavidades hexagonais arbitrarias, destacam-



se a verificacdo dos efeitos da variacdo da geometria sobre os
campos de velocidade, temperatura e fluxo de calor, bem como
sobre a condutividade térmica equivalente média e local. A
influéncia das recirculagbes secundarias que poderdo aparecer com’
a diminuigdo do 4&dngulo também serdo investigadas. Nao é de
conhecimento do autor a existéncia de respostas na literatura

para estas questoes.

' Os resultados finais sao apresentados em termos de
condutividade térmica equivalente em funcdo de 6 e de Ra. Alguns
‘resultados s3o apresentados utilizando as linhas de calor, wuma
maneira nado convencional de interpretagao dos resultados de
problemas convectivos. A fungao de calor [17] aqui wutilizada é

obviamente estendida para o sistema“ coordenado generalizado.
1.2 ~ REVISAO BIBLIOGRAFICA

Na revisdo bibliografica realizada, verificou-se que ha
um grande numero de trabalhos numéricos ainda sendo aplicados a
cavidades convencionais, como quadradas e retangulares, e ha um
pequeno interesse em outros tipos de geometrias. Isto pode ser
atribuido aos métodos de solucao wutilizados. Verifica-se uma
‘tendé@ncia maior no uso do método de volumes finitos sobre o de
elementos finitos, em se tratando de problemas de conveccao. Isto
pode ser justificado pela interpretacao fisica mais direta do
fendmeno, que & proporcionada pelo método dos volumes finitos.
Por outro lado, este método, na maioria dos casos encontrados na
literatura, utiliza o sistema de coordenadas cartesiano, © qual
se torna dificil na aplicacdao em cavidades de fronteiras

irregulares.

Uma contribuicdo importante existente na bibliografia
pode ser vista em Val Davis & Jones [4], onde sao comparados
diversos métodos numéricos de varios autores aplicados a
convecgao natural em cavidades quadradas. O trabalho de Val
Davis [5] foli o tomado como padrdo, o qual utiliza o método dos

volumes finitos, e a formulacdo é feita em termos de funcdao de



corrente-vorticidade. Os resultados sao apresentédos para numero
de Rayleigh de 103 a 106, onde os demais trabalhos foram
comparados com o padrao. Para cavidades retangulares Jones [6]
apresenta resultados para Ra = 103 a 106, utilizando.diferengas
finitas e formulagdo em fungao de corrente-vorticidade, e a
comparagao com os resultados experimentais apresentam boa

concordancia.

, Dentro da classe dos trabalhos que wutilizam o método
dos elementos finitds encontra-se o de Gartling [7], que trata da
conveccdo natural entre uma cavidade retangular e um hexagono
colocado internamente, e também do caso de uma cavidade
cilindrica com um hexadgono interno. Em ambos os casos a conducao
‘no interior do hexdgono também é resolvida. Também utilizando a
» técnica dos elementos finitos de Galerkin para o estudo de
‘conveccdo natural, Chang et al [8] analisaram cavidades formadas
por tubos concéntricos isotérmicos a temperaturas diferentes,
sendo o tubo interior de forma quadrada. O elemento interno é

- rotacionado mudando a geometria da cavidade.

Dentre os trabalhos que utilizam o método dos volumes
finitos com sistema de coordenadas generalizado, Silva & Maliska
[3] fazem a previsdo da conveccdo natural em cavidades duplamente
conexas arbitrarias, onde apresentam resultados para tubos
concéntricos e excéntricos, wutilizando malhas ortogonais e nio-
ortogonais empregando uma formulacdo implicita em variaveis
primitivas. Patel & Briggs [9] também wutilizando um sistema
generalizado resolveram o problema da convecgao natural em
cilindros concéntricos empregando uma extensao do método MAC. Na
extensdo do método a equacdo para correcdo das velocidades e
pressdo emprega o dobro de pontos de pressdo. necessirios. Como
esta equagdao € a que requer o maior esforgo computacional dentro
da sequéncia iterativa o método fica prejudicado. Outro trabalho
que também utiliza a metodologia de [9] & o de Glakpe et al [10],
que apresenta resultados para cilindros concéntricos e

excéntricos para Ra = 0 a 106 .

Para cavidades simplesmente conexas Milioli [2]

~utilizando o método dos volumes finitos em coordenadas



generalizadas, estende o modelo desenvolvido por Maliska &
Raithby [11] para problemas de convecgao natural. A cavidade
guadrada foi resolvida com malhas ortogonais e nao ortogonais e
os resultados comparados com os de Val Davis [5]. Reproduziu
também, para efeito de comparagao do método, o problema analisado
por Chang et al [8]. Kaviany em [12] realizou um estudo-da
conveccao natural aplicado a wuma cavidade gquadrada com uma
protuberancia circular na base para diferentes raios, utilizando
sistema de coordenadas generalizado. A formulacao & baseada na
funcao de corrente-vorticidade e apresenta resultados para baixos

numeros de Rayleigh.

Encontra-se também na literatura alguns trabalhos
dedicados a cavidades triangulares. Flack et al [13] apresentam
um estudo experimental da conveccao natural em cavidades formadas
por tridngulos isoscelés, tendo como cdndigéo de contorno um lado
inclinado aquecido e outro resfriado e a base isolada. Os
resultados. sao apreséntados somente para nﬁmeros de Rayleigh~na
ordem de 106. Flack em [14] apresenta resultados para as mesmas
cavidades com difereﬁtes condigaes de contorno, sendo a base

aquecida e os lados resfriados e vice-versa. O experimento de

Flack apresentado em  [13] foi reproduzido numericamente por
Maliska et al [15}, ©onde é apresentado valores para a
condutividade térmica. equivalente para Ra = 0 a 10°. Com o

objetivo de reproduzir com mais fidelidade o mesmo experimento,.
Polina et al [16] realizaram um estudo numérico da convecgao
natural fazendo um tratamento da condicdao de contorno singular,
considerando a condugao de calor através das paredes, e apresenta
uma expressao para a condutividade térmica em funcao do numero de
Rayleigh e do éngdlo superior da cavidade. Ambas as reproducgoOes

utilizaram o método numérico derivado de [11}.

Em funcao dos trabalhos existentes na literatura,
salienta-se que, os resultados que serao obtidos nesta
dissertagcd3o para as cavidades hexagonais contribuirao para
aumentar o acervo de informacOes disponiveis para geometrias

arbitrarias.



1.3 - DELINEAMENTO DA DISSERTACAO

Com a finalidade de dar uma vis3o geral do que sera
abordado no decorrer desta dissertacao, apresenta-se
suscintamente, aqui nesta secdo, o conteddo principal presente em

cada capitulo.

CAPITULO 2 - FORMULACAO DO PROBLEMA - Neste capitulo apresenta-se
as condigcoes de contorno, as hipoteses simplificativas e as
equacdoes governantes do fenémeno da conveccdo natural no siStema
coordenado cartesiano. Apresenta-se, considerando a aproximacgao
de Boussinesqg, a obtencdao do termo de empuxo da'equagéo do

‘movimento na direcao y.

CAPITULO 3 - SISTEMA DE COORDENADAS GENERALIZADO - Capitulo no
qual realiza-se a transformacao do sistema coordenado cartesiano
para ovcurvilineo generalizado. Apresenta-se a metodologia para
esta transformacdo e define-se as métricas envolvidas, as quais
contém as informacdes de comprimentos e ndo-ortogonalidade que

serdo transferidas ao plano transformado. Apfesenta—se a geracao
do sistema coordenado que é obtida através de um método algébrico

direto.

CAPITULO 4 - TRANSFORMACAO DAS EQUACOES GOVERNANTES - Neste
capitulo realiza-se a transformacao das equagOes governantes para
o sistema de coordenadas curvilineo generalizado. Justifica-se a
escolha das velocidades contravariantes, as quais sao
‘responsaveis pelo fluxo de massa através das faces dos volumes de

controle utilizados para avaliar a propriedade.

CAPITULO 5 - EQUACOES DISCRETIZADAS PARA VOLUMES FINITOS - Este
capitulo tem a finalidade de apresentar:o arranjo de grade no
plano transformado onde realiza-se os balancos a niveis de
volumes de controle. £ feita a integracao das equagoes
transformadas nos volumes de controle. Apresenta-se também os
esquemas de aprokimagées dos termos convectivos e difusivos para
simular adequadamente a importdncia da difusdo e da convecgao no

processo.



CAPITULO 6 - ESQUEMA NUMERICO DE SOLUCAO - Neste capitulo
descreve-se de forma detalhada o método numérico dos volumes
finitos adotado neste »trabalho e apresenta-se o problema do
acdplamento pressao-velocidade nas equacoes do movimento.
Descreve-se o método PRIME (update PRessure Implicity and
Momentum Explicity), o qual é usado para solucionar o acoplamento
pressdo-velocidade. Apresenta-se também as condigOes de contorno
para as variaveis dependentes em termos de balangos a nivel de
volume elementar, o critério de convergéncia adotado, e o fator

de relaxacdo para o avanco das variaveis no ciclo iterativo.

CAPITULO 7 - ANALISE DOS RESULTADOS - Na analise dos resultados
procura-se apresentar todas as informagoes possiveis para a
interpretacdo fisica da transferéncia de calor por convecgao
natural e também por Condugéo nas cavidades hexagonais.
Apresenta-se os campos de vélocidades.através da visualizacao de
perfis de velocidades e linhas de corrente, campos de temperatura
através de isotermas e perfis de temperatura, linhas de flﬁxo de
calor, taxa de troca de calor total e 1local para todas as
cévidades para Rayleigh na féixa 0 a 10 . Realiza-se, também uma
comparacao entre a taxa de troca de calor da cavidade héxagonal

com a retangular inscrita.

CAPITULO 8 — CONCLUSOES - Capitulo gque destina-se a citar as
conclusoes obtidas no decorrer deste trabalho, também
apresentando algumas sugestOes para futuros trabalhos nesta linha

de pesquisa.

APENDICE A - OBTENCAO DA EQUACAO DA FUNCAO DE CALOR EM
COORDENADAS GENERALIZADAS - Apéndice destinado a apresentacdo da
funcdo de calor no sistema cartesiano e transformacido da equacgao
para o sistema generalizado. Apresenta-se, também, as condicoOes
de contorno para esta equacdo e o armazenamento da variavel na

malha.



CAPITULO 2

FORMULACAO DO PROBLEMA
2.1 - INTRODUCAO

Nesse capitulo apresentam-se as geometrias hexagonais
estudadas neste trabalho com as condigOes de contorno adotadas.
As hipodteses simplificativés‘ para a modelagem, matematica s&o
estabelecidas, enfocando a consideracao da aproximacao de

Boussinesq e definindo os par@metros governantes do fendmeno.

O sistema de equagbes governantes da convec¢ao natural
composto pela equacao da.continuidade, équagéo do movimento para
u, equacdo do movimento para Vv e a equacdo da energia sdo
apresentadas em coordenadas cartesianas. Obtém-se o termo dé
empuxo, que € integrante da equacgao do movimento em y, que é

resultante da variacdo da massa especifica.

2.2 - DESCRICAO DO PROBLEMA

O problema de interesse desta dissertagao é o da
convecgcao  natural em geometrias  hexagonais arbitrarias
bidimensionais, conforme mostrado na Fig. 2.1. O angulo 6, que é
formado pelos lados inclinados do hexagono, & variado de 1800 até
300, formando com isto um conjunto.de cavidades, que, como ja
dito anteriorménte, quaﬁdo # = 1800 reproduz o retangulo. Seis
sdo as geometrias estudadas aqui, sendo elas com os angulos de
1800, 1500, 1200, 900, 600 e 300. O intervalo de 300 foi adotado
por apresentar um conjunto significativo de resultados,
permitindo interpretar as tendéncias do fendmeno fisico em funcao

da variacdo geométrica da cavidade.

Na Fig. 2.1 apresenta-se uma geometria hexagonal
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arbitraria de angulo 6 e de 1lado L. Em todas as geometrias
tratadas aqui os lados sao mantidos iguais, variando-se apenas o
angulo. Pode-se observar que a variacao do angulo é& feita
afastando-se ou aproximando-se os lados inferior e superior que
sdao mantidos sempre no sentido horizontal. De um modo mais
criativo pode-se imaginar um mecanismo com todos os lados
articulados, e através de uma extensdao ou compressao na
articulacao que liga os -lados inclinados teria-se todas as

geometrias de interesse.

Fig. 2.1 - Geometria e condigdes de contorno do problema

-As condigbes de contorno para a temperatura e
velocidade sao mostradas pela Fig. 2.1. As fronteiras inferior e
superior sdo termicamente isoladas, enquanto que a da esquerda e
direita sd3o isotérmicas a temperaturas diferentes T, e T,
respectivamente. Considera-se as paredes s6lidas e impermeaveis,
0 que resulta em velocidades nulas em todas as fronteiras. O
fluido em consideragdo & o ar com numero de Prandtl 0.707 e o

estudo é feito para numeros de Rayleigh na faixa de 0 a 10°.
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2.3 - EQUACOES GOVERNANTES NO SISTEMA CARTESIANO

Com as seguintes hipoteses simplificativas:
- dominio de solugao bidimensional
- fluido newtoniano
- regime. permanente
" - escoamento laminar e incompressivel
- aproximacao de Boussinesq
- prbpriedades fisicas do fluido constantes
as ‘equagées governantes do problema, escritas no sistema

cartesiano,na forma conservativa, sao:

Equacao da Continuidade

d 3, .\ - |
gg(pu) + §§(OV) =0 (2.1)

Equagao do Movimento para u

Bu) ) EE)

5, .3, 3 9P _ 8, du, , 3
sE(ew) + gxlpun) + solpvu) + 5o = 52 (w 52) + AT (2.2)
Equacao do Movimento para v
> 2 2 2 _ 3 . 3vy , 3 ( 3V
§E(DV) + gg(puv) + §§(pvv) + 3y - 3x(u Bx) + ay(u ay) +
(2.3)
pgB(T - T)
Equacao da Energia
3 ) 3 _ 9 ,k T 3 k 3T
§E(DT) + EE(DUT) + §§(DVT)— EE(E; 5;) §§(E; 5§) (2.4)
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Para melhor interpretacdo e visualizagao dos resultados
as linhas de calor H também serao apresentadas, cuja equacdo no
sistema de coordenadas cartesiano definida por Kimura & Bejan

[17] é apresentada abaixo.

L2 2 : (2.5)
9°H |, 3°H _ 3 -2 )

Esta equacao para o plano transformado é deduzida no
Apéndice A (Eg. A.6). N

Apesar de neste trabalho apenas o regime permanente ser
de interesse, o0s termos temporais sdo mantidos para fins de
avanco iterativo pela consideragao de transientes distorcidos no
processo de cdlculo. 1Isto é adotado pois possibilita aumentos
- consideraveis na velocidade de convergéncia nos calculos
numéricos. Além disto o controle do processo iterativo ¢é mais
eficiente quando realizado através do avan¢o no tempo do que
quando feito através de paramétros de relaxacao -aplicados as

equacoes de regime permanente.

Na Eqg. (2.3), no termo correspondente as forcas de

empuxo, B representa o coeficiente de expansdo térmica do fluido

e T a temperatura de referéncia.

Pode-se representar as equagoes governantes de maneira
também conservativa mas de uma forma genérica em coordenadas

cartesianas [18], como

\

3q . 3B 3F .6 _ 3R IS . ¢
= t3x t 3y +P7 o= o+ 3y + S (2.6)
onde
q = pd
E = puo Fo=eve (2.7)
= ¢ 93¢ = b 3¢
R—F-g';( S =T 3y



13

Para obter-se a conservacdo da massa a partir da Eq.
(2.6), basta fazer ¢ igual a 1 e anular os termos P e s%. as
equacdbes do movimento na diregao x e y sao obtidas fazendo-se
igual a u e v respectivamente, com os termos de pressao adequados
e o termo fonte S? para a equacdo do movimento para u & igual a
zero, enquanto que para o movimento para v & feito igual ao termo
de empuxo. E finalmente a equac¢ao da energia & simplesmente

.obtida fazendo-se ¢ igual a T, com p* e s® nulos. -

A grandeza r$ da Eq. (2.7) representa o produto da
massa especifica pela difusividade da propriedade em

consideracao.

2.4 — APROXIMACAO DE BOUSSINESQ

Adotar a aproximacdo de Boussinesq & uma pratica comum
aplicada na modelagem matematica de problemas de convecgao
natural. . Segundo Gray & Giorgihi [19] esta aproximagao &
fisicamente consistente. Estes autores preocuparam-se em

estabelecer as condicOes de validade desta aproximacao.

Na aproximacdo de Boussinesq a massa especifica &
assumida constante, exceto no termo referente as forgas de
empuxo. Todas as demais propriedades do fluido sao também
assumidas constantes. Devido a presenca de um gradiente térmico
ocorre uma variacdo da massa especifica, com isto, surgem efeitos
de empuxo resultantes da variacao da massa especifica no fluido.

Tal efeito origina a conveccao natural.

Para a determinacdao de uma expressido matematica para as
forcas de empuxo considera-se p a massa especifica do fluido a
uma temperatura T. Com a exist@ncia de um gradiente térmico uma
porcao do fluido passa a ter uma massa éspecifica p diferente de
p, resultando em um peso pg, desta porcdo, por unidade de volume
e uma forca devido ao gradiente de pressao p g. Realizando um

balanco das fgrgas obtemos a forca de empuxo, por unidade de
i . .

F
Y
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volume, dadas por [2]

— (2.8)
Fy = pg - pg

ou melhor

Fy = -g(p - P) (2.9)

A massa especifica pode ser expressa em funcao da
pressdo e temperatura, ou seja p= p(T,P). O diferencial de p &

dado por

ar + 22| ap (2.10)

Assumindo a hipdtese de que a densidade nao varia com a

pressdo, o segundo termo do lado direito da equacao acima é

desprezado.  Considerando que as variagbes de p e T sao

suficientemente pequenas, a Egq. (2.10) pode ser expressa em
termos finitos '

Q
g

Ap =

AT (2.11)

@
=

P

Expressando a equagao acima em relacao a temperatura de

referéncia T, e utilizando a definicdo do coeficiente de expansao
volumétrica

™)
]

1
O |-
Io)

©

(2.12)

@
H

obtém-se’

_ - _ . (2.13)
(p—p)=—pB(T-—T)
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Multiplicando a equagao acima pela aceleracgao da

gravidade e substituindo na Eq. (2.9) temos

(2.14)
Fy = pgB(T - T)

que € o termo relativo 3 forca de empuxo utilizado na equacdo do

movimento para V.

Existem outros procedimentos que permitem a obtencao da
Eq. (2.14), sendo um deles a expansdo de p em série de Taylor que

pode ser visto em [2].

Para finalizar convém definir a temperatura de
referéncia T, empregada na equacdo acima. Para o caso da
convecgao natural sobre{uma placa plana, wutiliza-se T como sendo
a temperatura fora da camada limite térmica. No caso entre - duas
placas paralelas verticais isotérmicas, a temperatura diferentes,

T é a média aritimética entre as duas temperaturas.

Para o caso de cavidades retangulares com . duas
fronteiras opostas isoladas termicamente e as ~duas restantes
isotérmicas a temperaturas diferentes, T & avaliada também como a
média aritimética entre as duas temperaturas. Milioli [2]
preocupou-se em estabelecer a temperatura de referéncia para
cavidades irregulares, e propde considerar T através da média
ponderada. Mas a escolha da temperatura de referéncia pode ser
qualquer, pois esta é inerente a solucdo do problema. Neste

trabalho adota-se T igual a 0.5.

.0 parametro adimensional utilizado para identificar uma
determinada condicdo de convecgao natural & o numero de Rayleigh,

assim definido

g B(T, - Tg) L3 (2.15)

av

onde L é a dimensdao do lado do hexadgono. Analises de ordem de
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grandeza dos termos das equag¢dOes governantes [31] mostram que o
numero de Rayleigh & o parametro adeqﬁado para correlacionar os
resultados de transferéncia de calor em situacgOes onde o
escoamento apresenta caracteristicas de camada limite e Pr > 1,
enquando que o numero de Boussinesq o & quando Pr < 1, onde o
nimero de Boussinesq €& dado por Bo = Ra Pr. Quando se esta
tratando com varios nUmeros de Prandtl, entdo o nUmero de
Boussinesq & apropriado - para correlacionar os resultados.  Mas

neste trabalho o numero de Prandtl é fixo com valor 0.707.
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CAPITULO 3

SISTEMA DE COORDENADAS GENERALIZADO

3.1 - INTRODUCAO

Existem dois tipos de discretizacbes do dominio de
calculo gque podem ser empregados e que sido coincidentes com a
fronteira irregular do dominio: a discretizacao estruturada e a
nao estruturada. Os volumes de controle da malha estruturada sao
formados por 1linhas coordenadas, enquanto que aqueles da malha
nao estruturada sao distribuidos sem uma lei de formacdo. A
primeira, mostrada na Fig. 3.1, é usualmente utilizada em modelos
que usam volumes finitos, enquanto que a mostrada na Fig. 3.2
esta, geralmente, associado ao método dos elementos finitos. O
método dos volumes finitos pode, obviamente, empregar a malha nao

estruturada.

Fig. 3.1 - Exemplo de uma malha estruturada.
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Neste trabalho optou-se por utilizar uma malha
estruturada por apresentar diversas vantagens em relagao a bﬁtra,
sendo as mais importantes, realizagéo dos balangos de massa,
quantidade de movimento, energia, etc., com a respectiva

estruturacao do programa computacional.

Optando-se por uma discretizacao estruturada &
necessario, portanto, gerar as linhas coordenadas que a originam,
que, obviamente devem ser coincidentes com as fronteiras. Em
outras palavras, busca-se uma transformagéo de coordenadas que
serd mostrada neste capitulo, juntamente com apresentacao das
métricas da transformacgao e a respectiva interpretacgao

geométrica.

Fig. 3.2 - Exemplo de uma malha nao estruturada.

Para as geometrias estudadas neste trabalho & possivel
obter a malha coincidente com a fronteira através de um método

algébrico direto.

3.2 - TRANSFORMACAO DE COORDENADAS.
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A transformagao de coordenadas é'feita do plano fisico

(x,y), escolhido o cartesiano, para o plano transformado (¢,n)
através de

£ = &(x,y) (3.1)
n = n(X,Y) (3.2)
Com a aplicacao das Egs. (3.1) e (3.2) acima, .qualquer

dominio irregular, ou ndo, no sistema cartesiano, podera ser

mapeado para o plano transformado na forma retangular fixa, como
mostrado na Fig. 3.3, abaixo.

yL , 'nL

X

Fig. 3.3 - Transformagdao do sistema de coordenadas.

A matriz Jacobiano da transformacao &

52 ‘ (3.3)

e o jacobiano da transformagao € dado por

J = det|J| =g ny T &, Ny (3.4)
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As derivadas no plano fisico sao transformadas para o

plano (¢,n) através da regra da cadeia. Ou seja,

fy ='fE Ey + fn ny ‘ (3.6)

Para obter-se as derivadas de primeira ordem de £ e n
em relacdo a x e y, obtém-se um sistema de duas. equacoes, fazendo
f igual a  x e y respectivamente na Eq. (3.5). As incdgnitas

procuradas sao Exe ny. Com a solucao deste sistema obtém-se
Ex = YnJ : (3.7)

n, = - ng , (3.8)

DevmodoAsimilar, fazendo-se f igual a x e y na Eq.
(3.6), obtém-se

&, =~ %7 | (3.9)

n. = ng ‘ (3.10)

As derivadas de maior ordem s3o obtidas por aplicagodes
sucessivas das’ Egs. (3.5) e (3.6). . Uma apresentacao mais
detalhada desta transformacdo de coordenadas pode ser encontrada

em Thompson et al [20] e também estdo constantes em [1] e [2].

Para simplicidade no tratamento das equagoes
transformadas Af e An sao feitos iguais a unidade. Quaisquer
valores podem ser atribuidos a estes paramétros sem perda da

generalidade.

‘ As informacoes - referentes a geometria do plano fisico
sao transferidas ao plano transformado através das métricas da

transformacao, dadas por
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2.2 | (3.11)
a = X + ¥,
- x x4 (3.12)
T Xg Xp T ¥g ¥y
2 2
p— 3.13
Y o= X+ oy ( )

As informagdes gquanto a nao-ortogonalidade da malha
estdo contidas em B . Quando as linhas coordenadas sdo ortogonais

B & nulo. o,B e Yy sao as componentes do tensor métrico.

3.3 - COMPRIMENTOS E AREA NO PLANO Fislco

_ Para um melhor entendimento dos termos das equacdes
transformadas é conveniente buscar a interpretacdo geométrica dos

parametros que sao originados da transformacao de coordenadas.

As expressOes para calcular os comprimentos e areas do
dominio fisico sao obtidos em funcao® das métricas da
transformacao. Aplicando o teorema de Pitagoras para oOs

> >
comprimentos [dLgI e |dLn|’ definidos na Fig. 3.4, obtém-se

T, | = g \/x§+y§=Ag N (3.14)
Idfnl = an ¥ xﬁ + yﬁ = an \o - (3.15)

A area no plano fisico & dado por

> > >

da = dL, x dL | (3.16)
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.Fig. 3.4 - Comprimentos e area no plano fisico.

No sistema  cartesiano os vetores dados pelas Egs.

(3.14) e (3.15) sdo representadas por
-> >
+ Ag u Lo 3.17
£ - Xg AE Yy Ye g 5 ( )

- : > . > , .
= + .
dLn xn An uy Yy An u, (3.18)

0 prbduto vetorial resulta em

5>

= - b 3.19
dAa (ngn $nyg) AE An uy ( )

> P -
Sendo o ‘vetor uz unitario, a area elementar no plano

fisico &€ definido por

AE An

-5
‘ldAl - (ngﬂ + xnyg)AE An = 3 (3.20)
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Observa-se que a area elementar no plano fisico
relaciona-se com a area no plano transformado pelo inverso do
Jacobiano da transformacdo de coordenadas. £ importante salientar
que a magnitude da éreé no plano transformado pode ser escolhida

arbitrariamente, via Af e An.

3.4 - GERACAO DO SISTEMA COORDENADO

Dadas as caracteristicas das geometrias em estudo é
possivel gerar um sistema coordenado estruturado de forma
algébrica com grande facilidade. A Fig. 3.4, abaixo, mostra a
malha gerada em um quadrante do hexagono que, devido a simetria,
é gerado apenas em um quarto!da cavidade. A malha no restante do

dominio é obtida por rebatimento.

| |

\\\\\\\\\ \\ \ \\

Fig. 3.5 - Um quadrante da malha para & = 1200°.

Com o fornecimento das coordenadas X e y do contorno
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que definem um quadrante, a malha & gerada calculando-se os
pontos coordenados internos. através da relacdo de tridngulos. A
aplicagdao deste método algébrico deu-se possivel devido as
caracteristicas geométricas das cavidades estudadas. - Cabe
salientar que, em muitos casos este método algébritco ndo pode ser
aplicado. Nestes casos outros métodos de obtencdo do sistema
coordenado devem ser empregados, como o0s descritos em [21] e
[22].
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CAPITULO 4

TRANSFORMACAO DAS EQUACOES GOVERNANTES

4.1 - INTRODU(;AO

Este capitulo é destinado a transformagao das equagodes
governantes para o plano tranformado, pois, como ja comentado, as
mesmas serao resolvidas no plano transformado. Esta
transformagao da origem as componentes contravariantes do vetor
velocidade. O significado fisico destas componentes bem como o
sistema de vetores de base nas quais as mesmas sao descritas sao

apresentadas neste capitulo.

Também apresenta-se a relacao entre a velocidade fisica
normal a face do volume de controle e a ‘componente

contravariante.

4.2 - COMPONENTES DO VETOR VELOCIDADE EM UM SISTEMA GENERALIZADO

As variaveis dependentes das equacoOes .de conservagao da
gquantidade de movimento (Egs. (2.2) e (2.3)) sao as componentes
"do vetor. velocidade no sistema cartesiano. Quaﬁdo O sistema
coordenado empregado é\néo ortogonal a representagao de um vetor
neste sistema pode ser realizada empregando-se dois distintos
sistemas de vetores de base. Estes sistemas se relacionam entre
si e sao denominados vetores de base contravariante e vetores de
base covariantes, gque sao coincidentes quando o sistema for

ortogonal.

Na Fig. 4.1 mostram-se as componentes cartesianas do
vetor velocidade (u,v), assim como as componentes covariantes
(Vi,V2) e componentes contravariantes (Vl,Vz) relacionadas ao

sistema generalizado (&,n).
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Fig. 4.1 - Componentes cartesianas, covariantes e

: . >
contravariantes do vetor velocidade V.

Para demonstrar a relacdao entre a velocidade fisica,
que é responsavel pelo fluxo convectivo, e as' componentes
contravariantes considera-se a Fig. 4.2. Realizando um balango
de massa através do volume de controle utilizando as componentes
cartesianas, e sendo m massa que atravessa a face oeste do volume

na unidade de tempo, temos

m = (ynuAn - xnvAn)p = pUAn | (4.1)
De maneira similar para a face sul, temos
m = (ngAg - y€uAg)p = pVAE (4.2)

. . . >
As componentes contravariantes do vetor velocidade V

sdo dadas por

Vo = Exu + EyV | (4.3)

(4.4)

<

il
=

H]

e
+
3
<



27

Substituindo as Egs. (3.7) a (3.10) nas equagdes acima, temos
Vl = uJ - x _vdJ |
Yn n | (4.5)
V2 = x,.vJ - ud - (4.6)
£ Ye .
Comparando as Egs. (4.1) com (4.5) e (4.2) com (4.6) encontramos
v,l =03 (4.7)
v = va (4.8)

Substituindo a Eq. (4.7) na Eq. (4.1) resulta em

1
&= p %F An (4.9?
Isto demonstra que a decomposicdo contravariante & que permite
que fluxos convectivos, que atravessam linhas coordenadas, sejam
calculados por apenas uma das componentes. Nos outros dois
sistemas, o covariante e o cartesiano, & necessario a utilizagéb

de duas componentes para avaliagao dos fluxos convectivos em uma

tnica face.

A relacdo entre as velocidades U e V1 e V e V? acaba de
ser mostrada. As velocidades U e v serao denominadas, doravante,

de componentes contravariantes sem normalizacgdo métrica.

Através da Fig. 4.2 pode-se verificar a relacgao entre a
velocidade fisica normal a face e a componente contravariante.
Sabendo-se que o comprimento da face do volume & dado pela Eqg.

(3.14) (definida no Cap.3), temos
L = Yo An (4.10)

sendo U a velocidade normal & face do volume. A massa que

atravessa esta face é dada por

m = p0 Yo An (4.11)
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Igualando a equacao acima com a Eq. (4.9) teremos a relacao entre
a velocidade fisica normal e a componente contravariante, dada
por

U=10Va (4.12)

Para se obter a relagao acima para a outra componente
contravariante, deve-se seguir o mesmo procedimento para a outra

linha coordenada.

Y, 4n
y
X
Fig. 4.2 - Uma componente contravariante do vetor
velocidade.
A questao quanto a escolha das componentes do vetor
mais .adequadas para utilizacao nas equagOes de movimento
transformadas esta discutida em [1]. Optando também neste

trabalho em manusear as equagoes transformadas em uma forma
simples, onde as componentes cartesianas do vetor velocidade sao
mantidas como variaveis dependentes nas equagoes transformadas.
As componentes contravariantes sao, logicamente, empregadas para

o calculo dos fluxos convectivos.
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4.3 - EQUACOES GOVERNANTES TRANSFORMADAS

A equacao de conserVagéo apresentada na forma genérica,
para o sistema cartesiano, deve ser escrita para o dominio
transformado, através da aplicacao da transformagao definida
pelas Egs. (3.1) e (3.2). Utilizando a regra da cadeia, e
seguido de alguns algebrismos para manter a equag¢ao na sua forma

conservativa [18], obtém-se

10q , 2B , oF , 56 _ 3R, 38, ¢  (4.13)
T Tsetant?® 52 T on * S
onde
£=2%[eE+ £ F] (4.14)
T l°x %
f =2 [n.E + n_F] (4.15)
J b4 v
R=2er+e£5] (4.16)
J X y
s - 1 - (4.17)
S—J[an+nyS]

Observa-se que a estrutura da Eq. (4.13) & semelhante a
da Eq. (2.6), mantendo-se assim a interpretacdo fisica de cada
termo. Este fato implica também que os procedimentos numéricos
sdo semelhantes aqueles efetuados para coordenadas cartesianas. A
simplicidade da equégéo contribui enormemente para o

desenvolvimento de programas e algoritimos também simples.

Inserindo as Egs. (4.14) a (4.17) na Eq. (4.13) e
através de alguns algebrismos obtém-se a equacdo para a variavel

genérica ¢.
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13 3 2 p¢ =
35t tag (PUP) * gy (Ve + P .
| (4.18)
9 3¢ 9¢ 2 3% 39y 4 8%
3t C1 3 * 290 tam Caan tCsag) S

As componentes contravariantes U e V que aparecem na

equagao acima sdo as ja introduzidas. =

Nas equagOes transformadas p¢ representa os termos de

pressd3o e & denotado por

pu_ 3B _ 9P

3E Yn an YE (4.19)
av _ OP _ 3P :
PUTan X T e %y (4.20)
5T _ o | (4.21)

Au (4.22)

8V =2 [6gB(r-m] (4.23)
N (4.24)
sT = 0
Os coeficientes da Eq. (4.18) sao dados por
c, =13 (4.25)
c,=c.=-1%38 (4.26)
2 5 . )
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c, =14 gy - (4.27)

4

onde o, B e y sdo as métricas da transformacdo ja ‘definidas no

Cap. 3.

Finalmente, o sistema de equacdes que descreve O
fenomeno da convecgao natural bidimensional escrita no sistema

generalizado de coordenadas € dado por

Equacao da continuidade

dE on (4.28)

Equagao do movimento para u

2 2 o 2P
n

1 | ? _ _ 3P
F 3¢ (D§) + 3E (pUu) + F (pVu) f 58 Y + Ye +
_ : (4.29)
) du du 3 ,. du du
Equacao do movimento para v
12 > 2 __ 2P ap
3 3¢ (ev) # 5 (PUV) + 50 (pVv) = - =0 % + 5 Xn *
(4.30)
] v oV 3 ov ov 1 - e
3¢ C13e* 290 *an Caan * Cs ) * FlegB(T - D]
Equacao da energia
1 9 3 d - 3 3T 3T
5 3¢ (pT) * 3 (pUT) + 7 (pVT) 5E (cy 52+ Co 3m
(4.31)
9 oT oT
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Portanto, o conjunto de equac¢Oes acima representa o
fendmeno de transferéncia de calor por convecgdo natural escrito
em um sistema generalizado permitindo que problemas em geometrias
arbitrarias sejam resolvidos com facilidade computacional. Todas
as informacgdes sobre a geometria fisica sao transferidas ao

modelo através das métricas da transformacao.

- _Apesar do estudo realizado aqui ter _interesse .somente_
pela solucdo em regime permanente, as equagOes sdo apresentadas
na forma completa sendo validas para o regime transiente.
'Entretanto para obter-se a solucdo do transiente real o intervalo
de tempo deve respeitar certos critérios, que serao discutidos no

capitulo seguinte.
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CAPITULO 5

EQUACOES DISCRETIZADAS PARA VOLUMES FINITOS
5.1 - INTRODUCAO

Neste capitulo as equag¢les aproximadas para os volumes
de controle no plano transformado sao obtidas através da

integragao das equagOes no espago e no tempo.

As variaveis dependentes ndo sdo todas armazenadas nos
mesmos pontos da malha computacional, por razoes qﬁe serao
apresentadas. A obtencgao das equacOes aproximadas através da
integragéo! das equacOes sobre o volume elementar representa o
balanco da propriedade no volume de controle. Dentro da
generalidade apresentada -pelo método dos residuos ponderados a
presente formulacio & aquela onde a fungdo peso aplicada no

residuo'da:equagéo diferencial € igual a unidade [32].

Apresentam-se as equacoOes discretizadas para um campo
genérico ¢ nas formas explicitas e implicitas, e finalmente as

equacOes discretizadas em volumes finitos para cada variavel.
o

5.2 - DISPOSICAO DAS VARIAVEIS DEPENDENTES NA MALHA

~Para a discretizacgao das equacgoes governantes
transformadas deve-se ter definido, inicialmente, a localizacao

das variaveis dependentes na malha.

Diversas sdo as maneiras de dispor as variaveis
dependentes na malha quando estas s3o as cartesianas e o sistema
coordenado for 'generalizado. Os cuidados principais a serem
tomados dizem respeito a localizagao das pressOes, para gque se

tenha velocidades geradas pelo correto gradiente de pressao e
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. i - . ~
para que se tenha velocidades disponiveis onde as mesmas sao

necessarias para o calculo dos fluxos convectivos.

, Pode-se encontrar em [1] uma discussao sobre varios
tipos de arranjos, onde o autor mostra as vantagens e
desvantagens dos mesmos, e também faz uma justificativa pelas

razdes do tipo de arranjo das varidveis adotado em seu trabalho.

O arranjo adotado neste trabalho &€ o mesmo de [1], que
é caracterizado pela localizacdo das componentes u e V
cartesianas no mesmo ponto e no meio das faces de um volume de

controle para a conservacao da massa.

Este arranjo confere estabilidade ao modelo numérico e
n3o apresenta o inconveniente da solugdao de dois sistemas
lineares (um para u e outro para v) no mesmo ponto, pois as
variaveis u e v s3o avancadas explicitamente nao requerendo
esforco computacional, de acordo com o método usado para o
tratamento do acoplamento pressao-velocidade. As velocidades
contravariantes U e V sdo armazenadas nas faces este/oeste e

norte/sul, respectivamente.

Na Fig. 5.1 pode-se observar o arranjo desencontrado e
a localizacdo das varidveis dependentes adotadas neste trabalho.
A pressao e a temperatura sao armazenadas no centro do volume de
controle, enquanto que as velocidades cartesianas e
contravariante estao nas faces destes volumes. O volume de
controle para a equacao do movimento em v & deslocado de meio
volume na direcdo desta velocidade e de modo similar é definido o

volume para o movimento em u.

5.3 - OBTENCAO DAS EQUACOES APROXIMADAS

Conforme comentado as equagoes aproximadas serao
obtidas através da integracao das equagdes de conservacao dos

volumes elementares @ [23]. Cabe destacar uma impoftante
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caracteristica deste método, que € a interpretacao fisica
associada a essa aproximacgao. ‘Do mesmo modo gque a equagao em
termos infinitesimais representa a conservacao das propriedades
sobre volumes de controle infinitesimais, a equag¢ao integrada
representa a conservacdo das propriedades sobre os volumes de
controle finitos. Este fato & fundamental para a obtencdao de

algoritimos estaveis.

Apos ter sido definida a disposigao das variaveis na
malha, passa-se agora, a obter as equacOes para os volumes
finitos. A partir da Eq. (4.18), apresentada na forma genérica
para uma variavel ¢, efetua-se a integra¢ao no volume de controle
e aproxima-se em diferencas finitas as derivadas de primeira
ordem ainda restantes, considerando a influéncia da difusao e

conveccao de ¢, obtendo-se assim, as equacgoOes discretizadas.

Reescrevendo a Eq. (4.18) , onde os termos de derivadas
cruzadas, por conveniéncia, sao agrupadas ao termo fonte, obtém-

se

13 L2 2 5o -
T 5 (P9) + 5T (pU$) + 5 (pVe) + P (5.1)
3 % 9 39 &
3E (Cy ag) + 3 (Cy an) + ST¢
onde o termo fonte & expresso por
b = b 4 2 3¢ 3 3%
STY = S*Y + gz (C2 §ﬁ) + EL CS 35) (5.2)

Para o esquema numérico adotado neste trabalho, onde as
velocidades u e v s3o resolvidas explicitamente, conforme sera
visto no- capitulo seguinte, nao existe ‘a necessidade de
transferir os termos de derivadas cruzadas para o termo fonte.
Quando é adotado numa metodologia onde u e v sao calculadas
através de solugao de uma matriz podera ser conveniente manter um
esquema de 5 pontos, quando o analista numérico dispor apenas de

métodos classicos de solucdao de matrizes. Atualmente existem



36

eficientes algoritmos para solucdo de matrizes para problemas com
5, 7, 9, 19 e 27 pontos [24], permitindo que métodos numéricos

mais gerais, como o aqui apresentado, sejam desenvolvidos.

Para o volume de controle apresentado na Fig. 5.2,
integra-se cada termo da Eq. (5.1) no éspago e no tempo, obtendo-

se

e (Mn _ '
A t+At t
[ J {[%gl - [%?] } dnd§ +
EW Ng ,
t+At n _
[ J {[pU¢]e - [pU¢]w} dndt +
t Ng
t+At Ee
| {lovel, - love] } agat +
t &y
t+At ge nn _
[ 8% anatat = (5.3)
t £, Ng
t+At N
36 36
{[cl 24, - [cg 32 } andt +
t Ng
t+At Se
' 3 d
{[c4 —%]n - [c, 5%]s} dedt +
t £

t+At ge Ny
J $r? anacat

t iw ns
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Temperatura, Pressdo e Densidade

N

-

Volume de controle para Eq. do

&

Movim. em X

Ly
e d

Volume de controle para Eq. do

Movim. em Y

—is

n
T Velocidades u,v,U,V
_ Velocidades u,v,U,V _ |
3
. Fig. 5.1 - Armazenamento desencontrado das variaveis.

Os termos difusivos e convectivos séo apfoximados
" utilizando os 'coeficientes oeB, de acordo com o método WUDS
(Weighted Upstream Differencing Scheme) {251, que -leva em
consideracdo a importancia relativa entre a difusdo e a convecgao’
da propriedade considerada. Neste esquema o e B sdo determinados
a partir da solucgao unidimensional do problema difusivo-
convecti?o. Esta pratica permite que a aproximacao seja em
diferencas centrais quando o numero de Peclet for pequeno e
tender como limite a aprqximagéo a montante pura quando Pe tender

ao infinito.

Com isto os valores da propriedade ¢ sobre as faces do

volume elementar sdo avaliadas por

¢, = [% +ag] ¢p + 3 - ag] ¢g (5.4)

| _ L -
o, = I3 + 3] o5+ [3-3,] ¢p (5.5)



¢N
= 1 =
b, = [3+ 5] og + [3 - 3] ¢
NwW N NE

An =1 W oW P e E
4 ///
S
SwW S SE
n Y
AE:|
3
Fig. 5.2 - Volume de controle elementar
transformado.

Para os termos difusivos temos

_ ¢ - ¢
36, - % %
< §E|e = Ci1e Be AE
_ o, - ¢
36, = %p ~ ¥y
Ci13clw = 1w B —az

no
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(5.6)

(5.7)

plano

(5.8)

(5.9)
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_ ¢, =9
36 = % " %
C4 3nln = Can B —ap (5.10)
3, _ . = % " 9 (5.11)
Cy 8n|s = Cys Bs An

A avaliagao do perfil ¢ , como por exemplo, entre os
pontos P e E para a face e depende do problema fisico e apresenta‘
variacdo dentro do dominio de solugao. Pode-se verificar na Eq.
(5.4) sefﬁei= 0, entao a aproximagao recai no caso particular da
interpolagao 1linear entre ¢P e ¢E. Na Fig. 5.3 observajse as

interpolacdes em funcado de ¢ para a Eq. (5.4).

¢\
3
¢ -
P - =
v l-ae—O
2
- .
. 2- 0 <ag<1/2
2 5 ) 3- a = 1/2
E .
4---1/2'<0e'< 0
5 - as = -1/2
P e E
Fig. 5.3 - Funcao de interpolacao unidimensional.

Para evitar a difusao numérica, presentes nos esquémas
onde a funcgao de interpolacdao é unidimensional, deve-se utilizar
funcdes de interpolacao bidimensionais que incluam no algoritimo
também a influéncia dos pontos diagonais. Modernamente a difusao

numérica pode ser minimizada empregando-se malhas adaptativas,
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onde as coodenadas sao as proprias linhas de corrente e a fungao
potencial. A metodologia usada neste trabalho pode ser estendida

para o uso de malhas adaptativas.

E importante salientar também que o método aqui
utilizado permite, a partir do conhecimento do fendmeno fisico em
questdo, a geracdo da malha onde as 1linhas coordenadas sejam,

-aproximadamente, alinhadas com o escoamento.

As expressbes para x e B podem ser utilizadas
independentemente se a malha for ortogonal ou nao-ortogonal,
devido as mesmas serem baseadas na solugcdao unidimensional entre
pontos adjacentes para problemas de convecgao-difusao. Estas

’

expressoes sao dados por [33].

2
= r
o] = 5 (5.12)
10 + 2r :
_ 1 2
"1+ 0.05r2 R
onde
_ (PUy
r = (_I) = Pep (5.14)

que &€ o numero de Peclet de malha baseado nas componentes

contravariantes do vetor velocidade.

A integracdo da Eq. (5.3) no espago e tempo, com as
substituicoes dos termos previamente definidos, e usando a

equacao da continuidade na forma discretizada dada abaixo

- - - (5.15)
[(eU), = (U _Tan + [(oV) - (oV) JaE = 0 |

tem a seguinte forma, para a variavel genérica ¢
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n+l ' |
p_¢ 1 AV * n+6 _ n+06 n+6 n+o
PP F3E T A Agbg — * Buby o Bpdy
£ (5.16)
n+o6 . n ad ¢
200 4 ppep - L [B]av + L [ST¢ay

onde n+l indica o instante de tempo atual e n indica o instante
“de tempo anterior. Para ® igual a 1, a formulacdo & implicita e 6
igual a zero a formulacdo & explicita. AV & o volume do volume de

controle no plano transformado.

Os coeficientes A's sdao dados por

A =-M(3-o0) + BD
e 2 e e e (5.17)
A, = Mw(7 + oLw) + B,Dy | (5.18)
A =_M(l_§) + 8.D | (5.19)
n ' n 2 n nn :
A =M E+3) +BD - (5.20)
s s 2 s s s

onde a parte convectiva de cada coeficiente, Eq. (5.17) a (5.20),

é dada por

M = (pU)2+eAn' (5.21)

e
M = (o0) 2 %n (5.22)
My = ‘pV’ﬁfeAg (5.23)
M_ = (pv)2+eA£ ' (5.24)

e a difusiva por
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Dg = Cle,%% (5.25)
Py ="?1w it | o (5.26)
D, = C,, 7% (5.27)
D, = C, %% (5.28)
Retornando a Eqgq. (5.16), obtém—sg a fgrmulagéo

explicita fazendo-se 6 = 0

n+l _ n ; n n n, At
07 = [Bgep + Ajoy + Aoy + Adg] pphv * |
(5.29)

_ AtJ  *yon 50 ;AE a1 At
(1 o8V A,lo, - L [P ]er,+ L [sT%] o

Na formulacdo explicita o critério de estabilidade
requer que o coeficiente de @Pseja positivo. Portanto, o avango

no tempo deve satisfazer a desigualdade'abaiko

ke
>
<

A ' = . . |
t < = Atmax v (5.30)

5
(3

onde Atmax é o maximo avan¢o no tempo para a formulagao

explicita.

~ Usando o fator E [26], definido Como

At = EAt (5.31)

ax

onde E & denominado de multiplicador de tempo. Da Eq. (5.15) com

8 = 1 obtém-se a formulacdo implicita em termos do fator E
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oD =t A ag T
e n y (5.32)
ey % - b [P Jav + 1 [sT°]av
onde
A, = ap + § 5Y (5.33)
Através das equagéeé (5.30) e (5.31) obtém-se
A; -2 %% f (5.34)
entao.Ap resulta em
Bp = A, (lEE), | (5.35)

Para obter-se transientes reais, At deve ser o mesmo para cada
equacdo de conservagao e para cada volume da malha, para gque O
avanco seja igual em todo o dominio de solugéo,'evitando—se assim
as solucdes distorcidas. Para isto, E deve ser variavel de
volume para volume no dominio. Quando se estiver apenas
interessado na solucao em regime permanente, como & o caso deste
trabalho, entao o valor de E pode ser constante para todo o
vdominio, onde o processo 1iterativo atinge o regime permanente

através de um transiente distorcido.

Como pode ser observado na Eq. (5.32) gquando a
formulacdo €& implicita, a positividade dos coeficientes &
independente de E, podendo este assumir valores acima de 1 tanto

no calculo do transiente real como do distorcido. Detalhes do
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procedimento de avango de solucOes transientes, distorcidos ou

ndo e seus respectivos niveis iterativos podem ser vistos em
[27].

Finalmente, as equagdes aproximadas que descrevem O
problema sdo escritas abaixo:

Equacdo da continuidade

[(ou) - (ov)Jan + [(ow) = (pv) J]AE = O . (5.36)

Equacao do movimento para u

n+l n+l n+l n+l n+l Ap n _
ApUp AUg T AUy Apuy - tAg%s Y TTE) Yp (5.37)
L [BY]av + L [sTY]aAv
Equacao do mévimento para v
n+1l . ..n+l - _n+l n+l n+1l AP
AV =A v + AV —_r oy
pVp eE T AW PRV Y AVs Y TTEy Ve T (5.38)
L [BV]av + L [STV]Av
Equacao da energia.
A Tn+1 _— Tn+l + A Tn+l + A Tn+l + A Tn+1 + AP ol oy
PP e E wW n"N S (1+E) P (5.39)
L [stT]av

Resta ainda a equacao para o avanc¢o da pressao, mas
esta seri apresentada no capitulo seguinte, juntamente com o

algoritimo de solucao e também apresentagéo"do método de
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tratamento do acoplamento pressao-velocidade.

A obtencdo das equagoOes discretizadas poderiam ter sido-
obtidas a partir do balango direto da propriedade nos volumes
elementares. Isto evitaria a transformacao e a integrac¢ao das
equacOes como realizada neste trabalho. Apenas como exemplo

obtém-se aqui a equacao da conservagao da massa pelo balango.

- Lembrando das. componentes do vetor_velocidade responsaveis pelo

fluxo de massa através das linhas coordenadas e realizando um

balango de massa para o volume da Fig. 5.4, temos

(pU) _An + (pV) (A& = (pU) _An + (oV) AE (5.40)

gque é a propria Eg. (5.36).

Fig. 5.4 - Balanco de massa em um volume de controle.

As equacbOes da quantidade de movimento para u,
quantidade de movimento para v e a equagao da energia, podem ser

obtidas de maneira semelhante.
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CAPITULO 6

ESQUEMA NUMERICO DE SOLUCAO

6.1 — INTRODUCAO

Obtidas as equacOes discretizadas, conforme Cap. 5, os
sistemas de equacgdes algébricos devem agora ser resolvidos. O
método utilizado neste trabalho & segregado, isto &€, resolve-se
os . sistemas lineares em sequéncia. Este fato introduz a
necessidade de levar-se em conta o forte acoplamento entre a

pressdao e a velocidade nas equagOes do movimento.

Neste capitulo é apresentado o método utilizado para
tratamento deste acoplamento e sd3o discutidas as condigcdes de
contorno para as diversas varidveis. Comentarios também sdo
tecidos com relagdao aos métodos S.0.R (Sucessive Over-Relaxatién)
e MSI (Modified Strongly Implicity procedure) [24], wutilizados

para solucdao dos sistemas linearizados de equacoOes.

6.2 - ACOPLAMENTO PRESSAQO-VELOCIDADE

Conforme ja discutido, optou-se neste trabalho, em
busca da simplicidade, manter as componentes cartesianas do vetor
velocidade como varidveis dependentes no plano transformado. Foi
também visto que para avaliacao dos fluxos convectivos da
propriedade ¢ através das faces do volume de controle, as

velocidades contravariantes devem ser utilizadas.

Observando a Eq. (4.29) nota-se que ao contrario do que

acontece com o termo convectivo 3 _ na Eq. (2.2), onde o

e (puu)

fluxo de massa é calculado com a propria variavel dependente, no

termo 3 (oUu) © fluxo convectivo é calculado com a componente da
13 '
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velocidade que ndo €& a variadvel dependente do problema.
Rigosamente ndo existem problemas tratar as equacOes desta forma

desde que certos cuidados sejam observados [1].

Neste trabalho, devido as caracteristicas inerentes ao
método PRIME (update PRessure Implicity and Momentum Explicity)
[1] e [28], wutilizado para tratamento do acoplamento pressao-

__.velocidade, _é possivel utilizar as equacg¢Oes do_movimento escritas .
para as varidveis contravariantes. Estas equacdes sdo obtidas a
partir das equagles aproximadas para as componentes u e v, como a

seguir.

Reescrevendo as equacOes do movimento (5.37) e (5.38)
‘"de outra forma, mas ainda em termos de velocidades cartesianas,

temos para a equacao do movimento para u

u _ u u u u _

AP u, = A, up ¥ A U + A uy + AS ug + Bp (6.1)
AP AP
['A—g Yn]P + [Z_ﬁ YE]P

onde
u (6.2)
u _ ,u P ~u _
B, = A, T3 + L[ST ]P AV

e para equagao do movimento para v

v N v v v v o_
BAp Vp = Ry Vg +t A, Yyt Ay vyt A Vg *+ By
(6.3)
AP AP
(&5 xelp * lxg *nlp
onde
v (6.4)
v _ v P NV
Bp = Ap 15 + L[ST |, AV

Substituindo as Egs.(6.1) e (6.2) nas expressdes de U e V, obtidas
com a comparacdo da Eq.(4.5) com (4.7) e Eg.(4.6) com (4.8) obtém-
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se as equagOes do movimento para U e V como,

A AP
UP = U —_ A_P -qﬁ + ZR i_ﬁ. (6.5)
AL Aplp N Aplp
A A
P An AY AE AY
N Aplp plp |
onde as velocidades U e V sio
AU AU
6= o8 fuy - vgrop] + = [ayn - vipnp] +
p AU ' EnP E"nP 20 twinp WP .
P P {6.7)
' U U
Ag As ] BP
—— -— - X + —_—
g [u¥p = Vx%npl * 0 lug¥p = VeXpp 20 .
Ap P P
AV AV
Vv, = —= [v.x wy, ] + — [v x u y,,] +
P AV ETEP EZEP AV WEP WS EP
P P ' .
o B ~ (6.8)
v _
\ Y n
— — + —_—
N [viXep = W¥epl + N [ve¥ep = ug¥epl A
P P P
sendo os novos termos fontes dados por
U _ _u _ BV
Bp = Bp ¥p ~ Bp Xp ‘ (6.9)
vV _ v u
Bp = Bp X;p = Bp vpp (6.10)

Cabe aqui observar que os coeficientes sdao os mesmos
independente da variavel tomada como dependente. Uma vez gue as

velocidades u, v, U, V possuem o mesmo volume elementar. Assim
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sendo, tanto para o volume de controle para U e para V tem-se que

AY = aY = AU e A% = AV = AV respectivamente.
P P P P P P

Agora, o conjunto de equagOes governantes fica definido

pela equagado da continuidade, Egq. (5.36), equagao do movimento
para U, Egqg. (6.5), equacao do movimento para V, Eqg. (6.6),
equacao da energia, Eq. (5.39) e pela equacgdao da pressao gque sera

obtida a seguir.

Como as velocidades sao obtidas em termos das
componentes contravariantes, as velocidades cartesianas podem ser
calculadas, quando necessarias, por

u = J(Ux, + Vxn) - (6.11)

g

(6.12)
v = J(U + Vv

( YE Yn)

Apds ter-se definido as variaveis dependentes para as

equagoes do movimento passa-se a tratar entao do acoplamento

pressdo-velocidade. Uma analise detalhada a respeito da questao

do acoplamento pressao-velocidade pode ser vista em [26].

O acoplamento pressao-velocidade consiste em obter um
algoritimo responsavel para o avango da pressao ho processo
iterativo, uma vez gque ndo existe equagao evolutiva para a

pressao no sistema de equacgoes.

Neste trabalho para o acoplamento pressdo-velocidade &
utilizado o método PRIME. Neste método o processo da correcao da
velocidade e obtengao da pressao &€ realizado simultaneamente, ao
contrario do que & feito ao método SIMPLER [29] onde duas
equacbes de Poisson sdo necessarias, uma para a corregao da

velocidade e outra para o avanco da pressao.
6.3 — OBTENGCAO DA EQUACAO PARA PRESSAO

A equagido para o avanco da pressdo no método PRIME é
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obtida inéerindo—se as equagées de movimento,_Eqs. (6.5) e (6.6),
na equacao da conservacao da massa. De acordo com a Fig. 6.1 as
seguintes velocidades sao envolvidas para o balanco no volume

mostrado.

~ AV o Av B
u =0 - |[——| (P, - P) + |—s —]| (P + P, -
e e [Ag rEle BOOF [4Ag anle NE N
‘ ' (6.13)
PSE - PS)
_ A AV a AV R
U =0 - [—=—] (p, -P) + [ =] (P + P_ -
wooow [Ag rglw B [4AU An]w NwooN
P (6.14)
PSW - PS)
= 9 AV y AV B
Vo =V, - {—— —| (Py - PJ) + [=— =] (p
A Aan [4A A ]n NE ~ E
P 4Bp 4E (6.15)
PNW - PW)
Vo=V - (gL (PP"PS)J'[?A—V“V“@"] (Pgg * Py -
[AP Anjs 4AP AE s (6.16)
PSW - PW)
Substituindo estas equacgdes na Eq} (5.6) obtemos
APPP = AePE + AWPW + AnPN + ASPS + AnePNE +
(6.17)
AanNW + AsePSE + AswPSW + B
onde os coeficientes sao dados por
- (AV « AV o AV vy AV

U
AP AE w AP AE e A. An n Ag An s
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/ A
A A (6.19)
- A AL e 4 AE s 42° AE n
p p
AV
A, - AV 2, +"AVV By - (:1_-‘7 £ (6.20)
AP AE w 4AP AE n AP AE s
a_ = (é%_l_ + (Ayﬁ By - (ézﬁ £ (6.21)
AP An n 4AP An w 4AP An e
A (é% Xyoo4 (éya £ (Ayﬁ £ (6.22)
A, An s 4AP An e 4AP An w
A =- & By - AV £, (6.23)
4AP An e 4AP AE n
A, = B By .+ A5 | . (6.24)
4AP An e | 4AP AE s
a = AV By 4 A, (6.25)
4n, An w 4a, BE n
A, = - éYﬁ By - (AYV B (6.26)
4ag, An'w  4A; AL s
:; A A ~ ) A .
B=w=10, -0, +9, -9 (6.27)

Os coeficientes acima sdo validos para os volumes
internos. Para os volumes de fronteira o procedimento é

semelhante, bastando apenas substituir na equacdo da conservacgao
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da massa a condicdao de contorno para a velocidade existente na

fronteira em questao.

Apds determinado o campo de pressoes as velocidades sao
corrigidas de modo a satisfazer a conservacdo da massa, através
das Egs. (6.13) a (6.16).

NW N NE
Vn
1
] I
[} |
w u,l P ! E
5] YL B -ﬁik‘ﬂ
§
i V, !
. I
SwW 'S SE
a a
n

Fig. 6.1 - Volume de controle para a equacao da continuidade

6.4 - ALGORITMO DE SOLUCAO
A sequéncia de cdlculo para a solucdo do problema &
dada a seguir.

(1) - Arbitrar os campos iniciais de velocidades,

pressdo e temperatura do dominio interno.

(2) - Fornecer as condicoes de contorno para as

variaveis dependentes.

(3) - Calcular os coeficientes das Eqé. (6.1) e (6.3).
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(4) - Calcular U e V através. das Egs. (6.7) e (6.8).
(5) - Resolver a ~equagao de Poisson para a pressao,
Egq. (6.17).

(6) - Corrigir U e V usando as Egs. (6.5) e (6.6).

(7) - Calcular o campo de temperatura resolvendo a

equacao da energia, Eg. (5.39).

(8) - Calcular as velocidades cartesianas u e v atraveés
das Egs. (6.11]) e (6.12).

(9) - Retornar ao item (3) até que a convergéncia seja
obtida.

No item (4)} a obtencio de U e V nido é feita através da
solucao de sistemas lineares, mas algebricamente através das Egs.
(6.7) e (6.8). '

Existem dois motivos pelos quais os ciclos iterativos
sao necessarios qﬁando problemas como aqui tratados sao
resolvidos iterativamente. O primeiro pelo fato das equagoes
serem acopladas entre si, e o segundo para levar em conta as nio
linearidades. Neste proéessd iterativo, como aqui descrito, os

dois efeitos estao sendo considerados simultaneamente.

6.5 — CONDICOES DE CONTORNO NO DOMINIO TRANSFORMADO

Na solugao das equagoOes governantes um fator importante
€ a aplicacao das condigcOes de contorno. Com o uso de sistemas
de coordenadas que coincidem com a geometria a aplicacao das

condicoes de contorno fica facilitada.

As condicOes de contorno ja foram definidas no Cap. 2,
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e aqui sao aplicadas no plano transformado. Utilizam-se pontos
ficticios na aplicacdao das condigdes de contorno para as
velocidades, enquanto que para a pressao e temperatura realiza-se
balancos nas fronteiras. Passa-se agora a descrever a aplicacao

das condicOes de contorno para velocidade, pressao e temperatura.
6.5.1 - CONDICAO DE CONTORNO PARA A VELOCIDADE

Como ja citado anteriormente, na solucao das equagdes
de movimento, utiliza-se pontos ficticios. Este &€ um procedimento
largamente utilizado com objetivo de se ter wuma unica equagao
para todos os volumes do dominio. Isto requer que se obtenha
equacOes para os pontos ficticios que sejam funcdo das condigdes
de contorno de cada fronteira. Estas novas equagOes passam a
integrar o sistema de equagdes composto pelas equacgdes dos pontos

internos. ‘

No presente trabalho as condigdes de éOnthno para as
velocidades sao prescritas e iguais a zero, pois as paredes da
geometria sao sblidas e impermeaveis. Considere, por exemplo, a
Fig. 6.2 onde & mostrada uma fronteira com o valor da variavel ¢,
onde ¢ répresenta u oﬁ_v; prescrita. A equagdo para o ponto n

sobre a fronteira, mostrado na Fig. 6.2, &

o = by + %p (6.28)
n ' 2
onde o valor da variavel ¢ no volume ficticio N & dado por
oy = 2¢, - ¢P ) (6.29)
Mas como neste caso ¢, = 0, temos
= - (6.30)
PN ¢P

e assim similarmente para as demais fronteiras.
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NW N NE

cebso s s 02222 l\llrl‘lllJ t e 02222222 fronteiro
w \N E
a =]

7
7

'Fig. 6.2 - Volume ficticio no dominio transformado.
6.5.2 - CONDICAO DE CONTORNO PARA A PRESSAO

Conforme visto no método PRIME, a cada iteracgao
resolve-se uma equacao de Poisson para a pressdo com objetivo de

atualizar o campo de pressdOes e corrigir o campo de velocidades.

O procedimento de obtencao da equacdo da pressao
automaticamente incorpora as condicOes de contorno nas equagées

algébricas.

Considere, por exemplo, a Fig. 6.3 onde & mostrado o
volume de contorno da pressio para a fronteira leste, Como as
velocidades sao prescritas nesta fronteira, as equacOes de

movimento resultam

Uev= Uprescrito : (6.31)

g =8 - (% - _B_ - 6.32
U, =U () Pp=P) + (=) (P + Py + Poo = Po) )
. AP w 4AP w
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A Y _ B , _ _
Vs = Vs - (XV) (PP PS) + (ZXV)S(PS + PP' PSW PW +
p ° P (6.33)
28p | )
v =9 - (X)) (p.-P.) + -8y (. +P. ~-P._ -DP_ +
n n. v N °P V'n'"N P NW W 6.34)
A_n 4A
P P
2APf|n)

onde AP, € o gradiente de pressao na fronteira, este gradiente
pode ser avaliado com uma aproximagao de primeira ou segunda
ordem [l]. Estudos e testes a este respeito foram realizados, e
ambas as maneiras de avaliar o gradiente mostraram igual
comportamento. Com isto, por questao de conveniéncia e
simplicidade adota-se neste trabalho a avaliagao do gradiente na

fronteira de forma linear. Maiores detalhes em [1].

Quando .a velocidade é& prescrita, a velocidade na
fronteira, por exemplo Ue, € igual a Uy, uma vez que a mesma ja
satisfaz a conservacdo da massa e, portanto, nao necessita ser

corrigida via Eg. (6.13).

Substituindo-se as equacgoles (6.31) a (6.34) na equagao

da continuidade obtém-se os coeficientes da seguinte forma

Ag = Bpe = Bge =0
. . L. . (6.35)
Ayr Apyr Bgy o iguais aos ja definidos :
p/ os volumes internos
A = (<L) o+ (B - (B
n \Y \Y \Y
AP n 4AP w 4AP n (6.36)

s A, w aaY s (6.37)
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> . :
= - 6.38
B AV + (KV)S (Kv)n ( )
onde
APfB
Ky = PN (6.39)
P
q
‘NW N E
A 3 3
\Y y
™ F
4 | /:
[ W UW P o Ue
U
vs ¢
_ I
SW S
a a

LA & AAN fir i Sar G Gu o o

fronteira
Fig. 6.3 - Volume de contorno para a Pressao.

Igual procedimento & realizado para os volumes das
demais fronteiras. Obiviamente os cantos sdo também volumes de

fronteira e requerem o mesmo tratamento.
6.5.3 - CONDIGCAO DE CONTORNO PARA A TEMPERATURA

Para apresentar a aplicacdao das condigdes de contorno

para a temperatura considera-se, inicialmente, equacao da

energia, Eg. (5.39)
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n+l _ n+1l n+l n+1 n+1l
APTP = AWTW + ASTS + AeTE + AnTN +
(6.40)
APT; '
onde STT é o termo fonte e dada por
o 9T 3T ' T . 3T (6.41)
STT = — - - i - o=
(CZ an)e + (CS ag)n (CZ an)w (CS SE)S

Seja o volume de fronteira mostradc na Fig. 6.3 ja
utilizado para demonstrar a aplicacgao da condicdo de contorno

para a pressdo.

Realizando-se um balango de energia para esta fronteira

tem-se

: n
A_T
n+l _ n+l n+1 n+1l PP (6.42)
APTP = AWTW + ASTS + AnTS ifF§,+ STT
i .
onde o Ap passa a ter a seguinte forma
* | (6.43)
AP = Aw + AS + An .
O termo fonte fica sendo dado por
= ATy, . Ty _ 3T, L 4 6.44
STT (Cq ag)n (Cq ag)s (c, ) w CP|e (6.44)

onde q|e represehta o fluxo de calor através da fronteira leste,
sendo este termo diferente do tipo de condigido de contorno. As
condicbes de contorno deste trabalho sdo de temperatura prescrita
e de fluxo de calor prescrito. Para isto temos

a) Condicdo de contorno com fluxo de calor prescrito

qle = 9prescrito o (6.45)
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b) Condigcao de contorno com temperatura prescrita

_ e~ 3T , o 2T, (6.46)
qlg = = €p(Cy 57 + €5 5F) ¢ |
onde as . derivadas aT e T sao calculadas com a
- on ' X3

distribuicao de temperatura prescrita sobre a fronteira. No caso
deste trabalho, onde a temperatura é_ constante ao longo da

fronteira leste, temos 3T| = 0.
anle

Assim como exemplificado, aplica-se as condicOes de
contorno em todas as fronteiras. Neste caso ndo existem pontos
ficticios e as condigdes de contorno sdo incorporadas as equacgoes

dos volumes de fronteira.

6.6 — DETALHES NUMERICOS
6.6.1 - METODO DE RELAXACAO DAS VARIAVEIS NO CICLO ITERATIVO

No processo iterativo s3o resolvidas as equacdes
fazendo um avahgo das variaveis no tempo até atingir—ée a
convergéncia. 0 transiente sequido é distorcido wusando-se
valores de E constantes no dominio. O valor de E permite
controlar o avango para obtengdo da solugao, pois & equivalente a

estipular o intervalo de tempo no qual a solucao é avancada.

Na solugcao do sistema 1linear de cada variavel foi
utilizado, inicialmente, o método S.0.R com valores de relaxacio
em fungdo, principalmente, do tamanho da malha e da magnitude do

processo convectivo.

E importante lembrar que neste trabalho o método S.0.R
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é aplicado na solucdao da equagdo da pressao e da energia apenas.
As variaveis uwu e v (U e V) s3dao avancadas, como ja comentado,
através do calculo de U e V, que significa um avan¢o semelhante

ao processo iterativo ponto por ponto de Jacobi.

Testes foram realizados para a determinacao de valores
de coeficientes de relaxacio que aceleram a convergéncia mas,
devido a depedéncia de varios fatores, nio é possivel a
determinacao de uma regra deral para os valores destes
coeficientes. Os valores utilizados que apresentaram aceleracgao
no processo iterativo da solugao do sistema linear, na maioria
dos casos tratados neste trabalho, é uma sub-relaxacdo de 0.8
para a equacdao da energia e a sobre-relaxacao de 1.5 para a

pressao.

No final da realizacao deste trabalho implementou-se um
outro método para a solugdo das equacgOes da temperatura e
pressao, denominado MSI [24]}. O MSI mostrou-se muito eficiente,
conduzindo rapidaménte para convergénéia e alguhs casos foram
repefidos utilizando-se este método e verificou-se que o tempo de
computacdao para a solucdo do problemavdiminﬁiu em mais de 60%.
Este método tem também a vantagem de nao necessitar de

coeficientes de relaxagao, e & praticamente direto.
6.6.2 - CRITERIO DE CONVERGENCIA E TOLERANCIA

O critério de convergéncia adotado neste trabalho é

dado por

) |¢n+l _ ¢nl
- |¢' - ¢

max min|

€ - (6.47)

onde € é a tolerancia determinada.

Para interrupgdao do avanc¢o da solucao a convergéncia é

realizada nas velocidades cartesianas e a tolerancia é fixada na
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maioria dos casos, em 5.0E-05. Para a solucao da pressdo e da
temperatura no ciclo iterativo interno a tolerancia é fixada em
1.0E-04. Com a utilizacdo do MSI o critério de convergéncia
adotado é devido a Van Doormaal & Raithby [30], que é denominado
de Norma Euclidiana dos Residuos. A tolerancia foi fixada em 0.05
tanto para a obtencao do campo de pressao como para temperatura,
no ciclo itrativo interno, permanecendo o mesmo critério da Eq.

(6.47) para a interrupcao do avancgo da solucao completa.
6.6.3 - AVANCO DAS VARIAVEIS NO CICLO ITERATIVO

Como visto no Cap. 2, a coordenada t € mantida mesmo
que o interesse seja o regime permanente, pois esta coordenada
serve de avanco iterativo (transiente distorcido) e o valor de E

€ o responsavel por este avancg¢o iterativo (no tempo) .

O valor de E foi fixado em 2.5, quando do uso do S.O.R.
Este valor apresentou um bom comportamento para a solugéd do
conjunto das geometrias tratadas neste trabalho. Com a utilzacao
~do MSI, onde se tem uma melhor solucao do campo de temperatufa e
de pressao permitindo um maior avangco no tempo, entao
possibilitou o aumento no valor de E para 5.0. E importante
ressaltar que com o MSI ndo foram repetidos todos os casos deste
trabalho, apenas alguns deles para verificar o comportamento e

vantagens deste novo método para a solugao de sistemas lineares.
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¢ | CAPITULO 7

ANALISE DOS RESULTADOS

7.1 - INTRODUCAO

Tendo-se, até aqui, apresentado toda a metodologia
utilizada, passa-se agora para a apresentagéo dos resultados do
estudo do comportamento da convecg¢ao natural em cavidades

hexagonais.

Fundamentalmente, procura-se determinar os parametros
da transferéncia de calor pof convecgao natural em cavidades
hexagohais arbitrarias em fung¢do do namero de Rayleigh.
Adicionalmente @ existem questdes importantes que procura-se
responder, -como por exemplo, a) a determinagdo do angulo para o
qual surgem recirculagOes junto éos vértices, onde espera-se uma
sensivel diminuigado da troca de ¢alor, b) a importénéia relativa
do processo convectivo e difusivo em funcao do angulo da cavidade
e c)> a razéo entre o calor trocado por convecc¢ao natural pela
cavidade hexagonal e o calori trocado pela cavidade retangular
inscrita. O conhecimento desta razao & fundamental na escolha de
uma cavidade hexagonal ou retangular para uma determinada

finalidade de transferéncia de calor.

Sdao apresentadas neste capitulo, as malhas utilizadas
para as - diversas ' geometrias hexagonais na obtencao dos
resultados. Os resultados foram obtidos para as cavidades com
angulo variando de 300 ‘a 1800 com o niimero de Rayleigh de 0 a
106, Para a visualizacdo do processo convectivo e péra melhor
interpretar o fendmeno fisico sao .apresentados perfis de
velocidades, perfis de temperaturas, linhas de corrente, vetores
velocidade, isotermas, linhas de fluxo de calor e também o fluxo
de calor local ao longo das paredes com temperatura prescrita,
para todos os numeros de Rayleigh e para diversos 3angulos, em

termos de condutividade térmica equivalente. Finalmente é
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realizada uma comparagao da troca de calor das cavidades

hexagonais com as retangulares inscritas correspondentes.

7.2 — MALHAS PARA AS CAVIDADES HEXAGONAIS

Como ja citado no Cap. 3, as malhas utilizadas para as
diversas geometrias foram geradas através de um método algébrico

direto. Algumas das malhas utlizadas s3o aqui apresentadas.

Para todas as geometrias foram realizados estudos de
resolucdao de malha, isto €&, para uma determinada geometria
'refina-se a malha efetuando-se uma maior concentracio das linhas
coordenadas nas fronteiras, verificando-se as variagcoes das
variaveis com a mudanca da malha. E comum determinar a malha
adequada (suficientemente refinada) em funcdo da nao variacao dos
pardmetros médios, como niimero de Nusselt, por exemplo. Neste
trabalho observou-se que este critério ndo & adéquado gquando se
tem interesse também na magnitude dos parametros locais.
Portanto, a condutividade térmica equivalente local foi
utilizada, como informacdo para a determinacao da malha adequada.
Este estudo foi realizadb para Ra = 10%, condicdo em que existem
0os maiores gradientes. Quandd a conveccao se torna menos intensa
é natural utilizar uma malha menos refinada mas, por questao de
seguranga nha obtencdo dos resultados, para uma determinada-
cavidade os mesmos foram computados com a malha refinada obtida

com os numeros de Rayleigh mais elevados.

~Apresenta-se agora algumas malhas utilizadas. Na Figqg.
7.1 temos a malha para 6 = 180° que corresponde ao retangulo 2:1,
a qual tem 36 volumes na diregao vertical e 20 na horizontal.
Nesta malha verifica-se a concentracao das linhas coordenadas nas
fronteiras como citado anteriormente. A Fig. 7.2 mostra a malha
da cavidade hexagonal com 8 = 1200 com 28 volumes na direcgao
vertical e 26 na horizontal, e a Fig. 7.3 apresenta a cavidade

com 6 = 600 e 32 x 32 volumes.



Fig. 7.1 - Malha da cavidade retangular (6=180°),

20 x 36 volumes.
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Fig. 7.2 - Malha da cavidade hexagonal com 6=1209°,
26 X 28 volumes.
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7.3 - APRESENTACAO DOS PERFIS DE VELOCIDADE E TEMPERATURA

E procedimento comum expressar a magnitude da conveccao
natural em termos do numero de Rayleigh. A seguir, sao
apresentados, para as diversas cavidades, os perfis de

velocidades e temperatura para varios numeros de Rayleigh.

Mostra-se na Fig. 7.4 os perfis de velocidade
adimensionalizada 3, ao longo da linha média horizontal para a
cavidade retangular, 'para Ra = 103 e 10%, enquanto que na Fig.
7.5 temos os resultados para Ra = 10° e 10°. Este comportamento
da cavidade retangular & bem conhecido. Para frizar, observa-se
Que com o aumento do nUmero de Rayleigh tem-se a formacao de
escoamento de camada limite, com uma elevada velocidade
ascendente junto a parede aquecida e descendente junto a parede
resfriada. Para Ra = 108 surge, moderadamente, a inversao
térmica, como pode-se verificar na Fig. 7.5, onde existe uma
parcela de fluido gquente mais perto da parede fria do que da
parede quente e vice-versa. Este fendmeno ocorre devido ao
aquecimento da massa de fluido central, que esta quase estagnada,
pela massa aquecida que vem da parede quente e perde calor para a
parede fria e para esta massa central. O mesmo ocorre com a
massa fria, dgque vem com alta velocidade da parede fria, e
resfria, desta feita, a parte esquerda da massa central

eétagnada.

Analisando-se o perfil de temperatura para a mesma
cavidade, ao longo da linha média horizontal, verifica-se na Fig.
7.6 gque para Ra = 103 que o perfil de temperatura é.praticamente
linear, isto significa que o fluxo de calor da parede aquecida
para a parede resfriada é mantido praticamente por condugao.
Voltando para a Fig. 7.4 verifica-se que a velocidade para Ra =
103, & muito baixa, mostrando assim, que para este nimero de
Ra?leigh os efeitos convectivos sao pequenos. Também na Fig. 7.6
pode-se observar o fendmeno da inversdo térmica, a qual é
nitidamente mostrado para numeros de Rayleigh altos, Ra = 10° e
108.
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Fig. 7;6'— Perfis de temperatura T*ao longo da linhé
média horizontal. 6=180°, Ra=103 a 10°.

Para a cavidade formada com. 6=1500 existem minimas
modificacdes nos padrdes de escoamento e temperatura em relacdo a
cavidade retangular. Por esta razao nao sao aqui apresentados

resultados para este caso.

Também para a cavidade com 6=1200 o comportamento dos
perfis de velocidade e temperatura sao semelhantes aos da
cavidade retangular. Cabe destacar o aparecimento da inversao
térmica para numero de Rayleigh igual a 10%, o que ndo se observa

para a cavidade retangular.

Para a cavidade com 6 =900 comecam a aparecer as
recirculacgodes nos vértices laterais formados pelos 1lados
inclinados do hexdgono. A presenca desta recirculagdes pode ser
vista pelos perfis de velocidade v ao longo da linha média
horizontal nas Figs. 7.10 e 7.11. Seus efeitos podem ser notados

pela distribuicdo de temperatura ao longo da 1linha média
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Fig. 7.9 - Perfis de temperatura T ao longo da linha
média horizontal. §=1200, Ra=102 a 106.

horizontal na Fig. 7.12. Observa-se que para X até 0.05, a
. temperatura é constante e igual a da parede quente para Ra=102 e
103. Isto ocorre devido a presencga dé uma. massa de fluido
confinada pela recirculagéo que se mantém na  temperatura da
parede, pela quase impossibilidade de troca de calor com o
restante do fluido. A magnitude da velocidade v perto das
paredesvdiminui com a diminuicao do angulo, devido a presenca da
parede com inclinac3o contraria (apds o vértice) agquela em que o

fluido acelerado tenderia a seguir.

Para a cavidade com 8 = 600 as influéncias da variacao
do numero de RaYleigh sdo mais acentuadas, como pode observado na
Fig. 7.13 e 7.14, onde sao apresentados os perfis de velocidades.
Verificé;se através destas figuras o surgimento de recirculacgoOes
mais abréngentes, isto €, ocupam um espag¢o maior, especialmente
para numeros de Rayleigh mais baixos. Estas recirculagbOes fazem

com gque as velocidades maximas sejam bem inferiores quando
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Fig. 7.12 - Perfis de temperatura T* a0 longo da linha
média horizontal. §=900, Ra=102 a 108.

comparadas com as cavidades citadas anteriormente} tanto para
nﬁmeroé de Rayleigh baixos como elevados. Estas recirculacgoes
nos vértices da cavidade atuam como isolantes  térmicos,
dificultando a troca de calor entre as paredes aquecidas e
resfriadas. 1Isto pode ser observado na Fig. 7.15 verificando-se
os perfis de temperatura para Ra = 105 até 10%®, onde observa-se
baixos gradientes de temperatura, até mesmo para Rayleigh

elevado.

Finalmente analisando-se os resultados para cavidade
com angulo 6 = 300 verifica-se, através das Figs. 7.16.e 7.17,
gfandes modificagdes no escoamento em relagao a cavidade
retangular. As recirculagdes sao bem mais acentuadas e para
 Ra=103 praticamente nio existe velocidade vertical na linha média
horizontal. Para Ra=103 e 10* aparece uma acentuada recirculacio

com dois vortices bem salientes de cada lado da cavidade. Também
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para Ra=10°> e 106 existem dois vOrtices, entretanto, menos
significativos. As  recirculacdes s3o menos acentuadas para
numeros de Ra altos pois nestes casos devido as altas velocidades
a inércia da massa de fluido em movimento confina a recirculacéao
em uma regiao menor do vértice do hexagono. O aparecimento das
recirculagdes acontece quando a inércia do fluido gque comega
ascender a parede quente ndo é suficiente para manté-lo aderente
a esta paredé, descolando-se e formando uma pluma, obviamente
vertical, dando possibilidade ao aparecimento da recirculacgao.
Voltando-se a analisar os perfis de temperatura, na Fig. 7.18
verifica-se a influéncia da recircuiacéo sobre o campo de
temperatura, onde, praticamente’ZO% do comprimento de cada lado

do hexagono para Rayleigh 103 e 10 ficam quase isolados.
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7.4 — APRESENTACAO DOS CAMPOS: ISOTERMAS, LINHAS DE CORRENTE,
VETORES VELOCIDADE E LINHAS DE CALOR '

Os perfis de velocidade e temperatura mostrados no item
anterior n3o conseguem fornecer uma visao global. do problema
fisico, mostrando apenas valores localizados. Nesta segao sao
apresentadas as linhas de corrente, vetores velocidade, linhas de

calor e isotermas para alguns dos casos estudados.

E comum procurar descrever o comportamento térmico de
um problema de transferéncia de calor através das isotermas. Este
procedimento & adequado quando o problema é apenas difusivo, caso
em que as isotermas sdo perpendiculares as linhas de calor. Esta
caracteristica desaparece, entretanto, quando estdo presentes

efeitos convectivos. Utilizando-se apenas as 1isotermas é,
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obviamente, impossivel quantificar o fluxo de calor (difusivo +
convectivo) em uma determinada regido do escoamento. Apenas nas
paredes & que o gradiente apresentado pelas isotermas nos indicam
as regides de maior troca térmica. Nao é possivel, entretanto,
quantificar o calor trocado por uma determinada extensdao da

parede.

A maneira de visualizar adequadamente o fendmeno é
através das linhas de calor [17], que sao obtidas através da
informacao local do fluxo de calor total. Como o fluxo convectivo
envolve a velocidade, as linhas de calor representam o caminho
percorrido pelo calor dentro do fluido. O campo de 1linhas de
calor quantifica o calor trocado por cada porcao das paredes,
permitindo a visualizacdo direta do desempenho da troca de calor
das paredes. Também as caracteristicas de camada limite térmica
podem serem melhor observadas com o auxilio das linhas de calor.
A deducdo da equacdo para a determinagao das linhas de calor no
sistema generalizado E-n é mostrada no Apéndice A.

As Fiés. 7.19 a 7.48 mostram as linhas de corrente,
vetores velocidade, isotermas e linhas de calor para diversas
cavidades e diversos nimeros de Rayleigh. Nesta secdo destaque
serd dado ao comentirio das caracteristicas fisicas importantes
do escoamento que podem ser bem observadas pelas linhas de

corrente, vetores velocidade e linhas de calor.

As recirculacbes secundarias junto aos vértices comegam
a aparecer, de forma significativa, para a cavidade com 6=900 e
Ra=105 e s3o levemente mais acentuadas em tamanho (ndo em
magnitude de velocidade) péra Ra=10" e 103. Para 6= 600 existem
recirculacdes para todas os numeros de Rayleigh com apenas um
vOortice. Para 6=300 as recirculacdes s3o acentuadas com O
aparecimento de dois voOrtices que ocupam grande espago da
cavidade, no caso dé Ra=103 e 10%*. Nestes casos a troca de calor
da cavidade hexagonal tende a apresentar  as mesmas

caracteristicas da cavidade retangular inscrita.

Apresentam-se, a seguir, os vetores velocidade para

alguns casos. Os vetores velocidade sd3o bastante @teis na
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Fig. 7.19 - Linhas de Corrente da cavidade retangular.
6=1800; Ra=10°.. '

visualizagdo pois permitem observar todas as caracteristicas do
escoamento, como, regides de recirculacgdes, comportamento de

camada limite e magnitude das velocidades.

Duas caracteristicas importantes podem ser visualizadas
com o uso das isotermas. Uma delas & o comportamento de camada
limite do escoamento sobre as paredes aquecidas e resfriadas.
Para Ra=105 e 10° existe este comportamento para todos os adngulos
até 600, inclusive. A outra delas & a indicacdo das regibes de
maior troca de calor, o que pode ser constatado pela concentracao
das isotermas (maiores gradientes) nas respectivas regides. Nao é
possivel, entretanto, quantificar o calor trocado pelas diversas
regifes da area de troca térmica. Com. as linhas de calor &

possivel alcangar este objetivo.

Nas figuras que aparecem as linhas de calor, em todos
os casos, os intervalos sao os mesmos representando, portanto, a

mesma quantidade de calor trocado entre duas linhas. £ possivel
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Fig. 7.22 - Isotermas da cavidade retangular (6=1800), Ra=10%.

Fig. 7.23 - Isotermas da cavidade retangular (6=1809°), Ra=10°.
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Fig. 7.26 - Linhas de corrente para 6= 1200 e Ra = 104.

a

Fig. 7.27 - Isotermas para 8 = 1200 e Ra = 10°.
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Hpin = -0.473

AH*=0.1473

Fig. 7.30 - Linhas de calor para 6 = 1200 e Ra = 103.

AH*=0.1775

Fig. 7.31 - Linhas de calor para 6 = 1200 e Ra = 106



88

Fig. 7.32 - Linhas de Corrente para 6 =900 e Ra=107.

verificar que, enquénto gue na cavidade retangular para Ra=10%, a
relacao entre a area menos eficiente e a mais eficiente na parede
quente é a ordem de 11.3, na cavidade com 6=30° e Ra=10®°  esta
relacdo atinge o valor 14.0 e na cavidade com 6=1200 a relacgado é
de 7.80. Isto mostra diretamente a uniformidade na troéa de calor
da superficie, com a consequente indicagdo da extensao da
superficie necessdria para trocar uma determinada quantidade de

calor.

7.5 — CONDUTIVIDADE TERMICA -EQUIVALENTE

No estudo de problemas de convecgao natural em
cavidades, ¢é um procedimento largamente empregado a manipulacao
dos resultados referentes a troca de calor em termos de uma
condutividade térmica equivalente, denotada por Keq.

Diversas sao as formas de definigdo desta



: Fig.

89

AV PP
Conr /S S S -

\\\\

////,._.

S -
;S —
( (/ ’

x -
\ ~ -—
N~ —

N Y e

\\\\\\\\\\’\ —
SOAONNNN SN~ —

escala - 10mm

7.33 - Vetores velocidade para

\
2 7.10=———
a

6= 900 e Ra = 103.



—
/ / P — -
-~ - -— —
”~ > - -
v » -
[} < a
& 3 $ p
\ - - <
A ] - -<
“ - < -
. - - R
. - - O
\ \ ~ - - - €
\ ~ T~ -— -— -—
\:<5\ \\\ NS e v e e e

‘b:\:\\\\\‘\~*-¢_.4~_.*__ —— <

Fig. 7.34 - Vetores velocidade para 6= 90° e Ra = 104

90



Fig. 7.35 - Isotermas para 6= 900 e Ra = 10°.

A*=0.1598

Fig. 7.36 - Linhas de calor para 6= 900 e Ra = 10°.
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A

Al

Fig. 7.37 - Linhas de Corrente para 6 =600 e Ra=10%,

condutividade. A mais natural & defini~14 como a razdo entre a
taxa total de troca de calor por convecc¢do na cavidade e a taxa
total de troca de calor por condugdao na mesma cavidade. Além de
ser esta a definicdo que de fato concorda com a denominacao de
condutividade térmica equivalente, a mesma permite a avaliagao
imediata da influéncia do processo convectivo na taxa de troca de

calor.

7.5.1 - CONDUTIVIDADE TERMICA EQUIVALENTE LOCAL

-

‘A condutividade térmica equivalente local, keq2 e
definida como a razao entre a taxa local de troca de calor por
conveccdo na cavidade e a taxa local de troca de calor por

conducdao na cavidade retangular inscrita correspondente.

q = -k (7.1)

.Q) (=%
:s+|»a

conv hex
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(i

Fig. 7.40 - Isotermas para 6 = 600 e Ra = 103.

—

—

Fig. 7.41 - Isotermas para 6= 600 e Ra = 106,
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= -0.379

M¥=0.1379

Fig. 7.42 - Linhas de calor para 6= 600 e Ra = 103.

AH*=0.1691

Fig. 7.43 - Linhas de calor para 6 = 60° e Ra = 104.



Fig. 7.44 - Linhas de corrente para 6= 300 e Ra = 104.
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6= 300 e Ra = 10°.

7.45 - Vetores velocidade para

Fig.
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Fig. 7.48 - Isotermas para 6 =300 e Ra=10°.

(To - Ty

- - 1
9cond ins - T F L (7.2)
sendo (T; - Ty) = 1 temos
_ oT
k = —= L (7.3)
eq2 B
Para obter-se a relacao 9 conv hex /_qCondhex basta manipular as
diversas condutividades equivalentes.

Em primeiro lugar'é analisado o comportamento local da

condhtividade térmica equivalente, k " A Fig. 7.49 mostra‘os

eq2 °*
resultados para o problema de condugao %ura, onde observa-se que
aumenta consideravelmente a troca de calor por condugao para as
regides perto das paredes horizontais isoladas, quando comparada
com a troca de calor por condugao da cavidade retangular
inscrita. 1Isto se deve ao fato de que as paredes aquecidas vao
inclinando-se com a diminuicao de 9, distanciando-se da parede
horizontal, concentrando-as isotermas na regido perto dos cantos
situados nas paredes horizontais, aumentando o fluxo de calor
local. No meio da parede aquecida acontece o fenomeno inverso,
isto &, ao diminuir o angulo as duas partes da parede aquecida
vdo se aproximando prejudicando as condig¢des de troca térmica,
também prejudicada pelo aumento da distancia entre as paredes com
a diminuicao do angulo. A Fig. 7.50 detalha o comportamento das

isotermas para o caso de condugao pura, acima comentado.
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S
NN
> Ra=0,0
‘. .
> (conducdo)
4,0 50
Keqp
Fig. 7.49 - Condutiwvidade térmica equivalente local

para Ra=0.

As Figs. 7.51 a 7.60 mostram a condutibilidade para
diversos angulos e nimeros de Rayleigh. Para o dngulo de 1809,
que recai no caso de cavidade retangular de razado 2:1, as
caracteristicas de troca térmica sdo bem conhecidas. No canto
inferior da parede aquecida a condutividade térmica equivalente
ndo apresenta seu valor maximo, Jjustamente porque neste ponto
existe uma pequena estagnagdao devido ao angulo reto entre a
parede horizontal e a vertical aquecida. Apds o ponto de maximo
o comportamento & caracteristico de camada limite, deérescendo no
sentido do escoamento. Diminuindo-se o angulo favorece-se o
escoamento da massa de ar fria que vem de encontro a parede
aquecida. Neste ponto de encontro, também semelhante a um
problema de camada limite temos a maxima condutividade térmica
descrescendo ao longo da metade da parede aquecida até atingir a
regido do vértice. Nesta regiao as condigles de troca térmica

sao bastante pobres, devido as recirculagdes, gque mantem a massa
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—— hexagono

---cav. inscrita

Fig. 7.50 - Isotermas para o hexagono com 6 =1200 e para

a cavidade retangular inscrita. Ra=0.

do fluido estagnada entre as paredes aquecidas. O fendomeno da

diminuicao do KeQZ
angulo, como pode ser visto nas Figs. 7.55 a 7.60 onde a

nesta regido acentua-se com a diminuicdo do

condutividade tende a zero. Passando-se pelo vértice existe uma
recuperacao nas condigdes de troca de calor, apresentando em

seguida, a diminuicao de K ao longo da segunda metade da

eq?2
parede aquecida, novamente mosirando um comportaméntq de camada
limite, especialmente para numeros de Rayleigh elevados. Para o
canto formado pelo fim da parede aquecida e a parede superior
isolada, acontece o mesmo fendmeno da aproximacao das isotermas

verificado para o canto inferior.
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7.5.2 - CONDUTIVIDADE TERMICA EQUIVALENTE MEDIA

-

A Fig. 7.61 apresenta os valores de K definido como

eql ’
sendo a razao entre a troca de calor por conveczéo na cavidade
hexagonal e a troca de calor por condugao na mesma cavidade.
Digno de nota nesta figura € o comportamento para =300 que,
devido a razdo altura/largura da cavidade ser pequena com cantos
adentuados, os efeitos convectivos. sO comecam a se manifestar
. para numero de Rayleigh maior que 10%, enguanto que para 600,
comecam a se manifestar para Ra maior do que 103. Em geral,
exceto para 6=300, para o mesmo numero de Rayleigh, diminuindo-se

o angulo aumenta-se o K A explicacao para isto & que para

, eql”
dngulos menores os efeitos de convecgao sao .mais acentuados
quando comparados com os efeitos de éondugéo, uma vez que estes
filtimos s3o menos acentuados para angulos menores. Se os efeitos
convectivos forem comparados com um referencial fixo (constante

com o angulo 06) 0s mesmos crescem com o aumento de 6.

Ainda nesta figura verifica-se que os 'presentes
resultados apresentam uma boa concordancia com os dados obtidos
'por_ Jones[6] para a cavidade com ¢= 180°. Na Tabela 1 estao
apresentados os valores numéricos da condutividade térmica
equivalente média obtidos para a condugdo e convec¢do para numero

de Rayleigh de 103 a 10%, bem como os valores numéricos de Jones

[6].

[

7.6 — COMPARACAO ENTRE A CAVIDADE HEXAGONAL E A RETANGULAR
INSCRITA CORRESPONDENTE

Um detalhe importante a ser analisado & concernente a
éscolha de uma cavidade hexagonal ou de uma cavidade retangular
para uma determinada aplicacdo térmica. A definigdo da geometria
pode ser feita comparando-se a troca de calor propiciada pela

cavidade hexagonal com aquela pela cavidade retangular inscrita.
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Keqt |

180}

16,0F ‘- -
A — Jones [6] \y

140t

rz,oL '

a=12¢°

10,0F
i e=15¢°

80} 0 =180°

60}

90 : : ; ; '

Ra

Fig. 7.61 - Condutividade térmica equivalente média.
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TAB. 1 - Condutividade térmica equivalente média

- da cavidade hexagonal.

Ra 103 104 105 - 106
0

1.298 2.260 | 4.090 7.645

1800
(*) 1.233 2.234 4.094 7.589
1500 1.511 2.734 5.110 9.460
1200 1.583 3.350 6.320 11.660
900 1.651 3.730 7.348 13.880
600 1.197 3.490 8.250 16.600
300 1.240 1.450 6.010 18.980

(*) - Jones [6]

Através da apresentagao dos perfis de velocidades
mostrados na Fig. 7.62 e 7.63, para a cavidade retangular
inscrita no hexagono com 8 = 1200, verifica-se que o
comportamento da velocidade, tanto para baixo como para alto
Rayleigh, é semelhante ao da cavidade retangular 2:1 apresentado
anteriormente pelas Figs. 7.4 e 7.5, apenas com as velocidades
maximas, tanto ascendentes como descendentes, maiores para a
cavidade retangular 2:1. Isto é justificado pela existéncia de
uma maior altura permitindo um maior contato do fluido com a
parede. Realizando-se a comparacao da cavidade hexagonal de 1200
(Figs. 7.7 e 7.8) com a retangular inscrita, observa-se que a
retangular inscrita tem velocidades maximas maiores que a
hexagonal, embora o hexagono tenha uma area lateral maior tanto
para o agquecimento como resfriamento do fluido. Isto é,
ehtretanto, prejudicado pela inclinacao dos 1lados que tende
dificultar o escoamento. Diminuindo o angulo para 60© temos nas
Figs. 7.64 e 7.65 os perfis de velocidades para a cavidade

retangular inscrita, que deve ser comparada com as Figs. 7.13 e



I 35,0
_1 Retangulo inscrito
>
o no Hex. ©=120°
> .
21,0 1
! Ra=10%
7,0 A
_7’0 o
-21,0 A
C
. -35,0 T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

x*=x/L

Fig. 7.62 - Perfis de velocidade v* ao longo da linha

média horizontal para cavidade inscrita .

no hex. 6=1200, Ra = 103 e 104.

\5 300,0 v
_>_| Retdngulo inscrito
& no Hex. ©=120°
> 6
180,0 1 Raz10
R0=|05
60,0
-60,0 1
-180,0 -
‘300,0 T T T T
. 0,0 0,2 0,4 0,6 o8 1,0

f x*=x/L

’

Fig. 7.63 - Perfis de velocidade v* ao longo da linha

média horizontal para a cavidade inscrita
no hex. 6=1200, Ra = 105 e 106,
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2 200
- Retdngulo inscrito
- no Hex. 8260°
L ]
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-12,0 1
-20,0 —T T T T
0,0 0,2 0,4 06 0,8 1,0
*
x=x/L

Fig. 7.64 - Perfis de velocidade v* ao longo da linha
média horizontal para cavidade
no hex. 6=60©, Ra = 103 e 104.

=]

3 Retdngulo inscrito
> no Hex. 8=6

1

50,0

-500

-1500

-2500

T T T T

00 0,2 0,4 0p 08 1,0

x*=x/L

ao longo da linha
média horizontal para a cavidade inscrita
no hex. 6=600, Ra = 105e 106.

Fig. 7.65 - Perfis de velocidade v~

inscrita
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7.14 respectivamente. Nesta comparagao verifica-se que as
velocidades madximas para Ra = 105 e 106 & quase o dobro para a
cavidade retangular inscrita comparado com a correspdndente
hexagonal. Como ja apresentado anteriormente o vértice da
cavidade hexagonal implica na formacdo de recirculacdes

secundarias que alteram o escoamento.

Para a comparagao da troca de calor 1local entre a
cavidade hexagonal e a inscrita correspondente temos as Figs.
7.54 e 7.58 ja introduzidas. Na primeira figura para 6 - = 1200,
verifica-se uma sensivel diferenca da taxa de troca de calor no
vértice é nos cantos inferior e superior. A diferengca na parte
inferior & devido a existéncia de um angulo reto entre a parede
isolada e a aquecida para a cavidade inscrita, onde uma pequena
quantia do fluido tende a ficar estagnada, causando uma
diminuicdo na troca de calor. As condigdes locais do vértices ja

foram enfatizadas.

Na Tab. 2, estao apresentados os valores numéricos da
condutividade térmica equivalente média das cavidades inscritas

para diversos numeros de Rayleigh.

Com base na Fig. 7.66, obtida dos.dados da Tab. 1 e da
Tab. 2, uma importante comparacao pode ser feita em termos de
taxa total de troca de calor entre a cavidade hexagonal e a
retangular inscrita. Observa-se nesta figura que para nﬁmeros de
Rayleigh superior a aproximadamente 5x103, para qualquer angulo
8, a razao & maior do que um, enquanto para Rayleigh inferior a
7x102 a situacdo se inverte. Esta situacdo ja podia ser esperada
em funcdo dos resultados mostrados pela Fig.7.61 onde os efeitos
convectivos s6 afetam significativamente a troca de calor no
hexigono a partir de Ra = 5x102. Portanto, para Ra < 103 a
cavidade retangular inscrita apresenta melhores condig¢des de

troca de calor.

Na Tab. 3 estao apresentadds os resultados da taxa
média da troca de calor por condugdo para diversos angulos para a
cavidade hexagonal e cavidade retangular inscrita. Nesta tabela

também apresenta-se a razao entre estas taxas de troca de calor.
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TAB. 2 - Condutividade térmica equivalente média
da cavidade retangular inscrita.

Ra 3 4 5 6
) L
e/n 10 10 10 10
{6)
2.000
1.298 2.260 4.090 7.645
(1800) -
1.932 | ‘
1.252 2.258 4.083 7.610
(1500)
1.732
1.150 2.293 4.286 | 7.920
(1200)
1.414 - _ ‘
1.141 2.371 4.396 8.223
(900)
1.000 -
1.115 2.238 4.458 8.740
(60°)
0.517 _
1.151 1.321 3.929 8.542
(300)

Evidentemente, esta razdao é sempre inferior a unidade devido a
resisténcia a conducgdo adicional existente no hexdgono em relacgao
ao retangulo inscrito, exceto para 6 = 1800 quando as geometrias
coincidem. Entretanto nota-se que para valores de 6 pequenos a
raz3o novamente tender a 1. Tal comportamento pode ser explicado
pelo fato de os dois segmentos de mesma temperatura tornarem-se
mais préximos com a diminuicdo do dngulo, provocando na regido
triangular do vértice uma temperatura praticamente constante,
tornando-se um problema similar ao de conducao no retdangulo

inscrito.
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05
0,0 ! 1 ] 1 1 1
i° 10 1% I0° I10° 10° 10
Ra
Fig. 7.66 - Razdo entre a troca de calor por convecg¢ao na

cavidade hexagonal e na retangular inscrita.

"TAB. 3 - Fluxo de calor médio por conducgdo da
' cavidade hexagonal e da retangular

inscrita, R-razao entre estes fluxos.

]
: (o]
q/ kAT 1800 1500 1200 900 600 30
. . . . . .47
~qcond hex 2.00 . 1.597 1.286 1.028 0.770 0 5
q . 2.00 1.932 1.732 1.414 1.00 0.517
cond ins
R 1.00 0.827 0.743 0.727 0.770 0.910
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CAPITULO 8

CONCLUSOES

O objetivo principal desta dissertacao foi a
experimentagao numérica da convecgdo natural em cavidades
hexagonais arbitrarias. Esta analise permite a determinacdo de
‘parametros de transferéncia de calor que, no conhecimento do
autor, ndo sdo disponiveis na literatura para um conjunto de

cavidades hexagonais como aqui estudado.

As conclusdes do estudo.ja foram inicialmente abordados
ao longo da apresentagao dos resultados. Apenas aquelas mais
relevantes serao novamente comentadas.’ ,

a) Aumentando o nUmero de Rayleigh, a troca é mais
eficiente para angulos pequenos, onde existe uma
pobre troca de calor por condugao. Ou seja, em

"relacdo a troca por conducdo, a convecgdo & mais

benéfica para angulos pequenos.

 b) Para as cavidades com angulo 6 igual e inferior a
900, surgem as recirculagbes junto aos vértices,
provocando uma sensivel queda no fluxo de calor
local nestas regides. As regidOes ocupadas pelas
recirculacdes sdo maiores quanto menor for o numero

de Rayleigh, aumentando também com a diminuig¢ao do

angulo da cavidade.

c) Na comparagao da capacidade de troca de calor da
-cavidade hexagonal com a retangular inscrita,
conclui-se que, para baixos numeros de Rayleigh a
troca & maior na inscrita, enquanto que, para altos
nimeros dé’Rayleigh, quando os efeitos convectivos
sao predominantes sobre os ‘difusivos, este

comportamento & invertido.

Com os resultados obidos pelo presente trabalho tem-se
agora, disponiveis na literatura, dados da convecgao natural em

cavidades hexagonais, colaborando assim, para o aumento do
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pequeno acervo de dados existentes para as cavidades de

geometrias arbitrarias.

Este trabalho também éontribui no sentido de mostrar a
versatilidade do wuso de coordenadas generalizadas para esta
classe de problemas. Malhas que variam de ortogonais, quando
§=1800, a altamente nao ortogonais para angulos pequenos foram

empregadas.

Uma caracteristica importante do wuso de sistemas
coordenados que, gquando transformados formam um unico bloco
computacional, & a possibilidade de wutilizar o MSI (Modified
Strongly Implicit procedure), uma poderosa técnica para solugado
de sistemas lineares, pois a me;;a requer uma organizagéo
definida dos elementos da matriz. A utilizacdao do MSI significou
uma economia de, aproximadamente, 60% no tempo de CPU, na maioria
dos casos, comparados com o método S.0.R., para a solugdo do

sistema.

Como sugestOes para realizacao de futuros trabalhos

nesta linha de pesquisa, podemos destacar

a) A extensao do'modelo numerico aqui apresentado para
a utilizacdo de malhas adaptativas;

b) A inclusdo, na formulacao, dos termos para a
modelagem de um problema de turbuléncia, que tem
grande aplicabilidade em casos praticos da
engenharia;

c) A expansao do modelo, para a simulacdo de casos de

cavidades tridimensionais.
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APENDICE A

OBTENCAO DA EQUACAO DA FUNCAO DE CALOR
EM COORDENADAS GENERALIZADAS

A.1 - INTRODUCAO

Em problemas de conducdo pura €& comum apresentar-se os
resultados referentes a transferéncia de calor através do tracado
das isotermas. Tal procedimento & bastante conveniente pois além
de permitir uma rapida visualizacgao do campo de temperaturas,
permite inferir as regides de maior fluxo de calor e a trajetodria
ou caminho percorrido pela energia ja que, para meios
isotrdopicos, o vetor fluxo de calor & perpendicular as isotermas.

!No caso de um fluido em movimento, a transferéncia de calor
se da através dos processos de conducdo e convecgao. A esse
mecanismo combinado da-se simplesmente o nome de transferéncia de
calor por conveccadao. Diversas sdo as técnicas empregadas, neste
caso,j na visualizagdo das caracteristicas do escoamento com
transferéncia de calor. A apresentacao das linhas' de corrente,
vetores velocidade e isotermas sdo as mais comuns e bastante
Gteis. No entanto, em problemas de conveccdo, a apresentacao de
isotermas permite apenas visualizar regides de maior ou menor
fluxo de calor por conducdo. Nenhuma informacao pode ser obtida
a respeito do fluxo convectivo de energia. Evidentemente,
através da observacdo simultdanea do campo de velocidades (desenho
de vetores velocidade) e do campo de temperaturas, pode-se
concluir algo a respeito do fluxo de energia. Por exemplo, se o
gradiente de temperatura, a temperatura e a velocidade forem
baixas em uma determinada direcao, ¢é lO0gico que o transporte de
energia nesse ponto e nessa diregcdo sera baixo em relagao a
outras regides do escoamento. Com a motivagao de reunir estas
informacdes em um mesma fonte Kimura & Bejam [17] definiram a
funcdo de calor que, quando integrada em uma determinada diregao

quantifica o fluxo total de calor normal a esta direcgao.

Neste apéndice, a equacdo da funcdo de calor é deduzida de

uma forma apenas ligeiramente diferente da apresentada em ([17],
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mas com consequéncias conceituais = e de interpretacoes
importantes. Ainda neste apéndice a equacao sera escrita para um
sistema de coordenadas generalizado, e apresenta-se as condigoOes

de contorno e o armazenamento da funcdo de H(£,n) na malha.
A.2 - DEFINICAO DA FUNCAO DE CALOR

0 procedimento para a obtengcdao da fungao de calor é
bastante semelhante ao da funcdo de corrente e ja foi previamente
apresentado em [17] e [31]. ©No entanto, nos referidos trabalhos,
os autores omitem a necessidade do estabelecimento de wuma
temperatura de referéncia. Além disso, suas equagOes assumem que
a temperatura da parede mais fria da cavidade é igual a zero;
parﬁiculérizando, portanto, a equacao da funcao de calor. A
segquir a equacdo da fungdo de calor serda novamente deduzida de

forma mais correta do ponto de vista conceitual.

A equacao da energia em forma dimensional de um escoamento
bidimensional de um fluido com propriedades fisicas constantes em

regime permanente, pode ser escrita da forma

3 - koTy 4 9 - 2Ly =
3x (PopuT — k) + gylecpVT = kg 0 (A.1)

Define-se a funcdo de calor H de forma que 3H /3y seja o
fluxo total de energia na direcao x e -3H /3x seja o fluxo
total de energia na direcdo y . No entanto, como a parte
convectiva do fluxo depende do valor da temperatura é conveniente
arbitrar um nivel energético de‘referéncia. Serd adotado como
esse nivel o correspondente a uma temperatura de referéncia T'.

Assim

3y = pepu(r - 1) - k&3 (A.2)
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= pepviT - ) - k2T (A.3)

E facil verificar que H (x ,y ) satifaz identicamente a equacao

da energia, Eq. (A.1).

Derivando a Eq. (A.2) com relagao a x e a Eq. (A.3) com

relagdao a y e subtraindo a segunda da primeira obtém-se que

32H , 32H d 3
+ 22 . 2 - ' - 2 -
%2 | ay2 ay[pcpu(T T')] ax[pcpv('r, T')] (n.4)

Através da solucao numérica da equagao acima determina-
se H(x,y) em todo o dominio da geometria, com o qual determina-se

as linhas de calor.

A.3 - TRANSFORMAGCAO DA EQUACAO DA FUN(,‘AO DE CALOR PARA O SISTEMA
GENERALIZADO £ -y

Para a avaliacdo do lado direito da Egq. (A.4) é
necessario gque o0s campos de u, v, T tenham sido previaménte
determinados. Para cavidades com geometria complexa é
conveniente que a solugao numérica das equacOes para as variaveis
acima seja obtida através de uma discretizacgdo ndo ortogonal com
linhas coordenadas que se ajustam as fronteiras da cavidade.
Portanto os valores de w, v, e T sao Eonhecidos em pontos

discretos da malha.

O procedimento para a obtencdo da Eq. (A.4) para o
sistema generalizado & identico ao Jja definido no Cap. 5.
Aplicando as Egs. (3.1) e (3.2) e utilizando a regra da cadeia a

Eq. (A.4) resulta em

-

_ SH' , (A.5S)

9 oH
_E—(Clai + C2 ) + (Cu— + Czag) J
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onde

-

T " PCp [SH(CqUT - C,VT) - EE(CIVT - CZUT] (A.6)

os coeficientes C;, C, e C, sao os definidos no Cap. 4 pelas Egs.
(4.25) a (4.27), com r1%= 1.

Na discretizacdo da Eq. (A.7) as derivadas de segunda ordem
sdao aproximados por diferengas centrais e a solucao do sistema

linearizado é obtida pelo método MSI [24].
A.4 - LOCALIZACAO DE H NA MALHA

No esquema numérico utilizado as varidveis u, v e T sédo
armazenadas conforme mostra a Fig. A.l. Uma decisdo precisa deve
ser 'tomada com relacdo a localizacdo da variavel H na malha. A
primeira vista parece conveniente armazenar H na mesma posicao
que T, isto é, no centro do volumes de controle aos quais é
aplicado o principio da consevagao da massa. No entanto, como.
sera demonstrado a seguir, essa escolha n3o é a mais adequada.
Admita por hipotese que a malha seja cartesiana igualmente
espagada. A avaliagao do termo fonte para H (lado direito da Eq.
(A.4)) envolve a derivadas 3(vT)/3x e 3(uT)/3y. A avaliacdo da
primeira derivada seria efetivada através da eXpresséo

(VaeTo = Vi Ty,) /A% ' (A.7)
onde as temperaturas nas faces leste e oeste do volume de
controle seriam obtidas através da média aritmética das
temperaturas dos pontos vizinhos. Ocorre que as velocidades V
nas faces leste e oeste nao participam diretamente da conservagao
da massa e tem seu valor definido em funcdo da média das
velocidades v vizinhas. A mesma conclusido & valida para as
velocidades u nas faces norte e sul. Esse excessivo processo de

médias deteriora os resultados (na realidade esse esquema de
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armazenamento chegou a ser empregado no decorrer deste trabalho).
Embora esse defeito ndo seja evidente para malhas ndo ortogonais,
nido é interessante a adogdo de um esquema de armazenamento que
ndo produza bons resultados para o caso particular da

discretizacgdo cartesiana.

n —-© S ?
13
Fig. A.1 - Armazenamento da variavel H na malha.

Ja para H armazenado nos vértices dos volumes de
controle da continuidade esse processo de média de velocidades
deéaparece completamente. A avaliagcao das temperaturas nas
interfaces envolve um processo de média semelhante ao exigido
pelo outro esquema de armazenamento. Além disso, este Gltimo
esquema de armazenamento torna muito mais facil a aplicagao das

condigoes de contorno de H.

A.5 - ESCOLHA DA TEMPERATURA DE REFERENCIA T'

No cadlculo das 1linhas de calor acima apresentadas foi
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assumida como temperatura de referéncia a temperatura da parede
fria. Os padrées apresentados seriam distintos caso outra
referéncia fosse adotada e possivelmente a interpretacdao dos
resultados  seria diferente. No entanto, no entedimento dos
autores, a temperatura de referéncia que permite a correta
) interpretacao do mecanismo de transporte de energia no escoamento
€ a temperatura da parede fria. A adbgéo de uma temperatura de
referéncia superior a da parede fria implicara no transporte
convectivo de energia negativa nas regi6es de temperatura mais
baixa da cavidade. J& a adocdo de uma temperatura de referéncia
inferior a da parede fria implica em transporte de energia no
interior da cavidade ~mesmo que a temperatura da parede quente
seja reduzida até o valor da temperatura da parede fria quando o
problema de transferéncia de calor deixaria de existir e nada’
mais haveria a visualizar. Apesar da defihigéo da fungao de
calor apresentada por Kimura & Bejan [17] sequer! citar a
existéncia de qualquer nivel de referéncia, a mesma referéncia
esta implicitamente aplicada pois seus resultados sdo compativeis

com os apresentados do presente trabalho considerando T'= Tjp.
A.6 - CONDICOES DE CONTORNO PARA A EQUACAO DA FUNCAO DE CALOR

A Fig. A.2 mostra o plano transformado com as condigoles
de contorno, utilizadas para a determinacdo da func&o de calor. E
facil verificar, pela definicdo de H, que H nas faces esquerda e
direita representam o calor trocado por estas faces com o fluido.
Portanto, o valor de H & prescrito em todas as fronteiras, sendo
feito igual a zero na face horizontal inferior para que o valor
das linhas representam o valor numérico do calor realmente

trocado.

O valor de H a ser prescrito no ponto.i, nas fronteiras

esquerda e direita, & dado por

>

H, = J {- k 2L 4+ pcPUT} dL (2.8)
an



onde U & a componente contravariante
problema analisado neste trabalho as
direita sdo sb6lidas e, portanto, U = 0.

valor de H prescrito sera igual ao calor

H=qT
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do vetor velocidade. No
fronteiras esquerda e
Na fronteira superior o

total trocado.

Q— -9
H=Q; - @& Q
H=Qi-1 = @ —©® ~H = Gj )
g o B S
- .
H=0
X

Fig. A.2 - CondicoOes de contorno no plano transformado.



