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RESUMO

A solução numérica do problema da convecção natural 
laminar em cavidades hexagonais é obtida neste trabalho usando-se 
o método dos volumes finitos em coordenadas que se adaptam ãs 
fronteiras do domínio de cálculo. O conjunto de cavidades 
hexagonais estudado é obtido variando-se o ângulo entre os dois 
lados inclinados do hexágono, mantendo-se os outros dois lados 
horizontais. Os lados inclinados da esquerda são aquecidos, os 
lados inclinados da direita resfriados enquanto que os dois lados 
horizontais são adiabáticos. Este conjunto é formado por 
cavidades de ângulos de 30° a 180°.

De particular interesse neste trabalho ê a determinação 
das condições de troca de calor no canto formado pelos dois lados 
inclinados aquecidos da cavidade. Nesta região, dependendo do 
ângulo da cavidade, o escoamento pode apresentar recirculaçÕes, 
modificando consideravelmente as condições de troca de calor 
quando comparadas com cavidades de paredes aquecidas verticais.

O estudo é realizado para números de Rayleigh de 0 a 
106 e Pr=0.707, sendo os resultados apresentados em termos da 
condutibilidade térmica equivalente, definida de três maneiras 
distintas, de tal modo a comparar a influência dos efeitos 
convectivos sobre os condutivos na cavidade hexagonal e na 
cavidade retangular inscrita.

Para facilitar a visualização do fenômeno, os 
resultados são também apresentados em termos das linhas de 
corrente, campo de vetores velocidade, isotermas e linhas de 
calor.

Do pontó de vista numérico, o sistema de equações é 
resolvido utilizando-se um método implícito usando variáveis 
primitivas, empregando-se o método MSI (Modified Strongly 
Implicit procedure) para resolver os sistemas linearizados 
obtidos com a discretização da equação da energia e da 
conservação da massa.
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ABSTRACT

The present work encompasses a numerical analysis of 
laminar natural convection in arbitrary hexagonal cavities. The 
horizontal sides of the cavity are kept insulated while the 
inclined sides in the right side are heated and the ones in the 
left are cooled. The shape of the cavity is changed by varying 
the angle between the inclined sides. For 0=180° the retangular 
cavity with aspect ratio 2:1 is recovered.

Due to the arbitrary shape of the cavities the problem 
is solved using a boundary-fitted finite volume method which uses 
a fixed retangular computational domain.

Of particular interest is this work is the heat 
transfer performance of the corner region formed by the inclined 
sides. In that region recirculations may occur, which may alter 
significantly the heat transfer conditions when compared with 
cavities with heated vertical walls.

The analysis is performed for Rayleigh number ranging 
for 0 to 106 for Pr=0.707. The results are presented in terms of 
the local and average equivalent conductivity, streamlines, 
heatlines, velocity vector plot and isotherms.

The equations system is solved by an implicit procedure 
using the primitive variables. The linear system for energy and 
mass conservation are solved using the MSI (Modified Strongly 
Implict) procedure.
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CAPlTULO 1 

INTRODUÇÃO

1.1 - INTRODUÇÃO

A transferência de calor por convecção natural se dá 
através da movimentação de um fluido provocada pela variação de 
sua massa específica. Na convecção natural em cavidades este 
fenômeno físico é o resultado de uma complexa interação entre o 
fluido e as paredes que o confinam. A análise do fenômeno só pode 
ser realizada através da relação intrínsica entre as forças de 
atrito, inércia e empuxo. Matematicamente este relacionamento é 
representado através das equações de conservação.

A questão da eficácia da troca de calor e as limitações 
físicas e técnicas de projeto, muitas vezes resultam em 
equipamentos que apresentam cavidades das mais variadas formas 
geométricas. É fundamental, portanto, para desenvolver-se um bom 
projeto o conhecimento da transferência de calor no interior 
destas cavidades. Algumas aplicações são o resfriamento de 
equipamentos eletrônicos, isolamentos de cabines de aeronaves, 
isolamento de reatores nucleares, isolamento de coletores 
solares, ventilação de ambientes, ventilação de áticos de 
edificações e mais inúmeros outros exemplos que podem ser 
listados.

A revisão bibliográfica sobre convecção natural em 
cavidades mostra que a grande maioria dos problemas são dedicados 
ao estudo do fenômeno para cavidades retangulares e quadradas. 
Outras geometrias não são estudadas com frequência devido a 
complexidade na obtenção da solução.

A motivação do presente trabalho está na contribuição 
para o conhecimento do fenômeno da convecção natural em
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geometrias que fogem das convencionais. De particular interesse 
desta dissertação é o conhecimento das características da troca 
de calor em cavidades hexagonais.

Na engenharia a solução dos problemas podem ser obtidos 
por dois caminhos: o teórico e o experimental. É preferível, se 
possível, resolver o problema teó^icamente através da solução de 
um modelo matemático, pois isto permite baixo custo na obtenção 
da solução e facilidade de mudança dos parâmetros de interesse na 
simulação do problema, reduzindo o número de experimentos de 
laboratório e minimizando o tempo de projeto de equipamentos..

Neste trabalho o problema da convecção natural em
cavidades hexagonais é resolvido numericamente. Devido a
complexidade da geometria em estudo o modelo matemático é 
resolvido usando coordenadas coincidentes com as fronteiras.

Um conjunto de cavidades é obtido fazendo-se variar o 
ângulo 0 conforme mostrado na Fig. 1.1, obtendo-se inclusive a 
cavidade retangular 2:1 quando 0 = 180°.

X

Fig. 1.1 - Cavidades hexagonais em estudo.
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Quando se trata de problemas elípticos, como no caso 
deste trabalho, a aplicação das condições de contorno, que é o 
fator determinante no estabelecimento da solução, deve ser 
efetuada de forma que imprecisões não ocorram, principalmente 
quando as geometrias são de fronteiras arbitrárias. É 
conveniente, então, utilizar-se um sistema de coordenadas cujas 
linhas se adaptem ãs fronteiras do domínio, evitando assim a 
necessidade de interpolação para aplicação das condições de 
contorno.

Para as geometrias em consideração é possível gerar um 
sistema coordenado coincidente com a fronteira utilizando um 
método algébrico de interpolações lineares. A opção por este 
método deu-se devido a facilidade apresentada para a realização 
da concentração de linhas coordenadas nas regiões onde são 
necessárias, e também na mudança da geometria através da variação 
do ângulo.

As equações de conservação são transformadas do plano 
físico (cartesiano) para o plano denominado generalizado 
(transformado), que apresenta-se em uma forma retangular fixa 
independente das características geométricas do plano físico. 
Assim, o programa computacional é desenvolvido no plano 
transformado, tornando-se um programa gera:l, onde as informações 
da geometria física são transferidas ao plano transformado 
através das métricas da transformação. As equações governantes 
do problema físico transformadas são resolvidas através do método 
dos volumes finitos. A modelagem das equações aqui utilizada é a 
desenvolvida por Maliska [1], que caracteriza-se pelo fato de ser 
comum tanto para grades ortogonais como não-ortogonais. O 
esquema numérico envolve 9 pontos discretos quando for não- 
ortogonal e recai automaticamente ao esquema padrão de 5 pontos 
para o caso ortogonal. Esta metodologia já foi empregada em 
problemas de convecção natural por Milioli [2], em cavidades 
arbitrárias simplesmente conexas, é também por Silva & Maliska 
[3] em cavidades duplamente conexas.

Dentre os objetivos deste trabalho, no estudo da 
convecção natural em cavidades hexagonais arbitrárias, destacam-
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se a verificação dos efeitos da variação da geometria sobre os 
campos de velocidade, temperatura e fluxo de calor, bem como 
sobre a condutividade térmica equivalente média e local. A 
influência das recirculações secundárias que poderão aparecer com 
a diminuição do ângulo também serão investigadas. Nao é de 
conhecimento do autor a existência de respostas na literatura 
para estas questões.

Os resultados finais são apresentados em termos de 
condutividade térmica equivalente em função de 0 e de Ra. Alguns 
resultados são apresentados utilizando as linhas de calor, uma 
maneira não convencional de interpretação dos resultados de 
problemas convectivos. A função de calor [17] aqui utilizada é 
obviamente estendida para o sistema coordenado generalizado.

1.2 - REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Na revisão bibliográfica realizada, verificou-se que há 
um grande número de trabalhos numéricos ainda sendo aplicados a 
cavidades convencionais, como quadradas e retangulares, e há um 
pequeno interesse em outros tipos de geometrias. Isto pode ser 
atribuído aos métodos de solução utilizados. Verifica-se uma 
tendência maior no uso do método de volumes finitos sobre o de 
elementos finitos, em se tratando de problemas de convecção. Isto 
pode ser justificado pela interpretação física mais direta do 
fenômeno, que é proporcionada pelo método dos volumes finitos. 
Por outro lado, este método, na maioria dos casos encontrados na 
literatura, utiliza o sistema de coordenadas cartesiano, o qual 
se torna difícil na aplicação em cavidades de fronteiras 
irregulares.

Uma contribuição importante existente na bibliografia 
pode ser vista em Vai Davis & Jones [4], onde são comparados 
diversos métodos numéricos de vários autores aplicados a 
convecção natural em cavidades quadradas. 0 trabalho de Vai 
Davis [5] foi o tomado como padrão, o qual utiliza o método dos 
volumes finitos, e a formulação é feita em termos de função de
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corrente-vorticidade. Os resultados são apresentados para número 
de Rayleigh de 103 a 106, onde os demais trabalhos foram 
comparados com o padrão. Para cavidades retangulares Jones [6] 
apresenta resultados para Ra = 103 a 106, utilizando diferenças 
finitas e formulação em função de corrente-vorticidade, e a 
comparação com os resultados experimentais apresentam boa 
concordância.

Dentro da classe dos trabalhos que utilizam o método
dos elementos finitos encontra-se o de Gartling [7], que trata da
convecção natural entre uma cavidade retangular e um hexágono
colocado internamente, e também do caso -de uma cavidade
cilíndrica com um hexágono interno. Em ambos os casos a condução
no interior do hexágono também é resolvida. Também utilizando a
técnica dos elementos finitos de Galerkin para o estudo deiconvecção natural, Chang et al [8] analisaram cavidades formadas 
por tubos concêntricos isotérmicos a temperaturas diferentes, 
sendo o tubo interior de forma quadrada. 0 elemento interno é 
rotacionado mudando a geometria da cavidade.

Dentre os trabalhos que utilizam o método dos volumes 
finitos com sistema de coordenadas generalizado, Silva & Maliska 
[3] fazem a previsão da convecção natural em cavidades duplamente 
conexas arbitrárias, onde apresentam resultados para tubos 
concêntricos e excêntricos, utilizando malhas ortogonais e não- 
ortogonais empregando uma formulação implícita em variáveis 
primitivas. Patel & Briggs [9] também utilizando um sistema 
generalizado resolveram o problema da convecção natural em 
cilindros concêntricos empregando uma extensão do método MAC. Na 
extensão do método a equação para correção das velocidades e 
pressão emprega o dobro de pontos de pressão necessários. Como 
esta equação é a que requer o maior esforço computacional dentro 
da sequência iterativa o método fica prejudicado. Outro trabalho 
que também utiliza a metodologia de [9] é o de Glakpe et al [10], 
que apresenta resultados para cilindros concêntricos e 
excêntricos para Ra = 0 a 106 .

Para cavidades simplesmente conexas Milioli [2] 
utilizando o método dos volumes finitos em coordenadas
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generalizadas, estende o modelo desenvolvido por Maliska & 
Raithby [11] para problemas de convecção natural. A cavidade 
quadrada foi resolvida com malhas ortogonais e não ortogonais é 
os resultados comparados com os de Vai Davis [5]. Reproduziu 
também, para efeito de comparação do método, o problema analisado 
por Chang et al [8]. Kaviany em [12] realizou um estudo da 
convecção natural aplicado a uma cavidade quadrada com uma 
protuberância circular na base para diferentes raios, utilizando 
sistema de coordenadas generalizado. A formulação é baseada na 
função de corrente-vorticidade e apresenta resultados para baixos 
números de Rayleigh.

Encontra-se também na literatura alguns trabalhos 
dedicados a cavidades triangulares. Flack et al [13] apresentam 
um estudo experimental da convecção natural em cavidades formadas 
por triângulos isosceles, tendo como condição de contorno um lado 
inclinado aquecido e outro resfriado e a base isolada. Os 
resultados são apresentados somente para números de Rayleigh na 
ordem de 106 . Flack em [14] apresenta resultados para as mesmas 
cavidades com diferentes condições de contorno, sendo a base 
aquecida e os lados resfriados e vice-versa. O experimento de 
Flack apresentado em [13] foi reproduzido numericamente por 
Maliska et al [15], onde é apresentado valores para a 
condutividade térmica equivalente para Ra = 0 a 106 . Com o 
objetivo de reproduzir com mais fidelidade o mesmo experimento, 
Polina et al [16] realizaram um estudo numérico da convecção 
natural fazendo um tratamento da condição de contorno singular, 
considerando a condução de calor através das paredes, e apresenta 
uma expressão para a condutividade térmica em função do número de 
Rayleigh e do ângulo superior da cavidade. Ambas as reproduções 
utilizaram o método numérico derivado de [11].

Em função dos trabalhos existentes na literatura, 
salienta-se que, os resultados que serão obtidos nesta 
dissertação para as cavidades hexagonais contribuirão para 
aumentar o acervo de informações disponíveis para geometrias 
arbitrárias.
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1.3 - DELINEAMENTO DA DISSERTAÇÃO

Com a finalidade de dar uma visão geral do que serã 
abordado no decorrer desta dissertação, apresenta-se 
suscintamente, aqui nesta seção, o conteúdo principal presente em 
cada capítulo.

CAPÍTULO 2 - FORMULAÇÃO DO PROBLEMA - Neste capítulo apresenta-se 
as condições de contorno, as hipóteses simplificativas e as 
equações governantes do fenômeno da convecção natural no sistema 
coordenado cartesiano. Apresenta-se, considerando a aproximação 
de Boussinesq, a obtenção do termo de empuxo da equação do 
movimento na direção y.

CAPÍTULO 3 - SISTEMA DE COORDENADAS GENERALIZADO - Capítulo no 
qual realiza-se a transformação do sistema coordenado cartesiano 
para o curvilíneo generalizado. Apresenta-se a metodologia para 
esta transformação e define-se as métricas envolvidas, as quais 
contém as informações de comprimentos e não-ortogonalidade que 
serão transferidas ao plano transformado. Apresenta-se a geração 
do sistema coordenado que é obtida através de um método algébrico 
direto.

CAPlTULO 4 - TRANSFORMAÇÃO DAS EQUAÇÕES GOVERNANTES - Neste 
capítulo realiza-se a transformação das equações governantes para 
o sistema de coordenadas curvilíneo generalizado. Justifica-se a 
escolha das velocidades contravariantes, as quais são 
responsáveis pelo fluxo de massa através das faces dos volumes de 
controle utilizados para avaliar a propriedade.

CAPÍTULO 5 - EQUAÇÕES DISCRETIZADAS PARA VOLUMES FINITOS - Este 
capítulo tem a finalidade de apresentar o arranjo de grade no 
plano transformado onde realiza-se os balanços a níveis de 
volumes de controle. É feita a integração das equações 
transformadas nos volumes de controle. Apresenta-se também os 
esquemas de aproximações dos termos convectivos e difusivos para 
simular adequadamente a importância da difusão e da convecção no 
processo.
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CAPÍTULO 6 - ESQUEMA NUMÉRICO DE SOLUÇÃO - Neste capítulo 
descreve-se de forma detalhada o método numérico dos volumes 
finitos adotado neste trabalho e apresenta-se o problema do 
acoplamento pressão-velocidade nas equações do movimento. 
Descreve-se o método PRIME (update PRessure Impliçity and 
Momentum Explicity), o qual é usádo para solucionar o acoplamento 
pressão-velocidade. Apresenta-se também as condições de contorno 
para as variáveis dependentes em termos de balanços a nível de 
volume elementar, o critério de convergência adotado, e o fator 
de relaxação para o avanço das variáveis no ciclo iterativo.

CAPÍTULO 7 - ANÁLISE DOS RESULTADOS - Na análise dos resultados 
procura-se apresentar todas as informações possíveis para a 
interpretação física da transferência de calor por convecção 
natural e também por condução nas cavidades hexagonais. 
Apresenta-se os campos de velocidades através da visualização de 
perfis de velocidades e linhas de corrente, campos de temperatura 
através de isotermas e perfis de temperatura, linhas de fluxo de 
calor, taxa de troca de calor total e local para todas as 
cavidades para Rayleigh na faixa 0 a 10 . Realiza-se, também uma 
comparação entre a taxa de troca de calor da cavidade hexagonal 
com a retangular inscrita.

CAPÍTULO 8 - CONCLUSÕES - Capítulo que destina-se a citar as 
conclusões obtidas no decorrer deste trabalho, também 
apresentando algumas sugestões para futuros trabalhos nesta linha 
de pesquisa.

APÊNDICE A - OBTENÇÃO DA EQUAÇÃO DA FUNÇÃO DE CALOR EM 
COORDENADAS GENERALIZADAS - Apêndice destinado a apresentação da 
função de calor no sistema cartesiano e transformação da equação 
para o sistema generalizado. Apresenta-se, também, as condições 
de contorno para esta equação e o armazenamento da variável na 
malha.
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CAPÍTULO 2 

FORMULAÇÃO DO PROBLEMA

2.1 - INTRODUÇÃO

Nesse capítulo apresentam-se as geometrias hexagonais 
estudadas neste trabalho com as condições de contorno adotadas. 
As hipóteses simplificativas para a modelagem, matemática são 
estabelecidas, enfocando a consideração da aproximação de 
Boussinesq e definindo os parâmetros governantes do fenômeno.

O sistema de equações governantes da convecção natural 
composto pela equação da continuidade, equação do movimento para
u, equação do movimento para v e a equação da energia são 
apresentadas em coordenadas cartesianas. Obtém-se o termo de 
empuxo, que é integrante da equação do movimento em y, que é 
resultante da variação da massa específica.

2.2 - DESCRIÇÃO DO PROBLEMA

O problema de interesse desta dissertação é o da 
convecção natural em geometrias hexagonais arbitrárias 
bidimensionais, conforme mostrado na Fig. 2.1. O ângulo 0, que é 
formado pelos lados inclinados do hexágono, é variado de 180° até 
30°, formando com isto um conjunto de cavidades, que, como já 
dito anteriormente, quando 0 = 180° reproduz o retângulo. Seis 
são as geometrias estudadas aqui, sendo elas com os ângulos de 
180°, 150°, 120°, 90°, 60° e 30°. O intervalo de 30° foi adotado 
por apresentar um conjunto significativo de resultados, 
permitindo interpretar as tendências do fenômeno físico em função 
da variação geométrica da cavidade.

Na Fig. 2.1 apresenta-se uma geometria hexagonal
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arbitrária, de ângulo 0 e de lado L. Em todas as geometrias 
tratadas aqui os lados são mantidos iguais, variando-se apenas o 
ângulo. Pode-se observar que a variação do ângulo é feita 
afastando-se ou aproximando-se os lados inferior e superior que 
são mantidos sempre no sentido horizontal. De um modo mais 
criativo pode-se imaginar um mecanismo com todos os lados 
articulados, e através de uma extensão ou compressão na 
articulação que liga os lados inclinados teria-se todas as 
geometrias de interesse.

Fig. 2.1 - Geometria e condições de contorno do problema

As condições de contorno para a temperatura e 
velocidade são mostradas pela Fig. 2.1. As fronteiras inferior e 
superior são termicamente isoladas, enquanto que a da esquerda e 
direita são isotérmicas a temperaturas diferentes e T 0
respectivamente. Considera-se as paredes sólidas e impermeáveis, 
o que resulta em velocidades nulas em todas as fronteiras. O 
fluido em consideração é o ar com número de Prandtl 0.707 e o 
estudo é feito para números de Rayleigh na faixa de 0 a 106.



2.3 - EQUAÇÕES GOVERNANTES NO SISTEMA CARTESIANO

Com as seguintes hipóteses simplificativas:
- domínio de solução bidimensional
- fluido newtoniano
- regime permanente
- escoamento laminar e incompressível
- aproximação de Boussinesq
- propriedades físicas do fluido constantes

as equações governantes do problema, escritas no sistema 
cartesiano,na forma conservativa, são:

Equação da Continuidade

■|^(pu) + lÿ(Pv) = 0 (2.1)

Equação do Movimento para u

f t (pu) + f x (puu) + W (pvu) + Ü  = + f ÿ (v ly) ( 2 '2)

Equação do Movimento para v

ãt (pv) + 3í(puv) + 3^(pvv) + 3ÿ = ã5(u ã5> + nlV 3Ÿ1
(2.3)

pgß(T - T)

Equação da Energia
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Para melhor interpretação e visualização dos resultados 
as linhas de calor H também serão apresentadas, cuja equação no 
sistema de coordenadas cartesiano definida por Kimura & Bejan 
[17] é apresentada abaixo.

ü !h + i!| <3 (uT) . í (VT)) (2-5)
í  í,2 P 8y 3X

Esta equação para o plano transformado é deduzida no 
Apêndice A (Eq. A.6).

Apesar de neste trabalho apenas o regime permanente ser 
de interesse, os termos temporais são mantidos para fins de 
avanço iterativo pela consideração de transientes distorcidos no 
processo de cálculo. Isto é adotado pois possibilita aumentos 
consideráveis na velocidade de convergência nos cálculos 
numéricos. Além disto o controle do processo iterativo é mais 
eficiente quando realizado através do avanço no tempo do que 
quando feito através de paramêtros de relaxação aplicados ãs 
equações de regime permanente.

Na Eq. (2.3), no termo correspondente as forças de 
empuxo, 3 representa o coeficiente de expansão térmica do fluido 
e T a temperatura de referência.

Pode-se representar as equações governantes de maneira 
também conservativa mas de uma forma genérica em coordenadas 
cartesianas [18], como

3t 3x 3y 3x 3y (2.6)

onde
q = P<í>

E = pu<)> F = pv<|> (2.7)
p - r<f> 3<l> c - üR " r "53E s " r 3y
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Para obter-se a conservação da massa a partir da Eq.
(2.6), basta fazer <f> igual a l e  anular os termos P^ e S^. As 
equações do movimento na direção x e y são obtidas fazendo-se 
igual a u e v respectivamente, com os termos de pressão adequados 
e o termo fonte para a equação do movimento para u é igual a 
zero, enquanto que para o movimento para v é feito igual ao termo 
de empuxo. E finalmente a equação da energia é simplesmente 
obtida fazendo-se <j> igual a T, com P̂ 1 e S1̂ nulos.

A grandeza r̂ 1 da Eq. (2.7) representa o produto da 
massa específica pela difusividade da propriedade em 
consideração.

2.4 - APROXIMAÇÃO DE BOUSSINESQ

Adotar a aproximação de Boussinesq é uma prática comum 
aplicada na modelagem matemática de problemas de convecção 
natural. Segundo Gray & Giorgini [19] esta aproximação é 
fisicamente consistente. Estes autores preocuparam-se em 
estabelecer as condições de validade desta aproximação.

Na aproximação de Boussinesq a massa específica é 
assumida constante, exceto no termo referente as forças de 
empuxo. Todas as demais propriedades do fluido são também 
assumidas constantes. Devido a presença de um gradiente térmico 
ocorre uma variação da massa específica, com isto, surgem efeitos 
de empuxo resultantes da variação da massa específica no fluido. 
Tal efeito origina a convecção natural.

Para a determinação de uma expressão matemática para as 
forças de empuxo considera-se p a massa específica do fluido a 
uma temperatura T. Com a existência de um gradiente térmico uma 
porção do fluido passa a ter uma massa específica p diferente de 
p, resultando em um peso pg, desta porção, por unidade de volume 
e uma força devido ao gradiente de pressão p g. Realizando um 
balanço das forças obtemos a força de empuxo, por unidade de
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volume, dadas por [2]

Fy = pg - pg (2 .8)

ou melhor

Fy = - g (p - p) (2.9)

A massa específica pode ser expressa em função da 
pressão e temperatura, ou seja p = p (T,P). 0 diferencial de p é 
dado por

_ 3P dp 9T dT + 8p
3P dP (2 .10)

Assumindo a hipótese de que a densidade não varia com a 
pressão, o segundo termo do lado direito da equação acima é 
desprezado. Considerando que as variações de p e T são
suficientemente 
termos finitos

Eq. (2.10) pode ser expressa em

A _ 3 P 
P “ 3T AT (2 .11)

Expressando a equação acima em relação a temperatura de 
referência T, e utilizando a definição do coeficiente de expansão 
volumétrica

3 = - 1  3jd 
p 9T

(2 .12)

obtém-se

(p - p) = - p B(T - T) (2.13)
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Multiplicando a equação acima pela aceleração da 
gravidade e substituindo na Eq. (2.9) temos

(2.14)
Fy = pgB(T - T)

que é o termo relativo ã força de empuxo utilizado na equação do 
movimento para v.

Existem outros procedimentos que permitem a obtenção da 
Eq. (2.14), sendo um deles a expansão de p em série de Taylor que 
pode ser visto em [2].

Para finalizar convém definir a temperatura de 
referência T, empregada na equação acima. Para o caso da

• __
convecção natural sobre uma placa plana, utiliza-se T como sendo 
a temperatura fora da camada limite térmica. No caso entre duas 
placas paralelas verticais isotérmicas, a temperatura diferentes, 
T é a média aritimética entre as duas temperaturas.

Para o caso de cavidades retangulares com . duas 
fronteiras opostas isoladas termicamente e as duas restantes 
isotérmicas a temperaturas diferentes, T é avaliada também como a 
média aritimética entre as duas temperaturas. Milioli [2] 
preocupou-se em estabelecer a temperatura de referência para 
cavidades irregulares, e propõe considerar T através da média 
ponderada. Mas a escolha da temperatura de referência pode ser 
qualquer, pois esta é inerente a solução do problema. Neste 
trabalho adota-se T igual a 0.5.

O parâmetro adimensional utilizado para identificar uma 
determinada condição de convecção natural é o número de Rayleigh, 
assim definido

g B(Ti ~ T0 ) L 3 (2.15)

onde L é a dimensão do lado do hexágono. Análises de ordem de
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grandeza dos termos das equações governantes [31] mostram que o 
número de Rayleigh é o parâmetro adequado para correlacionar os 
resultados de transferência de calor em situações onde o 
escoamento apresenta características de camada limite e Pr > 1, 
enquando que o número de Boussinesq o é quando Pr < 1, onde o 
número de Boussinesq é dado por Bo = Ra Pr. Quando se esta 
tratando com vários números de Prandtl, então o número de 
Boussinesq é apropriado para correlacionar os resultados. Mas 
nèste trabalho o número de Prandtl é fixo com valor 0.707.
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CAPÍTULO 3 

SISTEMA DE COORDENADAS GENERALIZADO

3.1 - INTRODUÇÃO

Existem dois tipos de discretizações do domínio de 
cálculo que podem ser empregados e que são coincidentes com a 
fronteira irregular do domínio: a discretização estruturada e a 
não estruturada. Os volumes de controle da malha estruturada são 
formados por linhas coordenadas, enquanto que aqueles da malha 
não estruturada são distribuídos sem uma lei de formação. A 
primeira, mostrada na Fig. 3.1, é usualmente utilizada em modelos 
que usam volumes finitos, enquanto que a mostrada na Fig. 3.2 
está, geralmente, associado ao método dos elementos finitos. 0 
método dos volumes finitos pode, obviamente, empregar a malha não 
estruturada.

Fig. 3.1 - Exemplo de uma malha estruturada.
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Neste trabalho optou-se por utilizar uma malha 
estruturada por apresentar diversas vantagens em relação a outra, 
sendo as mais importantes, realização dos balanços de massa, 
quantidade de movimento, energia, etc., com a respectiva 
estruturação do programa computacional.

Optando-se por uma discretização estruturada é 
necessário, portanto, gerar as linhas coordenadas que a originam, 
que, obviamente devem ser coincidentes com as fronteiras. Em 
outras palavras, busca-se uma transformação de coordenadas que 
será mostrada neste capítulo, juntamente com apresentação das 
métricas da transformação e a respectiva interpretação 
geométrica.

Fig. 3.2 - Exemplo de uma malha não estruturada.

Para as geometrias estudadas neste trabalho é possível
obter a malha coincidente com a fronteira através de um método 
algébrico direto.

3.2 - TRANSFORMAÇÃO DE COORDENADAS.
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A transformação de coordenadas é feita do plano físico 
(x,y), escolhido o cartesiano, para o plano transformado (Ç,n) 
através de

Ç = Ç(x,y) 

T) = n(x,y)

(3.1)

(3.2)

Com a aplicação das Eqs. (3.1) e (3.2) acima, -qualquer 
domínio irregular, ou não, no sistema cartesiano, poderá ser 
mapeado para o plano transformado na forma retangular fixa, como 
mostrado na Fig. 3.3, abaixo.

f =f(Ç,Tl)
-— s--- 7

Fig. 3.3 - Transformação do sistema de coordenadas

A matriz Jacobiano da transformação é

J =
Çx ^y

nx ny
(3.3)

e o jacobiano da transformação é dado por

J = detIJI = Ç n - K n x y y x (3.4)



20

As derivadas no plano fisíco são transformadas para o 
plano (ç,n) através da regra da cadeia. Ou seja,

f = fr ç + f n /-a c\x £ x n X (3.5)

f ='fr ç + f n (3.6) y í y n y

Para obter-se as derivadas de primeira ordem de Ç e n 
em relação a x e y, obtêm-se um sistema de duas. equações, fazendo 
f igual a x e y respectivamente na Eq. (3.5). As incógnitas 
procuradas são £x e nx . Com a solução deste sistema obtém-se

Çx “ Ynj (3.7)

n = - ycJ (3.8)x J t,

De modo.similar, fazendo-se f igual a x e y na Eq.
(3.6), obtém-se

^y = “ XnJ (3-9)

ny = XçJ (3.10)

As derivadas de maior ordem são obtidas por aplicações 
sucessivas das Eqs. (3.5) e (3.6). Uma apresentação mais 
detalhada desta transformação de coordenadas pode ser encontrada 
em Thompson et al [20] e também estão constantes em [1] e [2].

Para simplicidade no tratamento das equações
transformadas AÇ e An são feitos iguais a unidade. Quaisquer
valores podem ser atribuídos a estes paramêtros sem perda da 
generalidade.

As informações referentes à geometria do plano físico 
são transferidas ao plano transformado através das métricas da 
transformação, dadas por
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2 , 2 (3.11)
a = x n + y n

(3.12)ß = xn + yn

Y = x2 + y2 (3.13)n n

As informações quanto a não-ortogonalidade da malha 
estão contidas em 3 . Quando as linhas coordenadas são ortogonais
3 é nulo. a, g e y são as componentes do tensor métrico.

3.3 - COMPRIMENTOS E ÂREA NO PLANO FÍSICO

Para um melhor entendimento dos termos das equações 
transformadas é conveniente buscar a interpretação geométrica dos 
parâmetros que são originados da transformação de coordenadas.

As expressões para calcular os comprimentos e áreas do 
domínio físico são obtidos em função das métricas da 
transformação. Aplicando o teorema de Pitágoras para os 
comprimentos [dL̂  | e |dL ̂| , definidos na Fig. 3.4, obtem-se

a£ç| =. aç VXj + y\ = A? yfy <3.i4>

A área no plano físico é dado por

->• —y ->■dA = dL^ x dL^ (3.16 )
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Fig. 3.4 - Comprimentos e área no plano físico.

No sistema cartesiano os vetores dados pelas Eqs.
(3.14) e (3.15) são representadas por

dL, (3.17)

dL xn An ul + Y n An u2 (3.18 )

0 produto vetorial resulta em

dA = (xçYn “ xnYÇ) A  ̂ An 1̂■ (3.19 )

Sendo o vetor u3 unitário, a área elementar no plano 
físico é definido por

:áA| = (x{yn + xnyç)Ae An = ^ 2 (3.20 )
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Observa-se que a área elementar no plano físico 
relaciona-se com a área no plano transformado pelo inverso do 
Jacobiano da transformação de coordenadas. É importante salientar 
que a magnitude da área no plano transformado pode ser escolhida 
arbitrariamente, via AÇ e An .

3.4 - GERAÇÃO DO SISTEMA COORDENADO

Dadas as características das geometrias em estudo é
possível gerar um sistema coordenado estruturado de forma
algébrica com grande facilidade. A Fig. 3.4, abaixo, mostra a 
malha gerada em um quadrante do hexágono que, devido a simetria,
é gerado apenas em um quarto da cavidade. A malha no restante do 
domínio é obtida por rebatimento.

Fig. 3.5 - Um quadrante da malha para 0 = 12 0°.

Com o fornecimento das coordenadas x e y do contorno
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que definem um quadrante, a malha é gerada calculando-se os 
pontos coordenados internos através da relação de triângulos. A 
aplicação deste método algébrico deu-se possível devido as 
características geométricas das cavidades estudadas. Cabe 
salientar que, em muitos casos este método algébrico não pode ser
aplicado. Nestes casos outros métodos de obtenção do sistema 
coordenado devem ser empregados, como os descritos em [21] e
[22] .



25

CAPÍTULO 4 

TRANSFORMAÇÃO DAS EQUAÇÕES GOVERNANTES

4.1 - INTRODUÇÃO

Este capítulo é destinado a transformação das equações 
governantes para o plano tranformado, pois, como já comentado, as 
mesmas serão resolvidas no plano transformado. Esta 
transformação dá origem as componentes contravariantes do vetor 
velocidade. O significado físico destas componentes bem como o 
sistema de vetores de base nas quais as mesmas são descritas são 
apresentadas neste capítulo.

Também apresenta-se a relação entre a velocidade física 
normal ã face do volume de controle e a componente 
contravariante.

4.2 - COMPONENTES DO VETOR VELOCIDADE EM UM SISTEMA GENERALIZADO

As variáveis dependentes das equações de conservação da 
quantidade de movimento (Eqs. (2.2) e (2.3)) são ás componentes 
do vetor, velocidade no sistema cartesiano. Quando o sistema 
coordenado empregado é não ortogonal a representação de um vetor 
neste sistema pode ser realizada empregando-se dois distintos 
sistemas de vetores de base. Estes sistemas se relacionam entre 
si e são denominados vetores de base contravariante e vetores de 
base covariantes, que são coincidentes quando o sistema for 
ortogonal.

Na Fig. 4.1 mostram-se as componentes cartesianas do 
vetor velocidade (u,v), assim como as componentes covariantes 
(Vi,V2) e componentes contravariantes (V1,V2) relacionadas ao 
sistema generalizado (Ç,n).
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Fig. 4.1 - Componentes cartesianas, covariantes e 
contravariantes do vetor velocidade V.

Para demonstrar a relação entre a velocidade física, 
que é responsável pelo fluxo convectivo, e as componentes 
contravariantes considera-se a Fig. 4.2. Realizando um balanço 
de massa através do volume de controle utilizando as componentes 
cartesianas, e sendo m massa que atravessa a face oeste do volume 
na unidade de tempo, temos

m = ( Y^uAn - x^vArOp = pUAn (4.1)

De maneira similar para a face sul, temos

m = (XçVAÇ - YçUAÇ)p = pVAÇ (4.2)

As componentes contravariantes do vetor velocidade V 
são dadas por

vl = £XU + ÇyV (4*3)

v = nxu + nyv (4.4)
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Substituindo as Eqs. (3.7) a (3.10) nas equações acima, temos

V1 = ynuJ - xnvJ (4.5)

V2 = XçVj - y^uJ (4.6)

Comparando as Eqs. (4.1) com (4.5) e (4.2) com (4.6) encontramos

V1 = OJ (4.7)

V2 = VJ (4'8)

Substituindo a Eq. (4.7) na Eq. (4.1) resulta em

m = p ~~r~ An (4.9)U I
Isto demonstra que a decomposição contravariante é que permite 
que fluxos convectivos, que atravessam linhas coordenadas, sejam 
calculados por apenas uma das componentes. Nos outros dois 
sistemas, o covariante e o cartesiano, é necessário a utilização 
de duas componentes para avaliação dos fluxos convectivos em uma 
única face.

-i 2A relaçao entre as velocidades U e V e V e V acaba de 
ser mostrada. As velocidades U e V serão denominadas, doravante, 
de componentes contravariantes sem normalização métrica.

Através da Fig. 4.2 pode-se verificar a relação entre a 
velocidade física normal â face e a componente contravariante. 
Sabendo-se que o comprimento da face do volume é dado pela Eq.
(3.14) (definida no Cap.3)* temos

L = / ã An (4.10)

sendo U a velocidade normal ã face do volume. A massa que 
atravessa esta face é dada por

m = pü /ã An (4.11)
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Igualando a equação acima com a Eq. (4.9) teremos a relação entre 
a velocidade física normal e a componente contravariante, dada 
por

U = Ü /ã (4.12)

Para se obter a relação acima para a outra componente 
contravariante, deve-se seguir o mesmo procedimento para a outra 
linha coordenada.

-------- »
X

Fig. 4.2 - Uma componente contravariante do vetor 
velocidade.

A questão quanto a escolha das componentes do vetor 
mais adequadas para utilização nas equações de movimento 
transformadas está discutida em [1]. Optando também neste 
trabalho em manusear as equações transformadas em uma forma 
simples, onde as componentes cartesianas do vetor velocidade são 
mantidas como variáveis dependentes nas equações transformadas. 
As componentes contravariantes são, logicamente, empregadas para
o cálculo dos fluxos convectivos.
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4.3 - EQUAÇÕES GOVERNANTES TRANSFORMADAS

A equação de conservação apresentada na forma genérica, 
para o sistema cartesiano, deve ser escrita para o domínio 
transformado, através da aplicação da transformação definida 
pelas Eqs. (3.1) e (3.2). Utilizando a regra da cadeia, e 
seguido de alguns algebrismos para manter a equação na sua forma 
conservativa [18], obtém-se

1 3^ 3E 3F £<|> = 3R 3S g<f> (4.13)
J 3 t + 3 f + 3n 3Ç + 3n b

onde

F = j [nxE + n f] ; (4.15)

R = § U XR + ÇyS]

S = i [ri R + n s] (4.17)J 1 x y J

Observa-se que a estrutura da Eq. (4.13) é semelhante a 
da Eq. (2.6), mantendo-se assim a interpretação física de cada 
termo. Este fato implica também que os procedimentos numéricos 
são semelhantes aqueles efetuados para coordenadas cartesianas. A 
simplicidade da equação contribui enormemente para o 
desenvolvimento de programas e algorítimos também simples.

Inserindo as Eqs. (4.14) a (4.17) na Eq. (4.13) e 
através de alguns algebrismos obtém-se a equação para a variável 
genérica <|> .
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3 !? + à  (pu*' + ^  (pví) + = ..
(4.18)

9 /p ^  + n + 1  (C M  + caç (C1 9Ç 2 W  + 3n (c4 3n + C5 3Ç'

As componentes contravariantes U e V que aparecem na 
equação acima são as já introduzidas.

Nas equações transformadas representa os termos de 
pressão e é denotado por

ãu _ 3P 3P
p - J K  yr - 3TT yç <4-19»

9P 3P
p = ã7? xç - 3C xn (4-20)

pT = o (4.21)

é o termo fonte transformado e apresenta-se como

su . o (4‘22)

Sv = i [p g B(T - T)1

(4.24)/\rn
S = 0

Os coeficientes da Eq. (4.18) são dados por

= r* J a (4.25)

c2 = c5 = - j 3 (4.26)
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C4 = r<f> J Y (4.27)

onde a, g e y são as métricas da transformação já definidas no 
Cap. 3.

Finalmente, o sistema de equações que descreve o 
fenômeno da convecção natural bidimensional escrita no sistema 
generalizado de coordenadas é dado por

Equação da continuidade

Equação do movimento para u

3 Ti (pU) + M (pUu) + Ã  (PVu) “ ' if y n + yç +

9 3u „ 3u» 3 ,_ 3u , _ 3u>
M (C1 M + 2 3ri) + 3n 4 3n 5 H

(4.29)

Equação do movimento para v

è  n  <pv) + n  (PUv) + (pVv) = ■ If xí + H  xn +

3Í <C1 3.Ç + C2 3n’ + Sn (c4 3n + C5 3Ç1 + j[p9B(T " T)]

(4.30)

Equação da energia

§ TE (PT) + Tç <PUT> + ^  (pVT) = £  (Cl || + c2 |í) +

1  (r li 3T
3n ( 4 3n + 5 3£}

(4.31)
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Portanto, o conjunto de equações acima representa o 
fenômeno de transferência de calor por convecção natural escrito 
em um sistema generalizado permitindo que problemas em geometrias 
arbitrárias sejam resolvidos com facilidade computacional. Todas 
as informações sobre a geometria física são transferidas ao 
modelo através das métricas da transformação.

Apesar do estudo realizado aqui ter .interesse somente^ 
pela solução em regime permanente, as equações são apresentadas 
na forma completa sendo válidas para o regime transiente. 
Entretanto para obter-se a solução do transiente real o intervalo 
de tempo deve respeitar certos critérios, que serão discutidos no 
capítulo seguinte.



CAPÍTULO 5

EQUAÇÕES DISCRETIZADAS PARA VOLUMES FINITOS

5.1 - INTRODUÇÃO

Neste capítulo as equações aproximadas para os volumes 
de controle no plano transformado são obtidas através da 
integração das equações no espaço e no tempo.

As variáveis dependentes não são todas armazenadas nos
mesmos pontos da malha computacional, por razões que serão
apresentadas. A obtenção das equações aproximadas através da i
integração das equações sobre o volume elementar representa o 
balanço da propriedade no volume de controle. Dentro da 
generalidade apresentada pelo método dos resíduos ponderados a 
presente formulação é a!quela onde a função peso aplicada no 
resíduo da equação diferencial é igual a unidade [32] .

Apresentam-se as equações discretizadas para um campo 
genérico •<(> nas formas explícitas e implícitas, e finalmente as 
equações discretizadas em volumes finitos para cada variável.

5.2 - DISPOSIÇÃO DAS VARIÁVEIS DEPENDENTES NA MALHA

Para a discretização das equações governantes 
transformadas deve-se ter definido, inicialmente, a localização 
das variáveis dependentes na malha.

Diversas são as maneiras de dispor as variáveis 
dependentes na malha quando estas são as cartesianas e o sistema 
coordenado for generalizado. Os cuidados principais a serem 
tomados dizem respeito a localização das pressões, para que se 
tenha velocidades geradas pelo correto gradiente de pressão e
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para que se tenha velocidades disponíveis onde as mesmas são 
necessárias para o cálculo dos fluxos convectivos.

Pode-se encontrar em [1] uma discussão sobre vários 
tipos de arranjos, onde o autor mostra as vantagens e 
desvantagens dos mesmos, e também faz uma justificativa pelas 
razões do tipo de arranjo das variáveis adotado em seu trabalho.

0 arranjo adotado neste trabalho é o mesmo de [1], que 
é caracterizado pela localização das componentes u e v 
cartesianas no mesmo ponto e no meio das faces de um volume de 
controle para a conservação da massa.

Este arranjo confere estabilidade ao modelo numérico e 
não apresenta o inconveniente da solução de dois sistemas 
lineares (um para u e outro para v) no mesmo ponto, pois as 
variáveis u e v são avançadas explicitamente não requerendo 
esforço computacional, de acordo com o método usado para o 
tratamento do acoplamento pressão-velocidade. As velocidades 
contravariantes U e V são armazenadas nas faces este/oeste e 
norte/sul, respectivamente.

Na Fig. 5.1 pode-se observar o arranjo desencontrado e 
a localização das variáveis dependentes adotadas neste trabalho. 
A pressão e a temperatura são armazenadas no centro do volume de 
controle, enquanto que as velocidades cartesianas e 
contravariante estão nas faces destes volumes. 0 volume de 
controle para a equação do movimento em v é deslocado de meio 
volume na direção desta velocidade e de modo similar é definido o 
volume para o movimento em u.

5.3 - OBTENÇÃO DAS EQUAÇÕES APROXIMADAS

Conforme comentado as equações aproximadas serão 
obtidas através da integração das equações de conservação dos 
volumes elementares [23]. Cabe destacar uma importante
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característica deste método, que é a interpretação física 
associada a essa aproximação. Do mesmo modo que a equação em 
termos infinitesimais representa a conservação das propriedades 
sobre volumes de controle infinitesimais, a equação integrada 
representa a conservação das propriedades sobre os volumes de 
controle finitos. Este fato é fundamental para a obtenção de 
algorítimos estáveis.

Após ter sido definida a disposição das variáveis na 
malha, passa-se agora, a obter as equações para os volumes 
finitos. A partir da Eq. (4.18), apresentada na forma genérica 
para uma variável .<(>, efetua-se a integração no volume de controle 
e aproxima-se em diferenças finitas as derivadas de primeira 
ordem ainda restantes, considerando a influência da difusão e 
convecção de <(>, obtendo-se assim, as equações discretizadas.

Reescrevendo a Eq. (4.18), onde os termos de derivadas 
cruzadas, por conveniência, são agrupadas ao termo fonte, obtém- 
se

5 T t  <p*);+ J í (pU't’> + ^  <pv4') + P* =

■h (C1 Ü> + Tri (C4 f£> +

onde o termo fonte é expresso por

(5.1)

Cm<J> _  c<í> . J L  (O +  -1- (C  ÍR  91S 3Ç 2 3n 3n { 5 3Ç; (5*2)

Para o esquema numérico adotado neste trabalho, onde as 
velocidades u e v são resolvidas explicitamente, conforme será 
visto no capítulo seguinte, não existe a necessidade de 
transferir os termos de derivadas cruzadas para o termo fonte. 
Quando é adotado numa metodologia onde u e v são calculadas 
através de solução de uma matriz poderá ser conveniente manter um 
esquema de 5 pontos, quando o analista numérico dispor apenas de 
métodos clássicos de solução de matrizes. Atualmente existem
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eficientes algoritmos para solução de matrizes para problemas com 
5, 7, 9, 19 e 27 pontos [24], permitindo que métodos numéricos 
mais gerais, como o aqui apresentado, sejam desenvolvidos.

Para o volume de controle apresentado na Fig. 5.2, 
integra-se cada termo da Eq. (5.1) no espaço e no tempo, obtendo- 
se

n
{[Pílt+At .
{ J J dndç +

t+At nn
{[pü<0]e - [pucf>]w | dndt +

{[pV(J)]n - [pV«j>]s j dÇdt +

’w
t+At E ri

t

t+At n

n
P^ dridÇdt =

n
{^c i a f U  ĉ i 3^ w }  dndt +

n.

(5.3)

t+At
/ r

t «w
t+At

•

t ns

{tC 4 l^ln - tC 4 l ^ s }  dÇdt +

ST^ dndÇdt
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Q
Volume de controle para Eq. da 
Continuidade e Energia

Volume de controle para Eq. do 
w i  Movim. em X

»  Volume de controle para Eq. do 
W' Movim. em Y

13 Temperatura, Pressão e Densidade

f Velocidades UjVjl̂ V 
_> Velocidades u,v,U,V

Fig. 5.1 - Armazenamento desencontrado das variáveis

Os termos difusivos e convectivos são aproximados 
utilizando os coeficientes ã e "3 , de acordo com o método WUDS 
(Weighted Upstream Differencing Sçheme) [25] , que leva em 
consideração a importância relativa entre a difusão e a convecção 
da propriedade considerada. Neste esquema ã e F são determinados 
a partir da solução unidimensional do problema difusivo- 
convectivo. Esta prática permite que a aproximação seja em 
diferenças centrais quando o número de Peclet for pequeno e 
tender como limite a aproximação a montante pura quando Pe tender 
ao infinito.

Com isto os valores da propriedade <j> sobre as faces do 
volume elementar são avaliadas por

(5.4)

<p =  [i +  a  1 <{>T7 +  [i - a  ] <j)_ Tw l2 w J W L2 w J P (5.5)
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n a 1 <)> nJ N (5.6)

,s  = [ |  + c s ] * s  + [ \  -  o s ] * p
(5.7)

Fig. 5.2 - Volume de controle elementar no plano 
transformado.

Para os termos difusivos temos

r M  C1
= " ^P= O ß *e ule e AÇ (5.8)
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r -31an = C. ßn 4n n An (5.10)

rc4 3n = C. ß *P " (5.11)
s 4s s An

A avaliação do perfil <j> , como por exemplo, entre os 
pontos P e E para a face e depende do problema fisíco e apresenta 
variação dentro do domínio de solução. Pode-se verificar na Eq.
(5.4) se ãe = 0, então a aproximação recai no caso particular da 
interpolação linear entre <)>_ e <J> . Na Fig. 5.3 observa-se as 
interpolações em função de <p para a Eq. (5.4) .

4- -1/2 < < 0

Fig. 5.3 - Função de interpolação unidimensional.

Para evitar a difusão numérica, presentes nos esquemas 
onde a função de interpolação é unidimensional, deve-se utilizar 
funções de interpolação bidimensionais que incluam no algorítimo 
também a influência dos pontos diagonais. Modernamente a difusão 
numérica pode ser minimizada empregando-se malhas adaptativas,
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onde as coodenadas são as próprias linhas de corrente e a função 
potencial. A metodologia usada neste trabalho pode ser estendida 
para o uso de malhas adaptativas.

É importante salientar também que o método aqui 
utilizado permite, a partir do conhecimento do fenômeno físico em 
questão, a geração da malha onde as linhas coordenadas sejam, 
aproximadamente, alinhadas com o escoamento.

independentemente se a malha for ortogonal ou não-ortogonal, 
devido as mesmas serem baseadas na solução unidimensional entre 
pontos adjacentes para problemas de convecção-difusão. Estas 
expressões são dados por [33].

que é o número de Peclet de malha baseado nas componentes 
contravariantes do vetor velocidade.

substituições dos termos previamente definidos, e usando a 
equação da continuidade na forma discretizada dada abaixo

As expressões para a e $ podem ser utilizadas

2ra
10 + 2r2

(5.12)

1 + 0.005r
1 + 0.05r2

2
e (5.13)

onde

(5.14)

A integração da Eq. (5.3) no espaço e tempo, com as

[(pu)e - (pUíjAn + [(pv)n - (pV)g]AÇ = 0 

tem a seguinte forma, para a variável genérica $

(5.15)



41

p^ +1 b £ + v r e - v r e + v r *  * „ c e + (516)

V s +S + PP*P ' L [^*1AV + L [**]iv

onde n+1 indica o instante de tempo atual e n indica o instante 
de tempo anterior. Para 0 igual a 1, a formulação é implícita e 0 
igual a zero a formulação é explícita. AV é o volume do volume de 
controle no plano transformado.

Os coeficientes Afs são dados por

Ae = - Me (I - “e> + BeDe (5.17)

A = M ( Í + a ) + B D  . i o \w w 2 w w w (5.18)

A = - M (i - a ) + 3-D (5.19)n n 2 n n n

A = M ( Í + a ) + M  (5.20)s s 2 s s s

onde a parte convectiva de cada coeficiente, Eq. (5.17) a (5.20), 
é dada por

M = (pU)n+0An (5.21)e e

Mw “ < P < +9A" (5.22)

M = (pV)n+6AÇ n n (5.23)

M = (pV)^+0AÇ (5.24)S b

e a difusiva por



Retornando a Eq. (5.16), obtém-se a formulação 
explícita fazendo-se 0 = 0

,n+l f A 7V A I TV A11 . TV At4> = IA <})„ + A <j) + A <J>,T + A --T-̂r +1 erE w W nTN srS* P~AVP

[l - ^  Ap] ̂ p - L Iê+1 + L [ST*]

Na: formulação explícita o critério de estabilidade 
requer que o coeficiente de '<}>p seja positivo. Portanto, o avanço 
no tempo deve satisfazer a desigualdade abaixo

At < = At (5.30)- ,*T max
P

onde Atmax é o máximo avanço no tempo para a formulação 
explícita.

Usando o fator E [26], definido como

At = EAt /c ii|max

onde E é denominado de multiplicador de tempo. Da Eq. (5.15) com 
6 = 1  obtém-se a formulação implícita em termos do fator E
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V £ +1 = Ae^E+1 + V S + ' + + “ s C 1 +

(1+E) - L [P^jAV + L [ST^AV
(5.32)

onde

a a* 4. P AvP P J At (5.33)

Através das equações (5.30) e (5.31) obtém-se

então Ap resulta em

K . = A* (1+E)P P E (5.35)

Para obter-se transientes reais, At deve ser o mesmo para cada 
equação de conservação e para cada volume da malha, para que o 
avanço seja igual em todo o domínio de solução, evitando-se assim 
as soluções distorcidas. Para isto, E deve ser variável de 
volume para volume no domínio. Quando se estiver apenas 
interessado na solução em regime permanente, como é o caso deste 
trabalho, então o valor de E pode ser constante para todo o 
domínio, onde o processo iterativo atinge o regime permanente 
através de um transiente distorcido.

Como pode ser observado na Eq. (5.32) quando a 
formulação é implícita, a positividade dos coeficientes é 
independente de E, podendo este assumir valores acima de 1 tanto 
no cálculo do transiente real como do distorcido. Detalhes do
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procedimento de avanço de soluções transientes, distorcidos ou 
não e seus respectivos níveis iterativos podem ser vistos em 
[27].

Finalmente, as equações aproximadas que descrevem o 
problema são escritas abaixo:

Equação da continuidade

[ (pU) - (pU)jAn + [ (pV) - (PV) J A Ç  = 0 (5.36)S W II o

Equação do movimento para u

A P U P +1 - AeUE+1 + AwUW+1 + AnUN 1 + AsUS + (1+E) UP (5 .37) 

L [PU]AV + L [STU]AV

Equação do movimento para v

*PVP+1 " AevE+1 + AwvW+1 + AnvN+1 + AsvS+1 + J i m  “ (5.38)

L [PV ]AV + L [STV ]AV

Equação da energia

a  rrn + l  — a  4. A rn^-^'1 . 7V i a . P  j .P P ë E w W n N s S (1+E) TP (5.39)

L [STT]AV

Resta ainda a equação para o avanço da pressão, mas
esta será apresentada no capítulo seguinte, juntamente com o
algorítimo de solução e também apresentação do método de
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tratamento do acoplamento pressão-velocidade.

A obtenção das equações discretizadas poderiam ter sido 
obtidas a partir do balanço direto da propriedade nos volumes 
elementares. Isto evitaria a transformação e a integração das 
equações como realizada neste trabalho. Apenas como exemplo 
obtém-se aqui a equação da conservação da massa pelo balanço.

-Lembrando das componentes do vetor_velocidade responsáveis pelo 
fluxo de massa através das linhas coordenadas e realizando um 
balanço de massa para o volume da Fig. 5.4, temos

(pU)wAn + (pV)sAÇ = (pü)eAn + (pV)nA£ (5.40)

que é a própria Eq. (5.36).

---------»
X

Fig. 5.4 - Balanço de massa em um volume de controle.

As equações da quantidade de movimento para u, 
quantidade de movimento para v e a equação da energia, podem ser 
obtidas de maneira semelhante.
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CAPÍTULO 6 

ESQUEMA NUMÉRICO DE SOLUÇÃO

6.1 - INTRODUÇÃO

Obtidas as equações discretizadas, conforme Cap. 5, os 
sistemas de equações algébricos devem agora ser resolvidos. .0 
método utilizado neste trabalho ê segregado, isto é, resolve-se 
os sistemas lineares em sequência. Este fato introduz a 
necessidade de levar-se em conta o forte acoplamento entre a 
pressão e a velocidade nas equações do movimento.

Neste capítulo é apresentado o método utilizado para 
tratamento deste acoplamento e são discutidas as condições de 
contorno para as diversas variáveis. Comentários também são 
tecidos com relação aos métodos S.O.R (Sucessive Over-Relaxation) 
e MSI (Modified Strongly Implicity procedure) [24], utilizados 
para solução dos sistemas linearizados de equações.

6.2 - ACOPLAMENTO PRESSÃO-VELOCIDADE

Conforme já discutido, optou-se neste trabalho, em 
busca da simplicidade, manter as componentes cartesianas do vetor 
velocidade como variáveis dependentes no plano transformado. Foi 
também visto que para avaliação dos fluxos convectivos da 
propriedade <f> através das faces do volume de controle, as 
velocidades contravariantes devem ser utilizadas.

Observando a Eq. (4.29) nota-se que ao contrário do que
acontece com o termo convectivo (puu) na Eq. (2.2), onde o

3x
fluxo de massa é calculado com a própria variável dependente, no
termo 3_ (puu) ° fluxo convectivo é calculado com a componente da 

3Ç
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velocidade que não é a variável dependente do problema. 
Rigosamente não existem problemas tratar as equações desta forma 
desde que certos cuidados sejam observados [1].

método PRIME (update PRessure Implicity and Momentum Explicity)
[1] e [28], utilizado para tratamento do acoplamento pressão- 

.velocidade, é possível utilizar as equações_do„movimento escritas 
para as variáveis contravariantes. Estas equações são obtidas a 
partir das equações aproximadas para as componentes u e v, como a 
seguir.

de outra forma, mas ainda em termos de velocidades cartesianas, 
temos para a equação do movimento pára u

Neste trabalho, devido as características inerentes ao

Reescrevendo as equações do movimento (5.37) e (5.38)

(6 .1 )

[■ + [■

onde

( 6 . 2 )

e para equação do movimento para v

(6.3)
[AE X 1 + f—  x 1 LAn X tJd LAF n ‘An AçJp AÇ nJ P

onde

(6.4)
+ L[STV ]p AV

Substituindo as Eqs.(6.1) e (6.2) nas expressões de U e V, obtidas 
com a comparação da Eq.(4.5) com (4.7) e Eq.(4.6) com (4.8) obtêm-
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se as equações do movimento para U e V como,

AP a X AP 3
Ar aU Ap. P An Ãpl p

Vp = V - AP
An AV

+ AP ß 

A£ AV (6 .6)

onde as velocidades Ù e V são

A
õp = tuEynP ~ vExnP^ + Tu tuwynp ” vwxnp^ +

u u

Au Au Bp
U  ûNynP "" vNxnP^ + .7ü ûsYnP vsxnP^ + Au 
AP a p Ap

:6.7)

Av ̂ 0 rV„ = -= [v„x
p Av AP

- uEyfpl + -V IE ÇP E ÇP
Vw
V ÍVWXÇP " UWYÇP^ +

A
A.

V .V BV
J j V̂NXÇP ~ UNyÇP^ + ,V tvsXÇP " USY?pl + ,V

(6.8)

sendo os novos termos fontes dados por

Bp = Bp ynp ' b p xnP (6.9)

Bp xçp “ Bp y^p (6.10)

Cabe aqui observar que os coeficientes são os mesmos
independente da variável tomada como dependente. Uma vez que as
velocidades u, v, U, V possuem o mesmo volume elementar. Assim
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sendo, tanto para o volume de controle para U e para V tem-se que
Au = Av = Au e Au = Av = A^ respectivamente.P P P P P P

Agora, o conjunto de equações governantes fica definido 
pela equação da continuidade, Eq. (5.36), equação do movimento 
para U, Eq. (6.5), equação do movimento para V, Eq. (6.6), 
equação da energia, Eq. (5.39) e pela equação da pressão que será 
obtida a seguir.

Como as velocidades são obtidas em termos das 
componentes contravariantes, as velocidades cartesianas podem ser 
calculadas, quando necessárias, por

u = JdJx*. + Vx ) (6.11)£ n

v = J(Uyç + Vy^) (6.12)

Apõs ter-se definido as variáveis dependentes para as 
equações do movimento passa-se a tratar então do acoplamento 
pressão-velocidade. Uma análise detalhada a respeito da questão 
do acoplamento pressão-velocidade pode ser vista em [26].

0 acoplamento pressão-velocidade consiste em obter um 
algorítimo responsável para o avanço da pressão no processo 
iterativo, uma vez que não existe equação evolutiva para a 
pressão no sistema de equações.

Neste trabalho para o acoplamento pressão-velocidade é 
utilizado o método PRIME. Neste método o processo da correção da 
velocidade e obtenção da pressão é realizado simultaneamente, ao 
contrário do que é feito ao método SIMPLER [29] onde duas 
equações de Poisson são necessárias, uma para a correção da 
velocidade e outra para o avanço da pressão.

6.3 - OBTENÇÃO DA EQUAÇÃO PARA PRESSÃO

A equação para o avanço da pressão no método PRIME é
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obtida inserindo-se as equações de movimento, Eqs. (6.5) e 
na equação da conservação da massa. De acordo com a Fig. 
seguintes velocidades são envolvidas para o balanço no 
mostrado.

U = U - e e
A V  _ a _  

Ap AÇ
(Pt A V  3

4A p  A n (PNE + PN

P - P )S E

U = U - w w
A V  g  

Ap AÇ
(P« "

w V + r A v  _ B _

4Ap An w (PNW + PN

P - P )
sw s'

V  =  V  -  n n
A V  y

Ap An n (PN - pp> + A V  _ 3_ 

4AP n (PNE + PE

V  =  V  -  s s
A V  _ Y _ - |  

A ^  A n
(P« - V  +

Av 3

4Ap AÇ

P - P )NW W

(PSE + PE

P - P )
sw w

Substituindo estas equações na Eq. (5.6) obtemos

A_P_ = A P + A P + A P._ + A P., + A Px._ + P P  e E  w W  n N  s S  ne NE
A P„T7 + A P__ + A Por7 + B nw NW se SE sw SW

onde os coeficientes são dados por

»p - <*5 - >  + - »  + x > +A AÇ w A AÇ e A An n A. An s

(6 .6 ) ,
6.1 as 
volume

(6.13)

(6.14)

(6.15)

(6.16)

(6.17)

(6.18)
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Ae = (̂ ü - }0- Ap A£ e
+ (AV__ g_

4Ap AÇ
) - (AV 8 )

4Ap A£ n
(6.19)

A = (àZ _°L) 
w a“ aç’»

+ (AV 3
4Ap AÇ n

) - ,AV_
V4 a ; AÇ

(6 .2 0)

A = n
(AV JL)
V ,Ap An n

+ (AV,u -S-) -  t
4Ap An W

AV -8-j
4Ap An e

(6.21)

A = ,AV _y_ 
Ap An

+ (̂ vü -) - (
4Ap An e

AV
,U (6 .22)

4Ap An w

Ane = - (AV 3, /AV _3xTT * ' V4Ap An e 4Ap AÇ n
(6.23)

. (AV^ A ,  + (« _  J.,
4Ap An e 4Ap AÇ s

(6.24)

A = ( ^  ± )  
4Ap An w

+ (AV 3 )
4Ap AÇ n

(6.25)

sw = - (AV 3 x /AV__ 3_
TT ' V4Ap An w 4Ap A£

) (6.26)

B = VV = ü - U w e + V - V s n (6.27)

Os coeficientes acima são válidos para os volumes (internos. Para os volumes de fronteira o procedimento é 
semelhante, bastando apenas substituir na equação da conservação



52

da massa a condição de contorno para a velocidade existente na 
fronteira em questão.

Após determinado o campo de pressões as velocidades são 
corrigidas de modo a satisfazer a conservação da massa, através 
das Eqs. (6.13) a (6.16).

NWS N□

f

NE□

w uw□ -i p 1<—» 1 —i
' tvs ! 1 _i

u.e E—9 o

sw
m

sa SE

Ç

Fig. 6.1 - Volume de controle para a equação da continuidade

6.4 - ALGORÍTMO DE SOLUÇÃO

A sequência de cálculo para a solução do problema é 
dada a seguir.

(1) - Arbitrar os campos iniciais de velocidades,
pressão e temperatura do domínio interno.

(2) - Fornecer as condições de contorno para as
variáveis dependentes.

(3) - Calcular os coeficientes das Eqs. (6.1) e (6.3).
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A /S(4) - Calcular U e V através das Eqs. (6.7) e (6 .8).

(5) - Resolver a equação de Poisson para a pressão,
Eq. (6.17).

(6) - Corrigir U e V usando as Eqs. (6.5) e (6.6).

(7) - Calcular o campo de temperatura resolvendo a
equação da energia, Eq. (5.39).

(8) - Calcular as velocidades cartesianas u e v através
das Eqs. (6.11) e (6.12).

(9) - Retornar ao item (3) até que a convergência seja
obtida!.

w A »  ̂ ^No item (4), a obtenção de U e V nao e feita através da 
solução de sistemas lineares, mas algebricamente através das Eqs. 
(6.7) e (6.8).

Existem dois motivos pelos quais os ciclos iterativos 
são necessários quando problemas como aqui tratados são 
resolvidos iterativamente. 0 primeiro pelo fato das equações 
serem acopladas entre si, e o segundo para levar em conta as não 
linearidades. Neste processo iterativo, como aqui descrito, os 
dois efeitos estão sendo considerados simultaneamente.

6.5 - CONDIÇÕES DE CONTORNO NO DOMÍNIO TRANSFORMADO

Na solução das equações governantes um fator importante
é a aplicação das condições de contorno. Com o uso de sistemasi
de coordenadas que coincidem com a geometria a aplicação das 
condições de contorno fica facilitada.

As condições de contorno já foram definidas no Cap. 2,
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e aqui são aplicadas no plano transformado. Utilizam-se pontos 
fictícios na aplicação das condições de contorno para as 
velocidades, enquanto qué para a pressão e temperatura realiza-se 
balanços nas fronteiras. Passa-se agora a descrever a aplicação 
das condições de contorno para velocidade, pressão e temperatura.

6.5.1 - CONDIÇÃO DE CONTORNO PARA A VELOCIDADE

Como jã citado anteriormente, na solução das equações 
de movimento, utiliza-se pontos fictícios. Este é um procedimento 
largamente utilizado com objetivo de se ter uma única equação 
para todos os volumes do domínio. Isto requer que se obtenha 
equações para os pontos fictícios que sejam função das condições 
de contorno de cada fronteira. Estas novas equações passam a 
integrar o sistema de equações composto pelas equações dos pontos 
internos.

No presente trabalho as condições de contorno para as 
velocidades são prescritas e iguais a zero, pois as paredes da 
geometria são sólidas e impermeáveis. Considere, por exemplo, a 
Fig. 6.2 onde é mostrada uma fronteira com o valor da variável <j>, 
onde <f> representa u ou v, prescrita. A equação para o ponto n 
sobre a fronteira, mostrado na Fig. 6.2, é

+ *p (6-28) 
♦n = ' 2 

onde o valor da variável <P no volume fictício N é dado por

*N = 2*n- - *P (6-29)

Mas como neste caso <j>n = 0, temos

d) = — d) (6.30)

e assim similarmente para as demais fronteiras,
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NW N NEa
n

Es

Fig. 6.2 - Volume fictício no domínio transformado.

6.5.2 - CONDIÇÃO DE CONTORNO PARA A PRESSÃO

Conforme visto no método PRIME, a cada iteração 
resolve-se uma equação de Poisson para a pressão com objetivo de 
atualizar o campo de pressões e corrigir o campo de velocidades.

0 procedimento de obtenção da equação da pressão 
automaticamente incorpora as condições de contorno nas equações 
algébricas.

volume de contorno da pressão para a fronteira leste, Como as 
velocidades são prescritas nesta fronteira, as equações de 
movimento resultam

Considere, por exemplo, a Fig. 6.3 onde é mostrado o

prescrito (6.31)

(6.32)



onde AP^ é o gradiente de pressão na fronteira, este gradiente 
pode ser avaliado com uma aproximação de primeira ou segunda 
ordem [1]. Estudos e testes a este respeito foram realizados, e 
ambas as maneiras de avaliar o gradiente mostraram igual 
comportamento. Com isto, por questão de conveniência e 
simplicidade adota-se neste trabalho a avaliação do gradiente na 
fronteira de forma linear. Maiores detalhes em [1].

Quando a velocidade é prescrita, a velocidade na 
fronteira, por exemplo Ue, é igual a Ue, uma vez que a mesma já 
satisfaz a conservação da massa e, portanto, não necessita ser 
corrigida via Eq. (6.13).

Substituindo-se as equações (6.31) a (6.34) na equação 
da continuidade obtém-se os coeficientes da seguinte forma

0
(6.35)iguais aos já definidos 

p/ os volumes internos

Ae Ane Ase 

Aw' Anw' Asw ->
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B = AV + (Kv)g - (Kv)n (6-38)

onde

KV =
APf 3
2AV

(6.39)

Fig. 6.3 - Volume de contorno para a Pressão,

Igual procedimento é realizado para os volumes das 
demais fronteiras. Obiviamente os cantos são também volumes de 
fronteira e requerem o mesmo tratamento.

6.5.3 - CONDIÇÃO DE CONTORNO PARA A TEMPERATURA

Para apresentar a aplicação das condições de contorno 
para a temperatura considera-se, inicialmente, equação da 
energia, Eq. (5.39)
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A t£+1 = A Tn+1 + A t£+1 + A tJJ+1 + A tJJ+1 +P P  w W  s S  e E  n N

A Tn P P  T ^ |  + STT

onde STT é o termo fonte e dada por

(6.40)

STT = (C — ) + (C — ) - (C (r (6.41)2 3n e + 5 d ^ n  (C2 “ (C5 3^ s

Seja o volume de fronteira mostrado na Fig. 6.3 já 
utilizado para demonstrar a aplicação da condição de contorno 
para a pressão.

Realizando-se um balanço de energia para esta fronteira
tem-se

A Tn^ Ijin+1 _ ^ ipH+1 r̂ n+1 rjin+l + _.P P + gmm (6.42)
P P  w W s S n S 1 + E

ikonde o Ap passa a ter a seguinte forma

A* = A + A + A (6.43)P w s n

O termo fonte fica sendo dado por

STT = (Cp ~ )  - (C, ) - (C0 |^) + jSLl (6.44)5 3 £' n 5 3 Ç s 2 3 n w Cp e

onde q|e representa o fluxo de calor através da fronteira leste, 
sendo este termo diferente do tipo de condição de contorno. As 
condições de contorno deste trabalho são de temperatura prescrita 
e de fluxo de calor prescrito. Para isto temos
a) Condição de contorno com fluxo de calor prescrito

^  e ^prescrito (6.45)
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b) Condição de contorno com temperatura prescrita

al = — C (C + C ——) (6.46)qle P 4 3n + c5 H ;e

onde as derivadas 3T e são calculadas com a
3 ti 3Ç

distribuição de temperatura prescrita sobre a fronteira. No caso 
deste trabalho, onde a temperatura é constante ao longo da 
fronteira leste, temos 3T =0.

3n e

Assim como exemplificado, aplica-se as condições de 
contorno em todas as fronteiras. Neste caso não existem pontos 
fictícios e as condições de contorno são incorporadas às equações 
dos volumes de fronteira.

6.6 - DETALHES NUMÉRICOS

6.6.1 - MÉTODO DE RELAXAÇÃO DAS VARIÁVEIS NO CICLO ITERATIVO

No processo iterativo são resolvidas as equações 
fazendo um avanço das variáveis no tempo até atingir-se a 
convergência. O transiente seguido é distorcido usando-se 
valores de E constantes no domínio. 0 valor de E permite 
controlar o avanço para obtenção da solução, pois é equivalente a 
estipular o intervalo de tempo no qual a solução é avançada.

Na solução do sistema linear de cada variável foi 
utilizado, inicialmente, o método S.O.R com valores de relaxação 
em função, principalmente, do tamanho da malha e da magnitude do 
processo convectivo.

É importante lembrar que neste trabalho o método S.O.R



é aplicado na solução da equação da pressão e da energia apenas. 
As variáveis u e v (U e V) são avançadas, como já comentado, 
através do cálculo de U e V, que significa um avanço semelhante 
ao processo iterativo ponto por ponto de Jacobi.

Testes foram realizados para a determinação de valores 
de coeficientes de relaxação que aceleram a convergência mas, 
devido a depedência de vários fatores, não é possível a 
determinação de uma regra geral para os valores destes 
coeficientes. Os valores utilizados que apresentaram aceleração 
no processo iterativo da solução do sistema linear, na maioria 
dos casos tratados neste trabalho, é uma sub-relaxação de 0.8 
para a equação da energia e a sobre-relaxação de 1.5 para a 
pressão.

i
No final da realização deste trabalho implementou-se um 

outro método para a solução das equações da temperatura e 
pressão, denominado MSI [24]. O MSI mostrou-se muito eficiente, 
conduzindo rapidamente para convergência e alguns casos foram 
repetidos utilizando-se este método e verificou-se que o tempo de 
computação para a solução do problema diminuiu em mais de 60%. 
Este método tem também a vantagem de não necessitar de 
coeficientes de relaxação, e é praticamente direto.

6.6.2- CRITÉRIO DE CONVERGÊNCIA E TOLERÂNCIA

O critério de convergência adotado neste trabalho é
dado por

l*n+1 -

£ - Tf~ - <f> • I (6.47)I max Tmin|

onde e é a tolerância determinada.

Para interrupção do avanço da solução a convergência é 
realizada nas velocidades cartesianas e a tolerância é fixada na

60
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maioria dos casos, em 5.0E-05. Para a solução da pressão e da 
temperatura no ciclo iterativo interno a tolerância ê fixada em 
1.0E-04. Com a utilização do MSI o critério de convergência 
adotado é devido a Van Doormaal & Raithby [30], que é denominado 
de Norma Euclidiana dos Resíduos. A tolerância foi fixada em 0.05 
tanto para a obtenção do campo de pressão como para temperatura, 
no ciclo itrativo interno, permanecendo o mesmo critério da Eq. 
(6.47) para a interrupção do avanço da solução completa.

6.6.3 - AVANÇO DAS VARIÁVEIS NO CICLO ITERATIVO

Como visto no Cap. 2, a coordenada t é mantida mesmo
que o interesse seja o regime permanente, pois esta coordenadatserve de avanço iterativo (transiente distorcido) e o valor de E 
é o responsável por este avanço iterativo (no tempo).

O valor de E foi fixado em 2.5, quando do uso do S.O.R. 
Este valor apresentou um bom comportamento para a solução do 
conjunto das geometrias tratadas neste trabalho. Com a utilzação 
do MSI, onde se tem uma melhor solução do campo de temperatura e 
de pressão permitindo um maior avanço no tempo, então 
possibilitou o aumento no valor de E para 5.0. É importante 
ressaltar que com o MSI não foram repetidos todos os casos deste 
trabalho, apenas alguns deles para verificar o comportamento e 
vantagens deste novo método para a solução de sistemas lineares.
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$ CAPÍTULO 7

ANÁLISE DOS RESULTADOS

7.1 - INTRODUÇÃO

Tendo-se, até aqui, apresentado toda a metodologia 
utilizada, passa-se agora para a apresentação dos resultados do 
estudo do comportamento da convecção natural em cavidades 
hexagonais.

Fundamentalmente, procura-se determinar os parâmetros 
da transferência de calor por convecção natural em cavidades 
hexagonais arbitrárias em função do número de Rayleigh. 
Adicionalmente existem questões importantes que procura-se 
responder, como por exemplo, a) a determinação do ângulo para o 
qual surgem recirculações junto aos vértices, onde espera-se uma 
sensível diminuição da troca de calor, b) a importância relativa 
do processo convectivo e difusivo em função do ângulo da cavidade 
e c) a razão entre o calor trocado por convecção natural pela 
cavidade hexagonal e o calor trocado pela cavidade retangular 
inscrita. 0 conhecimento desta razão é fundamental na escolha de 
uma cavidade hexagonal ou retangular para uma determinada 
finalidade de transferência de calor.

São apresentadas neste capítulo, as malhas utilizadas 
para as diversas geometrias hexagonais na obtenção dos 
resultados. Os resultados foram obtidos para as cavidades com 
ângulo variando de 30° a 180° com o número de Rayleigh de 0 a 
106. Para a visualização do processo convectivo e para melhor 
interpretar o fenômeno físico são apresentados perfis de 
velocidades, perfis de temperaturas, linhas de corrente, vetores 
velocidade, isotermas, linhas de fluxo de calor e também o fluxo 
de calor local ao longo das paredes com temperàtura prescrita, 
para todos os números de Rayleigh e para diversos ângulos, em 
termos de condutividade térmica equivalente. Finalmente é
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realizada uma comparação da troca de calor das cavidades 
hexagonais com as retangulares inscritas correspondentes.

7.2 - MALHAS PARA AS CAVIDADES HEXAGONAIS

Como já citado no Cap. 3, as malhas utilizadas para as 
diversas geometrias foram geradas através de um método algébrico 
direto. Algumas das malhas utlizadas são aqui apresentadas.

Para todas as geometrias foram realizados estudos de 
resolução de malha, isto é, para uma determinada geometria 
refina-se a malha efetuando-se uma maior concentração das linhas 
coordenadas nas fronteiras, verificando-se as variações das 
variáveis com a mudança da malha. É comum determinar a malha 
adequada (suficientemente refinada) em função da não variação dos 
parâmetros médios, como número de Nusselt, por exemplo. Neste 
trabalho observou-se que este critério não é adequado quando se 
tem interesse também na magnitude dos parâmetros locais. 
Portanto, a condutivi.dade térmica equivalente local foi 
utilizada, como informação para a determinação da malha adequada. 
Este estudo foi realizado para Ra = 106, condição em que existem 
os maiores gradientes. Quando a convecção se torna menos intensa 
é natural utilizar uma malha menos refinada mas, por questão de 
segurança na obtenção dos resultados, para uma determinada 
cavidade os mesmos foram computados com a malha refinada obtida 
com os números de Rayleigh mais elevados.

Apresenta-se agora algumas malhas utilizadas. Na Fig. 
7.1 temos a malha para 0 = 180° que corresponde ao retângulo 2:1, 
a qual tem 36 volumes na direção vertical e 20 na horizontal. 
Nesta malha verifica-se a concentração das linhas coordenadas nas 
fronteiras como citado anteriormente. A Fig. 7.2 mostra a malha 
da cavidade hexagonal com 6 = 120° com 28 volumes na direção 
vertical e 26 na horizontal, e a Fig. 7.3 apresenta a cavidade 
com 0 = 60° e 32 x 32 volumes.



■ Malha da cavidade retangular (0=180°), 
20 x 36 volumes.
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Fig. 7.2 - Malha da cavidade hexagonal com 0=120°, 
26 X 28 volumes.
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7.3 - APRESENTAÇÃO DOS PERFIS DE VELOCIDADE E TEMPERATURA

É procedimento comum expressar a magnitude da convecção 
natural em termos do número de Rayleigh. A seguir, são 
apresentados, para as diversas cavidades, os perfis de 
velocidades e temperatura para vários números de Rayleigh.

Mostra-se na Fig. 7.4 os perfis de velocidade 
adimensionalizada v, ao longo da linha média horizontal para a 
cavidade retangular, para Ra = 103 e 101* , enquanto que na Fig.
7.5 temos os resultados para Ra = 105 e 106 . Este comportamento 
da cavidade retangular é bem conhecido. Para frizar, observa-se 
que com o aumento do número de Rayleigh tem-se a formação de 
escoamento de camada limite, com uma elevada velocidade 
ascendente junto a parede aquecida e descendente junto a parede 
resfriada. Para Ra = 105 surgè, moderadamente, a inversão 
térmica, como pode-se verificar na Fig. 7.5, onde existe uma 
parcela de fluido quente mais perto da parede fria do que da 
parede quente e vice-versa. Este fenômeno ocorre devido ao 
aquecimento da massa de fluido central, que está quase estagnada, 
pela massa aquecida que vem da parede quente e perde calor para a 
parede fria e para esta massa central. O mesmo ocorre com a 
massa fria, que vem com alta velocidade da parede fria, e 
resfria, desta feita, a parte esquerda da massa central 
estagnada.

Analisando-se o perfil de temperatura para a mesma 
cavidade, ao longo da linha média horizontal, verifica-se na Fig.
7.6 que para Ra = 10? que o perfil de temperatura é praticamente 
linear, isto significa que o fluxo de calor da parede aquecida 
para a parede resfriada é mantido praticamente por condução. 
Voltando para a Fig. 7.4 verifica-se que a velocidade para Ra = 
103 é muito baixa, mostrando assim, que para este número de 
Rayleigh os efeitos convectivos são pequenos. Também na Fig. 7.6 
pode-se observar o fenômeno da inversão térmica, a qual é 
nitidamente mostrado para números de Rayleigh altos, Ra = 105 e 
106.
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x*=x/2D

Fig. 7.4 - Perfis de velocidade v* ao longo da linha 
média horizontal. 0=180°, Ra= 10  ̂ e 10^

x*=x/2D

*Fig. 7.5 - Perfis de velocidadas v ao longo da linha
média horizontal. 0=180°, Ra = 10~* e 10^.
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x*=x/2D

£Fig. 7.6 - Perfis de temperatura T ao longo da linha 
média horizontal. 0=180°, Ra=103 a 106 .

Para a cavidade formada com 0=150° existem mínimas 
modificações nos padrões de escoamento e temperatura em relação a 
cavidade retangular. Por esta razão não são aqui apresentados 
resultados para este caso.

Também para a cavidade com 0=120° o comportamento dos 
perfis de velocidade e temperatura são semelhantes aos da 
cavidade retangular. Cabe destacar o aparecimento da inversão 
térmica para número de Rayleigh igual a 101* , o que não se observa 
para a cavidade retangular.

Para a cavidade com 0 =90° começam a aparecer as 
recirculações nos vértices laterais formados pelos lados 
inclinados do hexágono. A presença desta recirculações pode ser 
vista pelos perfis de velocidade v* ao longo da linha média 
horizontal nas Figs. 7.10 e 7.11. Seus efeitos podem ser notados 
pela distribuição de temperatura ao longo da linha média
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7.7 - Perfis de velocidade v* ao longo da linha 
média horizontal. 0=120°, Ra = 10^ e 10^.

x*=x/2D
■ i

7.8 - Perfis de velocidade v ao longo da linha
média horizontal. 0=120°, Ra = 10^ e 10®.
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x*=x/2D

Fig. 7.9 - Perfis de temperatura T* ao longo da linha 
média horizontal. e=120°> Ra=102 a 106 .

•jj» ^horizontal na Fig. 7.12. Observa-se que para X até 0.05, a 
temperatura é constante e igual a da parede quente para Ra=102 e

Q10 . Isto ocorre devido a presença de uma massa de fluido 
confinada pela recirculação que se mantém na temperatura da 
parede, pela quase impossibilidade de troca de calor com o 
restante do fluido. A magnitude da velocidade v perto das 
paredes diminui com a diminuição do ângulo, devido a presença da 
parede com inclinação contrária (após o vértice) àquela em que o 
fluido acelerado tenderia a seguir.

Para a cavidade com 0 = 60° as influências da variação 
do número de Rayleigh são mais acentuadas, como pode observado na 
Fig. 7.13 e 7.14, onde são apresentados os perfis de velocidades. 
Verifica-se através destas figuras o surgimento de recirculações 
mais abrangentes, isto é, ocupam um espaço maior, especialmente 
para números de Rayleigh mais baixos. Estas recirculações fazem 
com que as velocidades máximas sejam bem inferiores quando
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X = X/2D

Fig. 7.10 - Perfis de velocidades v ao longo da linha 
média horizontal. 6=90°, Ra = 10^ e 10^.

X=X/2D

Fig. 7.11 - Perfis de velocidades v* ao longo da linha
média horizontal. 0=90°, Ra = 10^ e 10**.
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Fig. 7.12 - Perfis de temperatura T ao longo da linha 
média horizontal. 0=90°, Ra=102 a 106 .

comparadas com as cavidades citadas anteriormente, tanto para 
números de Rayleigh baixos como elevados. Estãs recirculações 
nos vértices da cavidade atuam como isolantes térmicos, 
dificultando a troca de calor entre as paredes aquecidas e 
resfriadas. Isto pode ser observado na Fig. 7.15 verificando-se 
os perfis de temperatura para Ra = 103 até 10^, onde observa-se 
baixos gradientes de temperatura, até mesmo para Rayleigh 
elevado.

Finalmente analisando-se os resultados para cavidade 
com ângulo 0 = 30° verifica-se, através das Figs. 7.16 e 7.17, 
grandes modificações no escoamento em relação a cavidade 
retangular. As recirculações são bem mais acentuadas e para 
Ra=103 praticamente não existe velocidade vertical na linha média 
horizontal. Para Ra=103 e 10^ aparece uma acentuada recirculação 
com dois vórtices bem salientes de cada lado da cavidade. Também



74

x*=x/2D

Fig. 7.13 - Perfis de velocidade v* ao longo da linha 
média horizontal. 0=60°, Ra = 10^ e 10^.

x*=x/2D

Fig. 7.14 - Perfis de velocidade v ao longo da linha
média horizontal. 0=60°, Ra = 10^ e 10®.
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x*= x/2D

Fig. 7.15 - Perfis de temperatura T ao longo da linha 
média horizontal. 0=60°* Ra=103 a 106.

para Ra=105 e 106 existem dois vórtices, entretanto, menos 
significativos. As recirculações são menos acentuadas para 
números de Ra altos pois nestes casos devido as altas velocidades 
a inércia da massa de fluido em movimento confina a recirculação 
em uma região menor do vértice do hexágono. O aparecimento das 
recirculações acontece guando a inércia do fluido que começa 
ascender ã parede quente não é suficiente para mantê-lo aderente 
a esta parede, descolando-se e formando uma pluma, obviamente 
vertical, dando possibilidade ao aparecimento da recirculação. 
Voltando-se a analisar os perfis de temperatura, na Fig. 7.18 
verifica-se a influência da recirculação sobre o campo de 
temperatura, onde, praticamente 20% do comprimento de cada lado 
do hexágono para Rayleigh 10J e 104 ficam quase isolados.
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x*=x/2D

Fig. 7.16 - Perfis de velocidade v* ao longo da linha 
média horizontal. 0=30°, Ra = 10^ e 10^.

x*=x/2D

Fig. 7.17 - Perfis de velocidade v* ao longo da linha
média horizontal. 0=30°, Ra = 10^ e 10®.
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x*= x/2D

Fig. 7.18 - Perfis de temperatura T ao longo da linha 
média horizontal. 0=30°, Ra=103 a 106 .

7.4 - APRESENTAÇÃO DOS CAMPOS: ISOTERMAS, LINHAS DE CORRENTE, 
VETORES VELOCIDADE E LINHAS DE CALOR

Os perfis dé velocidade e temperatura mostrados no item 
anterior não conseguem fornecer uma visão global do problema 
físico, mostrando apenas valores localizados. Nesta seção são 
apresentadas as linhas de corrente, vetores velocidade, linhas de 
calor e isotermas para alguns dos casos estudados.

É comum procurar descrever o comportamento térmico de 
um problema de transferência de calor através das. isotermas. Este 
procedimento é adequado quando o problema é apenas difusivo, caso 
em que as isotermas são perpendiculares as linhas de calor. Esta 
característica desaparece, entretanto, quando estão presentes 
efeitos convectivos. Utilizando-se apenas as isotermas é,
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obviamente, impossível quantificar o fluxo dè calor (difusivo + 
convectivo) em uma determinada região do escoamento. Apenas nas 
paredes é que o gradiente apresentado pelas isotermas nos indicam 
as regiões de maior troca térmica. Não é possível, entretanto, 
quantificar o calor trocado por uma determinada extensão da 
parede.

A maneira de visualizar adequadamente o fenômeno é 
através das linhas de calor [17] , que são obtidas através da 
informação local do fluxo de calor total. Como o fluxo convectivo 
envolve a velocidade, as linhas de calor representam o caminho 
percorrido pelo calor dentro do fluido. 0 campo de linhas de 
calor quantifica o calor trocado por cada porção das paredes, 
permitindo a visualização direta do desempenho da troca de calor 
das paredes. Também as características de camada limite térmica 
podem serem melhor observadas com o auxílio das linhas de calor. 
A dedução da equação para a determinação das linhas de calor no 
sistema generalizado Ç-n é mostrada no Apêndice A.

As Figs. 7.19 a 7.48 mostram as linhas de corrente, 
vetores velocidade, isotermas e linhas de calor para diversas 
cavidades e diversos números de Rayleigh. Nesta seção destaque 
será dado ao comentário das características físicas importantes 
do escoamento que podem ser bem observadas pelas linhas de 
corrente, vetores velocidade e linhas de calor.

As recirculações secundárias junto aos vértices começam 
a aparecer, de forma significativa, para a cavidade com 0=90° e 
Ra=105 e são levemente mais acentuadas em tamanho (não em 
magnitude de velocidade) para Ra=10*t e 103 . Para 0= 60° existem 
recirculações para todas os números de Rayleigh com apenas um 
vórtice. Para 0=30° ás recirculações são acentuadas com o 
aparecimento de dois vórtices que ocupam grande espaço da 
cavidade, no caso de Ra=103 e 10**.' Nestes casos a troca de calor 
da cavidade hexagonal tende a apresentar as mesmas 
características da cavidade retangular inscrita.

Apresentam-se, a seguir, os vetores velocidade para 
alguns casos. Os vetores velocidade são bastante úteis na
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Fig. 7.19 - Linhas de Corrente da cavidade retangular.
0=180°; Ra=106.

visualização pois permitem observar todas as características do 
escoamento, como, regiões de recirculações, comportamento de 
camada limite e magnitude das velocidades.

Duas características importantes podem ser visualizadas 
com o uso das isotermas. Uma delàs é o comportamento de camada 
limite do escoamento sobre as paredes aquecidas e resfriadas. 
Para Ra=105 e 106 existe este comportamento para todos os ângulos 
até 60°, inclusive. A outra delas é a indicação das regiões de 
maior troca de calor, o que pode ser constatado pela concentração 
das isotermas (maiores gradientes) nas respectivas regiões. Não é 
possível, entretanto, quantificar o calor trocado pelas diversas 
regiões da área de troca térmica. Com as linhas de calor é 
possível alcançar este objetivo.

Nas figuras que aparecem as linhas de calor, em todos 
os casos, os intervalos são os mesmos representando, portanto, a 
mesma quantidade de calor trocado entre duas linhas. É possível
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escala - lOmm : 5.20- a

Fig. 7.20 - Vetores velocidade da cavidade retangular (
Ra = IO-5.

=180°)/
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Fig. 7.21 - Vetores velocidade da cavidade retangular (
Ra = 10 .

e=i80°),
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Fig. 7.22 - Isotermas da cavidade retangular (6=180°), Ra=10^.

5Fig. 7.23 - Isotermas da cavidade retangular (6=180°), Ra=10 .
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Fig. 7.26 - Linhas de corrente para 0= 120° e Ra

Fig. 7.27 - Isotermas para 0 = 120° e Ra = 10^.
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escala - lOmm : 4.29: LyJl
a

3
Fig. 7.28 - Vetores velocidade para 0= 120° e Ra = 10
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Fig. 7.29 - Vetores velocidade para 0= 120° e Ra = 10^.
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Fig. 7.30 - Linhas de calor para 0 = 120° e Ra = 10^.

Fig. 7.31 - Linhas de calor para 0 = 120° e Ra = 10
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Fig. 7.32 - Linhas de Corrente para 0=90° e Ra=105.

verificar que, enquanto que na cavidade retangular para Ra=106, a 
relação entre a área menos eficiente e a mais eficiente na parede 
quente é a ordem de 11.3, na cavidade com 0=30° e Ra=106 esta 
relação atinge o valor 14.0 e na cavidade com 0=120° a relação é 
de 7.80. Isto mostra diretamente a uniformidade na troca de calor 
da superfície, com a consequente indicação da extensão da 
superfície necessária para trocar uma determinada quantidade de 
calor.

7.5 - CONDUTIVIDADE TÉRMICA EQUIVALENTE

No estudo de problemas de convecção natural em 
cavidades, é um procedimento largamente empregado a manipulação 
dos resultados referentes a troca de calor em termos de uma 
condutividade térmica equivalente, denotada por Keq.

Diversas são as formas de definição desta
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Fig. 7.33 - Vetores velocidade para 0= 90° e Ra = 10^.
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Fig. 7.34 - Vetores velocidade para 0= 90° e Ra = 104.



91

Fig. 7.35 - Isotermas para 0= 90° e Ra = 10'

Fig. 7.36 - Linhas de calor para 0= 90° e Ra = 10'

-0.598

1598



92

Fig. 7.37 - Linhas de Corrente para 0 =60° e Ra=10l*.

condutividade. A mais natural é defini-lá como a razão entre a 
taxa total de troca de calor por convecção na cavidade e a taxa 
total de troca de calor por condução na mesma cavidade. Além de 
ser esta a definição que de fato concorda com a denominação de 
condutividade térmica equivalente, a mesma permite a avaliação 
imediata da influência do processo convectivo na taxa de troca de 
calor.

7.5.1 - CONDUTIVIDADE TÉRMICA EQUIVALENTE LOCAL

A condutividade térmica equivalente local, k eq2 é 
definida como a razão entre a taxa local de troca de calor por 
convecção na cavidade e a taxa local de troca de calor por 
condução na cavidade retangular inscrita correspondente.

W w  hex = - k f! (7-1>3n
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Fig. 7.40 - Isotermas para 6 = 60° e Ra = 10^.

Fig. 7.41 - Isotermas para 0= 60° e Ra = 10®.
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Fig. 7.42 - Linhas de calor para 6= 60° e Ra = 10^.

Fig. 7.43 - Linhas de calor para 0 = 60° e Ra = 104.
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Fig. 7.48 - Isotermas para 0=30° e Ra=105.

(T_ - T,)
^cond ins = - k --L_ (7.2)

sendo (Ti - T0) = 1  temos

, 8T T
n-3)

Para obter-se a relação q , / q , , basta manipular as
^  c o n v  h e x  ^  cond h e x  c

diversas condutividades equivalentes.

Em primeiro lugar é analisado o comportamento local da 
condutividade térmica equivalente, keq2 • A Fig. 7.49 mostra os 
resultados para o problema de condução pura, onde observa-se que 
aumenta consideravelmente a troca de calor por condução para as 
regiões perto das paredes horizontais isoladas, quando comparada 
com a troca de calor por condução da cavidade retangular 
inscrita. Isto se deve ao fato de que as paredes aquecidas vão 
inclinando-se com a diminuição de 0, distanciando-se da parede 
horizontal, concentrando as isotermas na região perto dos cantos 
situados nas paredes horizontais, aumentando o fluxo de calor 
local. No meio da parede aquecida acontece o fenômeno inverso, 
isto é, ao diminuir o ângulo as duas partes da parede aquecida 
vão se aproximando prejudicando as condições de troca térmica, 
também prejudicada pelo aumento da distância entre as paredes com 
a diminuição do ângulo. A Fig. 7.50 detalha o comportamento das 
isotermas para o caso dè condução pura, acima comentado.
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Keq2

Fig. 7.49 - Condutividade térmica equivalente local 
para Ra=0.

As Figs. 7.51 a 7.60 mostram a condutibilidade para 
diversos ângulos e números de Rayleigh. Para o ângulo de 180°, 
que recai no caso de cavidade retangular de razão 2:1, as 
características de troca térmica são bem conhecidas. No canto 
inferior da parede aquecida a condutividade térmica equivalente 
não apresenta seu valor máximo, justamente porque neste ponto 
existe uma pequena estagnação devido ao ângulo reto entre a 
parede horizontal e a vertical aquecida. Após o ponto de máximo 
o comportamento é característico de camada limite, decrescendo no 
sentido do escoamento. Diminuindo-se o ângulo favorece-se o 
escoamento da massa de ar fria que vem de encontro ã parede 
aquecida. Neste ponto de encontro, também semelhante a um 
problema de camada limite temos a máxima condutividade térmica 
descrescendo ao longo da metade da parede aquecida até atingir a 
região do vértice. Nesta região as condições de troca térmica 
são bastante pobres, devido as recirculações, que mantem a massa



10 1

Fig. 7.50 - Isotermas para o hexágono com 0=120° e para 
a cavidade retangular inscrita. Ra=0.

do fluido estagnada entre as paredes aquecidas. 0 fenômeno da 
diminuição do Kg 2 nesta região acentua-se com a diminuição do 
ângulo, como pode ser visto nas Figs. 7.55 a 7.60 onde a 
condutividade tende a zero. Passando-se pelo vértice existe uma 
recuperação nas condições de troca de calor, apresentando em 
seguida, a diminuição de Keq2 ao longo da segunda metade da 
parede aquecida, novamente mostrando um comportamento de camada 
limite, especialmente para números de Rayleigh elevados. Para o 
canto formado pelo fim da parede aquecida e a parede superior 
isolada, acontece o mesmo fenômeno da aproximação das isotermas 
verificado para o canto inferior.
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7.5.2 - CONDUTIVIDADE TÉRMICA EQUIVALENTE MÉDIA

A Fig. 7.61 apresenta os valores de , definido como
sendo a razão entre a troca de calor por convecção na cavidade 
hexagonal e a troca de calor por condução na mesma cavidade. 
Digno de nota nesta figura é o comportamento para 0=30° que, 
devido a razão altura/largura da cavidade ser pequena com cantos 
acentuados, os efeitos convectivos. só começam a se manifestar 
para número de Rayleigh maior que 10^, enquanto que para 60°, 
começam a se manifestar para Ra maior do que 103 . Em geral, 
exceto para 0=30°, para o mesmo número de Rayleigh, diminuindo-se 
o ângulo aumenta-se o K eq^. A explicação para isto é que para 
ângulos menores os efeitos de convecção são mais acentuados 
quando comparados com os efeitos de condução, uma vez que estes 
últimos são menos acentuados para ângulos menores. Se os efeitos 
convectivos forem comparados com um referencial fixo (constante 
com o ângulo 0) os mesmos crescem com o aumento de 0.

Ainda nesta figura verifica-se que os presentes 
resultados apresentam uma boa concordância com os dados obtidos 
por Jones[6] para a cavidade com 0 = 180°. Na Tabela 1 estão 
apresentados os valores numéricos da condutividade térmica 
equivalente média obtidos para a condução e convecção para número 
de Rayleigh de 103 a 10*+, bem como os valores numéricos de Jones 
[ 6] .

7.6 - COMPARAÇÃO ENTRE A CAVIDADE HEXAGONAL E A RETANGULAR 
INSCRITA CORRESPONDENTE

Um detalhe importante a ser analisado é concernente a 
escolha de uma cavidade hexagonal ou de uma cavidade retangular 
para uma determinada aplicação térmica. A definição da geometria 
pode ser feita comparando-se a troca de calor propiciada pela 
cavidade hexagonal com aquela pela cavidade retangular inscrita.
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Fig. 7.61 - Condutividade térmica equivalente média.



TAB. 1 - Condutividade térmica equivalente média 
da cavidade hexagonal.
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(*) - Jones [6]

Através da apresentação dos perfis de velocidades 
mostrados na Fig. 7.62 e 7.63, para a cavidade retangular 
inscrita no hexágono com 0 = 120°, verifica-se que o 
comportamento da velocidade, tanto para baixo como para alto 
Rayleigh, é semelhante ao da cavidade retangular 2:1 apresentado 
anteriormente pelas Figs. 7.4 e 7.5, apenas com as velocidades 
máximas, tanto ascendentes como descendentes, maiores para a 
cavidade retangular 2:1. Isto é justificado pela existência de 
uma maior altura permitindo um maior contato do fluido com a 
parede. Realizando-se a comparação da cavidade hexagonal de 120° 
(Figs. 7.7 e 7.8) com a retangular inscrita, observa-se que a 
retangular inscrita tem velocidades máximas maiores que a 
hexagonal, embora o hexágono tenha uma área lateral maior tanto 
para o aquecimento como resfriamento do fluido. Isto é, 
entretanto, prejudicado pela inclinação dos lados que tende 
dificultar o escoamento. Diminuindo o ângulo para 60° temos nas 
Figs. 7.64 e 7.65 os perfis de velocidades para a cavidade 
retangular inscrita, que deve ser comparada com as Figs. 7.13 e
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x*=x/L

Fig. 7.62 - Perfis de velocidade v ao longo da linha 
média horizontal para cavidade inscrita 
no hex. 6=120°, Ra = 10^ e 10^.

Fig. 7.63 - Perfis de velocidade v* ao longo da linha
média horizontal para a cavidade inscrita
no hex. 0=120°, Ra = 105 e 106.
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x*=x/L

Fig. 7.64 - Perfis de velocidade v ao longo da linha 
média horizontal para cavidade inscrita 
no hex. 0 = 60°, Ra = 10"̂  e 10^.

x*=x/L

Fig. 7.65 - Perfis de velocidade v* ao longo da linha
média horizontal para a cavidade inscrita
no hex. 0=60°, Ra = 10^e 106.
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7.14 respectivamente. Nesta comparação verifica-se que as 
velocidades máximas para Ra = 105 e 106 é quase o dobro para a 
cavidade retangular inscrita comparado com a correspondente 
hexagonal. Como já apresentado anteriormente o vértice da 
cavidade hexagonal implica na formação de recirculações 
secundárias que alteram o escoamento.

Para a comparação da troca de calor local entre a 
cavidade hexagonal e a inscrita correspondente temos as Figs. 
7.54 e 7.58 já introduzidas. Na primeira figura para 0 = 120°, 
verifica-se uma sensível diferença da taxa de troca de calor no 
vértice é nos cantos inferior e superior. A diferença na parte 
inferior é devido a existência de um ângulo reto entre a parede 
isolada e a aquecida para a cavidade inscrita, onde uma pequena 
quantia do fluido tende a ficar estagnada, causando uma 
diminuição na troca de calor. As condições locais do vértices já 
foram enfatizadas.

Na Tab. 2, estão apresentados os valores numéricos da 
condutividade térmica equivalente média das cavidades inscritas 
para diversos números de Rayleigh.

Com base na Fig. 7.66, obtida dos dados da Tab. 1 e da 
Tab. 2, uma importante comparação pode ser feita em termos de 
taxa total de troca de calor entre a cavidade hexagonal e a 
retangular inscrita. Observa-se nesta figura que para números de 
Rayleigh superior a aproximadamente 5xl03, para qualquer ângulo 
0, a razão é maior do que um, enquanto para Rayleigh inferior a 
7xl02 a situação se inverte. Esta situação já podia ser esperada 
em função dos resultados mostrados pela Fig.7.61 onde os efeitos 
convectivos só afetam significativamente a troca de calor no 
hexágono a partir de Ra = 5x102. Portanto, para Ra < 103 a 
cavidade retangular inscrita apresenta melhores condições de 
troca de calor.

Na Tab. 3 estão apresentados os resultados da taxa 
média da troca de calor por condução para diversos ângulos para a 
cavidade hexagonal e cavidade retangular inscrita. Nesta tabela 
também apresenta-se a razão entre estas taxas de troca de calor.
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TAB. 2 - Condutividade térmica equivalente média 

da cavidade retangular inscrita.

Evidentemente, esta razão é sempre inferior a unidade devido a 
resistência à condução adicional existente no hexágono em relação 
ao retângulo inscrito, exceto para 0. = 180° quando as geometrias 
coincidem. Entretanto nota-se que para valores de 0 pequenos a 
razão novamente tender a 1. Tal comportamento pode ser explicado 
pelo fato de os dois segmentos de mesma temperatura tornarem-se 
mais próximos com a diminuição do ângulo, provocando na região 
triangular do vértice uma temperatura praticamente constante, 
tornando-se um problema similar ao de condução no retângulo 
inscrito.
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Ra

Fig. 7.66 - Razão entre a troca de calor por convecção na 
cavidade hexagonal e na retangular inscrita.

TAB. 3 - Fluxo de calor médio por condução da 
cavidade hexagonal e da retangular 
inscrita, R-razão entre estes fluxos.
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CAPÍTULO 8 

CONCLUSÕES

O objetivo principal desta dissertação foi a 
experimentação numérica da convecção natural em cavidades 
hexagonais arbitrárias- Esta análise permite a determinação de 
parâmetros de transferência de calor que, no conhecimento do 
autor,, não são disponíveis na literatura para um conjunto de 
cavidades hexagonais como aqui estudado.

As conclusões do estudo.já foram inicialmente abordados 
ao longo da apresentação dos resultados. Apenas aquelas mais 
relevantes serão novamente comentadas.

a) Aumentando o número de Rayleigh, a troca é mais 
eficiente para ângulos pequenos, onde existe uma 
pobre troca de calor por condução. Ou seja, em 
relação a troca por condução, a convecção é mais 
benéfica para ângulos pequenos.

b) Para as cavidades com ângulo 0 igual e inferior a 
90°, surgem as recirculações junto aos vértices, 
provocando uma sensível queda no fluxo de càlor 
local nestas regiões. As regiões ocupadas pelas 
recirculações são maiores quanto menor for o número 
de Rayleigh, aumentando também com a diminuição do 
ângulo da cavidade.

c) Na comparação da capacidade de troca de calor da 
cavidade hexagonal com a retangular inscrita, 
conclui-se que, para baixos números de Rayleigh a 
troca é maior na inscrita, enquanto que, para altos 
números de7 Rayleigh, quando os efeitos convectivos 
são predominantes sobre os difusivos, este 
comportamento é invertido.

Com os resultados obidos pelo presente trabalho tem-se 
agora, disponíveis na literatura, dados da convecção natural em 
cavidades hexagonais, colaborando assim, para o aumento do
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pequeno acervo de dados existentes para as cavidades de 
geometrias arbitrárias.

Este trabalho também contribui no sentido de mostrar a 
versatilidade do uso de coordenadas generalizadas para esta 
classe de problemas. Malhas que variam de ortogonais, quando 
0=180°, a altamente não ortogonais para ângulos pequenos foram 
empregadas.

Uma característica importante do uso de sistemas 
coordenados que, ,quando transformados formam um único bloco 
computacional, ê a possibilidade de utilizar o MSI (Modified 
Strongly Implicit procedure), uma poderosa técnica para solução 
de sistemas lineares, pois a mesma requer uma organização 
definida dos elementos da matriz. A utilização do MSI significou 
uma economia de, aproximadamente, 6 0% no tempo de CPU, na maioria 
dos casos, comparados com o método S.O.R., para a solução do 
sistema.

Como sugestões para realização de futuros trabalhos 
nesta linha de pesquisa, podemos destacar

à) A extensão do modelo númerico aqui apresentado para 
a utilização de malhas adaptativas;

b) A inclusão, na formulação, dos termos para a 
modelagem de um problema dê turbulência, que tem 
grande aplicabilidade em casos práticos da 
engenharia;

c) A expansão do modelo, para a simulação de casos de 
cavidades tridimensionais.
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APÊNDICE A

OBTENÇÃO DA EQUAÇÃO DA FUNÇÃO DE CALOR 
EM COORDENADAS GENERALIZADAS

A.l - INTRODUÇÃO

Em problemas de condução pura é comum apresentar-se os 
resultados referentes a transferência de calor através do traçado 
das isotermas. Tal procedimento é bastante conveniente pois além 
de permitir uma rápida visualização do campo de temperaturas, 
permite inferir as regiões de maior fluxo de calor e a trajetória 
ou caminho percorrido pela energia já que, para meios 
isotrópicos, o vetor fluxo de calor é perpendicular às isotermas.

No caso de um fluido em movimento, a transferência de calor 
se dá através dos processos de condução e convecção. A esse 
mecanismo combinado dá-se simplesmente o nome de transferência de 
calor por convecção. Diversas são as técnicas empregadas, neste 
caso, na visualização das características do escoamento com 
transferência de calor. A apresentação das linhas de corrente, 
vetores velocidade e isotermas são as mais comuns e bastante 
úteis. No entanto, em problemas de convecção, a apresentação de 
isotermas permite apenas visualizar regiões de maior ou menor 
fluxo de calor por condução. Nenhuma informação pode ser obtida 
a respeito do fluxo convectivo de energia. Evidentemente, 
através da observação simultânea do campo de velocidades (desenho 
de vetores velocidade) e do campo de temperaturas, pode-se 
concluir algo a respeito do fluxo de energia. Por exemplo, se o 
gradiente de temperatura, a temperatura e a velocidade forem 
baixas em uma determinada direção, é lógico que o transporte de 
energia nesse ponto e nessa direção será baixo em relação a 
outras regiões do escoamento. Com a motivação de reunir estas 
informações em um mesma fonte Kimura & Bejam [17] definiram a 
função de calor que, quando integrada em uma determinada direção 
quantifica o fluxo total de calor normal a esta direção.

Neste apêndice, a equação da função de calor é deduzida de 
uma forma apenas ligeiramente diferente da apresentada em [17],
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mas com consequências conceituais e de interpretações 
importantes. Ainda neste apêndice a equação será escrita para um 
sistema de coordenadas generalizado, e apresenta-se as condições 
de contorno e o armazenamento da função de H(Ç,n) na malha.

A. 2 - DEFINIÇÃO DA FUNÇÃO DE CALOR

0 procedimento para a obtenção da função de calor ê 
bastante semelhante ao da função de corrente e já foi previamente 
apresentado em [17] e [31]. No entanto, nos referidos trabalhos, 
os autores omitem a necessidade do estabelecimento de uma 
temperatura de referência. Além disso, suas equações assumem que 
a temperatura da parede mais fria da cavidade ê igual a zero, 
particularizando, portanto, a equação da função de calor. A 
seguir a equação da função de calor será novamente deduzida de 
forma mais correta do ponto de vista conceituai.

A equação da energia em forma dimensional de um escoamento 
bidimensional de um fluido com propriedades físicas constantes em 
regime permanente, pode ser escrita da forma

^(pcpuT - kf) + ^ ( p c pvT - kff) = 0 (A-1)

Define-se a função de calor H de forma que 9H / 9y seja o 
fluxo total de energia na direção x e -9H /9x seja o fluxo 
total de energia na direção y . No entanto, como a parte 
convectiva do fluxo depende do valor da temperatura é conveniente 
arbitrar um nível energético de referência. Será adotado como 
esse nível o correspondente a uma temperatura de referência T'. 
Assim

9H = PCpU(T - T') - ,9 T
C9x (A.2)
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(A.3)

É fácil verificar que H (x ,y ) satifaz identicamente a equação 
da energia, Eq. (A.l).

Derivando a Eq. (A.2) com relação a x e a Eq. (A.3) com 
relação a y e subtraindo a segunda da primeira obtém-se que

se H(x,y) em todo o domínio da geometria, com o qual determina-se 
as linhas de calor.

A. 3 - TRANSFORMAÇÃO DA EQUAÇÃO DA FUNÇÃO DE CALOR PARA O SISTEMA 
GENERALIZADO Ç - n

Para a avaliação do lado direito da Eq. (A.4) é 
necessário que os campos de u, v, T tenham sido previamente 
determinados. Para cavidades com geometria complexa é 
conveniente que a solução numérica das equações para as variáveis 
acima seja obtida através de uma discretização não ortogonal com 
linhas coordenadas que se ajustam as fronteiras da cavidade. 
Portanto os valores de u, v, e T são conhecidos em pontos 
discretos da malha.

sistema generalizado é idêntico ao já definido no Cap. 5. 
Aplicando as Eqs. (3.1) e (3.2) e utilizando a regra da cadeia a 
Eq.(A.4) resulta em

Através da solução numérica da equação acima determina-

0 procedimento para a obtenção da Eq. (A.4) para o

SH
J

(A.5)
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onde

^  = p CP [ ̂ ■ (CltUT " C2VT) ~ ^ - (cl VT - C2UT ] <A -6)

os coeficientes Ĉ  , C2 e C4 são os definidos no Cap. 4 pelas Eqs. 
(4.25) a (4.27), com = 1.

Na discretização da Eq. (A.7) as derivadas de segunda ordem 
são aproximados por diferenças centrais e a solução do sistema 
linearizado é obtida pelo método MSI [24].

A.4 - LOCALIZAÇÃO DE H NA MALHA

No esquema numérico utilizado as variáveis u, v e  T são 
armazenadas conforme mostra a Fig. A.l. Uma decisão precisa deve 
ser tomada com relação a localização da variável H na malha. A 
primeira vista parece conveniente armazenar H na mesma posição 
que T, isto é, no centro do volumes de controle aos quais é 
aplicado o princípio da consevação da massa. No entanto, como 
será demonstrado a seguir, essa escolha não é a mais adequada. 
Admita por hipótese que a malha seja cartesiana igualmente 
espaçada. A avaliação do termo fonte para H (lado direito da Eq. 
(A.4)) envolve a derivadas 3 (vT)/9x e 3(uT)/3y. A avaliação da 
primeira derivada seria efetivada através da expressão

(veT0 - vwTw)/Ax (A. 7)

onde as temperaturas nas faces leste e oeste do volume de 
controle seriam obtidas através da média aritmética das 
temperaturas dos pontos vizinhos. Ocorre que as velocidades v 
nas faces leste e oeste não participam diretamente da conservação 
da massa e tem seu valor definido em função da média das 
velocidades v vizinhas. A mesma conclusão é válida para as 
velocidades u nas faces norte e sul. Esse excessivo processo de 
médias deteriora os resultados (na realidade esse esquema de



armazenamento chegou a ser empregado no decorrer deste trabalho). 
Embora esse defeito não seja evidente para malhas não ortogonais, 
não é interessante a adoção de um esquema de armazenamento que 
não produza bons resultados para o caso particular da 
discretização cartesiana.
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Fig. A.1 - Armazenamento da variável H na malha.

Jã para H armazenado nos vértices dos volumes de 
controle da continuidade esse processo de média de velocidades 
desaparece completamente. A avaliação das temperaturas nas 
interfaces envolve um processo de média semelhante ao exigido 
pelo outro esquema de armazenamento. Além disso, este último 
esquema de armazenamento torna muito mais fácil a aplicação das 
condições de contorno de H.

A.5 - ESCOLHA DA TEMPERATURA DE REFERÊNCIA T*

No cálculo das linhas de calor acima apresentadas foi
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assumida como temperatura de referência a temperatura da parede

referência fosse adotada e possivelmente a interpretação dos 
resultados seria diferente. No entanto, no entedimento dos 
autores, a temperatura de referência que permite a correta 
interpretação do mecanismo de transporte de energia no escoamento 
é a temperatura da parede fria. A adoção de uma temperatura de 
referência superior a da parede fria implicará no transporte 
convectivo de energia negativa nas regiões de temperatura mais 
baixa da cavidade. Já a adoção de uma temperatura de referência 
inferior a da parede fria implica em transporte de energia no 
interior da cavidade mesmo que a temperatura da parede quente 
seja reduzida até o valor da temperatura da parede fria quando o 
problema de transferência de calor deixaria de existir e nada 
mais haveria a visualizar. Apesar da definição da função de 
calor apresentada por Kimura & Bejan [17] sequer citar a 
existência de qualquer nível de referência, a mesma referência 
está implicitamente aplicada pois seus resultados são compatíveis 
com os apresentados do presente trabalho considerando T'= T q.

A.6 - CONDIÇÕES DE CONTORNO PARA A EQUAÇÃO DA FUNÇÃO DE CALOR

de contorno, utilizadas para a determinação da função de calor. É 
fácil verificar, pela definição de H, que H nas faces esquerda e 
direita representam o calor trocado por estas faces com o fluido. 
Portanto, o valor de H é prescrito em todas as fronteiras, sendo 
feito igual a zero na face horizontal inferior para que o valor 
das linhas representam o valor numérico do calor realmente 
trocado.

O valor de H a ser prescrito no ponto i, nas fronteiras 
esquerda e direita, é dado por

fria. Os padrões apresentados seriam distintos caso outra

A Fig. A.2 mostra o plano transformado com as condições

dL (A. 8)
0
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onde U é a componente contravariante do vetor velocidade. No
problema analisado neste trabalho as fronteiras esquerda e
direita são sólidas e, portanto, U = 0. Na fronteira superior o
valor de H prescrito será igual ao calor total trocado.
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Fig. A.2 - Condições de contorno no plano transformado.


