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RESUMO

O formalismo hidrodinâmico da Mecânica Quântica é apli. 
cado para solucionar o problema de sistemas quânticos com forças 

dissipa.t ivas.
A partir da equação de Schrödinger obtêm-se uma equa­

ção do tipo F = 2̂. para descrever sistemas quânticos.

Esta equação é generalizada para incluir forças que d£ 
pendam da velocidade linear ou da velocidade quadrática do^siste 
ma em estudo.

Este método foi aplicado para o caso do oscilador har­
mônico quântico dissipativo, onde a dissiparação ê feita via uma 
força de atrito dependente da velocidade linear, obtivemos assim 
um Lagrangeano quântico que descreve o sistema.

Do Lagrangeano obtém-se uma equação de movimento, a 
partir dessas equações chega-se a uma equação conhecida como
"equação de Schrödinger - Langevin" encontrada na literatura esp£ 
cífica.

A partir das equações de movimento, e das equações pa­

ra as velocidades real e imaginária, obtemos una: função de onda 
que é ajustada para ser solução da equação de Schrödinger - Langes 
vin. Esta função de onda também é encontrada na literatura espe­

cífica.
Em seguida calculamos, analiticamente, os valores para 

a energia total e para a energia dissipada no sistema.
Aplicamos este método novamente para o oscilador harmô 

nico quântico dissipativo, porem agora a dissipação se dá via 
uma força de atrito proporcional à velocidade quadrática do sis­

tema.



ABSTRACT

The hydrodynamical formulation of quantum mechanics 
is used to study the problem of quantic systems with dissipative 
forces.

Starting with Schrödinger formulation we get to a
doequation of the F = —£- kind, to describe the quantic systems.dt

This is a generalized equation to includ linear or 
root mean square velocity depending forces.

This method was used to study the case of. the 
dissipative quantic harmonic oscilator, where the dissipation 
is produced by a linear velocity depending frictional force, 
to obtain a quantic Lagrangean to describe the system.

From this Lagrangean, throug a equation of motion we 
reach on equation called "Schrödinger-Langevin equation".

Using the equations of motion and the equations for 
real and imaginary velocity, we obtain a wave function wich ii 
adjusted to be the solution to the "Schrödinger-- Langevin 
equation".

Then, we obtain an expression to the values for the 

total energy and for the dissipative energy in the system.
We use this method agains for the quantic dissipative 

harmonic oscilator for the case of root mean square velocity 
proporcional to'the force. -

vi
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INTRODUÇÃO

Um problema que vem sendo estudado pelos físicos por 
aproximadamente tres décadas, e o das forças de atrito na Mecân^ 
ca Quântica.

Particularmente um problema que despertou mais o nosso 
interesse, é àquele onde a dissipação de energia se faz presen 
te. Exatamente por que este tipo de problema aparece com freqüên
cia, por exemplo em física nuclear; colisão de íons pesadas^4^ ,

[3 7] ' r 4 3 1espalhamento inelastico de partículas , pacote de ondas ,
entre outros.

Também ê grande o interesse pelo oscilador harmôni- 
c0 [50,51,52] física molecular, onde temos oscilações nas re - 

des de moléculas implicando conseqüentemente em perda de ener- 

Sia-
Uma lista bastante grande de referencias pode ser en­

contrada no trabalho de J. MESSER^.
No presente trabalho usamos o formalismo hidrodinâmico 

da Mecânica Quântica voltado para problemas dessa natureza, mais 
especificamente para o oscilador harmônico quântico dissipativo, 
onde a dissipação de energia ocorra via uma força de atrito co­
nhecida.

No primeiro capítulo fazemos uma apresentação da formu
lação hidrodinâmica da Mecânica Quântica original ;desenvolvi-

r 21da inicialmente por MADELUNG e depois reformulada por outros., 
como: de BROGLIE ̂  g. HIRSCHFELDER ̂  em seguida apresentamos
a formulação mais recente desenvolvida por CABRAL^ e KUHNEN^. 

Mostramos que a partir da equação de Schrödinger pode-se obter 
úma equação de continuidade, devido a esta equação o formalismo
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recebe a denominação de "formalismo hidrodinâmico", e também a 
partir da equação de Schrödinger pode-se obter a equação de Ha­
milton- Jacobi generalizada para fenômenos quânticos, onde esta 
equação expressa a conservação de energia para processos estacio 
nários, em seguida obtemos um Lagrangeano que represente este 
sistema. Este Lagrangeano pode ser separado em uma parte real e 
outra imaginária, da parte real obtemos novamente a equação de 
movimento para o sistema e da parte imaginária obtemos uma equa­
ção que é muito semelhante a equação de continuidade do formalls 
mo hidrodinâmico clássico.

Em seguida, usando as definições de velocidades quânti
[4i _cas, dadas por HIRSCHFELDERL , nas equações dé continuidade e 

de movimento obtemos a equação de Schrödinger - Langevin que re­
presenta o sistema quântico dissipativo. Depois de conhecidas as 
equações dé movimento e a equação de continuidade, a partir de­
las, podemos formar um sistema de equações envolvendo as veloci­
dades quânticas e obter expressões específicas para essas veloci 
dades. A partir dessas expressões obtidas para as velocidades 

quânticas, e com o emprego das definições dadas por HIRSCHFELDER, 
encontramos uma função de onda solução da equação de Schrödinger- 
Langevin.

Em seguida procuramos uma forma de expressar a energia 
do sistema, colocando o problema em termos de valores médios e a 
partir da equação modificada de Ricatti obtemos a taxa de dissi­
pação para a energia.

No terceiro capítulo o procedimento seguido é também 
semelhante ao adotado no capítulo anterior, onde agora estudamos 
o oscilador harmônico quântico com uma força.dissipativa propor- . 

cional ã velocidade ao quadrado. Aqui da mesma forma que no capí
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tulo anterior, partimos de uma equação de movimento conhecida, do 
tipo F = e a partir dela obtemos um Lagrangeano que descreve
o sistema quântico dissipativo ora em estudo.

Utilizamos novamente as definições de velocidade quân­

tica obtendo assim uma equação análoga à de Schrödinger-Lang£ 
vin. e em seguida obtemos as expressões para essas velocidades a 
partir das equações de movimento. Também usando as expressões 
aqui obtidas, para as velocidades real (v) e imaginário (v^), e

-  r 21usando as próprias definições dadas por HIRSCHFELDERL , encon - 
tramos uma função de onda solução da equação análoga à de Schrö- 
dinger-Langevin, e em seguida buscamos as trajetórias, descritas 
pelo oscilador harmônico quântico dissipativo.

Com relação a energia do sistema, utilizamos novamente 
as definições de valores médios e a equação de Ricatti modifi­

cada para obter a energia total do sistema.
Por último apresentamos uma conclusão do nosso traba­

lho sugerindo algumas aplicações do formalismo em outras formas 

de problemas com dissipação.
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CAPÍTULO I

FORMULAÇÃO HIDRODINÂMICA DA MECÂNICA QUÂNTICA

1.1 - INTRODUÇÃO

Paralelamente ao desenvolvimento da mecânica ondula­
tória, desenvolveram-se outras interpretações alternativas da 
teoria quântica.

Dentre estas interpretações podemos destacar os tra­
balhos de E. NELSON^, L. de la PENA-AUERBACH e colaborado- 
res18»9»10»11’12^  de G.C. GHIRARDI e colaboradoresC14], K. YA-

[131 ^ ^SUE , entre outros, que atacaram a Mecanica Quantxca através 
de uma interpretação estocãstica para sistemas Markovianos. Na 
ref. 13 encontramos uma lista bastante grande de trabalhos nes­
te sentido.

D. B O H M 5 ̂ ^ considerou a função de onda "’!'" co­

mo um campo que atuaria na partícula, assim como um campo ele­
tromagnético, ou um campo gravitacional, ou um campo produzido 
por mesons, ou outro qualquer campo que ainda não se conheça.

Por analogia com outros campos, como no caso do campo 
eletromagnético que obedece as leis de Maxwell, o campo "T"
deve satisfazer a equação de Schrüdinger. Nesses c^os, uma com­
pleta especificação do campo para um determinado instante em 
qualquer região do espaço determina o valor do campo para qual­
quer valor do tempo.

Assim, se conhecermos as funções de onda, podemos cal 

cular a força atuante sobre a partícula, bem como, se c'o.nhece - 

mos a posição inicial , e o momento podemos calcular a sua traje_
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tõria.
D. BOHM impôs também que o momento deve satisfazer

— I I 2 IIa relaçao "P = VS" e que a densidade de probabilidade " p = | 'F | 

nos dá a provável localização da partícula eni qualquer ponto do 
espaço.

HIRSCHFELDER e c o l a b o r a d o r e s ’2^  que utilizan­

do-se de uma interpretação hidrodinâmica da Mecânica Quântica 
atacaram problemas, tais como: Reflexão e transmissão de partí­
culas em uma barreira de potencial, entre outros.

BATTEZZATI ̂-2^  estuada o problema de uma partícula em 
um meio dissipativo e obtem a variável de ação explicitando a 
equação de Hamilton-Jacobi em uma parte determinística, resul­
tante da energia cinética que inclui os efeitos da viscosidade, 
e de outra part.e estocãstica produzida pela própria força esto- 
cãstica que obedece as relações de flutuação e dissipação para
o sistema

L. de la PERA-AUERBÀCH e colaboradores[22,23] deduzi­

ram uma equação de Schrödinger generalizada, válida para casos 
onde as forças são dependéntes da velocidade de deslocamento de 
uma partícula, baseados na hipótese de que uma descrição quânti^ 
ca mais geral de uma partícula pode ser construída se partirmos 
de um processo Markoviano descrito pela equação de Fokker-Planck 
no espaço de fase. Obtiveram também uma descrição quântica para
o movimento de uma partícula Browniana, cujo comportamento pode ser des­
crito pela equação de Smoluchowski. Este movimento pode ser estuda­
do pela equação de Schrödinger se definirmos uma função de 
onda complexa, cuja norma nos dá a densidade de probabilidade,
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e que possua analogia com a densidade de probabilidade para pro 

cessos Markovianos na mecânica estocastica.
Diante do quadro exposto acima, vimos de maneira mais 

nítida que podemos tratar os problemas quânticos utilizando di­
versos formalismos. Dessa forma abordaremos os problemas quântji 
cos dissipativos utilizando a formulação hidrodinâmica da Mecâ­
nica Quântica.

1.2 - A FORMULAÇÃO HIDRODINÂMICA ORIGINAL D'A MECÂNICA 
QUÂNTICA

r 2 1Em 1926, Madelung J mostrou que pelo fracionamento 
da equação de Schrödinger dependente do tempo, em suas componen 
tes real e imaginaria, nos fornecia uma equação de movimento e 
uma equação de continuidade.

A partir daí com os trabalhos de BOHM^  ̂5 , HIRS
CHFELDER e colaboradores[18 »19 »20 »4], CASATI & GUARNIERE[24], 

entre outros, essas equações ganharam um novo enfoque com suas 
aplicações em diversos problemas.

Utilizando aqui o procedimento sugerido por HIRSCHFEL 

DER e colaboradores obteremos as equações características da 
formulação hidrodinâmica da Mecânica Quântica.

Escrevendo, sem perda de generalidade, a função de on 

da na forma:

V = p1^2 exp.[i_|] (1.2.1)

onde tanto "p", p. = Ÿ'i'* ■ e a densidade de probabilidade, como 

"Sn são reais. A função de onda. e suas primeiras derivadas são
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obrigatoriamente contínuas e de valor único, exceto para pontos 
onde a energia potencial, "V", diverge.

1/2Podemos também requerer que p , S e suas derivadas
 ̂ 1/2 primeiras sejam contínuas (exceto para pontos onde p =0, nos

quais VS «0 .
A expressão, usual para o fluxo é:

j - ±11 [¥V¥* - ^*V^]
2m

(1.2.2)

^ i'fi J = —2m

Fazendo uso da definição de velocidade local usada 
inicialmente por MADELUNGt2], LANDAU[25], LONDON[26]:

v = J / p (1.2.3)

para definição de "v" na formulaçao hidrodinamica, onde v e uma

função.
Lembrando que em Mecânica Quântica o momento de uma 

partícula e tratado como um operador dado p = ihV, de onde se - 
gue que "mv" e a parte real do momento local.

Dessa forma o formalismo hidrodinâmico prevê então uma 
expressão mais geral para a grandeza denominada velocidade. A 
qual denominamos por velocidade quantica "V", que no caso de 
uma partícula de massa "m", é dada por:

py = mVY = m(v + i v ^ ) (1.2.4)

onde "p” ê o operador momento, é a função de onda do siste-
ma, "v" e a componente real e "v^" a componente imaginaria da 

_ —  ̂velocidade quantica. (No caso clássico, v^ =0 e p = mv).
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Utilizando a eq. (1.2.4) e sua complexa conjugada é 
possível obter a componente real e a imaginária da velocidade 
em termos da função de onda, assim:

p*y* = m(v - i v^y* (1.2.5)

e reescrevendo (1.2.4) e (1.2.5) como:

, -*->■ - 1 t)_ U/ í IL

e :

e lembrando que p = - ihV, teremos:

+ i v. V An y (1.2.8)i m

Isolando agora v e v^ das eqs. acima, obtém-se:

r T „ i n .v = V An —  (1.2.10)2m y

v. V An (1.2.11)i 2m

As equações (1.2.10) e (1.2.11) são equações básicas 
no formalismo hidrodinâmico, v é a velocidade local ou real e Vj_ 

componente imaginária da velocidade quântica. É através delas e 
da equação cie Schrödinger que podemos obter a equação de, conser 
vação de energia e a equação de continuidade.
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Cora o intuito de separar-se a equação de Schrödinger 
em uma parte real e outra imaginaria, substitui-se a função de 

onda definida em (1.2.1) na equação:

2
iü :*1 = E_ Y + V'F ' (1.2.12)3t zm

obteremos assim:

2
J Ç - Í  3 -.If + 7 1* top - V XI. 2.13)T 2m dt 2 dt

onde "t" é o parâmetro íorapo e "V" o potencxai de interaçao.

Expandindo o lado esquerdo da eq. (1.2.13) obtém-se:

y y = JL . (v + i v O í  = y mv2 - i mv? +¥ 2m 2^ i 2 2 i

+ j V.Vi + .iCmv.Vi' - - V .v) (1.2.14)

1 2Levando agora, a expressão para 'i'- fm ̂  dada pela 
,eq. (1.2.14), na eq. (1.2.13) e , separando-se as partes reais e 
imaginarias obtém-se:

3S 1 2 1 2 "h .. ,T 0 , r,
- 9t = 2 mV - 2  m V i + 2 V'V i + V  (1.2.15)

A equação (1.2.15) pode ser escrita ainda, como:

St- 2m 2m
p-x/. v«pA/ « ,+ v y,,VÍ! , ( ][ , 2 .17)
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onde a função de onda definida em (1-2.1), forneceu-nos para v
->■e v . : i

v. = —  ÍÇ- (1.2.19)
1 2m P

Usando agora a eq. (1.2.11) podemos escrever a eq. 
(1.2.16) , como:

+ V. (pv) = 0  (1.2.20)3t

que e a equação hidrodinâmica de continuidade para um fluído 
clássico de densidade conhecida "p". Por este motivo, o desen -
volvimento aqui adotado ê chamado de formulação hidrodinâmica.

~ - [27 281Mas, para sistemas quânticos, a eq. (1.2.20) é apresentada ’ J
como uma equação de continuidade para a densidade de probabili­
dade , onde p = |¥ j 2.

Para casos estacionários, a eq. (1.2.15) reduz-se à:

1 2 1 2— mv - — mv^ +. — V. v^ + V = E (1.2.21)

9S"com ■ E = - 9t
E utilizando-se das definições (1.2.18) e (1.2.19) para v e v^, 

a eq. (1.2.21) pode ser escrita como:

rtc-̂ 2 -2 „2 1/2-
E. = ' + V - —  --- (1.2.22)Am 2m 1/2

P

que é uma generalização da equação de Hamilton-Jacobi da mecâni^ 

ca clássica, tomando-se o limite h -> 0, "S" é a solução da equa
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ção de Hamilton-Jacobi.

1 ■* ?---- + -- CVS)Z + V = 0 (1.2.23)3t 2m

Isto significa que a partícula descreve uma trajeto - 
ria clásica, mas existe alem do potenciai externo, a influência 
de um potencial quântico dado por:

V = - —  V2 p ( I  2 24)quântico 2m

que provêm da interação da partícula com seu próprio campo "F'. 
Assim, D. BOHM explica qual o efeito produzido ao medirmos o es 
tado quântico de um sistema, pois ao efetuarmos uma medida de 
um observável, altera-se o seu campo "p" levando a uma conse­
qüente alteração em e portanto no movimento do sistema. Ex 
plica também porque uma partícula não pode alcançar pontos onde 
a função de onda ê nula, pois para estes pontos o potencial quân 

tico torna-se infinito.
Com os trabalhos de NELSON^ e de L. de la PENA- 

AUERBACH^  ̂ temos uma interpretação um pouco diferente do 
potencial quântico, onde a velocidade complexa (v^) ê considera 
da como a componente estocãstica e a velocidade real (v) é a 
componente sistemática da velocidade total, e a partir daí ba­
seado em princípios clássicos e obtida a equação de Schrüdinger.
0 próprio de la PENA-AUERBACHintepreta este potencial quân 

tico como um termo decorrente da energia cinética do sistema, 
mas, ainda associado â velocidade estocãstica.

Um limite que para nós teria algum interesse, por des 

crever o limite clássico, e o caso em que "v^ = 0" na eq.

(1. 2 . 21) , pois :
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p = m v (1.2.25)

e assim a eq. (1.2.22) assume a forma:

E = - mv2 + V (I.2.26)m

Esta equação clássica de conservação de energia foi
[51obtida sem o limite "h ->■ 0ML , mas a partir da eq. (1.2.25), 

isto é, a partir da definição clássica de movimento.
Outro limite de particular interesse para nos, e o ca 

so.de funções de onda reais, onde a velocidade quântica possui 
apenas a componente imaginaria. Nesse caso a eq. (1.2.22) assu­

me a forma : .

I  V.vi = (E-V) +-|mv2 (1.2.27)

que é uma equação multidimensional de Ricatti e que tem algumas 
vantagens em relação a eq. de Schrödinger. Por exemplo, pode 
ser numericamente integrada, em alguns casos, de maneira mais 
rápida^^, por se tratar de Uma equação de primeira ordem, mas 

não linear.
Neste ponto, é importante frizarmos, que o procedimen 

to seguido na formulação hidrodinâmica original ê sempre no sen 
tido de que a partir da equação de Schrödinger, eq. (1.2.12), 
podemos obter a equação de continuidade, eq. (1.2.20), e obter, 
também, a equação de Hamilton-Jacobi, eq. (1.2.22), generaliza­

da para a Mecânica Quântica.
Onde para casos estacionários a eq. (1.2.23) descreve 

a conservação de energia do sistema.
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1.3 - EQUAÇÃO DE SCHRÖDINGER

Como ja vimos na seção anterior, utilizando as defini­
ções de velocidade real "v" e velocidade imaginária "v^", conse­
gue-se separar a equação de Schrödinger em parte real e outra

. - . [2]imaginaria1 .
A parte imaginária nos fornece a equação de continuida 

de para um fluído clássico de densidade "p".
Da parte real, para casos estacionários, obtém-se uma 

generalização da equação de Hamilton-Jacobi da mecânica clássica.
Utilizando-se agora de uma analogia com o formalismo 

hidrodinâmico usual, mais o formalismo de partículas e as defini 
ções de velocidade real "v" e velocidade imaginária "v^", deve 
ser possível obter-se a equação de Schrödinger com auxílio da 
equação, de continuidade e da equação de movimento do sistema.

Inicialmente suporemos o caso de uma unica partícula 
de massa "m" movendo-se em uma dimensão.sob a ação de um poten­

cial externo <j)(x,t), 'nesse caso um Lagrangeano adequado para esse sistema é:

L = |niÜ2 - cj) (x ,t) (1.3.1)

onde "U" ê a velocidade quântica da partícula e que pode ser
escrita como:;

U = u + iu- (1.3.2)

Esta velocidade "U" descreve o caso de uma partícula 
e difere da velocidade. "V" que é para descrever campos.

"cj>(x,t)n é um potencial quântico [que mais adiante
identificaremos com o potencial quântico descrito na primeira
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parte deste capítulo].
0 Lagrangeano (1.3.1) pode ser separado em uma parte 

real e outra imaginaria:

L = LD + i L, (1.3.3)K l

onde a parte real é:

L = - m u 2 - _ Re <J>(x,t) (1.3.4)K L 2 ■ i

e a parte imaginaria: <-. ,

= m u . u^ - Im <j>(x,t) (1.3.5)

Através de uma simples inspeção das equações obtidas 
na primeira parte desse capítulo, podemos notar que existe uma 
grande semelhança entre estas equações e as equações da mecânica 
clássica, assim para as equações escritas acima, definimos um 

parâmetro nt." e'um parâmetro "u^', tal que:

1 dt • (1.3.6)
t = cte.

e um parâmetro "t" e um parâmetro "u", tal que:

(1.3.7)

onde "x" é o vetor posição.
Com estas definições pode-se buscar soluções da forma

x = x (t, t ^

ui = u . (t, t .) i ’ i



iò

Gabe agora aqui ura comentário sobre os parametros "t" 
e "t^". Denominamos esses parâmetros como "tempo real" e "tempo 
imaginário" respectivamente, não sendo absolutamente necessário 

atribuirmos, no momento, a estes parâmetros um significado físi­

co .
Tendo em vista agora, que para as equações de movimen­

to aqui obtidas o princípio da mínima ação estabelece que:

\.

6 / 2 / 12 L dt d t - = 0 - (1.5.9)
h  til

pode ser obtida uma generalização das equações de Euler-Lagran- 
[5]ge , na forma:

^7 " á: ^  - Tíf- = 0 (1.3.10)ox dt 3u dt^ oU ̂

Aplicando a eq. (1.3.10) na parte real do Lagrangeano, 
eq. (1.3.4), obtêm-se a seguinte equação de movimento:

■-ár mu - -4- mu- = - V[Re '4>(x,t)j (1.3.11)dt dt x

Aplicando agora a eq. (1.3.10) na parte imaginária do 
Lagrangeano, eq. (1.3.5), obtêm-se a seguinte equação de movimen 
to :

—  m u .  + — !—  m ú = - V[Im <j>(x,t)] (1.3.12)dt i dt-

Das equações de movimento, eqs. (1.3.11) e (1.3.12), 

e possível de sê obter a .equação de Schrüdingér .desde; q.ue faça - 
mos a seguinte tfansposição.v
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u(t,t^)! -> v(x,t) (1.3.1,3)

UiCt.íi) v^ÇXjt) (1.3.14)

onde "íTCtjt^)" e "ü^(tst^)" são respectivamente as velocidades 
real e imaginaria para o formalismo de partículas e onde "ytx,t)M 
e "âT. (x,t)" são as velocidades real e imaginaria para o formalis_ 
mo hidrodinâmico.

Devemos ainda colocar o potencial "cf>(x,t)" na forma:

<j>(x,t) = - ^ (x) ' (1.3.15)

—h  ̂ _
onde "V" e a velocidade quântica definida na primeira parte des­
te capítulo:

V,J,' = v + i v . . (1.3.16)

Separando então a eq. (1.3.15) em uma parte real e ou­
tra imaginaria:

Re cj>(x,t) -+ j V.v^ + V(x) (1.3.17)

Imcj)(x,t)->^V.v (1.3.18)

Usando agora a derivada hidrodinâmica definida por: ,

A  $ . y + JL (1.3.19)
dt ’ 3t

_A- + . y + -1- • ' (1.3.20)
dti 1 3t

ma is as modificações dadas pelas eqs'. (1.3.17), (1.3.13) e (1.3.14),
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a equaçao (1.3.11) assume a forma:

m(v. Vv) + m v -  m(v.,Vv.)3t i i

3 m f  = - V(| V.v. + V(x) (1.3.21)31 i 2

que pode ser melhor agrupada como:

1 “*■ 2 ' 1 2 ifi 3 V*é- m Vv - ^ rn-Vv + ^  4-, Zn —  =2 2 i 2 3t ¥

= - V[V(x) + | V.vi] ■ (1.3.22)

Integrando a equação acima, obtém-se oír*
<?*di t dx.i+éy j + dt íc

Vĉ , -elr s.

.= - V [V (x) + J V.vi] + f(t) ' (1.3.23)

onde "f(t)" é uma constante de integração e, para casos estacio­
nários, serve como referência para o nível de energia do sistema. 
Por comodidade fazemos "f(t) = 0", o que resulta eiii:

1 2 1 2 ii **->- E = i “ I m vi + f Vvi + v(x) (1.3.24)

Substituindo agora as definições para as velocidades 
real (v) e imaginaria (v^) na eq. (1.3.23), obtem-se:

ift S f* * 2 ,V2t* V2Y, ,,, . ,T , , ’
f (t)- T H “ T  = 4 Í 1T ' * T ) * V W  (1.3.25)

Também a eq. (1.3.12) assume a forma:

mfVív.Vi)] + m = V(y V.V) (1.3.26)
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quando usamos as derivadas hidrodinâmicas máis as eqs. (1.3.13), 
(1.3.14) e (1.3.18).

E que também nos fornece, apés alguns cálculos:

V(P v) + = 0 (I. 3.270ot

A eq. (1.3.27) é a equação hidrodinâmica da continuida 
de para um fluído clássico, e que já foi obtida*-anteriormente na 
eq. (1.2.20) a partir da equação de Schrödinger.

Agora escrevendo a eq. (1.3.27) como:

- - = mv.v. - ^ V.v (1.3.28)2 P 3t 1 2

e substituindo as definições para a velocidade real "v" e para 
a velocidade imaginária "v^", chega-se a:

(1.3.29)2 P 3t . 4m r* Y J

Somando, agora as eqs. (1.3.25) e (1.3.29) obtém-se:

2
i*fi—  ¥ = - %- V2Y + V(x)Y +-f(t)¥ (1.3.30)9t 2m

onde a constante "f(t)n é nula, para este caso.
Assim a eq. (1.3.30) se reduz a:

■= iú —  ¥ (1.3.31)

que nada mais é do que a equação de Schrödinger.
Fica assim evidenciado que quando se conhece a equação

í 5 1de movimento do sistema-, eq. #(1.3 .11) , podemos obter a equa­
ção de Schrödinger com o auxílio da equação de continuidade e 

das transposições'1.3.13 e 1.3.14.
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Aqui isto foi feito para um sistenfa conservativo, nos 
capítulos seguintes abordaremos de maneira semelhante os proble­
mas que envolvam dissipação de energia.

Como um pequeno comentário, podemos colocar ainda que, 
ao introduzirmos os parâmetros "t" e "t^", estamos tentando tra­
tar o "tempo quântico" como uma grandeza bidimensional, possível 
de representa.ção em um sistema de coordenadas com componentes 
(t,t^), tal que ao efetuarmos a transição a mecânica clássica es 
te "tempo quântico" deverá necessariamente tornar-se o parâmetro 
tempo como o conhecemos usualmente.



20

CAPÍTULO II

SISTEMAS DISSIPATIVQS - OSClLADOR HARMÔNICO
DISSIPATIVO I. (Caso dissipativo linear)

II.1 - INTRODUÇÃO

No capítulo I desse trabalho, após um breve resumo so­
bre a formulação hidrodinâmica da mecânica quântica, ficou de­
monstrado que a partir de uma equação de movimento conhecida* e 
a partir da equação, de continuidade, obtém-se a equação de
Schrödinger que descreve a evolução temporal do sistema.

A seguir abordaremos problemas onde a energia já não é 
mais uma constante de movimento, isto é, a energia é constante - 
mente dissipada viá uma interação com o meio onde se encontra 
nosso sistema. Evidentemente este não é o único caso de atrito, 
existe também casos de dissipação devido aos graus internos de 
liberdade do proprio sistema.

0 atrito seria a forma na qual essa interação de um 
objeto com o meio, cujos componentes básicos tem dimensões bem 
menores do que o valor da energia envolvida, no processo, é maná^ 
festada "macroscopicamente" mas ainda quanticamente.

Embora a concepção do atrito seja essencialmente clás­
sica e macroscopica, existem alguns casos no qual éle pode ser 
tratado microscopicamente: um exemplo seria a radiação de frena-
mento, outros exemplos nos teríamos em penetrações de barreiras,

-- [431espalhamento de íons pesados , na interaçao, de um objeto
~ . . [38]quântico com o meio .

Quando abordamo-s- os problemas enumerados acima, não po
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demos tratã-los classicamente, pois os valores de energia, momen 
to, distância, etc., são muito pequenos (da ordem de , nesse 
caso, a melhor forma de se tratar o problema e através de uma 
abordagem quântica, se bem que a resolução de problemas cóm atri_ 
to em sistemas quânticos é ainda uma questão em aberto.

Classicamente, alguns problemas que envolvam o atrito
tem soluções satisfatórias, sendo necessário conhecer apenas a

- ~ r 3 41equaçao que descreve o fenomeno dissipativo1 J . Sabe-se que,
para certos sistemas dissipativos, podemos obter equações de mo­
vimento que contenham termos representando a força de atrito. Eŝ

r 3 1 1te procedimento tem sido adotado por autores como: DENMAN , 
BATEMANf32], LEMOS[33’34  ̂, etc.

Autores como: BAHAR & KWANTY[353, YAN[36Í, SONA[37], 
etc., mostram que, partindo de uma equação de movimento conheci­
da, é possível construir uma infinidade de Lagrangeanos e Hamil- 
tonianos que descrevam o comportamento desses sistemas dissipati_ 
vos. Porém as técnicas utilizadas, na obtenção desses Lagrangea­
nos e Hamiltonianos, são as mais diversas possíveis.

Assim é que NEGRO & TARTAGLIA^38  ̂ em seu artigo, par­
tindo de uma equação de movimento que descreve a dissipação de
energia para uma partícula sujeita a uma força de atrito, se

r 39 401utiliza do formalismo desenvolvido por HAVAS ’ e obtem um 
"fator integrante" o qual é incluído ao Lagrangeano convencional 

do sistema.
Este Lagrangeano modificado obtido, se assemelha muito 

aos Lagrangeanos utilizados nos sistemas amortecidos.
Em se tratando de sistemas dissipativos quânticos,apos 

a obtenção desse Lagrangeano modificado o proximo passo seria a 

quantização do sistema, pela substituição dos operadores por va-

21
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riáveis canônicas correspondentes ou por outro método qualquer.

É notável o contraste entre a facilidade com que pode­
mos tratar forças de atrito em mecânica clássica, e a complexida­
de que envolve o seu tratamento quântico. Uma das razões para. e_s 
se contraste entre o tratamento clássico e o tratamento quântico 
da fricção ê que a mecânica quântica ê baseada con.ceitualmen.te 
na existência de Lagrangeanos e Hamilton.ian.os. E para um sistema 
clássico ê suficiente medir as forças de atrito e incluí-las aas 
equações de Newton.

Desde que forças de atrito não podem ser 'introduzidas 
de maneira convencional no formalismo Lagrangeano ou Hamiltonia-

J-T? 7. Q 1 ^no, apesar de existirem tentativas para isso ’ * , é costu­
me abordar os problemas quânticos como um sistema totalmente fe­
chado.

Por exemplo, se considerarmos uma partícula dissipando 
energia num meio viscoso, considera-se como sistema fechado a. 
partícula mais o meio viscoso.

Outra razão para esse contraste seria a complexidade 
matemática que envolve as soluções, nem sempre se consegue encon 

trar soluções analíticas para o problema. Nesses casos utiliza- 
se do método das tentativas, o que nem sempre dá bons resultados.

Tendo em vista a situação exposta acima diferentes au­
tores tem procurado um caminho mais fácil e mais prático para a 
resolução de sistemas quânticos dissipativos.

Assim e que autores como STOKER & ALBRECHT^^, M. RA- 

e K. YASUE^^, partindo da observação de que a equa 
ção clássica de Hamilton-Jacobi pode ser generalizada para.acomo 

dar forças de atrito que dependam essencialmente de uma velocida
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de arbitraria, tentam solucionar o problema aqui abordado.
Embora não seja possivel obter-se um Hamiltoniano con­

vencional que contenha tais fo r ç a s ’4^^, a generalização da 

equação de Hamilton-Jacobi ajuda a encontrar uma equação de movi 
mento que descreva o fenômeno observado. Para obter uma descri - 
ção quântica do atrito, STOKER & ALBRECHT^-4^  tambem se utiliza­
ram da interpretação hidro-rdinâmica de Madelung generalizada a 
partir de equação de Schrüdinger e de suas relações fechadas com 
a teoria de Hamilton-Jacobi. Mas- ò operador resultante para o 
atrito e sempre não linear devido à sua dependência "direta com 
o estado do sistema. STOKER & ALBRECHT deixam bem claro no final 
do seu artigo que e necessário muito mais trabalho para justifi­
car a aproximação fenomenolõgica, utilizada neste procedimento, 
do que para determinar toda a sua gama de aplicações.

Um Hamiltoniano muito usado nos processos dissipativos 
quânticos, é o da forma.:

* 2H = - —  A exp.(-yt) + (V(x) - xA(t)) exp*(yt) (II.1.1) Zm

onde "y" e o coeficiente de atrito e HA(t)" representa uma força 

estocãstica.
0 Hamiltoniano dado pela eq. (II.1.1) foi obtido pri­

meiramente por CALDIROLA^44-' e mais tarde obtido tambem por

k a n a i [45], h a v a s [39], d e n m a n [31], h a s s e [46].,
Uma extensão matemática mais geral para toda a gama de 

aplicabilidade do formalismo Lagrangeano e Hamiltoniano envolven 

do forças dissipativas foi elaborada por HAVAS^39,4^  e SONA^3^ .
HAVAS^-4^ ,  em um de s.eus artigos, mostra que mesmo se 

um par de equações "G^ = 0'T não e derivãvel do princípio varia -
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cional, poderã existir ainda um par de equações equivalentes
”fiGi = 0", obtidas com a ajuda do "fator integrante (f^)", que 
sera derivãvel. Mostrou que para qualquer par de equações "G^
•qi + g^Cqj, t) = 0" existe sempre um sistema equivalente 
"l ^  = 0" que são as equações de Euler-Lagrange do
princípio variacional. Como qualquer sistema de equações diferen 
ciai e equivalente â um sistema de equações de primeira ordem, 
isto implica que qualquer sistema de equações diferencial ordina 
ria de ordem "M" ê derivãvel de um Lagrangeano. Em particular e£ 
te e o caso para equações de movimento de Newton com-forças"‘de - 
pendentes de uma velocidade arbitraria.

[371■ SONA . e m  seu artigo considera a aplicaçao do forma­
lismo Lagrangeano e Hamiltoniano para forças não conservativas. 
Com um exemplo simples ele deriva a equação de Schrüdinger, com 

vista em uma possivél construção de um modelo õticò para o espa­

lhamento inelãstico.
A principal dificuldade encontrada na interpretação ff 

sica e devido ao fato de não existir uma equação de continuidade 

para o sistema.
Mas existem dificuldades muito grandes .na quantização 

de u-m Hamiltoniano da forma descrita por (II.1.1), isto foi de­
monstrado primeiramente por BRITTIN^4^  e também por J. MES- 
SER^49  ̂. Uma tentativa para facilitar essa quantização e elimi - 
nar-se o termo "A(t)"^^ da eq. (II.1.1), mas isso conduz a con 
tradições nas relações de comutação e viola drasticamente o prin 
cípio da incerteza*-4 2 ̂ . Alem disso, desprezando-se a força esto-, 

cãstica "A(t)", a eq. (II.1.1) não nos conduz ã uma equação dé 
movimento que verdadeiramente expresse o problema dissipativo. 
SENITSKY^1 ,̂ coloca ainda que, a negligência da força estocãsti^
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ca "A(t)" não permite a aplicação correta das relações de Hei- 
semberg e uma descrição correta do formalismo é impossível.

BRITTIN^^ , no final de seu artigo, vai um pouco alem 
dizendo que neste caso não existe representação no formalismo de 
Schrödinger para sistemas dissipativos.

Jã M. RAZAVY^^ em seu artigo, trabalha com um Hamil- 
toniano onde a força estocãstica "A(t)M é desprezada e conclui 
que a primeira integral da energia e o próprio potencial são op£ 
radores fundamentais em mecânica quântica para sistemas dissipa- 
tivos. E que, alem do Hamiltoniano (II.1.1), outros -Hamiltonia - 
nos equivalentes geram a equação de movimento que descreve o fe­
nômeno dissipativo, mesmo que esses Hamiltonianos não satisfaçam 
as regras de quantização de Heisemberg, e que conduzam â rela­
ções de comutação incorretas para os operadores velocidade e po­
sição.

Outra equação não linear bastante utilizada em siste­
mas dissipativos é a equação de Schrôdingér-Langevin, dada por:

ift àl = + (V(x) - xA(t)y .+ VT (y)y (II.1.2)31 2m ' L

onde "V̂ (.’i')" ê um potencial não linear que inclui o atrito e é 
da forma: .

VL m  = ! l {ín Z* --'V 'l'f |a ln ?* dx} ( I I .1.3).

f 5 21A eq. (II.1.2) foi primeiramente descoberta por KOSTINL J e foi 
derivada a partir das equações de Heisemberg.

Posteriormente outros autores rederivaram a equação de 

SchrÖdinger-Langevin utilizando-se relações de comutação associa 

das à própria mecânica estocãstica de Nelson, dentre eles desta­
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camos YASUE^V}’53’54!, J. MESSERt49] e M. RAZAVY[42 ,433 discutiu 
a inconveniência de usar a aproximação Hamiltoniana para siste - 
mas dissipativos. E como uma alternativa para o formalismo canô­
nico, propôs uma generalização das equações de Hamilton - Jacobi 
para incluir forças dissipativas.

Esta generalização foi considerada como uma extensão 
especial do conceito da função principal clãssica, desde que, no 
limite, ela seja redutível a equação convencional de Hamilton-Ja^ 
cobi. Em seguida usando o método de quantização de Schrödinger, 
a equação modificada de Hamilton-Jacobi resume-se à 'equação de 
Schrödinger-Langevin.

Tambem K. YASUE[53’54], K.K. KAN and J.J. GRIFFIN [55í
e SKAGERSTAM^5^’ utilizando da mecânica estocãstica de NEL-

r 7 1 _SON rederivaram a equaçao de Schrödinger-Langevin. FRONTEAN &
T E L L E S - A R E N A S a p l i c a r a m  também a mecânica estocãstica de 
NELSON ria mecânica quântica tentando incluir sistemas dissipati­
vos.

Outras descrições dos fenômenos dissipativos têm sido 

proposta também por diferentes autores; como A L B R E C H T , HAS- 
SÊ -4^ ,  entre outros, usando equações de Schrödinger não linea­

res.
DEKKER^^ desenvolveu uma versão um pouco diferen­

te da teoria de Hamilton para o oscilador harmônico dissipativo, 
onde a dissipação é devido ã uma força que depende linearmente 
da velocidade. DEKKER factorizou a equação de movimento para es­
te sistema em duas equações de primeira ordem com coeficientes 

complexose dela obteve um Hamiltoniano complexo como gerador da 
própria equação de movimento. Em resumo, DEKKER introduziu coor­
denadas complexas e momento adequado, e em seguida usando regras
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de quantização de Dirac quantizou o sistema.
Métodos de construção de Hamiltonianos equivalentes ao 

dado pela eq. (II.1.1) têm sido exposto por diversos auto­
res *^35^4J^  ^^ , e com métodos de quantização descrevem quanti- 
camente o sistema em estudo.

Diante do quadro exposto acima, podemos afirmar que a 
descrição de fenômenos quânticos dissipativos esta longe de pos­
suir uma única teoria terminal, ao contrario, uma infinidade de 
novas teorias tentando explicar o fenômeno surgem a cada momento.

Assim é que autores como F. NEGRO and TARTAGLIA*’38  ̂tra
balham problemas dissipativos, onde a dissipação e devido à uma
força de atrito que depende do quadrado da velocidade (v ), mas
isso ê feito somente classicamente.

r 3 91Ja P. HAVASL desenvolveu sua teoria para casos mais 

gerais, onde o atrito pode ser dependente de uma força que pos­
sua qualquer expressão. Desde que se possa incluí-la na eq. de 
movimento, evidentemente.

P.G. SONA*-37  ̂ e M. RAZAVY*-43  ̂ trabalham com dissipação 
em problemas de espalhamento.

J. FRONTEAU and TELLEZ-ARENAS[58] trabalham com a dis­
sipação em casos eletromagnéticos.

Autores como KOSTIN[52,67], DENMAN[31],LEMOS[33’34»65] 
BATEMANt32], BRITTIN[483, K. YASUE[53»54»68], SKAGERSTAM[56»57], 

KOSTIN[52>68], KAN e GRIFFIN[55], TARTAGLIA[66], W. STOKER .e 
K. ALBRECHT[41] , K. ALBRECHT[60;1 , KANAI[45;i, H. DEKKER^61’62] , 
SENITZKY[50 *51  ̂, M. RAZAVY[42 »43 » 49 5 63 ̂ , J. MESSER.^1’49] , NEMES 

e PIZA^9-* tratam de problemas dissipativos oijde a força
de atrito ê linearmente proporcional à velocidade. .

E nesse presente trabalho abordaremos os problemas quân
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tico dissipativo utilizando a formulação hidrodinâmica da mecânji 
ca quântica. A força de atrito, no nosso caso, em um primeiro mo
mento depende da velocidade (v) e posteriormente da velocidade

2quadratica (v ).
Em geral, quando se estuda um sistema dissipativo clãjs 

sico, a força de atrito possui uma expressão conhecida e nesse 
caso pode-se montar uma equação de movimento dada pelas leis de 
Newton.

Consideremos, por exemplo, um sistema clássico que con 
sista em uma partícula movendo-se em um meio viscoso., sujeita a 
ação de uma força resistiva proporcional à velocidade linear de 
deslocamento dessa partícula.

A equação clássica de movimento que descreve esse fenô 
meno ê da forma:

m + my ~  = F (II. 1.4)dt2 dt

onde "m" e a massa da partícula, "r" ê o vetor posição, "y" o 

coeficiente de atrito e "F" e uma força externa.
A eq. (II.1.4) não pode ser derivada de um Lagrangeano 

convencional (L = T-V), mas é possível, através de condições 
adequadasencontrar-se um Lagrangeano modificado que nos con 
duza â eq. (II.1.4). Isto têm sido feito por muitos auto­
res ̂ ^ e  mostraremos aqui os passos gerais que for­

necem este Lagrangeano.
Para isso coloquemos a éq. (II.1.4) na forma:

m £IÍ + mY !ÍE + VV = 0 ( I I .1.5)
dt2 dt
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onde V é o potencial atuante na partícula.

Utilizando-se agora da eq. (II.1.5), procuremos um La- 
grangeano modificado que forneça uma equação similar a eq.
(II .1.5) .

Este tipo de problema foi estudado pela vez primeira 
por HELMHOLTZ ̂ , da seguinte maneira:

Dado um par de equações do tipo:

G j  = ( q ,  q ,  "q , t )  = 0 ( I I .  1 . 6 )

deve ser possível obter-se uma função do tipo L(q, q~, t), tal 
que :

G d _3L_ _ JL_ C11 • 1 - 73.
- ** '.q 3£tj

isto é, quando Gj = 0 a eq. (II.1.8) seria a equação de Euler- 
Lagrange obtida a partir do princípio variacional.

f 391Um dos métodos, usado primeiramente por HAVAS . , con 
siste em se obter um par de equações semelhantes ao da eq.
(II.1.6) pela multiplicação por "fatores integrantes" apropria - 
dos, que podem ser dependentes do tempo, das coordenadas genera­
lizadas (q.) e de suas derivadas.

~ T 431Para a equaçao particular (II. 1.6) HAVAS J represen­
tou-a como:

f.. (q, q, t) G-. = 0 (II.1.8)

excluindo a dependência dos f. sobre as acelerações (q.) e deri-
vadas maiores, do contrário as eqs. (II.1.8) e (II.1.6) não se­

riam equivalentes.
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Com base nessas equações, HAVAS assume sem perda

de generalidade, que a eq. (II.1«6 ), apõs algumas modificações, 

pode ser colocada como:

(II.1.9)

nesse caso existe uma função fj(qj> > t) e L(q^, qj, t) tal 

que:

£ G = —  —  - —  (II. 1.10)
j j dt 3 4 . 9qj

e a eq. (II.1.10) sera satisfeita se "f/' for solução da equação 

diferencial descrita como:

3£n f. 3o- 3£n f. 3&n f.
g.  1 + -dl = ----- 1 q. + ----- 1 (II.1.11)

3 ^  ^  3qj 3 3t 

Voltemos agora à eq. (II.1.5),■ restringindo o movimen­
to da partícula em uma dimensão, assim:

2d. x dx dV 1 n , T T , , ~.+ Y-7- + j r ™  = 0 (II.1.12)
dt 2 ' dt dx m

onde gj (x, x, t) e:

. dx dV 1 ,T T - -_.
gj " Y dt + dx m (II.1.13)

derivando a eq. (II.1.13) em relação ã x:

Ba.
-^--= y (II.1.14)
3x

Levando a eq. (II.1.14) na eq. (II.l.lí) e isolando termos em x e
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teremos:

d&n f. ,t
-- ---1 = Hl y (II.1.15)dx dx

de onde surge:

fj = exp.(yt) . (II.1.16)

A eq. (II.1.16) é o "fator integrante" procurado que, 

deve ser incluído no Lagrangeano da partícula.
0 Lagrangeano procurado será: _

L = [| m x2 - V(x) . exp. (yt) (11.1.1,7)

se aplicarmos as equações de Euler-Lagrange em (II.1.17), vere­
mos que a equação de movimento obtida para o sistema clássico 
dissipativo, no caso da partícula, é a equação dada por (II.1.5).

Este mesmo Lagrangeano ê a apresentado por autores como: 
EDWARDS[64], DENMANC^x, LEMOS0 ^ ,  HASSE[46] , BAHAR & KWAN- 

TNY[35], TARTAGLIA^^, NEGRO & TARTAGLIa È5̂ ! , ; para des - 
crever sistemas clássicos dissipativos, onde a força de atrito 
é proporcional a uma velocidade (v) de deslocamento.
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II.2 - EQUAÇÃO DE SCHRODINGER-LANGEVIN

Como frizamos no início deste capítulo-, o tratamento
quântico das forças de atrito, trazem consigo um certo grau de
dificuldade inerente ao problema, isto se deve ao fato de que a
mecânica quântica ê baseada conceitualmente na existência de La-
grangeanos e Hamiltonianos, e forças de atrito não podem ser in-

[39 401 .cluidas de maneira convencional ’ nesses Lagrangeanos.
Tentájmos aqui solucionar estes' sistemas quânticos com 

forças dissipativas, usando as equações hidrodinâmicas da mécâni_ 
ca quântica.'

Abordaremos aqui o problema do oscilador harmônico quan 
tico, que por ser um caso mais simples ê bastante encontrado na 
literatura.

Para uma partícula de massa "m" sob a ação de um poten 
ciai externo ,fcf)(x,t)", no caso unidimensional um lagrangeano que 

descreve este movimento ê o da forma:

L.= -|m (u + i tu)2 + (j)(x,t) (11.2.1)

onde neste caso dizemos que o termo "4>(x,'t)M é um potencial quân 
tico complexo qualquer.

Separando assim o Lagrangeano dado pela eq. (II.2.1) 

em uma parte real e uma imaginariã, 
a parte real:

Ld = - m u 2 - — mu^ + Re <j>(x,t) (II.2.2)R 2 2 x

e a parte, imaginária:
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L ^ = m ( u . u ^ )  + Im<f>(x,t) (II.2.3)

Aplicando a equação de Euler-Lagrange, eq. (1.3.10), 
na parte real do Lagrangeano, eq. (II.2.2), obtém-se uma equa­
ção do tipo "F = ma" ^  para descrever sistemas quânticos.

A equação obtida é:

m u - ^ - m u .  = + V[Re e> (x, t) ] (II.2.4)
i

esta equação de movimento é generalizada para incluir forç^as dis 
sipativas que dependam linearmente da velocidade.

Assim, a equação de movimento que descreve o caso de 
uma partícula de massa "m" sob a ação de um potencial externo 
"$(x,t)M, deslocando-se com velocidade "u" num meio viscoso é:

-j^-mu - + jiyu = „V[Re cj)(x,t)] . (II.2.5)

onde "m Y u" representa a força dissipativa proporcional a veloci^ 
dade (u) de deslocamento:

^at = m YU (II.2.6)

A eq. (II. 2.5) foi obtida por analogia com o caso clã̂ s 
sico, pois a equação de movimento que descreve um sistema dissi- 
pativo e da forma:

■ f m u  ■+ F . = - VV (II.2.7)dt at

onde "Fat" © dada pela eq. (II.2.6) e "V" e o potencial.
A equação de movimento (II.2.5) fornece um "fator inte 

grante" que deve ser introduzido na parte real do Lagrangeano, 

eq. (II.2.2), este’"fator integrante" é obtido por analogia com
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o método utilizado na seção anterior para um caso clássico. 
Assim, a eq. (II. 2.5) pode ser escrita como:

d^x d^x dx d Re <j> n--- - — - + y —— + -- -— i _ u
dt2 dt2 dt dx i

(II.2 .8)

a eq. (II.2.8) ê do tipo

Gj = x ■+ gj(x, x 1 , x, t, t i ) (II.2.9)

onde

x = u = dx
dt

, dx; x ’ = u . = -—
t . = cte 1 dt i t = cte

e :
x = du

dt
^2 d x 
dt2 t . = cte. i

e nesse caso existe uma função "fj(x, x, x', t, t)n e uma função 
"L(x, x , x ', t, t^)", tal que: '

■f C - d (-3L-J d ç 3 L -v 3 L 
j j “ dt^3Ü + dt\ 3Ü~ " 3x (II.2.10)

e a eq. (II.2.10) serã satisfeita se "fj" for solução da seguin­

te equação diferencial:

32n f . 
g,- — -5~ + q

H n f .  3g. . 3g. 3£nf.
J + + _— 1. = — _— J u -3x

3&n f . 3í,nf. . 3£n f .
----- J u - + — -— + — ——— ^3x i 3t 31 • (II.2.11)

Assim, da eq. (II.2.8), "g.(x, x 1 , x , t, t^)" é:



35

gj = Y n  + ÍH 1  (11.2.12)

derivando a eq. (II.2.12) em relação à "u", vem:

%Tu Y . (II.2..13)

Levando este resultado na eq. (II.2.11) e isolando os 
termos em "x" e "x", teremos:

d £n f
- d ^ ^ Y  , (Ií.2 .14) 

de onde vem:

f. = exp(yt) (II.2.15)

A eq. (II.2.15) e o "fator integrante", que incluído 
na parte real do Lagrangeano, eq. (II.2.2), fornece:

. Lr ■=' [y m u2 - m u? +.Re <j>(x,t)] exp(yt) (II.2.16)

Se aplicarmos a equação de Euler-Lagrange na equação 
acima, a equação de movimento obtida para este caso coincide com 
a eq. (II.2.4). Logo, o Lagrangeano pesquisado pode ser o da for 
ma dada pela eq. (II .2 .16) .

Este fator integrante não é incluído na parte imaginá­
ria do Lagrangeano, eq. (II.2.3), pois deste Lagrangeano obtém- 

-se uma equação de movimento que, após algumas trocas de variá­

veis j fornece a equação de continuidade a qual expressa a conser 

vação da densidade de probabilidade do sistema:

V . (pv) + = 0 (II.2.17)o t
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e esta densidade de probabilidade não se altera, pois a dissipa­

ção ocorre somente na energia.
No presente caso, como o sistema quântico em estudo é 

dissipativo, a equação obtida por processo semelhante ao do cap_í 
tulo anterior, para descrever este sistema, não será exatamente 
a equação de Schrödinger.

0 Lagrangeano dado pela eq. (II. 2.16) fornece a seguin 
te equação de movimento:

~  m u - mu- + m y u  =^V[Re <}>(x,t)] (II-..2.18)dt dt^ i 

' - ja obtida anteriormente por analogia o caso clássico através do 
emprego aas eqs. de Newton, aqui o formalismo utilizado ê o .. de 
Lagrange.

E da parte imaginária do Lagrangeano, eq. (II.2.3), ob
têm-se:

-^-mu. + — —̂  m u =-V[Im 4>(x,t)] (II.2.19)dt i dt^

Da mesma forma que no capítulo anterior, das eqs.
(II.2.18) e (II.2.19) ê possível de se obter uma equação seme­
lhante a equação Schrödinger, desde que façamos as 'seguintes 

transposições:

tf(t, t^) -* ~v(x, t) (II.2.20)

Ui(t, ti) -> v\(x, t) (II.2.21)

e desde que o potencial <|>(x,t) seja colocado na forma:

<J>(x,t) = ' ^  V.VT + V(x) (II.2.22)
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onde :

VrT"
-7- . ->V + 1 V - ( I I .2.23)ï

as velocidades real "v" e imaginaria "v^" são as expressões defi 
nidas nas eqs. (1.2.10) e (1.2.11). E o potencial "V(x)" é o po­

tencial de interação.entre as partículas.
Também com o auxílio das derivadas hidrodinâmicas, eqs. 

(1.3.19) e (1.3.20), a eq. (II.2.18) fornece:

na expressão acima a derivada parcial em "t-" é nula, pois a fun

Integrando e agrupando de forma conveniente a expres­
são (II.2.24), obtêm-se

onde f(t) é uma constante de integração.
A eq. (II.2.25) é semelhante a equação de Ricatti para 

casos não dissipativos, difere apenas devido ao termo que descr£ 
ve a dissipação, e denominamos de equação de Ricatti modificada.

(II.2.8) e (II.2.9), são agora substituídas na eq. (II.2.25), o 

que resulta' em:

m

+ m y v  = - V[^ V.v^ + V(x)] (II.2.24)

çao "v^" .não possui uma dependência explícita com o parâmetro "t̂ ".

2
1 2 1 2  'mv - — mv. +

2 i
ift 3
2 3t

= - V[*| V.vi + V (x) ] + f(t) (II.2.25)

As velocidades real e imaginarias, definidas nas eqs.
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mos :

it 3 „ V* iti , y* 1 m ,iH -t. V*,2 
U) 2. 3t 3. ~ 2 Y ¥ ” 2 2m ¥ 3 +

- ~ m(- -P- V £n ^-y)2 +- (- O- V £n + V(x)
2 2m 2 2m

(II.2.26)

Desenvolvendo e agrupando de forma conveniente, obte-

. 2 «F 2 31 y 8m y*

À 2 -2 V \J/ '
Vf'*

¥
fi2 U " * ) 2 ,L \J/ * ' (ií) 2 i 0 V^* ¥ JV * 8m yjT*

ü 2 [V2¥* 
4m .

■ v2 + ¥
( V ^ }
\y*

2 r ^ ) 2
¥ i + V(x) (II.2.27)

Agrupando e eliminando os termos semelhantes, chegamos
à :

f(t) _ ift_L M  i i . »  -ii =
3t f 2 f

= . [ V V  + viij + v(x) (II.2.28)
4m y * ~

Usando agora as mudanças de variáveis bem como as deri. 

vadas hidrodinâmicas na eq. (II.2.18), podemos escrevê-la como:

m[v . V v. + v. . V v] + m —  v - + m — —  v = V (̂  V.v)I 1 a t i  3ti 2
(II.2.29)

novamente aqui a derivada parcial em "t^" ê nula, assim a equa - 

ção acima fica:

m [v . V v • + v . . V v] + m v . = V (^ V • v) (II.2.30)I I  8 "t i Z

ou
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m V(v.v.) + m v- =V(~V.v) (II.2.31)
1 x

integrando a equação vem:

m(v.v-) - — £np = % V.v (II.2.32)
1 2 ot L

Substituindo a velocidade imaginária (v^) na eq. (II. 2.32), resul­

ta em:

m(v. - VHnp) - ~ A  £np = % V.v ' (II.2.33)
2m 1 2 3t 2

e agora simplificando e agrupando:

- v . Vünp - £np = V.v (II.2.34)o Z t

A eq. (II.2.34) pode ser escrita como:

- v . — Vp - — = V.v (II.2.35)
P P d t

o que nos fornece a seguinte equação:

- v . Vp - pV.v - = 0 (II.2.36)d t

ou de outra forma:

V (pv) + = 0 (II.2.37)ot .

que ê a equação de continuidade, já apresentada na eq. (II.2.17). 
Escrevendo a eq. (II.2.37), na forma:

- M . v (II. 2. 38)2 p 3t i 2

substituindo as expressões para a velocidade real (v) e para a 

velocidade imaginária (v^) na equação acima, resulta em:
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H I i£ = (m v£n — ) . (- Vün — )
2 p 3t 2m 2m y J

->■ i fi W *# V.—  V£n (II.2.39)2 2m ^

derivando os termos em "£n" e agrupando, teremos:

í  1 3p ifi2 r rV¥* ,V¥* ^ fv r  vy,,
2 p 3t = ■ 1 Í T  C(~  - + “ } + v;(— " T )]

(II.2.40)

desenvolvendo, eliminando termos iguais e agrupando os termos res 
tantes, chegamos ã:

... j * Í [ V V  _ vflj (11.2.41)
. 2 p 3t 4m 'f y

Somando as eqs. (II.2.28) e (II.2.41):

' ií 3 . ' ÍÍL 3 0 rfí . V*
-fCt)- - -  It 7  * T it £np - T Yín T =

'.. _íí tv V  + vf, tf [ v V  A  rJ (II.2 .42)
4m y 4m ¥

o que resulta em:

a v -fí ̂ ? ilí w*iü = _ ÍL_ yiln —  .-Y £ (t) M» (II.2.43)31 2m 2 y ^

A .constante ,r£(t)" que aparece na eq. (II.2.43) pode 
ser avaliada se usarmos a condição de que o valor esperado da
energia total, <E(t)>, ê igual ao valor esperado da energia cine

- 1 2tica, (2m) <P (t)>, mais o valor esperado do potencial de inte. 

ração, <V(x)>.
•Assim:



< E (t ) > = <P2 (t)>/2m + <V(r)> (II.;

onde; assumindo o problema em uma dimensão:

<E (t ) > = iÜ / ¥* (x,t) [—  (II.;81

<P2 (t)> = - fl2 /ÿ*(x,t) [3--̂ x^ Jdx (II.;
3x

<V(x)>= /Ÿ-*(x,t.) V (x) y (x ,t) dx' (II.;

Multiplicando agora a eq. (II. 2.43) por "¥*(x,t)" :

ifi ¥*(x,t.) ~ ( x , t) = - —  y*(x,t) ^|(x,t) + 
àt 2m 3 x 2

+ ¥*(x,t) V(x) Y(x,t) + ¥*(x,t) VL Y(x,t) (II.;

onde "VL" é o potencial .não linear da forma:

rfi . ¥*(x,t) m  -
VL ° T Ytn F u U )  + f(°  í n -'

Integrando a eq. (II.2.48), vêm:

rfi / XV* (|r)dx. = - S y* (l_|)dx +fV* V (x)¥ dx +
8t 2m gx 2

+ /y* v L ¥ dx (ii.;

Agora comparando a equação acima com as eqs. (II.2.44),(II.; 

e (II.2.47), tiramos:

— •y /¥* U n  ■ &  ydx + / y* f(t)Ydx = 0 (II.;
2 x ■

.44)

.45)

.46)

.47)

.48)

.49)

.50)

.46)

41

.51)



42

de onde vem o valor de Mf(t)".

£ (t) = - /¥*[£,n.-ÇjVdx (II. 2. 52)

a equação final toma. a forma:

vh —  = - —  + VW + ^  y £n —  ¥ -3t 2m 2 y

- Ç  Ydx}^ (II. 2 . 53)

A eq. (II. 2. 53) foi obtida primeiramente por KOSTIN*-52^, 
que a derivou a partir das equações de movimento de Heisemberg, 
recebe o nome de equação de Schrüdinger - Langevin.

Esta equação também foi derivada por outros autores,
para descrever sistemas dissipativos com força de atrito linear,

[42 431dentre estes autores podemos destacar M. RAZAVY ’ que obte­
ve. a equação de Schrüdinger-Langevin utilizando-se do método de 
Schrüdinger o qual define um funcional "I(S)n e procura-se o seu 
extremo associado "S" com a equação clássica de Hamilton-Jacobi.

A eq. (II.2.53) possui uma classe de soluções não tri­
viais e estas soluções tem a notável propriedade de ser assinto- 

ticarnente estacionária.
Devido a este fato pode ser demonstrado, mas não o fa­

remos, aqui, que esta propriedade determina uma única solução pa­

ra a eq. (11. 2 . 53) .
KOSTIN^52-1, J. MESSERt49], SKAGERSTAM[56'57] , M. RA- 

ZAVY^42,43  ̂ e outros propuzeram funções de onda que fossem solu­

ções da eq. (II.2.53) e com isso obtiveram a energia total e a 

energia dissipada do sistema.
0 passo seguinte será o de obtermos uma função de onda
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que satisfaça a equação de Schrüdinger-Langevin, eq. (II.2.53).
No nosso trabalho deve ser possível, pelo menos teori­

camente, encontrar esta função de onda diretamente das .^defini- 
ções de velocidade real (v) e velocidade complexa (v^), basta pa 
ra isso conhecermos suas expressões.

Isto serã visto na seção seguinte.
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II.3 - EQUACOES DE MOVIMENTO • •

Conhecendo-se as equações de movimento do sistema, me­
diante uma troca de variáveis, podemos encontrar as "expressões 
para a velocidade real "v" e para a velocidade imaginaria "v^".

Assim, as equações de movimento para o oscilador harmô' 
nico quântico dissipativo, são em uma dimensão:

4-mu - .-A-mu. + m y v = - 7(5 V.v. + V(x)) (II.3.1)dt dt- i 2 i

e :

-— mu- + -— mu = V (— V.v) (II.3.2)dt i dt^ 2

mediante as transformações de variáveis, dadas pelas eqs.(II.2.20), 
(II.2.21) e (II.2.22) com auxílio das derivadas hidrodinâmicas 
e sabendo que ,rV(x) = -|mto2x2" para o oscilador haraiônico quântico, ficam:

m(v.Vv) + (mv) - m(v- . V . v-) -o t 1 1

3 , —f ■+(m v .) + m y v =ati

V(| V.v. + | mco2 x2). (II.3.3)

e :

m[v.Vv. + v- . Vv] + m —  v- + m — — v
1 1 L 1 dti

= V(| V.v) ' . (ir.3.4)
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apresentam como solução:

v = i(t) (.11.3.5)

e :
v i = co (x - Ç(t)) (II. 3. 6)

onde:

Ç (t) = A' exp.[- j . t] .cos [ (to2 - y2/4)1/,2t + B]

- ( I r. 3. 7 )

é a solução da equação clássica de movimento pará o oscilador 
harmônico clássico dissipativo, "A,M e "B" são constantes.

As eqs. ( 11.3.*/) e ( II. 3.5) são as linhas de fluxo 
para o sistema, e delas podem ser tiradas algumas informações por 
simples inspeção.

Agora, conhecendo-se as expressões para a velocidade 
real (v) e para velocidade imaginária (v^) , obteremos a função de 
onda que satisfaça a equação de Schrüdinger-Langevin.

Assim, "v" e "f." são definidas como:

ift V*v = V ín —  (■ II.3.8)
2m ¥

v. = — - V £n (.,11.3.9)1. 2m

que podem ser escritas como:

= cii.3.10)
w * y
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f *_ 2 m *  . + Vf ( II.3.11)
■ft i . y* y

Adicionando de forma conveniente, as duas equações acima, vêm:

i
m ,  - r ' T t 7 i o ̂JT 1 v - V.) = — - ( II. 3.12)n i ¥

b
substituindo agora* as eqs. (II.3.6) e (II - 3.7) na eq. (II. 3.12), 

em uma dimensão, resulta em:

~ (i Ç(t) - oox + wÇ(t)) = ^  C II.3.13)ti dx

desenvolvendo a expressão acima, obtemos:

f(x,t) = A. exp. [—  Xj— -■ ] » exp. [- .
ti 2h ,

. exp. [mtoX£ ] . exp.[k(t)] (II.3.14)

Escrevendo esta função de onda de forma mais adequada:

nx,t) = A. e x p . t ^ l ^ ] .  expr[- |g(x-Ç(t))2] .

. exp. [i k(t) ] . ■ (II.3.15)

onde "k(t)" ê a constante de integração escrita na forma mais 
geral possível e a constante "A" é o fator de normalização da 
função de onda. v

Como á função acima ê normalizável:

/ dx = 1 (,II.3.16)

obtemos para a constante "A,":

A = >rf)1/4 (II.3.16)
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que e o fator de normalização para a função de onda do oscilador 
harmônico não dissipativo, no estado fundamental, " n = 0", em uma 
dimensão.

Substituindo a função de onda, dada na eq. (II.3.15), 
na equação de Schrtídinger-Langevin, obtém-se:

- mxÇ (t) + imcú(x -.Ç(t)') (£) - fik(t) = j mÇ2 (t) +

+ mu (x - Ç (t)) 4 (t) + j 'Rco + -| mco (x - Ç (t)) Ç (t) +

+ y moa2 (x - Ç(t) ) 2 + i mto2x2 + myx £(t) + yfrk(t) -
" u

- myÇ (t )̂ {i)-YÍtk (t) ( II. 3.17) 

Desenvolvendo e eliminando termos iguais,, resta:

- mxÇ (t) - "Kk (t). = - m ^  (t) + — Üw — y ihü)'2Ç2 (t) +
2 2 ^

* m(jo2xÇ(t) + myxÇ(t) + myÇ(t) Ç(t) ( II.3.18)

Da equação acima tiramos:

4 o
- mxY(t) - mxyÇ(t) - mxu Ç(t) = 0 (.,11.3.19} 

que é igual â:

Y(t) + yÇ(t) + co2Ç(t) = ’0 (II.3.2 0)

A eq. (3.20) é a equação clássica de movimento para o oscilador 
harmônico clássico dissipativo, onde "y" e o coeficiente de atra. 

to, cuja solução já foi colocada na forma de eq. (.11.3.7):

47
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Ç(t) = A' exp.[- j t] . cos [ (to2 - y2/4) .t + B]

( II.3.21)

onde ”A'" e "B" são constantes. Vê-se então que a equação de
Schrüdinger-Langevin possui toda uma gama de validade, desde que 
"Ç(t)n possua a forma da eq. (II.3.21) para o caso linear.

Da eq. (.11.3.18) podemos ainda isolar a expressão res
tante:

- Hk(t)_ = j mÇ2 (t) - mw2Ç2 (t) - myÇ(t) Ç_(t) + ̂

( II.3.22)
ou:

-ftk(t) = myÇ(t) Ç(t) + j mw2Ç2 (t) - j mÇ2 (t) - Eq

(II.3.22)

podemos assim colocar "k(t)n como:

k(t) = - . t + ^ / (myC(t) CCt) + i mu)2Ç2 (t) - 'n ü  2

- | mÇ2 (t)) dt CII.3.23)

Vemos então que "k" não ê uma função somente do tempo (t), mas 
também da função "Ç(t)M e sua derivada primeira, logo podemos e_s 
crever de forma mais geral:

Eo tk(t) = - + g(Ç(t), Ç(t), t) (,11.3.24)

» ^onde chamamos de g(Ç(t), Ç(t), t), a expressão:

gCÇ(t)., Ç(t), h  S (myÇ(t)Ç(t) +j ma)2Ç2 (t) -j m Ç 2 (t))dt
( ; II.3.25)
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ou:

hg(ÇCt) , Ç(t) , t) = ÇmyÇ(t) +i nuoV(t) mÇ2 (t)

(II.2.26)

Logo, levando a expressão (II.3.24) na função de onda, dada na 
eq. (II.3.15), vêm:

i! < •* , s . r ímx Ç (t) -i t- mtú f  ̂ 2 ny (x, t) = A . exp [-------] . exp [- —  (x - Ç (t)) ] .

UiE . t
■. exp r— £— ] • exp [ ig (Ç (t) , Ç(t)', t)] h

que ê a nossa função de onda procurada.
■ ■ B.K. SKAGERSTAM[56,57], utilizando-se de uma serie de

transformações de. "gauge" dependentes do tempo foi o primeiro a
encontrar este tipo de solução, em seguida vieram outros como M.

r 4 2 4 31 r 5 21RAZAVY1 ’ J, KOSTINL J.
É importante salientar que a nossa função de onda, pe­

lo método aqui obtido, ê em tudo semelhante â função de onda apre 

sentada na literatura específica para. sistemas dissipativos.
Conhecendo-se agora a função de onda os oscilador har­

mônico quântico dissipativo, podemos comprovar sua validade veri­
ficando se elas são soluções da equação de continuidade, assim:

V(¥*y v) + ~ = 0 (II.3.28)31

que ê a equação de continuidade, com o valor de "v", em uma di­

mensão:

—  (yy* . Ç(t)) + (¥¥*) = 0 (II.3.29)
dX ' dt

(II .3. 2 7),
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Substituindo agora a função de onda "'í,(x,t)M e sua complexa con­
jugada "\F* (x ,t) " na equação acima, e desenvolvendo-a, obtêm-se 

uma identidade, o que comprova a validade da nossa função de on­

da .
Também com o auxílio das definições de velocidade

real (v) e velocidade complexa (v^):

v = —  V Zn —  ( .11.3.30)
2m V

v- = - í-v£n ( ,ir.3.3l)i 2m

podemos comprovar a validade de nossa função de onda, basta veri 
ficarmos se as expressões para "v" e "v^", obtidas através da 
função de onda (III.3.27), concordam com as expressões obtidas 
para as velocidades real (v) e imaginaria (v^) obtidas diretamente 
das equações de movimento.

Assim, substituindo a eq. ( II.3.27) na eq. (II.3.30), 
para "n = 0 ", resulta em:

v = 4~ ~ " 2ig(C(t>, Ç(t), t)]2m dx "ü ü
(II.3.32)

desenvolvendo vêm:

v = |(t) C II.3.33)

substituindo, agora a eq. (.11.3.-27) na eq. ( II.3.31), para 

"n = 0”, vêm:

v- = - A  JL [2£n A - ^  (x - Ç(t))2] (=11.3.34)
1 2m 3x fi

desenvolvendo, vem:
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vi = oj(x - Ç(t)) (II.3.35)
As eqs. (II.3.33) e (II.3.35) possuem a mesma forma 

que as eqs. (II.3.5) e (II.3.6), assim pode-se constatar que 

esta função de onda ê aceitãvel.
Em seu trabalho SKAGERSTAM^define as velocidades e 

real (v) e complexa (vj), aqui também obtidas, por velocidade de 
corrente (v) e velocidade estocãstica(y). Ambas guardam a mesma 
forma das expressões obtidas por SKAGERSTAM.

Convêm salientar aqui que todos os resultados obtidos 

são para o estado fundamental do oscílador harmônico : 'quântico 
dissipativo, em um trabalho futuro procuraremos extender estes 
resultados a outros estados do oscilador harmônico.
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II.4 - ENERGIA

Para sistemas quânticos não dissipativos a energia do 

sistema e um valor conhecido, ou pelo menos de fácil determina­
ção, e possui níveis característicos, isto é, para cada estado 
possui um valor conhecido.

Porém quando tratamos com um problema quântico dissipa 
tivo a energia não possui um operador d e f i n i d o , isto é, a 
energia não é uma constante de movimento. Energia e o Hamiltonia 
no do sistema diferem justamente devido ao fator que- descreve a 
dissipação, ou mais claramente, a energia total do sistema ' não 
pode ser colocada somente como a soma da energia cinética mais 
potencial.

Mas nada nos impede de uma tentativa, para escrever e_s 
ta energia total, em termos de valores médios. Utilizando-se do 
valor médio da energia potencial mais o valor médio da energia 
cinética para obter a energia total do sistema.

Isto pode ser feito recordando-se da definição dada 

pela eq. (II.2.44), onde:

<E(t)> = <p^(t)>/2m + <V(x)> (II.4.1)

'e da definição dada pela eq. (II.2 .50) , onde

,2 2
m  f 'F*c^)dx. = - %- (— )dx +./¥* V(x)f dx + "

8t 2m gx 2

+ ./ ¥■* VL (x)y dx (II.4.2)

onde o valor médio de é necessariamente nulo:
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vL (x) = ^ y i n  Y  + £Ct) (II.4.3)

Assim, nossa definição de energia, será em termos de 
valores médios, porem, partiremos diretamente da equação.de Ri­
catti modificada obtida na seção anterior.

B.K. SKAGERSTAMC56 ,57:1 , M.D. KOSTIN.[52 ’68] e outros, 
utilizam-se da definição de energia total em termos de operado - 
res, na forma:

E(t) = (¥*, .ifí C M . 4.4)3 Z

Na segunda seção desse capítulo obtivemos a eq.(II.2.24), 
que é semelhante a equação de Ricatti para sistemas estacioná­
rios, e que denominamos de equação de Ricatti modificada.

A equação de Ricatti modificada foi obtida através 
do Lagrangeano dado pela eq. (II.-2.2.6) e pode ser escrita como:

1 2 1 7 SÚ ■> -y
~ mv - - mv: + - V.v. + V =
2 2 1 2  1

ifi '¥* ií 3 ' V* '
T 1 "í 2~ it T + (II.4.S)

onde, ”f(t)" ê dado por:

f(t) = _ ■ yfyf* ixi —  Y dr (II.4.6 )

observa-se que o lado esquerdo da eq. (II.4.5) e composto pela 
soma da energia cinética mais potencial, enquanto que o lado di­
reito contém os termos responsáveis pela dissipação da energia 
do sistema.

Com base na definição sugerida pela eq. (II.4.1) calcu 

lemos o valor médio dos termos encontrados na eq. (II.4 .5),assim:
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1 2  1 2  'Ti ->- <— mv. > + <-̂r mv > + <— V.v-> + <V> =
2 i 2 2 i

= < -  “ y  í n  + < -  ^  £  >>n + < f ( t ) >  ( I I . 4 . 7)

0 lado esquerdo da eq. (II.4.7), representa o valor mé
dio da energia cinética mais o valor médio da energia potencial
e, que pela nossa definição, nada mais é do que o valor da ener­
gia total do sistema:

E(t) = <y mv2> - c-i- mv?> +-'<j V.v^> + <V> _ (11.4.8)

E para o .oscilador harmônico quântico dissipativo em uma dimen­
são, os valores para a velocidade real (v) e para a velocidade 
complexa (v^) são fornecidos pelas eqs. (II.3.5) e (II.3.6 ), as­
sim:

E(t) = <-| mÇ2> - m (lox - cü£)2> + <-| mco^x^ +

+ <- —  (oix - ü>Ç.)> (II. 4. 9)- 2 »X

A equação de onda utilizada para o calculo dos valores 
médios ê dada pela eq. (II.3.27), a qual tomamos para o estado 

fundamental.
Dessa forma a eq. (II.4.9), apos os cálculos, se reduz

â :

E(t) = 1 ^ +  \ mÇ2 (t) - ~ m w V ( t )  + ma>2Ç2 (t) (II.4.10)
Ld Ld Li

e a equação final para a energia total é:

1 2 2 1 ‘2 E(t) = E_ + — mco + j mÇ o , 2 Z (II .4.11)
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Da equação acima pode se concluir que os valores ini- 
ciais da função MÇ(t)" e de sua derivada primeira "Ç(t)" determi_ 
nam os valores iniciais da energia do sistema.

0 lado direito da eq. (II.4.7), por razões obvias, de­

ve também fornecer o valor médio da energia total do sistema, a_s 
sim:

ECt) = ' <T  Jt ^  ' <T Y £n T > + <fCt> CII-4‘12)

Substituindo a função de onda dada pela eq_. C11 - 3 *.27), 
para o estado estacionário " n = 0 ", na equação acima, bem como a 
expressão para a "f(t)", vem:

. 2iE t '1T1 3 / o Z1 • o - >
+ <_ T  ãt - T  mxç - 2lgí> *

+ y* ( -  sl  - ~  mxç - 2 ig)f dx> (II.4.13)
2 ■, -Ti ^

o que resulta em:

E(t) = <yEQt> - <myxÇ> - <yfig> + <E0> +

<mxÇ> - <-ftg> - <yEQt> + <ymÇÇ> + <fiyg> (II.4.14)

eliminando termos iguais, obtém-se

E(t) = <-myxÇ> ■+ <E0> - <mxÇ> - <Rg> + <my£Ç>
(II.4.15)

substituindo o valor de "g(Ç(t), £(t), t)" na equação acima e
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resolvendo:

E (t ) = E q - m Ú  - my^i - j- mto2Ç 2 + |  (II. 4.16)

utilizando-se da eq. (II.3.20), na forma:

'i + yi + Í̂ 2í = o (II. 4.17)

e levando em (II.4.16), a expressão mais geral será:

E(t) = En + | mto2Ç2 + ^cmk2 ( 11_. 4 .18 )

o que concorda com a eq. (II.4.11), isto e, os dois lados da eq. 
(II. 4.7) fornecem o valor total da energia para o sistema.

Para obtermos a energia dissipada em função do tempo, 
basta derivar a eq. (II.4.18), assim:

È (t) = m + rui X (II.4.19)

e recordando que:

X  = - ri - (II.4.20)

obtém-se:

E(t). = mu)2ÇÇ - myÇ2 - mio2ÇÇ (II.4.21)

ou

È (t) = - myi2 (II. 4. 22)

A equação acima descreve a taxa de variação da energia 

total do sistema em função do tempo.
Vamos agora fazer uma analise das expressões para . a
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energia total do sistema, como a energia depende da funçao "Ç(t)" 
e de sua derivada "Ç(t)M, tomemos o fator de fase nulo (B = 0) :

Ç(t) = A' exp [- y t]. cos[(w2 - Y2/4)1/2t] (II.4.23)

Ç(t) = - | A' exp [- - t] . cos[(w2 - y2/4) 1//2t] +

- A* exp. [- | t] . (to2 - y2/4) 1,/2 . sen[ (üj2 - y2/4) li/2t]

(I í v 4 . 2 4)

Assim, para t>>l, ficamos com:

e :

Ç(t) = 0

t >> 1

ç(t) = o
t >> 1

(II.4.25)

(II.4.26)

Logo o valor da energia será;

E(t) = E.
t >> 1

ou:

E (t) n
t -»■ 00

(II.4.27)

(II .4.2 8)

isto é, o valor final para a energia, no limite (t + ®)( se reduz 
a energia total para os casos estacionários.

Assim, para t<<l, ficamos com:
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Ç(t) = A' (II.4.29)
t << 1

e :

kit) = - 1 A' (II.4.30)
t << 1

Logo o valor da energia, no limite (t -> 0) , será

1 2 _2 v 1 i2E (t) = Eq + i mco ÇA (0) + ±m Ç*(0) (II.4.31)

Vemos então, que inicialmente (t ->■ 0), a energia pos­
sui um valor mãximo conhecidú que é especificado pelo valor da 
constante "A ", em conseqüência da dependência da função MÇ(t)" 
com esta constante.

Já a energia dissipada em função do tempo, dada pela 
eq. (1.4.22), para o limite "t -> possui um valor nulo, isto é,
o sistema jã encontra-se no estado estacionário com um nível mí­
nimo de energia e, conseqüentemente, não pode mais sofrer dissi­
pação.

No limite ”t ->■ 0" a taxa de dissipação tem um valor 
mãximo, dado pelo valor que a constante "A" assumir, assim:

È(t) I = - j Y3 A ' 2 (II.4.32)
>t -> 0

NEMES e P I Z A ^ ^  , usando operadores, obtém uma expres­

são para a energia dissipada que possue a mesma forma que a eq.
(II.4.22), ou seja, a energia dissipada pelo sistema é uma fun­
ção exponencial dependente do tempo.

KOSTIN^^, também usando operadores, obteve uma ex-
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pressão um pouco mais geral para a energia dissipada, mais ain­
da, guardando a forma exponencial na dependência temporal.

SKAGERSTAM^^ utilizando uma definição de operador 
energia da forma:

de f. x/L 2
E = <E > = -£- ■< - !_ >  + «i» (II.4.33)

P‘ 2ra 3x

obtêm para a energia total do sistema, a mesma expressão que ob­
tivemos na eq. (II.4.18), onde a energia total do sistema depen­
de dos valores da função M£(t)M, de sua derivada primeira "Ç(t)" 
mais a energia do estado estacionário.



CAPÍTULO III 

SISTEMAS DISSIPATIVOS - OSCILADOR HARMÔNICO II

(caso dissipativo quadrático)

III.1 - EQUAÇÃO ANÁLOGA Ã DE SCHRODINGER-LANGEVIN

No capítulo anterior abordamos o problema dos oscila- 
dor harmônico quântico dissipativo, onde a dissipação de ener­
gia ê uma conseqüência da força de atrito linearmente proporcio­
nal â velocidade.

No presente capítulo, fundamentalmente o problema é 
idêntico, a abordagem serã feita ainda para o caso do oscilador 
harmônico quântico dissipativo, mas agora, a dissipação de ener­
gia se faz mediante uma força de atrito proporcional à uma velo­
cidade ao quadrado.

F.' NEGRO and A. TARTAGLIA^^ fazem um tratamento clãs
r-

sico canônico para uma partícula em um campo, onde a força de 
atrito ê proporcional a velocidade ao quadrado, usando quantiza- 
ção canônica.

Para uma partícula quântica de massa "m" e sob a ação 
de um potencial externo "<j)(x,t)M, a equação que descreve o fenô­
meno, no formalismo de Lagrange ê da forma:

L .= | m U2 + (j) (x, t) (III.1.1)

onde:
U = u + i u.'- . (III.1.2)

ê a soma da parte real mais a parte imaginária de uma velocidade
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E o potencial "4>(x,t)" ê da forma:

cp(x,t) = Re <j>(x,t) + Imò(x st) (III.1.3)

Assim podemos separar a eq. (III. 1.1) numa parte real e outra ima 

pinaria, na. forma:

L = Lr + i Li (III.1.4)

Logo:

1 2  1 2L = — mu --mu. + Re cj>.(x,t) + Im  ̂(x ,t) + i m (u.u >).

(III.1.4)
ou:

Ld ='imu 2 - i m u 2 + Re ò(x,í) (III.1.6)
^ • 2  2 1

e :

Li = m(u.ui) + Im cj)(x,t) (III.1.7)

Aplicando as equações de Euler-Lagrange na parte real

do Lagrangeano, eq. (III.1.6), obtêm-se uma equação do tipo
r 5 1F = ma J para descrever o nosso sistema.

Assim:

m u -  —  mu- = V(Re cj>(x,t)) (III.1.8)dt dt- i

esta equação ê generalizada para incluir forças de atrito que 

dependam da velocidade ao quadrado da partícula. Dessa forma, a 
equação de movimento que descreve o oscilador harmônico quântico 
dissipativo, cujo termo de dissipação ê descrito acima:
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tor unitário e "y" o coeficiente de atrito, representa a força 
dissipativa proporcional à velocidade ao quadrado:

F . = m y u 2 ú- (III.1.10)
cL L j

Recordando-se do capítulo anterior, aqui também utili­
zamos da analogia com o caso clássico para obter a equação de 

movimento, eq. (III.1.9).
Esta equação de movimento fornece um "fator integran­

te" que deve ser acoplado na parte real do Lagrangeano, eq. 
(III.1.6).

Este "fator integrante” ê obtido por processo semelhan 
te ao utilizado no capítulo anterior para o caso dissipativo li­

near.
Assim, considerando o problema em uma dimensão, a eq. 

(III.1.9) pode ser escrita como:

T(^ }2 * « â í8e * íx,t)1 = 0 ( n i -i -ii)

Lembrando ainda que a equação acima ê da forma:

Gj = x* + g j (x , x ' , x , t, ti) (II 1 .1 .1 2 )

onde:



E nesse caso existe uma função "f^(x, x, x', t, t^)" e 

'L(x, x, x', t, t^)", tal que:

fj gj - â  (i :> - af- ^  S  c m . i . i 3 )

onde a eq. (III.1.12) será satisfeita se " f y  for solução da se­
guinte equação diferencial:

3ün f. 3£n f- .3 g, 3 g.
& -j ‘ ----- =L + g . . ----- =L + ---d- + ---J- =J 3u J 3u • 3u 3u-

3£n f. ■ 3in f. 3£n f. 3£n f.
= . u 3x~̂ " • ui + 3t 3 + '3ti 3 (II 1.1.14)

Também da eq. (III.1.11) "q^(x, x, x', t, t^)" em uma 
dimensão é:

g . = y ( ^ ) 2 + i  A  (Re <j)(x,t)) = 0 (III. 1.15)
3 dt m  3x Y ’

derivando a equação acima em relaçjío a " x " , vem:

° to_l = 2 Y —  (III. 1.16)3u

Levando o resultado (III.1.16) na eq. (III.1.14) 

isolando termos em "x" e "x", obtém-se:

ii,n f -
-3---1 = 2Y (III.1.17)dx

de onde:
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£j = exp. (2 yx) (III. 1.18)

A eq. (III.1.18) e o "fator integrante" procurado, que 
acoplado na parte real do Lagrangeano, eq. (III.1.6), fornece:

LR = — m u2 e2 l x - I « ?  e2 Y X + / £2 Yx dxR 2 2 i dx
(III.1.19)

Aplicando as equações de Euler-Lagrange na eq. (III.1.20), 

a equação de movimento obtida para o osciladòr harmônico quânti­

co ■ dissipativo não coincide exatamente com' a eq. (111 .1.9) ■

Pois obtêm-se um termo a mais na expressão da equação 
de movimento, e esse termo descreve a força dissipativa em fun - 
ção da velocidade complexa "u^". E isto acreditamos não ser ver­
dade, pois a condição inicial imposta era de que a dissipação de 
energia ocorresse somente devido a força de atrito proporcional 
â velocidade "u" ao quadrado.

Como uma tentativa para eliminar este termo "dissipat_i 
vo complexo" na equação de movimento, modificamos o Lagrangeano 

dado na eq. (III.1.20).
Assim:

T 1 2 2 yx 1 ' 2 2 Yx . 2 2  Yx,LD = — mu e - — m u . e - / m yu . e dx
K i L i i

+ f 4 ~  Re í(x,t) e 2 Y X dx (III.1.20)dx

a este termo incluído no Lagrangeano acima, "/ myu? e2 dx", co 

mo uma tentativa para justifica-lo, classificaríamos como um po­
tencial quântico devido ao atrito sofrido pela partícula, e que 
dependa somente da posição.
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Aplicando as equações de Euler-Lagrange neste Lagran - 
geano, a equação de movimento obtida ê. da forma dada pela eq. 

(1 1 1.1 . 9) .
Assim, acreditamos que o Lagrangeano dado na eq.

(III.1.20) descreve o sistema ora em estudo.
Frizamos aqui, que não ê absolutamente necessário en­

contrar um Lagrangeano para descrever o nosso sistema. 0 nosso 
estudo pode ser realizado partindo diretamente do formalismo
Newtoniano, ou seja, a nossa equação de movimento (III.1.9).

Novamente aqui o "fator integrante" não ê acoplado ã 
parte complexa do Lagrangeano, eq. ( I I I .1.7), pois este Lagran - 
geano apõs algumas mudanças de variáveis nos fornece a equação 
de continuidade, que expressa a conservação da densidade de pro­
babilidade.

Aplicando as equações de Euler-Lagrange na parte imagi^ 
nária do Lagrangeano, eq. (III.1.7), obtêm-se uma equação de mo­
vimento da forma:

-^-mu- + ——  m u  = V(Im-<f>(x,t)) (II 1.1.21)dt i dt^

ê esta equação de movimento que nos conduz â equação de continui 

dade, isto apõs algumas transposições de variáveis.
Assim das equações de movimento (III,. 1.9) e (III.1.21) 

ê possível de se obter uma equação semelhante a equação de
Schrüdinger, desde que sejam feitas as seguintes transposições:

íT(t, t^) -> AT(x,t) (III.1.22)

ui(t, ti) -> vi(x, t) (III.1.23)
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e desde que o potencial "cí>(x,t)" assuma a forma:

(x, t) = ~  V.V + V(x) (III.1.24)

onde:

V = v- + i v± (II 1.1.25)

são as velocidades real "v" e imaginaria "v^" definidas nas eqs. 
(1.2.10) e (1.2.11). E ”V(x)" ê o potencial de interação.

Tambem com o auxílio das derivadas hidrodinâmicas,
eqs. (1.3.19) e (1.3.20), a eq. (III.1.9) assume a forma:

m(v. Vv)+ —  (m v) - m(v- . Vv-J - ()t -L 1

(mv.) + m yv^ v = - V(V(x) + ^ V.v-) (III.1.26)■ ati v y  ' . 2 i

a derivada parcial em relação ao parâmetro "ti" e nula, logo

agrupando a equação acima vem:

“i 9 1 2 3 2 -— mVv - 4 mVv. + -r—  mv + myv v =2 Z i ot

= _ v(| V.Vi + V(r)) (III.1.27)

substituindo a expressão para a velocidade real (v) em alguns 

termos na eq. (III.1.27), resulta em:

1 n 2 1 3 2 ■ ifi £ 3- mVv - mVv ̂ + —  V £n —  + myv v =

Integrando agora, chega-se â:

= - V(f V.v- 4V(r)) (UI-1-28)
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i mv2 - |  * v |  + ♦ ».TV2 <1*; -

= - j V.vi - V(x) + f(t) - (III.1.29)

onde "£(t)" ê a constante de integração.
A eq. (III.1.29) também assemelha-se a equação de Ri- 

catti, denominamos de equação de Ricatti modificada.
Substituindo agora a velocidade real (v) e a velocida-. 

de complexa (v-) nos termos restantes da eq. (III.1.29), chega- 
-se â: •

f (t) - —  -ÍL £n —  - /(V £n— ) 2 dx =2 3t y 4m ¥

= - m  V £n ~ ) 2 - I m  (- $- V Jln ¥*'*') 2 +
2 2m w 2 zm

+ í. v(- —  V £n 'F* y) + V(x) (III.1.30)
2 2m

Desenvolvendo os termos, vêm:

f(t) /|Í£n^ ) 2 dx -2 3t y 4m ¥

fi2 rVY* V^-,2 ií2 rVT^ + 2 +
' 8i f  ' T  8m S *  y

+ c m . 1 . 3 D4m y* ■ ¥

Agrupando> desenvolvendo e eliminando termos comuns,

obtém-se:

f(t) - £n ^  /(V £n^ ~ ) 2 dx =. 2 31 ■ y 4m V

= _ ^  [ i V  + v(x) (III.1.32)
4m ¥



68

A equaçao de continuidade é obtida a partir da equação 

de movimento (III.1.21):

-^-mu. + ——  m u = V(Im é(x,t)) (III.1.33)dt i dti '

desde que se faça aqui também as transposições indicadas. Assim com 

cálculos semelhantes aos do capítulo anterior, obtemos:

V(p v) + = 0 (III.1.34)O t

que ê a nossa equação de continuidade.

Desenvolvendo a eq. (III.1.34) chega-se â:

5 _L £n = ■- itL- - ^ 1 ]  (III.1.35)2 3t 4m y* ¥

Agora somando as eqs. (III.1.32) e (III.1.35):

£Ct) - f Í i n Y  - /(? d* +

♦ f  *

+ ÍL. [1? 1 1  - ^ 1 ]  + V(k) ■ (III. 1.36)
4m y ^

o que resulta em:

A. _ 1L v V  + V(r)V - •3t 4m 4m

. [/(V£n^Ç)2 dx]V + fit)'!' (III.1.37)

A constante ”f(t)" pode ser avaliada se usarmos a con­

dição de que o valor esperado da energia "<E(t)>" é igual ao va-



- 1 2lor esperado da energia cinética, (2m) . <p (t)>, mais o 
esperado do potencial de interação, <V(r)>.

Assim:

<E(t)> = <p2(t)>/2m.+ <V(r)> (III.

Supondo agora o problema em uma dimensão:

<E(t)> = i'ft /r° V  (x.t) ̂ - ^ ^ ]  dx (III,
— 00 31

<p2(t)> = - f í2 f +COy * (x;t)[s"‘^ ^  ] dx . ( n r
3x^

+ 00
<P(x)> = / ^*(x,t) V(x) y(x,t)dx (III.

Multiplicando a eq. (III.1.37) por

ifí y*(x,t) = _ y*(x,t) 9~,y +3t 2m 3x

+ ¥*(x,t) V (x) f(x,t) + m* (x,t) VL (x) ^(Xjt) (III.

onde "V^M ê o potencial não linear da forma:

V = - / é  in l!Í2Li_t).)2 dx + f(t) (III.L 4m 3X iy(x,t)

Integrando a eq. (III.1.42), chega-se â:

*°° pjW -fr2 +03 P*2W/ f* íi dx = - 1- / Y*(i_i)dx +
-00 31 2m _oo 9x2

+  oo + 0 0

+ / 'l'*V(x)'F dx + / y*VT (x)H' dx (III.
-oo -co L

Comparando a eq. (III.1.40) com as eqs. (III.I 

(III.1.39), (III.1.40) e (III.1.41), chega-se ã:

valor

1.38)

1. 39)

1.40)

1.41)

1.42)

1.43)

1.44) 

.38) ,
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Y 4- co  ̂ J + óo_ 7LJL f r* [/(—  £n V )  dxj V dx + / Y*f(t) ¥ dx = 04m -00 3x 'F
(III. 1. 45)

de onde obtêm-se a expressão para a constante "£(t)M:

fi2Y +co 3 w* 2£ (t) = 2-1 /+ [/(^ £n - ) Zdx]f dx (III.1.46)4m -°° ^

A equação final é da forma:

? ?3 ? -fi Y **■ u/ * 7ifí —  = - —  V ¥ + [/(V £n — ) dr]¥ + .3t 2m 4m ¥

?'h  Y j. oo -> v * ?+ —  { / [/(V £n ~ )  dr] ¥ drW (III.1.47)4m -°° f J

A eq. (III.1.47) ê diferente da equação de Schrüdin- 
ger-Langevin obtida.para o caso linear, pois agora a dissipação 
ê devido â um.termo quadrático na força de atrito.

Denominamos a eq. (III.1.47) de equação modificada de 
Schrüdinger-Langevin e, atê agora, não encontramos equação anãlo 
ga na literatura para descrever o problema estudado neste capítu 

lo.
Na seção seguinte passamos a obter as soluções da eq. 

(III.1.47).
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III.2 - EQUAÇÕES DE MOVIMENTO

1 2  2Para V(x) = -mo) x as equações de movimento:

m(v. V v) + —  (m v) - m(v. . V v. ) - v. ) +ot J- ' ot^ 1

2 -> , - l i  : i  -* 1 ' 2 2 , , myv v = - Vij V.v^ + 2 x ] (III.2.1)

m (v . V v . ) + m (v ̂ . V v ) + — —  m v + —  m v - = V b  V.v)1 -L i O t 1 Z ^  .

(III.2.2)

apresentam como uma solução particular:

v = Ç(t) (III.2.3)

v^ = wx(t,ti) - u)Ç(t) (III. 2.4)

onde "Ç(t)n ê uma função qualquer que depende do tempo, mais
adiante veremos que "Ç(t)M ê a solução da equação clássica de mo 
vimento para o oscilador harmônico clássico dissipativo, cuja 
dissipação de energia ê resultante da ação de uma força de atri­
to proporcional à velocidade ao quadrado.

Com as definições de velocidade real "v" e velocidade 

complexa "v^":

^ = ^  £n 11 (III.2.5)
2m y

V- = - ^-7 £n (III.2.6 )
1 . 2m 'F

mais as expressões obtidas nas eqs. (III.2.3) e (III.2.4), tere-
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mos em uma dimensão

i P a ’ w *Ç(t) = ^  ~  Zn (III.2.7)
2m ox t

wx - uÇCt) = - ~  Zn M  (III. 2.8)zm oX

de cujas equações, apõs alguns cálculos semelhantes aos efetua­
dos no capítulo anterior, obteremos:

o
i'í í * ̂  a r ííftx̂  (t) t t- mto f w í-, -i 2 1VJ (x ,-c) = A exp . [-- ] exp . [ - —  (x-Ç(t) ] .

. exp.[i k(t)7 (III.2.9)

que ê a função de onda para o nosso sistema.
Usando a condição de normalização:

/ ' dx = 1 (III.2.10)

obtemos:

A2 = ( ~ ) 1/2 (III.2.11)rrn

Substituindo agora a função de onda, eq. (II1.2.9) na 
equação modificada de Schrüdinger-Langevin vêm:

* 1 • 2- mxÇ + imcoxÇ - imajÇÇ -fí k(t) = — rnÇ +

I ° I ° 1 -- 1 °+. — iniüJxÇ - — ímojÇÇ + — Uto + — imujxÇ

1 - _ • 1 2 1 2 r 2 2 ■ _- — imtoÇÇ - — rnojx - — mco Ç + mio xÇ +
/.t Li L>

+ .j mo)2x2 + myxÇ2 - myÇ2Ç . (III.2.12)

Eliminando termos semelhantes e agrupando adequadamente, vêm:



73

- mxÇ - fik(t) = mÇ2 _ Eq - -j mco2Ç2 +

+ moj2xÇ + myxÇ2 - myÇ2Ç (III. 2.13)

Da eq. (III.1.13) notamos imediatamente uma equação

(III.2.14)

Ç (t) + yCít) + oT Ç(t) = 0 (III.2.15)

que é a equação clássica de movimento para o oscilador harmônico 
clássico dissipativo, onde a força de atrito atuante é proporcio 
nal ã velocidade ao quadrado. Esta equação não possui soluçãoana 
lítica, mas pode ser numericamente integrada.

A equação restante e da forma:

- -Kk(t) = - m ? 2 - | mto2Ç2 - myÍ2Ç + Eq (III .2.16)

ou

fik(t) '= | nuo2 Ç 2 + myÇ2Ç - ~ mÇ2 - Eq (III.2.17)

Colocando "k(t)M como:

k (t) = _ ? ° t  /(myÇ2f + i moj2Ç2 - i mÇ2)dt (III.2.18) 
TL Ti 1 2 2

Como "k" não ê so função do parâmetro tempo "t", mas 

tambèrn da função "Ç(t)n e sua derivada primeira "Ç(t)n, podemos 

colocar a eq. (III.1.18) como:

muito conhecida:

*  2 2 mxÇ - myxÇ - mto xÇ = 0

ou

E . t . :
k(t) = - -4 —  + g(ç(t), ç(t), t.)

TL
(III.2.19)
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onde:

gCSCO , at) , t) = i /CmyÇ2Ç mu)2Ç2- - ^ m£2)dt'n 2 2

CHI.2.20)
ou:

tíg(£(t), ÇCt), t)=mÇ2yÇ + m w V  -| m £ 2 (III.2.2 1)

Logo a função de onda, solução da equação modificada 
de Schrüdinger-Langevin, em uma dimensão possui a forma:

¥ Cx, í) = A exp . [ - --- ■■■■■■] . exp Cx-ÇCt))2] .

4
. exp. [imX| . exp. [ig(£ (t) , Ç(t), t)] CIII.2 .2 2 )

Observar que a função de onda, obtida aqui, possui a 
mesma forma que a função de onda obtida no capítulo anterior pa­
ra o caso dissipativo linear, porém a forma da função "ÇCt)" é 
diferente nos dois casos o que implica' em funções de onda dife­
rentes. Pois a função "ÇCt)" nesse caso é a solução da eq. 
CIII.2.15), porém como essa equação é não linear, não temos con­
dições de obter a forma analítica da função "ÇCt)".

Pode ser tentada uma solução numérica para a eq.
ClII.2.15), mas deixaremos isso para um outro trabalho futuro.

Substituindo a função de onda e sua complexa conjugada 
nas eqs. CIII.2.5) e CIII.2.6 ) obtemos as expressões para a ve­
locidade real (v) , eq. CIII.2.3), e para a velocidade imaginaria 

Cvi) , eq. CIII.2.4) .
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■ II1.3 - ENERGIA

No capítulo anterior, para o caso do oscilador harmôni 
co quântico dissipativo linear, a energia total do sistema ê ob­
tida com a equação de Ricatti modificada e com as definições de 
valores médios. Como a energia não possui um operador definido, 
por enquanto, para sistemas dissipativos, faremos aqui uma anãli. 
se para a energia total, usando a equação de Ricatti modificada 
obtida para o presente problema.

Assim, a eq. (III.1.29) que é a equação de-Ricatti mo­
dificada:

1 2 1 2 ,, r .— mv - — mV. + — V.V. + V(r) =
2 2 1 2 i

iti a w * 2= - “r~ ~—  • Í/H. —  - my / v dr + f (t)
2 St y

onde:

. 2
f(t) = -— ^ / y*[/(V An — ) dr]’!' dr 

4m "°° Y

escrita em termos de valores médios serã:

<—  mv?> + <—  m v 2> + <—  V.v.> + <V(r)> =
2 i 2 2 i

= - <—  —  £n —  > - <my / v2dr> + <f (t) >2 3t f

Observando que o lado esquerdo da equação acima repre­

senta o valor médio da energia cinética mais o valor médio da 
energia potencial que e a.nossa.definição de energia total para 

sistemas dissipativo, vêm:

(III.3.1)

(III.3.2)

(III.3.3)
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E(t) = <— mv2> - <1 mv2> + <~ V.v^> + <V(r)> -(111.3.4)

e que para o nosso problema, em uma dimensão, a velocidade real 
(v) e a velocidade complexa (v^) são fornecidas pelas eqs.
(III. 2. 3) e (III.2.4); o que resulta em:

E (t) = <- m - <-̂  m (ojx - ojÇ)^> +
2 " .

+ <5 —  t e -  WÇ)> + < - m w 2x2> (III.3.5)
2 3x 2

Assim, efetuando os cálculos necessários chega-se a:

E(t) = Eq + j nuo2Ç2 + |  mÇ2 (III.3.6 )

A equação acima contém o mesmo tipo de informações que 
a eq, (III.4.18) encontrada no capítulo anterior para o caso di£ 
sipativo linear.

Por sua vez, o lado direito da eq. (III.3.3), também 
deve fornecer o valor médio da energia do sistema para manter a 
identidade.

Logo:

E(t) = - <—  —  £n — > - <my / v 2dr> + <£ (t)> (III.3.7)2 3t f

escrevendo a equação acima em uma dimensão, já com a expressão 

par.a "f(t) . " 9 resulta em:

ECt) = - <“  a  n > . <*íx / ( 3 ln ii)2dx> „
2 31 V 4m 3x y

2
+ <1U1 { /+“£*[/(JL An ^ ) 2dx]Tdx}> (III.3.8)4m -00 dX ^



Substituindo a função de onda correspondente na equa­
ção acima, apos alguns cálculos obtemos:

E(t) ='<E > - <mxÇ (t)> - <hg> -

- <myxÇ2 (t)> + <myÇ(t) Ç2 (t)> (III.3.9)

Desenvolvendo e substituindo a expressão para Mg(Ç(t), 
5 (t), t)M na equação acima, vem:

E (t) = Eq - myÇ(t) Ç (t) - myÇ(t) Ç2 (t) + | mi2 (t) +^-

- i mw2Ç2 (t) - myÇ(t) Ç2 (t)+ myÇ(t) £(t) (III.3.10)

eliminando termos comuns:

E(t) = Eq - mÇ (t) 'i (t) - myÇ(t) Ç2 (t) - '

-|mo) 2Ç2 (t) + I m|2.(t) . (III.3.11)

lembrando que:

- w2Ç(t) =Ç(t) + yÇ2 (t) (III.3.12) 

vem de forma mais geral:

E(t) = E + ~ mw2Ç2 (t) + | mÇ2 (t) (III.3.13)n 2 2

Esta equação é idêntica ã eq. (III.3.6 ) obtida com o 
lado esquerdo da equação de Ricatti modificada.

A eq. (III,3.13) assemelha-se também com a eq. (III.4.18) 

obtida para o caso dissipativo linear no capítulo anterior, po­

rém guardadas as devidas diferenças, pois a função "Ç(t)M ê dife

77
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Esta equação ê idêntica à eq. (III.3.6) obtida com o 
lado esquerdo da equação de Ricatti modificada.

A eq. (III.3.13) assemelha-se também com a eq. (III.4.18) 
obtida para o caso dissipativo linear no capítulo anterior, po­
rém guardadas as devidas diferenças, pois a função "Ç(t)M ê dife 
rente nos dois casos.

Para obtermos a energia dissipada em função do tempo, 
basta derivar a eq. (III.3.13), assim:

È (t) = mw2Ç(t) Ç(t) + my £(t) Ç (t) (IIK.3.14)

e lembrando que:

\ (t) = - y£2 (t) - o)2Ç,(t) (III.3.15)

chega-se â:

È(t) = - my Ç3 (t) (III.3.16)

A equação acima expressa a taxa de variação da energia 
do sistema em função do tempo, para o oscilador harmônico quânti 
co dissipativo caso quadrático.

A função "£(t)M ê solução da equação clássica de movi­
mento para o oscilador harmônico clássico amortecido, eq. 
(III. 2.15).

Como esta equação ê não linear, a solução ê não analí­
tica e sim numérica.

Frizamos aqui, que este tipo de problema não é aborda­

do pela literatura, pelo menos até o presente momento. Portanto 
não temos como confrontar nossos resultados aqui obtidos.
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CONCLUSÃO

A formulação hidrodinâmica da mecânica quântica vem 
sendo utilizada com sucesso em todos os problemas, que até agora 
estudamos, sem uma necessidade muito grande de cálculos matemá­
ticos sofisticados. -

Não temos a pretensão de colocá-la como uma nova teo­
ria que pode solucionar todo e qualquer problema na : ..'mecânica 
quântica, mas tentamos colocá-la como uma ferramenta de trabalho 
que facilite um pouco o formalismo matemático, bem como as in­
terpretações físicas, que envolvem a mecânica quântica.

Com o pensamento nesse sentido, foi que abordamos os 
problemas dissipativos em mecânica quântica.

No capítulo I fazemos uma apresentação da formulação 
hidrodinâmica usual da mecânica quântica onde, pela separação da 
equação de Schrödinger dependente do tempo em uma parte real e 
outra complexa, obtemos duas equações diferentes.

Da parte complexa obtemos a equação de continuidade , 

semelhante a equação de continuidade para o formalismo hidrodinâ 
mico clássico, onde aqui esta equação expressa a conservação da

probabilidade.
Da parte real obtemos uma equação que expressa a con­

servação de energia, a. equação multidimensional de Ricatti. E pa 
ra casos estacionários obtemos uma generalização da equação de 
Hamil.to-Jacobi da mecânica clássica.

Ainda da parte real, pela derivação da equação que 

expressa a conservação de energia, obtemos uma equação de movi­

mento.
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Nesse método por nos proposto, pela adição da equação 
de continuidade e da equação de movimento, apos as transposições 
de variáveis, obtemos novamente a equação.de Schrüdinger para 
descrever sistemas quânticos.

Observa-se, já aqui neste primeiro capítulo, que por meio de um 
tratamento conveniente da formulação hidrodinâmica da mecânica 
quântica, conseguimos obter resultados apresentados na literatu­
ra, além de nossa formulação conter em si mesma os limites clás­
sicos ou quânticos.

No capítulo II fazemos uma aplicação do no-sso forma­
lismo para o oscilador harmônico quântico dissipativo, onde a 
dissipação de energia ocorre devido â uma força de atrito linear 
mente proporcional â velocidade ao quadrado.

Por analogia com o caso clássico, partimos de uma equa 
ção de movimento do' tipo' "F = ma", que e generalizada para in­
cluir forças dissipativas, e desta equação de movimento obtemos 
um Lagrangeano quântico que descreve o nosso sistema. Separando 

este Lagrangeano em uma parte real e outra complexa obtemos duas 
equações de movimento.

A equação de movimento, obtida da parte real, depois 
de efetuadas as mudanças nas variáveis, ê integrada conveniente­
mente e fornece a equação que expressa a conservação de energia 
ou como.a conhecemos, equação modificada de Ricatti.

Á equação de movimento, obtida da parte complexa, é 
também inte.grada para fornecer a equação de continuidade.

Frisamos aqui que o caminho inverso pode ser seguido, 
isto é, obter., o Lagrangeano das equações de movimento.
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Da equação de movimento generalizada mais a equação dé 

continuidade, usando as d e f i n i ç õ e s d e  velocidade real (v) e 
imaginaria (v^), obtemos a equação de Schrüdinger-Langevin para 
descrever o sistema ora em estudo.

A equação de Schrüdinger-Langevin também foi obtida
[52 , 57 ,67] , ,. . .- ,por outros autores ’ ’ usando procedimentos^ j a descntosno

decorrer deste trabalho. 0 nosso formalismo conduz a esta equa -
ção sem'complicações matemáticas maiores, além de fornecer exata
mente os mesmos resultados apresentados na literatura.

Em seguida obtemos diretamente das equações de mòvimen
to as expressões para a velocidade real (v) e a velocidade com-

r 5 71plexa (v^), .também encontradas por SKAGERSTAML 1 usando as defi_ 
nições de velocidade estocãstica e velocidade corrente da mecân_i 
ca estocãstica.

Usando as expressões obtidas para a velocidade comple­
xa (VjJ e para a velocidade real (v), com as respectivas defini­
ções, obtemos uma função de onda que ê solução da equação de 
Schrüdinger-Langevin para o oscilador harmônico quântico dissipa 
tivo caso linear.

SKAGERSTAM^^ ’ ̂ ̂  obtém a mesma função de onda usando 
uma série de transformações de gauge dependentes do tempo.

Por último, com o emprego da equação de Ricatti modifi
cada, calculamos a energia total para o sistema e esta equação

r 5 71obtida concorda com dados apresentados na literatura1 .
Também a energia dissipada, aqui obtida, encontra ex-

[52,69]pressão analoga na liceratura .
No capítulo II abordamos também o oscilador harmônico 

quântico dissipativo, porém,.a dissipação agora se faz devido à 

uma força de atrito proporcional â velocidade ao quadrado.
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Também aqui usamos o nosso formalismo, e obtemos uma 
equação modificada de Schrüdinger-Langevin para descrever o sis­
tema quântico ora em estudo.

A função de onda, solução da equação modificada de
Schrüdinger-Langevin, é obtida das velocidades real (v) e imagina - 
ria (v^) e guarda'uma forma semelhante â função de onda obtida pa 
ra o caso linear.

Obtemos aqui também a energia total do sistema, pelo 
uso direto da equação modificada de Ricatti, e obtemos também, a 
energia dissipada pelo sistema. ~

Como não encontramos na literatura problemas análogos 
ao aqui abordado, oscilador harmônico quântico dissipativo caso 
quadrático, não possuímos meios de confrontar os nossos resulta­
dos aqui obtidos.

Pelo que Vimos até aqui, a simplicidade do tratamento 
matemático no formalismo hidrodinâmico da mecânica quântica, é 
um forte estímulo para a sua utilização em problemas que envol­
vam dissipação de energia, ou outra forma qualquer de dissipação.

Ademais os resultados obtidos concordam plenamente 
com resultados apresentados na literatura, pelo menos para o ca­
so dissipativo linear, levando-nos a ser tentados â aplicar o 
nosso formalismo em outros problemas que envolvam dissipação de 
energia, quais sejam; colisão de íons pesados, penetração de bar 
reiras, espalhamentos inelásticos de partículas quânticas, etc., 
isto será feito em outros trabalhos.

Lembramos que no presente trabalho não foram considera, 
dos os efeitos de flutuações no sistema.
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