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RESUMO

0 formalismo hidrodindmico da Mecdnica Quantica € apli
cado para solucionar o problema de sistemas quanticos com forgas
‘dissipativas.

| A partir da equacao de Schrbdinger obtém-se uma equa-

S >
_— - > - -~ -
gao do tipo F = %E para descrever sistemas quanticos.

t .

Esta equacd@o & generalizada para incluir forcas que de
‘pendam da velocidade linear ou da velocidade quadratica do_siste
ma em estudo. | | ) |

Este método foi aplicado para o caso do oscilador hér—
monico quantico dissipativo, onde a dissiparacao é feita via uma
forca de étrito dependenté da Velocidadellinear,'obtiﬁemos assim
um Lagrangeanp‘quéntico que déscréve o sistema.

| Do Lagrangéano obtém-se uma equacao de movimento, a
partir dessas equacgoes chega-se a uma equagao conhecida como
"equacao de Schr8dinger - Langevin' encontrada na 1iteratura espe
cifica.

A partir das equacles de movimehto, e das equagCes pa-
ra as velocidades real e imaginaria, obtemosuna funcdo de onda
que € ajustada-péra ser solucao da equacao de Schr8dinger - Lange
vin. Esta funcdo de onda também & encontrada na literatura espe-
cifica.-

Em seguida éalculamos, analiticamente, 0s valores para
a energia total e pafa a energia dissipada no sistema.

| Aplicamos este método novamenté para o oscilador harmo
nico quantico dissipativo, porém agora a dissipacdo se da via
uma forca de atrito proporciomnal 5 Vélécidade quadrética do sis-

tema.
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ABSTRACT

The hydrodynamicél formulation of quantum mechanic§
is used to study the problem of qﬁantic systems with dissipative
forces.

Starting with Schr¥dinger formulation we get to a

N
equation of the E'= %% kind, to describe the quantic systems.
| This is a génerali;ed equation to includ linear or
root mean square velocity_depeﬁding forces.

This method was used to study the case of the S
dissipative quantic harmonic oscilator, where thé dissipétion
is prodﬁced by a linear velocity depending frictionalvforce,
to.obtain a quantic Lagrangean to describe the systenm.

From this Lagrangean, throug a equation of motion we
reach on equation called ”SchrBdingerfLéngevin equatibn”.

Using the equations of motion and the equations for
‘real and imaginary velocity, we obtain a wave function wich i§
adjusted‘td:be the solution to the ”SchrBdingerw-Langevin
equation?. |

Then;vwe obtain an expreésion.tolthe values for fhe
total energy and for the dissipativé energy in the system.

We use this method agains for the quantic dissipative
harmonic oscilator for the case of root mean square velocity

proporcional to-the force.
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INTRODUCAO |

Um problema que vem sendo estudado pelos fisicos por

. . -~ - 7 ~ . - -~ .

aproximadamente tres decadas, € o das forcas de atrito na Mecani
ca Quantica.

Particularmente um problema que despertou mais o0 nosso

~interesse, € - dquele onde a dissipacdo de energia se faz presen

te. Exatamente por que este tipo de problema aparece com freqilén

cia, por exemplo em fisica nuclear; cgliséo de ions pesados{43],
~ o N (371 ... ) [43]
. espalhamento inelastico de particulas , pacote de ondas s
entre outros.
Também & grande o interesse pelo oscilador harmoni-

CO[SO,SI,SZ]_em fisica moleculér, onde temos oscilacoes nas re -

des de moléculas implicando.Conseqﬂentemente em perda de ener-
gia. |

Uma lista bastaﬁte grande de referéncias pode ser en-
contrada no trabalho de J. MESSER[l].

No presenté trabalho usamds o formalismo hidrodinamico
da Mecanica Quantica voltado para problemas dessa natureza, mais
especificamente péra'o'osciladorlharmBnico quantico dissipativo,
onde a dissipacao de energia ocorra via uma forca de atrito co-
nhecida. |

No primeiro capitulo fazemos uma apresehtagéo da formu
lagao hidrodinamica da Mecanica Quantica original .desenvolvi-
da inicialmente por MADELUNG[Z] e depois reformulada por outros,

como: de BROGLIEL3] ¢ HrrRscurELDER[4]

g €M seguida apresentamos
a formulacao mais recente desenvolvida por CABRAL[5] e_mﬂ%EN£6].
Mostramos que a partir da equacdo de Schr8dinger pode-se obter

uma equacao de continuidade, devido a esta equacdo o formalismo



recebe a denominacio ae "formalismo hidrodindmico", e também' a
partir da equacao de Schrﬁdinger pode-se obter a equagéo.de- Ha-
miltqn—Jacobi generalizada para fenOmenos quanticos, onde  esta
equagcao expressa a conservagéo‘de energia para pfocessos estacio
narios, em seguida obtemos ﬁm Lagrangeano que represente esté
sistema. Este Lagrangeano podé ser separado em. uma parte real e
outra imaginéria, da parte real obtemos novamente a équagéo de
movimento para o sistema e da ﬁarte imaginaria obtemos uma equa-
¢ao que € muito semelhahte'a equacao de continuidade do formalis
‘mo hidrodinamico classico. | ) 7
Em seguida, usando as defini¢des de velocidades quanti
cas, dadas por HIRSCHFELDER[4J,'nas equacdes de continuidade e
de movimento obtemos a equagéé de S;hrBdingef-—Langevin que Te-
preéenta 0 sistema quantico dissipativo. Depois de conhecidas as
equacoes de.movimenfo e a equagao de cohtinuidade; a partir de-
‘las, podemos formar um sistema de equacdes envolvendo as veloci-
vdades quéhtidas'e obter expressoes eépecificas para essas veloci
dades; A parfir dessas expressaes obtidas para as ~velocidades
quénticas,‘e com o emprego das definigoes dadas por HIRSCHFELDER,
encontramos uma fungso de onda solucao da equagao de Schrddinger-
Langevin.
Em seguida proéuramos uma forma de expressar a energia
do sistema, colocando o problema em termos de valores médios e a
partir da equacao modificada de Ricatti obtemos a taxa de dissi-
ﬁagéo para a energia.
No terceiro capitulo o procedimento seguido €  também
semelhante ao adotado no capitulo anterior, onde agora estudamos
. o oscilador harménicp quéntico com uma forga dissipatiVa propor- .

\ -
' cional a velocidade ao quadrado. Aqui da mesma forma que no capl



tulo anterior, partimos de uma equagdo de movimento conhecida, do

de’
o sistema quantico dissipativo ora em estudo.

-
. x d . o '
tipo F = P ea partir dela obtemos um Lagrangeano que descreve

Utilizamos novamente as definigOes de velocidade quSn-
tical?l obtendo assim uma équagéo analoga a de SchrYdinger-Lange
vinfefeﬁ seguida obtemos a; expreSsBes para essas velocidades a
partir‘das equagoes de movimento. Também usando as expressées
aqui obtidas, paré‘as velocidades real (V) e imaginario (?i), e
' ' (2]

, encon -

"~

usando as pf6prias defini¢coes dadas por HIRSCHFELDE
tramos uma funcao de onda solugad da equagdo aniloga 5 de Schrl-
dinger—Langevin, e em seguida buscamos as trajetOrias, descritas
pe16 dsci1ador_harm6nico quantico dissipativo.
~ - Com rela;éo a energia do sistema,'utiliiambs novamente
as definicoes de valores médios e a equacao de Ricatti - modifi-
cada péra oBter‘a enérgia.total do sistema.
| Por Ultimo apresentamos uma conclusao do'nossd traba-
lho sugerindo algumas aplicacoes do formalismo em outras formas

de problemas com dissipacao.



CAPITULO I

FORMULACAO HIDRODINAMICA DA MECANICA QUANTICA

I.1 - INTRODUCAO

Paralelamente ao aeseanlvimento da mecanica ondula-
téria, desenvolveram-se outras interpretacoes alternativas da
teoria quantica. )

Dentre estas interprétag6es}podemos'destécar osntra-
balhos de E. NELSON[7], L. de la PENA-AUERBACH e  colaborado-
res[8,9,10,ll,12], de G.C. GHIRARDI e colabbradbres[l4], K. YA~
SUE[lS], entre outros, que atacaram a Mecanica Quantica atraves
.de uma interprétagéo estoééstica para sistemas Markovianos. Na
ref. 13 encpntramoé uma lista bastante grandé de trabalhos nes-

te sentido.

15,16,17] considerou a funcao de onda."¥'" co-

D. BoHM!
mo um campobque atuaria na particula, assim como um campo ele-
tromagnéfi;o,'ou uﬁ campo gravitacional, ou um campo produzido
por mesons, ou outro qualquer caﬁpo que ainda n§o se conhecga.

Por 'analogia com outros campés, como no cgso do campo
eletromagnético que obedece as leis de Maxwell, b Campo g
deve satisfazer a equagao de Schr¥dinger. Nesses C%?S, uma com-
pleta especificagéq do campo para um determinado instante em
qualquer-regiéo do espaco determina o valor do campo para qual-
quer valor do tempo.

Assim, se cpnheéermoé as funcoes de onda, podemos cal

cular a forca atuante sobre a particula, bem como, se Conhece -

mos a posicao inicial,6 e o momento podemos calcular a sua traje



‘téria.

D. BOHM impds também.que o momento deve satisfazer
a relacdo "P = VS" e que a densidade de probébilidade"p = v)?"
nos da a provavel localizacdo da particula em qualquer ponto do
espaco.

HIRSCHFELDER e colaboradores[ls’lg’zo]

que utilizan-
do-se de uma interpretacao hidrodinamica da Mecanica  Quantica
atacaram problemas, tais como: Reflexao e transmissao de parti-

culas em uma barreira de potencial, entre outros.-

-
~

BATTEZZATT 41 estuda o broblema de uma éarticui; em
um meio dissipativo e obtém a variavel de acao explicitando a
‘equacao de Hamilton-Jacobi em uma parte deterministica, resul-
tante da energia cinética que inclui os efeitos da viscosidade,
é de outré parte estocastica produzida pela propria forga esto-
castica que obedece as relagcoes de flutuagcao e dissipagcao para
0 sistemaf_

L. de la PENA-AUERBACH e colaboradores[zz’zs] deduzi;
ram uma‘eﬁuagéo de Schrddinger generalizada, valida para casos
onde as forgaé sao dependéntes da velocidade de deslocamento de
uma particula, baseados na hipdtese de que uma descrigdao quanti
ca mais geral dé uma particula pode ser construida se partirmos
de um processo Markoviaﬁo descrito pela equacao .de Fokker-Planck
no espago de fase. Obtiveram tambéﬁ uma descrigao quéntica para
o movimento de uma particula Browniaha; cujo comportamento pode ser des -
crito pela equagéo de Smoluchowski. Este movimento pode ser -estuda-
do pela equacao de Schrbdinger se definirmos uma funcao de

onda complexa, cuja norma nos da a densidade de probabilidade,



e que possua analogia com a densidade de probabilidade para pro
cessos Markovianos na mecanica estocastica.

Diante do quadro exposto acima, vimos de maneira mais
nitida que podemos tratar os problemas quénticos utilizando di-
" versos formalismos. Dessa forma abordaremos os problemas quénti
cos dissipativos utilizando a formulagao hidrodinémica da Meca-

nica Quantica.

I.2 - A FORMULACAO HIDRODINAMICA ORIGINAL DA MECANICA

" QUANTICA.

Em 1926, Madelung[z]_mostrou que pelo fracionamento
da equacao de-Scheringer dependente do tempo, em suas componen
teslreal e imaginérié, nos fornecia uma equaééo de movimento e
uma equacdo de continuidade.

A partir dai com os trabalho$ de BOHM[17’15’161, HIRS
CHFELDER e colaboradores 18:19:20,41 casarr & guarnTERE[Z4],
entre outros, essas equacoes ganharam um novo enfoque com suas
aplicaéSes em diversos problemas. |

Utilizando aqui o procedimento sugerido por HIRSCHFEL
DER e colaboradorés obteremos as equagées'caracteristicas da
formulagao hidrodinamica da Mecénica Quantica.

Escrevendo, sem perda de generalidade,‘a funcao de on

da na forma:

v = pi/2 eXp,[i_gj (I.2.1)

onde tanto. "p", p = WW*; € a densidade de'probabilidade, ~ como

. "S" s3o reais. A funcdo de onda e suas primeiras derivadas sdo



obrigatoriamente continuas e de valor Unico, exceto para pontos

onde a energia potencial, "V'", diverge.

Podemos também requerer que 91/2’ S e suas derivadas
primeiras sejam continuas (exceto para pontos onde pl/2 =0, nos
quais VS » «).

A expressdo usual para o fluxo é:

T = B gy - oy ,
Zm _
_ (I.2.2)
N .
3= gy
2nm - . «

Fazendo uso da definicdo de'vélocidade-local usada

inicialmente por MADELUNG 2], Lanpaul?®!, rowpon!261,
-
v=2J/p ~ o (I.2.3)

~-> ~ .',A, > - .
para definicao de "v" na formulacao hidrodinamica, onde v € uma
- funcao.

Lembrando que em Mecanica Quantica o momento de uma

‘_‘ . ) L
particula e tratado como um operador dado E = 1hv, de onde se -

é
R .
gue que "'mv'" e a parte real do momento local.:

Dessa farma o formalismo hidrodinémicouprevé entéé uma
exprésséo ﬁais geral para a grandeza denominada velocidade. A
 qua1 denominamos por velocidade quantica "?", que no caso de
uma parffcula de massa '"m', € dada por:

-

BY = mV¥ = m(vV+i V)Y | (I.2.4)

-

onde '"p' € o operador momento, "¥" & a funcdo de onda do siste-

>, > .
~ma, "v'- & a componente real e '"v." a componente imaginaria da

1.

. ~ . ‘ - - - -
velocidade quantica. (No caso classico, v =0 e p =mv).



Utilizando a eq. (I.2.4) e sua complexa conjugada €
'~ possivel obter a componente real e a imaginaria da  velocidade

em termos da funcao de onda, assim:

CPrYr = m(V-i VO . (I.2.5)

e reescrevendo (I.2.4) e (I.2.5) cdmo:_

. -> : -
Vei v, =y Py . (1.2.6)
i m
e: : -
- -1 3«
Voiv, =y By (1.2.7)
i m
‘ > > .
e lembrando que p = - 1hV, teremos:
- + N ’
ViV, ='-1£iv 4n ¥ B (I.2.8)
Vfr\‘\’;‘\"1'§]\\/
e
N A -
V-1V, =+—7V2n ¥ | - (1.2.9)
' - > . -
isolando agora v e A das eqs. acima, obtem-se:
- iRz wr |
Vo= o V &n v (1.2.10)
V. =2l ¥ gn vry (I.2.11)
1 Znm

As equacoes (I.2.10) e (I.2.11) sdo equacdes basicas

. . A >~ . § =
‘no formalismo hidrodinamico, v e a velocidade local ou real e vj € .

componente imaginaria da velocidade qudntica. E através delas e
da equacao de Schrddinger que podemos obter a equacao de conser

vacao de energia e a equacgao de continuidade.



Com o intuito de separar-se a equacao de

Schr¥dinger
em uma parte real e outra imaginéria, substitui-se a funcio de
onda definida em (I.2.1) na eQuagéo:
ih - = = ¥ 4+ VY - (1.2.12)
ot Zm

obteremos assim:

lpzw'—-a—;}-iﬁiznp-v (I.2.13)

¥ 2m "8t 2 T ot '

<o

onde "t'" & o parametro tempo e "V o potencial de interacao,

Expandindo o lado esquerdo da eq. (I.2.13) obtém-se:

2 > '
1p°y, _ D 7 1. .2 1.
~E2 y.P (v Yy o= = -
3 5o o (v iv.) 5 mv 7 MV o+
. +'§ V.V, o+ i(mv.v _’gv.{h (I.2.14)
‘ : - _1 p?
Levando agora, a expressao para Y ’%ﬁ‘¥ dada pela
eq (1.2.14), na eq. (1.2.13) e, separando-se as partes reais e
imaginarias obtém-se:
38 1 2 1 2 h 2>
TR mv -3 mv. o+ > Vvi + V (I.2.15)
e
> > i A 9 - 7
mv.v, - —- V,v = = = — . &n 1.2.16
22 2 ot g ( )

A equacao (I.2.15) pode ser escrita ainda, como:
o VR gdpl/2 oy e 2




onde.a funcao de onda definida em (1.2.1), forneceu-nos para v

>
e Vv.:
i
. VS
—)-
Vv = - ,(1,2.18)
e .
>
-> _ jl EE
Vi = 5o 5 | (1.2.19)
Usando agora a eq. (I.2.11) podemos escrever a  eq.
(I.2.16), como: '
30 L V.0¥) =0 ~ (1.2.20)
ot
‘que & a equacio hidrodinﬁmica de continuidade para um fluido

classico de densidade conhecida '"p'. Por este motivo, o-desen -
volvimento aqui adotado é<chamado de formulacdo hidrodinamica.
Mas, para sistemas quanticos, a eq. (1.2.20) é aprelsentada[27’28]
como uma equagcao de continuidade para a densidade de probabili-
dade, onde p = |¥]2.

- Para casos estacionarios, a eq. (I.2.15) reduz-se a:

1 2 1 2 A2 > : : ;
E mv - z in +-E V-Yi +V = E (I.2.21)
“ _ §§"
com ‘E = T

E utilizando-se'das definigoes (I.2.18) e (1.2.19) para vV e 31,
a eq. (I.2.21) pode ser escrita como:
@s)? 72 g2pl/2

V - — —— _ 1.2.22
dm *+ 2m Dl/z . ( )

que & uma generalizacdo da equacdo de Hamilton-Jacobi da mecani

ca classica, tomando-se o limite h - 0, "S"™ € a solucao da equa



11,

cao de Hamilton-Jacobi.

38 1 2.2
-2y 2 (Y V = 0 L2,
=t (V)T - (1.2.23)

Isto significa que a particula descreve uma trajeto -
ria clasica, mas existe além do potencial externo, a influéncia

de um potencial quantico dado pdr:

2 .
- JRD -1/2 g2 (1/2 O (1.2.24)

unéntico Zm °

<\

que provem da interacdo da particula com seu proprio campo "Y',
Assim, D. BOHM explica qual o efeito produzido ao medirmos o es
tado quantico de um sistema, pois ao efetuarmos uma medida de
um observavel, altera-se o seu campo “p” levando a uma  conse-
qllente alteracao em‘”Vq” e portanto no movimento do sistema. Ex
plica também porque uma particula nao pode alcancar pontos onde
a fungéb'de onda é‘nula, pois para estes pontos o potencial quan
tico torna-se infinito. 7

Com os trabalhos de NELSON!’) e de L. de 1a PENA-

H[8’9’11] temos uma interpretacao um pouco diferente do

AUERBAC
potencial quantico, onde a velocidade complexa.(%i)-é considerg
da como a componente‘estocéstica e a vglocidade real (V) & a
componente sistematica da’Velocidade total, e a partir dal ba-
seado em pfincipios classicos € obtida a equacao de Schrddinger..
0 proprio de 1la PENA-AUERBACH[11] intepreta este potencial quﬁg
tico como um termo decorrente da energia cinética do sistema,
‘mas, ainda associado a velocidade estocastica. |

Um limite que para nos teria algum interesse, por des

i

) - » ’ - V +
crever o limite classico, € o caso em que 'V, = o na eq.

(I.2.21), pois:



12

P=mnv | . (I.2.25)

e assim a eq. (I.2.22) assume a forma:
. :
E=-mv” +V (I.2.26)

. Esta eQuagéo cléssica.de consefvagéo de energia foi
obtida $em o limite "h - 0"[5}, mas a partir da eq. -(1.2.25),
isto €, a partir da definicao classica de movimento.

| Outro limite de particular interesse para néqz € o ca
'so de funcoes de ondarreais, bnde'a'velocidade quﬁntica Jpossui
apenas a compdnente imaginéria. Nesse caso a eq. (I.2.22) assu-

me a forma:-

Az > - 1 2 ‘ |
—Z—V=Vi'= (E—V) +—vai . . (I.2.27)

que € uma'equaééo multidimensional de Ricatti e que tem algumas
Vantagens ém relacao a eq. de Schr&dinger. Por exemplo, . pode
ser numericamente integrada, em alguns casos, de maneira mais
répida[7o], por sé.tratér de uma equacao de primeira ordem, mas
nio linear.

Neste ponto, € importante frizarmos, que o procedimen
to seguido na formulac@o hidrodinamica original € sempre no sen
tido de que a partir dé equacao de Schrddinger, eq. (I.2.12),
podemos obter a.equagéo de continuidade, eq. (I.2.20), e obter,
também,:a equacao de Hamilton-Jacobi, eq. (I}2.22), generaliza-
da para a Mecanica Quantica. |

|  Onde para casos estacionarios a eq. (1.2.23) descreve

a conservacdo de energia do sistema.
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1.3 - EQUACKO DE SCHRODINGER

Como ja vimos na secao anterior, utilizando as defini-
-~ .. - . . . - . ->
coes de velocidade real "v'" e velocidade 1imaginaria “vi“, conse-~
gue~se separar a equacao de SchrBdinger em parte real e outra
. o= (2]
imaginaria .
A parte imaginaria nos fornece a equacao de continuida
p g - o
1t

de para um fluido classico de densidade '"p".

Da parte real, para casos .estacionarios, obtém-se uma

.(\

generalizacdo da equacdo de Hamilton-Jacobi da mecanica classica.
~Utilizando-se agora de uma analégia com o formalismo
hidrodindmico usual, mais o formalismo de particulas e as definir
gaes de velocidade real "V'" e velocidade imaginaria “3i“, deve
. ser possivel obter-se a equacao de Schrﬁdingér com auxilio da
eduagéo‘dé continuidade e da equacio de movimento do sistema.
Inicialmente suporemos o caso de uma Unica particula
de massa ﬁm” mdvendo—se em uma dimensao.sob a agédvde um poten-

cial externo ¢(x,t), nesse caso um Lagrangeano adequado para esse sistema &:

1 72
L =‘Ean - ¢(x,t) , o (1.3.1)
- ) ' _ -
onde "U" ¢ a velocidade quantica da particula e que pode ser
escrita como:: |
U=1%+18, (I.3.2)

N o
Esta velocidade '"U" descreve o caso de uma particula
. ) > - '
e difere da velocidade "V" que € para descrever campos.
"$(x,t)" &€ um potencial quantico [que mais. adiante

identificaremos com o potencial quantico descrito na primeira
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parte deste capitulo].

O Lagrangeano (I.3.1) pode'ser separado em uma parte

real e outra imaginaria:
L = LR +1L; ' | (I.3.3)
onde a parte real é:

2 1 2

1.2 ' | | <
Ly = zmu” - smul - Re ¢(x,t) , (I.3.4)
e a parte imagindria: : _ ‘ s
L; = md.d; - Im ¢(x,t) | (I.3.5)

Através de uma simples inspecao das equacdes  obtidas
na primeira parte desse capitulo, podemos notar que existe uma

grande semelhanca entre estas equacbes e as equagdes da mecanica

classica, assim para as equacoes escritas acima, definimos um
parametro "t." e um parametro 'u;", tal que:
e s
._* . .
o= 9x ' (I.3.6)
1 dt -

t=cte.
-~ - - ‘
e um parametro "t" e um parametro '"u', tal que:

_>' d—}z . .
= == 1.3.7
u dt! | ( )

ti= Cte.

"—>" - . . -~
onde '"x" e o vetor posigao.

Com estas definigbes pode-se buscar solucoes da forma:

- ->

x = x(t, ti)

4=t ty) | (I.3.8)
-> - '

ui = u‘i



it
(¥4

Ve
Cabe agora aqui um comentdrio sobre os parametros ''t''
e ”ti”. Denominamos esses parémetrbs como "tempo real'" e ''tempo
imaginario" respectivamente, nao sendo absolutamente necessario
atribuirmos, no momento, a estes parametros um significado fisi-
co.
Tendo em vista agora, que para as equagées de movimen-

to ‘aqui obtidas o principio da minima acao estabelece que:

\

2pdt de -0 . (I1.53.9)

t

/
t

i1
pode ser obtida uma generalizacao das equacoes de Euler-Lagran-

ge[s], na forma:

ox ~ dt "3u dt. “ou

‘ o .
oL 4 3L d 2Ly _ g (I.3.10)
Aplicando a eq. (I.3.10) na parte real do Lagrangeano,
eq. (I.3.4), obtém-sé a seguinte equacao de movimento:
d

dt

mu 4 mu V[§e ¢ (x,t)] | (I.3.11)
U - ———— e = I 5 {3 . . AL
, dts 1 eLEs

Aplicando agora a eq. (I.3.10) na parte imaginaria do
Lagrangeano, eq. (I.3.5), obtém-se a seguinte equacdao de movimen

to:

md = - V{Im ¢(x,t)] (1.3.12)

et

Das e%yagng de movimento, egs. (I.3.11) e (I.3.12),

\

<

“de st obter

N

quacao.'de SchrYdinger desde que faca -
mOS a seguinte ‘trangposicacs

.
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Tt,t) - Vx,t) (1.3.13)
U (e,t) - vZ(x,t) g (I.3.14)

"y

onde u(t,ti)” e ”G;(t,ti)” sao respectivamente as velocidades
real e imaginaria para o formalismo de particulas e onde f@ﬁx,ty'
e ﬁ?l(x,t)" sdo as velocidades real e imaginaria para o formalis
mo hidrodinamico. |

Devemos ainda colocar o potencial "¢(x,t)" na forma:

>

5(x,t) = - %?-V.GT+ Vi) (1.3.15)

Il

> - - -~ - - - . - cl
onde "V'" e a velocidade quantica definida na primeira parte des-

te capitulo:
Vo=V o+iv, (I.3.16)

Separando entdo a eq. (I.3.15) em uma pérte real e ou-

tra imaginaria:

Re 0(x,t) > T 9.7, + V() - (1.3.17)
c
- e o
Im ¢(x,t) » = V.V (I.3.18)

2

Usando agora a derivada hidrodinamica definida por: .

d = = 3 -

I A | I.3.19

at v VV * 5T | ( )
RO R A - (1.3.20)

.
¢."

..

mais as‘ﬁﬁdifi§5g6és;aaaas pelas_qui II.3Q17),‘U;3.1$Ye (I.3.14),
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a equagao (I.3.11) assume a forma:

> > >
m(v. Vv) + Y mv - m(vl Vvi) -
9 > A2 ‘ | '
- TaTC-mvi = - V(E V.vi + V(x) _ (I.3.21)
que pode ser melhor agrupada como:
L%y _Lopwyl , 38  3 ovr
—anv --EmVVi + 5 at.zn 7 =
- iR : ' T
= - V[V(x) + > V.Vi] : o (I.3.22)
Integréndo a equacdo acima, obtém-se: V02.4F=02
onds d}:dxf-fd\lg“lrdzlz
Loy Llp,2, i3 v
5 mv - 5 HlVi-r > 3t n v = ou
V(}'g,'pl(‘“:.d(lfz)

,Jh - :

= - V[V(x) + > V.vi] + £(t) (I.3.23)

onde '"f(t)" € uma constante de integracdo e, para casos estacio-

narios, serve como referéncia para o nivel de energia do sistema.

Por comodidade fazemos "f(t) = 0'", o que resulta em:
L1 2 1 2 howo ‘ <
E:E mV --Z—mvi+—2—VVi +V(X) (1.5.24)

'_Substituindq agora as definicles para as  velocidades

real (3) e imaginaria (31) na ‘eq. (I.3.23), obtém-se:

2 2.
{V‘P

. 2 R :
3 S wa} + V() (1.3.25)

y* R
HO) - 5 ™ ¥

‘Também a eq. (I.3.12) assume a forma:

LT > 3'—7>--.—>
_m[v(v.v.)]+n1§?zyi = V(

h 2>
Vs 7

V. V) ‘  .- (1.3.26)
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quando usambs as derivadas hidrodinamicas mais as eqs. (I1.3.13),
(I.3.14) e (I.3.18).
E que também nos fornece, apéé alguns calculos:

V(o V) + %;CQ -0 | , (I1.3.27)

A eq. (I.3.27) & a equacdo hidrodinamica da continuida
de para um fluldo classico, e que ja foi obtidag anteriormente na

eq. (I1.2.20) a partir da equacao de Schr8dinger.

Agora escrevendb‘a eq. (1.3.27) como: .,
Tl 1_8_9__ R _a_h—-)—> ‘ ] '
S S 5p S MV 5 VeV ‘ : (I.3.28)

. . . . —~ L ->
e substituindo as definic¢coes para a velocidade real '"v" e para

. s > '
a velocidade imaginaria ”Vi", chega-se a:

Bl AL iy vy, (1.3.29)
- S 3.

Y/
9t 4m = ¥* y J
| Somando, agora as eqs. (1.3.25) e (I.3.29) obtém-se:

3 2% 2 |
iA—=— ¥ = - = V¥ + VX)¥Y + £(t)V¥ , (1.3.30)
oot 2m , : o

onde a constante "f(t)" € nula, para este caso.

Assim a eq. (I.3.30) se reduz a:

H

-

- iRy - (I.3.31)

que nada mais & do que a equagao delSChrUdinger.

Fica assim evidenciado que quando se conhece a equagéo‘
~de movimento do sistema,_eq..(I.S.ll)[g 1,.podemos_obter a equa-
cao de'SchrUdingéf com ©O auxiiio da équagéo de continuidade e

das transposicGes*I.3.13 e 153.14.
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Aqui isto foi feito para um sistema conservativo nos
bl

capitulos seguintes abordaremos de maneira semelhante os proble-

mas que envolvam dissipacdo de energia.

Comc um péqueno comentérid,.podemos colocar ainda que,
ao introduzirmos os parametros 't'" e "ti", estamos tentando tra-
tar o '"'tempo quantico' como uma grandeza bidimensional, possivel
de representagéo em um sistema de coordenadas com _‘Componentes
(t,t,), tal que ao efetuarmos a transiééo a mecinica clissica es
te 'tempo quantico' devera necessariamente tornar-se o parametro

tempo como o conhecemos usualmente.

*y
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CAPITULO II

SISTEMAS DISSIPATIVOS - OSCILADOR HARMONICO

DISSIPATIVO I. (Caso dissipativo linear)

II1.1 - INTRODUCAO

No capitulo I desse trabalho, ap65 um breve resumb SO~
bre a formulacdo hidrodinamica da mecanica quﬁntica, ficou de-
monstrado que a partir de uma equagao de movimenpo conhecida, e
a partir da equacao de continuidade, obtém-se a equacao de
Schrddinger'Que descreve a evolucao temporal do sistema.

A seguir abordaremos problemas onde a energia ja ndo €
mais uma constahte de movimento, isto.é, a energia & constante -
mente dissipada via'uma interagéo com o meio onde se encontra
nosso sistema. Evidentemente este nao € o~ﬁnico_caso de atrito,
existe também casos de dissipacdo devido aos graus iﬁternos de
liberdade do proprio sistema.

‘ O atrito seria a forma na qual essa interacao de um
objeto com o meio, cujos componentes bdsicos tem dimensdes bem
menores do que o valor da energia envolvida, no processo, € mani
festada "macroscopicamente" mas ainda quanticamente.

Embora a concepgdo do atrito seja essencialmente clas-
sica e macroscopica, existem alguns casos no qual ele pode ser
tratado micros;opicamenté; um exemplo seria a radiacao -de frena-
mento, outros eXemplos nos teriamos em penetracoes de barreiras,

espalhamento de ions pesados[43]; na interagao, de um  .objeto

quantico com o meio[38].

Quando abordamos os problemas enumerados acima, nao po
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‘demos trata-los classicamente, pois os valores de energia, momen
to, distancia, etc., sao muito pequenos (da ordem de H), nesse

caso, a melhor forma de se tratar o problema € atravées de uma

abordagem quantica, se bem que a resolucao de'problemas com atri

to em sistemas quanticos € ainda uma questdo em aberto.
.Classicamente, alguns problemas que envolvam o atrito

tem solucgdes satisfatSrias, sendo necessario conhecer apenas a

equagdo que descreve o fenomeno diésipativo[34]. Sabe-se que,

para certos sistemas dissipativos, podemos obter equacoes de mo-

. <~
vimento que contenham termos representando a forga de atrito. Es-
(311 -

b

te procedimento tem sido adotado por autores como: DENMAN

g[33,34]

BATEMAN (321 1EMO , etc.

2

[35]

Autores como: BAHAR & KWANTY yan[381  gonal371

etc., mostram que, partindo de uma equacao de movimento conheci-

da, € possivel construir uma infinidade de Lagrangeanos e Hamil-

tonianos que descrevam o comportamento desses sistemas dissipati
vos. Porém as técnicas utilizadas, na obtencdo desses Lagrangea-
nos ¢ Hamiltonianos, s3ao as mais diversas possiveis.

Assim & que NEGRO & TARTAGLIAL3®!

em seu artigo, par-

tindo de uma equacdo de movimento que descreve a dissipagao de

energia para uma particula sujeita a uma forga de atrito, se
3

(39,401 obtem  um

utiliza do formalismo desenvolvido por HAVAS
"fator integfanté" o qual € incluido ao Lagrangeano convencional
do sistema.

Este Lagrangeano modificado obtido, se assemelha muito
aos Lagranéeénos utilizados nos sistemas amortecidos.

Em se tratando de sistemas dissipativos quénticps,ap6s

a obtencdo desse Lagrangeano modificado o proximo passo seria a

quantizacdo do sistema, pela substituicdo dos operadores por va-
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riaveis cénSnicas.correspondentes ou por outro método qualquer.
E notavel o contraste entre a facilidade com que pode-
mos tfatar forcas de atrito em mecanica classica, e a complexida
de que envolVe 0 seu tratamento quantico. Uma das ra;§es para es
'se contraste entre o tratameﬁto.cléssico e o tratamento.quéntico
da friccao & que a mecanica quﬁntica'é baseada conceitualmente
na ex1stenc1a de Lagrangeanos e Hamlltonlanos. E para um sistema
classico € suf1C1ente medir as forgas de atrito e inclui-las nas

equa¢6€s de Newton.

(\

Desde que forcas de atrito néo podem ser 'introduiidas

-

de maneira convenc1ona1 no formallsmo Lagrangeano ou Hamiltonia-
no, apesar de ex1st1rem tentatlvas para 1sso[37 38, 39],-e costu-
me abordar os problemas qudnticos como um sistema totalmente fe-
chado. | |

Por exemplo, se considerarmos uma particula'dissipando
energiaAnum meio viscoso; considera-se como sistema fechado a
particﬁla'mais o meio viscoso.

.Outra razao para essé contraste seria a complexidade
matematica que envolve as solugées;.nem sempre se consegue encon
trar;solugées analiticas para o problema. Nesses casos utiliza-
se do método.das fentativas, 0 que nem sempre da Bons resultados.

| Tendo em vista a.situacao exposta acima diferentes au-
“tores tem procurado um caminho mais facil e mais pratico para a
resOlqgéb-dé sistemas quénticos dissipativos.

Assim & que autores como STOKER & ALBRECHT [41] | M. Ra-
ZAVY[42 43] e K. YASUE[67], partlndq da observacao de que a equa

cdo classica de Hamilton-Jacobi pode ser generalizada para acomo

dar forcas de atrito que dependam essencialmente de uma velocida
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de arbitraria, tentam solucionar o problema aqui abordado.
Embora nao seja possivel obter-se um Hamiltoniano con-

[39,40], a generalizagao da

vencional que contenha tais forgas
equacgao de Hamilton—Jacébi ajuda a encontrar uma equacdo de movi
mento que descreva o fenomeno observado. Para obter uma descri -
¢do quantica do atrito, STOKER & ALBRECHT 41l também se utiliza-
ram da interpretacdo hidro-dinamica de Madelung generalizada | a
partir de equagéo de Schrddinger e de suas relagoes fechadas com
a teoria de Hamilton-Jacobi. Mas' 0 operador resultante paig o}
atrito & sempre ndo linear devi&o‘éisua dependéncia direta  com
o estado do sistema. STOKER & ALBRECHT deixam bem claro no final
do seu artigo que'é necessario muito mais trabalho para justifi-
car a aproximégéo fenomenoldgica, ﬁtilizada’neste procedimento,
do que para determinar toda a sua gama'de aplicagaes;

| Unm Hamiltbniano‘muitoiusado nos processos dissipativos -
-quénficos,fé‘o.da forma: | |

A2 -

H = - P A exp.(-yt) + (V(x) =~ xA(t)) exp.(yt) (II.1.1)
onde '"y" é'ofcoefi;iente de atrito e "A(t)" representa uma forga
estocistica. |
| '0 Hamiltoniano dado pela eq. (II.1.1) foi obtido pri-
meiramente por CALDfROLA[44] e mais tarde obtido também por

kana1 [4°) ) mavas(39), pEnman[St]) passel46]

Uma extensdo matematica mais geral para toda a gama de
aplicabilidade do formalismo Lagrangeano e Hamiltoniano envolven
do fofgas dissipativas fol elaborada por HAVAS[SQ’471 e S@WJ37].

HAVAS[47], em um de seus artigos, mostra que mesmo  se

= 0 ndo € derivavel do principio varia -

um par de equagSes”Gi
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cional, poderézexistir ainda um par de equacoes equivalentes
”fiGi = O”, 6btidas com a ajuda do ﬁfator integrante (fi)”; que
séré derivével. Mostrou que para qualquer par de equagoes "G, =
di +.gi(qj,‘t)4= 0'" existe Sempre um sistema equivalente

"y fiquj,lt) Gy = O”Ique sao as'equagées de Euler-Lagrange do
principio variacional. Como qualquer sistema de equacdes diferen
cial € equivalente 4 um sistema de_equag6es de primeira ordem,
isto implica que qualquer sistema de equacdes diferencial ordina
ria de ordem '"M" é_derivével'de um Lagrangeano. Em particular es
te é_o caso para equacoes de movimento de Newton comﬁforgéé*de -
pendentes de uma velocidade arbitraria.

SONA[SZJvem séu értigo considera,a aplicacao do forma-
lismo Lagrangeano e Hamiltoniano para forcas nao conservativas.
Com um exemplo simples ele derlva a equagao de Schrddinger, com
vista em uma possivel construcdao de um modelo dtico para o espa-
lhamento inelastico. |

A pfincipal dificuldade encontrada na interpretacdo fi
sica & devido ao fato de ndo existir qma'equagéo.de continuidade
para o sistema. o

Mas existem dificuldades muito grandes na quantizagio
_de‘um Hamiltoniano da forma descrita por (II.1.1), isto foi de-
monstrado prlmelramente por BRITTIN[48] e tambeém por J. MES-

ser[49]

. Uma tentativa para facilitar essa quantizacao é elimi -
nar-se o termo "A(t)"[SO] da eq. (II1.1.1), més isso conduz~§ con
tradicdes nas relacdes de cémutagéo e viola drasticamente o prin
cipio_darincertezai42]. Além disso, desprezando-se a forga esto-.
castica "A(t)", a eq. (II.1.1) nao nos conduz 5 uma equacdo  de
movimento que verdadeiramente expresée o problema dissipativo.

SENITSKY[sl]; coloca ainda que, a negligencia da forga'estocésti
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ca "A(t)" ndo permite a aplicacao correta das relacoes de Hei;
semberg e uma désCrigéo correta do formalismo é impossivel.

BRITTIN[48], no final de seu artigo, vai um pouco além
dizendo que neste caso nao existe representacao no formalismo de
Schr¥dinger para sistemas dissipativos.

Ja M. RAZAVY O3] en seu artigo, trabalha com um Hamil-
toniano onde a foréa estocéstica "A(t)" e desprezada e conclui
que a primeira integral da energia e o proprio pbtencial sao ope
‘radores fundamentais em mecanica quantica para sistemas dissipa-
tivbs.AE'que,'além do Hamiltbniano (II.l.l), outros HamilEbnia'_
‘nos equ;valentes geram a equacao de movimento que descreve o fe-
nomeno dissipativo, mesmo que esses Hamiltonianos nao sétisfagam
as regras de quantizacao de Heisemberg, e que cond;zam a rela-
gGes_de‘tomutagéo incorretas para os operadores velocidade e po-
sigio.

Outra‘.equagéo niao linear bastante utilizada em siste-

mas dissipativos € a-equacao de Schrddinger-Langevin, dada por:

| 2 ' | |
in & LB avs v - xAY -V, )Y (II.1.2)
ot 2m L v
- onde ”VL(W)” & um potencial ndo linear que inclui o atrito e &

da forma:

1Y
21

fan L - s y|? an o5 dx} (II1.1.3)

vV, (¥) =
L~ W* R

N%21 o foi

A eq. (IT.1.2) foi primeiramente descoberta por KOSTI

derivada a partir das equagoes de Heisemberg.
Posteriormente outros autores rederivaram a equacdo de

Schrddinger-Langevin utilizando-se relacoes de comutacio associa

das a propria mecanica estocastica de Nelson, dentre eles desta-
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[49) ¢ M. Razavy!42:43) giscutiu

camos YASUE!%:53,54] 1 vposer
~a inconveniéncia de usar a aproximacao Hamiltoniana para siste -
mas dissipétivos, E como uma alternativa para o formalismo cano-
~nico, propds uma generalizacao das equagdes de Hamilton - Jacobi
para incluir forcgas dissipétivas.
| Esta generalizagéo foi considerada como uma extensio

especial do conceito da fUngéo-prinéipal classica, desde que, no
limite, ela seja redutivel a equacdo convencional de HamiltonQJg
cobi. Eﬁ seguida usando o método de quantizagéo.de Schradlnger
a equacao modificada de Hamllton Jacobi resume-se a equagao de
'_Schradlnger-Langev1n.

Tambem k. YASUE!®35°H | k. k. xaN and J.J. GRIFFIN [°3]
e SKAGERSTAM[56’57] utilizando da mecanica estocéstica de NEL-
SOV[7] rederivaram a equagao de Schr¥dinger- Langev1n FRONTEAN &
TELLES- ARENAS[58 59] apllcaram também a mecanlca estocastica de
NELSON na‘mecanlca quantica tentando incluir sistemas dissipati-
VoS, | | |

Outras descrigdes dos fendmenos dissipativos tém sido
proposta témbém por diferentes autdres; como ALBRECHT[60], HAS -
SE[46],'éntré outros, usando equacoes ae Schr¥ddinger nao linea-
res. |

DEKKERFél’éz] desenvolveu uma vérséo um pouco diferen-
te da‘teoria de Hamilton para o osciladof harmonico dissipativo,
onde a dissipagéo € devido a_uma forca que depende linearmente
da velocidade. DEKKER factorizou a equacao de movimento para es-
te sistema em duas equacles de primeira ordem com - coeficientes
complexose delo obteve um Hamiltoniano compiexo como gerador da
propria equagéo de movimento. Em resumo, DEKKER introduziu coor-

denadas complexas e momento adequado, e em seguida usando regras



‘de quantizacao de Dirac quantizou o sistema.

Métodos de construcdo de Hamiltonianos equivalentes ao

dado pela eq. (II.1.1) tém sido exposto por diversos auto-
5[63’64’65’66], e com métodos de quantizacdao descrevem quanti-
camente o sistema em estudo.

Diante do quadro exposto acima, podemos afirmar que a
descrigcao de feﬁSmenos quanticos aissipativos esta longe de‘pos_
suir uma Unica teoria terminal, ao éoﬁtrério umé infinidade de
novas teorlas tentando expllcar o fenomeno surgem a cada momento.

Assim € que autores como F NEGRO and TARTAGLIA[sgltra
balham problemas dissipativos, onde a dissipagao € devido a uma
forca de atrito que depende do quadradd da velocidade (VZ), mas
isso € feito somente classicamente.

35 p. HAVASE3Y! desenvolveu sua teoria para casos mais
. gerais, ondé‘o atrito pode ser dependente de uma forga que pos-
sua qualquer expressao. Desde que se possavinclui-la na eq. de
mov1mento, evidentemente. 7

P.G. SONA[37] e M. RAZAVY[43] trabalham com d1551pagao
em problemas de espalhamento.
©J. FRONTEAU and TELLEZ-ARENAS[58) trabalham com a dis-
sipacdo em casos eletromagnéticos.

Autores como‘KOSTIN[52,67J

[48]

, DENMAN[31] 1 pmogl33,34,65]
BATEMAN 321 | BrITTINI4®T | k. vasur[®3:34,68]1  gxagErsTaM[®6:°7]

kosTINI®2:08] " xan e GRIFFINI®S!, TARTAGLIAI®®) w. sTOKER - e

k. ALBRECHT!*11 'x. aLBrECHT!®®}, xkana1!*®l, H. DEkkEr[61,021
sEnITzKY [°0>°1) . razavy!42,43,49,631 ;5 ypospr[ls491  yEMES
e PIZA[69] : tratam de problemas dissipativos onpde a forga

de atrito € linearmente proporcional a velocidade. .

E nesse presente trabalho abordaremos os problemas quan
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.tico:dissipativo utilizando a formulacdo hidrddinémica da mecini
ca qﬁéntica. A forca de atrito, no nosso caso, em um primeiro mo
mento depende da velocidade (v) e posteriormente da  velocidade
quadratica 2. |

Em geral, quando se estuda um sistema dissipativo clas
sico, a forcga dé-atfito possui uma expressao conhecida e nesse
caso pode;sé montaf uma equagao de movimento dada pelas leis de
Newton. |

Consideremos, por exemplo; um sistema cladssico que con
sista em uma pafticula movendo-se em um meio viscoso, sujeita a
acao de umatforga resistiva proporcional a velocidade linear de
deslocamento dessa particula.

A equagao cléssiéa de movimento que descreve esse feno

meno & da forma:

2> - 5 o )
m ST oy & CF | (I1.1.4)
Qnde "m" & a massa da particula, "r'- é o vetor posigao, "y" 0

coeficiente de atrito e "F'" & uma forca externa.
A eq. (II.1.4) nao pode ser derivada de um Lagrangeano

convencional (L = T -V), mas & possivel, através de condigdes

adequadas[43] encontrar-se um Lagrangeano modificado que nos con

duza a eq. (II.1.4). Isto tém sido feito por muitos auto-
s 39,66,44,63,38]

e mostraremos aqui os passos gerais que for-

necem este Lagrangeano.

Para isso coloquemos'a eq. (II.1.4) na forma:

m STy EELvv-0 | (II.1.5)
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onde. V € ovpotencial atuante né particula.

Utilizando-se agora da eq. (II.1.5), procuremos um La-
grangeano modificado que forneca uma equacao similar a éq.
(I1.1.5). | |

. Este tipovde problema foi estudado pela vez primeira

701

por HELMHOLTZ[ , da seguinte maneira:

Dado um par de equacdes do tipo:

Gj =(q, 4, 9, t) =0 (I1.1.6)
deve ser possivel obter-se uma_fungio do tipo L(q, &, t), tal
que: | |

s =di£-_3.1_*-;_§£ | (I1.1.7)

3qJ' qJ
isto €, ‘quando Gj‘= 0 aeq. (II.1.8) seria a equaééo de Euler-

 'Lagrange obtida a partir do principio variacional.
“ | Um dos métodos, usado primeiramente por HAVAS[SQ] con
siste‘em se obter um par de equagdes semelhantes ao da eq.
(I1.1.6) pela multiplicacdo por "fatores iﬁtegrantes” apropria =
dos, que podem ser'dependentes do tempo, das coordenadas genera-
lizadas (q ) e de suas derlvadas

Para a equagao particular (II.1.6) HAVAS[4 1 represen-
tou-a como:

f.j(q, q, t) Gj.= 0 - (I1.1.8)

excluindo a dependéncia dos fj'sobre-as aceleracgoes (dj) e deri-
vadas maiores, do contrario as eqs. (II.1.8) e (II.1.6) n3o se-

riam equivalentes.
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Com base nessas equagoes, aAvAS 391 assume sem perda
de generalidade, que a eq. (II.1.6), apos algumas modificagoes,

.pode ser colocada como:

G =% + g. (Q., Qus t) =0 o (II1.1.9)
j 595+ 85 (a5 9
nesse caso existe uma funcao fj(qj, dj, t) e L(qj’ qj, t) tal
que:
£ g -4 8L _ 3L~ , (I1.1.10)
b <
33 dt,aqj 99 . s

e a eq.b(II.l.lo) serd satisfeita se ”fj” for solucao da equacao

diferencial descrita como:

~ atn f. 8g. d4n f. | asn f,
g.'l - —1 + %J = J q. + -————t—l (II-l-ll)

J J
- Voltemos agora a eq. (II.1.5), restringindo o movimen-

. to da particula em uma dimensdo, assim:

2. ‘
dx dx - dv 1 :
e —— — — = O .1-12
ge2 Va Tom T ' o :
onde gj(x, X, t) é:
SP TRV > S | (II.1.13)

J dt dx m

derivando a eq. (II1.1.13) em relacdo & X:

23 . Y (IT.1.14)

&

Levando a eq. (II.1.14) na eq: (II.l.li)e isolando termos em X e
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X, teremos:

din £. at ‘ ‘
—J - Sy : ‘ (II.1.15)
dx ~dx - ' .
de onde surge:
£, = exp. (yt) - . (I1.1.16)

J
A eq. (II.1.16) é o "fator integrante" procurado que,
deve ser incluido no Lagrangeano da particula.

O Lagrangeano procurado sera: - . ) i
= V(x) . exp.(yt) (II.1.17)

se aplicames as equagéesvde Euler-Lagrange em (II.1.17), vere-
mos que a equacao de movimento obtida para o siétema classico
dissipativo, no caso da particula, € a equacao dada por (II.1.5).
_ Esﬂameém)lagnngemu> € a apresentado por aﬁtdres como:
pwarDs 47 peEnman KL LEMOS[}Q, HasSEL%6) ) BAHAR &  KWAN-
tny 3% TARTAGLIA@éj\, NEGRO & TARTAGLIALSE] . .. para des -

crever sistemas classicos dissipativos, onde a forca de atrito

€ proporcibnal a uma velocidade (v) de deslocamento.
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I1.2 - EQUACAO DE SCHRODINGER-LANGEVIN

Como frizamos no inicio deste capitulo, o  tratamento
quéntico das forcas de atrito. trazem consigo um certo grau . de
dificuldade inerente ao problema, isto se deve ao fato de que a

mecanica quantica € baseada conceitualmente na existencia de La-

grangeanos e Hamiltonianos, e forcas de atrito nao podem ser in-

[39,40] Lasses Légrangeanqs.

cluidas de maneira'convenciénal
Tentamos aqui solucionar estes sistemas quanticos com
forgas dissipativas, usando as equa¢6es hidrodinamicas daﬁﬁécﬁni
ca quantica.
Abordaremos aqui o problema do oscilador harmonico quan

tico, que por ser um caso mais simples & bastante encontrado na

literatura.

Para uma particula de massa 'm" sob a acao de um poten

cial externo "¢(x,t)", no caso unidimensional um lagrangeano que

descreve este movimento & o da forma:
1 CL : S
L = Enl(u4-1 u.)? + ¢(x,t) v (IT.2.1)

onde neste caso dizemos que o termo ”¢(X;t)“ € um potencial quan
tico complexo qualquer. _

Separando assim o Lagrangeano dado pela.eq; (II.2.1)
em uma parte real ‘e uma imaginaria, | |

a parte real:

SR

mul + Re o(x,£) (I1.2.2)

e a parte imaginaria:



(93]
(93]

Ly = m@. 40 « Im ¢(x,t) . (r.2.3)

Aplicando a equacao de Euler-Lagrange, eq. (I.3.10),
na parte real do Légrangeano, eq. (II.2.2), obtém-se uma equa-

[5]

cao do tipo "F = ma" para descrever sistemas quanticos.

A equacdo obtida é:

« VIRe ¢(x,t)] (II.2.4)

=
ooad
]

~ esta equacdo de movimento & generalizada para incluir forgas dis

sipativas que dependam linearmente da velocidade.

Assim, é equa;éo de movimento que deécreve 0 caso de
uma particula de massa ”h” sob a acgao de um potencial  externo
“”Q(x,t)”,.deslbcando—se com Veiocidade.”u” num meio viscoso e:

da - > -
E{;n;ui + m*yu_=<V[Re o (x,t)] . (I1.2.5)

d =
——mu -
dt

onde '"my u'" representa a forga dissipativa proporcional a veloci

dade (ﬁ) de deslécamento:

>

=myu . (11.2.6)

i ¥

at

A eq. (II.2.5) foi obtida por analogia com o caso clas

sico, pois a equac¢ao de movimento que descreve um sistema dissi-

pativo ¢ da forma:

adzma'* Eat AV o (I1.2.7)

onde NEa " & dada pela eq. (II.2.6) e "V".& o potencial.

t
A eqUagéo de movimento (II.2.5) fornece um "fator inte
grante" que deve ser introduzido na parte'réél do Lagrangeano,

eq. (I1.2.2), este '"fator integranté” é obtidb por analogia com
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0 método utilizado na secdo anterior para um caso classico.

Assim, a eq.

e a eq. (I1.2.10) sera satisfeita se ”fj”

te equacao diferencial:

(II.2.5) pode ser escrita como:

dx _dx o dx [ dRes (11.2.8)
at2 4¢2 dt dx
: i
a eq. (II1.2.8) € do tipo:
Gy = X o+ gj(sc',‘x', X, t, ty) (II.2.9)
~onde: .
. dx . ' dx |
X = u = — N X = 0. = e———
dt ’t = cte Lodty de = cte,
e:
o Lk
dt I¢. = cte dt2 lt. = cte.
i i
e nesse caso existe uma funcio ”fj(x,i5 x‘,t, t)" e uma fungao
"L(x, x,x"', t;ti)”, tal que: -~
G . 4Ly d Ly oL )
'fj_Gj it 3 *'dti(aui) 3% (11.2.10)

for solucao da segu%h-

)

5en £. sen f.  3g.  og. aenf.
g- J + q- J+ gj + gj = Ju -
) au 3 aui ou aui aXxX
- f_gzj ui + = + Bti (IT.2.11)

Aséim, da eq. (II.2.8), ”gj(k,x

',x,‘t,ti)” e:



35

_,9X dRe ¢
g =v g v SX¢ (I1.2.12)
derivando a eq. (II.2.12) em relacdo a "u', vem:
a%. : ‘
-l =y | | (I1.2.13)

Levando este resultado na eq. (II.2.11) e isolando os

termos em "X" e "X", teremos:

d 4n £,

at | o -

de onde vem:

£ - exp(Yt) i  (II.2.15)

—

A eq. (II.2.15) € o "fator integrante'", que incluido

na parte real do Lagrangeano, eq. (II.2.2), fornece:

'_LR.='[%Jnu2-%rnu§ + Re ¢(x,t)] exp(Yt)- (I1.2.16)

Se aplitarmos‘a equacao de Euler-Lagrange na | equagao
acimé, a equagao delmovimento obtida para este caso coincide com
a eq. (II.2.4). Logo, o Lagrangeano pesquisado pode ser o da for
ma dada‘pela eq. (II.2.16).

Este fator integrante nZo é incluido na parte imagina-
ria do Lagrangeano, eq. (II.Z.3), pois deste Lagrangeané obtém-
-se uma equacao de movimento que, apds algumas trocas de varia-
veis, fbrnece a equacao de.continuidadg a-qual expressa a conser
vacao da densidade de probabilidadé do sistema: '

V. (V) « %% = 0 . (11.2.17)
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e esta densidade de probabilidade nao se altera, pois a dissipa-
¢cao ocorre somente na energia. |
No presente caso, como O sistema quantico em estudo ¢
dissipativo, a equacao obtida por processo semelhante ao do capl
tulo anterior, para descrever este sistema,-néd sera exatamente
a equacdo de Schrb8dinger.
0 Lagrangeano dado pelé eq.'(iI.2.16) fornece a seguin

te equagao de movimento:

d - d e > 2 _
T - azzlnui + myu =-V[Re o(x,t)] (II~.2.18)

ja obf&da anteriormente por analogia o caso classico através . do
emprego das egs. dé Newton, aqui o formalismo utilizado é o - de
Lagrange.- - . |

| _E.da'parfe imagihéria do Lagrangeanq,'eq; (II.2.3), ob

tém-se: .

azqnuii+ dtimu =-V[Im ¢(x,t}] : : (II.Z.lQ)
Da mesma forma que no capitulo'anterior, das eqs.

(I1.2.18) e (II.2.19) & possivel de se obter uma equacao  seme-
lhante a equagéb Schrddinger, desde que‘fagémos as -~ “"seguintes

transposicoes;

T?(t;'ti) > Vi(x, t) I ' . (11.2.20)

Tie, t) » Vi, t) | - (I1.2.21)
e desde due'o'pOtencial ¢(x,t) seja célocado'na forma:

| .'¢(X;t) =

9.V VOO O (11.2.22)



onde:

v

=V o+ iV, - o (II.2.23)

as velocidades real "V" e imaginaria "§i"'s§o as expressdes defi
nidas nas eqs. (1;2,10) e (I.2.11). E o potencial "V(x)" € o po-
tencial de interacdo.entre as particulés; |

| Também com o auxilio das derivadas hidrodinémicas,eqs,

C(1.3.19) e (1.3.20) ‘a eq. (11.2.18) fornece:

n(v . 7@) + ——(m V)-m(v jp é..—__(m 7. ) . ey

V.V o+ V(X)) | (II.2.24)

na expressao acima a derivada parcial em "ti" e nula, pois a fun
~ > .. ~ . -..’ e . Lt S

¢gao ”vi”.nao possui uma dependencia explicita com o pammwtrq'%i".

Integrando e agrupando de forma conveniente a expres-

sao (II.2.24), obtém-se

1.2 1 .2 ih 3 R D A
A B TRy o T R M
->«ﬁ—>—>v '
= - VLD Vv s VOOT + £(8) . (II.2.25)

onde £(t) & uma constante de integracao.

A eq. (IT.2.25) & semelhante a equacao de Ricatti para
casos ﬁéo dissipativos, difere apenas devido ao termo que descre
ve a dissipacgao, e denominémos de equagéovde Ricatti modificada.

As Ve10c1dades real e imaginarias, definidas nas egqs.
(I1.2. 8) e (II 2. 9) sao agora_substltqldas na eq. (II.Z.ZS), o

que resulta em:
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N TPV L - SN LA EUPE . WU L.
f(u)-\z. 5% n T Y An v =3 m(zm v an \y)
1 m(- jl-%zn W*W)2-+§ (- jL'%zn v*Fy) o+ V(x)

2 Z2m 2 2m
. (I1.2.26)

Desenvolvendo e agrupando de forma conveniente, obte-

mos :
. it y* iR 5, Y 52 Fer2
t) - = yan =— - == L gn L = -
. (t) 2 YR ¥ 2 9t Y 8m [ y*
VY2 L Vv gvo R Vw2 Yv.2 L yur Ty
Ly4 22 Ty o _ Viyve o Ak
(W) U= W] ST [(W* )7+ (W + = ly]
L2 2 % 2 . - -> :
h vy V'Y Vy*,2 VY2 :
L - - (= < L2.2
T - ) D1+ V) (11.2.27)
Agrupando e eliminando os termos semelhantes, chegamos
a:
) y* 1h y*
f(t) - 1ih— U RS
( ) 17 3t n v 5 Y,Q,Tl v
o 2 2% 2 : E ‘
SR R A S A S IS . (1I1.2.28)
S ¥ : ‘

Usando agora as mudancas de variaveis bem como as deri

. vadas hidrodinamicas na eq. (II.2.18), podemos escrevé-la como:

> T > > > s 3 = I
m[v._vv5_+ Vo VVv] + m iz Vo+m Fr V = V(Z

>

v.?)

(I1.2.29)
novamente aqui a derivada parcial em ”ti” € nula, assim a equa -
cao acima fica:

m[?

<3+
<+
~

> > s 5 = 2
LUV 4 VLUV ot v =V(

=1

(I1.2.30)

ou



> S 3 > ";Fl"
m V(V.Vl)-Fm 5?2 Vl = V[z V.
integrando a equagao vem:
A h 3 "2 2
Vi) - = — % = = V.
m(v vl) 5 3t ne > v
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(I1.2.31)

- (I1.2.32)

Substituindo a velocidade imaginaria (Gi) na eq. (II1.2.32), resul-

ta em:

B,
2

> h =
m(v. - 5 Van) - Y

e agoré simplificando e agrupando:

e 32 9 Ln -v$‘§‘
TV VAR = gy AR = v

. i
A eq. (II.2.34) pode ser escrita como:

- 1 3 1 38p > >
V.= Vo - =20 _ Y,
Veg VP T 5 3% v

o que nos fornece a seguinte equacao:

-V .gp - p%.? - 2 =0

©

t

ou de outra forma:

V(QV) + -é-E _,O

th =

<y

<y

‘(II.Z.SS)

=,
~

(II.2.34)

(ITI.2.35)

(I1.2.36)

(I1.2.37)

que é a equacao de coniinuidade, ja apresentada na eq. (II.2.17).

Escrevendo a eq. (II.2.37), na forma:

1 EQV? mv.v. - V.V
o 2 1

Dol i
NI

(II1.2.38) -

- . ) -~ . -> .
substituindo as expressoes para a velocidade real (v) e para a

. . .- o ~ .
velocidade imaginaria (Vi) na equacgao acima, resulta em:
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1) Yh 7, ¥*y . h o y*

Zpat—( 5 Wn\y)'( menw)
‘h ih 2 g *

- = V.=— V&n — I1.2.39
2 Zm Y ( )

derivando os termos em "¢n'" e agrupando, teremos:

% 130 - iR% . VY* VY. VYE Yy, > Yy*  y

4 190 _ _ A - Yy, AL v RS

2 5ot - am LGy v e ) f(\y* )

(I1.2.40)

desenvolvendo, eliminando termos iguais e agrupando os termos res

tantes, chegamos a:

R e e I (I1.2.41)

g
2

O [+
Q2

x> * LY *
ey o Ao 2 Y ih 3 _ ih Y -
f(t) 7 3t 2n v + 7? 3t np - Y&n T
2 2 . 2 2 2 2
B S VA VA voy, R (viuxr. gy
- - n_ - .2.42
" [ ¥ e ] * T [ e i ]an(?) (II )
o que resulta em:
Y e 2 iR g
ih — = - Z—— V¥ + V¥ + == van —-¥ + £(t)¥Y (II.2.43)
ot Zm : AN ¥ !

A.consténte "f(t)" que aparece na eq. (II.2.43) pode
ser avaliada se usarmos a condicao de que o valor esperado da
energia total, <E(t)>, € igual ao valor esperado da energia ciné
tica, (Zm)fl <P2(t)>, mais o valor esperado do potencilal de inte
racio, <V(x)>. |

-Assim:
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<B(t)> = %Pz(t)>/2m + <V(r)>_ ’. (11.2.44)

onde; assumindo o problema em uma dimensio:

<E(t)> = if f Wf(x,t)[gié%izl]dx | (II.2.45)

<pl)s = - &l fw*(x,t)[Q-iiﬁfEl]d (I1.2.46)
o oX_

V(x)>= J¥*(x,t) V(x) ¥(x,t) dx (I1.2.47)

o

+ Multiplicando agora a eq. (1I.2.43) por ”W*(x,t)”f

62 2
1ﬁ W*(x t) (x t) = - — y* (x t) ———(x t) +

o VR (x,t) V(X)) Y(x,t) + vF(x,t) Vi ¥(x,t) (I1.2.48)

‘onde "V " & o potencial.ndo linear da forma:

Vs vyt L) | - (I1.2.49)
Integrando a eq. (I1.2.48),
- 2 .2,
it s yr (2ax = - 1_1_”,*(3 Yydx + S ¥* V(x)y dx +
. ot , 3)(2 _ ‘
+ JY* Vpydx | (I1.2.50)

Agora comparando a equagéd acima com as eqs. (II1.2.44),(I1.2.46)

e (II.2.47), tiramos:

—i-zﬁv f‘P*[,Qn‘%de . Ly f(t)ydx = 0 (II.2.51)



42

de onde vem o valor de "f(t)'".

£f(t) = - ?rY fV*[%n ——]? dx | (IT.2.52)

a equacao final toma a forma:

: . | |
P SR A (N zﬁ vy
ih = " 5o VEY o+ VY o+ Yy An 7

VES ! .
- ——Yifw n - de}ﬂ? (I1.2.53)

A eq. (II.Z.SS),foi obtida primeiramente porKOSEHﬂSZ],
- que a derivou a partir das equagoes de‘movimento de Heisemberg,
recebe o nome de equacgao de Schrddinger -Langevin.

Esta equacdo também foi derivada por outros autores,
para descrever sistemas dissipativos\com forca de atrito linear,

dentre estes autores podemos destacar M. RAZAVY{42’43]

que obte-
ve a equagao de Schfddinger-Langevin utilizando-se do método de
Schr8dinger o qual‘define um funcional "I(S)" e‘procura-se o0 seu
' eXtreﬁo associado "S'" com a equacdo classica de Hamilton-Jacobi.

A eq. (II{Z;SS) possui uma classe de Sdlugées nao tri-
viais e estas solucbes tem a notavel propriedade de ser assinto-
ticamente estacionaria. |

Devido a este fato pode ser demonstrado, mas nao o fa-
remos. aqui, que esta propriedade determina uma Unica solugado pa-
.ra a eq. (II1.2.53). |

kosTINI®?) | 7. MEsSER[*®), skacERsTAM

¢ [42,43]

[56,573 " M. Rra-

ZAV e outros propuzeram funcoes de onda que fossem solu-
cBes da eq. (I1.2.53) e com isso obtiveram a energia total e a

energia dissipada do sistema.

0 passo seguinte sera o de obtermos uma funcao de onda
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'que satisfaca a equacao de Schr8dinger-Langevin, éq. (I1.2.53).

No nosso trabalho»deVe ser possivel, pelo menos teori-
_camente, encontrar esta funcao de onda diretamente das ...defini-
gSes de velocidade real (V) e velocidade complexa (vi), basta pa
ra isso conhecermos suas expressoes. |

Isto sera visto na secdo seguinte.

o e ey st
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II.3 - EQUACCES DE MOVIMENTO

Conhecendo-se as equacdes de movimento do sistema, me-
diante uma troca de variaveis, podemos encontrar as ~ eXxpressoes
para a velocidade real "V e para a velocidade imaginaria ”31”.

Assim,vas equagoes de movimento para o oscilador harmé"

nico quantico dissipativo, sao em uma dimensao:

- ' -*"ﬁ

d - d —+. o >
az—mu - a—E;mui~+ myv = -V-Z—V-Vl'i'V(X)) (II-S.].)
&\
e .
d - d - >H 2 > , .
azqnui + dtixnu = V(E V.v) (I1.3.2)

mediante as transformacdes de variaveis, dadas pelas eqs.(11.2.20),
(I1.2.21) e (I1.2.22) com auxilio das derivadas hidrodindmicas
e sabendo que ''V(x) =-%n1d2x2” para o oscilador harmonico quéﬁtico,_ficam:

R ) -> - >
m(v.VvJ.+ gzg(nrv)- m(vi .V .Vi) -

[

S ovATY s L atih (II.3.3)
2 1- 2 .
e:
- > o - > 3 - 9 _
m{v Vvla-v. VV]*'H15Z'Vi + m 5?: Vo=

% V.Y : | (II.3.4)
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apresentam como solugao:

v = £(t) (.1I.3.5)
e: »
vy = wilx - (1)) ' (II.3.6)
onde:
g(t) = A" exp.|[- % .t].cos[(wZ -y2/4}1/2t-+B]
©(CIIV3.7)
- €. a solucdo da equacgao cldssica de movimento para o oscilador

harménico classico dissipativo, "A''" e "B" sao constantes.

As éqs. ( 11.3.4) e (-II.3.5) séoras linhas de fluxo
para o sistema, e delas podem ser’tiradaé algumas informagles por
simples inspecao.

Agora, conhecendo-se as expressoes para a velocidade
real (V) e para vélocidade imaghﬁﬁia(?i), obteremos a funcdo de
onda que satisfaca a equacao de Schr¥dinger-Langevin.

T o -> ~ ..
Assim, '"v'" e ”Vi” sao definidas como:

v =g o Y (‘II.3.8)
A b4 . T

->. ___'_F}___> * . ' . _

Vi‘_ 5 V n Yy | | (.II.3.9)

que podem ser escritas como:

SN'A S g% ; _ (111.3.10)
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m > vV¥yr VYo ‘ ( 11.3.11)

Adicionando de forma conveniente, as duas equagoes acima, vem:

- . )
4h 1 i _%1}_ (11-3.12)

=
—_
-
<¥

1
<¥
s

"

_ G
substituindo agora, as eqs. (II.3.6) e (II.3.7) na eq. ('II.3.12),

" em uma dimensao, resulta em:

Mo(i () - wx + wE(L)) =

I1.3.13
T vy ( < )

~

4
dx

desenvolvendo a expressao acima, obtemos:

g . imx g (t) _ MwX
¥Y(x,t) = A. exp.[——f%———]f exp.{ Zh,]
. exp. [MEELE)) exp k(1)) | ( 11.3.14)

Escrevendo esta funcao de onda de forma mais adequada:

imXé(t)];

¥(x,t) = A. exp.[ exp.[- %%(x4-€(t))z]

h
. exp.[ik(t)]. .- ' ( I1.3.15)
onde "k(t)™ &€ a constante de integragio escrita na forma mais
geral possivelfg'a cohsténte-"A"-é o fator de ndrmalizagio da

funcdo de onda.

Como & funcdo acima € normalizivel:

foW dx. = 1 . (.II.3.16)

obtemos para a constante‘"Aﬁ;
"m& 1/4
~(wﬁ)

._A - (\11.3.16)
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o

que € o fafor de normaliiagéo para a funcdo de onda do oscilador

harmonico nao dissipativo, no estado fundamental, '"m=0", em uma
dimensdo.

Substituindo a funcao de onda,-dada na eq. (.II.3.15),

na equacao de Schr8dinger-Langevin, obtém-se:

mxE () + imo(x - E(t)) §(£) - nk(t) = % SHOR

P lmatx - B E(D) ¢ 2w+ Zmutx - £(0)) ECE) 4
. % mwl (x - E(t))% + % nu’x? + myx E(t) + yEK(L) -
- my€ (t)E(E)-vhk (t) o | o 11.3.17)

Desenvolvendo e eliminando termos iguais, resta:

- mxg(t) - Hk(t). = % n é?(t) 4'%‘ﬁw - % no?g2(t)
V'k mexg(t) + myxé(t) :nmyé(t) é(t)_: ' (. II.3.18)
Da equacgao ééima ﬁifamos:
. mxe(t) - mxyé(t) - mngg(t) -0 | | (. (1.3.19)
que € igual.éz
E(t) + yE(L) « wlE(t) = 0 | ( 11.3.20)

A eq. (3.20) é a equacdo classica de movimento para o oscilador
harménico classico dissipativo, onde "y & o coeficiente de atri

to, cuja solucdo ja foi colocada na forma de eq. (. 11.3.7):
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£(t) = A exp.[- T t]. cos[(w - v?/0)M/ 2.t 4 B)
(.11.3.21)
onde "A''' e "B" séo constantes. Vé-se entdo que a equagdo de

Schrddinger-Langevin possul toda uma gama de validade, desde que
"g(t)" possua a forma da eq. ( II.3.21) para o caso linear.
Da eq. (. [I.3.18) podemos ainda isolar a éxpres$§o res

tante:

- Tk - % mé?(t) g % mwggz(t3 - myE(t) £(t) +'Eg

(.1I1.3.22)
ou:

Ak(e) = mye() £(0) + £ ma’e? ) - Lt -k

2 o

(1II.3.22)

podemos assim colocar "k(t)" como:

wy]

k(t) = - .t

0 -1 : : 1 2.2
Y tE S (myg(t) £(t) «+ 5 M g7 (t) -

i % mi2 (1)) dt ((I1.3.23)

Vemos entao que '"k'" nao € uma funcdo somente do tempo (t), mas
também da funcio "E(t)" e sua derivada primeira, logo podemos es

crever de forma mals geral:

EQ.t

pit

k(1) = - ==t s g(e(e), Ev), ©  C1n.3.20)

onde chamamos de g(g(t), é(t), t), a expressao:

g(e(t), £C6), £ =2 7 yE(e)ECe) + 2 moe?(0) - 2 mEP(r))ar
(1I1I.3.25)
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.OU:
. . - . . , .2
CREGE(D), E(0), t) = Emve(®) + 2 mo’ef () -2 me (D)
(I1.2.26)

Logo, levando a expressdao (II.3.24) na funcdo de onda, dada na

eq. (II.3.15), vem:

Y(x,t) = A.exp [FPXEC) ) onn fl MOy pre))
_ h 2h
AE .t S ) -~
exp\F - ] .exp [igﬁa(t), £(t), t] (I1.3.27),

que € a nossa funcdo de onda procurada.

B.K. SKAGERSTAM[®C»>>7]

, utilizando-se de uma série de
transformagoes de ''gauge' dependentes do tempo fol o primeiro -a
encontrar este tipo de solucao, em seguida vieram outros como M.

[42,43]  yosrrni®2],

RAZAVY
E importante salientar que a nossa fﬁngéq de onda, pe-

‘1o método aqui'obtido, é emvtudo semelhante a funcdo de ondéaﬁpg

sentada na literatura especifica para sistemas dissipativos.
Conhecendo—se agora a fungéé de onda os oscilador har-

monico quantico dissipativo, podemos comprovar sua validade veri

ficando se elas sao solucgOes da equacao de continuidade, assim:
> -
VO ) e SR = 0 | (I1.3.28)

- ’ ~— - I3 + . .
que € a equacao de continuidade, com o valor de "v', em uma di-

mensao:

) *. 0 yysy _ '
% (e E(t) + 3p (¥ =0 . (I1.3.29)
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Substituindo agora a funcao de onda "y(x,t)" e sua complexa con-
jugada ”W*(X,t)” na equacao acima, e desenvolvehdo—a, obtém-se
- uma identidade, 6 que comprova a'validade da nossa .funcao de on-
da.

Também com o auxilio das definicdes de Velocidadé

real (v) e velocidade complexa (Vi):

v My, ¥ ( 11.3.30)
Zm ¥ _
ﬁ?+ _ .
V. = - 23 yry ( 1f.3.31)
1 2m

'podemos comprovar a validade de nossa funcao de onda, basta veri
'ficarmos se as expfess6es paxra '"v'" e ”Vi”, obtidas através da
funcao de onda (III.3.27), cbncordam com as expressOoes obtidas
para as velocidades.real (V) e imaginaria (Gi) obtidas diretamente
das equacées de movimeﬁto.: . |

Aséim, substituindo a eq. ( iI.3.27) na eq. (}Ii.S.SO),

para '"n = 0", resulta em:

if 9 Zisot C2imx

Vo= g = g(t):- 2ig (g(t), E(t),.t)]
(11.3.32)
desenvolvendo vém:

v = E(t) - (011.3.33)
substituindo, agora a eq. t.II.3527) na eq. (.I1I.3.31), para
"n-= 0", vem: | | |

vi= - 22 an Ao - g(e))) (:11.3.34)

1 2m 98X

desenvolvendo, vem:
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vi = wlx - £(t)) (I1.3.35)

~As eqgs. (II1.3.33) e (II.3.35) possuem a mesma formé

‘que as eqs. (II.3.5) e (II.3.6), assim pode-se constatar = que
esta funcao de onda & aceitavel. | |

Em seu trabalhOFSKAGERSTAM[57} define as velocidades e

real (v) e complexa (v;), aqui também obtidas; por veiocidade de

corrente (v) e velocidade estocgstica(u). Ambas guardam a mesma

‘forma das expressoes obtidas por SKAGERSTAM.

Convém salientar adui que todos os resultados obtidos

sao para,o.estado~fundamenta1 do oscilador harmonico 8 “éﬁantico

dissipativo, em dm-trabalho futuro procuraremos extender estes

resultados a outros estados do oscilador harmonico.



52

‘II.4 - ENERGIA

Para sistemas quanticos nao dissipativos a energia do
sistema € um valor conhecido, ou pelo menos de facil determina-
- - - . ‘ -~ - . - .
cdo, e possui niveis caracteristicos, isto &, para cada estado
possul um valor comnhecido.
Porém quando tratamos com um problema quantico dissipa

tivo a energia ndo possui um operador definido 4]

, isto €, a
energia ndo € uma constante de movimento. Energia e o Hamiltonia
no do sistema diférem justamenté'deVido ao fator que~desc£éVe a
dissipacgcao, ou mais claramente, a energia total do sistema ° nao
pode ser colocada somente como a soma da energia cinética mais
potencial. |

Mas nada nos impede de uma tentativa, para escrever s
ta energia tétal, en termos de valores médios. Utilizando-se do
‘valor médio da energia potencial mais o valor médio da energia
cinética para obter a energia total do sistema.

Isto pode ser feito recordando-se da definicgdo dada

pela eq. (II.Z.44), onde:

CE(t)> = <p’(t)>/2m + <V (x)> (I11.4.1)
e da definicao dada pela eq. (II.2.50), onde

3%y » o
fY*E2ydx « S ¥F V)Y dx o+

. w0 ¥ _
ih sy (—at)dx» -

Zm
+ S¥* V()Y dx (II.4.2)

onde o valor médio de “VL"~é necessariamente nulo:
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v o = Byon ¥y e | (11.4.3)
L X) = -—2‘-Y n v + .‘ | A
Assim, nossa definigao de energiafseré em termos de

valores médios, porém, partiremos diretamente da equacao de Ri-

catti modificada obtida na secao anterior.

[56,57] [52,68]

B.K. SKAGERSTAM , M.D. KOSTIN e outros,
utilizam-se da definigao de energia total em termos de operado -

res, na forma:

0

&

E(t) = (v+, b 24  (T1.4.4)

Qo
Tt

Na segunda secao desse capitulo obtivemos a eq.(II.2.24),
que €& semelhante a'equagéo de Ricatti para sistemas estaciona-
Tios, e que denominamos de equagao de Riéatti modificada.

A.équagéo_de Ricatti modificada foi obtida atraves

do‘Lagrangeanb dado pela eq. (II.2.16) e podebser esﬁrité como ;

1 mv2 - 1 mv% ;‘ﬁ 3.3. + V =
2 2 i
ik A S T AP
= - = o222 gn t :
| S Y AR 7 3t n\P+f() '(11.4.5)
onde, "f£(t)" & dado por:
- : *
£(t) = _'lz"iyqu* 4n %- ¥ dr (II.4.6)

observa-se que o lado esquerdo da eq. (Ii.4.5) é composto pela
soma da energia cinética mais potencial, enquanto que o lado di—-
‘reito contém os termos reSpdnsiveis pela dissipacdo da enérgia
do sistema.

Com base na definicao sugérida pela eq. (11-451)-ca1cu

~ lemos o valor médio dos termos encontrados na €q. (II.4.5), assim:
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N
SN

> >
V.Vi> + <V> =

: u 243 | l
R L R -t SR I COLIN e ST )

0 lado esquerdo da eq. (II.4.7), representa o valor mé
dio da energia cinética mais o valor médio da energia potencial
e, que pela nossa definicdo, nada mais é do que o valor da ener-

gia total do sistema:

12 1.2 A2~ :
E(t) = <§ mv.> - <E‘mvi> + <E v.vi> + <V> _ CII“4‘8)
E para o oscilador harmonico quantico dissipativo em uma dimen-
sao, os valores pafa a velocidade real (v) e para a velocidade
complexa (vij sao fornecidos pelas eqs. (II.S.S)Ve (I1.3.6), as-

sim:

1

CE(t) = < mis - < m(wx-wg)2>4-'<%vmw2x2>.+
+ 2% é% (wx - w&)> ’ E (I1.4.9)

A equacado de onda utilizada para o calculo dos valores
médios € dada pela eq. (II.3.27), a qual tomamos para o estado
fundamental.

Dessa forma a eq. (II.4.9), apos os calculos, se reduz

Y]

E(t) = Bws L milee) - % nele? (t) +mwlel ()  (I1.4.10)

DO |

e a equacao final para a energia total &: -

CE(t) = E .;% mo’e? 4 2 mé | (I1.4.11)
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Da equacao acima pode se conclﬁir que os Valorés ini-
ciais_da funcao "g(tj” e de sua derivada primeiral"g(t)” determi
nam os valores iniciais da energia do:sisteﬁa.
0 lado dlrelto da eq. (II.4.7), por razbes obvias, de- ' le-
ve tambem fornecer o valor medlo da energla total do sistema, as
sim:
ik é y* in

.E@)= f<7—§£2n7?>—<2 YMng + <£(t) (I1.4.12)

Substituindo a funcao de onda dada pela eq. (I1.3.27),
para o estado estacionario '"n=0", na equagéo acima, bem como a

expressao para a "f(t)", vem:

iA 21

E(t) = <- 7? (?; Eot oy mxg - 2ig)> +
& <-'%? g% (zfio& - %% mxg - 21g)> +
+ 1ﬁ%4 W (ZlEot - %% mkg - 2ig)y dx> : } (II.4.13)'
o que resulta em:
CE(t) = <yEOt> - <myxé§ - <vhg> + <EO> +
- <mxg> - <hé> - <yE_t> + <Ymgé> + <hyg>  (I1I1.4.14)

eliminando termos iguais, obtém-se

E(t) = <-myxE> + <E > - <mx&> - <Hg> + <mygé>
(IT1.4.15)

substituindo o valor de "g(£(t), £(t), t)" na equacdo acima e



resolvendo:

E(t) = Ey - meE - mygl - T mo’e® + 2 mé? (II1.4.16)
utilizando-se da eq. (II.3.20), na forma:
o . 2.
& + Y8 +w'E =0 (I1.4.17)

e levando em (II.4.16), a éxpresséo mais geral sera:
| 12 :
E(t) = E_ + 5 mw"g" + g (II\..4.18)

o que concorda com a eq. (II.4.11), isto &, os dois lados da eq.
(I1.4.7) fornecem o valor total da eﬁergia para o sistema.
Para obtermos a energia dissipada em funcao do tempo,

“basta derivar -a eq. (II.4.18), assim:

vﬁ(t) - mwlEl + mé E ' (I1.4.19)

e recordando que:

AV S - | (11.4.20)
obtém-se:

E(t) = mwZEE - myE? - mw’ £ (I1.4.21)
ou |

E(t) = - myg? ' (11.4.22)

A equacdo acima descreve a taxa de. variacao da energia
total do sistema em funcao do tempo.

Vamos agora fazer uma analise das expressoes para . a
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. energia total do sistema, como a energia depende da funcao "g(t)"

e de sua derivadav"é(t)ﬁ, tomemos o fatbr de fase nulo (B=0):

£(t) = A' exp [- 7 tl. coslw’ - y*/0)M%t]  (11.4.23)
e
é(t) = %'% A" exp [- = t]. COs[(w2 - Y2/4)l/2t]‘+
S A exp (- 2 tlw® - v/ R isent w? - ¥R 74y 1/ 2
. (ITw4.24)
Assim, para t >>1, ficamos com:
£(t) =0 (I1.4.25)
t>>1"
e:
' é(t)l =0 (I1.4.26)
Tt
Logo o valor da energia serd:
E(t)l = EO (I1.4.27)
t>>1
ou.
E(t), = E, (II.4.28)
t>w

isto €, o valor final para a energia, no limite (t-+), se
a energia total para os casos estacionarios.

Assim, para t <<1l, ficamos com:

reduz



g(t) = A (I1.4.29)
t<<1 ' '
e:
£ () = - 2 A | (I1.4.30)
t<<1
Logo o valor da energia, no limite (t¥>0), sera
E (t) - By + 2 m’ g70) » Jm EP) (1.4.3D)
t >0 o . ' Iy

Vemos entao, que inicialmente (t - O),'a energia pos-
sui um valor maximo conhecidé que € especificado pelo valor da
constante ”A,”, em conseqiiéncia da dependéncia da funcdao "g(t)"
com esta constante. |

Ja a energia diésipada em funcdo do tempo, dada pela
eq. (I.4.22), para o limite "t + ' possui um valor nulo, isto ¢,
o sistema ji encontra-se no estado estacionirio com um nivel mi-
nimo de energia e, conseqllentemente, nao pode mais sofrer dissi-
pacao.

No limite "t - 0" a taxa de dissipacao tem um valor
méximo, dado pelo valor que a constante-"A" assumir, assim:

E(t) .

7 (I1.4.32)
t -0

NEMES e PIZA[69], usando operadores, obtém uma expres-
sao para a energia dissipada que possue a mesma forma que a eq.
(I1.4.22), ou seja, a energia dissipada pelo sistema € uma fun-
cdo exponencial dependente do tempo.:

[69]

KOSTIN , também usando'operadorés, obteve uma ex-
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pressao um pouco mais geral para a énergia dissipada, mais ain-
da, guardando a forma exponencial na dependéncia temporal.

SKAGERSTAM[57] utilizando uma definicdo de operador
energia da forma: '

def. . ) ’E_z_ 2

) 3 | |
E. = <EOR} = ™ <~—§> + <¢> (I1.4.33)

0X

~obtém para a energia total do sistema, a mesma expressao que ob-
 tivemos na eq. (II.4.18), onde a energia total do sistema depen-
de dos valores da funcao "g(t)", de sua derivada priﬁeira ”é(t)”

mais a energia do estado estacionario.
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CAPITULO III

SISTEMAS DISSIPATIVOS -~ OSCILADOR HARMONICO II

(caso dissipativo quadratico)

II1.1 - EQUACAO ANALOGA A DE SCHRODINGER-LANGEVIN

No capitulo anterior abordamos o problema dos oscila-
dor harménico quantico dissipativo, onde a dissipacao de _ ener-
'~ gia & uma conseqliéncia da forca de atrito linearmente propofcio_
nal a velocidade. |

No presente capitulo, fundamentalmente o problema e
idéntico, a abordagem sera feita ainda para o caso do oscilador
harmdnico quantico dissipativo, mas agora, a dissipagéo de ener-
gia se faz mediante'uma forga.de atrito proporcional a uma velo-
cidade ao quadrado.

" F. NEGRO and A. TARTAGLIAL[3%! fazem um tratamento clas
. - ’
sico candnico para uma particula em um campo, onde a forca de
atrito € proporcional a velocidade ao quadrado; usando quantiza-
géo canonica.
Para uma partiCulg quantica de massa ''m" e sob a acido

de um potencial externo "o(x,t)'", a equacao que descreve o feno-

meno, no formalismo de Lagrange € da forma: .
1 =2
L=5m U" + ¢o(x,t) (III.1.1)
onde: _
= > . o ' ‘
U=1u+ 1.u, - (I1I1.1.2)

i N

€ a soma da parte real mais a parte imaginaria de uma velocidade

total.
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E o potencial "®(x,t)" € da forma:
o(x,t) = Re ¢(x,t) + Im ¢(x,t) | (III.1.3)

Assim podemos separar a eq. (III.1.1) numa parte real e outra ima

ginarila, na. forma:
Logo:
L = %Iﬂuz__%qnuf-kRe o.(x,t) + Im ¢(x,t) +irn(u.u£id
(ITI.1.4)
ou:
12 12 o
LR = Ernu - Ednui + Re ¢(x,t) | (I1I.1.6)
e:
L, = m(@.0;) + Im ¢(x,t) o O (III.1.7)
Aplicando as equagSes de Euler;Lagrange na parte real
do Lagrangeano, eq. (III.1.6), obtém-se uma equacao do tipo
s . ] ,
F = n1£[5‘.para descrever o nosso sistema.
Assim:
d > d _» =2 . |
It mu - 3t; mu, = V(Re ¢(x,t)) | (I1I.1.8)
esta equacdo € generalizada para incluir forgas de atrito que

dependam da velocidade ao quadrado da particula. Dessa forma, a
equacao de movimento que descreve o oscilador harmonico quantico

dissipativo, cujo termo de dissipacao & descrito acima:
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G = V(Re ¢(x,t))  (III.1.9)

~ . 2 - ' ~p =
Na equagao acima o termo '"myu u', onde "u'" e 0 ve-
tor unitario e "y'" o coeficiente de atrito, representa a forga

dissipativa proporcional a velocidade ao quadrado:

> 2 A .
Fat, = nlyt; u . . . (I1I1.1.10)

Recordando-se do capitulo anterior, aqui também utili-

~

zamos da anélogia com 0 caso classico para obter a equacao de
movimento, eq. (III.1.9). | )

Esta equacao de movimento fornece ﬁm "fator 1integran-
te' que deve ser'acoplado na parte real do Lagrangeano, eq.
(IT1.1.6). |

Este '"fator integrante” € obtido por processo semelhan
te ao utilizado no éapitulo anterior para o Caso dissipativo 1li-
near. |

Assim, considerando o problema em uma dimensao, a eq.

(I11.1.9) pode ser escrita como:

d’x _d’x Y((:'IX\Z

=3 + = = [Re ¢(x,t)] =0 (I11.1.11)
7 2 dt m ’
dt d'ti

o X

Lembrando ainda que a equacdo acima &€ da forma:

Gj = .X. + gj().(’ X" x’ t’ ti) ' . (III.lolZ)

onde:




63

| »dZX
£2

. . 4
t. =cte 't. =cte
1 i

[a W

E nesse casc existe uma funcao ”fj(x, X, x', t, ti)” e

"L(x, x, x', t, ti)”, tal que:

, o d 8Ly -
£5 65 = & ) * T

L (I11.1.13)
1 i -

onde a eq. (III.1.12) sera satisfeita se ”fj” for solucao da se-

guinte equacdo diferencial: , _ -
aan f. den £. 3 g. . 3 g.
gj S g.- J oy ~J * gJ =
3u ] aui Ju Ju
aznlfj : 24n fj a4n fj oen £. - ‘
= T.u—T.ui+' 5T + Btl (IIIolol4)

Também da eq. (IIT.1.11) ”qj(x, X, x', t, t;)" em uma

dimensao e:

i oo edxN2 1 3 - _
gj.-y(az + o oas (Re ¢(x,t)) =0 | - (IITI.1.15)
derivando a equacdo acima em relacdo a '"x'", vem:
J g- '
J_oaydx | |
Tl ZN’dt (III.1.16).
Levando o resultado (III.1.16) na eq. (III.1.14) e
isolando termos em "x" e '"x'", obtém-se:
in £,
3 oy (II11.1.17)
dx

de onde:
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£, = exp. (2 yx) | (I11.1.18)

A eq. (III.1.18) & o "fator integrante' procurado, que

acoplado na -parte real do Lagrangeano, €eq. (IIi.l.é), fornece:

1 2 2yx 1 2 _2yx dRe d(x,t) 2vyx ,_
LR—Emu e "'_z'fﬂl.ui e_ -+ f'\‘—d‘x——?—-—- e d}\

(II1.1.19)

Aplicando as equacles de EBuler-Lagrange na eq. (III.1.20),
a equacdao de movimento obtida para o oscilador harmdénico quanti-
co-dissipativo nao coincide exatamente com a eq. (III1.1.9). .

Pois obtém-se um termo a mais na expressdo da equacgao
de movimento, e esse termo descreve a forca dissipativa em fun -

S o s . < ~
ui”. E 1sto acreditamos nao ser ver-

1)

cao da velocidade complexa
dade, pois a.condigéo‘iniéial imposta era de qué a dissipacao de
energia ocorresse somente devido a forca de atrito proporcional
a2 velocidade "U" a0 quadrado.

Como uma tentativa para eliminar este termo "diséipati
vo complexo' na equacao de movimento, modificamos é ’Lagrangeaho
dado na eq. (III.1.20).

Assim:

1 2 2yx 1 _ .2 _2Yx 2 _2Yx ,_
LR-—Z—mu e - Emuie 'meuie'.' dx
2
v/ é% Re ¢(x,t) e” "X dx | (III.1.20)
a este termo incluido no Lagrangeano acima, “fxnyuiezﬂﬂcdxu’ co

mo uma tentativa para justifica-lo, classificariamos como um pb-
tencial quantico devido ao atrito sofrido pela particula, e que

dependa somente da posicao.
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Aplicandd'as equacoes de Euler-Lagrange neste Lagran -
_geano, a equagéo de movimento obtida é,dé forma dada pela | eq.
(I11.1.9).

Assim, acreditamos que © Légrangeano dado na eq.
(IIlfl.ZO) descreve o éistéma ora em estudo.

Frizamos aqui; que nao é“absolutamente necessario en-
contrar um Lagrangeano para descrever 0 nosso sistema. O nosso
estudo pode ser realizado partindo diretamente do formalismo
Newtoniano, ou seja, a nossa equacao de movimento (III.1.9).

Novamente aqui o "fator integrante' nao € acoplado a

parte Complexa do Lagrangeano, eq. (III.1.7), pois este Lagran -

geano apos algumas‘mUdangas de variaveis nos fornece a equagéo
de continuidade, que expressa a conservacao da densidade de pro-
babilidaae. |

o .Apiicando'as equag6es.de Euler-Lagrange né parte imagi
naria do Lagrangeano, eq. (iII.1.7), obtém-se uma equacao de mo -

vimento da forma:

c;itmﬁi; 4 nd = V(m o (x,t)) o (III.1.2D)

& esta equacao de movimento que nos conduz a equagao de continui
dade, isto ap0Os algumas transposicoes de variaveis.

Assim das equacdes de movimento (III.1.9) e (III.1.21)

é possivel de se obter uma equacao semelhante a equacao de

Schrddinger, desde que sejam feitas as seguintes transposigoes:

Ult, t) o+ Vix,t) (II1.1.22)
'ui(t; ti) - vi(x, t) . (ITI1.1.23)

e ltme it
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e desde que o potencial "¢(x,tj” assuma a forma:
~ih 2 3 '
p(x,t) = 5 V.V + V(x) (I11.1.24)
onde:
-
Vo=V o+iv,; - o (III.1.25)

sdo as velocidades real "v'" e imaginaria ”31” definidas nas egs.
(I.2.10) e (I.2.11). E "V(x)" & o potencial de interacao.

Também com o auxilio das derivadas hidrodinamicas,

eqs. (I1.3.19) e (1.3.20), a eq. (III.1.9) assumé a forma:

> N 9 > - T
mv.vv) + gg(mv)fnﬂvi.VV ) -

_——82 (m\?l) + myvsz = - %(V(x) + L —V)..\_;l) (III.1.26)
i : : . .

X

&N

a derivada parcial em relacdo ao parametro ”ti” € nula,

logo
"agrupando a equacdo acima Vem:
i 2 1 22 3 > 25
> mvv~® - 5 mVyi *osp MV o+ myv y =
- - “v*fhz- VeV (III.1.27)

. ~ . ->
substituindo a expressdo para a velocidade real (v) em alguns

termos na eq. (II1I1.1.27), resulta em:

s

1 2 1 =2 ih ¥ 3 y* 22
5 mvv® - > mvvy + > v rYs en vt mYv'v =
SRR JCE RS (E) | (111.1.28)

Integrando agora, chega-se a:
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121 i et _
5 mv - mvi + - o An " myv-dx =
h T - . .
= -5 Vv - V(ix) + £(t) _ - (II1.1.29)

onde "£(t)" & a constante de integracéo.
A eq. (III.1.29) também assemelha-se a equacdo de Ri-
catti, denominamos de equacao de Ricatti modificada.
| Sﬁbstituindo agora a velocidade real (v) e a velocida-

de complexa (vi) nos termos restantes da eq. (IiI.l.ZQ),  chega—

-se a:

ih 3 ¥* _ Yh >
£(t) - > 3t ['Bs ” (V 2n )
1 ifi = yE 2 1 !
2 2m W) "2 (- Zm Vin v W)
3 > e _ - :
R O G e IR 1 ¢'D) . (III.1.30)
2 . 2m . :

Desenvolvendo os termos, vem:

2

: - i X
£(t) - 22 -2 gn - oy v W1—*
(t) 5 Bt 9 v " Y37 f( )
2 = > 2 s
h vy ATYA HT L VYrF o VY2
R LR T Ao
8m ~y* ¥ 8m Y ¥
hzv”v L Ty |
= V[ ] - (I11.1.31)
Agrupando, desenvolvendo e eliminando termos comuns,
obtém-se:
i3, ¥ BY 1 Fgn ¥2
- — I S n —
fO - Ty -/ y

o ) | |
S N A ‘+-VWW] P V) B (III.1.32)
b4
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A equacao de continuidade & obtida a partir da equacao

de movimento (III.1.21):

d = d > -
Eflnui + dtixnu = V(Im ¢(x,t)) (ITI.1.33)

desde que se faca aqui tambeém as transposicoes indicadas. .Assim com

calculos semelhantes aos do capitulo anterior, obtemos:

3t ' (III.1.34)

<,
~

que € a nossa equacao de continuidade. : |

Desenvolvendo a eq. (III.1.34) chega-se a:

- - I1.1.35
5t 4m y* Y (I11.1.35)

‘ 2
" ih 3 ,. ¥* %7y P SNy -
.f(l—)-‘-z——a'zln v ——-m.f(\7£n\y) dx «+
2 2
m 9 T A vy
+ - op AR YYo= 4m[\y* \y]+
2 2 s o
N VA S S IR TACD) (II1.1.36)
4dm y* Yy
0 que resulta em:
: 2 2
. 9 A 2. - hy
= V.= - — V V(ir)y - — .
ih 1 ¥ i ¥ + V(r) ™

[/(V zn%;)z dx1¥ + £(t)V (II1.1.37)

A constante "f(t)" pode ser avaliada se usarmos a con-

dicdo de que o valor esperado da energia "<E(t)>'" e igual ao va-
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lor esperado da energia cinética, (Zm)-l. <p2(t)>,‘mais o valor
esperado do potencial de interacdo, <V(r)>.

Assim:
CE(t)> = <pZ(t)>/2m + <V(r)>  (III.1.38)

Supondo  agora o probiema em uma dimensao:

E(t)> = in ] W*’(x,t)[a—\yé—?g] dx (II1.1.39)
2 2 +oe ?aziu(x t) | “
pf(t)> = - w1 owr(x,0) [y a0 (I1101.40)
- 00 aXLA
+ o
<Px)> = [/ vr(x,t) V(x) ¥v(x,t) dx (ITI.1.41)

w00

“Multiplicando a eq. (III.1.37) por "v¥v*(x,t)':

' L2 2
inv*(x,t) a¥(x,t) _ @F—W*(x,t) 37¥(x,t)

ot 2m aX2
(X, E) V) vx,t) + v (x,t) Vp(x) vx,t) (I11I1.1.42)
onde "V " & o potencial ndo linear da forma:

N JL yF(x,t) 2 _
V, = - f(ax an TEZE:ES—) dx + f(t) | (I1I1.1.43)

Integrando a eq. (III01.42)5.chega—se a:

2

<= co 2 00 .
N AL LA A Y AN L O T
-0 Bt 2m —oo axz
. -;-00 . + o0 : )
*f vTVEY dx o+ vV ()Y dx _ (III.1.44)

| Comparando a eq. (III.1.40) com as eqs. (III.1.38),
(I11.1.39), (III.1.40) e (III.1.41), chega-se a:
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2y e .
B g (2 oan 9 %axgy dx s STPVEE(E) Ydx = 0
4m - 90X vy -0

(IIT.1.45)

de onde obtém-se a expressao para a constante "f(t)':

- 12y e 3 Y 2 4
f(t) = Y {m [f(§§ n m )7dx1¥ dx (II1.1.46)
A equacdo final & da forma:
y 2 oy .
.. oY h 2 : hoY = y*x_2 - .
= - — V7Y vy - — — v ~.
in - o + V T [/(V &n \y) dr] +
'ﬁZY +00 - yx 72 ~ )
+ {7 [/(V &n ——)"dr] V¥ d?f? (I11.1.47)
4m —o0 ¥

A eq. (III.1.47) € diferente da equagao de  Schrddin-
ger-LangéVin obtida .para o caso linear, pois agora a dissipacgao
& devido 4 um. termo quadféticd na forca de atrito.

Denominamos a eq. (III.1.47) de equacao modificada de
Schr¥dinger-Langevin e, até agora, nao encontramos equacao an§19
ga na literatura para descrever o problema estudado neste capitg
lo.

Na secao seguinte passamos a obter as soluéées da eq.

(III.1.47).
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I1I.2 - EQUACOES DE MOVIMENTO

Para V(x) = %Inwzxz as equacoes de movimento:
NG UV ¢ V) - m (. VYD) - S (m VL)
) Bt i. 1 ’ StiLmvi
+ mvaR'? = - %’{?l V.V, ;,lmZxZ] (III.2.1)
2 12
e
> T > Tl 3 > 3 - _-*’ﬁ-*—.»
m(v.vv,) s mwiﬂv)+atimV+Eﬁmvi~‘H7V;ﬂx
(I11.2.2)

apresentam como uma solugao particular:

v o= £(t) - (I1I1.2.3)
e \\#////////

V. = wx(t;ti) - wg(t) : (II1.2.4)
onde "£(t)" €& uma funcao qualquer que depende do tempo, ‘mais

adiante veremos que "£(t)" € a solucao da equacao classica de mo
vimento para o oscilador harmonico classico dissipativo, Cuja
diésipagéo de energia € resultante da acao de uma forgca de atri-
to proporcional a velocidade ao quadrado.

Com as definigées de velocidade real "YU e  velocidade

1.
.

H_>
complexa v

- if > Y

= == : I1I.2.5
v anv n v ( )
> (A

R - ‘ 1I1.2.6
Vl. vagn m ; (I11 )

mais as expressoes obtidas nas eqs. (III.2.3) e (III;2.4), tere-
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mos em uma dimensao:

g ih 8 g * _ |
E(t) = o 3% pvn—qj— _ o (II_I.2.7)
e
wX - wE(t) = - B3 gn ywy o (I11.2.8)
| 7m BX , | s

de cujas equacdes, apos alguns calculos semelhantes aos efetua-

dos no capitulo anterior, obteremos:

w(x,t) = A exp. [———1‘“X§(t)1 exp. [~ 22 (x - £(¢) 2
. exp.[i k(t)] v (I11.2.9)
que € a funcao de onda pafa 0 nosso sistema.
Usando a gondigéo de normalizacao:
JY*Y dx = 1 : - (III.2.10)
obtemos;
A% - (Ray /2 | o - (IT1.2.11)

Substituindo agora a funcao de onda, eq. (III.2.9) na

equacao modificada de Schr8dinger-Langevin vem:

- mf{ +'im@xé - imwié -Hh i(t) = % méz +

1. 2 1. ° 1 . 1 . °
t 5 1mwx§ - 5 1m@££ + 5 nw + 5 1mwXg -
21 imwgé 21 mwx-~ - 1 mwzgz + mw2x£ +
2 _ 2 2
+,% mwlx? & myxt? - myile ' C(111.2.12)

Eliminando termos semelhantes e agrupando adequadamente, vem:
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e 1 a2 1 2.2
- mx& - hk(t) =3 mge - EO ) mw g +

2 . 02 ‘2 . .‘ .
+ mw XE + myXET - mygTg : (I11.2.13)
Da eq. (III.1.13) notamos imediatamente uma equacao

muito conhecida: |

o o -2 . 2 . .

- mx& - myxg~ - mw xg = 0 _ : (I11.2.14)

ou

<~

2

T ot) + vEL(E) + X E(L) =0 T (I11.2.15)

que € a equacgdo classica de movimento para o oscilador harmonico
classico dissipativo, onde a forca de atrito atuante & proporcio
nal 4 velocidade ao quadrado. Esta equacao ndo possui solugao ana
litica, mas pode ser numericamente integrada. ’

A equacdao restante € da forma:

- Ek(t) = % méZ _% no’e? -myife + B (I11.2.16)
ou
Rk (t) = = m@zgz + myézg - %~mé2 - EO (I11.2.17)
Colocando "k(t)" como:
Es . 1 2. 1 2.2 1 :2 -
‘k(t) =__;ﬁ_.t += S (mvyEg %j+-2- mw” g -2 mg“)dt  (III.2.18)

Como "k'" ndo € s6 funcdo do parametro tempo ''t'", mas
também da funcao "g(t)' e sua derivada primeira ”é(t)”, podemos

colocar a eq. (III.1.18) como:

CE..t ° -
k(t) = - ‘f’% + g(E(t), £(t), t) (I11.2.19)
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onde:

g(e(t), E(t), ©) = 1 fawEle+ 2 mo’g? - 2 mEP)ar
' (II1.2.20)
ou: |
Fg(£(t), E(t), t) =mElyE +%~ mwziz-% nE?  (I11.2.21)

Logo a funcao de onda, solucao da equacao modificada

de Schr¥dinger-Langevin, em uma dimensao possui a forma:

iE .t - h
© 7. exp.[- Bex - g1 .

H

Y(x,t) = A exp.[-

imxé(t)]

exp. [ Yy

cexp. [ig(E(t), E(t), 1] (I11.2.22)

Observar que a funcao de onda, obtida aqui, possui a

mesma forma que a- funcao de onda obtida no capitulo anterior pa-
ra 0 caso dissipativo linear, porém a forma da funcao "g(t)" &
-diferente nos dois casos o que implica<em'fun96es de onda dife-
rentes. Pois a funcao "Z(t)" nesse caso & a solucdo da eq.
(III.2;15), porém como €ssa équagéo & nio linear, nao temos con-~
di¢des de obter a forma analitica da funcio g ().

Pode ser tentada uma solﬁgéo numérica para a eq.
(IIT.2.15), mas deixaremos isso para um outro trabalho futuro.

Substituindo a funcao de onda.e sua complexa conjugada
nas eqs. (III.2.5) e (III.2.6), obtemos as expressoes para a ve-
locidade real (V), eq. (I11.2.3), e para a velocidade imaginaria

(v{), eq. (II1.2.4).
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" III.3 - ENERGIA

No capitulo anterior, para o caso do oscilador harméni
co quantico dissipativo 1inéar, a energia total do sistema € ob-
tidavcom a equacao de Riéatti modifiéada e com as definigcoces de
valores médios. Como a energia nao possuil um operador definido,
por enquanto, para sistemas dissipativos, faremos aqui uma anili
se para a energia total, usando a equagao de Ricatti modificada

obtida para o presente problema.

Assim, a eq. (III.1.29) que € a equacdo de-Ricatti mo-
dificada:
1 mv2 - = mv. + g 3 v. + V(r) =
2 2
ih 9 ¥ - 2. e :
= -5 §€~2n v - my S v dr + f£(t) ’(III.B.I)
onde:
B2y e >y o |
Cf(t) = 5(1 Lo YOI/ OV an Sy 7]y dr (III1.3.2)
v n J _

escrita em termos de valores medios sera:

<l mv?> + <l mv2> - <E €1§.> + <V(r)> =
2 1 2 2 1

- <%? é% n %;> - <my.fV2dr> + <f(?)> | (ITI.3.3)

Observando que o lado esquerdo da equagao acima repre-
senta o valor médio.da energia cinética mais o valor médio da
energia potencial que € a. nossa’ definicao de energia total para

sistemas dissipativo, vem:
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E(t)=5<% mV2>..<% mv§>-+<% §.$i>.+<vcr); (III.3.4)
e que para o nosso problema, em uma dimensao, a velocidade real
(?) e a4 velocidade complexa (31) sao fornecidas pelas eqgs.

(I11.2.3) e (III.2.4); o que resulta em:

E(t) = <% m gz> - <% m(wX -‘w£)2> +
, B2 (wx - wg)> o<k mw2x2> | 0 (III.3.5)
2 3% . 2

<
~

Assim, efetuando os calculos necessarios chega-se a:

CE(t) = B, +.% mw?z 2 +'% mel (III1.3.6)

A equacao acima contém o mesmo tipo de informacdes que
a eq. (II1.4.18) encontrada no capitulo anterior para o caso dis
sipatifo linear.

" Por sua vez, o lado direito da eq. (III.3.3), também

deve fornecer o valor médio da energia do sistema para manter a
identidade. |

Logo:

E(t) = - <%? é%'ﬁn %;> -<my_ﬁv2dr>-f<f(t)> (I1I.3.7)
escrevendo a equacao acima em uma dimenséo,.jé com a  expressao

para "f(t)", resulta em:

. 2
ith 9 g * 1%y ) yx 2
t) = - <= 2 gn =—> - <= Y (= an dx>
E(t) 2 3t Y m % g 94X+
‘hzy +°;>' 3 v 2
+ <L { TR (= An ==)%dx]V¥ dx}> - (III.3.8)
4m = 77 U9X ¥ - ,

“
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Substituindo a funcao de onda correspondente na equa-
cdo acima, ap0s alguns calculos obtemos:

E(t) =

<E > - <mxg (t)> - <hg> -

- <myxE2(t)> + <myE(t) £2(t)>

(III1.3.9)

Desenvolvendo e substituindo a expressao para ”é(g(t),
E(t), t)'" na equagao acima, vem

:E(t) =

= Bg-mye(t) € (0) -myg(e) £°(e) + 3 mEl(e) ¥
s

> mu’e’ (1) - mye(e) E2(0) s myE(t) &(1)

(I11.3.10)
eliminando termos comuns:
E(t) - E, - mE(t) E(t) - myE(t) £%(t) .
;‘% mwéiz(t) " % né? (1) (111.5.11)
1embrando que:
- el = E) + vER(D) O (III.3.12)
vem de forma mais geral: |
E(t) = E_ + % mwle?(t) - % né? (1) (III.3.13)

Esta equacao € idéntica a eq. (III.3.6) obtida com o
lado esquerdo da equagao de Ricatti modificada.

A eq. (ITI.3.13) assemelha-se também com a eq. (III.4.18)

obtida para o caso dissipativo linear no capitulo anterior, po-

rém guardadas as devidas diferencas, pois a funcdo "g(t)" & dife
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Esta equacdo & idéntica 3 eq. (III.S.é)lobtida com o
ladb'eSQuérdo da equacao de Ricatti modificada.
| A eq. (iII.S.lS) assemelha-se tambem com a eq.(III.4.18)
‘obtida para ¢ caso diésipativo linear no capitulo anterior, po-
rem guardadas as devidas diferencgas, pois a fgngio mE(t)" & dife
rente nos dois casos.

Para obtermos a energia dissipada emvfungéo'do tempo,

basta derivar a eq. (111,3.13),_assim:
B(t) = mo E(t) £(t) + my £(t) E (¢  (IIE3.14)

e lembrando que:

£ (t)

0

- Yé?(t) - wZE,(t) . (III.3.15)
chega-se a:

B(t) = - my £°(%) » | (II1.3.16)

A equacao acima expressa a taxa de variacao da energia
~do sistema-em funcdo do tempo, para o oscilador harménico quanti
co dissipativo caso quadratico.

A funéao ME(t)" & solucdo da equacdo classica de movi-
mento para o oscilador harmonico classico amortecido, eq.
(III.2.15).

Como esta equacdo € ndo linear, a solugdo € nao anali-
tica e sim numérica.

Frizamos aqui, que este tipo de problema n3o € aborda-
do pela literatura, pelo menos até o presente momento. Portahto

nao temos como confrontar nossos resultados aqui obtidos.
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CONCLUSZAO

A formulacdo hidrodindmica da mecdnica quantica vem
sendo utilizada com sucesso em todos 65 problemas, que até agora
estudamos, sem uma ﬁecessidade muito grande de calculos matema-
ticos sofisticados. _ : /

N§o temos a pretensao de coloca-la como uma nova teo-
ria que pode solucionar todo e qualquer probléma na : .imecﬁniéa>

quantica, mas tentamos coloca-la como uma ferramenta de trabalho

e

que facilite um pouco o formalismo matematico, bem como as  in-
terpretacoes fisicas, que envolvem a mecanica quantica.

Com o pensamento nesse sentido; foi que abordamos os
problemas dissipativos em mecanica quéntica.

No capitulo I fazemos uma apresentacao da  formulacao
hidrdédinamica usual da mecanica quantica onde; pela séparagﬁo da
equacao de Schr8dinger dependente do tempo em uma parte real e
outra complexa, obtemos duas equacoes diferentes.

Da parte complexa obtemos a equacao de continuidade ,
semelhante a eﬁuagéq de continuidade para o formalismo hidrodina
mico Cléssico; onde aqui esta equacao expressa a conservacao da
probabilidade.

- Da parte feél obtemos uma equégéo que expressa a con-
servacao de energia; a equacao multidimensional de Ricatti. E pa
ra casos estaciondrios obtemos uma generalizacdo da equacao de
Hamilto-Jacobi da mecanica classica.

Ainda da parte real; pela derivacao da .equacao que
expressa a conservacao de energia; obtemos uma equagéo de movi-

mento.



80

. Nesse método por nds proposto, pela adicdo da equagdo

de continuidade e da_eduagéo de movimento, ap0s as transposigoes
de variaveils, obtemos novamente a equacdo.de Schr8dinger para
descrever sistemas quanticos.
Obéerva-se, ja aqui neste primeiro'capituio, que por meio dé um
tratamento conveniente da formulaggb hidrodinamica da mecanica
quantica, conseguimos obter'resultadoélapresentados na literatu-
ra, além de nossa formulagéo contervem si mesma os limites clas-
sicos ou quanticos.

No capitulo II fazemos uma aplicacao do nosso -iforma-'
lismo para o oscilador harmonico qu&nt;co dissipativo, onde a
dissipagéd‘de energia ocorre devido a uma forga de étrito linear
mente‘proportional a velocidade ao quadra&o.

Por énalogia com o caso classico, partimos de uma edug
v§éo de movimento do tipo nF oo ﬁZ”, que €- generalizada ﬁara in-
cluir forgas dissipativas, e desta equaééo'de movimento obtemos
um Lagrangeano quénticoIQue descreve o nosso sistema. Separando
este Lagrangeano em uma parte real e outra complexa»obtemos duas
equagéeé de movimento. |

A equacao de moviménto, obtida da parte real, depoié
de efetuadas as mudangcas nas variaveis, € integrada‘conveniente—
mente e fornece a equacao que expressa a conservac¢ao de energia
ou como.a conhecemos, equagao modificada de Ricatti.

A equacdo de movimento, obtida da parte complexé, é
também integrada para fornecer a equacao de continuidade.

'Frisamos‘aqui que o caminho inverso pode ser 'seguidb,

isto €, obter. o Lagrangeano das equacOes de movimento.



81

Da equacao de movimento generalizada mais a equacao dé
PRSI ' .. o~ [2] . >
continuidade, usando as definigoes de velocidade real (v) e
. . e . - ~ R R '
imaginaria (vi), obtemos a equacao de Schr¥dinger-Langevin para
descrever o sistema ora em estudo.

A equagéo de Schrddinger-Langevin também foi obtida
[52,57,67]

por outros autores usando procedimentos ja descritosno
decorrer deste trabalho. O nosso formalismo conduz a esta equa -
cao sem complicacOes matematicas maiores, alem de fornecer exatg
mente os mesmos resultados aﬁrésentados na literatura.

Em seguida obtemos diretamente das equagoes de ﬁbvimeg
to as expressdes para a velocidade real (v) e a Velocidade‘ com- -
plexa (Vi), também encontradas por SKAGERSTAM[57] usando as def1i
nicoes de velocidade esto;éstica e velocidade corrente da mecani
ca estocastica.

| Usando as expressoes obtidas para a velocidade comple-
xa (vi) e para a velocidade real (v), com as respectivas defini-
coes, obtemos uma funcdo de onda que & solugio da equacido de
Schr8dinger-Langevin para o oscilador harménico quantico dissipa
tivo caso linear.

SKAGERSTAML05°7]

obtem a mesma fungcao de onda wusando
uma série de transformacdes de gauge dependentes do tempo.

Por Gltimo, com o emprego da equacao de Ricatti modifi
cada, calculamos a energia total para o sistema e esta equacao
obtida concorda com dados apresentados na 1iteratura[57].

Também a energia dissipada, aqui obtida, encontra ex-
pressao analoga na'literatura[sz’ég].

'No capitulo II abordamos também o oscilador harmdnico
quantico dissipativo; porém,,a_dissipagébiagora se faz devido a-

uma forca de atrito proporcional a velocidade ao quadrado.
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Também aqui usamos o nosso formalismo, e obtemos uma
equacdo modificada de Schr¥dinger-Langevin para descrever o sis-
tema quantico ora em estudo.

A fungao de onda, solucao da equagio modificada  de
Schr¥dinger-Langevin, & obtida das velocidades real (v) e imaginad -
ria(vi) e guarda’ uma formavsemelhante,é funcao de onda obtida pg
ra o caso linear. |

Obtemos aqui também a energia total do sistema, pelo
uso direto da equacao modificada de_Ricatti, e obtemos também. a
energia dissipada pelo sistema. . | - -

Como nao encontramos né literatura problemas anélogo;
ao aqui abordado, oécilador harmonico quantico dissipativo caso
quadratico, ndo possuimos meios de confronfar 0S nossos resulta-
dos aqul obtidos.

| Pelo que vimos até aqui, a simplicidade do tratamento
matematico no formalismo hidrodinamico da mecanica quantica, é
um forte estimulo para a sua'utilizaééo em problemas que envol--
vam dissipagéo de energia, ou outra forma qualquer de diSsipaééo.

Ademais os resultados obtidos concordam plenamente
com resultadosvapresentados na literatufa,_pelo menos para O ca-
SO diséipativo linear, levando-nos a ser tentados a aplicar o
nosso formalismo em outros problemas que envolvam dissipacgao de
energia, quais sejam; coliséo de ions pesados, penetracdo de bar
reiras, espalhamentos inelasticos de particulas quanticas, etc.,

isto sera feito em outros trabalhos.
Lembramos que no presenté trabalho nao foram conéidéfg.

dos os efeitos de flutuacdes no sistema.
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