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RESUMO

Neste trabalho é proposto um modelo linear de Fluxo em Redes para 0 problema de
minimizacéo de custos de producédo e distribuicdo de Multiplos Produtos Compostos. Neste
modelo, restri¢des de acoplamento sdo consideradas para tratar a proporcionalidade existente
entre os diversos fluxos que formam o produto composto, bem como as restricbes de
capacidade dos arcos pelos quais estes fluxos percorrem. A metodologia utilizada para
solucionar o problema é baseada na estratégia de particionamento da matriz basica, e na
implementagcdo de uma especializagdo do método simplex dual para solucionar o problema
particionado primal. Como solucdo inicial, € utilizada uma base construida por meio de um
método heuristico que aloca fluxos em caminhos de custo minimo. Para redlizacdo das
operages de troca de base, a matriz ciclo € armazenada na forma produto da inversa, de
modo a manter a esparsidade e a dimensdo. Testes computacionais, contendo em torno de
200.000 restricdes e 370.000 variaveis, aplicados a distribuicdo de produtos compostos de
uma industria do setor petroquimico, foram realizados com sucesso. Os resultados obtidos
demonstram a eficiéncia computacional do agoritmo desenvolvido e a aplicabilidade do
modelo formulado. Finalmente, recomendacfes sdo apresentadas para desenvolvimento de
trabalhos futuros.

Palavras-chave: multiplos produtos; particionamento; primal-dual; programacdo linear; fluxos
em redes.



ABSTRACT

This dissertation presents a linear model of flows in networks to solve the cost minimization
problem of the production and distribution of compound multi-commodities. Coupling
constraints are employed to permit the use of arc capacity upper bounds and to guarantee
proportionality among compound multi-commodity network flows. The methodology used to
solve the problem is based on partitioning the basic matrix and on implementing a variant of
the dual simplex method to solve the partitioned primal problem. Thefirst iteration solution is
a base constructed through a heuristic method that allocates flows through least-cost paths. A
fixed-dimension and sparse cycle matrix which is stored in itsinverse product form is used for
base-changing procedures. Test runs of compound multi-commodity distribution problems in
the petrochemical sector with 370.000 variables and 200.000 constraints were executed
successfully. The results confirmed the computational efficiency of the algorithm as well as
the broad applicability of the formulation. Future research opportunities are suggested.

Key-words:. Compound multi-commodities; partitioning; primal-dua methods; linear
programming; flowsin networks.
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CAPITULOI

1. INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOESINICIAIS

A abordagem por programacdo linear desfruta de ampla aceitacdo devido a
habilidade de modelar problemas importantes e complexos. Alguns dos mais extraordinarios
modelos de programacdo linear sd0 aqueles que possuem uma estrutura especial que
permitem o desenvolvimento de algoritmos eficientes e especializados em sua solugdo. Nessa
familia de problemas, destaca-se 0 modelo para o problema de fluxo em rede para multiplos
produtos MP. Os problemas MP sdo caracterizados basicamente por varios produtos
compartilharem arcos em uma rede capacitada. Esses problemas tém sido extensivamente
estudados, devido suas numerosas aplicacies e estrutura de rede que exibem. O problema da
distribuicdo de produtos compostos MPC pode ser caracterizado como uma extensdo do
problema MP no qua produtos distintos sdo utilizados para formular novos compostos
demandados pelo mercado. A solugéo deste problemaimplica naidentificagdo do local onde o
composto deve ser formulado bem como as respectivas quantidades envolvidas, de modo a
assegurar a proporcionalidade.

O MPC surge pela necessidade de estabelecer uma solucéo eficiente para este
problema de producéo e distribuicéo, por parte, principamente, da industria petroquimica.
Este problema torna-se, a0 mesmo tempo, mais complexo e relevante, na medida em que 0s
pontos de producdo se distanciam geograficamente dos pontos de demanda e consumo, e o
processo de distribuicgo néo é realizado, obrigatoriamente, de um ponto de produgdo a um
ponto de demanda, permitindo que pontos intermediérios, como bases de misturas, centros de
concentracdo e distribuicdo sejam utilizados. Também contribuem para esta complexidade, o

fato das interligagbes possuirem restricbes de capacidade e custos variados. Contudo, o
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problema MPC serve de modelo para inlmeras outras situagdes absolutamente diversas que

Ihe s&o assemel hadas por abstragéo.

1.2 OBJETIVOS

Este trabalho tem como objetivo geral verificar a viabilidade de implantagdo de um

algoritmo de programacdo linear para o problema de multiplos produtos, do tipo MP e MPC,

capaz de resolver problemas de médio e grande porte, utilizando uma estratégia primal-dual

sobre o problema particionado, e a estrutura do problema a fim de acelerar o processo de

busca da solugéo 6tima.

Para alcancar este objetivo geral, os seguintes objetivos especificos serdo

considerados no desenvolvimento deste trabal ho:

i)

i)

Vi)

Modelar a rede, caracterizando as entidades de producdo, distribuicdo e
consumo através de conjuntos de nés elementares, por onde trafegam os
produtos e sdo formulados 0s compostos.

Equacionar um modelo matemético de Programacdo Linear, de modo a
permitir a quantificagdo dos volumes transportados, produzidos e formulados,
a0 longo de toda a cadeia logistica, desde os pontos de producéo até os
mercados consumidores.

Enquadrar o modelo matemético formulado na classe de problemas de fluxo
em redes com multiplos produtos, de modo a caracterizar os fluxos das fracfes
correspondentes aos produtos cCompostos.

Desenvolver uma estratégia de solucgdo para o problema de fluxo em redes para
multiplos produtos e compostos, baseado na especializacdo do algoritmo
simplex primal-dual.

Desenvolver uma solugdo basica inicia avangada, através de técnicas
heuristicas, de modo a reduzir o nimero de iteracGes e o tempo computacional
gastos na resolucéo de algumas instancias tipicas deste problema.

Avdliar a viabilidade da estratégia de solucéo e o desempenho do agoritmo
proposto, através da solugdo de um conjunto problemas reais de uma industria

do setor petroquimico.
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1.3IMPORTANCIA DO TRABALHO

A escala de globalizacdo e busca da eficacia organizaciona tem forcado cada vez
mais 0 desenvolvimento de métodos quantitativos avancados na tomada de decisdes com
solucdo em tempo razoavel. Hoje em dia, problemas com milhares de restricdes e variaveis
sd0 resolvidos em microcomputadores. Nesse contexto, a metodologia desenvolvida
possibilita minimizar os custos logisticos envolvidos na distribui¢éo e producgéo de produtos
compostos. A rede l6gica permite indicar o local e a quantidade de formulagdo de produtos

compostos, bem como o transporte desses até os mercados consumidores.

O trabalho tem contribui¢des importantes em relagdo ao estudo dos problemas que
envolvem multiplos produtos. Além da reformulagdo do modelo tradicional para o problema
MP por meio de uma tradugdo contextual conveniente do problema MPC, um estudo
profundo da estrutura do algoritmo simplex particionado para multiplos produtos implicou em
resultados mateméticos, que serdo apresentados nos capitulos 3 e 5, cujas propriedades
levaram as relagdes de dualidade e sensibilidade que, devidamente aproveitadas, contribuiram

para uma eficiéncia numérica do algoritmo.

1.4 MOTIVACAO

As atividades de logistica e transporte de multiplos produtos tém sido amplamente
pesquisadas e os métodos de solucdo exata oferecem grandes dificuldades computacionais.
Entretanto, 0 método apresentado por Castro e Nabona [Cas96] para solucionar problemas de
multiplos produtos de grande porte € exato e €ficiente. Tratase do método simplex
particionado especializado para o caso de redes com multiplos produtos, cuja técnica de
solucdo € redizada em duas etapas. A possibilidade de aplicacdo da técnica de

particionamento ao problema MPC surge quando um novo model o de rede é desenhado.

Muitas sdo as aplicacbes préticas que fazem uso desse modelo e o problema da
distribuicdo de produtos compostos pode ser visto como uma extenséo do problema MP.
Exemplos da distribuicdo de produtos compostos aparecem na indlstria de

fertilizantes, celulose, petrolifera, petroquimica, siderurgica e outras.
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1.5ESTRUTURA DO TRABALHO

O presente trabalho esta dividido em sete capitulos, sendo o primeiro capitulo
introdutorio.

O Capitulo Il apresenta uma revisao historica sobre os métodos gque solucionam os
problemas de programagao linear, incluindo o caso especia dos problemas de fluxo em redes
com mulltiplos produtos.

O Capitulo 111 apresenta a fundamentacdo tedrica necessaria a0 desenvolvimento
deste trabalho, resgatando os principais resultados apresentados em [Ken80] em relacdo a
especializacdo do algoritmo simplex aplicado aos problemas de fluxo em rede com custo
minimo. Ainda neste capitulo, algumas consideracOes sdo readlizadas sobre a técnica de
resolucdo proposta originalmente por Kennington e Helgason [Ken80], e também por Castro e
Nabona [Cas96]. Em face destas consideragbes sd0 sugeridas algumas modificagbes em
relacdo ao tratamento da matriz ciclo, que passa a ter dimens&o fixa, contrariamente ao que é
feito pelos autores referenciados. Dado as modificagOes sugeridas, sGo acrescentadas, a este
capitulo de fundamentacéo tedrica, as extensdes e adaptacdes pertinentes.

No Capitulo 1V, é apresentada a descricdo do problema de distribuicdo de produtos
compostos, sendo formalizado, para o0 mesmo, um modelo de programacao linear. Tal modelo
apresenta a estrutura de um problema de fluxo em redes com multiplos produtos, no qual cada
entidade envolvida na logistica de distribuicdo, caracterizada por super-nés, é representada
por um conjunto de nés elementares sobre os quais se aplicam as restri¢des de conservagdo de
fluxo. Aos arcos, que conectam estes n0s elementares, representando os fluxos de produtos,
incluindo os compostos, sdo associadas restricdes de capacidade. Restricbes adicionais de
acoplamento entre as diversas correntes de produtos sdo agregadas ao modelo para restringir
as capacidades dos arcos que sdo compartilhados por diversos produtos, bem como para
manter a proporcionalidade entre os produtos que formam o composto.

No Capitulo V € apresentada uma estratégia de solugdo para 0 modelo desenvolvido
no capitulo 1V. Esta estratégia € composta de dois estagios. No primeiro, uma alocacdo de
fluxo inicial é redizada através de uma técnica heuristica primal. No segundo estégio,
partindo da solucdo inicial obtida, € aplicado o método simplex dua especializado para o
problema de fluxo em rede com particionamento primal. Ainda neste capitulo, séo
apresentados os agoritmos referentes a0 desenvolvimento desta estratégia, bem como a
descricdo detalhada da implementacdo dos passos algoritmicos, para 0 aproveitamento

eficiente da estrutura de rede do problema.
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O Capitulo VI apresenta resultados numéricos e computacionais. Um exemplo
numérico ilustra passo a passo o algoritmo com particionamento dual, correspondente ao
segundo estagio do algoritmo apresentado no capitulo V. Além disso, resultados
computacionais para problemas reais de uma empresa do setor petroquimico, tais como
dimensdes de problemas resolvidos, tempos computacionais e nUmero de iteracdes realizadas,
s80 apresentados.

Finalmente, no Capitulo VI sdo apresentadas algumas consideragdes, conclusdes e
recomendactes para trabal hos futuros.

O trabalho ainda contém um apéndice ilustrando passo a passo o agoritmo com
particionamento primal para o problema MP e MPC, onde efetivamente séo aplicados todos

0s resultados al gébricos obtidos.
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CAPITULO I

2. REVISAO DA LITERATURA

Este capitulo apresenta uma breve retrospectiva sobre alguns métodos de solugdes
para problemas lineares de otimizagdo. Técnicas tém sido aplicadas a problemas de fluxo em
rede solucionando problemas lineares e ndo lineares com 0 objetivo de investigagcdo e
compreensdo do desempenho computacional na implementacdo aos problemas de custo
minimo. Uma razdo importante para estudar modelos de fluxo em rede para multiplos

produtos é a grande variedade de aplicagdes que podem ser model adas.

2.1VISAO GERAL DOSMETODOS DE PROGRAMAGAO LINEAR

O primeiro algoritmo para resolver o Problema de Programacéo Linear (PPL) foi o
Simplex desenvolvido pelo matemético americano George Dantzig em 1947, (ver [Dan63]).
ApOs vérios anos de aprimoramento tornou-se muito eficiente, apesar de pesquisar a solucéo
6tima percorrendo de vértice em vértice. De 1950 até 1965 foram desenvolvidos algoritmos
especificos para modelos lineares de fluxo em rede. A estrutura especial do modelo permitiaa
utilizacdo de métodos especificos muito eficientes a esses casos, ndo se aplicando a um caso
geral. Nessa época, foram desenvolvidos o método primal simplex especializado e o método
primal-dual. A especiaizagdo do prima simplex comegou com Dantzig e culminou com o
trabalho de Ellis Johnson [Joh65], baseado em [Dan63] e [Cha6l]. O método primal-dual teve
origem com Harold Kuhn’s (algoritmo hangaro) para o problema de atribui¢cdo e culminou
com Delbert Fulkerson’s (algoritmo out-of-kilter [Ful 71]).

No final da década de 1970, Khachian [Kha79] apresentou o agoritmo dos

Elipsbides para programacdo linear, com tempo polinomial. Embora o algoritmo tivesse
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propriedades tedricas satisfatorias, 0 seu desempenho na prética era muito inferior quando
comparado com o método simplex.

O algoritmo Project, desenvolvido por Rodder e Blauth [R6d80], utilizando a idéia
de procurar o 6timo na direcéo do gradiente da funcéo objetivo projetado sobre o espaco nulo
da matriz de restricdes, mostrou uma boa eficiéncia nhumérica a modelos de programacdo
linear que apresentavam estruturas quai squer.

Rodder [R6d82a] demonstra que o algoritmo é finito, através do uso de um conceito
analogo da perturbacdo, também utilizado na demonstracdo da convergéncia do simplex.
Rodder et al. [R6d82b] sugerem um novo algoritmo conceitual, que utiliza a forma produto da
inversa para efetuar mudancas na base, a ser desenvolvido a partir do algoritmo revisado.

Mais tarde, Coelho [Coe83] desenvolve uma teoria permitindo uma Andlise de Pos-
Otimilidade de um problema resolvido pelo algoritmo Project com bastante sucesso. Cria uma
teoria e implementacdo algoritmica para os principais parametros do problema de
programacao linear.

Mayerle [May84] implanta e avalia um algoritmo de programagdo linear capaz de
resolver problemas de médio e grande porte, utilizando o gradiente da funcéo objetivo para
efetuar trocas mlltiplas de base. A complexidade do algoritmo é analisada fazendo um
paralelo com o simplex.

Karmarkar [Kar84] publicou um método de pontos interiores, capaz de encontrar
uma solugdo 6étima em tempo polinomial, para o pior caso. Além disso, 0 autor afirmou que
seu método era mais rgpido do que o método simplex, o que estimulou uma imensa pesquisa
na &ea de otimizacdo linear, incluindo-se questdes desafiadoras sobre a eficiéncia
computacional de métodos do tipo simplex. Sousa (ver [Sou00]) cita em seu trabalho sobre
uma observagdo interessante de Dantzig e Thapa (1997) de que, nos primordios da otimizacdo
linear, Von Neumann prop6s um método que hoje seria chamado de pontos interiores, porém
as implementaces feitas na época deram grande vantagem computaciona a0 método
simplex, inibindo as pesquisas nessa diregéo.

Sousa, baseado no trabalho de Freund e Mizuno [Fre96], apresenta um panorama
dos métodos de pontos interiores no campo da otimizagcdo linear. Métodos dos pontos
interiores tém mudado permanentemente 0 panorama da teoria, da prética e da computacéo
em programagdo matemética. Programagdo linear ndo € mais sinénimo do classico método
simplex, e muitos pesquisadores tendem a ver agora a programagao linear mais como um caso

especial da programacéo ndo linear devido ao desenvolvimento desses métodos.
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Até os meados da década de 1990, métodos de pontos interiores atrairam alguns dos
melhores pesquisadores em pesquisa operacional, matemética aplicada e ciéncia da
computacao. Muitos artigos ja foram escritos, seguindo o trabalho de [Kar84].

Os métodos de pontos interiores utilizam ferramentas mateméticas mais avancadas
guando comparadas com métodos do tipo simplex, sua andlise matematica € tipicamente
complicada e os métodos sdo menos receptivos a intuicdo geométrica. Na opinido de alguns
autores, a maioria dos métodos de pontos interiores esta incluida numa das trés principais
categorias: Métodos A fim-Escala, Métodos de Reducdo Potencial e Métodos da Trajetoria
Central. Os resumos dessas trés categorias sao apresentados em [Sou0Q].

O agoritmo original de Karmakar [Kar84] utiliza uma forma muito especifica de
Problema de Reducdo Potencial e também o procedimento de transformagtes projetivas no
algoritmo e na prova de garantia do desempenho do algoritmo [Gon92]. Transformagdo
projetiva € contelido de suprema importancia, pelo menos conceitualmente, na compreensao
de métodos de pontos interiores em geral. Embora o Método de Reducéo Potencial apresente
desempenho de complexidade polinomial, ndo recebe muita atengdo em termos de testes
computacionais. Métodos de pontos interiores baseados em Trajetdria Central sdo sem davida
0s mais utilizados na prética.

Na tentativa de tirar 0 maior proveito desses trabalhos, implementactes eficientes
dessas técnicas foram sendo desenvolvidas e toda tecnologia foi estendida aos problemas

lineares de fluxo em rede para muiltiplos produtos.

2.2 METODOS DE SOLUGCAO PARA PROBLEMAS LINEARES DE FLUXO EM
REDE

O excepciona trabalho de Bradley et a. [Bra77] enriquece a literatura que envolve
problemas lineares de fluxo em rede através de uma completa descricdo dos modelos e
implementacdio aos problemas de rede de custo minimo (simplex primal). E utilizada uma
familia de programas de rede muito répidos e eficientes na resolucdo dos problemas de
minimizagdo em grande escala. O mais generaizado dos modelos de fluxo em rede de custo
minimo é a classe de problemas de transbordo capacitado, que incluem problemas de
transporte capacitados e ndo capacitados e o problema de designacdo classico. Estes modelos
sd0 utilizados em um numero variado de aplicagdes para determinar como (ou em que nivel)

um bom fluxo deve circular através de uma rede de forma a minimizar custos totais de
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embarque. A estrutura matematica unificada de programacgao linear para redes € apresentada
com énfase especia na estrutura de dados a qual parece ser fundamental na programagdo
matemética geral. Uma revisdo pertinente da literatura de otimizacdo acompanha os testes
computacionais. Relatos importantes como a exploracéo da estrutura especia do problema,
técnicas de geracdo de elementos, andise de pos otimalidade, operacdo com geradores de
problemas, arquivos de problema externo e um procedimento de selegdo do pivo simples, ndo
ciclico, garantindo um limite para o algoritmo sao apresentados.

O modelo de rede para multiplos produtos difere dos model os anteriores por conter
restricbes adicionais. A dificuldade encontrada para solucionar os problemas de muiltiplos
produtos era, e ainda €, em relacdo a restricdo adicional e 0o tamanho do problema com
respeito a um numero consideravel de produtos. Esse tipo de problema tem recebido muita
atencdo nos ultimos anos e muitos algoritmos que apresentam a estrutura do problema séo
sugeridos e implementados. Duas técnicas bésicas sdo aplicadas aos problemas de multiplos
produtos; decomposi¢do e particionamento. As técnicas de decomposi¢ao sdo caracterizadas
como price-directive e resource-directive.

A decomposic¢do price-directive, também chamada Dantzig-Wolfe Decomposition, €
um procedimento em gue existe uma coordenagdo entre o problema mestre e cada um dos
véarios subproblemas mudando a funcdo objetivo (pregos) dos subprogramas a cada iteraco.
O objetivo é obter um conjunto de precos (variaveis duais) tais que a solucdo combinada com
todos os subproblemas assegura o 6timo para o problema global .

A decomposicdo resource-directive € um procedimento que distribui a capacidade
do arco entre os k produtos de modo a resolver k subprogramas assegurando o fluxo 6timo
para o problema de acoplamento. A cada iteragdo, uma alocacdo € feita e k problemas de
monoproduto sdo resolvidos. Desde muito cedo referéncias apresentam esta aproximagao,
surgida em 1956 (Robacker citado em [Ken77]).

As técnicas de particionamento sdo especializagdes do método simplex, onde a base
corrente € particionada em uma estrutura especial. Essas técnicas sdo especiaizacdes do
método simplex primal, dual, ou primal-dual. Os trabalhos de [Sai66], [Har72], [Gra73] e
[Ken75] apresentam atécnica primal, enquanto [Gri72] apresenta atécnicadual.

Os métodos price-directive e primal partitioning séo baseados no algoritmo simplex
e, portanto existe um critério de otimalidade. Esses dois métodos sdo vistos propriamente
como técnicas exatas. Em relacdo ao método resource-directive, como ndo existe

efetivamente um critério de otimalidade, 0 método é visto como uma heuristica.
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Muitas vezes, sob o0 ponto de vista computacional, os métodos exatos sdo
considerados muito dispendiosos e alternativas mais econdmicas tém sido procuradas. Deste
esforgco, uma variedade de heuristicas de alta eficiéncia pratica tem surgido.

De qualquer modo, é presumivel que, no universo dos possiveis problemas, existam
aqueles que apresentam um comportamento melhor quando utilizam um método de resolucéo
exato, enquanto que em outros a heuristica € utilizada com maior sucesso.

Os métodos que surgem em anos mais recentes sdo baseados tanto em métodos
heuristicos como exatos, e abordam os mais variados assuntos.

Kennington e Shalaby [Ken77] apresentam uma técnica heuristica para obter boas
solucdes para problemas grandes de fluxo em rede de mdiltiplos produtos. A abordagem geral
€ aocar as capacidades dos arcos entre produtos individuais e, portanto, decompor o problema
em um conjunto de problemas de monoproduto. Os problemas de monoproduto s&o resolvidos
e asolugcdo combinada é comparada com um limite inferior. Se a solugdo estiver dentro de um
desvio aceitavel do limite inferior, o procedimento acaba. Em caso contrario, as capacidades
dos arcos sdo realocadas e 0s subprogramas séo resolvidos. A realocagdo € baseada em uma
abordagem de otimizagdo pelo subgradiente. Portanto, a técnica heuristica ndo envolve
operagdes matriciais e 0s requisitos de armazenagem s&o modestos, quase todas as operagoes
sdo efetuadas diretamente nas redes de monoproduto.

Chen e Chin [Che92], pesquisadores de problemas de multiplos produtos de custo
minimo, afirmam que existem dois tipos de valores associados a um arco. O primeiro é a
capacidade do arco e o0 segundo € o custo do fluxo ao longo do arco. O artigo adiciona um
terceiro atributo que € o grau de dificuldade em transpor o arco dentro de um modelo
convencional de multiplos produtos. Dessa forma, 0 novo problema que € mais geral e dificil
gue o problema convencional de minimizagéo de custos € apresentado. Entretanto, cada um
dos problemas pode ser convertido no outro através de um algoritmo polinomial. Com a
equivaléncia, a técnica desenvolvida para resolver o problema convencional de mdltiplos
produtos de custo minimo pode ser utilizada para resolver o novo problemamais geral.

Ross, Kimberly e Lynn [Ros93] investigam o impacto da formulagdo dos problemas
de fluxo em rede para multiplos produtos que se aproveitam do aspecto combinatorial da
decomposi¢do Dantzig-Wolfe. O algoritmo implementado é testado em um conjunto de
problemas de multiplos produtos de custo minimo baseados em caminhos e em arvores,
encontrando a melhor performance do algoritmo aos problemas baseados em caminhos.
Resultados computacionais sdo apresentados para quatro formul agdes diferentes de problemas

de multiplos produtos a custo minimo. Os resultados demonstram que para problemas de
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natureza distinta, cuja estrutura subjacente é uma rede dindmica, a formulacdo baseada em
caminhos é superior a baseada em érvores. O agoritmo baseado em caminhos é comparado
com (OB1 e CPLEX), onde é verificado que para muitos problemas de grande escala a
abordagem pela decomposicdo Dantzig-Wolfe apresenta boas solucbes. Também é
implementado e testado um algoritmo hibrido (decomposicdo de ponto interior) para um
conjunto de problemas de muiltiplos produtos. Resultados indicam que o agoritmo de
decomposi¢do Dantzig-Wolfe € muito superior quando comparado com o agoritmo hibrido.

Castro e Nabona [Cas96] apresentam um codigo para resolver problemas de fluxo
em rede para multiplos produtos com fungdo objetivo linear e ndo linear, considerando
restri¢des acopladas que unem arcos de um mesmo ou diferentes produtos. Na resolugéo dos
problemas de mdltiplos produtos é utilizado o particionamento primal e vérios testes sdo
realizados em problemas reais e gerados a eatoriamente, contendo acima de 150.000 variaveis
e 45.000 restricdes. Os resultados obtidos sGo comparados com metodologias aternativas
como: método de pontos interiores, métodos especializados para fluxo em rede e pacotes que
otimizam problemas com restri¢des lineares e ndo lineares.

Y amakawa, Matsubara e Fukushima [Yam96] apresentam uma implementacdo do
método primal-dual de pontos interiores para problemas de multiplos produtos com custos
quadraticos separaveis. A estrutura de bloco € aproveitada de forma que os sistemas lineares
de equacbes so resolvidos a cada iteracdo sendo decompostos em sistemas independentes de
equacdes lineares. Um sistema esta associado a cada produto e o outro corresponde as
restricoes de acoplamento. Os sistemas séo resolvidos pela aplicacdo do método do gradiente
conjugado pré-condicionado. Resultados computacionais indicam que a abordagem proposta é
eficiente.

Gondzio, Sarkissian e Via [Gon97] tratam de questdes que surgem quando o
método de pontos interiores € utilizado para lidar com o problema mestre em uma abordagem
de decomposi¢do. Os pontos principais se utilizam eficientemente da estrutura especia do
problema mestre para reduzir os custos em uma iteracéo de ponto interior. O método pode ser
utilizado em casos generalizados, em qualquer abordagem de decomposicéo, toda vez que o
problema mestre sgja resolvido pelo método de pontos interiores. Resultados computacionais
indicam vantagens por uma abordagem particular de decomposicdo. O método Analytic
Center Cutting Plane (ACCPM) é aplicado para resolver problemas de fluxo em rede de
multiplos produtos ndo lineares de grande escala, contendo em torno de 5000 arcos e 10.000

produtos.
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Liu [Liu97] motivado por [For92], apresenta um agoritmo baseado no dual steep-
edge de duas fases, para resolver problemas de multiplos produtos em uma rede capacitada.
Na primeira fase uma solugdo inicial avangada, de acordo com um método dual steepest-edge,
€ aplicada para resolver cada problema de rede de monoproduto capacitado. A cada iteracdo a
inviabilidade primal é diminuida ou a funcéo objetivo dual é aumentada. Na segunda fase, o
critério de selecdo do steepest-edge € utilizado para determinar a restricdo mais inviavel. Ao
manter a viabilidade dual enquanto melhora-se a funcédo objetivo, 0 nimero de restrigdes
invidveis de acoplamento € monotonicamente reduzido a zero. A propriedade de convergéncia
finita deste algoritmo é mostrada. O algoritmo € codificado em linguagem pascal e testado em
vérios problemas de pequeno porte.

De acordo com Larsson e Liu [Lar97], problemas lineares geramente ndo sdo
resolvidos por relaxacdo lagrangeana e pelo método do subgradiente, dado que as solucbes
dos problemas relaxados s&o normalmente inviaveis nos programas lineares. E mostrado que a
solucdo 6tima para o problema linear pode ser obtida pelo simples cél culo médio das solucdes
dos problemas relaxados, os quais sdo resolvidos durante a pesquisa do subgradiente. O
algoritmo foi implementado para resolver problemas de transporte de muiltiplos produtos e
mostrou boa performance. Os resultados computacionais indicaram ser possivel utilizar
relaxacdo lagrangeana e otimizagdo do problema dual pelo subgradiente construindo
eficientemente um método de solucdo baseado numa proposta especia para estrutura de
problemas lineares de grande escala.

Lin e Lin [Lin97] propdem um método para resolver problemas ndo lineares de
multiplos produtos com fungdo objetivo convexa. O método combina 0 método de Jacobi
projetado e um dual pseudo-quasi-Newton projetado, que envolve subproblemas quadréticos
de fluxo induzido dentro do método de Jacobi projetado. O método dua pseudo Newton
difere muito a partir do método convencional Newton. O método aproveita completamente as
vantagens das restri¢des lineares da rede para obter, constantemente, aproximacdes da matriz
Hessiana esparsa de estrutura desacoplada; inclui uma nova iteracdo finita de projectes
sucessivas e aplica o algoritmo (truncado) pararesolver a dificuldade causada pelas restricoes
de capacidade agregada. E mostrada a convergéncia do método, incluindo a convergéncia
finita das iteracBes de projecdes sucessivas e da aplicagdo do agoritmo (truncado). O método
quando comparado com Frank-Wolfe, com o agoritmo PARTAN e o méodo da
decomposi¢éo price-directive, naresolucdo dos problemas lineares de fluxo em rede, mostrou

uma significante eficiéncia computacional em termos de tempo de CPU em uma estagéo de
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trabalho que soluciona numerosos exemplos ndo lineares de multiplos produtos de fluxo em
redes.

McBride [Mch98] relata que muitos problemas como: logistica, transporte e
comunicacdo sdo formulados como problemas de muditiplos produtos de grande escala e
poucos pesquisadores ja haviam obtido avancos na resolucdo de problemas desse tipo. Este
aperfeicoamento pode ser verificado para ambos, agoritmo e hardware. O método simplex
apresentado utiliza uma abordagem de particionamento da matriz basica O tempo
computacional na obtencdo da solucdo mostrou ser excelente mesmo em um modesto
hardware e os resultados indicaram que problemas de multiplos produtos de grande escala
podem ser resolvidos eficientemente. O autor cita, ainda, que profissionais utilizando o
EMNET, um agoritmo com particionamento primal da base, solucionaram problemas
logisticos contendo 600.000 restricdes e 7.000.000 de variaveis.

Schneur e Orlin [Sch98] apresentam um algoritmo baseado em penalidades que
também soluciona o problema de fluxo em rede de mdltiplos produtos. A base do agoritmo é
simples e consiste em, iterativamente, descobrir e enviar fluxo ao redor de ciclos de custos
negativos. Dois parametros controlam o algoritmo: o parametro de penalidades e o parametro
de escalas. Na fase escala epsilon, onde epsilon € uma fungdo dos parémetros, o algoritmo
determina o e-6timo; a solucdo nas quais as condi¢bes para as folgas complementares sdo
satisfeitas dentro de um epsilon. A performance do algoritmo € analisada a partir da teoria e
perspectivas praticas. Os resultados praticos suportam a teoria para o algoritmo. Eles mostram
também a eficiéncia do algoritmo para solucionar exemplos de problemas de diferentes
estruturas e tamanhos.

Gabrel, Knippel e Minoux [Gab99] descrevem um procedimento de solugdo exata,
baseado na utilizacdo de um software padréo de programacdo linear e na otimizacdo de
problemas de multiplos produtos. A classe de problemas inclui monoprodutos e multiplos
produtos em redes capacitadas. O procedimento proposto é uma especializacdo do conhecido
procedimento particionado de BENDERS, resolvendo iterativamente um programa linear
inteiro 0-1 relaxado. A cada passo do procedimento, novas restrigdes sdo incluidas dentro do
problema corrente diminuindo significativamente o nimero de iteragdes.

Em Castro [Cas00], o agoritmo de eliminagdo de ciclos é um dos primeiros
algoritmos para resolver problemas de multiplos produtos. Este algoritmo mantém uma
solucdo viavel na rede e procede aumentando o fluxo ao longo dos ciclos negativos e

consequentemente pela eliminacéo de tais ciclos. O agoritmo de eliminagdo de ciclos ndo
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possui tempo polinomial, no entanto vérias implementacfes especificas tém comportamento
polinomial em relagdo a escolha dos ciclos a serem eliminados.

Castro e Frangioni [Cas01] apresentam uma implementacdo do algoritmo de pontos
interiores para os problemas de multiplos produtos. Nesta implementacdo do algoritmo, os
sistemas definidos positivos a cada iteracdo sdo resolvidos continuamente num esguema que
combina uma fatoracéo e um método pré-condicionado do gradiente conjugado. Um conjunto
de problemas é testado contendo em torno de 2.5 milhdes de variaveis e 600.000 restrigdes.
Os resultados mostraram que a abordagem € especialmente competitiva em problemas dificeis
de fluxo em rede para multiplos produtos.

McBride e Mamer [McBOl1l] encontram uma solugdo para problemas de
programacdo de transportes relacionados com redes de comunicagdo, computagdo,
ferrovidrias, entre outras. Esses problemas sdo formulados como um problema de otimizacdo
linear por partes, no qua afuncdo objetivo € convexa. O particionamento primal da base no
algoritmo simplex é modificado eficientemente para resolver problemas utilizando um
procedimento de pricing, baseados em caminhos mais curtos. As solugdes ndo sdo somente
obtidas rapidamente, como também, o nimero de pivoteamentos utilizados é uma fragdo das
iteracOes necessarias para 0 método simplex padréo.

Detlefsen e Wallace [Del02] discutem uma abordagem do agoritmo simplex, onde
somente € necess&ria a inversdo de uma matriz basica de trabalho com dimensdo menor ou
igual a0 numero de arcos da rede, e independe do nimero de produtos. O custo reduzido de
uma variavel ndo bésica € encontrado utilizando somente a matriz basica de trabalho que é
invertida apenas em algumas iteracbes simplex. Também é discutido como é realizado o
pivoteamento na matriz bésica de trabalho. O principal detalhe est4 na interpretacdo da
estrutura da rede em termos dos ciclos que surgem nos produtos individuais.

Cappanera e Frangioni [Cap03] estudam um algoritmo eficiente baseado na
decomposicdo dos custos para solucéo de problemas de fluxo de custo minimo de multiplos
produtos. O codigo utiliza o paralelismo natural proprio na abordagem de decomposicdo dos
custos, resolve os subproblemas de fluxo de custo minimo em paralelo, obtendo eficiéncias
satisfatorias, com o uso de muitos processadores, em problemas dificeis e com muitos
produtos. Esta € exatamente a classe de exemplos onde a abordagem de decomposicéo
alcanca seus melhores resultados. O codigo paralelo desenvolvido € altamente portétil e
flexivel, podendo ser utilizado em diferentes méaquinas.

Castro [Cas03] relata que devido ao avango no desenvolvimento de solucionadores

de programacdo linear, alguns dos problemas de multiplos produtos, antigamente
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considerados dificeis, podem hoje ser solucionados em poucos minutos, até mesmo mais
rapido do que com métodos especializados. Entretanto, para outros exemplos de multiplos
produtos, os solucionadores lineares comuns podem ainda ser bastante ineficientes. O artigo
apresenta uma revisao do estado da arte na resolucéo de problemas de multiplos produtos de
grande escala, comparando um algoritmo especializado que utiliza pontos interiores com
CPLEX 6.5, resolvendo problemas dificeis com até um milhdo de varidveis e 300.000
restricoes.

Holmberg e Yuan [Hol03] caracterizam o modelo de fluxo em rede para multiplos
produtos relacionando-o0 ao direcionamento de um nimero de produtos através de uma rede
capacitada com custo minimo. No modelo basico presume-se que para cada produto o fluxo
pode ser direcionado a qualquer caminho conectando sua origem a seu destino. Em aplicacbes
para telecomunicacBes, onde um produto é representado por pares de comunicagdo,
freglientemente existem atrasos (tempos adicionais) ou requisitos de confiabilidade em
caminhos que sgjam utilizados para direcionamento. Estes requisitos podem variar por pares
de comunicacgdo, representados por classe de prioridades diferentes. O estudo também é
estendido a modelos basicos de fluxo em rede de multiplos produtos incluindo restricfes
agregadas em caminhos. O problema estendido NP é o problema de menor caminho restrito a
um caso especial. Para resolver o problema estendido € utilizada uma abordagem por geracéo
de colunas na qual a solugdo é construida sucessivamente por geracdo de caminhos. As
restricoes de agregacdo sdo eficientemente manipuladas no subproblema de geracdo de
caminhos. Também, sdo discutidas vérias melhorias nesta abordagem, e resultados
computacionais mostram que a abordagem de geracdo de colunas fornece uma maneira
eficiente de resolver o problema estendido, até mesmo para redes muito grandes.

Gabrel, Knippel e Minoux [Gab03] apresentam um algoritmo de solugdo
aproximada para custos discretos na otimizacéo de problemas de mdltiplos produtos. Uma
extensdo da classe de heuristicas gulosas é apresentada em detalhes, e um novo agoritmo de
solucéo aproximada, que basicamente consiste na implementacdo heuristica do método de
geracdo de plano de corte tipo BENDERS, € proposto. Os agoritmos séo comparados
amplamente com grafos gerados al eatoriamente contendo 50 nés e 90 arcos.

Larsson e Dy [Lar04] ressatam que o problema linear de fluxo em rede para
multiplos produtos tem muitas aplicacOes nas &reas de transporte e telecomunicactes e,
portanto, tem recebido muita atencdo. Muitos agoritmos que exploram a estrutura do
problema foram sugeridos e implementados. A dificuldade prética de resolver modelos de

multiplos produtos a custo minimo aumenta rapidamente com relagdo ao tamanho do
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problema especidmente com relacdo a0 numero de produtos. Aplicagdes em
telecomunicagdes levam, tipicamente, a problemas com um grande nimero de produtos, e
utilizar tais exemplos é computacionalmente desafiador. O artigo descreve a avalia um
procedimento de limite inferior rdpido e convergente, baseado em uma reformulacdo do
problema lagrangeano aumentado, isto € combinando a relaxacdo lagrangeana com a
abordagem de penalidades. O algoritmo € especialmente projetado para solucionar exemplos
de grande escala e é comparado com uma abordagem de relaxamento lagrangeano padréo,
tendo caracteristicas de convergéncia mais favorévels. Para resolver o subproblema
lagrangeano ndo linear aumentado é aplicado um esquema de decomposi¢cdo simples que
explora a estrutura do subproblema e tem boa capacidade de reotimizagcdo. O algoritmo
lagrangeano aumentado também pode ser utilizado para suprir heuristicas limitadas
superiormente. Em particular ele fornece solugbes quase étimas para exemplos acima de

14.000 arcos e 80.000 produtos dentro de um tempo computacional razoavel.

2.3APLICACOES

Barnhart, Hane e Vance [Ban97] apresentam uma abordagem do modelo de geracéo
de colunas para solucionar problemas inteiros de fluxo de multiplos produtos. O método
utilizado é o branch-and-bound, dentro de limites fornecidos por programas lineares para
cada n6 no caminho origem-destino. Desde que 0 modelo contenha uma variavel para cada
caminho origem-destino, para todos os produtos, o problema linear relaxado é resolvido
utilizando geracdo de colunas, isto € com base nas variaveis duais, novas colunas sdo geradas
de modo a fornecer uma solugcdo melhorada do problema linear. Métodos de solucéo
avancados para problemas lineares sdo também apresentados. Novas regras de ramificacéo
sd0 obtidas permitindo gerar colunas €ficientemente. Computacionalmente, € apresentado um
conjunto de problemas testes aplicados ao transporte.

Mesquita e Paixdo [Mes99] comparam um programa linear relaxado com uma
formulagdo matematica diferente para problemas de escala de veiculos com multiplos
depdsitos. Como resultado desta andlise tedrica, optam por desenvolver um procedimento de
pesquisa em &rvores baseado numa formulacdo de fluxo em rede para multiplos produtos
envolvendo dois tipos diferentes de varidveis de decisdo: um tipo é utilizado para descrever as
conexdes entre as viagens, definindo um conjunto de viagens ordenadas, enquanto que o outro

tipo é utilizado para definir a retirada de veiculos dos depositos. E também desenvolvido um
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algoritmo branch-and-bound baseado em relaxac&o linear e na formulagdo de fluxo em rede
para multiplos produtos. Experiéncias computacionais sdo apresentadas para comparar 0s dois
algoritmos.

Mamer e McBride [Mam0OQ] propem um novo procedimento de operacdo de
pricing para solucionar problemas com estrutura linear de grande escala O procedimento
resolve um subproblema relaxado identificando uma coluna em potencial que entra na base. A
eficiéncia do procedimento consiste na redugdo do nimero de pivoteamentos necessarios para
resolver o problema. A abordagem é motivada pela geracdo de colunas do méodo de
decomposi¢cdo Dantzig-Wolfe. O procedimento € testado em dois conjuntos de problemas de
multiplos produtos, um associado a redes de telecomunicagdes e 0 outro a problemas
logisticos.

M. Hadjiat et a. [Had00] estudam o problema de custo minimo para problemas de
multiplos produtos onde a demanda de trafego € satisfeita através de rotas que sdo limitadas
por um dado numero de arcos. Tem uma proposta baseada no simplex utilizando um
particionamento primal refinado baseado em [Far93]. O programa foi testado com exemplos
reais fornecidos por uma operadora de telecomunicagdes nacional francesa France Telecom e
também em problemas de fluxo de mdltiplos produtos gerados aeatoriamente. O algoritmo
testado € capaz de resolver problemas contendo em torno de 150 nés, 1500 arcos e 11.000
demandas. A segunda parte do artigo generaliza as técnicas descritas previamente para lidar
com restri¢des adicionais relativa a confiabilidade do sistema. Operadores das maiores
companhias de telecomunicacdes buscam projetar redes confidveis de multiplos produtos, isto
€, que sdo capazes de redirecionar todas as demandas de trafego, mesmo que algum nd ou
arco estegja danificado. E apresentado um modelo simples do problema baseado em fluxos de
multiplos produtos ndo simultaneos.

Chardaire e Lisser [Cha02] abordam modelos de fluxo em rede para multiplos
produtos e sugerem uma grande variedade de contextos tipicos no dimensionamento de redes.
Vérias sdo as abordagens baseadas na especializacdo do algoritmo simplex e pontos interiores
para resolver os problemas de multiplos produtos ndo orientados. Algoritmos sdo testados
com dados da rede de transmissdo distrital da Telecom Paris Franga. Algoritmos simplex
primais e duais aplicados na estrutura particular da matriz de restricdes sdo apresentados e
comparados. Resultados numéricos sdo fornecidos por problemas de até 800.000 restricfes e
6.000.000 variaveis. Entretanto, uma abordagem muito mais potente, baseada em métodos de
decomposi¢ao especializada pode ser implementada para resolver o problema. Um método de

decomposi¢cdo Dantzig-Wolfe projetado é comparado com a implementacéo especializada do
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método Analytic Center Cutting Plane (ACCPM). Técnicas de particdo sdo utilizadas para
aproveitar a estrutura dos programas mestres envolvidos nestes métodos.

Moz e Pato [M0s04] apresentam um novo modelo de fluxo em rede para mdltiplos
produtos, associado ao problema de reprogramagdo da escala de enfermeiras em hospitais,
guando no minimo uma enfermeira informa que n&o podera trabalhar nos turnos designados
para elaem um ou mais dias de trabalho. Como resultado, a escala atual tem que ser refeita de
acordo com as regras contratuais de trabalho e requisitos institucionais. Todas essas restricoes
sdo consideradas como rigidas. Entretanto, maiores ateracdes, nas escalas de enfermeiras
previamente designadas, devem ser evitadas. Este artigo é baseado em um estudo de caso de
um hospital pablico em Portugal. Ele apresenta duas novas formulagtes de fluxo inteiro para
multiplos produtos no problema de reprogramacdo, além do experimento computacional
realizado utilizando dados reais. O primeiro modelo é baseado em uma rede aciclica multi-
direcionada. A agregacdo dos nos da rede leva a um segundo modelo. Os resultados obtidos
mostram que a segunda formulagdo de fluxo inteiro para mdltiplos produtos tem um
desempenho melhor que a primeira, tanto em termos de qualidade de solucdo, como em
tempo computacional .

Como pode ser observado, nessa breve revisdo, o problema de otimizagdo linear €,
sem duvida, freqlientemente utilizado sga no plangjamento de producdo, na alocagdo de
recursos, bem como em muitos outros aspectos da tomada de decisdo em industrias,
economia, transporte, engenharia, etc. Um resumo sobre os problemas de programagéo linear
pode ser encontrado em [Len91].

Cabe salientar que no estudo particular dos problemas lineares de fluxo em rede para
multiplos produtos, e alguns de suas variantes, como observado através dos artigos revisados,
a énfase dada ainda consiste na importancia da investigagdo na busca de solugdes para suas
aplicagOes e na compreensdo do seu desempenho computacional. Hoje em dia, a necessidade
do mercado por meios que permitam a movimentagdo dos produtos de forma eficiente,
reduzindo perdas, tempo e custos logisticos aumenta a pesquisa para modelagem de
problemas de fluxo de multiplos produtos. Dessa forma, o trabalho apresentado permite uma
contribuicdo a mais nesse contexto, no que diz respeito ao transporte de multiplos produtos

compostos.



31

CAPITULO I

3. FUNDAMENTACAO TEORICA

Este capitulo tem como objetivo resgatar os resultados apresentados em [Ken80] em
relacdo a especializacdo do algoritmo simplex aplicado aos problemas de fluxo em rede com
custo minimo. Resultados algébricos séo mostrados, obtendo as formulas necessarias que
determinam as variavels duais e as colunas atualizadas no algoritmo simplex com
particionamento primal para problemas de multiplos produtos. Uma contribuicdo deste
trabalho é a forma de aplicagdo do algoritmo simplex especializado para o problema MP em

funcéo dainversa de uma matriz de dimens&o fixa denominada matriz ciclo Y.

3.1NOTACAO E CONVENCAO

As notagOes e convencgdes utilizadas no decorrer do trabalho séo as mesmas adotadas
por [Ken80]. Uma notacdo especial € utilizada para representar o produto de uma matriz por
um vetor ou vice versa. Adota-se que um vetor € um vetor linha (matriz de dimens&o 1x n)
guando pré-multiplica uma matriz e um vetor coluna (matriz de dimensdo nx1) quando pos-
multiplica uma matriz. O produto interno de dois vetores a e b € simplesmente denotado por
ab, isto é, o produto de um vetor linha por um vetor coluna. No contexto, de acordo com a
conveniéncia, um vetor pode ser tratado como vetor linha ou vetor coluna. Sigma € um escalar

utilizado para denotar o sinal de uma funcéo, definida por:

1 sex>0
o(x)=40 sex=0
-1 sex<DO.

Outras notagdes mateméticas sao as usuais.
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3.2METODO SIMPLEX PARA O PROBLEMA DE FLUXO EM REDE

A especializacdo do algoritmo simplex prima de George Dantzig para o problema
de fluxo em rede com custo minimo PL é de grande importancia, pois 0 méodo simplex
primal pode ser realizado diretamente na rede eliminando o peso computacional na
atualizacdo dainversa da matriz bésica.

Antes da formulag&o para problema PL especializado, alguns conceitos de rede seréo
apresentados.

Uma rede pode ser representada por um grafo G que consiste de um conjunto finito

[ &R ] de nbs e arcos respectivamente.

Uma rede contendo I nds e J arcos deve possuir nés e arcos ordenados de forma

gue exista uma correspondéncia biunivoca entre os nés da rede e 0s nimeros inteiros, com

1,.., I . A mesma correspondéncia biunivoca deve existir para os arcos darede, com 1,.., J .

A estrutura darede é ilustrada através da figura l11-1, onde os nés sdo representados
por circulos e os arcos por segmentos de linha orientados que conectam dois nés. A seta no
segmento de linha indica a diregdo de fluxo no arco da rede. Por exemplo, o primeiro arco

esta direcionado a partir do n6 1 nadiregdo do no 5.

Figuralll-1— Representacdo de uma rede através de um grafo G.

A estrutura da rede pode também ser descrita por uma métria A de dimenséo IxJ :

definida como segue
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+1 direcdodoarco j apartirdondi
A, =39-1 direcdodoarco j nadirecdodonoi
0 outros casos

A matriz A definida acima é chamada de matriz de incidéncia n6-arco. A matriz de

incidéncia A, correspondente arede dafiguralll-1, € mostrada a seguir:

Arcos

1 2 3 4 5 6 7 8 NOs

1 1 1
-1 -1 1 -1

1 1 -1 -1

>
I
|
-
|
=
=
g b w N R

A caracteristica dessa matriz é que cada coluna possui exatamente duas entradas n&o
nulas, uma entrada (+1) eaoutra(-1).

As definicdes de outras quantidades associadas a rede sdo também necessérias. A
variavel de decisdo x; denota a quantidade de fluxo através do arco j, com o vetor X de

dimens&o J denotando o fluxo em todos os arcos da rede. O custo unitério de fluxo no arco |

denotado por ¢, com o correspondente vetor ¢ de dimensdo J . As capacidades minima e

méxima de fluxo através do arco j denotada por |; e u; respectivamente, com o0s

correspondentes vetores | e u de dimensdo J . As quantidades de oferta e demanda parao nd i

denotadas por r;, com o correspondente vetor r de dimensio | . Ser; >0, ond i é um ponto
de oferta, com ofertaigua ar;. Se, ri <0, o nd i € um ponto de demanda, com demanda igual
a| ri|. N6s da rede possuindo r; = 0 sdo chamados pontos de transbordo. Matematicamente o

problema de rede de minimo custo pode ser formulado como segue:

Min cx (3.1
sa. Ax=r (3.2
I<x<u (3.3

onde, A é amatriz de incidéncia né-arco, x a quantidade de fluxo através dos arcos, r 0 vetor
de ofertas e demandas associados aos nos da rede, ¢ o vetor de custos, | e u representando as

capacidades minimas e maximas de fluxo nos arcos da rede.



Resultados a partir da teoria de grafos serdo utilizados no desenvolvimento do

algoritmo especializado pararedes.

Considera-se uma rede contendo | nés e J arcos e uma matriz de incidéncia A
associada arede. Para cada arco j, tem-se F(j) = i, onde Aj =1 e T(j) = k, onde A = -1. O arco
j € formamente descrito como um par (F(j), T(j)) tal que F(j)=T(j).

SgaR={ey, &,..... &;} oconjunto de arcos, onde g = (F(j), T(j)). SgaN ={ 1,2,...,
I_} 0 conjunto de nés. Entdo, o grafo G consiste de um conjunto [N,R]. Para a rede
apresentada nafigura lll-1 tem-se R ={ e;= (1,5), &= (1,2), 3= (4,2), &2 = (2,3), &5 = (4,3),
&= (34), &7=(14), &= (52) }.

Um grafo G é dito ser um grafo prépriose i =2 e J> 1. Um grafo G = [y\?qi] é
subgrafo de G se AN e ® cR . Se & =N, entdo G gera G. Estas defini¢Bes formais e
outros resultados descritos a seguir séo encontrados em [Ken80].

Uma sequéncia finitaP = { s,.e, ;s,.6, ,S;,8,, ,---,S,,€; :Sp.1} POSSUINdo pelo menos
um arco é definida por ser um caminho no grafo G, onde o arco €; €{(s, S+1), (S+1, 8)}. Um

exemplo de um caminho no grafo ilustrado nafiguralll-1 é P ={5, e, 1, e; 4 e, 3} ={5,
15),1,(,4),4, (4,3, 3} com acorrespondente representacdo através dafiguralll-2.

2 () O,

Figuralll-2 — Representacdo de um caminho

Uma sequénciafinitaC = {'s, g .s,.6;,.5;,6; ,---5,,€, +S,.1} tendo pelo menos dois
arcos € chamado de um ciclo em G se a subsequiéncia{ s, g .S, ,g, ;--,S, }€ um caminho em
G, e €{(sy sw1), (S1, S}, 1= Sw1, € 8 # € . Um exemplo de um ciclo no grafo

representado nafiguralll-1éC={2, e, 5, €, 1, &, 2}.
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O comprimento de um caminho ou ciclo é o nimero de arcos no caminho ou ciclo.
Para cada caminho ou ciclo, com comprimento n, a orientagdo da sequéncia O(P) de n

elementos é definida como segue:

+1,se eji = (Su 'S|+1)

Oi(P) = {

-1se e =(s,,.8)
Para o caminho {5, e 1, e; 4 e 3} ilustrado na figura Il1-2 a orientacdo da
sequénciaé O(P)={-1, 1,1}.

Algumas proposi¢cdes demonstradas em [Ken80] serdo enunciadas a seguir. Essas

proposi ¢cdes servem de suporte para resultados teoricos posteriores.

Proposicdo 1 Se uma sequéncia finita P = { s, g, ,s,,6

jp e

+Sn:€), +Snia} € UM caminho ou

ciclo em um grafo proprio G com matriz de incidéncia A, entéo:

> O(P)Aj) = €%~ (3.4)

onde e* é o vetor coluna candnico com entrada 1 nai-ésima linha e entrada zero nas demais
linhas.
Parao caminho P = {5, e, 1, &, 4, 5, 3} do grafo representado nafiguralll-2 tem-

1
0
e1= e, =(s8) =(15), entBo O(P) A(j;) =-1| O
0

€&=8,= (s3,%2) = (4,1), entéo Oi(P) A( ji )=-1

&= eia = (%’54) = (4:3), entéo O,(P) A( ji ) =1/ -1
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Portanto
1] [-1] [o] [o7] [o] [0O]
, 0 0 0 0 0| |0
> O(P)A(j)=-1 0 |-1| 0 |+1|-1|=|-1|=|0|-|1|=€> —¢€™.
= 0 1 1 0| |0
-1 |o] o] [1] |1] [O]

Proposicdo 2 Se C ={'s,,, ;S,,€,, ---,S,,€ sSy.1} € Ciclo de um grafo proprio G com matriz

deincidéncia A, entdo:

3 0(CIAj)=0 @9

Corolario3 SeC={s, g s,.e

., 50,8 1Sy, + €ciclo deum grafo préprio G com matriz de
incidéncia A, entdo { A(ji):i =1,....,n} élinearmente dependente.

Umgrafo G=[ o,® ] éaciclico se ndo possui ciclos podendo ser formado a partir de

N eR. Umgrafo G =[ %R ] é conexo se, para cada par de nés distintos (i,j) um caminho

pode ser formado a partir dei atéj. Umaarvore t € um grafo conexo e aciclico. Umaérvore t

€ um subgrafo gerador de G, também chamada de arvore geradora para G.

Proposicdo 4 Segja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo préprio G. Sga t =
[ 7R ] um subgrafo de G, isto € uma arvore contendo pelo menos dois nos.

Entéo { A(j): g R } é linearmente independente.

Proposicdo 5 Seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo préprio G conexo e
com n noés. Entdo o posto damatriz A é n-1.

Proposicdo 6 Sgja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo proprio G = [ V,R ],
onde G possui n nés. Seja R, um subconjunto de R tal que {A():ge®, }é
linearmente independente com ®, tendo n-1 arcos. Entdo, t = [} ] € uma

arvore.
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3.2.1 Caracterizacdo de uma Base para o Problema de Fluxo em Rede

Assume-se que, a matriz de restrigdes A possui posto completo. Pela Proposicéo 5, a
matriz de restricdo para o problema possui 0 posto menor que o nimero de linhas da matriz.

Com o objetivo de tornar o posto da matriz A completo, reescreve-se 0 problema (3.1)-(3.3)

como:
Min cx (3.6)
sa. Ax+ae =r (3.7)
|<x<u (3.9)
0<a<0 (3.9)

onde, | € um inteiro positivo ndo maior que o nimero de nés n com a restrito a zero. A
solucdo Gtima para (3.1) também seré solucéo 6tima para (3.6).

Observe que o vetor candnico € possui sua entrada ndo nula (+1) correspondente a0
no raiz | do grafo. A coluna j, acrescida a matriz de incidéncia A, corresponde ao vetor

candnico € tornando amatriz A com composto completo.

Proposicdo 7 Sga A uma matriz de incidéncia no-arco para um grafo préprio conexo
G=[ ;R ] possuindo n nés. Sgja t =[N,R ] uma &vore geradora para G.
Entdo, Q= {A(j): geR}U{€_} gera E", isto & existe um conjunto de n

colunas a partir de [A|eI ] que geraE".

Proposicdo 8 Seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo proprio conexo
G=[~N,R] comndraizl. Se Q éumabase para [Ale ], entdo ecQ e
T =[NV, ® ] €umaérvore geradora para G, onde (Jiz{q: AjeQ}.

A partir das proposi¢des acima, pode-se caracterizar bases para (3.6).

Proposicao 9 Seja A uma matriz de incidéncia n6-arco para um grafo proprio, conexo e com
um né raiz |. Uma base para [Al€ ] é um conjunto de arcos que compdem as

colunas damatriz A correspondente a arvore geradorat para G.

Proposicao 10 Seja A uma matriz de incidéncia né-arco para um grafo proprio, conexo e com

um né raiz |. Seja B uma base a partir de [A€' ]. Ent&o, B é triangular.
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A estratégia utilizada na demonstracdo, da Proposicdo 10, que determina a linha e
coluna ordenada a fim de se obter uma base para a rede na forma triangular superior fez com

gue o agoritmo de triangul arizagdo fosse desenvolvido, ver [Ken80].

3.2.2 Método Simplex Primal no Grafo

Considerando que as bases para o problema (3.6) sejam triangulares, as operacdes do
algoritmo primal simplex especializado que envolve abase B (a partir de [Al€' ]) ou B™* podem
ser realizadas diretamente no grafo que representa a rede. Para determinar uma variavel ndo
basica candidata a entrar na base (operacdo de pricing), deve-se determinar a componente
correspondente de [c"-c®B™N]. Considere somente c®B™N, e faca 7 = c®B™, onde 7’s séo
geramente chamados de varidveis duais. Mas 7 = ¢®B* é a solugdo para 0 sistema de
equacdes lineares 7B = c®. Como B é triangular, 7 pode ser obtido por substituicdo simples.
Entretanto, pode-se fazer uso da arvore associada com B, isto €, 7z para efetuar os calculos.
Em geral, para a base B e a correspondente &rvore bésica 7z com né raiz |, 7B = c® resume-se

adeterminar

{ " }
Te(iy =7y =C V€ €7y

guando B é triangular. O algoritmo que pode ser utilizado iterativamente para determinar = é
apresentado no Anexo A.1.

Todas as variaveis duais sdo unicamente determinadas iterativamente porque a
arvore tem um né raiz, é conexa e ndo possui ciclos. Quando 7 = c®B* é utilizado, os

conjuntos que determinam os candidatos a entrarem na base no simplex especializado sdo:

yi={8g:x=1j e m - 7 -¢ >0}
e

v2={8:%=U € 7 - 7r) -G <O}.

A componente c®B*N pode também ser determinada do seguinte modo:

Seja B a base com correspondente &rvore zs. A i-ésima componente de c®B™*N é dada
por c®B™N(i). Suponha que A(k) = N(i). Ent&o, pode-se determinar y = B*A(K) e calcular Py,
onde e.¢ 7s. Masisto, equivale determinar By =A(k) = €7 0- e'¥). Desde que B sejatriangular, y
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pode ser obtido diretamente e, portanto o calculo de B! ndo é necessario. Novamente, utiliza-

se g para resolver o sistema triangular. Sgja, P = {s,,6; ;S;,;, ,---,S,,€; ,S,,1} O Unico

caminho na arvore zz unindo F(k) ao T(k). Pela Proposicéo 1

D O(P)A(j ) =€ -, (3.10)
i=1

O célculo de c®B™N(i) = cy pode ser determinado como:
D ¢, O(P). (3.11)
i=1

A equacdo (3.10) também indica que o teste de razdo pode ser especializado, no
célculo dey = B*A(k). Se os arcos na &rvore 7 30 ordenados como: &, G, 6

correspondendo as colunas | de B, ent&0, as componentes | de 'y podem ser determinadas
pela orientacdo da sequéncia

y _{Oi(P) s g =e P,

. (3.12)
0 caso contrario

e o célculo de A; e A, no teste de razéo é especializado como:

Al < Oir(rg!)rlﬁ{xii - Iji ’OO} € Az < —OTLr)]:J{uji B Xj‘ i }

Considere a arvore com no raiz representada na figura 111-3 com sua matriz basica

correspondente:
[ e e e, e ¢ | N6s @
1 1
-1 4
B= 1 > €1 (>7]
-1 1 -1 3 @
1 1 1|5 ?
- - €4
€3

Figuralll-3— Arvore com nd raiz

Suponha gque o arco fora da base sgja &= (2,4). Entéo P = {2,&,,3,63,5,64,4} e Oi(P)
={-1,-1,1}. Ociclo formado e o calculo paray sdo ilustrados nafigura lll-4.
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Oz(P): -1

Figuralll-4 — Orientacdo dos arcos no ciclo formado com o arco fora da base.

O agoritmo simplex primal especializado é entdo enunciado:

ALGORITMO 3.1  Algoritmo Smplex Primal Especializado para NP

Pl. Inicializacdo
Seja [xB [X"'] uma solucgo bésicaviavel com arvore 7.

P2. Variavel candidata a entrar na base.
Sejam 0s conjuntos:
vi={g: %=1l e 7 - 7rg) -G >0}
e
v2={8:%=U e 7 - 71 -G <0}.
Se ¥, V¥, =, o adgoritmo termina com a solucéo 6tima. Caso contrério, seleciona-se
& € y1U y, paraentrar nabase.
+1,seg €y,

Assim, 6 <—{ .
-1 seg €y,
P3. Teste de Raz&o.
Seja, P={s1, g , %, €, ..5 € ,Sw1}, 0caminho naarvore zg unindo F(K) ao T(k).
Faga A, < O‘r(r;l)rlﬁ{xj‘ 1. o0},

min ju.
4 (_—o‘(P):é{ I

A <« min {Al, Ao ,Uk'lk}-

=X, 1°°}1

P4. Atualizagéo dos Fluxos.
Faca X < X +46. Paratodo geP, faca x; < X; -A30i(P). Se A = uk— Iy, retorne ao

P2.



41

P5. Atualizag&o da Arvore e Variaveis Duais.
Sejam 0s conjuntos:
¥;3={¢g :x =I; ondeC(P)=5}
e
¥,={¢g, 1 x, =u; onde-Oi(P)=5}.

Selecione algum ene Y3 U ¥,. Permute e, em 7z com &, atualize as varidvels duais e
retorne a P2.

3.3 METODO SIMPLEX PRIMAL PARTICIONADO PARA O PROBLEMA DE
FLUXO EM REDE COM MULTIPLOSPRODUTOS

O método simplex com particionamento prima para multiplos produtos é descrito
por Kennington e Helgason [Ken80] e mais tarde por Castro e Nabona [Cas96] que, baseados
na especidizacd de Murtagh e Saunders [Mur78], utilizando a estratégia de dividir o
conjunto de variaveis dentro de basicas, ndo basicas e superbasicas, implementam o método
primal particionado. A formulagdo matemética do problema na sua forma geral é enunciada e
toda técnica de solugdo € mostrada posteriormente. Os resultados algébricos mostrados néo
envolvem grandes dificuldades matematicas, no entanto, a notagdo utilizada € bastante

complexa.

3.3.1 Formulacéo M atematica

A formulacio matemética' para o problema de rede para mdltiplos produtos na sua

formagera &
MP  Min z=>c*x" (3.13)
k
sa AX =r k=1,...K (3.14)
ZD“ x“<b (3.15)
k
*<x*<u® k=1,....K (3.16)
onde:
X< vetor de fluxos do produto k ;

! A notacdo utilizada na formulagio matemética para MP segue a notaco utilizada por [Ken80].
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Z custo total de distribuicdo de todos os produtos (funcéo objetivo);

A matriz de incidéncia n6-arco associada ao produto K ;

DX  matriz de coeficientes das restricSes de agregaco de fluxos para o produto k;
b vetor de capacidades associadas as restricoes de agregacao de fluxos,

c vetor de custos associados ao produto k;

r vetor de ofertas e demandas associados ao produto k;

u capacidade maxima de fluxo nos arcos associadas ao produto k;

capacidade minima de fluxo nos arcos associadas ao produto k;

S8o chamadas de restric¢des de agregacao de fluxos as restricdes que podem unir

arcos de um mesmo produto ou de produtos diferentes.

3.3.2 Particionamento da Base

Pela adicdo de varidveis artificiais e de folgas (s) ao problema formulado

anteriormente obtém-se um problema com restri¢oes de igual dade, da seguinte forma:

MP  Min z=>) c" x* (3.17)
k

sa.  Ax“+eé'a =r" vk (3.18)

> D“xX+s=b (3.19)
k

I*<x*<u* 0<a <0 Vks>0 (3.20)

onde, | é 0 n6 raiz para o grafo G associado ao produto k garantindo que [A*| € ] sja uma
matriz com posto completo.
A matriz de restricdo associada com (3.18) e (3.19) pode ser colocada sob a seguinte

[}
[}
)
[}
[}
R
S (3.21)
1
|
|
d

RS e S Sy R
Al n_ 1
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Nestamatriz A, pode-se obter uma base particionada com a seguinte estrutura:

B! R
0
— BiIC
B = BX RX {B{-F-} (3.22)
Pt ... PK|TY ... TX |0 !
Eara s

parao grafo G=[ ~;® ]. A demonstracdo para obter B pode ser encontrada em [Ken80],

onde se tem:
B 0 - 0 RR' 0 - 0 io
2 2 |
I N o 0
: : . : : : . Do
0o 0 .. B 0 0 - R<IO
1 2 K 1 2 K |
5 PL P2 ... P E_ T T T 10
st s ... sk u' u? uk b
com

B* uma matriz de incidéncia né-arco que forma uma base para A associada ao produto
K;

R* matriz de incidéncia né-arco associada aos arcos superbésicos’ definidas para o
produto k;

pX matriz de coeficientes associados aos arcos basicos do produto k, nas restri¢des ativas
de agregacéo de fluxo;

S*  matriz de coeficientes associados aos arcos basicos do produto k, nas restri¢des néo
ativas de agregacéo de fluxo;

Tk matriz de coeficientes associados aos arcos superbasi cos (complementares) do produto
k, nas restricOes ativas de agregacdo de fluxo;

U*  matriz de coeficientes associados aos arcos superbésicos (complementares) do produto
k, nas restri¢bes ndo ativas de agregacao de fluxo;

I matriz identidade associada as folgas nas restri¢des ndo ativas de agregacao.

2 Arcos superbésicos s30 aguel es que participam das restricdes de agregacao que se encontram na base.



Proposicdo 11 Seja A¥ uma matriz de incidéncia né-arco associada a um grafo G com né

raiz |. Se B é uma base para [A* | € | com particZio R vazia, ento €' e BXe

[ ;& ] éumaérvore geradora para G*, onde & = {g : A*(j)eB"}.

Justificativa: A* uma matriz de incidéncia associada a um grafo G* [ #;® ], onde G* possui n

nés. Se B é uma base para [Ak |e'] entdo existe um subconjunto de ® linearmente

independente tal que {g : A*(j) € B com n-1 arcos. Portanto 7 =[ ;& ] € uma &rvore

geradora para G*, onde ® ={g : A*(j)eB".

A demonstragdo para a Proposi¢éo 11 pode ser encontrada em [Ken80].

Proposicao 12

Se B éinversivel, entdo B serédada por:

S [B‘l +B'CY'DB* | -B'CY"

-—+

onde Y=F-DB™'C.

Prova

(i)

(i)

(iii)

B 0 -~ O

0 B> - 0],. . PR K ,
B=| . - _ | éinversivel, pois B, B“,..., B" sdo basesparaos PL ’s.

O 0o ... BX

Y =F -DB™'C éinversivel, pois:
e se B admiteinversa, entdo det(B) = 0;

| i —B™
e sendoW = {--i---l--c-:} entdo det(W) = 0, por construcéo;
|
: — B . :
e com isto tem-se B-W =|—-+-------—--|, que possui posto completo, visto que
D!F-DB'C

det(B -W) = det(B) - det(W) = 0;

e assim, se B-W tem posto completo, entdo Y = F — DB'C também o terg, e Y
serainversivel.

— —, [BiC|B*+B'CY'DB*|-B*CY*| [I 0
B-B =|-=-t—-| ===~ ':' -------- = 0 1 .
[}
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(B))* 0 0 R0
TT T 0| PP P" 0 (B*)* 0 0 R
[ VLR VER TS F I Py : : :
0 0 (B)'| |0 o
R' 0 010
— |
yo| T T2 e TUA0] \PYBY)T PABY)Y o PYBY)T| IO R 00
_Ul U2 UK : I Sl( Bl)—l SZ( BZ )—1 Sk( BK )—1 . E
0 0 R€ 10
yo| Do T2 e TOL0| [PYBY)IR PABY)IRE . PY(B)"R" 10
_Ul U2 UK [} I Sl( Bl)—lRl SZ( BZ )—lRZ SK(BK )—1RK : 0
_Tl_Pl Bl 71R1 TZ_PZ BZ 71R2 Tk_PK BK 71RK IO |O
Y= __1--__l(-_I)-—-l__l--_-Z___E(-_EZ—-l_-Z _______ k__--k_(_-K_z—-l-_K_J:.- - 9_"'_ ) (3.23)
U'-SY(BY) 'R UP-S(B)'R? - UF—SYBN)YRCTT] (VI

A matriz Q € denominada matriz ciclo ou (matriz de trabalho), pois ciclos sdo
gerados na &rvore bésica. Mais especificamente, quando se refere a matriz ciclo, refere-se a
matriz Q, que gera ciclos na arvore bésica a partir dos arcos complementares (ou
superbasicos), cujos arcos correspondem as restri¢coes ativas de agregacao.

3.3.3 Determinacéo da Matriz Ciclo Q

Sga Q= {eml,...,e%}cq{ 0 conjunto indexado de arcos correspondentes as r-
ésimas linhas de [Tl .....Tk]. Para cada €, e Q" existe uma linha indexada r tal que o arco

e, denota o arco correspondente a r-esima linha. Cabe sdientar que a linha indexada r

corresponde a uma restricéo ativa de agregacdo que podera unir arcos de um mesmo produto

ou de diferentes produtos.

Sga v ={ g, .€, }c= R 0 conjunto indexado correspondente as colunas de R.O
conjunto indexado o é ordenado tal que g, denota o arco correspondente a s-ésima coluna

de R*. A matriz ciclo Q pode ser obtida a partir da arvore bésica 7, R¢ e dos conjuntos
indexados.
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Observase em (3.23), que a k-ésma particio da matriz Q é dada por
T - PY(B*)™R", onde R expressa cada um dos arcos complementares para o k-ésimo
produto e sua unido com a arvore geradora minima. Se # denota a &rvore enraizada geradora
correspondente a B¥ entdo para cada arco complementar e, € ¥, existe um tnico caminho na
arvore 7, denotado Ps, unindo T(js) a0 F(js). Se Oi(s) denota a orientacdo na seqiiéncia

correspondente a Ps, entdo dado um arco €; Ps, diz-se que o arco €; possui orientagdo
normal se agponta para a origem do nd do arco complementar e ; caso contrario tera

orientacdo reversa.

SeP* denotaar-ésma linhade P e £ denotaas-ésima colunade (B*)*R*. Entéo

cada elemento Qs pode ser determinado da seguinte forma:

Qi =Te-R'A (3.24)
onde para um produto indexado k, TX indica o coeficiente do arco complementar na restrigéo
ativa de agregacdo, com m = js, onde €nyr € Ok e €. e %, O produto matricial P*p° indicao

somatorio do produto dos coeficientes dos arcos bésicos na restricdo ativa de agregacéo pela

. ~ A . , . k
sua orientacdo na sequéncia P, ou sgja, com €, um arco dat-ésimacolunadeB e g, € Ps
(com orientacdo normal ou reversa) onde g, , € Q~.

Para resolver o algoritmo simplex especiaizado com particionamento primal para o
problema MP, é necessario que sgjam resolvidos 0s sistemas que determinam as variaveis
duais e a atualizagdo da coluna. Entretanto, € visto a seguir que, os sistemas de equacdes sdo
reduzidos pelos fatores da matriz de operacéo Q a0 invés da base B e pelo procedimento de

atualizagdo dos fatores dessa matriz a cada iteracéo.

3.3.4 Determinacdo das Variaveis Duais e Atualizacdo da Coluna na Resolugdo do
Algoritmo com Particionamento Primal

Através de resultados algébricos obtém-se a matriz B~ necesséria para a resolucéo
dos sistemas que determinam as variaveis duais e a atualizagdo da coluna ndo basica
candidata a entrar na base.



Seja a base particionada com a seguinte estrutura:

w|

B! R
B R¢
Pl PK Tl TK
st syt Ui

e, sgja amatriz de transformacéo

tal que

| (_Bl )71 Rl
I (_BK )71RK
W= I
B! I
I
|
£=BW = B |
T:,’l"""P-K-'E':I—-l _pt
st ... s iul_sl(Bl)—l
Bt | _
é = §W = BK
P PC1Q 0
'S ShEAVANE

~Y DBt Y™
aparticdo
yi= __Q___l__::.g
-VQ il

aparticéo

Tk _PK(BK )—lRK
UK _SK(BK )71RK

e

(3.25)
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O_ |:P1( Bl)—l E_"'iPK(BK )71
|_ Sl(Bl)—l : : SK(BK )—1

Q—lpl( Bl )—1

( BK )—1

|

Q—lPK( BK )—1

Ent3o,

&= (Bw) -

Logo
(BW)'=¢™
(B)*=we

__VQ—lPl( B! )—1 ¥ Sl( B! )-1 . ‘

| |

l---l

———d

1 T
R |

VQ IPK(BF) T+ SK(BX) |
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(BH)™*
(B")*
_Q—lPl( Bl )—1 . _Q—lPK(BK )—1 Q—l O
_VQ_lpl( Bl )—1_81( Bl )—l . VQ—lpK(BK )—l_SK(BK )—l _ Q—l I_
(Bl )7l+(Bl )71 RlQ—lPl( Bl )71 (Bl )71 RlQ—lPK(BK )71 _(Bl )71R1Q71 0
: : : “| (3.26)

B'=

(BK )—1 RKQ—lpl( Bl )—1

. (BK )—1+(BK )—IRKQ—IPK(BK )—1

_(BK )—lRKQ—l 0

_Q—lpl( Bl )—1

_Q—lPK

(B°)™" Q"

VQ—IPI( Bl )71 _ Sl( Bl )71

VQflPK ( BK )71 *SK ( BK )—1

,VQfl

A estrutura da base B pode ser utilizada eficientemente para calcular as variaveis

duais 7 =c,(B)™*, obtendo-se assim, a solugio para 0 primeiro sistema que resolve o

simplex particionado.

[ 22 4=l |2 jo]  (B)tReQPY(BY)

( Bl )—l + ( Bl )—l RlQ—lpl( Bl )—1 . ( Bl )—1 RlQ—IPK( BK )—l _ ( Bl )—l RlQ—l 0
. (BK )—1+(BK )—lRKQ—lpK(BK )—1 _(BK )—lRKQ—l 0

_Q—lpl( Bl )—1 _ Q—lPK(Bk )—l Q—l 0
VQflpl( Bl )71 _ Sl( Bl )71 VQflpK( BK )71 _ SK( BK )71 _VQfl |

Para solucionar o sistema acima as particdes c; e 2 que representam os custos para

0s arcos basicos passam a ser denotadas por:
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ci=[ctic2 -1 cX|v,, indicando os custos associados aos arcos basicos ;

c2=[c{cZ || cX|v,, indicando os custos associados a0s arcos complementares e, .

Resolvendo o sistema por substituicdo tem-se

7=0

72— l_ Cél( B )'RQ! ..o - CéK( B )™ RKQ71J+ lcélel CéKQ—lJ

= [c2 —ci(B*)*R i fc2* —c(B*)*R*]Q? (3.27)

i c(B) - [Cél “CY(B)IR - o2 - cX(BX )T RK] QIPY(BY) M i (BX )T +
_ [Cél “C(BY)IR - c2X —cX(B)'RK ]Q—lPK( BK )

1
V4

Na expressdo acima, substituindo (3.27) tem-se:
at = lcél( Bl )-1 _ ﬂ_ZPl( Bl )-1 CéK( BK )-1 _ ﬂsz( BX )-1J

ﬂ,ll — (Cél _72_2 Pl )( Bl )71
3.28
72'1K :(CéK —7Z'2PK )( BK )—l ( )

A estruturada base B pode também ser utilizada eficientemente para atualizacdo de

uma coluna, isto €, y = §’1§j , onde @; € uma coluna ndo basica de (3.18)- (3.19). Entdo, o

segundo sistema que resolve o simplex particionado resulta em:

_( Bl )—1+(Bl )—1 RlQ—lpl( Bl )—1 . i (Bl )—lRlQ—lpK(BK )—1 _(Bl )—1R1Q—1 0 al

y' : A : : |
-y-2 — (BK )—lRKQ—lpl(Bl )—1 .. E(BK )—1+(BK )—1RKQ—1PK(BK )—1 —(BK )—1RKQ—1 O ﬁ
Vol ZQPMBDT S TR St L= 0 R . Q. 0|2,
VQ IPY(BY)T_si(B!)? "'!' VO IPK(BX )T _sK(BK)™T Vo "I__ y

Assim, resolvendo o sistema por substitui¢éo, obtém-se:

y2: _Q'P¥(BX)taX + Q1K :Q—l[ﬂK_PK(BK )—1aK]

ou sob aforma
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y21 ﬁl (Bl )—1 O!l ﬂl—Pl( Bl )—lal
y2: :Q—l _(PlllpK) :Qfl (329)
yZK ﬂK (BK )71 aK ﬂK—PK(BK )710!K

Para obter y' faz-se necess&ria a substituicio de (3.29) (relativo aos arcos

complementares das restrigdes ativas de agregacdo), logo

y'=(B*)"a" +(B*)"R*QP*(B" )" -(B*)"RQa"
- (BK )—laK _(BK )—lRKQ—l[ﬂK —PK(BK )—laK]
=(BK)—laK _(BK)—lRKyZ

ou sob aforma
y* | [(BY)* a* | (BN R y*
(B')'a (B )Ry
= . (3.30)
(B) e —(B" )R y*™

Para obter y* faz-se necesséria a substitui ¢ao de (3.29) e (3.30), portanto:

y3 — VQ—lPK( BX )—1ak _ SK( BK )—laK _VQ—lﬁK +7/K
— _VQ—l[ﬂK _ PK( BK )710(K] +7K _SK(BK )—laK

gue, pode ser reescrita sob aforma

V= W2y SK(BK Y igk
y2 yio Sl( B!) gt

_[Ul_Sl(Bl)—lRl UK_SK(BK)—lRK] i :
Y SK(BK)—l K

Ul 21 SI(B ) Rl 21 71—81( Bl 71al
UKyZK_SK(BK)flRKyZK yZ_SK(BK)flaK]
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7/1—51(81 -1a1_U1y21+Sl(Bl)-1R1y21 T

yK_SK(BK )—l_UK 2K+SK(BK )—lRKyZK

7/1 _U 1y21 _Sl[(Bl )—lal _(Bl )—lRlyZl]

7K —URY _SK[(BX ) taX —(BX )—1RKy2K_

)/1 U 1y21 _ Slyll

: (3.31)
7/2 iy KyZK _gK le

Através das expressdes (3.27)-(3.30) que envolvem a inversa da matriz ciclo Q, o

algoritmo abaixo pode ser enunciado.

3.4ALGORITMO PARTICIONADO PRIMAL PARA MP

3.4.1 Estrutura Geral do Algoritmo

O agoritmo com particionamento primal para multiplos produtos baseiase no

método simplex, que apresenta 0s seguintes passos basi cos:

P1.

S

P4,

Obtencdo de umasolucdo inicia viavel.

Determinacdo das variaveis duais.

Determinacdo da varidvel candidata a entrar na base. Se existir, ir a0 P4. Em caso
contrario, Parar, pois o problema ndo tem solucéo viavel.

Teste de razéo para determinagéo da varidvel candidata a sair da base.

Realizagdo datroca de base e atualizagdo da solugdo. Retornar ao P2.

A seguir este algoritmo sera detalhado para o caso particular do problema (3.17)

gue pode ser reescrito daforma

ALGORITMO 3.2  Algoritmo Smplex Primal Particionado para o problema MP
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P1. Uma solugéo basica viavel [XB : XN] com uma base inicial assumindo a forma B (com
particdes R,..., R¢ vazias) e colunas ndo béasicas N deve ser obtida. Arco raiz deve ser

adicionado a Ax“ =r" evaridveis de folgas devem ser adicionadasa » D* x“ <b afim
k

de obter uma solucéo inicial viavel. Os passos do agoritmo particionado sdo dados a

seguir:

P2. Determinacgdo da varidvel candidata a entrar na base
Para verificar a otimaidade de uma solucdo bésica corrente, sdo definidos dois

conjuntos de indices:

l[/lz{i|xiN =N e c¢®B'N(i)-c" >0}

w, =fIx" =u" e c®BN(i)-c" <0}

i
Se Y, LY, =0, o dgoritmo termina com a solugdo 6tima. Caso contrério seleciona-se uma

variavel deindice k € ¥, U ¥, paraentrar nabase.

1l sekeY

AsSim, § « .
-1 seke¥,

No célculo de c®B'N(i)-c" determinase 7 =c®B™. Utilizando  obtém-se

aN(i)-cV. Para o problema de mdltiplos produtos MP, 7 é particionado em

|7, 2% | 72 § 7°| correspondente a particZo (3.24) onde 7* = 0. Utiliza-se (3.27) para

obter 7% e (3.28) paraobter 7' = [ﬁ”,...,n“‘].

P3. Teste de razao para determinacdo da varidvel candidata a sair da base

No método simplex, para garantir a manutencao da viabilidade da solucdo, calcula-se,
para uma varidvel x, candidata a entrar na base, o vetor auxiliar y = B *N(k) para

realizar o seguinte teste de razéo:

B IB
Xl
A < min 34— oo
o(y;)=6 |yj|

o |uf =X}
A, min L —L o
~o(y;)=6 |yj|

Aemn{4,4,,u) -1}
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Para o problema MP, y é particionado em

y
y=|y |=|: correspondente a particéo apresentada em (3.22).
y

Calcula-se (3.29) para obter y? =|y?,....,y** |. Em seguida, calcula-se (3.30) para obter y*
=[y*,....y* | efinaimente (3.31) para obter y°.

P4. Atualizacdo dos Fluxos

A variagdo a ser redlizada na variavel ndo bésica escolhida determina uma nova solugdo
para o problema e que, no caso de A > 0 (solucdo ndo degenerada), € melhor que a

solugdo anteriormente conhecida. Portanto, faz-se:

X, « X, + A, paraavaridvel do produto k candidata a entrar na base. Na atualizag&o
das variaveis basicas em relagio a cada produto k, faz-se x°«x® - 45y. Se A=u) -1,

retorna-se para determinar uma nova variavel candidata a entrar na base. Em caso

contrério, segue-se com o pivoteamento.

P5. Pivoteamento

Para efetuar a operacéo de pivoteamento faz-se:
¥ ={ilo(y,)=6 ex} =0]
E 7, ={il-o(y,)=5 ext =u®}
Selecionarse algum | € ¥, U¥,. Substitui-se B(l) por N(K) e todas as etapas do processo

s80 repetidas até que se tenha uma solugdo étima ou uma solucdo ilimitada.



As férmulas basicas necessarias para executar o algoritmo acima, envolvem a
inversa da matriz ciclo Q. A eficiente implementac&o para este algoritmo exige que se tenha
um bom procedimento para manipular e atualizar a matriz inversa Q. As férmulas

necessArias para atualizagdo de Q™ sdo encontradas em [Ken80].

3.4.2 Operacdes de Pivoteamento sobrea Matriz Ciclo Q

O agoritmo descrito acima considera a dim(Q) igual ao nimero de restrigdes ativas,
isto &, restricdes que estdo saturadas. Durante a operacdo de pivoteamento a dimensdo da

matriz Q pode ser modificada, dependendo da variavel que sai da base. Considerando que as

varidveis do problema podem ser arcos ou folgas (e os arcos da base B so subdivididos
dentro de k arvores geradoras e ou arcos complementares) entdo, dependendo do tipo de

variavel que entra (E) e que sai (S) da base, seis casos podem ser observados:

E: folga- S: folga. A linha da matriz Q associada com a folga que entra na base € removida e
substituida por uma nova linha para a folga que parte da base. A dim(Q) néo é
modificada.

E: folga - S: arco complementar. A linha e coluna da matriz Q associada com a folga que
entra e 0 arco complementar que sai sdo removidos. A dim(Q) deve ser
atualizada como dim(Q)-1.

E: folga- S: arco dak-ésima arvore. O arco complementar do k-ésimo produto ( j-ésimo arco
complementar) é buscado para substituir a saida do arco nak-ésima arvore. Este
arco complementar sempre existira (de outro modo a base se tornaria singular).
A linha e coluna da matriz Q associada com a folga que entra e o j-ésimo arco

complementar sdo removidos. A dimensdo de Q deve ser atuaizada como

dim(Q)-1.

E: arco - S: folga. Uma nova linha associada com a folga que parte da base € adicionada a
matriz Q. Para manter a ndo singularidade de Q uma nova coluna para o arco que
entra na base € também adicionada a matriz Q o qual se torna um arco

complementar. A dim(Q) deve ser atualizada para dim(Q)+ 1.
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E: arco — S: arco complementar . A coluna de Q associada com o arco que parte é removida e
substituida por uma coluna correspondente ao arco que entra na base o qual se

torna um arco complementar. A dim(Q) n&o € modificada.

E: arco — S: arco da k-ésima arvore. O arco complementar do k-ésimo produto ( j-ésimo arco
complementar) deve ser buscado para substituir o arco que sai. Se 0 arco
complementar € encontrado, ele substituira o arco que parte nak-ésima arvore e
0 arco gue entra na base torna-se um arco complementar. Se nenhum arco
complementar é encontrado ent&o o arco que entra, ira substituir o arco que parte
na k-ésima arvore. Uma das duas possibilidades descritas sempre ocorrera sendo

abase setornariasingular. A dim(Q) ndo é modificada.

3.4.3 Consideragdes sobrea Matriz Ciclo Q

A dimensdo da matriz de ciclo Q é em geral, nos casos praticos, muito menor

quando comparada com a dimens3o total da base B. Entdo, espera-se que o agoritmo se
comporte de modo eficiente utilizando o simplex com particionamento primal. Por outro lado,
adimensdo da matriz ciclo Q é variavel, depende do nimero de restri¢gdes de agregagdo ativas
de fluxo. Isto pode implicar que, no processo de atualizagdo dos elementos dessa matriz, a
cada iteracdo, podera aumentar a dificuldade do agoritmo. Uma outra implicagdo é a
manipulacdo com duas matrizes ciclos de tamanhos variaveis como propdem Castro e Nabona
(ver [Cas96]) quando uma matriz é obtida em funcéo das restrigdes de capacidade mitua nos
arcos (somente coeficientes unitarios) e a outra quando € obtida em funcéo de restricdes
gerais.

A partir das consideractes, sobre a matriz ciclo Q, surge uma proposta de aplicagdo
do agoritmo sobre uma matriz de dimensdo fixa (denominada de matriz ciclo Y). Nas
préximas secles serdo mostrados os resultados matematicos obtidos em fungdo dessa matriz
de dimenso fixa bem como suas propriedades.
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3.5 MATRIZCICLOY

Neste trabalho é proposto o algoritmo sobre a matriz de dimensdo fixa
diferentemente do que foi proposto por outros autores. Serd mostrado como a matriz B
pode ser expressa em funcdo da inversa de uma matriz de dimenséo ndo varidvel e como os
valores duais e os valores de y’s no teste de razéo sdo obtidos a partir dainversa dessa matriz.
Sera apresentada também a forma de manipulacéo da matriz de dimensdo fixa durante as
operagoes de pivoteamento.

Como o problema a ser resolvido € de grande porte e possui um nimero pequeno de
restricdes de capacidade agregada, caso comum, na Situacdo em que a rede representa
sistemas logisticos de distribuicdo de produtos compostos®, é conveniente desenvolver uma
forma eficiente de manipulacdo da matriz ciclo, mantendo fixa sua dimensdo. Portanto, o
Algoritmo 3.2, ao invés de operar com a inversa da matriz ciclo Q passa operar com ainversa
da matriz ciclo Y de dimensdo ndo variavel. A seguir € apresentada a forma de
particionamento que possibilita aplicar o Algoritmo 3.2 a partir de uma matriz ciclo de
dimensdo ndo variavel.

A estrutura da matriz ciclo Y, apresentada na expresséo (3.23), possui as colunas da
matriz composta pelos arcos complementares e folgas. As linhas correspondem as restricoes
ativas e ndpo ativas de agregacdo. Portanto, computar Y € obter as particdes representadas pelas
matrizesQ, V, 0 el.

O mesmo procedimento utilizado na obtencdo da matriz ciclo Q é utilizado para
gerar amatriz V, onde V é a matriz ciclo gerada a partir dos arcos complementares associados
as restricbes de agregacdo ndo ativas. Portanto, a matriz ciclo V pode ser obtida a partir da

arvore basica, R e dos conjuntos indexados.

Sga v ={ e, €, }< R 0 conjunto indexado correspondente as colunas de R.O

conjunto indexado o* é ordenado tal que g, denota o arco correspondente a s-ésima coluna

de R

3 Em problemas reais, apenas aguns arcos do sistema de distribuicdo apresentam restrigdes de capacidade relevantes. Na
maioria dos arcos que representam modais (rodovias, ferrovias e hidrovias) tais restri¢oes de capacidade sdo irrelevantes.
De fato, em sistemas logisticos, apenas arcos especificos associados a estrutura fisica da empresa costumam apresentar
limitantes de capacidade que precisam ser consideradas. Em geral, tais arcos representam uma parcela muito pequena em
relagdo ao nimero total de arcos darede.
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Seja um conjunto Q" ={ eml,...,ema}cq{ indexado correspondente as T -ésimas
linhas de [UY, ..., UY. Para cada g, < Q"existe uma linha indexada 7 tal que o arco
&, denota o arco correspondente a T -ésima linha. Cabe salientar que a linha indexada
corresponde a uma restricdo ndo ativa de agregacdo que podera unir arcos de um mesmo

produto ou de diferentes produtos.

Se S* denota a F-ésima linha de S e /£ denota a s-ésima coluna de (B*)™R".

Ent&o cada elemento V.X pode ser determinado da seguinte forma:

Vi=Ur-§6° (3.32)
onde para um produto indexado k, U, indica o coeficiente do arco complementar na restrigéo
nZo ativa de agregagZo, com m =j, onde e, Q" e e e®. O produto matricial S*4°
indica o somatério do produto dos coeficientes dos arcos basicos na restricdo ndo ativa de

agregacdo pela sua orientagdo na sequéncia Ps, ou sgja, com €, um arco dat-ésima coluna de
Be g, e Ps(com orientagio normal ou reversa) onde g, € Q.

Observa-se que, aforma de computar a matriz V é anadloga a forma de computar Q.

As particdes correspondentes as matrizes 0 e | sdo facilmente computadas, pois estéo
diretamente relacionadas com as variaveis de folga ndo basicas e basicas. A particdo nula é
devido ao fato das restricOes serem ativas e as folgas correspondentes ndo se encontrarem na
base. JA a particdo definida pela matriz | € formada tendo em vista os coeficientes das
variaveis de folga das restri¢fes ndo ativas encontrarem-se na base.

A estrutura do Algoritmo 3.2 é mantida, diferindo apenas na forma de obtencéo das
variaveis duais e dos valores y's no teste de razo.

Como se pretende manipular com uma matriz de dimens&o fixa, o produto BW

apresentado em (3.25) pode ser particionado da seguinte forma:

B! |

[}

|

BW = BX |
PL . PX1Q 0
3 SAAVANY
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(3.33)

A matriz B obtida em (3.26) pode ser reescrita em funcdo da inversa da matriz ciclo Y

como:

(B')'+(B')'ClY 'DY(B')?! (BY)'Ccly'D?¥(B?)?! (BY)'ClY'DX(BX)* —(By'clyt (3 34)
(B2)'c?y 'DY(B)™ (B2)+(B?)'C?Y 'D¥(B?) " |- (B2)tc2y DX (B¥)™® —(BY)'c?y Tt .
(B*)*cKyDY(B!)* (BX)Cc*Y'D¥(B?)™ L H(BR)Y T4 (BR)ICKY IDX(BY ) | —(BX ) teKy !

-y pY(B!)? Y D?¥(B?)* —YIDK(BX) T vl

No anexo A.2 é apresentada a forma produto da inversa utilizada no processo da
inversdo da matriz ciclo Y. A utilizacdo da forma produto € indicada devido a grande
esparsidade da matriz ciclo Y podendo armazenala em forma de listas através da
memorizagdo dos elementos ndo nulos. A técnica de inversdo da matriz é detalhada em
[May84].

3.6 OBTENCAO DOS VALORES DUAIS UTILIZANDO A INVERSA DA MATRIZ
CICLOY

O sistema que determina as varidveis duais, considerando a matriz ciclo proposta Y,

passater 0 seguinte particionamento:
)=l tet] B

Para solucionar o sistema, as partigdes c; e C2 que representam 0s custos para 0s

arcos basi cos passam a ser denotados por:

ci=[ctic2 - 1cX| ,indicando os custos associados aos arcos basicos €;
2 21 1 22 | I 2K : : .
Cg = [cB 1 cZ i1 O] , indicando os custos associados aos arcos complementares gs e

folgas S



A equacdo (3.27) pode ser reescritadaforma:

72 =% —c(BY) R |- | ¥ —c(B¥)'RE 0]yt (3.35)

As equacdes (3.28) podem ser expressas através de (3.35) da seguinte forma:

7 = (¢~ 7"D})(BY)”
at= : (3.36)
7 = (3 - 7°Df )(B*)*

ou sob forma
7Z_ll — 91( Bl )71
7t= : , onde 6, =(c™ -z°Dg). (3.37)
ﬂ'lk — HK( BK )—1

3.7 OBTENGAO DOS VALORES Y’S NO TESTE DE RAZAO UTILIZANDO A
INVERSA DA MATRIZ CICLO Y

Os precos 7* e 7° foram armazenados em um Unico vetor quando nas operacoes

matriciais foi utilizada ainversa da matriz ciclo proposta Y. O mesmo ocorre na determinacéo

de y? ey necessérios no célculo do teste de razo.
As expressies (3.29) e (3.31), podem ser obtidas da seguinte forma:

ﬂl r Pl( B! )-1a1 7]
Y| [Qi oA ] |P(B')a” (3.38)
ys - _VQ—l ! |_ 71 Sl( Bl) 14t )
I yK_ _SK(BK )—laK__

As diferencas [,Bk - P*(B* )’1ak] e [7/" ~ S(B* )’1ak] que aparecem em (3.38)

correspondem a particdo das restricbes ativas e ndo ativas de agregacdo, podendo ser

unicamente representadas por [ 1 - D*(B* )],
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2

3

y

correspondente aos arcos complementares e as folgas que se encontram na base.

Portanto, computar o vetor { }é obter os valores y’s no teste de razéo

A equaco (3.38) pode ser reescrita como
V=Y u* -D*(B*)ta]. (3.39)

O principal detalhe da implementacdo do algoritmo simplex especiaizado, que
utilizaainversadamatriz ciclo Y, esta baseado nas operacfes de pivoteamento.

3.8 OPERACOESDE PIVOTEAMENTO SOBRE A MATRIZ CICLO Y

Tendo em vista que o algoritmo néo trabalha com toda base B, é necessario refletir

como a escolha da base afeta as k arvores geradoras e a matriz ciclo Y. As variaveis do

problema podem ser arcos ou folgas, de modo que, os arcos da base B podem ser
subdivididos dentro de k arvores geradoras e arcos complementares.

Os casos considerados para o tipo de variavel que entra e sai da base foram
apresentados anteriormente, com referéncia na matriz ciclo Q. A idéia agora é apresentar 0s
mesmos casos considerados com referéncia na matriz ciclo Y, que durante as operagdes de
pivoteamento permanece com dimensdo fixaigual ao nimero de restricdes agregadas.

Os diversos casos serdo mostrados através de um exemplo considerando dois
produtos K; e K,, uma base genérica para cada um dos produtos e uma matriz ciclo de
dimensdo fixa com indices sc; representando as restri¢es de acoplamento. As operagdes de
pivoteamento sobre matriz ciclo Y, bem como a representagdo das bases serdo realizadas
sobre uma dada iteragéo.

Asfiguras|ll-5 e l11-6 representam as bases genéricas para os produtos K e K, com

X4 representando o arco que entra na base naiteracdo corrente.
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Figura l11-5 — Base genérica para o produto K; contendo dois arcos complementares. Nesta figura os arcos x, €
Xp €stéo associados asfolgas S; e S, respectivamente, onde X4 representa o arco candidato a entrar
na base em umaiteragdo qualquer.

Figura I11-6 — Base genérica para o produto K, contendo um arco complementar. Nesta figura o arco xy é
associado afolga S;.

Consideram-se, inicialmente, os casos em que avariavel candidata a entrar na base é
um arco. No exemplo proposto, 0s casos serdo mostrados sobre 0 arco x4 candidato a entrar na

base em relagéo ao produto K.

Caso 1 Entra: arco — Sai: Folga

Nesse caso, a linha da matriz ciclo Y, associada com a folga que parte da base é
ativada. A coluna para 0 arco que entra, o qual se torna um arco complementar fica associado
afolga que parte dabase. A coluna modificada é a coluna cuja folga pertencia a restricdo ndo
ativa antes do pivotemento.

A figura I11-7 representa a nova base para o produto K; depois do pivoteamento.
Paraexemplificar, afolga S; pertencente arestricdo scs foi ativada pela entrada do arco Xg.

As matrizes abaixo representam a matriz ciclo antes e depois do pivoteamento para o caso 1.
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s, S S | ! S, S S| Ss|
X S X % I1S e S X SoX Xl X S,
x 0 x x]0| 0 & x 0 x x|x |- 0%
| | | |
x 0 x x |0} 0 | x 0 x x!x!.. 0%
y=|x 0 x XiOi--- 0 [ y=|x 0 x xixi- 0 [
x 1 x xiOi 0 |SC x 1 x xi_xj- 0 |SC
x 0 x ><:1: 0 S5 x 0 x ><:><:- 0 |G
| | R A A Loa L
x 0 x x10] 1_SCn x 0 x x|x1- 1 |5

M atriz Y antes do pivoteamento Matriz Y depois do pivoteamento

Figura I11-7 — Representag@0o da nova base para o produto K; apds pivoteamento sobre 0 caso 1. Nesta figura o
arco xq4 torna-se complementar associado afolga S..

Caso 2 Entra: arco — Sai: arco da k-ésima arvore.
Nesse caso podem ocorrer duas possibilidades:
(a) O arco complementar do k-ésimo produto (o j-ésimo arco complementar) é buscado porque
o caminho P; é desconexo pelo arco que sai; esse arco substituira o arco que parte na k-
ésima arvore e 0 arco que entra torna-se um arco complementar.

(b) O arco que entra substitui 0 arco que parte na k-ésima arvore.

Uma das duas possibilidades descritas acima sempre ocorrera, sendo matriz basica
associada se tornaria singular.
A figuralll-8 mostra o caso 2a, representando a nova base para o produto K; depois

do pivoteamento. O arco X, substitui o arco que parte da arvore bésica, pois o caminho P; €
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desconexo pela saida do arco x.. A matriz ciclo antes e depois do pivoteamento € mostrada

abaixo.
_51 33:32: T _31 53:32: -
S4 Xg:xb:ss ’ Sn X, S4 Xg:xd:SS ’ Sn
x 0 xixi0 0 (54 x 0 xixi0 0 (%
————————— A ——————— ————————— e
x 0 x|x1]0 0 |5 x 0 x|1x10 0 |5
_______________________________ (A T
v=|x 0 x1x10 0% yo|x 0 x!x10 0|
| | sc ! ! SC
x 1 x1x10 0 [~ x 1 x1!x10 0 |~
xOxixil 0 | ><O><i><il 0 |SCs
- ' 108
'x 0 x{xi0 1 | x 0 xixi0 - 1]|%
Matriz Y antes do pivoteamento Matriz Y depois do pivoteamento

Figura 111-8 — Representagdo da nova base para o produto K; ap6s pivoteamento sobre o caso 2a (entra e sai
arco de um mesmo produto). Nesta figura, 0 arco X4 torna-se complementar associado afolga S
€0 arco X sai dabase.

Um outro exemplo para 0 caso 2a € agquele em que 0 arco gque sai ndo pertence a k-
ésima arvore basica do arco que entra.

As figuras [11-9 e I11-10 representam a saida do arco x, quando o arco x4 entra na
base. A matriz ciclo antes e depois do pivoteamento é representada abaixo. Pode ser
observado que no caso 2a as linhas ativas da matriz apds pivoteamento permanecem as
mesmas, apenas a coluna do arco complementar que substitui 0 arco que sai € modificada pelo

arco que entra.



s s s
Xa S Xy 1 X% S S,
x 01 xi1x O 0
x O0!x!x O 0
y=lx Ol xix 0 0
x 11 x1tx O 0
x 01 x1x 1 0
(x 01 x,;x O 1

Matriz Y antes do pivoteamento

Figura I111-9 — Representacdo da nova base para o produto K; apds pivoteamento sobre o caso 2a (entra e sai
arco de produtos diferentes). Nesta figura, 0 arco x4 torna-se complementar associado afolga S;.

Figuralll1-10 — Representacdo da nova base para o produto K, apés pivoteamento sobre o caso 2a (entra e sai
arco de produtos diferentes). Nesta figura, 0 arco X4 torna-se arco da &rvore e 0 arco x, sa da

base.

X0

X

Sixix S — §
x 01 x,;x 0 0
x O0lx{1x O 0
x O0!'x!x O 0
x 1titx1tx O 0
x O01rxi1x 1 0
x 01 x,x 0 1

Matriz Y depois do pivoteamento

X9

J
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No caso 2b, nenhum caminho P; é desconexo pela saida do arco da k-ésima arvore.
Apenas 0 arco que entra substitui 0 arco que sai na k-ésima arvore. Neste caso a forma da
matriz Y permanece a mesma, mas a coluna correspondente a troca de base deve ser
recal culada.

Caso 3 Entra: arco— Sai: arco complementar.

A coluna da matriz ciclo Y associada ao arco que parte € substituida pelo arco que
entra e 0 arco que entra torna-se complementar.

A figura I11-11 representa a nova base para o produto K; apds pivoteamento. A

representacdo da matriz ciclo antes e depois do pivoteamento € mostrada abaixo.

s, s s ! S vl NG
X0 S X I% 1S S, X S XIS S
x 0 xix,0 0 [5& x 0 x|x10 0 |54
W0 xixlo 0% W0 xlxio 0 [
e ><O><-|><0 0% xOx-le """ 0 [s%
x 1 x1x10 0 |G x 1 x1x10 0 |4
xOxixil OS?S xOxixil OSFS
| | . | |
T B
(x 0 x|{xi0 - 1]% x 0 x{x{0 - 1]%
Matriz Y antes do pivoteamento Matriz Y depois do pivoteamento

Figuralll-11 - Representacdo da nova base para o produto K; apds pivoteamento sobre o caso 3. Nestafigura,
0 arco x4 torna-se complementar associado afolga S, e o arco X, sai da base.

Agora, serdo considerados os casos em que avariavel escolhida para entrar na base €
uma variavel de folga. No exemplo proposto, 0s casos serdo mostrados sobre a folga S,

associada ao arco complementar x,, candidata a entrar na base.
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Caso 4 Entra: folga- Sai: folga
A variavel de folga que parte da base substitui a folga que entra. A linha da matriz

ciclo Y associada a folga que entra na base € desativada, enquanto a linha correspondente a
folga que parte da base é ativada. O arco complementar apos pivoteamento fica associado a
folga que parte da base.

Para exemplificar, afolga S relativa a restricéo scs foi ativada pela entrada da folga

S nabase. A matriz ciclo antes e depois do pivoteamento é mostrada a seguir:

s 51 | s S s !
X S X 1% 1S S Xa S X 1% 1S S,
x 0 x|x1{0 0 | x 0 x|x1|0 0 &
--------- e 1 1
x 0 x|x10 0 | x 0 x|x|1 0 |
Y:xOx-ixi-O OSCsY:xOxixiO 0 (55
x 1 xixiO 0 [ x 1 xJ:xi_O 0 5%
x 0 xixi1 0% x 0 x1x10 0 [S5
[} TP s | e———————— A
[ x 0 x ix10 - l_g% [ x 0 x ix10 - l_g%
Matriz Y antes do pivoteamento Matriz 'Y depois do pivoteamento

Caso 5 Entra: folga- Sai: arco complementar.

Nesse caso, a linha da matriz ciclo correspondente a folga que entra na base, é
desativada, enquanto o arco complementar € removido da base, deixando de ser
complementar. No entanto, duas observacdes devem ser feitas sobre o caso 5, em relagdo a
folga que entra na base.

1% A folga que entra esta associada ao arco complementar que sai.

A coluna da matriz ciclo Y associada ao arco complementar é substituida pela folga
gue entra. O exemplo é feito sobre afolga S, associada ao arco complementar x,. A folga S
entra na base, enquanto o arco x, deixa de ser complementar. A matriz ciclo antes e depois do

pivoteamento, € mostrada a seguir:
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S S 1s | S S
X S X i%1S - S X S %1S1S - §
x 0 x|x10 0 |54 x 0 x1010 0 |&
_x_“(_)"_xni_;_iuo_"““O- SC, x 0 x i 1 i 0 0 5%
e ><0><-|><OO Lo |x 0 x 0 0 0 |
x 1 xix10 0% |x 1 x1010 0 |
x 0 xixll1 0% |x 0 xi0i1 0|5
| | . | 1 :
SRR SRR R A ..
(x 0 x{xji0 - 1% [x 0 x{0;0 - 1]%
Matriz Y antes do pivoteamento Matriz 'Y depois do pivoteamento

A figura 111-12 representa a nova base ap0s pivoteamento depois que 0 arco x, €

removido dabase pelaentradadafolga S.

Figura I11-12 — Representagdo da nova base para o produto K; ap6s pivoteamento sobre o caso 5 (a folga que
entra na base esta associada ao arco complementar que sai). Nesta figura, 0 arco complementar
Xp Sa dabase eafolga S, associada a €l e entra na base.

2% A folga que entra na base néo esta associada ao arco complementar que sai da base.

A variavel de folga associada ao arco complementar que parte da base associa-se ao
arco complementar correspondente a folga que entra na base. A coluna da matriz ciclo
associada ap arco complementar que parte da base é modificada pela folga que entra na base.
A linha da matriz ciclo correspondente a folga que entra é desativada. A representacdo da

matriz ciclo antes e depois do pivoteamento € mostrada abaixo.
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8 s s s, IS
X, S4 Xg X SS Sn X, S4 : SZ : Xy SS ’ Sn
x_ 0ixixi0 - 0O G x 0 i 0 i x10 - 0%
x O0lx!ixlo .. 0|% x 011lx}0 - 0%
------ et ====- ——————t-——F——t-————————
Y= |2 0x1x{0 - 0% yo|x 010!x10 - 0|%
x 1ixix10 - 0% x 110!x!0 0 |
x Orxi1x11 0 [ inOixil 0 S
| | |
R
[ x O ixix ;0 - 1_Scn | % Ol0)lx1o0 1_Scn
Matriz Y antes do pivoteamento Matriz Y depois do pivoteamento

As figuras 111-13 e 111-14 representam a base para o produto K; tendo o arco x,
associado afolga S e a base para o produto K, sem o arco complementar Xy que sai da base

devido afolga S, que entra.

Figura I11-13 — Representagdo da nova base para o produto K; apds pivoteamento sobre o caso 5 (a folga que
entra na base ndo estd associada ao arco complementar que sai). Nesta figura, a folga S,
associada ao arco x, entrana base e 0 arco x, passa a se associar afolga Ss.

Figura lll-14 — Representacdo da nova base para o produto K, apds pivoteamento sobre o caso 5 (a folga que
entra na base ndo estd associada ao arco complementar que sai). Nesta figura, o arco
complementar x4 associado afolga S; sai dabase.
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Caso 6) Entra: folga— Sai: arco dak-ésima érvore.

Neste caso, o caminho P; é desconexo pelo arco que sai da k-ésima érvore, e 0 arco
complementar do k-ésimo produto (o j-ésimo arco complementar) € buscado para reconectar a
arvore. Este arco complementar sempre existira (de outro modo a base se tornaria singular). A
coluna da matriz Y fica associada com a folga que entra na base. A linha da matriz ciclo
correspondente a folga que entra € desativada.

A figura 111-15 mostra 0 arco complementar x, que se torna arco da arvore para o

produto K; devido a saida do arco x.. A matriz ciclo antes e depois do pivoteamento é

mostrada abai xo.
'Sls)jslszl - | 'Slsf(sl | |
X S X 1% 1S S, w X 1S 1S S,
x 0 ><_E><E_O e x 0 XEOEO 0 |5
x 0 x!x!o 02 |[x 0 x!1'0 0 |
""""" 1=t —====-- | |
y=|x 0 x!x10 0% |x 0 x!01!0 0 |55
x 1 xix10 0% |x 1 x1010 0 |
| | | |
xOxixil 0 |G xOxiOil 0 |G
| | . ] | .
e ol
x 0 xix{0 - 1% |x 0 x{0}0 - 1%

Matriz Y depois do pivoteamento

Matriz Y antes do pivoteamento

Figuralll-15 - Representagdo da nova base para o produto K; apés pivoteamento sobre o caso 6. Nesta figura,
0 arco X, torna-se um arco da érvore basica, afolga S, entranabase e 0 arco x. sai da base.

3.9 ALGUMAS CONSIDERAGOES

Todas as possibilidades de pivoteamento sobre a matriz ciclo Y foram ilustradas. De

certo modo, buscou-se enunciar regras para manipulacéo da matriz ciclo Y com as k-ésimas
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arvores basicas. No entanto, a cada iterac8o é necessario fazer a inversdo da matriz ciclo. Os
conceitos e técnicas fundamentais que sdo relacionados com a inversdo dessa matriz estéo
exibidos nos teoremas e defini¢cbes do Anexo A.2. A técnica de inversdo utilizando matrizes
elementares pode ser encontrada em detalhes em [May84].

O exemplo apresentado no Apéndice | aplica todos os resultados algébricos
deduzidos neste capitulo bem como ilustra as operactes de pivoteamento que sdo realizadas a
cadaiteracdo do algoritmo.

O objetivo € mostrar passo a passo a aplicagdo do algoritmo primal particionado na
resolucdo dos problemas MP. O método simplex primal particionado pode ser realizado

diretamente no grafo manipulando com ainversadamatriz ciclo Y.
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CAPITULO IV

4. MODEL O DE REDE PARA O PROBLEMA DA
DISTRIBUICAO DE PRODUTOS COMPOSTOS

Neste capitulo sera apresentado um modelo de programacéo linear para resolver o
problema da distribuicdo de produtos compostos MPC. O processo de constru¢cdo do novo
modelo de rede permitira quantificar o transporte, a producéo e a quantidade de formulacéo
dos produtos compostos. O problema MPC podera ser resolvido fazendo uso da nova proposta
de aplicagdo do agoritmo simplex com particionamento primal considerado no capitulo
anterior. Diferente das propostas apresentadas por [Ken80] e [Cas96], o algoritmo
especializado para estrutura de redes utilizara uma matriz de dimensdo fixa, denominada

matriz ciclo Y.

4.1 REFORMULACAO DO MODEL O DE FLUXO EM REDE PARA MULTIPLOS
PRODUTOS

O modelo de fluxo em redes para multiplos produtos, tradicional mente utilizados na
otimizacéo da logistica de distribuicdo de varios produtos, pode ser reformulado a partir de

uma traducdo contextual conveniente do problema MPC.

O problema da distribuicdo de produtos compostos MPC visa estabelecer uma
solucdo eficiente para o problema de distribuicdo de certos tipos de produtos que se compde
a0 longo da cadeia de distribuicdo. Tal composi¢éo podera, em muitos casos, ser realizada em

pontos distintos dessa cadeia.

Com o objetivo de reduzir custos, tornando o produto competitivo no mercado, € que
novos el ementos de andlise passaram a ser considerados nalogistica de distribuicdo, tendo em

vista a necessidade de se encontrar respostas para questées como:
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i)  onde e quanto produzir de produtos compostos?
i) por onde e quanto transportar de produtos compostos?
iii) onde realizar a mistura desses produtos?

iv) por onde e quanto transportar de mistura até os mercados consumidores?

Tais questdes remetem o problema na direcdo de uma nova formulagdo para o
modelo de fluxo em rede para o problema de multiplos produtos. O problema MPC pode ser

caracterizado como uma extensao do problema MP.

4.2 FORMULACAO MATEMATICA
4.2.1 Caracterizacdo de Variaveis de Decisdo e de Parametros do M odelo

O problema MPC é formulado como um modelo de programagéo linear que, em
linhas gerais, consiste em minimizar a funcdo objetivo definida pela soma dos custos
logisticos envolvidos, sujeito as restri¢cdes de conservagdo de fluxos caracterizadas para cada
noé darede, as restricdes de atendimento, a demanda associada aos consumidores, as restricoes
de capacidade operacional associadas aos agentes econdmicos envolvidos e as restricdes de
proporcionalidade da mistura entre determinados tipos de produtos.

Neste problema, considere 0s seguintes conjuntos:

P Conjunto de super noés de producéo (fabricas);

D Conjunto de super nds de transbordo (bases de distribui¢do e terminais);

C Conjunto de super nés de consumo (municipios e consumidores genéricos);

T Conjunto de super arcos de transporte (dutos, ferrovias, hidrovias, rotas maritimas e
rodovias);

% ° Conjunto de produtos,

. 7(,0 ; Conjunto de produtos que trafegam pelo super nd i, ou pelo super arco (i, j );

K" Conjunto de produtos que participam da misturam;

K", K", Conjunto de produtos que participam da misturam, e que trafega pelo super n6 i, ou
pelo super arco (i, j);

M° Conjunto de misturas;
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Conjunto de misturas que trafegam pelo super nd i, ou pelo super arco (i, j );
Conjunto de misturas que utilizam o produto k;

Conjunto de misturas que utilizam o produto k, e que trafegam pelo super né i, ou
pelo super arco (i, j );

Conjunto de misturas formuladas no super né i;

Considere ainda, as seguintes variaveis de decisio:

Fluxo do produto k, que trafega no super nd i;
Fluxo de produto k, participante naformulag&o da misturam, que trafega pelo super
noi;
Fluxo de produto k usado na formulag&o da misturam, que trafega no super no i;
Déficit de produto k no atendimento da demanda do super né i;
Déficit de produto k, usado na formulagdo da misturam, no atendimento da demanda
do super né i;
Fluxo do produto k transportado do super né i para o super no j;
Fluxo de produto k, participante na formulacdo da mistura m, transportado do super

né i parao super ndj.
Finalmente, considere os seguintes parametros do modelo:

Capacidade de transbordo do produto k, associada ao super né i;
Capacidade de transbordo da mistura m, associada ao super no i;
Capacidade de formulacéo da mistura m, associada ao super no i;
Capacidade de producéo do produto k, associada ao super nd i;
Capacidade de transporte do produto k, associada ao super arco (i, j );
Capacidade de transporte da mistura m, associada ao super arco (i, j );
Demanda de produto k, associado ao super né i;

Demanda de mistura m, associado ao super no i;

Proporc¢éo do produto k na formulagdo do produto composto m;
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CYX Custo unitério de transbordo/producéo do produto k, associado ao super nd i;

CY™  Custo unitério de transbordo/producéo da mistura m, associado ao super né i;

CW™  Custo unitario de formulagdo da misturam, associado ao super nd i;

CX.k’. Custo unitério de transporte do produto k associado ao super arco (i, j );

CX",  Custo unitario de transporte do produto composto m, associado ao super arco (i, j );
L Penalidade unitaria associada ao déficit na entrega de produto k; e

L" Penalidade unitéria associada ao déficit na entrega de misturam.

Utilizando os conjuntos, as variaveis e 0s parametros acima definidos, pode-se

caracterizar o MPC através da formulagdo matematica que sera apresentada a seguir.
4.2.2 Restrigdes Estruturais para Super Nosde Transbordo e Mistura

Cada distribuidor ou terminal do sistema logistico podera ser representado no grafo
por um super NG composto por diversos nés elementares associados aos produtos que por eles
trafegam, conforme mostra a figura 1V-1. Nestas entidades poderdo ser redizadas
formulagbes de produto, a exemplo da mistura de produtos dos tipos A e B, em proporgdes

definidas para cadatipo de mistura.

X ¥
> > Mistura
(Produto A + Produto B)

4 ;

1l \Nlm,a

ProdutoA

X; \
o @ Produto B

—> O Produto C
Xsi

Super N6 i

Figura V-1 - Modelo l6gico representando mdltiplos produtos com mistura em distribuidores ou terminais
(7 € D). Nesta figura se observa o fluxo dos seguintes produtos: (a) Produto A — azul; (b)
Produto B — verde; (m) mistura (Produto A x Produto B) — vermelho; e (c) Produto C — cinza.

Considerando a representacéo |6gica do super no i, apresentado na figura IV-1, as

seguintes restrigdes deverdo ser satisfeitas:
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a) Restricdes de conservacao de fluxo

O somatério das quantidades de fluxo do produto k transportado do super né s parao
super no i devera ser igual ap somatorio das quantidades de fluxo de produto k, utilizados nas
formulagdes das misturas, que trafegam no super nd i mais a quantidade de fluxo de produto k
que trafegano super nd i, isto &
= U D Wy =0 Vien Vkex!

(si)eT meF, AM X

A quantidade de fluxo do produto k que trafega no super né i devera ser igual ao
somatério das quantidades de fluxo do produto k transportado do super nd i parao super nér,
isto &

-y zx?;%o Vien vkexk
(ir)eT

O somatdrio das quantidades de fluxo de produto k, participante na formulagdo da
mistura, transportado do super né s para o super N0 i mais a quantidade de fluxo de produto k,
utilizado na formulagdo da mistura, que trafega no super nO i devera ser igual a quantidade de
fluxo de produto, participante naformulacdo da mistura que trafega no super nd i, isto &

- > X WM e y™ =0 Vieo Vkek’ VmeE& nu"
(si)eT

A quantidade de fluxo do produto k, participante na formulacdo da mistura e que
trafega no super né i, devera ser igua ao somatorio das quantidades de fluxo do produto k,
participante na formulacdo da mistura, transportado do super n0 i parao super nor.

—y™ 4 in':'kzo Vieo Vkekx’ Vme& nu"

(iner

b) Restricbes de capacidade

O fluxo do produto k no super né i € limitado superiormente e inferiormente por

capacidades, isto &
0< y* <CTB¥ Vien Vkexk)

O fluxo de produto k, participante na formulagdo da mistura, no super né i é limitado

superiormente e inferiormente por capacidades proporcionais, isto é

0<y™ <™k CTB" VieD Vke Kio Vme ¥, ~ m*
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O fluxo de produto k, utilizado na formulagcdo da mistura, no super né i é limitado

superiormente e inferiormente por capacidades proporcionais, isto &

o<w™ <ag™ CFR" Viep Vkex’ Vme&nm"

) Restricdes de proporcionalidade das misturas

O fluxo de produto que compde a mistura deve manter-se proporcional em relacéo ao

fluxo dos demais componentes de mistura, isto &

W =™ Y W =0 Viep Vkex’ VmefF nm"

qex™

4.2.3 Restricdes Estruturais para Super Nos Consumidores

Cada consumidor (municipio ou consumidor genérico) do sistema logistico podera
ser representado no grafo por um super nd composto por diversos nés elementares associados

aos produtos consumidos, conforme mostra afiguralV-2.

@ >
—

@)
Y

am™ Dim

i Mistura
» (Produto A + ProdutoB)

Vaﬁj Dim
A > - Produto A
o

P
- Produto B

xaf D
> P
X0 De Produto C
Super NG i

Figura IV-2 - Modédo légico representando mdltiplos produtos compostos em nés consumidores (super nd i).
Nesta figura observa-se o fluxo dos seguintes produtos: () Produto A — azul; (b) Produto B —
verde; (m) mistura (Produto A x Produto B) — vermelho; e (c) Produto C — cinza.
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Considerando a representacdo |6gica do super né i, apresentado na figura 1V-2, as

seguintes restricoes deverdo ser satisfeitas.

a) Restrigcdes de conservacéo de fluxo

O somatério da quantidade de fluxo de produto k (ou da fracdo de produto k
utilizado no composto m), adicionado ao déficit de produto k (ou da fracdo de produto k
utilizado na formulagdo do composto m) no atendimento da demanda, devera ser igua a
guantidade de demanda do produto k (ou da fragdo de produto k utilizado no composto m) no

super né consumidor i, isto &

- > X -z =-DEM/ VieC VKkex;
(siet

- > X0k -z =™ DEM" Viec Vmewn, Vkex"
(si)eT

b) Restricbes de capacidade

O fluxo de produto no atendimento da demanda no super né consumidor i é limitado
superiormente e inferiormente pela capacidade maxima do déficit de produto k (ou da fracéo

de produto k utilizado na formulagdo do composto m), isto é:

0<z>* <DEM VieC Vkek,

0<z™ <a™ DEM" Viec VmewM, Vkex"

4.2.4 RestricOes Estruturais para Super Nos de Producéo

Cada produtor (fébricas) do sistema logistico podera ser representado no grafo por
um super NG composto por diversos nos elementares associados aos produtos produzidos,

conforme mostraafiguralV-3.
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> "
> z*
0,
> z.*
D> DEMZ+> > a™DEMT
ieC ieC mewm, 0a
Xi r
>— (S) > Produto A
; DEM; / ( yoc L0¢
= (S ) > —® ~—Produto C

Super NO |

Figura V-3 - Modelo légico representando um produtor com mdltiplos produtos (super no i). Nesta figura
observa-se o0 fluxo dos seguintes produtos: (a) Produto A — azul; (m) mistura (Produto A x
Produto B) — vermelho; e (c) Produto C — cinza; e (b) Produto B — verde.

Considerando a representacdo |6gica do super né i, apresentado na figura 1V-3, as

seguintes restrigoes deverdo ser satisfeitas:

a) Restricdes de conservacao de fluxo

A quantidade de fluxo de produto k no super né de producdo i é igual ao somatorio

da quantidade de fluxo de produto k do super né i parao super nor, isto €

—yE DX =0 Viec Vkek,

(in)er

Essa restricdo de conservacdo de fluxo é referida ao né fonte S da figura V-3, de
forma a obter sempre uma rede na qual os fluxos encontram-se em equilibrio, isto &, cuja

guantidade de oferta é sempre igual a quantidade de demanda.

_Zyio'k—Z(Zro’k-i- erm’ka—Z(DEMi"+ Zam'kDEM,mj VieC Vkex,

e rec mem rec mem X

b) Restricbes de capacidade

O fluxo de produto k € ilimitado superiormente e inferiormente pela capacidade

maxima de producdo do produto k no super ndi.
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0< y** <CPR" VieC Vkexk,

4.2.5 Restricdes Estruturais para Super Arcosde Transporte

1,) .
> Mistura
> X_m_,b (Produto A + ProdutoB)
1]
> Produto A
i
Produto B
x0b
1,]
> Produto C
x¢
1,]
Super NO Super NG j

Figura IV-4 - Modelo l6gico representando o transporte entre dois super nés através de um super arco (i, j ).

Nesta figura observa-se o fluxo dos seguintes produtos. (a) Produto A — azul; (m) mistura
(Produto A x Produto B) — vermelho; (b) Produto B — verde; e (c) Produto C - cinza.

Considerando a representacdo |6gica do super arco (i, j ), apresentado na figura IV-

4, as seguintes restricdes de capacidade deverdo ser satisfeitas:

O fluxo de produto k (ou da fragéo de produto k participante no composto m) no

super arco (i ,j) € limitado superiormente e inferiormente pelas capacidades , isto &

0< XX <CTR, V(i.j)eT Vkex,,
0< XM <a™ CTR" V(i,j)eT VmeM,, VkekK"
4.2.6 Funcédo Objetivo

O critério de otimizagdo no MPC é definido pela seguinte funcdo objetivo, que
representa a soma de todos os custos | ogisticos envolvidos:

ULEESDIDACARGEDID DN C AR Ui

iePUD keK; ieD meM; kekK™

sz:zk:cxikJ XK +ZZj:Z DCXT XTI DL DD L ™

m kek™ ieC keK; ieC meM; keK™
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onde, as parcelas acima correspondem, respectivamente:

i)  custo associado ao fluxo do produto k em um super né de producéo ou de

transbordo;

i)  custo associado ao fluxo de produto k que participa e € utilizado na formulagéo

do composto m em um super né de transbordo;
iii) custo associado ao fluxo de produto k em um super arco de transporte (i ,j );
iv) fluxo de produto composto m em um super arco de transporte (i ,j );

v) pendidade associada ao déficit na entrega de produto k no super né de

consumo;

vi) penaidade associada ao déficit na entrega do composto m no super né de

consumo.

4.3 MODELO E ESTRUTURA DE REDE

Considerando as representagoes |6gicas de super nos e super arcos apresentados nas
figuras 1V-1; IV-2; IV-3 e IV-4; para cada produto k sera construida uma rede conforme
mostraafiguralV-5. Nestas redes observa-se o fluxo do produto (azul), as respectivas fracoes
na operagdo de formulagdo de produtos compostos (verde) e as respectivas fragdes no fluxo
de produtos compostos (vermelho). Os arcos tracejados que unem o n6 de origem aos nos de
demanda correspondem, nesta representacdo, ao fluxo de produto k (ou fragdo de k de um
produto composto m) que deixa de ser entregue para satisfazer a demanda de um determinado

no.
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Base 01 Base 02 Vo

Fabrica 01

—p———— Fluxode Produto do tipo A
——p——— Fluxodafragéo de Produto A na composig&o da mistura Produto A x Produto B
—p———— Fluxodafragéo de Produto A no processo de mistura Produto A x Produto B

——»—— Deficit da fragéo de Produto A na composigé&o da mistura Produto A x Produto B

Figura 1V-5 - Modelo l6gico representando a rede completa para um produto (Produto A), incluido a fragdo
correspondente do fluxo dos produtos compostos derivados (mistura Produto A x Produto B).
Note-se que na Base 01 e na Base 04 é permitida a formulagéo do produto composto, enquanto
gue na Base 02 e na Base 03 somente é permitido o transbordo dos produtos.

Deve-se sdlientar que, a representacdo l6gica do modelo de rede ndo representa o
composto m, mas sim, a representacdo da fracdo dos varios produtos participantes na
formulagdo do composto m.

Desconsiderando a existéncia das restrigdes de proporcionaidade na formulagdo de
produtos compostos e outras restricdes de agregacdo de fluxos, o problema podera ser

formulado e resolvido para cada produto de formaindependente, isto é:

Min Z= Z ZCYIK yiO,k_i_z Z Z(CYIm )/im,k+c\/\/im \Nim,k)+

iePUD keK; ieD meM; keK™ (4.1)
IR ACGETEDIIIIPAIRIEDIDNLEAEDIDID IS4y
i j k i j m kek™ ieC keK; ieC meM; keK™
sujeito a
= DX DY WMy =0 Vied (4.2)
(si)eT meF, AM X
—yR e 3 0k =0 VieD 4.3

(iner
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— Y Wy =0 Viep Vme& N (4.4)
(si)eT

-y D X =0 Viep Vmed nu* (4.5)

(i,r)er

- 3 -2 = -DEM viec (4.6)
(si)eT

_ Z X —zZ™ = —o™* DEM/" VieC Vmew, (4.7)
(si)eT

—yR e 3 0k =0 Viec (4.8)

(ir)eT

3y _Z(z?'k + Zz:“*) = —Z(DEM o Zam'kDEM,m] Viec (4.9)

e rec memX rec mem*

0<y** <CTB* Vied (4.10)
o<y™<a™ CTB" Vienp Vme& nu (4.11)
O<w™ <a™ CFRT Vied Vme® nu (4.12)
0< 2" <DEMf VieC (4.13)
0<z™ <a™ DEM" VieCc Vmew, (4.14)
0< y>* <CPR" VieC (4.15)
0< x* <CTR!, v(i,j)eT (4.16)
0<x" <a™ CTR V(i,j)eT Vmewn, (4.17)
W =™ Y W =0 Vied Vkek? Vme& Ny (4.18)

gex"

O problema de rede de custo minimo formulado acima, podera ser facilmente
descrito em termos de um problema de distribuico sobre uma rede G, representada por um
conjunto de n nés elementares (NGs que compdem 0s super-nds) e um conjunto de t arcos
como mostrados na figura IV-5. Esta rede € composta de arcos cujo fluxo circulante
representa unicamente um produto k.

A func&o objetivo Z* representa o custo total da logistica associada & producao, ao
transporte, ao transbordo e a distribui¢ao de um produto k.

As varidveis de decisdo y>*,y™ w0 X2 e Z™ sBo  denotadas

unicamente por x* representando o vetor de fluxos para todos os produtos k.
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Os custos unitarios denotados por CY*,CY™,CW™,CX* ,CX™ L e L™ passam a

i,j? i,j?
ser denotados unicamente por c* representando o vetor de custos para todos os arcos dos
produtos k.

As capacidades nos arcos CTB*,CTB",CFR",CPR*,CTR", e CTR", sdo denotadas

pelo vetor U, representando o limite superior de fluxo nos arcos da rede para cada produto k,
e as capacidades minimas pelo vetor |¥, associadas aos arcos da rede para cada produto k.

A matriz de incidéncia n6-arco associada a rede do produto k sera representada por
A e o vetor de ofertas e demandas associadas a cada né da rede para o produto k sera
representado por r*.

Generalizando, o problema acima podera ser reescrito para cada produto de forma

mais condensada como:
NP Min  z=) cx* (4.19)
k
sa  A%*=r* VK (4.20)

I* < x* <uX (4.21)

Considerando, a existéncia das restricdes de proporcionalidade na formulacéo de
produtos compostos e de agregacdo de fluxos aos problemas NP’s formulado anteriormente
tem-se um problema de programacéo linear de fluxo em rede para multiplos produtos MP.

O problema Linear MP, inclui a restricdo de agregacdo para 0 caso geral, sendo
definido por:

K
b<> D' <b (4.22)

As componentes dos vetores b’ e b representam as capaci dades minimas e maximas
associadas as restricdes de agregacdo de fluxos. Estas capacidades sdo divididas entre os
vérios produtos k. DX serve como um fator ponderado para x* em relagdo as limitacdes dessas
capacidades, podendo ser expresso em unidades diferentes a partir da utilizacdo de x*.
Considera-se sempre, paratodo produto k, que a quantidade de oferta e demanda sejam iguais.

A restrico (4.22) podera unir arcos de um mesmo ou de diferentes produtos. A

restricéo de proporcionalidade para o problema MPC pode ser considerada como um caso



K
particular da restrigéo (4.22) quando se tem z D*x = 0. Matematicamente, o problema MP
k=1

podera ser formulado como:

Min z="> c“x* (4.23)
k
sa A% =r* Vk (4.24)
K
D> D' -s=b (4.25)
k=1
K
D> D*x +s=b (4.26)
k=1
I < x* <u” (4.27)

e, serareferido como MPC quando incluir as restri¢oes de proporcionalidade.

O problema de fluxo de custo minimo para multiplos produtos possui (k+ 1)t
variaveis et + nk restrigdes (incluindo as variaveis de folga para as restrigdes de agregacdo e
ignorando as restrigdes 1 < x* < u*). Ent&o, mesmo em um problema de tamanho moderado,
a matriz de restricdes sera grande. Por exemplo, um problema contendo 100 nds, 250 arcos e
10 produtos, tera 2750 variaveis e 1250 restricoes.

O problema acima podera ser resolvido de forma eficiente fazendo uso do algoritmo
simplex com particionamento primal, especializado para estrutura de redes.

A matriz correspondente as restri¢cbes para o problema MPC possui a estrutura da

matriz (3.21) apresentada no capitulo 3, assim representada:



Restricdes de
Conservacao
de Fluxo para
o Produto 1

Restricdes de
Conservacao
de Fluxo para
o Produto k

Restricbes de
capacidade e
Proporcionali-
dade

As restrigdes de conservagdo de fluxo para cada produto k sdo expressas através de
(4.2)-(4.9), as restricbes de capacidade através de (4.10)-(4.17) e as restricdes de
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Produto 1 Produto 2 Produto k Folgas
Alle

N
DY0 D0 D0 '

proporcionalidade através da expressdo (4.18).

O exemplo a seguir, ilustra uma rede que permite a distribuicdo de produtos

compostos. A representacdo da matriz basica aplicada ao problema MPC é apresentada na

figuralV-9.

O exemplo considera um problema de mistura (MPC) de dois tipos de adubos A e B,

cujarede éilustrada nafiguralV-6. A representacéo dos nos de oferta para os adubos tipo A e
B sdo indicadas respectivamente por (R;, Ry) e (Uy). A formulagdo do produto composto

(adubo tipo A x adubo tipo B) é realizada nos super nés B; e B,, sendo transportada até os nds

de demanda representados por (Cy, C; e Cy).



86

80

Figura|V-6 - Rede completa para os produtos dos tipos A, B e produtos compostos.

Considerando a representacdo |6gica dos super nés (B; e B,), para cada produto do
tipo A e B €é construida uma rede conforme mostra as figura IV-7 e IV-8. A mistura (Adubo
tipo A x Adubo tipo B) é composta de 75% do produto tipo A e 25% do produto tipo B, sendo
gue a capacidade de formulac&o do produto composto (mistura) nos super nés B; eB, séo 30 e
50 unidades respectivamente. As especificacdes dos arcos sdo apresentadas nas tabelas 1V-1 e
IV-2. As restri¢Bes que unem os arcos A;M;(a) e B;M(b) sGo mostradas a seguir:

W WET S =30 e 0;5 e = o,éswg}B

e as restrices que unem A;Ma(a) e BMy(b) sdo:
1 ma__ 1 me

WM w418 =50 e — WM = —— )
B o T3 075 = 025 >
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Figura IV-7 - Rede completa em equilibrio representando o produto do tipo A, incluindo a fragdo do fluxo do
produto composto derivado (mistura adubo A x adubo B).

Figura I'V-8 - Rede completa em equilibrio representando o produto do tipo B, incluindo a fragdo do fluxo do
produto composto derivado (mistura adubo A x adubo B).



Tabela lV-1 - Especificagdo dos Arcos (Adubo do tipo A)

CUSTO FLUXO
ARCOS UNITARIO CAPACIDADE |FLUXOINICIAL | OTIMO
SCp 100 0 22.5 0.0
SC 100 0 7.5 0.0
SCs 100 0 30 0.0
SR 0.0 0 0.0 22.5
SR 0.0 0 0.0 27.5
Ri1A 3.0 0 0.0 22.5
RiA, 5.0 0 0.0 0.0
RA 4.0 0 0.0 0.0
RA, 2.0 0 0.0 37.5
AiM, 0.0 0 0.0 22.5
AM; 0.0 0 0.0 37.5
MlMll(a) 0.0 0 0.0 225
MzMzz(a) 0.0 o0 0.0 375
M11C1 (a) 4.5 0 0.0 0.0
M1.C, (a) 5.0 0 0.0 0.0
M11C3 (a) 4.0 o0 0.0 225
M22C1 (a) 25 00 0.0 225
M2,C, (a) 35 0 0.0 7.5
M22C3 (a) 4.0 o0 0.0 7.5
Tabela V-2 - Especificacéo dos Arcos (Adubo do tipo B)
FLUXO
ARCOS CUSIO CAPACIDADE |FLUXO INICIAL OTIMO
UNITARIO
SCt 100 o0 7.5 0.0
SC 100 0 2.5 0.0
SCs 100 o0 10 0.0
SU; 0.0 o0 0.0 20.0
U.Bs 3.0 00 0.0 7.5
U.By 4.0 o0 0.0 12.5
BoM. 0.0 o0 0.0 12.5
M,Mx(b) |0.0 w0 0.0 125
MuC, () |5.0 © 0.0 0.0
MuCs (b) | 4.0 w 0.0 75
MxCi (b)) |25 w 0.0 75
MxC, (0) |35 w 0.0 25
MxCs (b) |4.0 w 0.0 2.5
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O problema acima consiste em minimizar a funcdo objetivo definida pela
minimizacdo dos custos nos arcos, sujeito as restricdes de conservacdo de fluxo dos produtos,

as restricdes de proporcionalidade e as restri¢des de capacidade das mistura desses produtos.

A quantidade de oferta e demanda para ambos o0s produtos séo iguais, respeitando as
fracBes de fluxo dos produtos que compdem a mistura. A capacidade méxima individual u®
dos arcos para cada produto é infinita e a capacidade minima | é igual a zero.

Os arcos que compdem a arvore béasica para o produto do tipo A sdo SR, SR,
RiA1, RoAg, AiMy, AcM2, MiM1a(a), MoM22(a), SiC1, SiCa, SCa.

Os arcos que compdem a arvore basica para o produto do tipo B séo SU, U1B,
U1By, BiM1, BoM2, M1M11(b), MaM22(b), SC1, SCo, SCa.

AsrestricOes de agregacdo sdo escritas sob aforma:

AM,+BM,;+S =30
AMy BMy o
0/5 025
AM, +B,M, +S, =50
AZMZ_BZM2+S4:0
0/5 025

O quadro apresentado na figura IV-9 representa a matriz basica B dada em (3.22)
com particdes R vazias.

A estrutura do modelo permite que o arco por onde circula o composto m (mistura)
sgja dividido em tantos arcos quanto for o nimero de produtos k participantes na formulacéo
do composto m. Cada produto k participante na formulagdo do produto composto m possui o
mesmo modelo de rede em relagcdo aos arcos nos quais circulam as fragdes do composto m. A
solucdo bésica inicia é obtida através do Méodo M Grande. A quantidade de demanda do
composto m devera ser igual a soma das fracdes de fluxo dos produtos k que compdem o
composto m, portanto, a quantidade fracionada de produto k através de arcos artificiais
satisfaz as condicdes de proporcionaidade. Toda quantidade de demanda € alocada sobre os
arcos artificials.
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Figura IV-9 - Representagdo da matriz Basica
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No Apéndice I, sdo realizadas trés iteragOes completas ao problema de mistura

considerado acima.

4.4 OPERACIONALIZAGCAO DA BUSCA DE UMA BASE INICIAL VIAVEL

Na obtencdo da base inicial viavel do exemplo anterior, que ilustrou a aplicacéo do
algoritmo com particionamento primal em funcdo de uma matriz de dimensdo fixa, foi
utilizado o Méodo do M Grande. Algumas desvantagens em relagdo ao tempo de
processamento do algoritmo, na busca da solugdo 6tima em relacdo aos problemas de
multiplos produtos com restricdes de acoplamento, podem ser encontradas na aplicacdo do
Método M Grande. Além disso, a solucdo viavel para problemas de multiplos produtos
geralmente é obtida utilizando um algoritmo que busca uma base viavel para, posteriormente
buscar o 6timo do problemaem si.

A solucdo inicia para o problema MP descrita por Castro e Nabona [Cas96] provou
ser muito eficiente. O processo utilizado para encontrar o ponto inicial viavel € dividido em
dois estagios. No primeiro estégio sdo resolvidos problemas de monoprodutos e no segundo
estédgio apos insercdo das restricdes de acoplamento, é obtida a solugdo viavel para o
problema com particionamento primal, através de variaveis artificiais.

Com base nessa estratégia de obter uma solucéo viavel a partir da solucéo 6tima dos
problemas monoprodutos surge o desenvolvimento de um algoritmo com particionamento
dual da base que também utiliza as propriedades da matriz ciclo de dimensdo fixa. No
proximo capitulo sera mostrado o desenvolvimento do método simplex primal-dual

especializado para os problemas de fluxo em rede.
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CAPITULOV

5. METODO SIMPLEX PRIMAL-DUAL ESPECIALIZADO
PARA O PROBLEMA DE FLUXO EM REDES COM
MULTIPLOSPRODUTOS

Este capitulo apresenta o método simplex dua para solucionar um problema
particionado primal cuja base inicial ndo é disponivel. A estratégia adotada na resolucdo dos
problemas com multiplos produtos é dividida em dois estadgios. O método dual € aplicado
somente no segundo estagio, a partir do momento em que as restricdes de agregacdo sdo
inseridas ao problema. A forma como as iteracOes duais séo realizadas sobre o problema
particionado é apresentada.

O algoritmo simplex dual surge da necessidade de buscar a solucdo 6tima para o
problema de multiplos produtos a partir da solugdo étima de cada um dos problemas mono-
produto. Em muitas situacOes préticas € importante ser capaz de encontrar a nova solucéo
6tima sem o esforco computacional de resolver o problema a partir do ponto inicial em
decorréncia de modificagdes nas restricdes de agregacdo. Além do mais, dividir o processo
para encontrar o ponto inicial viavel em dois estagios tem provado ser muito eficiente em um
nimero de iteracdes com relacdo a0 método que inicia a partir de um ponto dado

considerando o total de inviabilidades para todas as restricoes.

5.1 ESTRATEGIA DE SOLUCAO

A implementacdo do método que soluciona o problema de multiplos produtos MP ou
MPC segue dois estagios. O primeiro estégio resolve problemas de monoproduto com arcos
capacitados sem considerar as restri¢des de agregacdo de fluxos. No segundo estégio, apos a
inclusdo das restri¢cdes de agregacao de fluxos, aplica-se 0 método dual. Para esclarecer essas

idéias, cada estagio sera descrito a seguir.
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Inicialmente, procura-se encontrar um ponto inicia viadvel onde o agoritmo
considera somente as restri¢oes de rede e restrigdes de limites para as variaveis do problema.
Nesse estégio ndo sdo consideradas as restri¢cbes de capacidade de formulagéo dos produtos
compostos nos super nds de producdo e as restricbes que agregam fluxos de um mesmo
produto ou de diferentes produtos. Tenta-se obter para cada produto k, k=1,....,K um ponto

inicial viavel para o problemalinear de rede.

X X
H 2 K Xé 1 2 K Xﬁ
Min z=|¢t ¢ - c] Cl et ¢ - ] :
X5 X
B- 0 - 0][x NE oo - o] [x] [
0 B> - 0% 0 N> - 0 |[x]| |r?
sa| . . . . L . . ST
0 0 B | | X 0 0 NE | xS | | K

I <x§ <uf  vk=1,...K
I <x$ <ul  Vk=1,...K

onde os indexadores B e N utilizados acima identificam, respectivamente, os elementos

bésicos e ndo béasicos. Redefinindo os termos do sistema acima, tem-se”.

Min z=c&x®+c"x"

BxB+ NxN =r
1B <xB <P
N <xN <M
onde
1 1 1 1
XB uB CB IB
2 2 2 2
X u C [
XBe| B B B, B B, 1B B,
K K K
XB uB CB IB

* Note-se que este problema pode ser desacoplado em problemas i solados de dimens&o menor.
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X\ Uy Cy Iy
XN Xﬁ , N U cN i , N I; ,

X\ Uy cN I\

B 0 0 N O 0 rt

0 B? 0 0 N? 0 r2
B , N« | , T«

0O O BX 0 0 NK rK
5.1.1 Estagiol

A obtenc&o da solucéo inicia é feita com o auxilio de um algoritmo que, determina
0 caminho minimo a partir do né v, para cada vértice v da rede. Para cada um dos problemas
monoproduto a aocacdo da demanda é feita através dos caminhos minimos, sem considerar as
restricoes de capacidade de cada arco.

A partir da solugéo inicial o problema pode entdo ser resolvido pela aplicagdo de um
algoritmo simplex especializado pararedes, descritos em [Ken80] e [Gri86].

A implementacdo desenvolvida segue aidéia do algoritmo primal particionado sem
restricOes de capacidade agregada equivalente ater umamatriz ciclo nulaja que, nesse

estégio, somente sdo resolvidos problemas de monoproduto sem restricoes de agregagéo.

O procedimento utilizado no primeiro estagio na obtencéo da solucéo 6tima para os
problemas monoproduto é descrito a seguir.

Procedimento 5.1 Obtencdo da solucdo 6tima para os problemas monoproduto, sem
restri¢cdes de capacidades agregadas.

P1. A solucdo inicia é obtida alocando-se a demanda na arvore geradora minima. Faz-se
necessaria a criacd de arcos artificiais paralelos aos arcos que excederam sua

capacidade, de modo que, o valor excedente seja colocado sobre o arco artificial.

P2. O agoritmo primal particionado (sem restricdes de capacidade agregada) é executado

para obter a solucdo Gtima para o problema com multiplos produtos MP ou MPC.



95

P3. Os arcos artificiais sdo removidos.

Cabe sdlientar que, no problema MPC, o procedimento utilizado acima garante a
proporcionalidade na obten¢&o do composto m. Se o custo associado aos arcos do composto m
€ 0 mesmo aplicado a cada um de seus componentes, e a quantidade de demanda alocada
obedece a fragcdo do composto m em relacdo ao produto k entdo a proporcionaidade é
mantida. Dessa forma, o novo modelo de rede descrito no capitulo 1V, permite que os arcos
das fragdes do composto m tenham a mesma representagdo fisica na arvore geradora minima
dos k produtos que o compdem.

5.1.2 Estagioll

Ao resolver de forma desacoplada cada um dos problemas monoproduto, define-se
na solucdo Gtima de cada rede uma particdo dos arcos em conformidade com as variaveis
basicas e ndo basicas. Caso esta solugdo satisfaca as restricfes de agregacdo de fluxo, onde
poderdo estar incluidas as restri¢oes de proporcionalidade associadas aos produtos compostos,
ter-se-a obtida a solucéo 6tima do problema, ou sgja, a solugdo 6tima do problema original
satisfaz as restri¢oes de acoplamento com folgas positivas. Entéo esta € a solugdo 6tima parao
problema com restricdes de acoplamento. Entretanto, em geral, a substituicdo das variaveis
estruturai s basi cas e ndo bésicas nas restri¢cdes de acoplamento néo satisfazem a condicéo para
as varidveis de folga s > 0. Existem valores de folgas negativos e os custos reduzidos, depois
de inseridas restricbes de agregacdo, satisfazem a regra de parada para o simplex com
particionamento primal. A iteracdo dual € redlizada para solucionar, via método dual, um
problema particionado primal cujabaseinicial viavel ndo é disponivel.

Apbsinseridas as restri¢des de agregacdo, tem-se 0 sistema:

. .
XB XN
2 2

XB XN
Minz=|c. ¢ o]l [+ & 1ol :
K K
) X

[ S5 L Sw
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B' 0 0 io][xt] [N* O o] [x] [r
0 B? 0 :0| X 0 N? 0 ||x2 re
STV S N N O T D=
0.0 s BIOl ] [0 0 e N Ix| |
L A T ) S I T f P Y
onde
D® «[Dp: DZ - DY, D" «[py D2 - DX| indicam as restricies de

proporcionalidade e de capacidade agregada.
Suponha que a base B é a base étima antes de inserir a restricdo de agregacdo de

indicei, D;x < b, onde se faz corresponder as seguintes parti¢oes:

D, =[D? | D"|, paraalgumarestrigzo de indicei.

x=[x® 1 x|

O sistema correspondente é
z+(c® BN -cV)x" =c®Br
X2+ BN = Br. (5.1)
A restricdo de agregagdo D,x < pode ser reescrita como
D°x®*+D"x" +s =D (5.2)
onde, D; foi decomposto em D, = [DiB : DiN] com s uma varidvel de folga positiva
correspondente arestricao i.
Multiplicando a equago (5.1) por D° tem-se
D2x®+ DEB'NX"= D® B, (5.3)
Subtraindo (5.3 ) de (5.2) tem-se 0 seguinte sistema
(D" - DP B'™N) XN +s5=h - D°B™r. (5.4)

A equacdo (5.4) fornece a solugdo basica para 0 novo sistema. A Unica possibilidade
de violagdo da otimalidade para o problema com restri¢cdes de acoplamento € o sina de b; -
D® B'r. Se, b - D® B™'r > 0 entfo a solugdo corrente é Gtima. Caso contrério, seb; - D® B’

Ir <0, entdo 0 método simplex particionado dual é utilizado para restaurar a viabilidade.
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52 METODO SIMPLEX COM PARTICIONAMENTO DUAL

Descreve-se, a seguir, iteracdo dual que conduz a solucdo Gtima, para 0 problema
particionado. Resultados algébricos sdo mostrados para obter as r-ésimas linhas da matriz
particionada (B )™ depois de inseridas as restricdes de capacidade agregada que em geral
conduzem auma solugdo inviavel do ponto de vista primal.

A matriz B é expressa em funcéo da matriz inversa ciclo Y apresentada em
(3.34), cujo particionamento € 0 mesmo da proposicao 12.

Devido a grande esparsidade da matriz inversa ciclo e a maneira eficiente de obté-la
€ que a determinacdo de e, ( E)’l 3; torna-se possivel, de modo a permitir a restauracdo da
viabilidade através de iteragdes duais. Além do mais, computar e (B)™ (r-ésima linha® de
(B)™) é tarefa ndo muito facil sob o ponto de vista computacional, no entanto computar &
(B)* q,; erealizado de modo convenientemente simples, atraves de inspecdo no grafo.

As colunas das variaveis ndo basicas candidatas a entrar na base serdo denotadas

k
1~ = ﬁ-k~ , quando avariavel que entra na base corresponder aum arco €
an
a
1~ = ol guando a varidvel que entra na base corresponder a uma folga pertencente a uma
restricdo ativa de agregacao.

Os vaores y.= g (B)™ 3; a serem determinados sd0 particionados da forma

=1k
5

sendo a particéo:

® A notagdo e é utilizada para referir-se ao vetor linha canénico.



98

y™ é o valor obtido identificando ar-ésima linha correspondente ao arco do k-ésimo produto
gue sai dabase;

y?* é o valor obtido identificando a r-ésima linha correspondente ao arco complementar do k-
ésimo produto que sai da base. Essa linha corresponde a uma restricdo ativa de
agregacao.

y° éovalor obtido identificando a r-ésima linha correspondente a uma folga que sai da base.

Essa linha corresponde a uma restri¢&o néo ativa de agregacéo.

Considera-se inicidmente a determinaco de y°. Ao inserir as restricbes de

agregacdo depois de obtidas as solucbes étimas dos problemas monoproduto, a varidvel de
folga associada a alguma restricdo de capacidade agregada pode ser negativa, violando a
condicdo paras > 0. Dessa forma, o valor b mais negativo (correspondente a variavel de

folga que sai dabase) éidentificado e o valor y° é determinado.

A nova base B depois de inseridas as restricdes de acoplamento passa a ser
congtituida pelas variaveis béasicas que compdem as arvores geradoras minimas rel ativas aos k
produtos e pelas varidveis de folga nas restricdes de agregacdo. Algumas varidvels ndo
basicas encontram-se no limite inferior, enquanto que outras se encontram no limite superior.
Salienta-se que a base obtida, depois de inseridas as restri¢des de acoplamento, ndo possuem
variaveis super-bésicas (arcos complementares) e, portanto, ainda ndo existem restricoes
ativas.

Como nessa etapa ndo existem folgas fora da base, o arco escolhido para entrar na
base torna-se um arco complementar associado a folga que sai dabase. A partir dessa iteracéo
tem-se um problema particionado com restri¢des ativas e ndo ativas de agregacéo.

A seguir sdo determinados os valores Y, para todos os arcos e folgas candidatos a

entrar nabase.

O produto da r-ésima linha no segundo bloco da matriz B por algum arco

candidato a entrar na base é dada por

P_} _elvDNBY)* | Y{“} | (55
y H

2

Os valores y° sdo determinados buscando a r-ésima linha (correspondente a um

arco complementar ou folgainviavel) da expressdo (3.39), dada por:
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v =e Y [uf - D(B*)at], v k (5.6)

O produto &Y é a linha inversa da matriz Y* correspondente & folga ou arco
complementar inviavel.

Como amatriz Y* é bastante esparsa o célculo de y? é determinado pela diferenca
v =eY ' -eY'DY(B*) a* (5.7)

O produto e Y 'D*(B*)'a* tem aforma apropriada. Portanto buscam-se somente
as restricdes agregadas em correspondéncia com os elementos n&o nulos e Y * (correspondente
avariavel que sai da base). E na garantia da obtenco de y°* ou y°, através dos elementos
ndo nulos de e Y e a correspondéncia destes com as restricdes de agregacdo, que reside toda
eficiéncia computacional nas iteragcdes duais, jaque, Yy, € determinado paratodos os possiveis
arcos dos k-ésimos produtos e todas as possiveis folgas candidatas a entrar na base.

O produto da r-ésima linha no segundo bloco da matriz B por uma coluna n&o

basica correspondente aumavariavel defolgas candidata a entrar na base é dada por:
. 0
f:qPY*DWBW*iY*Ww}
H,

V=evu]-ev? 59
onde 1 =1 € o coeficiente paraafolgas.

Portanto, é facil observar que a equagéo (5.8) que determina y, parafolgas s, € um
caso particular da equagéo (5.6) quando (B* )k =0.

Procedimento5.2 Iteracdo dual realizada sobre uma variavel de folga ou arco complementar
inviavel

P1. Identifica-se a r-ésima linha da matriz Y* correspondente & variavel inviavel (folga ou

arco complementar).

P2. Se a varidvel (arco ou folga) possui sua capacidade minima violada, entdo passo P3.

Sendo, passo P4.

P3. Calcularse Y, através de (5.6) paratodos os arcos e folgas que se encontram fora da base.
Se ndo existe o(y, ) =—-J, entdo pare. O dua é ilimitado e o primal € invidvel. Em caso

contrario, passo P5.
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P4. Calcularse . através de (5.6) para todos os arcos e folgas que se encontram fora da base.
Se ndo existe o(y. ) =0, entdo pare. O dud € ilimitado e o primal é inviavel. Em caso

contrario, passo P5.

P5. Escolhe-se a varidvel que entra na base realizando o seguinte teste de razéo:

Calculeminoy=min {{_Z'} , determinando quem entra na base.
Y

Suponha agora que, em alguma iteracdo € necessario obter a r-ésima linha
correspondente a um arco invidvel para k-ésimo produto. Para cada particdo R ndo vazia,
existe uma correspondéncia entre um arco complementar e uma folga pertencente a uma
restricao ativa de agregacdo. Para obter a r-ésima linha correspondente a um arco inviavel é
necessario inicialmente obter as r-ésimas linhas inversas da matriz ciclo Y associadas as
restricbes ativas de agregacdo para o k-ésimo produto. Entdo, para cada produto k, que
contenha arcos complementares, a equacdo (5.6) passa ter a seguinte notagdo com relacéo a
VZK
vA = eRlY_l[,Ul _ DY(B )-1a1]
=2 -1 2 2/ p2\-1 .2

=e Y -DY(B°) «
7% =e, Y lut - (B ] 59
72k _ eRKY—l[uk _ Dk( B )—1ak]
onde e, € a matriz cujas linhas correspondem ao vetor candnico com entrada ndo nula
correspondente as restricdes ativas de agregacdo associadas ao arcos complementares da
particdo R-.
A forma eficiente de trabalhar com a matriz ciclo Y de dimenséo fixa é que os

elementos nd nulos de eRKY’1 estdo em correspondéncia com as restricdes ativas de
agregacio necessarias na determinagéo de y*.
Denota-se por

e arco complementar correspondente a s-ésima coluna de R¥;

€r, & r-ésimas linhas ativas da matriz Y associadas aos arcos complementares para o k-
€simo produto;

e (B“)™"a" orientagdo do arco que sai no ciclo formado com o arco que entra;
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e (B)™R* orientagdo do arco que sai nos ciclos formados com os arcos complementares
e -
Seja a r-ésima linha de (B )™ correspondente um arco inviavel do k-ésimo produto

no primeiro bloco da parti¢éo
er E—l _ er l( Bk )—1 RkeRKY—lDl( Bl )—l E . E ( Bk )—l + ( Bk )—1 RkeRKY—le( Bk )—1 E _ ( Bk )—1 RkeRK Y—lJ (510)

e 0s possivels arcos g candidatos a entrar na base, cujas coluna ndo bésica é representada por:

at 0 0
=1 __ =2 ;‘-2 =K --
R Il R I R P

1 PE L

com
y* = eRKY’l[,uk - D*(B* )’1ak], correspondente a0s arcos complementares €/ .
Considere os valores

y'=e(B)'a =e|(B)'Re, Y 'D(B') el -(B*) Re, Y ut]

— e |- (B*) 'R, Y X'~ DYB)'at)|=e |- (B*)'R'V*] (5.11)

y? =e(B)'a = |-(B*) 'R, Y (4* - D*(B*) 'a’))

=e [-(B*)*R'¥?] (5.12)

ylk _ er(g)—lakK _ Q[( BX )—1ak+(Bk )‘leeRKY‘lD"( BK )- (Bk W‘eR Y_ ]
_er[(Bk)—l k (B")‘leeR Y—l[lu Dk(Bk)—l k]]

=e|(B*) e - (B ) 'R¥*|. (5.13)

A equacdo (5.13) é adiferenca da orientagdo do arco que sai no ciclo formado com o

arco & (candidato a entrar na base) pelo somatério do nimero real y* que multiplica a

orientac&o do arco que sai no ciclo formado com os arcos complementares correspondentes ao
k-ésimo produto do arco que sai.

As equacdes (5.11) e (5.12) séo casos particulares da equacéo (5.13), nesse caso 0
arco gue sai, correspondente ao k-ésimo produto, ndo forma ciclo com o arco & que entra na

base, isto &, tem-se e (B*) 'a* = 0.
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Folgas associadas a arcos complementares também podem ser candidatas a entrar na

0

0
base. Ent&o o produto da particéo (5.10) pela coluna ndo bésica 3 = —~ | correspondente a

H
umafolgas é dada por:
e(B)'3 =e[-(B")"RieY 4]
=e |- (B*)'RY*|. (5.14)

A equacdo (5.14) é também um caso particular da equacdo (5.13). Neste caso
e (B.}) k=0, com ¥* =e, Y |.
Na figura V-1, tem-se uma base composta por dois arcos complementares, um arco

inviavel que sai, um arco & (do mesmo produto do arco que sai) candidato a entrar na base.

—> ArcoSa /O\
——» Arcos Complementares 2 o

______ S Arco Entra \ “.
Figura V-1 - Orientagdo dos arcos bésicos nos ciclos formados pelos arcos complementares e pelo arco que

entra na base.

Deve ser observado que 0 arco que entra na base determina uma quantidade y*
(fator fluxo) que deve ser multiplicada pela orientacdo do arco que sai no ciclo do arco
complementar que o contém. Nesse exemplo, somente um fator y?* é considerado visto que o

arco gque sai ndo forma ciclo com o outro arco complementar. Ainda, como 0 arco que entra
pertence ao mesmo produto do arco que sai, entdo o fator fluxo que multiplica a orientagdo do
arco que sai, nos ciclos formados pel os arcos complementares, é diminuido pela orientagéo do

arco que sai no ciclo do arco que entra. Cada fator y**, produzido por uma variavel ndo
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basica, deve ser multiplicado pela orientaco do arco que sai, no ciclo formado com o arco

complementar, determinando assim y**.

Identificada a varidvel que entra na base, a forma como séo realizadas as operacfes
de pivoteamento durante as iteragdes duais sdo as mesmas apresentadas no capitulo 111. Na
figura V-1, tem-se 0 caso 2 para operacdo de pivoteamento, nesse caso, O arco que entra

substitui 0 arco que sai na arvore basica.
Procedimento5.3 Iteracéo dual realizada sobre umarco inviavel
P1. Identifica-se o k-ésimo produto correspondente ao arco inviavel que deve sair da base.

P2. Se 0 arco possuir sua capacidade minima violada, entdo passo P3. Sendo, passo P4.

P3. Cdcula-se y* através de (5.13) para arcos e y** através de (5.14) para folgas. Se ndo
existir o(y.)=-0, entdo pare. O dua é ilimitado e o primal € inviavel. Em caso

contrario, passo P5.

P4. Cacula-se ¥* através de (5.13) para arcos e y™ através de (5.14) para folgas. Se néo

existir o(y, ) =0, entdo pare. O dual éilimitado e o primal éinviavel. Em caso contrério,

passo P5.

P5. Escolhe-se a varidvel candidata a entrar na base realizando o seguinte teste de razéo:

Calcule minoy = min; {fl_i} , determinando quem entra na base.

y

A iteragdo dual permite forgar um pivoteamento sobre uma linhainviavel, o que ndo
€ uma operacdo vaida para o algoritmo primal particionado. Apesar desse fato singular
ocorrer no problema primal particionado, no correspondente dual as regras do método simplex
estdo sendo perfeitamente atendidas. Nesse caso, ap prosseguir aplicando o algoritmo dual
chegar-se-a a solugcdo 6tima do problema dual, sugerindo que, o processo adaptado ao
problema primal sera também capaz de convergir para uma solucdo viavel étima. Em outras
palavras, o problema primal particionado com restri¢gdes agregadas ndo possuia solucéo viavel
de partida, mas o dual particionado sim. Ao utilizar o algoritmo simplex dual para solucionar
um problema primal cuja base inicial ndo era disponivel, um novo algoritmo pode ser
desenhado.
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ALGORITMO 5.1 Algoritmo Particionado Dual (Problema de Minimizag&o)

P1. Encontre uma base particionada B cuja solucéo é 6tima sob o ponto vista primal.

P2.Se B'r >0 V |, pare. A solugo corrente é 6tima. Sendo, selecione a r-ésima linha mais

inviavel determinando qual variavel devera sair da base.
P3. Execute o procedimento iteragcdo dual.
P4. Faga a operacdo de pivoteamento e retorne ao passol.

O exemplo que ilustra o agoritmo acima € mostrado no préximo capitulo. A solucéo
inicial para o problema particionado dual é obtida a partir da solugdo 6tima dos problemas
monoproduto. O exemplo considerado € o mesmo exemplo que ilustra o algoritmo

particionado primal (ver Apéndice I) que utilizaamatriz inversaciclo Y™

5.3 CONSIDERAGOES SOBRE A REALIZACAO DASITERACOESDUAIS

O aspecto fundamental abordado durante o processo de desenvolvimento dos
procedimentos para realizacdo das iteragdes duais foi 0 aspecto computacional. Como e quais
0s instrumentos numéricos que seriam utilizados para tornar o sistema computacional mais
eficiente, como os fundamentos mateméticos do método dual simplex seriam aplicados. A
implantagéo e avaliagdo do algoritmo de programagéo linear, capaz de resolver problemas de
grande porte, utilizando o particionamento dua € viavel a partir das estruturas de
armazenamento de dados, das estruturas dos subprogramas minimizando a transmissao de
dados entre amemoaria principal e memaria auxiliar dos computadores atuais.

Uma preocupacdo constante tida ao longo do processo de desenvolvimento das
iteracOes duais foi, a otimizac8o do processo computacional, no sentido de economizar em
memoria e tempo de CPU.

Considerando o grau de esparsidade da matriz inversaciclo Y e o elevado nimero de
arcos a serem pesquisados para efetuar o teste de raz&o para o0 problema dua foram
desenvolvidos procedimentos com maior eficiéncia computacional.

O valor da diferenca [,uik - D¥(B" )’1ak] obtido para cada restricdo de indice i

através da inspegdo no ciclo formado com o arco ndo basico, possui grande peso
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computacional quando a inspecdo é realizada para todas as restrigdes. Dessa forma, (5.6)
passa ser computada através de (5.7), a matriz inversa ciclo é armazenada em forma de listas
através da memorizagcdo dos elementos ndo nulos que estdo em correspondéncia com as
restrices de agregacao de indice i. O tempo computacional é reduzido pelo fato que o espaco
das restricbes a serem pesquisadas torna-se menor.

A outra possibilidade de reducéo de tempo computacional nas iteracdes duais € com
relacdo aos arcos ndo bésicos que possuem o valor Y, = 0 e portanto ndo fazem parte do teste
de raz&o. Existe uma diferenca significativa de tempo de processamento entre obter o valor
y, = 0 do que afirmar através da inspecéo no grafo que o valor y, € nulo. A seguir € ilustrado

quando o clculo de Y, sefaz necessario.

A figura V-2 representa uma arvore bésica para 0 produto A com x; € X
representando dois arcos ndo basicos, X3 um arco basico pertencente a restricdo ativa de
agregacdo. A figura V-3 representa uma arvore basica para o produto B contendo um arco
complementar x4 associado arestri¢do ativa de agregacdo e um arco invidvel Xs.

O arco x, podera produzir um valor Y, = 0 for¢ando o pivoteamento sobre o arco

inviavel xs. Ao incidir uma unidade a mais de fluxo no ciclo formado pelo arco x, faz com que
o fluxo no arco x3 pertencente a restricdo seja modificado, em conseguiéncia disto, os fluxos
nos arcos pertencentes ao ciclo formado pelo arco complementar s8o modificados, o arco
invidvel sai da base, 0 arco complementar torna-se arco da arvore e 0 arco x torna-se arco
complementar.

A arvore basica para o produto A, a partir do arco pertencente a restricdo € dividida
em duas sub-arvores To € Tg como mostra figura V-3. Se a origem e destino do arco X,
pertencerem a sub-arvores diferentes, entéo o valor Y, correspondente a x, deve ser calculado,
0 arco X; seraincluido no teste de razéo.

Por outro lado o valor y, correspondente a x; ndo precisa ser determinado, néo
existe possibilidade do arco x; fazer parte do teste de razdo, o0 arco x; ndo pode forcar o
pivoteamento sobre 0 arco inviavel xs visto que 0s arcos que compdem o ciclo ndo pertencem

arestricdo ativa de agregagdo. A origem e destino do arco x; pertencem a mesma sub-arvore.
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FiguraV-2 - Arvore bésica parao produto A divididaem duas sub-arvores

O

FiguraV-3- Arvorebésica parao produto B

No proximo capitulo € apresentado um exemplo numérico onde os resultados
matematicos obtidos sdo aplicados na redizacdo das iteracOes duais. O capitulo também é

dedicado aos resultados computacionais.



107

CAPITULO VI

6. RESULTADOS NUMERICOSE COMPUTACIONAIS

Neste capitulo sdo apresentados resultados numéricos e computacionais para 0s
problemas lineares de multiplos produtos ao quais se pode incluir o transporte de produtos
compostos. Um exemplo numérico mostra como as iteracbes duais sdo realizadas ap0s
insercdo das restricbes de acoplamento. Os problemas escolhidos para avaliar as
potencialidades do algoritmo, com particionamento primal-dual, contém em torno de 200.000
restri¢des e 300.000 variaveis.

6.1 REALIZACAO DAS ITERACOES DUAIS SOBRE UMA REDE COM SUPER
NOS DE TRANSBORDO.

Como j& mencionado, em muitas situagdes préticas € importante determinar a
solugdo Gtima para os problemas de multiplos produtos com restricbes de capacidade
agregada a partir da solucdo 6étima de cada um dos problemas monoproduto. Usualmente, é
importante encontrar uma solucdo viavel sob o ponto de vistadual com uma relacéo favoravel
entre qualidade e o tempo necessario para sua obtencéo, isto €, buscar uma solucéo viavel e
satisfatoria, em algum sentido, no menor tempo possivel.

Através do exemplo apresentado no Apéndice | mostraram-se as iteragBes primais
realizadas a partir de uma solugdo basica viavel para o problema com particionamento primal.
O mesmo exemplo € agora utilizado para mostrar as iteracfes duais que sdo realizadas apos a
insercio das restrigdes de acoplamento. E importante observar que no estagio | sfo resolvidos
problemas de monoproduto. Dividir 0 processo para encontrar uma solucdo viavel para os

problemas (MP ou MPC) dentro de dois estagios provou ser muito eficiente em nimero de
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iteracbes com relacdo a0 método que inicia a partir de uma solucéo béasica considerando o
total dasinviabilidades paratodas as restri¢oes.
As unidades de fluxo inicial nos arcos apresentados nas tabelas VI-1 e VI-2

representam o fluxo 6timo obtido no estagio | que ndo considera as restri¢es de capacidades
agregadas.

Tabela VI-1 - Especificacdo dos Arcos parao Produto 1, cujo fluxo inicial é a solugdo 6tima obtida no problema
sem restricdo de capacidade agregada.

ARCO NO INICIAL NO FINAL CUSTO FLUXO INICIAL | CAPACIDADE

X1 Ry

X11 Rl Bl 5.0 0 o0
X12 Ry B, 6.0 60 o0
X13 Bl B]_. 0.0 0 o0
X14 Bz Bz’ 0.0 60 o0
Xi15 Bl’ Cl 10.0 0 o0
X16 Bl’ Cz 8.0 0 o0
X17 By Cs 9.0 0 0
X8 B, C 4.0 20 0
X19 Bg’ C2 6.0 20 0
X110 B2 C3 7.0 20 0

Tabela VI-2 - Especificagdo dos Arcos para o Produto 2, cujo fluxo inicial é a solugdo étima obtida para o
problema sem restri¢&o de capacidade agregada.

ARCO NO INICIAL NO FINAL CUSTO FLUXO INICIAL CAPACIDADE

Xo U,

Xo1 U, B, 3.0 10 o0
X2 U, B, 4.0 5 o0
Xo3 B. Bl’ 0.0 10 o0
Xoa Bz Bz’ 0.0 5 o0
Xo5 B, C, 7.0 0 o
Xo6 B, C, 8.0 10 o
Xo7 B, Cs 9.0 0 o0
Xog B, C, 6.0 5 00
Xog B, C, 8.0 0 o0
X210 Bz> C3 10.0 0 o0

O custo 6timo obtido para o exemplo apresentado em E.I antes de inserir as
restricOes de capacidade agregada € 860. ApOs, inseridas as restrigdes xiz+ X3 +S =50 e
Xt X4 +S = 40, verificase que a folga S, é negativa e, portanto a iteraco dual deve ser
realizada até que todos os fluxos nos arcos e folgas sgjam positivos para que a solucgéo 6tima

do problema de minimizagdo de custos seja encontrada.
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Asfiguras VI-1 e VI-2 representam a arvore bésica e os valores duais para ambos os

produtos.

g =-10
nt=-12
mg=-13

12

1 Fe ()
Y e
(&) o

12 12
" =-4 s =-4

Figura VI-2 - Valores duais dos nos para o produto 2 sem restricdo de agregacao

ApGs, inseridas as restrigdes, sob o ponto de vista primal, ndo ha mais candidatos a
entrar na base. Os valores Az para 0s arcos gque se encontram no limite inferior ( Xis, Xi6, X17,
X25, X290 € X210 ) SA0 respectivamente (-5, -1, -1, 0, -1, -2) e, portanto tem-se a condi¢éo de
parada para o problema primal. Contudo, esta solucéo ndo € viavel sob o ponto de vista do
primal, e iteragfes duais poderdo ser realizadas para obtencéo de uma solucéo viavel.

Para redlizar a iterac8o dual escolhe-se a folga S, = -25 para sair da base. Na
primeira iteracdo ndo ha folgas candidatas a entrar na base, e os arcos candidatos a entrar na

base deverdo ter Y. < 0, poistodas as variaveis ndo basicas encontram-se no limite inferior (Xy
= 0). A quantidade de fluxo A € raz&o entre o fluxo da folga negativa que sai por Y,, , onde

Y. € correspondente ao arco que entra.



110

Determina-se V. através de (5.6), onde e Y™ € ar-ésima linha da matriz inversa
ciclo correspondente afolga negativa S,. Entéo

0

-1
V% = &Yk - D (B ) a¥]| = [0 1]{0} —[ L }} =1, e, portanto, candidato a entrar

na base para o produto 1. Os valores obtidos para Y. x,, € ¥.X, com respeito ao produto 1

sdo iguaisa—1. Em relagéo ao produto 2, tem-se
0| [-1
Vi%s = Y uf —D¥(B*) k| =0 1]{[0} —[ X }} =1 . Para0s arcos Xy € Xz10 , tem-

se Y, =1 e portanto ndo fazem parte do teste de razéo.

O teste de raz&o sugere que 0 arco xzs entre na base, pois o = minje; = min{5,1,1,0}

Portanto 0 arco xps entra na base e se torna um arco complementar associado a folga
S que sai da base.
A quantidade de fluxo 4 é igual a 25 e a atualizagdo dos fluxos para ambos os

produtos é feito sobre o arco que entra Xgs.

Determina-se, y? = Y‘l[yk —- D¥(B* )‘1ak] = B ﬂ{g} - {_11}} = {—11}: 2 , para

atualizacdo, respectivamente, dasfolgas S, e S, .
Tem-se, y' = 0 ndo havendo atualizagdo de fluxos no produto 1. E, obtém-se

X2 X21 XZZ X23 X24 XZG X27 XZS

y? =(B*)"a? :[0 -1 1 -11 0 © 1} para atualizagdo dos fluxos no

produto 2.
Portanto, tem-se a seguinte atualizag&o dos fluxos:

Xp5 < 25

Xy =10-1(-1)25=35
X, =5-1(1)25=-20
X3 =10-1(-1)25=35
X,y =5-1(1)25=-20
X =5-1(1)25=-20
S =40-1(1)25=15
S =-25-1(-1)25=0.

A arvore bésica do produto 1 permanece a mesma. A &rvore bésica para o produto 2

contém o arco complementar Xos.
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Na proxima iteracdo, deve ser calculado o valor dua associado a folga S; que se

encontra fora da base e associada a0 arco complementar x,s. Tem-se a matriz ciclo

Y = [; _1 } =Y. A primeira e segunda coluna desta matriz correspondem respectivamente a
folga S, e ao arco complementar x,s (associado afolga S).

O valor dua 7# = 0, pois ¢? —c*(B?)a? = 7-(-3+4+6)=0, nd havendo,
portanto, correcéo dual.

Os vaores duais ndo sdo corrigidos permanecendo 0s mesmos ja mostrados na
figura VI1.-2. A figura VI-3 reapresenta esses valores duais, aém do arco complementar
associado afolga S.

e =-10
7 =-11
ry =-12

Figura VI-3 - Valores duais dos nds para o produto 2 na segunda iteracdo dual.

Dado que a solugdo primal ainda ndo é viavel, realiza-se uma nova iteragdo dual
onde um arco escolhido para sair da base apresenta fluxo negativo. Faz-se entdo, a escolha
sobre 0 arco Xs.

N&o ha arcos candidatos a entrar na base em relacéo ao produto 2, pois 0S arcos Xyg €
X210 N& formam ciclo com o arco negativo que sai. A folga S associada ao arco
complementar forma ciclo com o arco negativo que sai, portanto é candidata a entrar na base.

No entanto, determinando-se V.S, , através de (5.9), tem-se:

¥.S,= —e(B?)'Re,, Y 'u?, onde

e (B*)'R® — orientacdo do arco que sai x5 no ciclo formado com o arco complementar Xos
do produto 2.

e, Y™ — r-ésima linha ativa correspondente ao arco complementar x,s do produto 2.

2

1P — coeficiente dafolga S narestricéo de agregacéo ativa



112

- 0 N
V.$=-(1) [O - 1{1} =1.Logo, S; ndo pode entrar na base.

Os arcos candidatos a entrar na base em relagdo ao produto 1 s0 0S arcos Xis, Xis €

X17. Determinando, através de (5.9) tem-se

Y'ixs = - e, (B?) 'Ry, onde
ex,(B*)'R*= 1, a orientagdo do arco negativo x no ciclo formado com o arco

complementar Xos.

eRkY’1 = [O —1], a r-ésima linha ativa correspondente ap arco complementar xps para o

produto 2.

it — coeficiente para 0 arco que entra na restricéo de agregacao.

DY(B')'a' — somatdrio do produto dos coeficientes dos arcos bésicos do produto 1 nas
restricoes de agregacdo pela sua orientacdo no ciclo formado com arco que entra xss.

Assim,

b A o rnem e

Portanto, o arco X35 € candidato a entrar na arvore basica. Analogamente, sdo
determinados 0s ¥, para 0s arcos xs € Xi7, obtendo ¥ xis = ¥ xi7 =-1.

O teste de razdo sugere que 0 arco X entre na base, pois, ax = min; ¢ = min{5,1,1}
= 1. Com a saida do arco Xz, 0 arco Xps € buscado para substituir 0 arco que parte da base,
deixando de ser arco complementar. O arco X que entra torna-se complementar associado a
folgaS.

A quantidade de fluxo 4 é igua a 20 e a atualizagdo dos fluxos para ambos os

produtos é feita sobre 0 arco que entra xss.
1 11{||0 -1 0

Determina-se y* = Y’l[yk - D¥(B* )’1ak]= - (%<3 ,onde y?=1
0 -1}||0 1 1] Xy

e y'=0.
Xl Xll XlZ X13 X14 XlS X19 XllO
Portanto, y* = (B') e =[o 11711 0 1 o]

XZ X21 X22 X23 X24 X26 X27 >(28:|

ey12=—(BZ)1R2y22:(BZ)1R2:[0 1 -1 1 -10 0 -1,

Atualizando os fluxos, tem-se:
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X < 20

X, =0-1(-1)20=20
X, =60-1(1)20 = 40
X3 =0-1(-1)20=20
X,, =60—-1(1)20 = 40
X =20-1(1)20=0

X, = 35-1(1)20 = 15
X, = —20—1(~1)20 =0
X,5 = 35—1(1)20 = 15
X,y = —20—1(~1)20 =0
X5 = 20— 1(—1)20 = 0

Asfolgas S, e S; respectivamenteiguaisa 15 e 0.

Tem-se a solucéo 6tima, pois todos os fluxos que circulam nos arcos e folgas séo
positivos, com custo étimo igual a 880.

O exemplo apresentado ilustrou passo a passo a redizacdo das iteracOes duais
durante o estégio Il.

6.2 TESTESNUMERICOS

O agoritmo descrito no capitulo 5 foi implementado em Delphi 7.0. Todos os testes
foram realizados em um computador com processador AMD Athlon XP 2000 contendo 758
Mbytes de meméria principal.

A fim de avaliar as potencialidades do algoritmo so apresentados na tabela V1.1 os
resultados de alguns problemas utilizados para testes. Foram elaborados e resolvidos com
éxito problemas contendo até 370.000 varidveis e 200.000 restricdes. Na referida tabela
consta tempo de CPU no primeiro e segundo estagio do algoritmo. Cabe salientar que no
tempo de processamento da primeira fase do algoritmo esté incluido o tempo de leitura e

montagem da rede e na segunda fase o tempo de inser¢éo das restrigdes de agregacao.

Tabela V1.3 - Tempo de CPU paraos dois estagios do Algoritmo

N6és |Arcos |Total de|Total de| Tempo de| Total de| Tempo de|Total de|Total de
Variaveis | Restrigoes | processamento | Iteracfes | processamento | IteracOes | IteracOes
(1* fase) (17 fase) | (2° fase) (2* fase)
746 1.417 |7.085 4.401 00:00:00.063 65 00:00:00.531 37 102
10.870| 25.780| 128.900 | 69.260 00:01:32 845 00:02:57 439 1.284
12.469 | 28.976| 144.880 | 78.852 00:01:48 2.081 00:07:58 1.264 3.335
31.184|74.448 | 372.240 |199.184 00:02:30 684 00:03:01 80 764

Como pode ser observado, através da tabela acima, o nimero de iteragBes na
segunda fase do agoritmo € menor quando comparado com a primeira fase. No entanto, o

tempo de processamento se torna maior na segunda fase do algoritmo, devido ainclusdo das
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restricdes de agregacdo. O peso computacional exigido pela corregdo das inviabilidades
através das iteracOes duais, bem como as operacdes de pivoteamento que se fazem necessarias
na resolucao de problemas de multiplos produtos na segunda fase do algoritmo torna-se maior
guando comparado com a primeirafase.

E importante salientar que as restricdes de capacidade agregada atribuida aos
problemas testes na avaliacdo do algoritmo sdo baseadas em sistemas de distribuicdo nos
guais, em geral, as capacidades da maioria dos arcos sdo irrelevantes. Nestes casos, apenas
uma parcela muito pequena em relacdo ao nimero total de arcos € considerada capacitada.

Os dois primeiros resultados correspondem a problemas com distribuicdo de
produtos compostos, sendo que em 16 super nos de transbordo sdo permitidas formulagdes de
produtos compostos. Foram atribuidas restricdes de capacidade méaxima de formulacdo do
composto em dois super nés de transbordo, considerando como infinita a capacidade de
formulagdo do composto nos 14 super nos restantes. O numero de restricdes de
proporcionalidade é relativo a quantidade de componentes participantes na formulagdo do
produto composto.

Com relagdo ao primeiro resultado foram considerados dois componentes para
formulag&o do composto e no segundo resultado foram considerados quatro componentes para
obtencdo da mistura.

Os dois ultimos resultados ndo consideram formulagfes de produtos compostos e,
portanto ndo existe a presenca de restricbes de proporcionaidade; apenas restricbes de
capacidade agregada.

O fator mais importante que afeta o tempo computacional do método simplex € o
numero de restri¢gdes funcionais. Para este método, uma regra empirica comum para estimar o
nimero de iteragdes € determinar o dobro do nimero de restrigdes funcionais, ver [Fre9dl].
Entdo, 8.802, 138.520, 157.704 e 398.368, nessa ordem, seria 0 nUmero estimado de iteragdes
para cada problema teste da tabela VVI-1. Comparando o nimero estimado de iteracbes com o
numero total de iteragBes apresentadas na tabela VI-1, observa-se que o nimero de iteraces
obtidas nos problemas testes tende a ser significativamente menor.

Dessa forma, a avaliaggo do algoritmo, quanto a eficiéncia computacional, a partir
de um desenvolvimento tedrico baseado num método exato que utiliza um particionamento

dua mostrou ser €eficiente quando aplicado a problemas de médio e grande porte.
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6.3 CONSIDERACOESFINAIS

Os testes indicaram que o algoritmo desenvolvido € adequado. Pode-se dizer que sua
eficiéncia computacional fica vinculada: & formulagdo do modelo de fluxo em rede ao
problema da distribui¢éo de produtos compostos; a abordagem modificada de implantacdo do
método tradicional com particionamento primal a partir de uma matriz ciclo de dimensdo néo
variavel; a utilizacdo de um método simplex primal-dual, especializado para problemas de
fluxo em rede.

Contudo, uma avaliagdo mais criteriosa deveria ser realizada se houvessem
condi¢des de comparar os resultados obtidos com implementactes redlizadas por outros
autores, que também desenvolveram algoritmos para problemas de fluxo em rede. Esta
comparacdo apresenta algumas dificuldades de realizacBo tendo em vista 0s seguintes
aspectos:

i) N&o estdo disponiveis publicamente os dados utilizados por outros autores, que

apenas informam as dimensdes do problema, os tempos computacionais e o
nuimero de iteracOes; para as diversas insténcias do problema.

ii) Algoritmos implementados por autores distintos ndo  apresentam,
necessariamente, estratégias iguais, sendo as mesmas adequadas as estruturas
dos model os abordados por cada autor. Assim, o agoritmo desenvolvido por um
autor ndo apresentara, necessariamente, bom desempenho em todos os modelos

abordados pelos diferentes autores.
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CAPITULO VII

7. COMENTARIOS, CONCLUSOES E RECOMENDAGCOES

7.1 COMENTARIOS

Algumas observagtes e dificuldades encontradas durante a fase de implementagéo

do método com particionamento dual, devem ser ressaltadas:

)

i

iv)

No célculo damatriz ciclo Y, idealizou-se uma estrutura de armazenamento sem
a preocupacdo de manter as colunas das particdes R e folgas ordenadas. No
entanto, encontraram-se algumas dificuldades quanto a recuperacdo das
informagdes com relacdo a operacdo de pré-multiplicagdo ou pds-multiplicacdo

de um vetor pelainversa da matriz ciclo armazenada na forma produto.

A aplicacdo do algoritmo por meio da matriz ciclo de dimensdo fixaexigiu
uma atualizagdo desta matriz a cada iteragdo, pois sdo determinados os valores
y’s no teste de razdo para arcos complementares e folgas simultaneamente.
Contudo, quando realizada adequadamente esta operacéo da forma produto da
inversa, a re-inversao da matriz ciclo Y refere-se ao acréscimo de uma matriz

elementar na seqiéncia de matrizes elementares cujo produto forma Y™.

Os problemas com a estabilidade numérica foram resolvidos através da

avaliacdo dos erros de precisao.

A ordem lexograficafoi utilizada para ndo ocorrer problemas de ciclagem.



v)

Vi)

117

Houve a preocupacdo constante no sentido de economizar meméria e tempo de
CPU. Inicialmente implementou-se um algoritmo com particionamento primal-
dual, apenas em um Unico estagio. Apds rapida andlise, concluiu-se, como
Castro e Nabona [Cas96], que esse ndo era 0 caminho mais razoavel devido ao
peso computacional causado pelo método que ja inicia considerando o total das

inviabilidades paratodas as restricoes.

Era de grande importancia que todos os casos de pivoteamento fossem testados.
Nesse sentido, problemas testes foram elaborados e os procedimentos baseados
na inspecdo no grafo com respeito a entrada e saida de varidvels de um mesmo

produto ou de diferentes produtos, foram todos observados.

7.2 CONCLUSOES

i)Uma tradugdo contextual conveniente do problema em questdo foi capaz de

i

identificar os elementos fundamentais do MPC, caracterizado-o como uma
extensdo do MP. Assim, foi possivel a utilizagdo de estratégias baseadas em

técnicas de solucdo para este problema.

Considerando que, 0 nimero estimado de iteracBes do método simplex tende a
ser 0 dobro do nimero de restrigdes funcionais conforme citado por diversos
autores, entdo, sem davida nenhuma o algoritmo proposto € eficiente. O nimero
de iteracOes necessarias na resolucdo dos problemas MPC por meio da estratégia
de solucdo proposta tende a ser uma fragdo relativamente pequena desta
estimativa.

O problema MPC fica caracterizado por incluir restricdes de proporcionalidade
nas restricdes de agregagdo de fluxos. A reformulagdo do modelo na busca de
uma solugcdo consiste basicamente da representacdo |ogica da rede que néo
representa 0 produto composto, mas sim a fragdo do produto composto. Pode-se
dizer que, nesse fato residiu a possibilidade da aplicacdo da técnica de
particionamento na resolugdo dos problemas com distribuicdo de produtos

compostos, mantendo baixo o nimero de restri¢des de acoplamento.
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A recuperacdo das informagBes necessarias no calculo do teste de razdo no
algoritmo com particionamento dual tém um custo computacional muito alto. No
entanto, a forma utilizada neste trabalho com relacdo a selecdo dos arcos que

fazem parte no teste de razdo bem como o céculo de y, tém um papel

importante e possibilitam a redizagdo das iteragdes duais com um bom

desempenho computacional .

A obtencdo da solucdo inicia através da heuristica proposta, neste trabalho, fez
com gue o numero de iteracdes fosse sensivelmente reduzido, contribuindo para
gue o objetivo geral fosse alcancado. Neste sentido, deve-se lembrar ainda, que a
divisdo da estratégia de solucdo em etapas também foi importante, pois deixa
para tratar o problema com seus vérios produtos e restricdes de acoplamento
apenas na Ultima etapa, onde poucas iteragdes sdo realizadas envolvendo todos

0s produtos simultaneamente.

Deve-se ressdtar, entretanto, que a estratégia de solucdo adotada € apropriada
para os problemas aqui testados, que foram construidos a partir de situactes reais
encontradas na distribuicdo de produtos compostos de uma industria do setor
petroquimico. Eventualmente, o desempenho aqui observado podera ndo ocorrer
para o caso de problemas em que as restrigdes de proporcionalidade das fracbes
gue compdem o produto composto devam ser explicitadas em todos os arcos da
rede, bem como o caso em que o numero relativo de arcos capacitados é

significativamente maior.

vii) Finalmente, considerando a natureza ndo polinomial do problema que em Ultima

instdncia € um caso particular de programacdo linear, deve-se lembrar que o
tempo computacional gasto na solucdo dos mesmos nédo é deterministicamente
caculado em funcdo das dimensbes do problema. Fatores como, custos,
demandas e capacidades associadas ao problema, também contribuem para o
tempo total de solucdo. Em outras palavras, dependendo da distribuicdo da
demanda sobre a rede e da capacidade dos arcos, 0s tempos computacionais

poder&o sofrer alteracOes significativas.
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7.3 RECOMENDACOES

Este trabalho ndo esgota os estudos sobre o método de particionamento aplicado a
distribuicdo de multiplos produtos. Os resultados obtidos até aqui séo encoragjadores, sendo

necessario recomendar estudos posteriores através das seguintes investigacoes:

i) Comparacéo do método proposto com uma abordagem de métodos de pontos
interiores.

i) Um aspecto muito importante é a avaliacdo do comportamento do algoritmo com
relacdo a carga tributéria imposta. Tributos dos mais variados tipos e formas de
incidéncia podem fazer com que a estratégia logistica seja totalmente
modificada.

iii) Em novas situagdes, relacionadas com a distribuicdo de produtos compostos,
verificar as caracteristicas da rede, a fim de se constatar adequacéo do uso da
estratégia de solucdo proposta no trabal ho.

iv) Uma investigagdo maior, sobre o tempo de processamento das rotinas de
inspecao no grafo, deve ser realizada no futuro.
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GLOSSARIO

grafo conexo;

subgrafo de G;
grafo associado ao produto k;

conjunto de nés para o grafo G;

subconjunto de nés,

conjunto de arcos para o grafo G;
subconjunto de arcos,

noé de origem do arco j;

no de destino do arco j;

arvore geradora para G;

arvore geradora para G¥;

né raiz parao grafo G ou G
funcéo objetivo;

matriz de incidéncia no-arco;
elemento damatriz deincidénciaA ;

j-ésima coluna da matriz deincidéncia A;

j-ésma coluna da matriz de incidéncia A correspondente a € ;

j-ésima coluna da matriz de incidéncia A associadaao arco g ;

k-ésima coluna da matriz de incidéncia A associada ao arco &;

matriz de restri¢bes para o problema MP;

matriz de incidéncia né-arco associada a um grafo G com né raiz |.

matriz de incidéncia no-arco associada ao k-ésimo produto;

matriz basica particionada para a matriz A;
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matriz de incidéncia no-arco que forma uma base paraamatriz A;

matriz de incidéncia né-arco que forma uma base para A* associada ao produto k;
seguéncia finita representando um caminho no grafo G;

seguéncia finita representando um ciclo no grafo G;

orientagcdo do arco j na seqiiéncia do caminho P no grafo;

orientagdo do arco j na sequénciado ciclo C no grafo;

indice do n6 na seqiiéncia do caminho ou ciclo no grafo G;

arco correspondente a j-ésima coluna da matriz A;

indicei do arco j arco na seqiiéncia do caminho ou ciclo no grafo G;

k-ésimo arco candidato a entrar na base;

arco correspondente a s-ésima coluna de R

variaveis de folga;
vetor coluna canénico com entrada 1 nai-ésima linha;
vetor coluna candnico com entrada 1nal-ésima linha (correspondente ao né raiz);

vetor linha canénico com entrada ndo nula correspondente a r-ésima linha para o arco

complementar ou folgainviavel;

matriz cujas linhas representam o vetor candnico com entrada ndo nula correspondente

as restricdes ativas de agregacao associadas ao arcos complementares da particdo RY;
matriz associadas as variaveis ndo basicas

i-ésima coluna da matriz N correspondente a variavel ndo bésica candidata a entrar na
base
vetor de fluxos

vetor de fluxos associados as variaveis basicas
vetor de fluxos associados as variaveis ndo basicas
vetor de fluxos para o k-ésimo produto
vetor de ofertas e demandas
vetor de ofertas e demandas associados ao produto k;
vetor das capacidades associadas as restricoes de agregacdo de fluxo
vetor de custos unitarios

indice i do custo unitario do arco j na sequéncia do caminho ou ciclo no grafo G

vetor de custos unitérios associados as variaveis basicas
vetor de custos unitérios associados as varidveis ndo basicas

capacidade minima nos arcos
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capacidade minima de fluxo nos arcos associadas ao produto k;
capacidade méxima nos arcos
capacidade maxima de fluxo nos arcos associadas ao produto k;
matriz de coeficientes das restri¢oes de agregacdo de fluxo para o k-ésimo produto
matriz de incidéncia né-arco associada aos arcos superbasicos definidas para o produto
K;
matriz de coeficientes associados aos arcos basicos do produto k, nas restrigdes ativas de
agregacao de fluxo;
matriz de coeficientes associados aos arcos bésicos do produto k, nas restricbes ndo
ativas de agregacao de fluxo;
matriz de coeficientes associados aos arcos superbasicos (complementares) do produto
k, nas restrigoes ativas de agregacdo de fluxo;
matriz de coeficientes associados aos arcos superbasicos (complementares) do produto
k, nas restri¢es ndo ativas de agregacéo de fluxo;
matriz identidade associada as folgas nas restri¢des ndo ativas de agregagéo;
matriz ciclo Q;
matriz ciclo Y;
valores duais associados aos nés paraa arvore r ¢ do k-ésimo produto;
valores duais para as folgas associadas aos arcos complementares do k-ésimo produto nas
restri¢des ativas de agregagao;
valores duais associados as folgas béasicas pertencentes as restricdes ndo ativas de
agregacao;
coluna particionada correspondente a um arco ou uma folga ndo basica;
valores dey’s do teste de razdo para todos os arcos béasicos do k-ésimo produto;
valores dey’s do teste de razéo para todos os arcos complementares do k-ésimo produto;
valores dey’s do teste de razéo paratodas as variaveis de folga basicas;

valor dey no teste de razéo para o arco béasico do k-ésimo produto;
valor dey no teste de razéo para o arco complementar do k-ésimo produto;

valor dey no teste de razéo paraavariavel de folgabéasica
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APENDICES

REDE COM SUPER NO DE TRANSBORDO PARA ILUSTRAR PASSO A
PASSO O ALGORITMO PARTICIONADO PRIMAL QUE UTILIZA A
MATRIZ CICLOYY.

REDE COM DISTRIBUICAO DE PRODUTOS COMPOSTOS PARA
ILUSTRAR PASSO A PASSO TRES ITERACOES DO ALGORITMO
PARTICIONADO PRIMAL QUE UTILIZA A MATRIZ CICLOYY.
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|. REDE COM SUPER NO DE TRANSBORDO PARA ILUSTRAR PASSO A PASSO O

ALGORITMO PARTICIONADO PRIMAL QUE UTILIZA A MATRIZ CICLOYY.

(=)
(w)

Figural-1 - Transporte de dois produtos em um modelo de rede contendo dois super nés.

O exemplo abaixo, considera o transporte de dois produtos. Os nés de oferta para o

produto 1 e 2 sdo respectivamente os nés R; e U;, 0s nds de demanda para ambos os produtos

sd0 0s nos C,, C, e Cs. A figura |-1 mostra a representacao l6gica dos super nos B, eB,

(nGs de transbordo) onde circulam os dois produtos sujeitos a uma restricdo de capacidade de

50 e 40 unidades respectivamente.

As tabelas 1-1 e 1-2 representam as quantidades em unidades de oferta e demanda

para cada produto e as tabelas 1-3 e 1-4 representam a especificagdo dos arcos para ambos os

produtos.

Tabelal-1 - Ofertae demandaparao

Tabelal-2 - Ofertae demandaparao

Produto 1 Produto 2
PRODUTO 1 PRODUTO 2

Cadigo do N6 Oferta Demanda Cadigo do N6 Oferta Demanda
Ry 60 U, 15
B, B,
By By
B, B,
B, B,
C. 20 C: 5
C, 20 C, 10
Cs 20 Cs 0
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Tabelal-3 - Especificagdo dos Arcos para o Produto 1

CODIGO NO NO CUSTO UNITARIO FLUXO INICIAL | CAPACIDADE
DO ARCO | INICIAL | FINAL DO ARCO NOSARCOS NOSARCOS

X1 Ry

X11 R]_ B]_ 5.0 50 o0

X12 R]_ BZ 6.0 10 o0

X13 Bl 81, 0.0 50 o0

X14 Bz BZT 0.0 10 o0

X15 B]_T Cl 10.0 10 o0

X16 B]_T C2 8.0 20 o0

X17 B]_T C3 9.0 20 o0

X18 BZ’ Cl 4.0 10 o0

X19 BZ’ C2 6.0 0 o0

X110 BZ’ C3 7.0 0 o0

Tabelal-4 - Especificagdo dos Arcos para o Produto 2

CODIGO NO NO CUSTO UNITARIO FLUXO NOS CAPACIDADE

DO ARCO | INICIAL | FINAL DO ARCO ARCOS NOSARCOS
Xo U,

Xo1 U, B, 3.0 0 o0

X2 U, B, 4.0 15 o0

Xo3 B, B]_. 0.0 0 o0

Xog B, Bz. 0.0 15 o0

Xos5 B, C, 7.0 0 o0

Xog Bl’ C, 8.0 0 o0

Xor B, Cs 9.0 0 0

X8 B, C 6.0 5 0

Yo B, C 8.0 10 0

Xo10 B, Cs 10.0 0 0

Pretende-se, através desse exemplo, fazer uma interpretacéo fisica do problema,
procurando interpretar as expressdes que solucionam o problema por meio do método simplex
primal particionado. Todos os resultados agébricos deduzidos no capitulo trés sdo
interpretados de uma forma mais intuitiva. A idéia é mostrar que o algoritmo simplex com
particionamento primal pode ser redizado diretamente no grafo eliminando assim, a
necessidade de operagdes matriciais.

Temos um problema de fluxo a custo minimo, onde corresponde a necessidade de
circular fluxos de dois produtos sujeitos a restricbes de rede e restricbes de capacidade
agregada nos super-nos (méximo e minimo de fluxo admissivel nos arcos, bem como um
valor associado a0 transito em cada arco por unidade de fluxo (c;)).

Parte-se de uma solugdo basica viavel, onde existe fluxo do produto 1 que circula

através de um arco superbésico associado a uma restri¢éo em que a soma dos fluxos dos dois
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produtos através do arco B;B; acanca a capacidade méxima igua a 50 unidades, ou sgja, 0
arco B;B; seencontra saturado com fol ganula.

Computar as varidveis duais nos problemas de multiplos produtos sem restricdes de
capacidade agregada significa obter a cada iteracdo uma base sem arcos superbésicos para 0s
k produtos. Resolver o sistema 7B = Cg, é determinar o potencia 7 do né que fornece o
equilibrio ou estado estédvel com respeito ao fluxo sustentado pela arvore bésica. A equagdo 7
-7 = ¢ significa estar em equilibrio quando se produz uma unidade a mais no no i, transporta
essa unidade ao longo do arco (i,j) eavendenondj.

Portanto, no exemplo apresentado sem o arco superbasico, as variaveis duais podem

ser computadas diretamente nas arvores, como mostrado nas figuras abaixo.

TC’]_: 0
TE’GZ -10
C @ w0y =12

‘
o () a

Figural-3- Valor dual dos nés parao produto 2 sem considerar as restri¢des de capaci dade agregada.
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Entretanto a existéncia de um arco complementar (ou superbésico) associado a uma
restricdo de capacidade agregada ativa com folga nula, significa a existéncia de um fluxo
sustentado pela arvore basica e também pelo arco complementar de um determinado produto
k. Entdo, € natural pensar que as equagdes (7 -7 = Cj) e ( z; — ¢; = 0) sgjam também
verdadeiras para os arco complementares , ja que o fluxo é sustentado pela arvore bésica e
também pel os arcos complementares.

Logo, 0 arco x;g quando unido a sua arvore basica devera ter (m -7 = Gj) €

ZCIO,(C)A( ji)= 0 (a soma dos custos no ciclo formado com o arco x;s sgja nula). O
i=1

potencial 7 é entdo obtido para restabelecer esse equilibrio. Com a inclusdo de arcos
complementares obtém-se uma nova base que contém ciclos possuindo arcos saturados
pertencentes a restri¢des ativas de agregacdo. Pode ser observado que na cadeia formada pelo
arco complementar xig, existe 0 arco xi;3 que se encontra saturado na restricdo ativa de
agregacdo com folga S; nula O valor dual 7# é o valor dua associado & folga nula
correspondente & restricdo ativa de agregacdo o qual esta associado a um arco complementar.
Portanto o preco 7# pode ser interpretado como um prego de ajuste para fornecer o equilibrio
ou estado estavel com respeito ao fluxo sustentado pela arvore basica e pelo arco
complementar, observando que esse preco deve ser repassado aos arcos do caminho na érvore
basi ca para os k-ésimos produtos que pertencem arestri¢do ativa de agregagéo.

Assim,

1°Q =c?-c*(B')'R", onde

No ciclo formado com o arco complementar, tem-se

Q = Oxig — ( Oxa4 + Ox12 + Oxy1 + L(OiPj) + O x15) = 0— 1(+1) = — 1, para arestricdo X1z + X3
+ S5, =50

Zn:qoi(C)A(ji )=4-(0-6+5+0+10)=-5
i=1

X13 + X3+ Sl =50

Figura 1-4 - Vdor dos custos nos Arcos da érvore basica para o produto 1 no ciclo formado com o
arco complementar.
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ZH:QQ(C)A(L)=4—(0—6+5+0+10)=-5

i=1

X12 + X2+ S =50

Figura 1-4 - Vdor dos custos nos Arcos da érvore basica para o produto 1 no ciclo formado com o
arco complementar.

Entdo
72 =|c? - c*(B')*'RIQ*= [4-[5-6 +10](-1) = 5.

O valor dua obtido 7* deve ser repassado a toda rede, ou seja, esse valor é
adicionado a0 valor dua do né B; e a todos os nés a partir deste nas arvores bésicas para
ambos os produtos. Essa adi¢do deve ser feita no valor dual dos nés que foram computados
diretamente nas arvores basicas como se ndo houvesse arcos complementares. O valor dua

acrescido € mostrado nasfiguras|-5 e 1-6.

O RO
@m =.13+5=-8

(e (e )
= -6 5 =-6 @n3=-14+5:-9

Figura I-5 - Corregdo do valor dua dos nds para o produto 1 considerando a restri¢cdo de capacidade agregada
associada ao arco complementar.



135

Figura |-6 - Corregéo do valor dua dos nds para o produto 2 considerando a restri¢do de capacidade agregada
associada ao arco complementar.

Equivalentemente, de uma outra maneira o guste pode ser feito nos arcos do
caminho P; (arcos que pertencem arestri¢céo de agregacéo e que estdo na arvore basica para os
k produtos) de forma que estes passam a ter seus custos corrigidos em funcéo da adicéo de

arcos complementares. A partir desta correcdo sdo computadas as varidveis duais diretamente

na arvore basica. A diferenca(c™ — 72P*) que aparece na equagio (3.28) que determina a

varidvel dual 7™ é a correcdo nos custos dos arcos que se encontram na restricdo ativa de
agregacdo no caminho P; daarvore basica
No exemplo, a corregdo é feita no custo do arco B;B; (arco de agregacéo para ambos

0s produtos), 0 novo custo € entéo —5 para ambos 0s produtos.

1 _ 1 _
m, =5 7y =0

Figura |-7 - Corregdo no custo dos arcos para o produto 1 considerando a restri¢do de capacidade agregada
associada ao arco complementar
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Figural-8 - Corregdo no custo dos arcos para o produto 2 considerando arestri¢do de capacidade agregada

associada ao arco complementar

Tabela |-5 - Representagdo da matriz de incidéncia A, e matriz dos coeficientes Dynas restricbes  de agregagéo
de fluxos.

X1 X1 X12  X13 X4 i X15 (X6 i X7 [ X2 i Xo1 Xp2 Xo3 Xoa iXog Xo9 X210 | Xi8 S

Ri [1/11
B -1 1

Agora, as equagoes (7 -7 = Gjj) e(ZqQ(C)A( Ji)) = 0) sdo verdadeiras para todos

i=1
0s arcos que compdem a nova base, o arco ndo basico candidato a entrar na base pode ser

entéo escolhido.
O quadro abaixo representa as arvores basicas mostradas nas figuras |-7 e -8 obtidas

apartir dasolucéo inicial viadvel paraaprimeiraiteraco. As arvores bésicas sdo representadas
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na forma matricial, identificando as restricbes de conservagdo de fluxo e capacidades
agregadas.

As duas Ultimas linhas do quadro anterior correspondem a restricdo ativa de
agregacdo (xi3 + X3 + S = 50) e ndo ativa de agregagdo (Xi4 + X4 +S = 40) para o
problema proposto - cujas matrizes correspondentes sdo identificadas como:

T'=[0],P*=P'=[0 0 0 1 0 0 0 O],
$'=s’=[0 0 0 0 1 0 0 0],U*=[0],com Q=[1] ,tal quedimQ=1.

Iteracdo 1)

Nessa primeira iteracgo sdo mostrados a determinagdo das variaveis duais e os fluxos
atualizados a partir de Q" e Y. A diferenca entre a manipulagdo de uma ou outra matriz
consiste basicamente em como armazenar as linhas ativas e colunas associadas a arcos
complementares de forma que a cada pivoteamento a matriz ciclo tenha dimens&o fixa dada
pelo nimero n de restrigdes de agregagéo.

Asvariaveis duais determinadas anteriormente para cada né de ambos os produtos séo

B,

B, c C, Cy
-6 -6 -10 -8 -9| e

ox.

=0 -5

B, B B B, c, C, Cq

=0 -3 2 -4 -4 -10 -12 —14]
) Através do célculo das varidveis duais em ambas as redes, os candidatos a entrar na

base s&o:

Para o produto 1, somente afolga S; associada ao arco complementar x;g € candidataa entrar

na base pois S; = 0 e possui 7 =5>0. Parao produto 2, os candidatos S80 0S arcos Xzs , Xo6 €

Xo7.

A folga S; (Produto 1) é avariavel escolhida paraentrar nabase, & «1.

Teste derazéo

Considerando-se a existéncia da uni&o de uma arvore basica a um arco complementar
para o0 produto 1, o envio de uma quantidade 4 de fluxo através de S, fara por gustar as
variaveis basicas e 0 arco complementar de modo a manter a viabilidade, determinando assim
avariavel candidataasair da base.

Adicionar uma quantidade 4 de fluxo a variavel de folga S; reduzira uma quantidade

A de fluxo no arco x;3 de modo a manter a viabilidade com respeito a capacidade maxima de
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fluxo agregado no arco B1B; , ou segja, a passagem de fluxo para variavel de folga S; faz com
gue o arco X33 (que se encontrava saturado) sgja reduzido por uma quantidade A de fluxo.
Como o processo de gjuste do envio de fluxo se da ao redor da cadeia formada pelo arco
complementar, todos os arcos dessa cadeia serdo gjustados de modo a manter o equilibrio. A
folga S; que se encontra na base pertencente a uma restri¢do de capacidade agregada ndo ativa
gue une 0S arcos Xj4 € Xz4 deverd ser gjustada em fungdo do arco X34 que € modificado por
pertencer a cadeia formada pelo arco complementar.

Para 0 exemplo apresentado, 0 aumento da quantidade A na cadeia formada com o
arco complementar faz com que 0 arco x5 ainja o limite inferior e, portanto, segja candidato a
sair da base. A rede para o produto 2 permanece a mesma, € isso pode ser observado através
do teste de razdo abaixo.

Figural-9 - Atualizacdo dos Fluxos nos arcos do produto 1 naiteracéo 1.

Como entraafolga S; , tem-se (BY) ! = 0, portanto

Xlﬂ

Y=y =Qp -P(BY) @] =()[1-0] { 1}
(yll)T:(Bl)-lal—(Bl)-lRlyle[o 1 -1 1 -1 1 0 0
¢ r-sy= 1]

A =min{ X;;,%5,%5,S,} = min{50,50,1015} =10,

4, =0,

A =10.

Xl Xll X12 Xl3 X14 X15 Xlﬁ X17}
’

Atualizacdo dos Fluxos
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S, « 10
X, = 50-1(1)10 = 40
X, =10-1(-1)10 = 20
X5 = 50—1(1)10 = 40
X, =10-1(-1)10 = 20
X, =10-1(1)10 =0
X5 =10—1(—1)10 = 20
S, =15-1(1)10 =5,

Observa-se que o fluxo no produto 2 é mantido, pois y**=0

Tendo em vista obter uma matriz ciclo de tamanho ndo varidvel € que o calculo das
varidveis duais 7% e 7° é determinado juntamente quando multiplicadas pela matriz inversa

ciclo, assim como a obtenco dos valores de y* e y* no teste de razo.

1,0
A matriz ciclo Y obtida de acordo com (3.23) € Y = {-I-:--J tendo como matriz
|
|

. . . -1,0 S o .
inversa ciclo a matriz Y™ = {-I-i--l} A primeira linha da matriz ciclo se encontra ativa
|

assim como a primeira coluna esta associada ap arco complementar Xis.

No célculo das variaveis duais 7° e 7° tem-se;
|
72 | 7| =|c* - c*(B') 'R | oy *= [4-[5-6 +10] | o{-f-r-} [5!0].

O céculode y?ey® éobtido da seguinte forma:

HEGH R
y? 111]|l0o] |o 1]«S,
Pivoteamento

Para 0 problema de multiplos produtos, a variavel que parte da base quando uma
folga entra pode estar referida a um arco ou entdo a umafolga. Quando a variavel que parte da
base € um arco, existem duas possibilidades: a saida de um arco da arvore basica ou entdo a
saida do proprio arco complementar ao qual afolga esta associada. Se avaridvel que parte da
base € um arco complementar, entdo ndo ha mais arco complementar associado a folga, ou
Sgja, arestricdo de agregacdo que € ativa passa a ser ndo ativa. E se a variavel que parte da
base é um arco da érvore, entdo o arco complementar associado a folga que entra na base

torna-se um arco da arvore basica. Dessa forma 0 arco complementar re-conecta a arvore
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basica a fim de ndo torna-la singular. No entanto, se a variavel que parte da base € umafolga,
ent&o o arco complementar fica associado a nova folga que partiu da base dando lugar a
folga que entra, observando que, a restricdo associada a folga que entra na base é desativada
para ativar arestricdo associada afolga que sai da base.

Nessa iteracdo tem-se o0 caso (Entra: Folga e Sai: Arco da k-ésima é&rvore). Com a
saida do arco x;5 a &vore correspondente ao produto 1 fica desconexa, entdo um arco
complementar € buscado afim de re-conectar a &rvore, sendo a base se tornaria singular. Logo,
0 arco complementar x;g ird substituir o0 arco x;s que parte da arvore basica no produto 1. As
restricOes sdo desativadas, ndo existindo na proxima iteragdo arco complementar. A colunada
matriz Y correspondente ao arco complementar X;s € substituida pela folga S, que entra na
base. Na proximaiteragdo adimQ = 0, ou sgja, amatriz ciclo Y ndo possui linha ativa e coluna

associada a arco complementar.

Iteracdo 2)

Na iteracdo 2, ndo h& arcos complementares, logo as variaveis duais sdo obtidas
diretamente nas arvores bésicas ndo havendo, portanto, o gjuste do valor dual 7. Asvariaveis
candidatas a entrar na base sd0 Xi9, X110 € X2, Xo7 Para 0s produtos 1 e 2, respectivamente. A
varidvel escolhida para entrar na base é 0 arco xgs (produto2), 6 «1.

No teste de raz3o ndo existe y?, pois ndo ha arcos complementares e a matriz Y é a
matriz identidade, j& que as colunas de Y estdo somente associadas a folgas das restri¢des ndo
ativas de agregacdo. Portanto, uma quantidade A de fluxo é enviada ao redor do ciclo formado
com 0 arco ndo bésico Xy fazendo com que 0 arco xy9 parta da base. As folgas S, e S, das
restricbes ndo ativas sdo gustadas para manter a viabilidade com respeito a capacidade de
agregacdo dos fluxos. O fluxo nos arcos do produto 1 ndo é modificado e o teste de razéo é

mostrado abaixo:
X X X Xz Xigo Xigo Xy Xyp
Yy = {o 00 00 0 0 0 } ,
Xy Xa  Xp Xy Xy Xg  Xxy o X
Y2 = {o S T T S WS MY } ,

y? =Y u? - D*(B?)*a?|= | Hg} - [_11ﬂ B [—11}: :21 ’

Al = min{ Koo 1 %04 1 %59 5 Sl} = min{ 15115,10:10} =10,
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A, =0,

A4 =10.

Atualizagdo dos Fluxos
X <— 10

X, =0-1(-1)10=10
X, =15-1(1)10=5
Xy =0—-1(-1)10 =10
X, =15-1(1)10=5
X =10-1(1)10=0
S =10-1(1)10=0
S, =5-1(-1)10 = 15.

Observa-se que o fluxo no produto 1 € mantido.

Figural-10 - Atualizac8o dos Fluxos nos arcos do produto 2 naiteragéo 2.

Pivoteamento
Entra: Arco Sai: Arco dak-ésima arvore

O arco X que entra substitui 0 arco X9 que parte da arvore basica no produto2,
podendo ser observado que 0 arco X faz a conexdo da arvore apds a saida do arco g, pois 0s
dois arcos pertencem a0 mesmo ciclo, e nessa iteracdo ndo ha arco complementar. As

restri¢des continuam desativadas, ndo existindo na proxima iteracéo arco complementar.

Iteracdo 3)
Na iteracdo 3, as varidvels duais sdo computadas para os dois produtos como na

iteracdo anterior, observando que ndo existe 7. As varidveis candidatas S30 Xig € Xa5, X7 para

os produtos 1 e 2. A variavel escolhida para entrar na base é 0 arco xig (produtol), & «1.
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Uma quantidade A de fluxo é enviada ao redor do ciclo formado com o arco X9, N0
entanto essa quantidade 4 ndo é suficiente para que algum arco desse ciclo saia da base. Logo
0 arco gue entra x;9 Se torna um arco complementar ativando a restrigdo xja+xxa+ S = 40, que
passa a ter folga nula, pois 0s arcos x;4 € X4 encontram-se saturados para a capacidade
agregada. O fluxo no produto 2 é mantido devido ao teste de raz&o como mostrado abaixo.

Xll XlZ x13 X14 x18 Xl(i Xl7:|
)

Xy
y”:(Bl)lal:{O 1 -11 -1 0 1 O
Xo  Xa Xy Xz Xpg Xpy Xz Xppp
y? = {0 0O 0 0 0 0 0 O }

y* =Y’ - DB ) e’ )= | Hg} } [—ﬂ ) [ﬂ: 2 ’

Al — mln{ X115 X13 + %56 5 SZ} = m|n{ 40,40,20,15} =15,
AZ =00,

A=15.

Atualizagdo dos Fluxos

X, < 15

X, =40-1(1)15=25
X, =20-1(-1)15=35
X; =40-1(1)15=25
X, =20-1(-1)15=35
X =20-1(1)15=5
S =0-12(-1)15=15
S, =15-1(1)15=0.

Observa-se que o fluxo no produto 2 € mantido.

X1a + X0 + =40 @

Figural-11 - Atualizac&o dos Fluxos nos arcos do produto 1 naiteragéo 3.
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Pivoteamento

Entra Arco Sai: Folga
Entrou o0 arco xjg€ partiu afolga S, dabase. A restricdo xi4 + X4 + S = 40 é ativada

€ 0 arco Xjg torna-se arco complementar.

Iteracéo 4)

Na iteragdo 4, é necessério determinar o valor dual 7 e o valor de y? no teste de
razéo, poisamatriz ciclo Y possui uma coluna com o arco complementar x;9 associado afolga
S.

11-1 111
Tem-sg, Y = {a-i--l-} ,onde Y ' = {B_E_J . A segunda linha da matriz ciclo se encontra ativa
| |

assim como a segunda coluna esta associada ao arco complementar Xjo.
Para as variaveis duais tem-se |z° | z%|= [0 | — 1] e a correg@o do valor dual foi no

arco B, B, , obtendo-se as seguintes variaveis duais:

B, B, B, B, Cy G, Cs
7t=/0 -5 -5 -6 -7 -11 -13 -14|e

Bl‘ BZv C2 C3

B, B, c
7%=|0 -3 -3 -4 -5 -11 -11 -15|.

As variaveis candidatas a entrar na base sd0 xo5 € Xp7 para 0 produto 2. O arco X5 €

escolhido para entrar nabase, 6 «1.

Teste de Razéo

Quando uma quantidade A de fluxo é enviada ao redor do ciclo formado com o arco
Nn&o basico X5, O arco xy4 tem seu fluxo diminuido por essa quantidade A. Como 0 arco X4
pertence a restricao ativa para 0 arco complementar x;9 (produto 1), essa quantidade A deve
ser acrescida no arco x34 de modo a manter o equilibrio exigido para as restriches. Nessa
iteracdo deve ser observado que o fluxo nos dois produtos € alterado pela entrada do arco x5
diferente do que acontecia nas iteracOes anteriores que alterava somente o fluxo no produto
para o arco que entrava. A ateracdo de fluxo nos dois produtos pode ser observada através do
teste de razéo para 0 arco complementar x;9 que passa a ter seu fluxo aumentado pela

quantidade A devido a entrada do arco Xs.
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R ) e

X11 X12 Xl3 X14 XlB X16 ><17:|
’

Xy
y11=—(Bl)1R1y21=[0 1 -1 1 -10 1 0

XZ X21 XZZ X23 X24 XZB XZE X210:|
)

y12=(Bz)la2:{O -1 1 -1 1 1 0 O

A= Min{ Xy, X5, X160 Xop 1 X041 %05 -} = MIN{ 25,25,55,55} = 5,
A4, =,

A=5.

Atualizagdo dos Fluxos

X5 <5

X, =25-1(1)5=20 , x,=10-1(-1)5=15
X, =35-1(-1)5=40, x,=5-12(1)5=0
X3=25-1(1)5=20 , X,=10-12(-1)5=15
X, =35-1(-1)5=40, X, =5-12(1)5=0
Xe=5-11)5=0 , X =5-1(1)5=0
X, =15-1(-1)5= 20.

Observa-se que nessa iteragdo existe atualizagdo nos fluxos para ambos os produtos.

Figural-12 - Atualizagdo dos Fluxos nos arcos do produto 1 naiteracdo 4.
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Figural-13 - Atualizac&o dos Fluxos nos arcos do produto 2 naiteragéo 4.

Pivoteamento

Nessa iteracdo, existe a possibilidade da saida de um arco da arvore bésica, cujo
produto do arco que parte ndo corresponde ao produto do arco que entra. Portanto, dois casos
podem ser considerados.

Caso (a) -Entra: Arco xg5 do produto 2 Sai: Arco X3¢ da érvore relativa ao produto 1.

Quando a quantidade A aumenta o fluxo que passa através do arco complementar X;o,
0 arco Xy ainge o limite inferior e, portanto € candidato a sair da base. O arco complementar
X19 € entdo buscado para re-conectar a &rvore e substituir 0 arco x;s que sai. O arco Xps que
entra, torna-se 0 arco complementar associado a folga S,. As arvores bésicas para ambos 0s

produtos apds pivoteamento sobre 0 arco x;6, S80 mostradas nas figuras 1-14 e |- 15.

Figura |-14 - Arvore bésica do produto 1 apds pivoteamento sobre 0 arco X,
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X14+ %24 + $,=40

X25=5/,< -»

Figura|-15 - Arvore bésica do produto 2 apds pivoteamento sobre 0 arco X,

Caso (b) - Entra: Arco do produto 2 Sai: Arco da arvore relativa ao produto 2.
Suponha que a escolha fosse sobre 0 arco g para sair da base. O arco x5 que entra
torna-se arco da arvore basica para o produto 2. As figuras 1-16 e 1-17 mostram as &rvores

basi cas para ambos 0s produtos apds pivoteamento sobre 0 arco xgs.

Figura|-17 - Arvore bésica do produto 2 apds pivoteamento sobre 0 arco Xgs.
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Na possibilidade, de um ou outro caso descrito acima ocorrer, a preferéncia dar-se-a

pelo caso (b) entrada e saida de um arco correspondente a0 mesmo produto na &rvore bésica.

Iteracéo 5)
: N . _ 1,-1
Nessa iteragdo existe arco complementar, a matriz Y = (—)—:—-1- , onde

[}
vro| .
011
Paraasvaridveis duaistem-se 7= [0} -1] e

(R, B B B, B, c, c, C,
z'=/0 -5 -5 -6 -7 -11 -13 -14|e
[u, B B B B, c, c, Cs
7%=0 -3 -3 -4 -5 -10 -11 -15]|.

Escolhe-se 0 arco x,7 para entrar na base (produto?), ¢ «1.

Teste de Razdo

BRI e

Xl xll XlZ Xl3 X14 X18 XlG X17}
L]

y”:—(Bl)‘lRlyﬂ:[O 1 -1 1 -1 0 1 0

Xy Xg  Xp  Xp Xy Xx Xy >(210:|
)

y12:(82)10(2=|:0 -1 1 -11 0 0 1

A =min{ X3, X5, %65 Xop 1 %0, %010 + = Min{ 20,20,0000} =0,
4, = o,

A=0.

Atualizagdo dos Fluxos
Continua a mesma solugéo, pois 4 =0.

Pivoteamento
Entra 0 arco xp; que substitui 0 arco Xp;0 que parte da base, ambos os arcos de um

mesmo produto. As novas bases sdo representadas abaixo:
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Figural-19 - Arvore bésicado produto 2

Iteracéo 6)
Como naiteracdo anterior tem-se

Paraasvaridveis duaistem-se 7 = [0 | - 1] e
Bl‘ le Cl CZ C3

B, B,
=0 -5 -5 -6 -7 -11 -13 —14}6

B, B

U B, il B, 2‘ C C, Cs
7%=|/0 -3 -3 -4 -5 -10 -11 -12|.

Verifica-se que, folga S; e nenhum arco € mais candidato a entrar na base para

ambos os produtos e, portanto estamos na solugéo étima, com custo 6timo equival ente a 880.
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Il REDE COM DISTRII?UI(;AO DE PRODUTOS COMPOSTOS PARA ILUSTRAR
PASSO A PASSO TRES ITERACOES DO ALGORITMO PARTICIONADO PRIMAL
QUE UTILIZA A MATRIZ CICLOYY.

Trés iteragbes do algoritmo primal particionado sdo realizadas sobre 0 exemplo do
problema MPC apresentado no capitulo 1V. Na iteracdo 1, a matriz ciclo Y é a matriz
identidade, pois nessa iteracso todas as folgas se encontram na base e o valor dual 7* = 0.

Asvariaveis duais para os produtos A e B sdo:

Rl RZ M 1 M 11 A2 M 2 M 22

S, A C, C, Cs
nﬂz[o o0 -3 -3-3 -2 -2 -2 -100 -100 —100}8

Ul BZ Ml Mll BZ MZ MZZ Cl

S C, Cq
72'12—{0 0O -3 -3 -3 -4 -4 -4 -100 -100 —100]

O arco escolhido para entrar na base € 0 arco M»,Ci(a), 6 «1.

No teste de razdo, determina-se:

Sa SR SR RA AM; MiMyu(a) RA AM;  MpMp(a) SC SC S.G
yllZ{O 0O -1 0 0 0 -1 -1 -1 1 0 ]
y12:o

0 |«§

<S5

2:| k_Dk Bk 71ak: ,
o s o N M
1.3333|« S,

A= min{SACl, S, S} =0,
Ay =co.

Portanto, 4 =0, a folga S, é candidata a entrar na base. A restricdo de
proporcionalidade é ativada. O arco M»,C,(a) torna-se complementar associado afolga S.

A solucdo ndo é modificada.

Naiteracdo 2, é necessario determinar amatriz ciclo.

Podemos determinar 7* diretamente na arvore bési ca associada ao produto A.
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25
Nociclo \M,M, M,A, AR, RS, SC,; tem-se

3 GO(C)A],) = 25- (-2+100)=-955.

O prego 7# altera o custo nos arcos A;M; (a) e B,Ma(b), pois sio os arcos que est&o
na arvore bésica e aparecem narestri¢do ativa de agregacao.
Logo
72=[0 0 0 -955)vy*=[0 0 0 -71.625],
S, R, R, A M, My A, M, Mo, C, C, Cs
7711=|:0 0 0 -3 -3 -3 -2 -975 -975 -100 -100 —100} e

12 SD U1 Bl Ml Mll BZ MZ M22
VA =

Cl CZ C3
0 0 -3 -3 -3 -4 281 281 -100 -100 —100]

O arco escolhido para entrar na base € o arco M1;Cs(a), 6 «<1.

No teste de razdo, tem-se;

SRy SR, RA AM; MiMy(a) RA, AM;  MpMp(a)  SC SC SaC3:|
1)

Sa
yﬂ{o -1 0 -1 -1 -1 0 0 0 0O O 1
0

y—=0,
0 -1 1 <_Sl
2 _ya)[0]_|-1388][ _|138] €5,
YTl o |[T]o| es
0 0 0 |« M,C(a)

A= min{SaC3, S, S} =0,

AzZOO.

Portanto 4 =0, a folga S € candidata a entrar na base. A restricdo de
proporcionalidade é ativada. O arco M1;Cs(a) torna-se complementar associado a folga S,. A

solucdo ndo € modificada. A figurall-1 mostraa nova base para o produto A.
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FiguraIl-1- Arvore bésica para o produto do tipo A contendo dois arcos complementares.

[}
11
__=_
y={9L
0|
1
0}
p [0

Naiteracdo 3, € necessario determinar a matriz ciclo.

My Cs(a) : : M,,C,(a) : M;,Cs(a) : : MC,(a)
101 1:1-075:0:1 O
""" TS PO P R
1333101 0 Jcomyt=|01 075 101 0
o 1) 1 o} 0 11}-075
""" == t—-————=" ===t -—=——-"
0 10} 1333 0} 0 0} 075
Os vaores duais sao:

-93 0 -955)vy'=[0 -69.76 0 -71.625|.
O preco 7 atera o custo nos arcos AiM1(a), A:M- (), B1M (b) e B.M (b), pois sio

0S arcos que estdo na &rvore basica e aparecem na restricéo ativa de agregagéo.

Sa
't = {0

Rt

Rl RZ Al M 11 A2 M 22

Ml MZ Cl CZ C3
0 0 -3 -9% -9 -2 -975 -975 -100 -100 —100}6

U, B M, M

1 B, M, Mo, C, C, Cs
0 -3 276 276 -4 283 283 -100 -100 —100}

O arco escolhido para entrar na base € o arco M11Cy(b), & «1.



No teste de razdo, tem-se;

4 «~ S
yz _ -3 |« Mllcs(a)
0 «S,

0 |« M,C,/(a)

yll - _( Bl )—1 Rl 211

y'=-3

1" Sa SR SR RA AM; MMy(a) RA AM;  MpMp(a)  SG
y-={0 -3 0 -3 -3 -3 0 0 0 0

Sa Sbul UlBl UIBZ BlMl MlMll(b) BZMZ M2M22(b) Sncl SDCZ
y? = {0 -1 -1 0 -1 -1 0 1 0
A= min{SCs, SCq, S} =mi n{s—: ,7.5,%} =75,

A> =co. Portanto A = 7.5.

Atualizacdo dos fluxos para ambos os produtos.

M,,C,(a) < 0—(-1)(7.5)=75

SR « 0-(-3)7.5=225

RA « 0-(-3)7.5=225

AM (a) <« 0-(-3)7.5=225
MM, (a) < 0—(-3)7.5 =225
S,C, < 30—(-3)7.5=75
M,,C,(a) =0—(-3)7.5=225

SC, «75-(75)=0

S, < 30-4(7.5)=0.

S:.C,  S.Cy
0 3 } ,

S,Cs
5 }

SU,« 0—(-1)(75)=75
U,B, « 0—(-1)(7.5)=75
BM, < 0—(-1)(7.5)=7.5
M,M,(b) <~ 0—(-1)(7.5)=75
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A variavel escolhida para sair da base € 0 arco S,C;. Tem-se 0 caso entra arco e sai

arco dak-ésima arvore. Na proxima iteracéo a matriz ciclo permanece a mesma.

Mostrou-se nesse exemplo, trés iteragdes compl etas em uma rede representando dois

produtos onde sdo incluidas as fragdes dos produtos compostos.
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ANEXOS

A.1 CALCULO DASVARIAVEISDUAIS

A.2 FORMA PRODUTO DA INVERSA

A.3 ALGORITMO DIJKSTRA (Caminhos Minimos)
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A.l. CALCULO DASVARIAVEISDUAIS

P1.

P4,

Inicializagéo. Faga 7, =[N, A] denotar aarvore basecomnéraiz (. Faga 7, =0,

N'={},eN'=N-{%}.

Encontre um arco com NG T(j) rotulado. Seja g, € A tal que F(j) NY e

T(j) e N*. Sendo existe este arco, va ao passo P3.

Rotuleond F(j). Faga 7, = C; + 77, N"=N"U{F(j)}, NV =N" —{F(j)} e

va ao passo P1.

Encontre uma arco com NoO F () rotulado. Seja e, € A tal que T(j) e NY e

F(j) e N". Sendo existe este arco, termine.

Rotuleond T(j). Faga 7, = —C; + 7(;,» N"=NEO{T(j)}, N” =N —{T(j)} eva

ao passo P1L.
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A.2 FORMA PRODUTO DA INVERSA

Este anexo apresenta alguns resultados algébricos em relacéo aos elementos que sdo
introduzidos no algoritmo particionado para inversdo da matriz ciclo Y associada ao problema
de fluxo em rede para multiplos produtos. Grande parte do desempenho computacional do
algoritmo que soluciona o problema proposto esta associado a inversdo da matriz ciclo Y. O

elemento principal utilizado nainversdo da matriz € aforma produto dainversa.

A.2.1 Produto de Matrizes Elementares

Teorema 1: O resultado de efetuar operacdes elementares com as linhas sobre uma matriz A,
mxn, pode também ser achado formando o produto EA, onde E € uma matriz

obtida ef etuando-se as operacdes com linhas sobre a matriz unitarial nxn.

Prova: Suponha que A é uma matriz mxn e que as posicles relativas da p-ésima e g-ésima
linhas sgjam trocadas. A matriz obtida trocando-se as posi¢oes relativas da p-ésima e

g-ésima linhas da matriz identidade | nxn &

1 0 0 0]
0 0 1 0

E=|0 - 1 0 -+ 0 (A.1)
|0 - 0 0 - 1]

onde se indica as primeiras, p-ésimas, g-ésimas e Ultimas linhas e colunas. Vé-se facilmente
que amatriz EA é de fato precisamente a matriz obtida trocando-se as posic¢des relativas da p-
ésima e g-ésima linhas de A. Semelhantemente, a matriz obtida multiplicando-se a p-ésima

linha da matriz identidade | nxn pelo escalar ndo nulo c é

10 0

0 c 0
E= A.2
0 (A.2)

0O 1
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e a matriz EA é precisamente a matriz obtida multiplicando-se a p-ésima linha de A por c.

Finalmente, adicionando-se ¢ vezes a g-ésima linha da matriz unitérial a p-ésima linha,

obtém-se:
1 0O O 0]
0 1 0

E={0 .- 0 1 -+ O (A.3)
0 - 0 0 - 1

onde é indica-se as primeiras, p-ésimas, g-ésima e Ultimas linhas e colunas. A matriz EA é
precisamente a matriz obtida adicionando ¢ vezes a g-ésima linha de A a p-ésima. 1sso
completa a demonstracdo do teorema.

Definicdol: Qualquer matriz E que difere da matriz identidade | somente por uma coluna €
chamada de matriz coluna elementar.

E um fato notével e importante que cada matriz elementar E é ndo singular, ou sgja,

H = E'existe e, dém disso, E* é também uma matriz elementar do mesmo tipo. Ainda, se Ej,

Eo,.....,.Er sG0 matrizes ndo singulares nxn, entdo o produto E;E,......E; € ndo singular e

Pelo Teorema 1, cada operacdo com linhas pode ser efetuada por meio de pré-
multiplicacdo por uma matriz elementar, e, portanto, que qualquer sequéncia de operacbes
com linhas pode ser representada por pré-multiplicacdes sucessivas por matrizes elementares
E,,E,.....,.E, ; o efeito total de tais pré-multiplicagtes sucessivas € naturalmente o mesmo que
0 de uma pré-multiplicagéo por F = EE, ,,....,E;,. Como o produto de matrizes ndo

singulares é ndo singular e cada matriz elementar € ndo singular, tem-se 0 seguinte teorema.

Teorema 2: Se a matriz B resulta da matriz A por meio da aplicagdo de uma segiéncia de
operacOes elementares sobre A, entéo existe uma matriz ndo singular F tal que B
=FA.

Pode-se ainda dizer que a matriz B obtida a partir de A por meio de uma sequéncia

de operacdes elementares € uma matriz equivalente por linhas amatriz A, eindica-se B~ A.
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A.2.2 Um método para determinar ainversa de umamatriz

Baseado no teorema 1, um método prético para calcular ainversa de uma matriz é o
seguinte;

Formeamatriznx2n [A} |, ] obtidajuntando a matriz identidade |, & matriz A que se
quer inverter. Leve a matriz [A}1,] & forma reduzida escalonada por linhas usando
operacoes elementares sobre linhas, tudo que for feito com uma linha de A deve também ser
feito com alinha correspondente I,. A matriz reduzida escalonada por linhas obtida é[l | A’lj.

Considere o exemplo abaixo:

Se utilizar namatriz A= uma sequiéncia de operacdes elementares com linhas

o1 O
a N e
P W R

para reduzi-la a forma reduzida escalonada por linhas; a cada operagdo com linhas utilizada
em A encontrar-se-4 uma matriz elementar correspondente E™ |, verificar-se-4 que a pré-

multiplicacdo por E* ter4 0 mesmo resultado que a operagdo com linhas.

Primeiro Passo: Ache a primeira coluna de A (contando da esquerda para direita) cujos
coeficientes ndo sdo todos nulos. Esta coluna é chamada de coluna pivo e o

primeiro elemento ndo nulo é o nimero 1 chamado de elemento pivé.

Segundo Passo: Subtraia 5 vezes a primeira linha da terceiranamatriz A, e obtenha

A mesma operacao elementar sobre amatriz |3 faz por obter a matriz elementar

1 00
correspondente El’l =| 0 1 0/, ondepode ser verificado que o produto E;* A=A, .
-5 01

Terceiro Passo: Divida a segunda linha por 2 namatriz A1, assim o elemento pivé da segunda

colunaéagora l. A seguir, subtraia a segunda linha da primeira e obtenha:



158

10—%

A2=Ol%
00 -4

As mesmas operagdes el ementares descritas no terceiro passo sdo aplicadas amatriz I3,

1 -Y o
obtendo E,* = |0 % 0|, onde o produto E,* A; =A,.
O 0 1

Quarto Passo: A fim de anular todos os coeficientes da coluna pivo, exceto o e emento pivo é

gue as seguintes operacoes elementares sdo realizadas.

10—%

Divida a terceira linha da matriz A, por (-4) , obtendo amatriz |0 1 % , dessaforma o
00 1

A . - 1 L .
elemento pivé éigual al. A seguir adicione > vez aterceiralinhaaprimeira e obtenha

10 O
0 1 % . Finamente, adicione —g vezes a terceira linha a segunda e obtenha a matriz
00

Ag = |3.

Faca todas as operagdes elementares na matriz |3 mencionadas anteriormente e obtenha a

10—}{3

matriz elementar E;'=|0 1 % , onde o produto E;'A; = I3.
0 0 — g
Portanto podemos escrever amatriz I3 = E;* A= E;* (E,' A1) =E;* (B, (E* A).

A matriz | foi obtida a partir da matriz A através de operacfes elementares e de
acordo com o teorema 2, | = FA, ondeF = E;* E,* E;*, esendo amatriz A inversivel tem-se
| = A'A eportanto A' = E;* E;* E;*. Costuma-se dizer que a inversa da matriz A pode ser

obtida utilizando a forma produto da inversa de matrizes elementares. Observe que, com a

primeira coluna da matriz A pode-se obter a matriz elementar E;, com a segunda coluna da
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matriz A; obter a matriz elementar E, e finalmente com aterceira coluna de A, obter a matriz
elementar E;, tal que A=E; E; Es.

Para apresentar o algoritmo que utiliza a forma produto da inversa é necessario fazer
ainversdo de matrizes elementares. A inversdo de matrizes elementares sob o0 ponto de vista

computacional é bastante eficiente, pois a matriz elementar difere da matriz identidade

somente por uma coluna, denominada colunar, com € = 0 (elemento pivd), onde (€, = E) e

(7, = E™). Computar os elementos 7;, apartir de €, € como segue:

Seja(€, = E)

7= € ,quandoh=r (A.4)
1

= o (A.5)

7= _er—?“ quandoi #r. (A.6)

Para provar a veracidade das equacdes acima basta levar a matriz [E d In] aforma
reduzida escalonada por linhas usando operaces elementares sobre linhas e obter a matriz
reduzida escalonada por linhas [I | E’l].

z 'RT, ~ . -1 i

Agora, apré-multiplicacdo de uma matriz elementar E™ por um vetor coluna a; tem

como resultado um vetor coluna aij , a grande vantagem computacional desse produto é que
em relaggo a matriz E'* somente é necessério registrar o indicer e 7 (incluindo i = r). Com
relacéo ao exemplo anterior, cada elemento da j-ésima coluna de A € indicado por a‘j com |

= 1,...,n. Quando é efetuado o produto E;'a) = a}, i = 1,..n, com j = 2 indicando a segunda
colunadamatriz A tem-se;

n & a,

n” 1 | &|=|ai|, onder =1, 17°=0,1°=-5a=18a=2,a=5
7o 1&g |

=8y =

o = aly+al =2

a; =8’ +a; =0

€ portanto facil deduzir que
aj=a;+any, i#r (A.7)

o) =an' (A.8)
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Um procedimento para determinac@o das matrizes inversas elementares necessarias
para a obtencéo da forma produto dainversa é como segue:

Denota-se por

o 0 Vvetor correspondente a colunar namatriz Ann.

E; matriz coluna elementar que difere daidentidade pela colunar.

E,* inversa de umamatriz coluna elementar.

A.2.3 Procedimento para determinar as matrizesinversas elementares

Passol Inicidizer = 1.

Passo2 Determine amatriz colunaelementar E, com ¢, #0.

Passo3  Determine ainversada matriz colunaelementar E;* de acordo com (A.4),

(A.5) e (A.6)
Passo4 Registre E*.

Passo5 Ser <n, atualize as colunasdamatriz A de acordo com (A.7) e (A.8)
o, < E'a,

-1
Qg < Er 28]

a, < E 10:n
Incremente r, eretorne ao passo 2.

Sendo va para 0 passo 6.

Passo 6 O procedimento termina com as matrizes inversas elementares registradas

ELE....E .

N1

Considerando que a cada iteragdo amatriz ciclo Y possui uma coluna modificada pela

substituicdo de uma coluna que sai por uma coluna que entra € que se pretende determinar
uma expressdo para Y,;; em termos de Y '. Em geral, a matriz ciclo Y; (para a iteragdo i) e

Yi+1 (paraaiteragdo i+1) sdo diferentes.
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De acordo com o teorema 4.2.1
Y_1 = E-lY—l

i+1
(A.9)
onde, Yi;1 =Y, E easmatrizes Y, e Y;.1 possuem uma coluna modificada pelo pivoteamento na

iteracdo simplex.
Suponha que em uma iterag@o (i+1) do agoritmo simplex se queira encontrar o
vetor coluna ¢’ =[w, w, w;]| damatriz elementar E, de modo a obter o produto Y,., = YiE,

tal que Y, difere apenas por uma coluna da matriz Y; . Suponha que Y; = A, onde A

corresponde a matriz do exemplo anterior.

111
DadoqueY,,=|0 1 3|, diferedamatriz; apenas pela segunda coluna, tem-se
541
1 1 11 w O 111
0 2 3|0 w, 0|=|0 1 3|,
55 1|0 w, 1] |5 4 1
W +W, +wW, =1 %
onde a solucéo do sistema ¢ 0+2w,+3w, =1 , fornece o vetor coluna c = %
5w, + 5w, +w;, = 4 1/4

Equivalentemente, Yic=v,onde v/ =[1 1 4], portanto c =Y, 'v=E;*(E,* (E;*V)).

Logo, amatriz elementar correspondente a segunda coluna modificada é a matriz
1 % o
E,=|0 }é 0|, amatriz obtida paraseter Y;,, = Y,E. Por outro lado, pretende-
0 1
se a cada iteragdo, obter a matriz inversa da nova matriz em fungdo da matriz inversa da
iterac8o anterior, busca-se resolver:
EY =Y
Como a matriz Y, se encontra sob a forma produto da inversa e ja foi obtida em
uma iteracao anterior, € preciso entdo, inverter amatriz elementar E, que foi obtida a partir do

vetor coluna c. Como no problema proposto a matriz ciclo € bastante esparsa, a forma produto
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dainversa é bastante eficiente. Além do mais o custo computacional para inverter uma matriz
elementar é pequeno.

Toda técnica de inversdo utilizando matrizes elementares pode ser encontrada em
[May84].
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A.3. ALGORITMO DE DIJKSTRA (c; > 0)

Dado um grafo valuado G = [#;® |, com arcos de custos dados em uma matriz
C=[c;j], o problema do Caminho Minimo, € um problema para encontrar 0 minimo caminho
de um especifico vértice inicial se /' para um especifico vértice final te v, sendo que este
caminho existe, isto €, contanto que te R(s), onde R(s) € o conjunto de alcance do vértice s.

O mais eficiente algoritmo para a solugdo de problemas de caminhos minimos de s
parat, foi dado por Dijkstra. O método € baseado na atribuicdo de rétulos temporarios para
vértices, o rétulo sobre o vértice é o limite superior do comprimento do caminho de s para
aqueles vértices. Esses rétulos sdo unicamente reduzidos por processo de iteracdo e, a cada
iteracdo exatamente um dos roétulos temporarios fica permanente, indicando que ele no é
mais o limite superior, mas 0 exato comprimento de caminho minimo de s para o veértice em

guestdo. O algoritmo de Dijkstra segue abaixo:

Cjj matriz custo com valores positivos

Facal(x) ser rotulado sobre o vértice x;
Inicializagdo

Pl. Facal(s) =0 efacao rotulo como permanente.

Facal(x ) = oo paratodosx; # S e marque esses rétul os temporariamente.

Facap=s
Atualizacdo dos rétulos

P2. Paratodos xe ®R(p) 0s quais possuem roétulos temporéarios, atualize os rétulos de acordo
com a equacao:
1(x ) = min[1(x), I(p) + c(p.x)]

Fixando um rétulo como permanente

P3. De todos os vértices rotul ados temporariamente encontre x; para o qual
(6 ) =min [1(x)]

P4. Marque o rétulo permanente parax, efaca p=x
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P5. (i) (Se somente 0 caminho de s parat € desgjado)
Sep=t, I(p) érequerido como comprimento de minimo caminho. Pare.
Sep+#t, vaparaP2.
(i) (Se o caminho de s para todos 0s outros vértices é requerido)
Se todos os vértices estdo permanentemente rotulados, entdo os rétulos estdo no
comprimento do minimo caminho. Pare.
Se alguns rétul os sdo temporérios va para P2.
Uma vez o comprimento do minimo caminho de s for obtido como o valor final do
vértice rotulado, o caminho minimo pode ser obtido por uma avaliagdo da equacdo abaixo:
1067) +c(x, %) = 1(x)
Se 0 caminho minimo de s para algum x; é Gnico, entdo o arco (X, X)) € 0 minimo
caminho para uma arvore direcionada, com s sendo o né raiz.
Se existe mais um “minimo” caminho de s para algum outro vértice, entdo a equacéo
acima sera satisfeita por mais um vértice x; para algum x; . Nesse caso cada escolha arbitréria

pode ser feita (se somente um minimo caminho entre s e x; € requerido).



