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RESUMO

Neste trabalho tratamos do problema da matéria assimétrica npe (néu-
trons , prétons e elétrons) na aproximagdo de Thomas-Fermi, onde os
elétrons tem a fungdo de neutralizar a matéria. Esta matéria neutra
é considerada a temperatura zero e submetida a campos magnéticos
gigantes. A EOS é obtida a partir do modelo efetivo de Walecka nao-
linear, e para ajustar as propriedades da matéria, tais como densidade
de saturacao nuclear e coeficiente de tensao superficial, sdo utilizados
dois conjuntos de pardmetros diferentes, NL3 e TM1.

Utilizamos um procedimento conhecido como aproximagao de Wigner-
Seitz, para assim podermos considerar as diferentes estruturas nucle-
ares exoticas que surgem no interior da matéria nuclear assimétrica
nao-homogénea, conhecidas coletivamente como pasta e nomeadas in-
dividualmente como: bolha, gota, cilindro, tubo e placa. Os perfis
de densidade de cada particula sdo calculados no interior da célula de
Wigner-Seitz, respeitando-se a simetria de cada estrutura da pasta.
Isto permite a obtencdo de varias quantidades globais da matéria, por
exemplo, a energia-livre e o nimero de particulas, e a obtenc¢ao de quan-
tidades locais, como o ntimero de niveis quantizados de energia devido
a presenca do campo magnético.

Estudamos a magnetizacdo da pasta e o efeito quantico oscilatério de
Haas-van Alphen, e mostramos como a energia livre por particula, o
raio da célula de Wigner-Seitz e o niimero de nucleons na célula variam
com o campo magnético. Mostramos como as densidades de transi¢do
entre as diferentes estruturas da pasta dependem da intensidade do
campo magnético, inclusive obtendo o comportamento da transicao de
fase da pasta para a matéria-homogénea.

Também obtivemos o comportamento do coeficiente de tensdo superfi-
cial em funcao do campo magnético.

Palavras-chave: Fisica nuclear. Matéria ndo homogénea. Campos
magnéticos. Aproximacdo de Thomas-Fermi. Estrelas de Néutrons.






ABSTRACT

In this work we treat the problem of asymmetric npe matter (neutrons,
protons and electrons) in the Thomas-Fermi approximation, where elec-
trons act neutralizing the matter. This neutral matter is considered at
zero temperature and subjected to giant magnetic field. The EOS is
calculated from the effective nonlinear Walecka model using two dif-
ferent sets of parameters, NL3 and TM1, to adjust the properties of
matter such as nuclear saturation density, surface tension coefficient,
etc.

We use a procedure known as the Wigner-Seitz approximation thus we
can consider the different exotic nuclear structures which arise within
the inhomogeneous asymmetric nuclear matter. These structures are
known collectively as pasta and named individually as: bubble, droplet,
rod, tube and slab . The density profiles are calculated for each particle
within the Wigner-Seitz cell, respecting the symmetry of each structure.
This allows us to obtain several global quantities, for instance, the free
energy and the number of particles. Also, makes possible to obtain local
quantities like the quantized energy levels due to presence of magnetic
field.

We study the magnetization and the quantum oscillatory effect known
as the de Haas-van Alphen Effect, and show how the free energy per
particle, the radius of the Wigner-Seitz cell and the number of nucleons
in the cell depends on the magnetic field. We show how the density
transition between different pasta structures depends on the magnetic
field intensity, including the phase transition behavior from the pasta
phase to the homogeneous matter.

We also have included the behavior of the surface tension coefficient as
a function of magnetic field.

Keywords: Nuclear Physics. Nonomogeneous matter. Magnetic fi-
elds. Thomas-Fermi approximation. Neutron stars.
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1 INTRODUCAO

Ld em cima, além do véu de céu azul que as esconde, as
estrelas cantaram novamente: wma musica pura, gelada,
dificil. - C.S. Lewis.

Estrelas de néutrons representam um desafio para a fisica e estéo
na fronteira do conhecimento humano. Sao as estrelas compactas mais
densas conhecidas no Universo, e o segundo tipo de objetos mais densos
da natureza, perdendo apenas para os buracos negros. Este tipo de
estrela possui a massa da ordem da massa solar, M ~ 1.4Mg, porém
em uma esfera com raio R ~ 10 km; ou seja, um raio 10° vezes menor
que o raio do sol'. E, apesar disso, estrelas de néutrons possuem regides
com densidades muito abaixo da densidade de saturagao nuclear. Sao
estrelas altamente relativisticas que existem sob condicGes extremas.
Assim, modelos dos mais avancados que a fisica pode oferecer devem
ser extrapolados muito além dos regimes conhecidos em laboratério.

Na figura (1), mostramos um esquema da estrutura de uma es-
trela de néutrons. Pode-se dizer que uma estrela de néutrons possui
duas regides principais: a crosta, uma rede cristalina de nucleos ricos
em néutrons, e o nicleo, constituido por matéria nuclear varias vezes
mais densa que po (densidade de saturagio nuclear, pg = 0.165fm =3 =
3 x 10*g em™3). A interface crosta interna/niicleo é provavelmente
constituida de matéria nuclear homogénea, com densidade pg. A crosta
possui uma camada mais externa constituida por prétons, néutrons,
elétrons e muons. A equagdo de estado (EOS) se torna incerta em
regides mais internas da estrela. Especula-se que o centro da estrela
possa ser constituido por matéria quarkionica ou condensados de mésons
e talvez hiperons.

A crosta é constituida por prétons, néutrons e elétrons e pode
ser divida em duas regides principais: a crosta externa, cuja densidade
se encontra abaixo da pgrip = 4% 10 g em™ (neutron drip density) e a
crosta interna que se encontra acima de pgrip. Essa diferenca acontece
porque conforme se aumenta a densidade nas partes mais internas da
crosta, maior é o potencial quimico dos elétrons. Isto aumenta a cap-
tura de elétrons favorecendo o aparecimento de novos néutrons. Com
densidade acima de pgr;p 0s nicleos estdo tao ricos em néutrons que

IEstes dados foram retirados da referéncia (HAENSEL; POTEKHIN; YAKOVLEYV,
2007). A massa e o raio do sol sdo respectivamente Mg = 1.989 x 10%%kg e R =
6.96 x 105km.
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ca\"‘ada superficj, /

Figura 1: Perfil de uma estrela de néutrons.
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todos os estados ligados abaixo do nivel de Fermi estdo populados, fa-
zendo com que os néutrons excedentes sejam expulsos do nticleo?.

é na camada mais profunda da crosta interna, onde os nucleos
estao imersos em um gas uniforme de elétrons e néutrons, onde espera-
se a existéncia de uma fase especial da matéria, uma fase ndo-homogénea
conhecida como pasta.

PASTA NUCLEAR

Normalmente imaginamos ntcleos atémicos como pequenas es-
feras. E de fato, nas condi¢bes de temperatura e pressao terraqueas,
os nucleos atomicos podem ser modelados como sendo aproximada-
mente esféricos. Os ntcleos comuns seriam gotas de matéria altamente
incompressivel com densidade de saturagao pg, que corresponde a apro-
ximadamente 0.16 nucleons por fm?>. Na camada externa da crosta das
estrelas de néutrons, onde a densidade ¢ da ordem de p ~ 10'tg/em?3,
espera-se que os nucleos atomicos sejam aproximadamente esféricos.

Porém, na regido das estrelas de néutrons conhecida como crosta
interna, onde a matéria consiste de elétrons, néutrons livres e ntcleos
atémicos ricos em néutrons, as densidades variam da ordem? de p =~
10* — 10g/em3 ~ 0.1 — 1.0py. Para esta ordem de densidades a
matéria nuclear torna-se um sistema frustrado conhecido como pasta.

No modelo da gota liquida, a energia dos ntcleos consiste na
soma da energia de volume da matéria no interior do nicleo, da ener-
gia de superficie dos niicleos, Eg ~ R?, e da energia Coulombiana
da interagdo entre os prétons no interior do nicleo, Ec ~ 1/R, onde
estamos desprezando as energias de assimetria e de emparelhamento.
Tanto a energia de superficie quanto a energia Coulombiana dependem
da forma do ntcleo. A energia de superficie favorece a esferecidade do
nicleo, pois a esfera minimiza a superficie, conquanto a energia ad-
vinda dos prétons tende a deformar o ntcleo. Para densidades muito
abaixo de pg, a energia de superficie predomina e assim a forma do
nicleo é a de gota. Porém, quando a densidade da matéria nuclear é
de aproximadamente pgp/2, a energia Coulombiana é da mesma ordem

2Daio termo inglés neutron drip associado a esse fenémeno, significando lite-
ralmente que os néutrons gotejam para fora do nicleo. Uma discuss@o sobre este
assunto especifico, no que diz respeito a estrelas de néutrons, é encontrada na re-
feréncia (CHAMEL; HAENSEL, 2008).

30 valor depende de estarmos considerando matéria nuclear neutra ou matéria
nuclear em equilibrio 3. Por exemplo, no primeiro caso a densidade varia na ordem
de 0.006 — 0.01 fm~3, e no segundo de 0.029 — 0.065 fm 3.
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de grandeza da energia de superficie(WATANABE; MARUYAMA, 2012).
Assim, um dos modos do sistema reduzir sua energia é pela combinagao
entre nucleos vizinhos, reduzindo a superficie total.

placas

cilindros W tubos
gotas @ @ bolhas

Fase Gasosa
Néutrons e Elétrons Livres

Fase Liquida
Néutrons, Prétons e Elétrons

Figura 2: Estruturas da pasta.

No modelo efetivo aqui utilizado, os mésons sdo os responsaveis
pela energia de superficie, portanto o que hé é uma competicao entre
as interagoes eletromagnética e forte. Essa competi¢ao resulta em mais
de uma configuracdo de baixa energia(AVANCINI et al., 2008), caracte-
rizando aquilo que se chama de sistema frustrado. Neste cendrio, de-
vemos esperar que formas bastante diferentes do ntcleo esférico usual
sejam as configuragbes energeticamente mais favordveis. A matéria
se dividide em setores periédicos nos quais os nicleos, embebidos em
um gas aproximadamente uniforme de elétrons, assumem as formas
da figura (2): gotas, cilindros e placas. Além disso, pode haver fases
nas quais os nucleos literalmente virem do avesso, tornando-se bolhas
e tubos de géas no interior da fase liquida. é desta aparéncia singu-
lar que surge a denominagdo pasta, pois esta matéria ndo-homogénea

assemelha-se & variedade de massas italianas?.

4De acordo com Bethe, o termo pasta nuclear foi cunhado por Cooperstein e
Baron. Porém, Watanabe e Maruyama defendem que Ravenhall foi o primeiro a
utilizar o termo.
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Historicamente, os primeiros estudos de tais tipos de fases da
matéria estao ligados ao estudo da matéria no colapso gravitacional de
nucleos estelares massivos. Em 1978, Lattimer et al. mostraram que
para densidades entre py e pp/10 a matéria pode existir em fases mais
estaveis que os convencionais ntcleos esféricos imersos em um vapor
de nucleons. Uma geometria nuclear bastante explorada foi a chamada
fase de bolha, em que a matéria nuclear densa se apresenta com buracos
esféricos preenchidos com o vapor de nucleons(LAMB et al., 1978).

Em 1983, Ravenhall, Pethick ¢ Wilson(LAMB et al., 1983) mos-
traram que estruturas cilindricas sdo energeticamente mais favoraveis
de acontecer em um espago de densidades relativamente grande. Eles
consideraram um conjunto bésico de geometrias esféricas, cilindricas
e planares, correspondendo a dimensionalidade d=3,2,1. Para d=3,
por exemplo, eles estudaram nucleos esféricos imersos em um gas de
nucleons e bolhas esféricas em matéria nuclear densa, referidos respec-
tivamente como 3N e 3B. Para d=2, consideraram nicleos cilindricos
(2N) e buracos cilindricos preenchidos com gas de nucleons (2B). E para
d=1, consideraram placas de matéria nuclear paralelas e separadas pelo
gas de nucleons. Neste ultimo caso tanto o nicleo quanto o 'buraco’
estao presentes, e a notagao ¢ 1N. Entao, utilizando um modelo de gota
liquida, fizeram a densidade variar de forma gradativa e encontraram
as seguintes transicoes antes de se chegar a matéria uniforme: 3N —
2N — 1IN — 2B — 3B.

Em 2006, Avancini et al. mostraram que a EOS da matéria
estelar em equilibrio 8 atravessa a superficie spinodal a T=0 MeV. Isso
significa que a baixas densidades uma estrela de néutrons tem uma fase
nao-homogénea, que corresponde a sua crosta.

Neste trabalho vamos tratar do problema da matéria nao-homogénea
a temperatura zero e submetida a campos magnéticos gigantescos (>
10*G), ver tabela de campos magnéticos tipicos (1). Sabe-se que tais
campos, que devem existir ao menos em algumas estrelas de néutrons(CHANMUGA
1992), modificam grandemente as propriedades da matéria nas proximi-
dades da superficie estelar. Ainda que a crosta estelar represente apenas
uma fracdo pequena da estrela, ela tem grande importancia, por exem-
plo, no transporte de calor do nicleo estelar para a superficie(GUNDMUNDSSON;
PETHICK; EPSTEIN, 1983) e na determinagéo do espectro da radiacéo
emitida pela superficie(ROMANI, 1987).
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O estudo da pasta é importante tanto no entendimento de estre-
las de néutrons como também no entendimento da dinadmica de super-
novas(HOROWITZ; PEREZ-GARCIA; PIEKAREWICZ, 2004).

O MODELO

No estudo de estrelas, a estrutura estelar depende da equacao
de estado (EOS) que se estd usando, que por sua vez é construida
de acordo com o modelo escolhido. Nos seguintes artigos as estrelas
de néutrons com campos magnéticos fortes sdo modeladas como sendo
compostas de hadrons e léptons (DUNCAN, 2003)(BRODERICK; PRA-
KASH; LATTIMER, 2000). Estrelas deste tipo também séo chamadas de
FEstrelas Hadréonicas(WALECKA, 1995). As estrelas de néutrons mais
comuns possuem campos magnéticos da ordem de 10'?2 — 10'3 G. As
estrelas de néutrons com campos magnéticos da ordem de 10'* —10' G
sdo conhecidas como magnetares(GLENDENNING, 2000).

O estado fundamental ainda é objeto de discussao e especulagao.
Nos modelos mais usados, hadrons sao assumidos como o verdadeiro
estado fundamental da interacdo forte (AVANCINI et al., 2010). No en-
tanto, ja foi argumentado que o verdadeiro estado fundamental é a
matéria estranha (strange quark matter) (ITOH, 1970)(BODMER, 1971).

Neste trabalho, que se insere nos recentes desenvolvimentos al-
cancados pelo Grupo de Fisica Nuclear da UFSC e pelo Departamento
de Fisica Nuclear de Coimbra, trataremos da matéria nuclear subme-
tida a campos magnéticos gigantescos, mais especificamente nosso tra-
balho se atém & matéria nuclear assimétrica, constituida de néutrons,
prétons e elétrons (npe), a qual, acredita-se, forma a crosta interna de
estrelas de néutrons. Os calculos das densidades de aparecimento des-
tas estruturas, e de outras propriedades, podem ser encontrados nos
trabalhos (AVANCINI et al., 2008) e (AVANCINI et al., 2010). Estendemos
estes trabalhos com a inclusdo do campo magnético, porém nao uti-
lizamos o equilibrio 8. Como aproximacao desprezamos os efeitos de
antiparticulas (no sea approzimation)(GAMBHIR; RING; THIMET, 1990).

Para a EOS utilizaremos o chamado Modelo de Walecka ndo-
linear. Fortes campos magnéticos da ordem de 10'2G sdo esperados
em pulsares. Até mesmo campos mais fortes > 10'°G na superficie sdo
preditos por observacdo de SGR (Soft Gamma-ray Respeaters) e pul-
sares de raios-X (Kouveluotou et al. 1998,1999). O campo magnético
no interior destas estrelas podem ser ainda maiores que na superficie.
O limite do campo no interior é estimado pelo teorema virial (Lai &
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Shapiro 1991). Para uma estrela de néutrons tipica®, com massa de
1.5M¢ e raio de 15km, o campo interior pode chegar a ~ 10'8G.

O capitulo 2 apresenta o modelo de Walecka, que sera utilizado
no presente trabalho para a obtencao da EOS. Sao apresentadas a den-
sidade de Lagrangeana, as parametrizagoes utilizadas e as equagoes de
movimento. Os procedimentos numéricos sdo apresentados ao longo
do capitulo: a aproximacdo de Wigner-Seitz, as expancoes dos cam-
pos mesoénicos, a aproximacao de Thomas-Fermi e o modo pelo qual os
potenciais quimicos das particulas fermionicas sdo obtidos.

O capitulo 3 discute detalhadamente o papel dos chamados niveis
de Landau que surgem devido ao campo magnético. Neste capitulo
mostra-se como aparece o efeito quantico oscilatério conhecido como
efeito de Haas-van Alphen. Este fendmeno desempenha um papel im-
portante na magnetizacao e em outras quantidades referentes a matéria
nao-homogénea. Sao apresentados os cdlculos da magnetizagdo para as
diferentes estruturas da pasta.

O capitulo 4 apresenta resultados relacionados diretamente a
EOS. Apresentamos neste capitulo a determinagdo de fases da pasta
sob a influéncia do campo magnético, analisando também a influéncia
do campo magnético na transi¢ao entre algumas fases internas da pasta.
A energia livre é o nosso principal foco devido ao seu papel na deter-
minagao de cada fase. Também apresentamos as energias de superficie
e algumas outras quantidades globais da matéria.

O capitulo 5 discute brevemente alguns aspectos a se levar em
conta na convergéncia numeérica.

O capitulo 6 apresenta conclusbes e perspectivas.

5Vale mencionar aqui que nem todos os autores concordam com a existéncia de
tais estrelas, ver Malheiro et al. (MALHEIRO; RUEDA; RUFFINI, 2011).
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2 TEORIA DE WALECKA E FASE DE PASTA

God does not care about our mathematical difficulties; He
integrates empirically. - Albert Einstein.

Nos dias de hoje, acredita-se que os verdadeiros graus de liber-
dade das interagoes fortes sdo quarks e gluons que, na teoria QCD
(Cromodindmica Qudntica), entram na constitui¢do dos nucleons. No
entanto, nao € trivial descrever sistemas e interagdes nucleares a partir
de quarks. Assim, se tornam importantes as teorias efetivas nas quais
os graus de liberdade sdo barions e mésons. No limite de baixas energias
a QCD ainda ndo possui solucdo® e, portanto, temos a necessidade de
usar modelos computacionalmente vidveis que incorporem as simetrias
essenciais da QCD, tais como simetria de isospin e quiral, e invaridncia
de Lorentz. Sao modelos fenomenologicos e assim alguns pardmetros
sao ajustados de modo a poder-se extrapolar a teoria além do regime
em que estes parametros foram obtidos, por exemplo, indo para altas
ou baixas densidades ou para temperaturas finitas.

O formalismo para campos relativisticos para nucleons foi de-
senvolvido por M. H. Johnson e E. Teller, H. P. Duerr e J. D. Wa-
lecka. No artigo de 1955, Classical Field Theory for Nuclear For-
ces(JOHNSON; TELLER, 1955), Johnson e Teller idealizaram um mo-
delo nao-relativistico em que os nucleons interagiam por meio de dois
campos, um escalar e um vetorial. O campo escalar, mediado pelo
méson o, representava as interacoes de médio e longo alcance e seria
responsavel pela ligagdo dos nucleons. O campo vetorial, mediado pelo
méson vetor w, representava a interagdo de curto alcance repulsiva e
seria o responsavel pela saturagdo nuclear. O potencial estatico nao
relativistico, para a troca de mésons o e w, entre dois nucleons é entao
a soma de duas interagoes de Yukawa

M T MeT

2 2 -
g, € 95 €

Vir) = 2« _ Yo
(r) At r A r

(2.1)

tal que se g, > g, € my, > m,, entdo o potencial é atrativo a longas
distancias e repulsivo a curtas distancias.

Apébs isso, em 1956, Hans Peter Durr desenvolveu uma versao
relativistica do modelo ¢ — w. Em 1974, John Dirk Walecka desen-
volveu uma teoria detalhada para o modelo o — w relativistico. O

1Na melhor das hipéteses existem célculos na rede, com todas as suas enormes
limitagdes(SCHAFER; SHURYAK, 1998).
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modelo tem como ponto de partida uma Lagrangeana que contém os
graus de liberdade meso6nicos e nucleénicos. Entdo, se pode encon-
trar as equagdes de movimento para os campos, energia, potenciais e
etc. Nestas equagoes, aplica-se uma aproximacao relativistica de campo
médio utilizando constantes de acoplamento e massas mesonicas como
parametros ajustados para reproduzir dados conhecidos da matéria nu-
clear e de ntcleos finitos. Por exemplo, na aproximacdo de Hartree
os termos de troca sao negligenciados assim como as contribuicoes de
antiparticulas para as fontes mesonicas(WALECKA, 1995). Além disso,
sdo utilizados apenas alguns dos mésons conhecidos.

2.1 FORMALISMO

Para a descrigdo da EOS da matéria ndo-homogénea da crosta
das estrelas de néutrons, aplicamos o modelo de Walecka na apro-
ximagdo de campo médio. é um modelo efetivo quantico-relativistico
capaz de reproduzir com razoavel precisdo as interagoes de curto e
longo alcance da matéria nuclear. Neste modelo os campos barionicos
(néutrons, n, e prétons, p) interagem pela troca de mésons o — w — p.
Este modelo tem sido amplamente usado no estudo da matéria em al-
tas densidades, por exemplo, na fase hadronica de estrelas de néutrons.
Aqui aplicamos o modelo & matéria npe (néutrons, prétons e elétrons),
na qual consiste as crostas das estrelas de néutrons. Esta regiao do
magnetar possui baixas densidades e podera estar submetida a gigan-
tescos campos magnéticos (> 10°G). Nao tratamos aqui das regides
mais internas da estrela onde as densidades tornam-se altissimas. As
densidades de interesse aqui estdo na faixa de 0.01 —0.1 fm =3, e consi-
deraremos campos magnéticos ~ 10'7 — 10'® G. Em alguns casos apre-
sentaremos campos fora desta faixa apenas para fins de comparacao ou
de validagao dos resultados computacionais.

A densidade de Lagrangeana associada a este modelo é dada por
(AVANCINI et al., 2010)

L= Li+Le+Lo+Ly+Ly+Ly (2.2)

1=p,n

onde as Lagrangeanas acima sao dadas explicitamente por
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Li = [y iD" — M~ , (2.3)
Ee = 1/15[’}/“(2'8“ + eA“) - me]we 5
1 1 1
_ w0242 4 43 Loy 4 9
EO’ 2(8“(]58 (b ms¢ 3’£¢ 12)\¢ ) ) ( 5)
1 1 1
L, = 5 (—2QWQ’“’+m%VHV“—|— 12ggjf(v,ﬂ/#)Q) ., (2.6)
1, 15 = -
L, = 5(—5 v - B +m2b, - b (2.7)
1
L, = *ZFWFW , (2.8)

Os campos dos barions sao representados por espinores de Dirac,
¥; (i = p,n). Fazemos a aproximagdo de considerar préton e néutron
como estados de uma mesma particula chamada de nucleon, e de massa
M =939 MeV. A massa efetiva dos nucleons é

M*=M—g,¢ . (2.9)

Os tnicos léptons neste modelo sdo os elétrons representados
pelo campo 1., com massa m.. O campo do méson escalar-isoescalar
é representado por ¢ com massa mg, 0 campo isoescalar-vetor é repre-
sentado por V), com massa m, e o campo isovetor-vetor é represetado
por EH com massa m,. Prétons e elétrons interagem através do campo
eletromagnético representado por A,. O acoplamento minimo ¢ dado
por

1478 40

2 )
onde 7 é o operador isospin. Os pardmetros gs, g, € g, 530 as constantes
de acomplamento dos mésons e nucleons, e a constante de acoplamento
eletromagnético é dada por e = /47 /137; os acoplamentos de autoin-
teracdo sao dados por x, A e £&. Nbs usamos os conjuntos de parametros
identificados na tabela (2).

iDt = it — g,V — 92—’3%‘- b —e (2.10)
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Os tensores sao

Quu = a,uVu - auvy ) (211)
Bu = 8uby —0,b, —g(b, xby) (2.12)
F. = 0,A,—0,A, . (2.13)

A partir da densidade de Lagrangeana e do tensor energia-momento
obtemos a Hamiltoniana

i [ 3wl (i - e A 4 M~ 0.0()
+T3

1
+ g, Vo(7) + ingsbo(F) +e Ao (7))t

[wmm-wﬁwm+gwm+%&m

2

— SOV + m2VE (7] — etV

— S [(Vbo(7)? + m2 ()]

- 5[V A40(7? - B?)

oA (—iV + ed) + fme — eAg(Pe . (2.14)

A partir do formalismo de Euler-Lagrange, obtemos as equacoes
de movimento para os campos escalar, isoescalar-vetor, isovetor-vetor,
eletromagnético e dos nucleons. Nosso modelo se enquadra no chamado
caso estdtico, o que simplifica a obtencao das equacoes de movimento.
Neste caso, hé simetria por inversao temporal e portanto nao existem
correntes(GAMBHIR; RING; THIMET, 1990); assim, as componentes es-
paciais Veb desaparecem?. Abaixo temos sumarizada as equacoes de
movimento de cada espécie.

2Veremos a seguir que escolnemos A = Bzj que resulta em um campo B estatico
na diregéo z.
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2.1.1 Equacgoes de Movimento Fermidnicas

Para os barions a equacao de movimento é:

{&. (—iV — ! J;T3/Y) + BM*(F) + U(F)} Vi = Eni(F),  (2.15)

onde a energia potencial U(F) corresponde a parte temporal de um
vetor de Lorentz,

1 1
U(r) = g,Vo + ig,ﬂ'gbo + e%AO(F) , (2.16)
M*=M - g,0 . (2.17)

Vemos acima que os spinores 1; sdo autovetores da equacao de Dirac
estatica, que tem como autovalores a energia de uma particula, F;.
Aqui utilizamos a convencao 73 (p) =1, 73 (n) = —1.

A equacao de movimento dos elétrons é dada pela equagao de
Dirac:

{@ (=09 + ed) + Bm, — eAo(?) } e = Eetpo(7) - (2.18)

2.1.2 Equagbes de Movimento BosoOnicas

(V24 md)o = g — 3hd? — NS,
(V2 m2)Vo = oty — S eglVE
(~V2+m2ho = Lotnyy,
V2o = eyt LTy — et (2.19)

Veja que o termo de auto-interagdo do méson w, isto é, o termo
%fgg‘/(?, s6 trard contribuicdo no caso da utilizagdo do conjunto de
parametros T'M1, devido ao pardmetro £&. No caso do conjunto N L3
tem-se £ = 0, como pode ser visto na tabela (2).
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2.2 A CELULA DE WIGNER-SEITZ E UMA VISAO GERAL DO
PROCEDIMENTO NUMERICO

Vamos utilizar a aproximacao de Wigner-Seitz para descrever
a matéria npe ndo-homogénea(WATANABE; MARUYAMA, 2012). Neste
procedimento, assume-se que a matéria se comporta como uma estru-
tura periddica e resolvemos as equagoes para os campos em uma célula
unitaria, conhecida como célula de Wigner-Seitz (WS). A célula de WS
é construida com a geometria adequada, ou seja, uma esfera em trés
dimensoes (3D), um cilindro em 2D ou uma placa em 1D. A célula tem
carga global neutra e, como condi¢do de contorno, impomos que as de-
rivadas radiais de todos os campos sejam nulas nos contornos da célula;
assim as quantidades fisicas de uma célula sdo suavemente conectadas
as mesmas quantidades nas células vizinhas.

Entao, as equagoes de Klein-Gordon sao resolvidas expandindo-
se 0s campos mesonicos na base do oscilador harménico, em 1D, 2D e
3D. Em 3D consideramos simetria esférica, e em 2D simetria cilindrica.
Temos utilizado uma base com 125 estados, o que tem se mostrado
eficiente. Ap0s a expansdo dos campos, e da substitui¢do destes nas
equagoes de Klein-Gordon, obtemos um sistema matricial. Devido as
caracteristicas deste sistema (tridiagonal) varias rotinas existentes po-
dem ser aplicadas na resolugdo do sistema. A solucdo destas equacoes
nos retorna perfis de densidades para néutrons, prétons e elétrons: em
3D, um dos resultados é uma regido densa no centro da célula composta
por prétons, néutrons e elétrons rodeada por um gas de elétrons. Esta
configuragdo é chamada de gota. Por outro lado, a configuracdo em
3D para a qual a regidao densa estd ao redor de uma regiao gasosa de
elétrons é chamada de bolha. De modo similar identificamos as confi-
guragoes cilindricas e tubulares em 2D. Finalmente, em 1D aparecem
apenas as estruturas planares?.

Os potenciais quimicos sao usados para garantir a neutralidade
de carga, a densidade global fixa, e a fracdo de prétons. Para cada
densidade e fracdo de prétons (que sdo condigdes iniciais) um célculo
auto-consistente é realizado. A geometria correta é determinada se-
gundo o critério de minimizacao de energia: a geometria que resulta na
menor energia livre é a geometria para o pp e Y}, escolhidos.

As figuras (3-7) apresentam cinco perfis tipicos de cada geometria
da pasta nuclear. O eixo das abcissas representa a coordenada radial r

3Neste trabalho utilizamos as tradugdes portuguesas mais comuns para os nomes
destas estruturas, que em inglés sdo: (3D) droplet e bubble, (2D) rod e tube e (1D)
slab.
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para cada geometria. Portanto, » = 0 indica o centro da célula. Estas
figuras foram calculadas para campo B =1 x 10}7 G e Y, = 0.3.

0.09 T

T
protons
neutrons -------
eletrons «-----e

Figura 3: Perfil tipico da geometria gota para campo B = 1 x 107 @
na aproximacao de Thomas-Fermi com Y, = 0.3.

A figura (8) foi calculada por Avancini et al.(AVANCINI et al.,
2008), e mostra o cdlculo na aproximagao de Thomas-Fermi dos perfis
gota e cilindro, com Y, = 0.5, na auséncia de campos magnéticos.
Comparando-se com as figuras (3) e (4) vé-se que estes perfis calculados
a 1 x 10" G mantém caracteristicas semelhantes aqueles, calculados
sem campo magnético. Esta situacao se altera dramaticamente para
campos maiores, como serd visto no capitulo 4.

2.3 APROXIMACAO DE THOMAS-FERMI
2.3.1 Consideragoes Gerais

Antes de utilizarmos a aproximacdo de Thomas-Fermi no caso
nuclear, vamos discutir aqui sua aplicacdo no caso atomico, histori-
camente o primeiro problema fisico no qual foi utilizado este tipo de
aproximacao.

O célculo tedrico de grandezas observaveis atomicas é possivel
apenas se o campo eletromagnético efetivo dentro do atomo é conhe-

4Por exemplo, na tabela (13).
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T
protons
neutrons ---
eletrons

r (fm)

Figura 4: Perfil tipico da geometria cilindro para campo B = 1x 107 G
na aproximagdo de Thomas-Fermi com Y, = 0.3.

0.08 —

0.07

T
protons
neutrons ===
eletrons

r (fm)

Figura 5: Perfil tipico da geometria placa para campo B =1 x 10'7 G
na aproximagdo de Thomas-Fermi com Y, = 0.3.
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0.08 T T
protons
neutrons -
eletrons

r (fm)

Figura 6: Perfil tipico da geometria tubo para campo B = 1 x 107 G
na aproximacdo de Thomas-Fermi com Y, = 0.3.

0.08 T T
protons e
neutrons ------- -~
eletrons e
0.07 & 4
0.06 |- q
0.05 B

r (fm)

Figura 7: Perfil tipico da geometria bolha para campo B =1 x 10'7 G
na aproximacdo de Thomas-Fermi com Y, = 0.3.
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cido, e é claro, um célculo assim é extremamente complicado por ser,
entre outras coisas, autoconsistente: o cdlculo de uma grandeza de-
pende da distribuicdo das cargas que depende do campo efetivo que,
por sua vez, depende da distribuicao das cargas. Durante muito tempo
procurou-se uma forma de aproximagdo para a energia cinética de car-
gas elétricas, onde a energia seria um funcional direto das densidades
das cargas. Procurava-se uma aproximagao que fosse precisa o sufici-
ente e de baixo custo computacional.

A primeira aproximacao a atender estas expectativas com sucesso
foi a aproximagéo de Thomas-Fermi (THOMAS, 1926)(FERMI, 1928). A
teoria de Thomas-Fermi resulta em uma forma funcional para a ener-
gia cinética de um gés de elétrons nao-interagentes submetidos a um
potencial externo V(7). A energia cinética na teoria de Thomas-Fermi
é um funcional da densidade local e é baseada em uma aproximagao
semi-classica.

Por exemplo, seja um sistema de particulas de spin 1/2 unifor-
memente distribuidos no interior de uma caixa de volume arbitrario
V. E seja ¢, a fungdo que representa uma particula, uma onda plana
normalizada no volume dada por

e—i(Et—kw")o_)\

O\ = ﬁ , (2.20)

onde o) é o spin da funcdo de onda, tal que o4 = < (1) ) eo, = ( (1) >

. Entao, a densidade de particulas é encontrada por

TP MGG
Ak

k
“3Q¥P/f@

1 PF 9
==/ K dk | (2.21)

onde substituimos o somatdrio nos momentos por uma integral, e pg in-
dica o momento de Fermi. Assim, a densidade em um sistema uniforme
é
_ Pr
- 3n2

A densidade de energia cinética deste sistema uniforme é dada

(2.22)
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por:

= (2.23)

onde m é a massa do férmion. Entéo, a energia cinética em termos da
densidade é

3
e=LE .y pd/3, (2.24)

Agora, passemos para um sistema nao-uniforme, ou seja, um
sistema no qual a densidade é uma fungdo da posicio n(7). A apro-
ximagao semi-classica consiste em assumir que a densidade possui a
mesma forma funcional de (2.22). Assim, o momento de Fermi torna-
se dependente da posic¢ao:

(2.25)

e a densidade de energia cinética é agora um funcional da densidade

local 5
E[n] — 3pF(r)

10m
O proximo passo na teoria de Thomas-Fermi é relacionar o po-
tencial externo V(7) com a densidade local através da minimizagéo do
potencial termodindmico grande-candnico. Veremos isto mais adiante.

n(7) ~ n°3(7) . (2.26)

2.3.2 Aproximacgido de Thomas-Fermi no Contexto da Matéria
npe Nao-Homogénea

Aqui vamos generalizar o procedimento do caso atomico para o
caso nuclear. A matéria npe ndo-homogénea é tratada na aproximagio
de Wigner-Seitz.

Nas equagdes de movimento dos mésons (2.19), vemos nas fontes
mesoOnicas os seguintes valores locais dos nucleons e dos elétrons: 1/_1113,
12)*1[), @Tngﬁ e 1[)21&6 Aqui aplicamos a aproximac¢do de Thomas-Fermi
identificando estes valores locais com o valor esperado no sistema:
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n(F) = TR = < T (Fp(F) > (2.27)
L e (2.28)
™ Jo

Isto equivale a considerar o mesmo calculo de densidade feito
para um gés uniforme como sendo valido localmente para um gas nao
uniforme. Dito de outra forma, a aproximacao de Thomas Fermi con-
siste em considerar que o sistema se comporta localmente como um gas.
Isto é feito como em (2.27), da seguinte maneira

= pp(P) +pulF) = <P >,

= (M) = pu(®) = <Pimd >,

M = po(7) 4 pe () = <>,

() = <Pl >, (2.29)
<L >= Z ..., 7 = Todos os rétulos de estado(2.30)

onde pp é a densidade baridnica e p3 é a densidade de isospin(TYPEL;
WOLTER, 1999); pp, pn € pe sdo as densidades dos prétons, néutrons e
elétrons, e ps; é a densidade escalar. Usando as expressoes acima po-
demos escrever as equagoes de movimento dos mésons (2.19) na apro-
ximag¢ao de campo médio como

(V24 m)o(F) = gupa(F) — 3ré* ()~ AP, (231)
(=724 m2)Vo() = gups(7) — 3iE0 VS () (232
(— 92+ m2)ho(7) = L pu(7) . (2.33)

9245 (7) = e(py(7) — pel) - (2.34)

As equagbes (2.15,2.18) em conjunto com as equagdes acima,
constituem um conjunto fechado de equacoes que podem ser solucio-
nadas pelo método de Hartree(GAMBHIR; RING; THIMET, 1990). No
entanto, tal procedimento é vidvel apenas para nucleos com poucos

oo
elp
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nucleons e no caso da matéria npe da crosta de estrelas de néutrons®
A ~ 2000. Mas a aproximacgdo de Thomas-Fermi nos permite evi-
tar resolver a equacao de Dirac dos nucleons envolvidos e obter um
método iterativo que nos forneca as densidades das particulas. O pro-
cedimento segundo o qual estamos trabalhando é o seguinte: primei-
ramente estima-se distribuigdes tentativa para as densidades(2.29). As
solugoes das equagoes de Klein-Gordon (2.31), usando estas fontes, nos
retornam os campos mesonicos e um novo campo eletromagnético que
podem ser usados para se calcular o potencial U(7), equagdo (2.16) e
a massa efetiva (2.17). Os potenciais quimicos sdo ajustados em cada
iteracdo para que a densidade barionica global na célula de Wigner-
Seitz seja mantida fixa.

A partir desta solugcdo podemos calcular quantidades fisicas tais
como a energia total, magnetizacdo e valores esperados como o raio
quadratico médio, etc. Nas préximas se¢oes vamos discutir mais deta-
lhadamente estes calculos na presenca do campo magnético.

2.4 SOLUCAO DA EQUACAO DE DIRAC PARA PARTICULAS LI-
VRES NA PRESENCA DE CAMPO MAGNETICO

Vamos a seguir aplicar o procedimento descrito por Melrose(MELROSE;
PARLE, 1983) para encontrar os autovalores das energias dos férmions
submetidos a campos magnéticos fortes.

Em nosso modelo consideramos férmions completamente dege-
nerados, ou seja, a temperatura zero. Além disso, as particulas estdo
sujeitas a um campo magnetlco externo constante - na d1rega06 T3, ga-
rantido pelo potencial vetor A= (Bxl)j, pois B =V x A = Bk.
Portanto, A* é dado por

A" = (A,0, Bx1,0) = (Ao, A) , (2.35)

onde Ag indica o potencial escalar.

A seguir apresentamos a equacao de Dirac de forma generalizada
para prétons e elétrons. Identificamos o sinal da carga por ¢, = +£1,
g = p,e, onde ¢, = +1 e ¢, = —1, e 0 médulo da carga ¢ indicado
simplesmente por e . Neste caso, a equacao de Dirac é dada por

(i0)0t — H,(Z)}(Z,t) = 0, (2.36)

5Calculos deste tipo serdo vistos no capitulo 4.
SNotacdo: 1 =z, x2 =y, 23 = 2
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onde

Hy(Z) = @- {—iV — eqeA} + fmg + U, , (2.37)

e & = (x1,x2,23) indica as coordenadas espaciais. O momento linear
dos férmions sera indicado por 7 = (p1,p2,p3). As energias potenciais
Sao

Ue = — 61407

1
Up =9V — igpbO +edp . (2.38)

A massa m, aqui simboliza a massa dos elétrons, m. ou a massa
efetiva dos protons, M*.

Pode-se mostrar que as componentes pp e p3 do operador mo-
mento linear comutam com o Hamiltoniano (2.37), ou seja

[—i0/ 0z, H,] =0, (2.39)
[—i0/dxs, Hy) =0, (2.40)

porém, a componente p; nao comuta devido a coordenada x; presente
em A. Logo, as autofungoes da energia podem ser autofungoes simul-
taneamente de ps e p3 e o ansatz pode ser escrito como

w;(i:7 t) — f€(xl)ei[€p212+5p3I37(qu+Uq)t] ’ (2.41)

onde a solugdo” para f¢(x;) nos retorna

I I

)
)) eileparatenszs—(e€+Ua)1] (2.42)

onde € = =, e indica a solugdo para particula (+) e anti-particula
(=), porém, como nao consideraremos as solugoes para anti-particulas,
esta notagdo serd suprimida. Os v’s sd@o os polinémios de Hermite.
Os polinémios a serem usados dependem do sinal da carga, tal que
Ng =N — (6‘127“) emg =n-+ @ en =0,1,2,3... A variavel £ é
uma transformacdo de varidveis em termos de z; ®. Por fim, o rétulo
r indica todos os rétulos quanticos deste modelo: n, o, po, p3, onde n
é o chamado ntimero quéntico principal e o, é o spin ao longo do eixo

7A derivacdo completa se encontra no Apéndice A.
8 Apéndice A, equagdo (A.19).
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do campo magnético. A normalizacao é dada por

Ny = / dPx % (F, )T YT 1) = 0nnrOo ot Opyp Opypy, - (2.43)
14

Para que a solucdo da equacgdo de Dirac nao seja uma solucao
trivial, a energia cinética &, esta restringida segundo a condicdo de que

E, = \/P2+mE,. (2.44)

1 1
Mo, = +2n+ 5 = 5eg02)el (2:45)

A quantidade [ = (n+ % — 1¢,0..) é o chamado nivel de Landau.
Portanto o espectro de energia para os elétrons e para os prétons é,

respectivamente,
E. =\/p3 +m?, —eAo, (2.46)
1
Ey =P + 10l + 9:Vo + 50,b0 + Ao - (247)

O espectro de energia do néutron é o usual do modelo de Wa-
lecka, isto é, o de uma particula fermionica livre, encontrado pela
equacgao de Dirac sem a interacdo com o campo eletromagnético. No
entanto, o espectro é alterado pelas interagoes mesonicas:

onde

1
En =vp? + M*2 4 9,Vo = 595bo - (2.48)

2.5 POTENCIAL TERMODINAMICO GRANDE-CANONICO E 0OS
POTENCIAIS QUIMICOS

A partir das solugoes da secdo (2.4), podemos calcular as den-
sidades de nimero de particulas (2.29) e também densidades de ener-
giag. Para a temperatura zero e na presenca de um campo magnético
externo B, as densidades de niimero e de energia, excluida a interacéo,

90s célculos das densidades podem ser vistos no Apéndice C.
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de férmions carregados sdo dadas respectivamente por

Nmax
pa(7) %2 Y. D P (2.49)
o,=+1 n=0
MNmazx q q
- P + &4
2 31,0 2
R =3 [smz(m
o.,=+1 n=0 0z

(2.50)

~ . q 7’ . 7.
Nas expressoes acima, pp.,, , ¢ 0 momento de Fermi para o nivel
com o numero quantico principal n e spin o,. Conforme a condigao
(2.44), o momento de Fermi é dado por

p?«“,n,az = ng - mgLQUz . (2'51)

Veremos mais adiante que as energias de Fermi, £F., sdo encon-
tradas pela fixacdo dos respectivos potenciais quimicos. é importante
notar que os somatérios sobre n sdo interrompidos em 7,,4., 0 qual é o
namero inteiro anterior ao valor de n para o qual o momento de Fermi
é a raiz de um numero negativo.

Como os niveis de energia do néutron nao sao alterados pela pre-
senga do campo magnético(BRODERICK; PRAKASH; LATTIMER, 2000),
a densidade de energia do néutron, sem a interacao, é encontrada por

1 P (7)
€n(F) = = / dp p* /p2 + M* (2.52)
0

nlF) =g PR (IER ) ~ MR (IERG) - M (259)
< zn(fﬂﬂn . (2.54)

A partir da Hamiltoniana (2.14) escrevemos a energia total na
aproximacgao de Thomas-Fermi:

Erp = / e(F) d3r (2.55)
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onde a integracdo é feita em uma célula de Wigner-Seitz, e

()= 3 @)+ elop = p)Aol?) + oy + ) Vol

i=p,n,e

+ 59000 = p)hol) + 3[(F6)? +m26?

Kog Ay loo o 21,2
+§¢ +@¢ —5[(VV0) +my, Vg ]
1

1, - 1. =
] gaVo — 5[(Vb0)2 +m2bg] — 5[(VA0)2 - B* . (2.56)

Utilizando as equagdes de movimento (2.31-2.34), pode-se rees-
crever €(7) como

1 1
()= Y @l + 5ol — pu(M)Ao+ 30pWo  (257)
i=p,n,e
L Legs— Lage o L 1p2

Portanto, na aproximacao de Thomas-Fermi, a energia é um fun-
cional das densidades.

O grande potencial termodinamico é definido como(FETTER; WA-
LECKA, 1971):

T, V,p) = Erp —TS— Y i, (2.59)

i=n,p,e

onde T é a temperatura, S a entropia, u; o potencial quimico da espécie
em questao e N; o nimero de particulas da mesma, na célula de Wigner-
Seitz. Em nosso trabalho estamos utilizando T" = 0, e considerando
todos os férmions temos

QO=Erp— Y ui/d?’r pi(7) . (2.60)

i=p,n,e

A minimizacdo do potencial termodinadmico!® acima, com o vinculo

no numero de particulas, resulta nas equacoes que relacionam as ener-

gias de Fermi com os potenciais quimicos!!:

10Chakrabarty(CHAKRABARTY, 1996) realiza esse procedimento para o modelo
de sacola do MIT, onde os férmions sdo quarks u e d livres.
11O Apéndice D apresenta os célculos para os potencial quimicos.
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n
Pino. + o, + Vo + 505b0 +edo = pp . (2:61)
s==+1 n=0

Nmaz

P, T2, —eAo = pic (2.62)

n,o,

s=+x1 n=0

1
\/p%Q + M*2 + g, Vo — §9pb0 = Hn - (2.63)

As trés equacoOes acima sdo fundamentais na iteracdo numérica.
Elas relacionam as energias de Fermi aos potenciais quimicos e, no caso
de prétons e elétrons, aos niveis quantizados de Landau. Os potenciais
quimicos sao encontrados por um processo de minimizac¢ao numérica de
forma que pp e Y}, sejam fixos na célula de Wigner-Seitz. Esse processo
também nos retorna o ntimero correto de niveis de Landau.

2.6 EQUACAO DE KLEIN-GORDON

Veremos agora as solugoes das equagoes bosonicas. Nosso obje-
tivo central é analisar a matéria npe neutra na formagao das estrutu-
ras da pasta. Para isto, as equagdes de Klein-Gordon associadas aos
campos mesonicos (2.31-2.33) sao resolvidas através da expansdo dos
campos em bases de oscilador harmoénico em 1,2 e 3 dimensoes, de
acordo com a estrutura que estivermos tratando. Utilizamos aqui as
técnicas ensinadas por Y. K. Gambhir, P. Ring e A. Thimet, princi-
palmente a referéncia (GAMBHIR; RING; THIMET, 1990). O apéndice
(F) do presente trabalho contém a solu¢do completa para o caso 3D.
Apresentaremos a seguir um breve resumo da solugao.

As equagaos de Klein-Gordon (2.31-2.33) podem ser todas repre-
sentadas de forma concisa por

(V2 +mQ)|¢ >=|s¢ >, (2.64)
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ou, devido as simetrias que estamos assumindo

(3D) (—ddrz - %d% + mf) C(r) = sc(r) , (2.65)
(2D) (—(Zz - %d% + m?) C(r) = s¢(r) (2.66)
(1D) (—;iz + mf) ¢(r) = se(r), (2.67)

onde ( representa os campos mesonicos ¢, Vj e by, e s¢ representa as
fontes correspondentes, ou seja,

1 1
So =0sPs (7’) - 5”@52 - 6>‘¢3 ) (268)
1
Sy =gup(r) — ?gggvog ) (2.69)
Sp :g?ppg(r) : (2.70)

As equagoes de Klein-Gordon séo resolvidas expandindo-se os campos
em bases do oscilador harmoénico. Em particular, a base do oscilador
3D é dada em termos dos polinomios associados de Laguerre'? £ na

forma, 9

Nno ;172 (T 2 jop?

Gn(r) = 372 L, w2 )€ T/ (2.71)
by B

onde bg é o comprimento do oscilador, r o raio no interior da célula de

Wigner-Seitz (tal que r = |F]), e N,o é a constante de normalizagio.
Portanto, expandindo os campos e fontes correspondentes, temos

Np

((r) = Z an®n(r)

n=1

Np
se(r) = Z bpdn (1) . (2.72)

Substituindo as expansoes (2.72) na equagdo (2.65) obtemos uma
equacgao matricial tridiagonal,

Np
Z Hn’n Ap' = bn B (273)

n’=1

120s Polinémios e algumas relagdes importantes se encontram no Apéndice (E).
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onde

2
+ b2/ (0 +1/2)80 041 (2.75)
+ 05V n(n +1/2)0u i1 - (2.76)

A solugdo de (2.73) nos retorna os coeficientes corretos para as
expansoes dos campos e das fontes. H& muitos algoritimos eficientes
que podem ser utilizados para solucionar equagdes matriciais tridiago-
nais(PRESS et al., 1992). Para os termos nao-lineares das fontes é usado
um procedimento de autoconsisténcia, que pode ser visto na se¢ao (F.2)
do Apéndice.

Hpin = <b32(2(n —1)+ §) + mg) Snin (2.74)

2.7 COEFICIENTE DE TENSAO SUPERFICIAL

O célculo da energia de superficie por unidade de area o, também
chamado de coeficiente de tensao superficial, serd importante na deter-
minacao da geometria dos nicleos na pasta, principalmente no que diz
respeito a transicdo da geometria bolha para a matéria-homogénea.
A derivacdo completa da expressdo para o pode ser encontrada no
apéndice da referéncia (AVANCINI et al., 2010). Obtém-se o a partir
da energia livre de um sistema com um numero fixo de particulas,
N = N,+ N, onde N, e N,, correspondem respectivamente ao ntimero
de prétons e ao nimero de néutrons no sistema. A energia livre para
um agregado de volume V' e superficie S, imerso em uma fase gasosa é

F = Q4 ppNp + pn Np (2.77)
= S0 —CV + upNp + pin Ny, (2.78)

onde C é a constante que corresponde a contribui¢do do volume para
o potencial grande-canonico ). Pode-se identificar C' com a pressao P.
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O potencial grande-canonico é dado por

on far|(2) () (Y] ov e
Sfol() - () ()] e e

e a energia de superficie por unidade de area é

> doo\>  (dVo\®  [dby\?
o= dar|{— ) —|— ) — | — . (2.81)
0 dr dr dr
Rigorosamente falando, a equacdo (2.81) nos retorna precisa-
mente a energia devido a uma superficie plana considerando-se a matéria
semi-infinita, com a interacdo Coulombiana desligada. No entanto, uti-
lizaremos esta expressdo como uma aproximagdo capaz de nos fornecer

o grau de importéncia da superficie no balango energético do nicleo
formado, qualquer que seja sua geometria.



total —
=01 h! protons
£ ‘ neutrons
=, 0.08 o \ electrons

Figura 8: Geometrias gota (superior) e cilindro (inferior). Fracdo de
protons Y, = 0.5. O rétulo total indica a densidade barionica, ou seja,
Po = Pp t Pn-
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3 MAGNETIZACAO E EFEITO DE HAAS-VAN
ALPHEN

At quite uncertain times and places,
The atoms left their heavenly path,
And by fortuitous embraces,
Engendered all that being hath.

- James Clerck Maxwell.

Neste capitulo discutiremos alguns efeitos devido a quantizagao
de Landau. As grandezas importantes nesta analise s&o a magnetizagio
M da matéria e a intensidade H do campo magnético induzido em
relacdo ao campo magnético externo B. A magnetizacdo caracteriza
a resposta da matéria ao campo magnético B, a qual pode atuar,
por exemplo, reduzindo ou aumentando a intensidade do campo in-
duzido(LANDAU; LIFSHITZ, 1982).

Sabe-se que a magnetizagdo da matéria na crosta das estrelas de
néutrons, em geral, ¢ muito pequena quando comparada ao campo B
externo(BLANDFORD; HERNQUIST, 1982). No entanto, a magnetizacao
pode sofrer grandes oscilagdes conforme o campo magnético é alterado
se a energia térmica dos elétrons é menor que o espagamento entre os
niveis de Landau. Este efeito serd explorado mais adiante.

Nossa base tedrica é o amplo estudo da matéria estelar sob cam-
pos magnéticos gigantes feito por Broderick et al.(BRODERICK; PRA-
KASH; LATTIMER, 2000). Os resultados apresentados por Broderick sao
para matéria constituida por barions (n,p) e 1éptons (e,u) em equilibrio
B. E as densidades exploradas sao de 0.5pq, 1pg e 2pg. Ressaltamos que
em nosso caso nao utilizamos equilibrio 5, ainda que tenhamos matéria
nuclear neutra pela adigao de elétrons (matéria npe). Estudamos exclu-
sivamente a pasta nuclear, para a qual levamos em conta as geometrias
adequadas (bolha, gota, etc). A expressdao que relaciona a densidade
de energia total, ¢ = Erpr/V, com a intensidade do campo magnético
e com a magnetiza¢do, em unidades Heaviside-Lorentz!, é(LANDAU;
LIFSHITZ, 1982):

Oe
H(@B>pBB+M’ (3.1)

em que pp € mantida constante.

INeste sistema de unidade a carga do elétron é dada por e = /47 /137.
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O campo magnético necessério para afetar a estrutura de uma es-
trela de néutrons pode ser estimado com andlise dimensional, como en-
sinado por Lai e Shapiro (1991): A energia devido ao campo magnético

B, 2
s (T)E). e

deve ser da mesma ordem de grandeza da energia de ligagao gravitaci-
onal,

Eg ~GM?/R, (3.3)

ou seja
M R -2
18 ( 7 b
B ~2.10 (1.4M@> (10 km) G, (3.4)

onde M e R séo, respectivamente, a massa e o raio da estrela. Cristian
et al. estudam esta correspondéncia entre a estrutura estelar e o campo
magnético na referéncia (CARDALL; PRAKASH; LATTIMER, 2001).
Sabemos que o movimento orbital das particulas carregadas da
matéria é quantizado pelos niveis de Landau. Nesse contexto, pode-se
estimar para qual campo magnético, chamado de campo critico, efei-
tos relativisticos tornam-se importantes no calculo da EOS. O campo
critico é aquele em que a energia de ciclotron das particulas, (para o
elétron eh B/mc), é comparavel a sua massa vezes c¢?. Ou seja, o campo
magnético critico para o elétron, denotado por B¢, é dado por

hB¢
2% _ mec? (3.5)

MmecC

. mec\2 _ hc 13
B (T) X = 4 41x 107G, (3.6)

e para o préton temos o campo critico
B = (m,/m.)>BS = 1,487 x 10 G . (3.7)

Em virtude da ordem de grandeza dos campos que entrardo em
nossos célculos, e também para melhor comparacdo com a literatura
da area, serd conveniente em alguns graficos expressar B em termos de
B¢, ou seja, B* = B/B¢.
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3.1 O0S NIVEIS DE LANDAU COMO QUANTIDADES LOCAIS NA
CELULA DE WIGNER-SEITZ

Como j4 foi mostrado?, o momento de Fermi das particulas carre-
gadas é uma quantidade local na aproximac¢do de Thomas-Fermi. Para
facilitar a nossa discusséo, escrevemos novamente a equagao (2.49) para
a densidade de um férmion carregado:

pq 271'2 Z Z pFn ,0z (38)
o.=+1 n=0

onde o momento de Fermi é

1 1
p(l]’,n,tfz = \/51?‘“2 - mg —2(n+ 5 §6q02)eB y ¢§=Dp,€

As relacbes acima implicam que existe a possibilidade de se en-
contrar uma quantidade diferente de niveis de Landau para cada ponto
da célula de Wigner-Seitz, lembrando que 7,4, interrompe o somatério
antes do quadrado do momento de Fermi tornar-se negativo. As figuras
(9-12) apresentam o numero de niveis de Landau ao longo do raio de
uma célula de Wigner-Seitz com geometria bolha; cada uma das figu-
ras foi obtida para um campo magnético diferente. Estas figuras séo
exemplos tipicos deste tipo de célculo.

Comparando-se as figuras para diferentes campos magnéticos
torna-se evidente um outro efeito da quantizacdo de Landau: quanto
maior o campo magnético, menor o numero de niveis. Observe, por
exemplo, em 7 = 12 fm o préton possui um total de 34 niveis de Landau
para B = 10'7 G, figura (9), e apenas 1 nivel quando B = 1.7 x 1018 G,
figura (12). Este efeito é uma consequéncia direta da forma do mo-
mento de Fermi e da exigéncia de que seu valor seja positivo.

A seguir, apresentamos uma outra consequéncia direta da quan-
tizagdo de Landau. Nossa andlise serd facilitada se observarmos o
nimero de niveis de Landau em um tnico ponto da célula enquanto fa-
zemos o campo magnético variar: escolhemos o ponto central da célula.
Apresentamos na figura (13) o niimero de niveis de Landau, e na figura
(14) alguns valores do momento de Fermi para cada nivel de Landau.

Novamente, observa-se que o nimero de niveis decresce conforme

2Secio 2.3.
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Figura 9: Numero de niveis de Landau para a geometria bolha em
funcao do raio da célula de Wigner-Seitz a densidade p, = 0.095 fm =3
e campo magnético B = 1 x 10'7 G. Parametrizacio NL3 e fracio de
proétons Y, = 0.3.
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Figura 10: nuimero de niveis de Landau para a geometria bolha em
funcdo do raio da célula de Wigner-Seitz a densidade p, = 0.095fm =3
e campo magnético B = 2.56 x 10'7 G. Parametrizacio NL3 e fracio
de prétons Y, = 0.3.
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Figura 11: ntmero de niveis de Landau para a geometria bolha em
funcdo do raio da célula de Wigner-Seitz a densidade p, = 0.095 fm =3
e campo magnético B = 3.34 x 10'7 G. Parametrizacio NL3 e fracio
de prétons Y, = 0.3.
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Figura 12: nuimero de niveis de Landau para a geometria bolha em
funcdo do raio da célula de Wigner-Seitz & densidade p, = 0.095 fm 3
e campo magnético B = 1.7 x 10'® . Parametrizacdo NL3 e fracdo de
proétons Y, = 0.3.
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Figura 13: Numero de niveis de Landau do elétron no centro da célula
de WS, em funcdo do campo magnético para a geometria bolha..
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Figura 14: Momentos de Fermi do elétron no centro da célula de WS,
em funcdo do campo magnético para a geometria bolha.
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se aumenta o campo magnético. No entanto, estas figuras ressaltam
outra consequéncia da quantizacao de Landau. A equagéo (3.8) nos diz
que a densidade em r é igual a soma de todos os niveis de momentos de
Fermi disponiveis em r. Observe na figura (14) que em B = 7.5x10'¢ G,
os dois niveis com valores mais baixos tem momentos de Fermi igual
a 10 e 30MeV, ou seja, possuem uma diferenca de 20MeV. Entao,
quando B = 7.75 x 10'® G, o nimero de niveis cai de de 37 para 36.
Para este campo, os dois niveis mais baixos possuem uma difereca de
~ 12.5MeV . Portanto, a diferenca entre os niveis mais baixos decresceu
com o aumento do campo magnético. Mas, em seguida, quando o
campo chega a 8 x 10'6 G, a diferenca entre os niveis mais baixos
cresce para 15MeV.

220 3
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Figura 15: Momentos de Fermi no centro da célula de WS, em fungdo
do campo magnético para a geometria bolha.

Para campos magnéticos altos esta oscilagdo torna-se mais im-
portante devido ao pequeno ntimero de niveis de Landau: para campos
altos o nimero de niveis é pequeno (1 a 3 niveis), e a diferenga de energia
entre os niveis consecutivos é grande. Considere a figura (15) calculada
para a geometria bolha. Observa-se grande diferenga entre cada um
dos 3 niveis de Landau restantes quando o campo se torna maior que
10'® G. Cada incremento no campo B obriga as particulas a ocupa-
rem novos niveis fazendo com que a densidade local oscile. Este efeito
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quéntico oscilatorio é conhecido na literatura como efeito de Hass-van
Alphen.

3.2 O EFEITO DE HAAS-VAN ALPHEN

O Efeito de Haas-van Alphen (dHvA), nomeado apds sua desco-
berta em 1930 por W. J. de Haas e P. M. van Alphen, é um fenémeno
bastante conhecido tanto experimentalmente quanto teoricamente (SHO-
EMBERG, 1984), e desde sua descoberta tem sido usado como uma po-
derosa ferramenta no estudo de superficies de Fermi e de propriedades
eletronicas. Tem sido muito estudado no dmbito da fase hadronica
das estrelas de néutrons(BRODERICK; PRAKASH; LATTIMER, 2000) e
também da crosta de estrelas de néutrons (BLANDFORD; HERNQUIST,
1982) .

A seguir vemos resultados para campos magnéticos da ordem de
1016 G. Nesta faixa de campos os resultados sdo praticamente idénticos
a um sistema com campo magnético igual a zero. No entanto, pode-
se ver a influéncia do campo B surgindo em pequenas escalas. As
figuras (16-18) mostram a evolucao dos potenciais quimicos de cada
particula. Note o comportamento oscilatério dos potenciais quimicos
de cada espécie inclusive do néutron, ainda que este nao participe da
interagdo eletromagnética e portanto nio interage diretamente com o
campo B. Veremos no préximo capitulo que estas oscilagoes tornam-se
relevantes para campos magnéticos ~ 107 G.

Lembramos aqui que a densidade barioénica na célula de Wigner-
Seitz é constante, no entanto o nimero de barions no interior da célula
nao é constante. A variagio periédica das densidades locais e dos po-
tencias quimicos obriga outras quantidades a variarem afim de manter
a densidade bariénica constante, bem como preservar a neutralidade de
carga. Isto pode ser observado na tabela de figuras (3). Perceba que o
raio da célula de Wigner-Seitz e o nimero de particulas tem o mesmo
perfil de mudanca com o campo magnético.
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Figura 16: Potenciais quimicos em func¢do do campo magnético apli-
cado.

45445

p5=0.095 fm® ——

- |
e AR

4.5442 I ]

Hp
/:
—
———

=

4.54415
4 5 6 7 8 9

B(10'6G)

Figura 17: Potenciais quimicos em func¢do do campo magnético apli-
cado.
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Figura 18: Potenciais quimicos em fungdo do campo magnético apli-
cado.
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Na secdo (2.3) vimos que na aproximacao de Thomas-Fermi a
densidade total de energia é um funcional da densidade de ntmero
de particulas. Isto explica os pequenos saltos na equagao de estado,
apresentada na figura (a) da tabela (3). A diminui¢do da energia livre,
devido ao campo magnético, é uma consequéncia do surgimento dos
niveis de Landau.

Como vimos, o numero de niveis de Landau diminui conforme
se aumenta o campo. Em virtude disto, cresce a degenerescéncia no
sistema e poucos niveis sao populados, levando a uma diminuicao na
energia livre total. Além disso, a diminuicdo da energia livre signi-
fica um estado de particulas mais ligadas e, desta forma, o sistema
gasta mais energia para criar uma superficie na qual as particulas ndo
possuem todos os vizinhos(PROVIDENCIA, 2012). Isto pode ser visto
na figura (b) da tabela (3), onde a energia de superficie cresce com o
campo magnético.

A seguir sdo apresentados os cédlculos da intensidade do campo
H. As figuras (19-23) apresentam os resultados para a parametrizacao
NL3, e as figuras (24-25) apresentam os resultados para TM1. Vé-se
claramente o efeito dHvA, em que a magnetizacdo oscila conforme as
particulas populam novos niveis de Landau, fazendo também o campo
H variar com B. Perceba-se que cada um destes calculos foi feito
para uma densidade barionica diferente, a saber, a densidade para a
qual cada estrutura da pasta deve existir para a fracdo de prétons
Y, = pp/pB = 0.3, com temperatura 7' = 0 na aproximacao de Thomas-
Fermi(AVANCINI et al., 2008). Pode-se ver que, como comportamento
geral para as diferentes estrututras, a magnetizagdo é extremamente
pequena. Percebe-se também que para campos magnéticos baixos,
B* < 10%, as oscilacdes dHvA possuem uma frequéncia alta, consistente
com a grande varia¢cdo no nimero de niveis de Landau. é bastante evi-
dente que para campos préximos de B* = 10 as oscilacdes tendem a
um periodo longo devido ao baixo ntmero de niveis de Landau pois,
tipicamente, nesta regido, tem-se apenas um nivel. A maioria das os-
cilagbes, devido a [4m M /B|, nunca atingem amplitudes maiores que 1%
dos campos B aqui investigados. Este resultado é consistente com os
célculos na matéria homogénea de Broderick et al.(BRODERICK; PRA-
KASH; LATTIMER, 2000). No entanto, para campos baixos, B* ~ 103,
notamos uma consideravel diferenca para a geometria bolha quando
a parametrizagdo é TM1, ver figura (25). A maioria das oscilagoes,
nesta regiao, tem amplitudes em torno de 2%, e as maiores em torno
de 4%. Um comportamento semelhante é encontrado por Broderick
apenas para densidades pp ~ 2pg.
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4 EFEITOS DO CAMPO MAGNETICO NA EOS

There’s two possible outcomes: if the result confirms the
hypothesis, then you’ve made a discovery. If the result is
contrary to the hypothesis, then you’ve made a discovery. -
Enrico Fermi.

Aqui apresentamos os resultados obtidos pelos cdlculos numéricos
implementados para o modelo discutido. Em suma, tratamos de nu-
cleons e elétrons no interior de uma célula de Wigner-Seitz interagindo
segundo o modelo de Walecka nao-linear.

Inicialmente apresentamos alguns calculos de validagdo. A va-
lidacéo é feita para campos magnéticos da ordem de 10'® —10'7 G. Em
tal regido os resultados devem ser idénticos aos resultados obtidos para
campo magnético igual a zero, ja que os campos criticos para elétron e
préton sio!, respectivamente, 4.41 x 102 G e 1.487 x 10%° G .

Apébs isso, passamos ao estudo de transi¢des que ocorrem nas
mais baixas densidades da matéria npe: Transicdo da fase de gotas
para a fase de cilindros. Entao apresentamos os resultados na regiao
oposta da pasta, ou seja, as transicoes que precedem a matéria ho-
mogénea. Assim, estendemos os resultados de Avancini et al.(AVANCINI
et al., 2008)(AVANCINI et al., 2010), pela inclusdo do campo magnético.
Em todos estes casos os campos magnéticos sdo variados dos mais bai-
xo0s até os mais altos de forma que seja possivel ao c6digo numérico
utilizar a cada novo campo calculado parte das solugdes de passos an-
teriores. Tal procedimento tem se mostrado eficaz no calculo de campos
acima de 10'7 G. Em alguns casos, para fins de comparacio, apresen-
tamos célculos com campo magnético zero.

Todos os calculos foram realizados com a parametrizagdo NL3,
e a fracao de prétons é dada por

Y, = pp/pBs (4.1)

onde p, ¢ a densidade de prétons e pp é a densidade baridnica. Fixamos
Y, = 0.3 por ser relevante no estudo da matéria de supernova e de es-
trelas de néutrons(AVANCINI et al., 2010). Também tem-se neutralidade
de carga na célula de Wigner-Seitz, garantida por

Pe = Pp » (4.2)

LCapitulo 3.
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onde p. é a densidade de elétrons na célula.
A energia livre é definida como

F=FErp—TS, (4.3)

mas todos os nossos resultados sdo para temperatura zero, logo F' =
Erp. Além disso, apresentaremos a energia livre por nucleon com a
massa do nucleon subtraida, ou seja, F'//A— M. Esta escala é usada fre-
quentemente na literatura para se comparar os niimeros obtidos as ener-
gias de ligacdo normalmente utilizadas para temperatura zero( AVANCINI
et al., 2008).

4.1 CALCULOS DE VALIDACAO

Para efeito de teste e validacao de nosso cédigo numérico fazemos
aqui uma comparacao entre nossos resultados e os resultados obtidos
por outros algoritmos ja estabelecidos neste campo de pesquisa. Iremos
nos referir ao nosso cédigo como pastaTF-B?. A baixas densidades, na
auséncia de campo magnético, o comparamos ao pastaTF, desenvol-
vido por Sidney S. Avancini. Para densidades pg > 0.1 fm™2, com
campo magnético, o comparamos ao cdédigo tm1eosb, desenvolvido por
Constanga Providéncia.

4.1.1 Comparagao entre pastaTF-B e pastaTF

A figura (26) mostra a primeira valida¢do. O pastaTF fornece
o resultado da energia livre para a geometria bolha na auséncia de
campo magnético (indicado como B = 0). O pastaTF-B foi ajustado
para o campo B = 1 x 10!7 . Essa magnitude de campo corresponde
a B* = 2.2 x 10% e deve fornecer a mesma EOS que o caso sem campo.
Pode-se perguntar porque nao escolhemos campos ainda menores ja
que desejamos um resultado proximo daquele sem campo magnético.
Deve-se lembrar de discussdes anteriores que quanto menor o campo
magnético, maior o niimero de niveis de Landau em cada ponto da
célula. Poderiamos escolher, por exemplo, B = 4.41 x 10 G, que
corresponderia a B* = 100. Nesse caso teriamos cerca de 4000 niveis
de Landau em muitos pontos da célula. Como, em geral, trabalhamos
com 2800 pontos, tais calculos podem ser muito lentos e até impra-

2Acrénimo para Pasta Nuclear na Aprozimacdo de Thomas-Fermi sob Campo
Magnético (B).
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ticaveis. Dai escolhermos um campo que, apesar de alto, se aproxima
muito de um célculo completamente sem campos magnéticos. Esta
correspondéncia pode ser vista claramente na figura (26).

A figura (27) apresenta as energias livres calculadas com o pastaTF-
B para as cinco geometrias da pasta, também sob B = 1x10'7 G. Pode-
se perceber que em certas regioes um tipo de geometria pode favorecer
uma energia livre menor. Por exemplo, no intervalo (0.0325,0.0375) fm =3
(mostrado no detalhe da figura) pode-se ver a inversdo entra as ener-
gias das fases cilindro e placa, culminando na transicdo de fase quando
a energia livre da fase placa passa a ser menor. Este é justamente o
critério para a determinagao das fases da pasta nuclear e, dado o campo
magnético escolhido, podemos comparar estes resultados aos resultados
estabelecidos na literatura da drea. A tabela (4) apresenta na figura
(a) os resultados da referéncia (AVANCINI et al., 2010). A figura (b)
corresponde aos calculos da figura (27) com T = 0. A transigdo para a
matéria homogénea nao é apresentada nesta figura, isto serd discutido
mais adiante.
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4.1.2 Comparagao entre pastaTF-B e tm1eosb

Agora passamos & comparagdo com o coédigo tmleosh. Este al-
goritmo realiza o cdlculo da EOS para a matéria baridnica (n,p) ho-
mogénea. Para efetuar a comparacgdo, retiramos os elétrons de nosso
modelo e fixamos o campo magnético em B = 10'7 G. Tanto para o
tm1eosb quanto para o pastaTF-B, foi utilizada a parametrizacao N L3

A figura (28) mostra as curvas de energia livre por particula em
fungdo da densidade, para diferentes estruturas da pasta. Vé-se que
ambos os algoritimos concordam bem onde a densidade deve favorecer
o surgimento da matéria homogénea, em torno de p = 0.1 fm 3. Cabe
aqui uma observagdo. Note que em certo ponto a curva da geometria
bolha passa a seguir perfeitamente a curva para matéria homogénea,
calculada pelo tm1eosb. Isto acontece por que o é funcao de derivadas
espaciais dos campos, equagao (2.81). O programa naturalmente, a
certa densidade, obtem solugoes homogéneas e, portanto, as derivadas
resultam em zero e consequentemente o se iguala a zero. A partir de
entao desaparece a pasta e todos os calculos correspondem a matéria
homogénea, dai que a EOS se iguale ao calculo do tmIeosb. Pode-
se mostrar isto de duas formas: pelo perfil de densidade na célula de
Wigner-Seitz ou pela curva da energia de supeficie. A tabela (5) mostra
uma sequéncia de perfis para densidades diferentes, dispostas em ordem
crescente, para a geometria bolha. Perceba como o perfil das particulas
ocupa cada vez raios maiores até que, na figura (f), se chega & matéria
homogénea.

Observando a figura (29) vé-se que a transi¢gio para a matéria
homogénea acontece no momento em que a energia de superficie o cai
a zero. Este serd nosso critério na determinagao de transicoes de fase
para a matéria homogénea.
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4.1.3 Calculo da Energia de Superficie com o pastaTF-B

Na secao (2.7), deste trabalho, foi dito que o cdlculo da energia
de superficie, equagdo (2.81), é rigorosamente correto apenas para a ge-
ometria placa com a interagdo Coulombiana desligada. Nas préximas
secoes utilizaremos esta equagdo para outras geometrias e levando em
conta a interacdo Coulombiana. Tais resultados devem ser interpreta-
dos como informacdes qualitativas e aproximadas dos sistemas estuda-
dos.

Na presente se¢ao apresentamos resultados rigorosamente validos
para o calculo da energia de superficie, ou seja, desligamos a interagéo
Coulombiana e escolhemos a geometria placa. Estes cdlculos foram rea-
lizados para as duas parametrizagoes, TM1 e NL3, e para duas fracoes
de prétons, ¥, = 0.3 e Y}, = 0.5. Estes resultados podem ser vistos
nas figuras (30) e (31). Vé-se que estes resultados servem de validacdo
do cédigo numérico e, ao mesmo tempo, mostram resultados novos.
Como ja foi dito, para campos magnéticos ~ 10'7 G os calculos para a
EOS deste modelo devem corresponder a cédlculos em que nao se leva
em consideragdo campos magnéticos. Isto pode ser visto em ambas as
figuras. Para campos baixos os valores de ¢ permanecem préximos dos
valores de referéncia calculados sem campo magnético, apresentados na
tabela (6). Note-se que o valor de o comeca a se alterar de forma mais
dramética nas proximidades de ~ 10'® G. Serd mostrado mais adiante
que este crecimento na energia de superficie estd ligado & diminuig¢ao
na energia livre. Também serd mostrado que a espessura da pele de
néutrons diminui com o aumento do campo.
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4.2 TRANSICAO GOTA/CILINDRO

Nesta se¢ao procuramos investigar os efeitos do campo magnético
sobre a densidade de transicdo da geometria gota para a cilindro. Pri-
meiramente, determinamos com maior precisao em qual densidade a
transicao acontece para campos magnéticos baixos, e entao investiga-
mos o que acontece quando o campo magnético é aumentado. A figura
(32) mostra nossa primeira tentativa neste sentido. Esta figura apre-
senta a diferenca entre a energia livre da geometria cilindro e a energia
livre da gota. Assim, quando esta diferenca é positiva a fase é gota, e
se é negativa a fase é cilindro.

0.003

.16
B=1.0x101°
B=1.9x10;8 -~
B=5.5x101°
L B=9.1x10 i
0.0025 Bt 0x1017 ————
S L h i
o 0002
=3
=
< 00015 [ B
=
o
o
5
2 o001 E
)
° ~ N
e >
i 0.0005 | i
0 S
-0.0005 . . . . ~
0.0192 0.0193 0.0194 0.0195 0.0196 0.0197 0.019¢

p (fm?)
Figura 32: Diferenga entre as energias livre gota e cilindro.

A figura mostra que a transi¢ao ocorre entre as densidades 0.0196
e 0.0197 fm~3. A figura também parece sugerir que a densidade de
transicao decresce, de modo mais ou menos regular, conforme o campo
magnético é incrementado. No entanto, mostramos a seguir que este
nao ¢ o caso.

Calculamos, no intervalo indicado acima, a densidade em que a
transi¢do ocorre para uma série de campos magnéticos. A grandeza
pt = p:+(B) na figura (33) indica a densidade de transigdo gota/cilindro
em funcao do campo magnético. Para facilitar a comparagao com B =
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0, a figura (34) mostra os resultados para o cdlculo

5pi(B) _ (pr — pot) (4.4)

Pot pPot

onde pg; = p(B =0).

Pode-se ver, em (34) e (33), o chamado efeito de Hass-van Alphen?
- a medida que as diferencas de energia entre niveis consecutivos au-
menta, devido ao aumento do campo magnético, os saltos na densidade
de transi¢io aumentam. A seguir estendemos o cdlculo para campos
magnéticos maiores; a figura (35) mostra que o comportamento osci-
latério persiste também neste caso.

As figuras seguintes, (36) e (37), apresentam a energia livre e
a energia de superficie, respectivamente. Novamente, vemos que es-
sencialmente F' diminui com B devido ao aparecimento dos niveis de
Landau com grande degenerescéncia. Consequentemente a energia de
superficie 0 aumenta com B. Em seguida, vemos os raios médios do
agregado e das distribui¢oes de néutrons, prétons, e elétrons em cada
geometria, figuras (38-45). O célculo é feito segundo a equagéo

<r?>= /er(r)dr//p(r)dr, (4.5)

onde a integral é tomada na célula de Wigner-Seitz. As figuras apre-
sentam a raiz quadrada deste cdlculo, para a qual utilizamos a notacao
< r >. Para ambas as geometrias vemos o seguinte comportamento.
Como a energia de superficie aumenta com B e, no entanto, o nimero
de particulas na célula varia muito pouco, o raio médio bariénico da
gota diminui. Uma energia superficial maior significa que os néutrons
nao podem se espalhar na célula, e a neutron drip tem mais dificuldade
em acontecer. Os prétons sentem a for¢a Coulombiana e distribuem-se
melhor no interior do nicleo. Como os néutrons estdo cada vez mais
obrigados a se comprimir na gota devido a superficie, eles acabam por
seguir mais fortemente os prétons. Assim, a pele de néutrons se reduz
com o aumento do campo B, como pode ser visto nas figuras (46-47). A
pele de néutrons é definida simplesmente como o moédulo da diferenca
entre os raios dos protons e dos néutrons para os quais as respectivas
densidades sao iguais a zero, ou seja,

© = |ron — rop| , (4.6)

onde 7o, = 7(pn = 0) e rop = 7(pp = 0). O médulo serve apenas para

3Secdo 3.2.
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lembrar que para as geometrias bolha e tubo a distribuicao das particulas
estd invertida. Nestes casos, as solugoes encontradas mostram a pele
de néutrons no interior do nucleo.

Quanto aos elétrons, estes permanecem espalhados de modo quase
uniforme na célula, ainda que haja uma oscilagdo em seu raio médio,

figuras (41) e (45).

17
0.0198 B (10 G)

oots7 NN / \

VARl IRTAVENE
RN
I \\

0.01945

o, (fim?)

0.0194
0 0.5 1 1.5 2

Figura 33: Densidade de Transicio gota/cilindro em fungéo de B.
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Figura 34: Variacdo da densidade de transicdo gota/ cilindro em relagdo
a densidade de transi¢io para B = 0, segundo a equagdo (4.4).
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Figura 35: Variacao da densidade de transicdo gota/ cilindro em relagdo
a densidade de transicao para B = 0.



91

16.4

G +
1.0x10]§G x
16.3 « 1.0X1016G *
4 50x10/°G 0
162 % 3 6-0"10168 o
2| 4 7.0x10 .
. ¥ 6 8.0x10/°G
1o % 8 ¥y ¢ o9 9.0x107 G
L * & o - 7 1.0x10 v
LI § o 2 11x1017G -
16 L * é ¥ &0 2 8 1 12x100G e
— iy 2e o8 1.3x1017 G
2z . 8 § 3588 1.4x10)7G ©
159 5 o o © 1 1sx10i7G
= % ¥ 6 % g 1.6x1017G  ©
= B T o8 e 1.7x10)7G  ©
<.: 15.8 F . ¥ o g s . 18x1017G N
< ¥ 592 1.9x10}7 G
o, 5 2 o g 2.0x10'8 G
LT * ¥ 6 o 2 7
[l ¥ e o
X 6 92 &
1B6F ¢ ¥ 5 oo 2 0 g
i ° 2 &
155F 2 & © 8
Q [}
g o
154¢ ° g
153 ! ! ! !
0.018 0.0184 0.0188 s 0.0192 0.0196
p(fm™)

Figura 36: Energia de superficie para a transi¢do gota/ cilindro.

4.3 TRANSICAO TUBO/BOLHA

Para a transigdo tubo/bolha, investigamos o intervalo de densi-
dades [0.061,0.071] fm~3, pois como indica o grafico (28), a transi¢io
deve ocorrer em torno de p = 0.07 fm~=3. O campo magnético foi
iterado no intervalo [1017,1018] Gauss. As figuras (48-51) apresentam
algumas grandezas calculadas. Para este caso vé-se novamente que a
energia livre, figura (48), diminui devido ao campo magnético. A ener-
gia de superficie, figura (49), cresce devido ao campo magnético. Vé-se
que o nimero de particulas no interior da célula de Wigner-Seitz sofre
uma grande mudanca quando se da a transi¢cdo para a geometria bolha.
Essa diferenca se deve principalmente a mudanca no raio da célula, fi-
gura (51). O raio é determinado no momento em que se encontra as
solucbes para os campos no interior da célula, exigindo-se que a densi-
dade e a fracdo de protons seja constante. Neste caso o raio cresce e,
portanto, o niimero de particulas também deve aumentar para que os
vinculos globais permanecam constantes.

A tabela (7) apresenta a densidade de transicao (p;) entre as ge-
ometrias. Também apresenta a o célculo dp(B)/por = (p(B) — pot)/pot,
onde po;r = pi(B = 0). Vé-se que a densidade de transi¢do nio varia
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Figura 38: Raio médio dos barions, geometria gota.
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Figura 39: Raio médio dos néutrons, geometria gota.
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Figura 41: Raio médio dos elétrons, geometria gota.
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Figura 42: Raio médio dos bérions, geometria

cilindro.
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Figura 43: Raio médio dos néutrons, geometria cilindro.
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Figura 45: Raio médio dos elétrons, geometria cilindro.
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Figura 47: Pele de néutrons da geometria cilindro. Parametriza¢do
NL3 e Y, = 0.3.

mais do que 3% no intervalo investigado. As tabelas (8) e (9) apre-
sentam os perfis de densidade e o nimero de niveis de Landau para
as respectivas geometrias, calculados a B = 10'7 e 10'® Gauss. Vé-se
nestas figuras a redistribuicao das particulas no interior da célula e a di-
minui¢do do niimero de niveis de Landau devido ao aumento do campo
magnético. é importante perceber que em ambas as geometrias tem-se
apenas um nivel de Landau para o elétron, em toda a célula, quando o
campo é B = 10 G; mas, apesar disso, a densidade do elétron nao é
uniforme no interior da célula.

A tabela (10) apresenta os célculos da pele de néutrons para as
geometrias tubo e bolha. A anélise é um tanto complicada e precisa-
mos do auxilio da tabela (7), que apresenta as densidades de transicao
tubo/bolha em fungdo do campo B. Vé-se que o cilculo da pele de
néutrons foi realizado para a densidade pp = 0.069 fm 3, uma densi-
dade bastante préxima da densidade na qual ocorre a transigao tubo/bolha,
quando o campo magnético estd préximo de 10'7 G. Entdo, con-
forme o campo magnético é aumentado pode acontecer de a densidade
pp = 0.069 fm™2 ser mais favordvel para uma geometria do que para
outra. Na tabela (7) vé-se, por exemplo, que aproximadamente no
intervalo B = [0.4,0.5] x 10*® G a geometria favoravel é tubo. Anali-
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sando a figura da pele de néutrons para esta geometria vé-se que neste
intervalo a pele de néutrons decresce. Assim como no caso da transi¢dao
gota/cilindro, essa redugéo da pele de néutrons estd ligada ao aumento
na energia de superficie devido ao campo magnético, o que obriga os
néutrons a se espalharem menos na célula de Wigner-Seitz. A mesma
analise pode ser feita para a pele de néutrons no caso da geometria
bolha. No intervalo B = [0.5,0.6] x 10'® G a geometria bolha é a mais
favoravel de acontecer com a densidade 0.069 fm~3. Percebe-se que
neste intervalo de campo a pele de néutrons decresce para a geometria

bolha.
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Tabela 7: Densidade de transi¢do tubo/bolha em fungdo do campo
magnético. Parametrizacdo NL3 e Y, = 0.3.

Transition Tube-Bubble
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4.4 TRANSICAO BOLHA/MATERIA-HOMOGENEA

Aqui exploramos o intervalo de densidades [0.095,0.11] fm =3
com o objetivo de flagrar a transigdo bolha/matéria homogénea. O
campo ¢ iterado no intervalo [1.1017,3.10'%] G. A analise da EOS, fi-
gura (52), é semelhante ao que se viu anteriormente, ou seja, o campo
magnético diminui a energia livre. A figura (53) mostra que a energia
de superficie, em geral, aumenta devido ao campo magnético, embora
oscile de forma diferente para algumas densidades. Com base nos valo-
res de o criamos as figuras (54) e (55), onde apresentamos as densidades
de transi¢do bolha/matéria-homogénea pelo campo magnético. Pode-
se ver que, para os campos magnéticos aqui explorados, a densidade
de transicao para a matéria homogénea pode variar até 4%. Vé-se que
o campo magnético pode aumentar a fase da pasta fazendo com que
exista a densidades maiores. Porém, este calculo é feito com tempe-
ratura zero e ja foi demonstrado que a pasta tende a diminuir com o
aumento da temperatura(AVANCINI et al., 2010).

Para os resultados a seguir, figuras (56-59), fixamos a densidade
bariénica em pp = 0.095fm 3. Para esta densidade, segundo a figura
(57), a transicdo ocorre por volta de B = 3.25 x 10'® G, quando a
energia de superficie cai a zero.

Nestes resultados pode-se ver o papel dos niveis de Landau nas
oscilagoes de grandezas globais, como o nimero de particulas ou do raio
da célula de WS. Como exemplo, destacamos os perfis de densidades e
de niveis de Landau para os campos magnéticos B, = 1.426 x 10'® G
e B, = 1.738 x 10'® G. Vé-se, nas tabelas (11) e (12), que tanto o
préton quanto o elétron possuem 2 niveis de Landau em B, e apenas 1
nivel em B;. Esta mudanca de nivel causa um variagao nas densidades
ao longo da célula de WS, como pode ser visto na mesma tabela. Nas
figuras (60-62), vemos que em B, o potencial quimico do néutron estava
aproximadamente em um maximo ao passo que o potencial quimico do
préton estava em um minimo. Para By, quando o ntimero de niveis cai a
1, os potenciais quimicos do préton e do elétron aumentam. Todas estas
quantidades variam de forma a manter os vinculos globais constantes,
ou seja, Yy, e pp. Vé-se também que todos os potenciais quimicos sofrem
mudangas drasticas na transi¢do bolha/matéria-homogénea.



Tabela 10:
Inferior:

0 [fm]

@ [fm]

2.1

25

0.5

Espessura da pele de néutrons.
Ambas foram calculadas para a densidade
0.069 fm~3.Parametrizagao NL3, Y, = 0.3.

Bolha.

Superior:

Neutron Skin Thickness - Tube
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Tubo;

I 0.069 fm'é —
/\
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Figura 54: Densidade de transigdo bolha/matéria-homogénea em
funcdo do campo magnético. Parametrizacdo NL3 e Y, = 0.3.

Por fim, apresentamos duas tabelas. A primeira tabela, (13),
apresenta uma série de perfis de densidades na célula de Wigner-Seitz,
para varias densidades e campos magnéticos. Percebe-se nesta sequéncia
de figuras como o campo magnético pode modificar grandemente os
perfis de densidades. Em alguns casos até mesmo o elétron torna-se
mais denso na parede da bolha, como pode-se ver para B = 3.10'%G e
pp = 0.095fm=3. Vé-se também que para B = 3.10'8G surge uma es-
trutura intermediaria entra a fase de bolha e a fase homogénea a partir
de pp = 0.09875fm 3. Pode-se ver na tabela (14) os niveis de Landau
correspondentes a estas densidades e campos calculados.
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Variagdo da densidade de transicdo bolha/matéria-

homogénea em fungdo do campo magnético em relagdo a densidade
de transicao para B = 0. Parametrizacao NL3 e Y}, = 0.3.
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Figura 56: Energia Livre em funcdo do campo magnético. Parame-
trizagdo NL3, Y, = 0.3. Densidade barionica pp = 0.095 fm=3.
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0.8 3
pp=0.095 fm™~ ——
0.7 - B
0.6 - B
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B (10'8G)

Figura 57: Energia de Superficie em funcdo do campo magnético. Pa-
rametrizacao NL3, Y}, = 0.3. Densidade barionica pp = 0.095 fm=3.
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Figura 58: Numero de Barions em fungdo do campo magnético. Para-
metrizacdo NL3, Y, = 0.3. Densidade barionica pp = 0.095 fm=3.
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Tabela 11: Perfis de densidade e de niveis de Landau para geometria
bolha. Parametrizagdo NL3. Y, = 0.3. B = 1.426 x 108 G.
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Tabela 12: Perfis de densidade e de niveis de Landau para geometria
bolha. Parametrizagdo NL3. Y, = 0.3. B = 1.738 x 108 G.

B, =1.738 x 10'® G
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RWZ (fm)

- —
s pp=0.095 fm )

10° 10!
B (10'7G)

Figura 59: Raio de Wigner-Seitz em func¢ao do campo magnético. Pa-
rametrizacao NL3, Y}, = 0.3. Densidade barionica pp = 0.095 fm=3.
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Figura 60: Potenciais quimicos dos nucleons em fung¢do do campo
magnético. Geometria bolha com parametrizacdo NL3 e Y, = 0.3.
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Figura 61: Potenciais quimicos do préton em funcdo do campo
magnético. Geometria bolha com parametrizacio NL3 e Y}, = 0.3.
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Figura 62: Potenciais quimicos do néutron em funcdo do campo
magnético. Geometria bolha com parametrizacdo NL3 e Y}, = 0.3.
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Figura 63: Potenciais quimicos do elétron em funcdo do campo
magnético. Geometria bolha com parametrizacdo NL3 e Y}, = 0.3.
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5 NOTAS EM CONVERGENCIA NUMERICA

5.1 FLUTUACOES NUMERICAS EM TRANSICOES

Com a inclusdo do campo magnético espera-se, como vimos, al-
teragoes nas densidades de transicdo de uma estrutura da pasta para
outra. Aqui investigamos, como exemplo, a convergéncia da transi¢ao
gota/cilindro. Sem campo magnético a transi¢io de gota para cilin-
dro é observada préximo de p = 0.0196 fm 2, como foi visto na secdo
(4.2). Vimos também que mesmo para campos magnéticos altos a den-
sidade de transicao variou no mdximo 4%. Assim, podemos testar a
estabilidade de nosso cédigo em regioes onde nao se espera transicao.

é o que fazemos a seguir, de modo que geramos os graficos mos-
trados nas figuras (64-66).

roplet

Rods

[Slabs

[Tubes

Bubbles

.
1e+16 1e+17 1e+18
B (Gauss)

Figura 64: Transicoes para pg = 0.015fm 3.
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roplets

Rods

Slabs

Tubes

Bubbles

1e+16 1e+17 1e+18
B (Gauss)

Figura 65: Transicdes para pg = 0.019fm 3.

Droplets

od:

Slabs

Tubes

Bubbles

|
1e+16 1e+17 1e+18
B (Gauss)

Figura 66: Transicdes para pg = 0.020fm 3.
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Como pode ser visto nestas figuras, existem flutua¢oées de uma
estrutura para outra. Estas flutuacoes se devem apenas a imprecisoes
numeéricas causadas pela grande proximidade entre as curvas de ener-
gia livre para gota e cilindro. Mostramos a seguir que este problema
pode ser resolvido com um nimero maior de pontos de integragdo dos
campos.



124

5.2 NUMERO DE PONTOS DE INTEGRACAO

Para resolver o problema da flutuacdo mencionada anteriormente
aumentamos o numero de pontos na integragao dos potenciais. Para
o primeiro teste fixamos a densidade em 0.020 fm 3. Escolhemos esta
densidade por ter apresentado um grande ntumero de flutuacoes. A
figura (67) mostra o resultado para escolhas diferentes do numero de
pontos de integragdo. Nota-se que o aumento no ntmero de pontos
tem efeito sobre as flutuagoes. Vé-se que a flutuacao préxima de B =
3 - 107G foi extinta tanto para 2500 quanto para 2800 pontos. A
flutuacdo préxima de B = 4 - 107G teve sua largura reduzida com
o aumento de pontos. Além disso, o coédigo conseguiu convergéncia
até préximo de B = 6 - 107G com 2800 pontos, o que ndo havia sido
possivel com a escolha de um nimero menor.

1800 Pontos
2500 Pontos -~
2800 Pontos --------
Droplets
Rods
1
1e+16 1e+17

B (Gauss)

Figura 67: Fases da pasta em fun¢do do campo magnético para den-
sidade p = 0.020fm 3. Cada resultado foi calculado com um ntimero
diferente de pontos na integracdo dos potenciais.

A figura (68) mostra a diferenga entre as energias livres calcula-
das para as geometrias gota e cilindro. As flutuag¢des de uma geometria

1e+18
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para a outra acontecem quando a curva mostrada se torna negativa.
Pode-se ver pelo grafico que as diferengas negativas sdo extremamente
pequenas, praticamente iguais a zero. O aumento do nimero de pontos
de integracao altera o perfil da curva e a impede de se tornar negativa.

0-006 (F F..4.) 1800 Pont '
droplet ~ "rods; ontos
droplet ~ rods) 2500 Pontos -------
droplet ~ Frods) 2800 Pontos -------
0.005 | B
H
0.004 - i R
i
i

TP

et

F/A-M(MeV)
o
o
8

s

0.002

0.001

=

0 . —
1e+17 1e+18

1e+16
B (Gauss)

Figura 68: Diferenca entre a energias livres da geometria droplet e rod

em funcdo do campo magnético.

Se desejamos apenas a EOS em determinada regido de densi-
dade em que sabemos previamente ndo haver transicdo de fase, basta
escolher a estrutura esperada, e neste caso, o nimero de pontos de inte-
gragdo nao necessita ser exageradamente grande. Porém, informacdes
a respeito da estrutura da pasta (o, p;, RWZ, etc) exigem um cui-
dado maior. O teste mostrado aqui serve como guia para determinar
o numero de pontos necessarios para determinado campo magnético.
Por exemplo, 2800 pontos é um bom numero de pontos para campos
magnéticos abaixo de 10'® G. Para a grande maioria dos resultados
apresentados em se¢oes anteriores a esta, onde havia campos maiores e
a possibilidade de transicao, utilizamos em geral 3000 pontos. Nimeros

maiores que este, embora desejiveis, tornam o tempo de maquina ex-

tremamente grande.
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6 CONCLUSAO

It’s more fun to arrive a conclusion than to justify it. -
Malcolm Forbes.

Neste trabalho aplicamos a aproximacao de Thomas-Fermi a
matéria npe nao-homogénea, obtendo informactes de sistemas com
grande numero de particulas submetidas a campos magnéticos gigan-
tes. Para a EOS utilizamos o modelo de Walecka ndo-linear. Para a
maioria dos resultados pertinentes ao comportamento da EOS devido
a um campo magnético externo, utilizamos a parametrizacdo NL3 que,
entre outras coisas, nao leva em conta os termos de auto-interagao do
méson w. Para as densidades estudadas, 0.1p9 — 1.0pg, surgem no inte-
rior da matéria mpe estruturas conhecidas coletivamente como pasta. O
estudo da pasta é importante para modelos baseados em coexisténcia
de fases, e o nosso trabalho é o primeiro a estudar o comportamento
da pasta na presenca de campos magnéticos.

Em nossos primeiros resultados determinamos os intervalos de
densidades nos quais surge cada tipo de fase no interior da pasta (gotas,
bolhas, tubos, cilindros e placas) para campos magnéticos em torno de
10'7 G. Tal resultado, mostrado na figura (27) e na tabela (4), nos ser-
viu de validagao do cédigo numérico pois confirmou duas caracteristicas
consequentes da quantizacao de Landau: campos magnéticos da ordem
dos campos criticos possuem um enorme numero de niveis de Landau e,
como consequéncia, a quantizagdo nao fica evidente; além disso, nesta
faixa de campos a EOS nao é consideravelmente afetada e, portanto,
as estruturas da pasta devem surgir nos mesmos intervalos de densida-
des de um céalculo que nao leve em conta campos magnéticos. Assim,
foi possivel comparar estes resultados aos resultados ja existentes na
literatura da area, onde a estrutura da pasta é calculada sem os niveis
de Landau. Nossos resultados foram idénticos, servindo de validagao
do cédigo numérico. Foram feitas outras validagées como calculos na
fronteira da matéria homogénea na presenca de campos magnéticos, e
célculos da magnetizacdo para véarios campos. Todos estes resultados
permanceram dentro do esperado.

Mas, de fato, o principal objetivo deste trabalho estd na ob-
tencao do comportamento da pasta para campos superiores aos campos
criticos. Para estes campos o niimero de niveis de Landau cai acentu-
adamente, chegando a restar apenas um nivel para campos superio-
res a 10'® G, ver tabela (11). Para campos desta ordem foi possivel
mostrar que, para todas as geometrias estudadas, a energia livre do
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sistema diminui devido ao campo magnético (B), ver figuras para a
EOS das transigdes gota/cilindro (36), tubo/bolha (48) e bolha/matéria-
homogénea (52). Por outro lado, a energia de superficie cresce com o
aumento de B, ver transi¢do gota/cilindro (37), transicdo tubo/bolha
(49), transi¢do bolha/matéria-homogénea (53). Este aumento na ener-
gia de superficie afeta a distribui¢ao das particulas no interior da célula
e faz a pele de néutrons diminuir, ver tabela (10), figura (46) e figura
(47). Como o nimero de niveis de Landau diminui conforme se aumenta
o campo, cresce a degenerescéncia no sistema'. Assim, poucos niveis
de Landau sdo populados, levando a uma diminui¢do na energia livre
total. A diminui¢do da energia livre significa um estado de particulas
mais ligadas e, desta forma, o sistema gasta mais energia para criar
uma superficie na qual as particulas ndo possuem todos os vizinhos, e
assim o pardmetro o da energia de superficie aumenta quando o campo
magnético aumenta. A partir dos cdlculos dos perfis de densidades na
célula de Wigner-Seitz mostra-se entdo que a pele de néutrons dimi-
nui pois os néutrons estao se espalhando menos na célula. Lembramos
que a equacao utilizada para a energia de superficie é derivada para
a geometria placa. O calculo para esta geometria foi realizado para
ambas as parametrizacoes, NL3 e TM1, e para as fragoes de prétons
Y, = 0.3 e Y, = 0.5. Todos estes célculos confirmaram o aumento na
energia de superficie para B > 10'7 G, obtendo resultados draméticos
para B > 108 G, ver figuras (30) e (31).

Ha quantidades que, devido a quantizagao, variam de forma mais
complicada e oscilam com o aumento de B. Resultados importan-
tes deste tipo foram obtidos nas fronteiras entre as fases no interior
da pasta. O aumento da degenerescéncia das particulas carregadas
(prétons e elétrons) faz surgir o efeito oscilatério conhecido como efeito
de Haas-van Alphen. As quantidades que apresentam este efeito de
forma mais evidente sdo a magnetizagao, ver figuras (19-25), RWZ, ta-
bela (3) para B ~ 1016 G e figura (59) para B ~ 10'8 G, e as densidades
de transicdo entre as fases, figuras (33-35). As densidades de transicao
sao particularmente interessantes visto que determinam a extensao da
pasta em um intervalo de densidades, informacdo que pode ser utili-
zada para determinar a extensao da pasta na crosta de magnetares.
As oscilagoes encontradas nas densidades de transigdo entre as geome-
trias podem representar grandes alteragdes na extensao da pasta. Além
disso, pequenas variagées no campo magnético ao qual a pasta esta sub-
metida dao origem a mudancas eldsticas na matéria, por exemplo, nos
raios médios dos nticleos (ou bolhas). Existe a perspectiva de trabalhos

IVer secao (3.2).
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futuros no que diz respeito a estes efeitos com origem na variacdo do
campo magnético. Possivelmente tais oscilacdes possam desempenhar
algum papel nos starquakes? e nas emissoes de raios-X observados em
magnetares. Neste contexto precisaremos estender o presente traba-
lho para outras parametrizacoes, tais como FSU(TODD-RUTEL; PIEKA-
REWICZ, 2005) e GM3(GLENDENNING; MOSZKOWSKI, 1991), e incluir
o equilibrio 5 em nossos céalculos, fenomeno de grande importancia no
estudo de estrelas de néutrons. Sabe-se que para algumas parame-
trizagoes a estrutura da pasta é completamente diversa da que estuda-
mos no presente trabalho(AVANCINI et al., 2008).

Quanto ao estudo da magnetizagdo, obtivemos resultados com
as parametrizagoes TM1 e NL3. Tais resultados confirmaram algumas
caracteristicas gerais da magnetizagao encontradas por Broderick et
al.(BRODERICK; PRAKASH; LATTIMER, 2000) no contexto da matéria
homogénea. Porém, nossos resultados também apresentaram diferencas
especificas para cada geometria, por exemplo, amplitudes maiores nas
oscilagoes da magnetizagdo para baixas densidades. Como perspectiva
futura pretendemos estender estes calculos, e investigar a magnetizagao
em um intervalo maior de campos magnéticos. Um dos interesses, neste
caso, estd em saber para qual campo magnético a pasta deixa de estar
magnetizada e se existe alguma regido com magnetizacdo permanente.

Concluindo, nossos resultados mostraram claramente a importancia
de se levar em conta campos magnéticos no calculo da EOS da matéria
assimétrica neutra, npe, principalmente para campos acima de 10'® G.
Mostramos que a energia livre tende a diminuir com o aumento do
campo magnético, ao passo que a energia de superficie tende a aumen-
tar. Calculamos a pele de néutrons e constatamos a correlagdo entre o
aumento na energia de superficie e a diminuicdo na pele de néutrons,
para algumas geometrias. Apresentamos também o aparecimento do
efeito de Haas-van Alphen, quando a magnetizacdo da matéria oscila
com o aumento do campo magnético. Esse efeito tem papel fundamen-
tal em quantidades microscépicas da pasta, fazendo variar, por exem-
plo, o raio da célula de Wigner-Seitz e a densidade de transi¢do entre
as fases, alterando assim a prépria estrutura da pasta como também
sua extensao.

Assim, nosso trabalho além de ter obtido resultados inéditos,
permite a ampliacdo do estudo da matéria nuclear assimétrica subme-
tida a campos magnéticos gigantes em futuros estudos. Pretendemos
ampliar os resultados atuais e também investigar suas implicacdes no

2De acordo com o modelo para magnetares de Thompson e Duncan (1995),
grandes emissoes de raios-X podem se originar em fraturas da crosta estelar.
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que diz respeito a estrutura dos magnetares.



APENDICE A - Solugao para a Equagio de Dirac
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Vamos aqui escolher um calibre para A" que corresponda ao
sistema sujeito a um campo magnético, B, externo na direcao z,

A* = (A°,0, Bx,,0). (A.1)
A equacédo de Dirac é dada por

{i0/0t — H(&)}¢(Z,t) =0, (A.2)

onde

H(Z) = @ - {—iV — €4|q|A} + Bm + €4]q|A° . (A.3)

Lembrando que

3Gl
R R L) RS (R B

e o sinal da carga é dado por

ST=}

€g = +1. (A.6)

Como a Hamiltoniana ndo depende de 3, 3 ou t usamos o
ansatz

(&, t) = FO(x1)exp[—i(eE + €,F)t + iepaxs + iepszs] ,
(A7)
onde € = %1 identifica energia positiva/negativa e F = |q|Aop.
Substituindo (A.4) e (A.5) em (A.3)
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Portanto, temos o seguinte sistema

(—eE+m) ff +epsfs + 01 =0, (A.15)
(—eE+m) f5 + 02f§ —epsf; =0, (A.16)
eps f{ + O1f5 + (—eE—m)f5 =0, (A.17)
O2ff — epsfs + (—eE—m) f5=0. (A.18)

Antes de resolvermos este sistema fazemos a seguinte transformagiao
de variaveis

€Eg€EP2
¢ = (lq1B)"/? (ml— a ) ,
lg| B

o o
— = (lq|B)*/?*— , A.19
oan (lq|B) o€ (A.19)

de forma que os operadores O; e O3 ficam

R ]
0, = —i(|lq|B)? <—eq§6£> , (A.20)
. ]
O, = —i(|q|B)*/? (+qu85> . (A.21)

As quatro equagoes (A.15) podem ser reescritas de forma sim-
plificada como

(—eE+m)fi3+ ep3fsi + O1fa2 =0 (A.22)
(—EE :l: m)f2,3 — €p3f4,2 + ngg,l =0. (A23)

Utilizando-se os operadores O1 e Oz e alguma algebra pode-se
encontrar as quatro equagoes abaixo.

52 E2 — m?2 — p2

sat g @) fi=0, (A2

onde o sinal é — (4) se i = 1,3 (2,4).
Note que se rearranjarmos as equagdes acima
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92 E2 — m?2 — p2

temos uma equacdo do tipo oscilador harmonico!. Entédo, definindo

B -miops_,, , (A.26)
la|B
e assim
2nFe,=20+1 ,1=0,1,2,3... (A.27)
n=l—{—%(1:|:eq) . (A.28)

Note que o r—tulo n é degenerado para todos os valores exceto n = 0,

€q=—1 = n=0,1,2,3.. (A.29)
eg=+4+1 - n=1,2,3,... (A.30)
Esta degenerescéncia pode ser explicitada por um r—tulo de spin
g
(02)%,
1
n=1+ 5(1 — €q02) , (A.31)
1=0,1,2,3..., o, =+1. (A.32)

As solugbes da equagdo (A.25) sdo entdo dadas em termos dos po-
linébmios de Hermite, Hy,

Hy(€)e €/?

v = — A.
WO = Gy (A.33)
1Por exemplo, HoseW; = E;¥;, onde a Hamiltoniana do oscilador harménico
definida em termo dos operadores levantadores e abaixadores é Hose = ala +

1/2. Sendo que a = % (64 08/8¢) eat =

8%2/0¢2)¥; = (21 + 1),
2Na, prética, ou seja, na implementacdo numérica, todo calculo em que n apareca
basta um fator dois nos casos onde n # 0.

% (¢ — 8/8¢). Portanto, (£2 —
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com normalizacao
oo
/ v (z)vm(z)dx = o, - (A.34)
— o0

Para visualizarmos melhor como as solugdes ficam em termos do
r—tulo n reescrevemos a relacdo (A.27)

_2nFe—1
N 2

l , (A.35)

e entao

Cf’/2n+;q—1 €3]

e Cszn—gq—l (€)
7= Csvamins (©)
CZVZ"—;q—l (€)

Portanto, para carga positiva (e, = +1) a solucdo é

Cf V’n(&)
C; Vn—1(§)
C5 vn(£)
CZ Vn—l(é)

(A.36)

fe(z1) =

,s¢e n=0entdo C; =C; =0,

e para carga negativa (eg = —1),

e,

€ _ 5 Vn

f (CL'l) - C§2Vn—1(£)
CZ vn(€)

,s¢ n=0entdao C;{ =C5=0.

(A.38)

Para encontrarmos os C¢’s aplicamos os operadores O; e O3 da
matriz (A.14). Fazendo isto encontramos

—eE+m 0 €ps3 1€qPn Cs
0 —eE+m —1€qPn —eps cs| _ 0
€ps 1€qPn —eE—m 0 cs|
—1€qPn —€eps3 0 —eE —m (O

(A.39)

onde p, = +/2|g|nB. Para que exista uma solugdo ndo-trivial a
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matriz ndo pode ser inversivel 3. Uma matriz 2 X 2 tem sua inversa

1 _
A=1|? b - A7 = — d b , |A| = determinante de A,
c d |A| |—¢ a
(A.40)

Ainda que para encontrarmos a inversa de matrizes maiores que
2 X 2 sejamos obrigados a recorrer a outros algoritimos (como a eli-
minagdo de Gauss-Jordan), para que A nao possua uma inversa basta
exigir que seu determinante seja igual a zero. Entao, calculando o de-
terminante da matriz presente na equagao (A.39) e igualando a zero

encontramos
E:,/p§+m2+p%. (A41)

Portanto, a eq.(A.41) é a condic¢do para que (A.39) tenha solucao
nao-trivial. Agora, analisando a equacao matricial (A.39) vemos que

—1€gpnCi — €psC5 + [—eE — m|C; =0

1€qpnC§ 4 ep3C5

S = , A .42
4 _ [EE _|_ m] ( )
e da mesma forma
1 . .
Cs = m[eplc'l + i€qpnCs5] - (A.43)
Isto pode ser reescrito como
Cs 1 0
Cs 0 1
= Cs . C;
Cs eps/(eE 4+ m) 1t t€gPn/(eE +m)| 2
i —i€qPn/(€E + m) —ep3/(eE + m)

(A.44

Os estados de energia positiva (ou negativa) dependem de duas
constantes independentes (C§ e C§) e portanto sao duplamente de-
generados®. Por exemplo, poderfamos escolher (C§ = 1 e C§ = 0)
ou (C§ = 0 e C5 = 1) e obteriamos os estados usados na referéncia

3Pois se houver uma M ~1, entdo podemos fazer M—1M C = 0, logo C = 0,
que é a solugao trivial.

4Observe que o estado fundamental nio é degenerado, mas resulta em um tnico
estado pois C1 = C3 = 0 (C2 = C4 = 0) quandon = 0 para e¢qg = —1(eg = +1)
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((JOHNSON; LIPPMANN, 1949)). Aqui, escolhemos seus valores de modo
a garantir a normalizacao.
A solugao com todos os indices é

fl,ﬂz,pg,ps = fe(331)e—i(eE-I—eqF—epzwz—epswa), (A.45)

e a normalizacdo® é dada por

NT"!" = 671,71'60'20';6172]3;61731):'3 . (A46)

5Veja o célculo no Apéndice B.



APENDICE B - Normalizacdo da Solugdo para a Equacgao
de Dirac
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Para fins praticos vamos considerar o férmion no interior de
uma caixa de volume V. = L;LsLg e impor condi¢des de contorno
periédicas. Ao final as constantes de normalizacao sao escolhidas de
forma a eliminarem essas dimensoes.

A normalizacao é dada por

Nrr’ == / d31’ d’il(ia t)T 'l/’f-(ia t) s =MN,02,P2,P3 , (Bl)
v

onde r representa todos os rotulos dos niimeros quéanticos dos estados.
Lembrando que

’l,b: (5}" t) — fe(ml)ei[epzm2+epsm3—(eE+6q|€1|A0)t] , (B_Q)
ou mais explicitamente

Cf Vngq (5)

— Cs Um (E) 3 — o
€ 1) — 2 q i[epaxatepsxzs—(eE+eq|q|A°)t] B.3
wr(wa ) C; an(g) € , )
CZ qu(é)

onde ng =n — w emg=mn-+ (6‘727_1) Entdo, a eq.(B.1) fica

Ny = /L day [CF CF Ung(€)ng(€) + CF CS Vg (€ ) Vmaq(€)
+ CF CS Ung(E)ng (&) + CoF CS Urmg(£)Vmq(£)]

X/ dxo eie(Pz—P;)mz / dzs eie(p3—p‘f3)m3 ,
Lo Ls
(B.4)
mas
! ie(p—p')z
I dx e = Oppr » (B.5)

entao
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Ny :/dan [C;G*Cf Ung (& )Vnq(€) + C;E*CS Ving(§')Vmq(€)
+ C C5 vng(€)ng (&) + CF CF Vg (€ )vma (8]
X L3 8pypy Ls 01 p (B.6)

e lembrando que a transformacao de varidveis usada é

€ =(lalm)* (o2 - S22 ®.7)
d¢ = (lq|B)"/?da1 (B.8)

a integragdo dos polinémios de Hermite resulta finalmente na norma-
lizacao

L2L3 €2
Nore = (|g|B)Y/2 & Z |C5 1" Onnrdo.or OpapyOpyps - (B.9)

Lembrando que os coeficientes C¥ estao relacionados por (A.44),
o somatdrio resulta em
4 2¢E
D ICH? = (IC5* + |Cael®) ——— . (B.10)
i=1 €E+m

Assim, se escolhermos C§ e Cj5 tais que

1/2 /e m
(e + gy = 19B) (E+ )

(B.11)
L2L3 2¢FE

entao
B 1/2

e a normalizagdo torna-se
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Nyt = 6nnso.or Opyp,d (B.13)

pyDs
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APENDICE C - Calculo das Densidades
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DENSIDADE DE NUMERO

Para encontrar a densidade de ntimero de um férmion carregado,
fazemos

p(F) = Z ¢1(5, t) ¢r(ia t)

ZZ Z ZZ fT(«Tl)f(wl)

n=0o0,=%11 p2 p3

=3 3 S G Prng(©)vng(€) + 1C2Vimg(€)vma(£)

n=00.=+1 p2 ps

(C.1)

+ |C3|2an(€)ynq(€) + |C4|2qu(£)qu(5)] .

Tomando um dos termos do somatério em po fazemos a apro-
ximacao

3 1O i @na© = 37 [ s 1C1 P ©rina(®) -
(C.2)

Lembrando a transformagéo de varidveis usada nos polindmios
de Hermite,

€qP2

lq| B

¢ = (la|B)"? (x1 — ) 5 (C.3)

a integral resulta em
Lo 1/2 2 *°
— (B G [ e vng@vna®)  (C)
L, 1/2 2
=2 (1a1B)" /2 |Cf? . (€5)

Substituindo o resultado acima em cada um dos termos em (C.1)
temos
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p(7) = Z > ZZ 7(| IB)Y2|Cil*,  (C.6)

n=0c,=+41 p3s i=1

e, devido & normalizacio®,

p(7) = (|Q|B) Z Z Z (C.7)

n=0o0,=+1 ps3

Agora, aproximando por uma integral o somatério com respeito
a ps,

p(7) = (|‘J|B) Z Z

n=0oc,=%41

Ls [
o /_oo dps . (C8)

Para temperatura zero a integral vai até o momento de Fermi
Pnao'z
( F )7

o) =245 5 nm/ dps,  (C9)

2
(27‘-) —:|:1 n=0

e assim a densidade de particulas é dada por

(IqIB ) Ry

>y P (C.10)

o.=+1 n=0

p(7) =
O momento de Fermi é encontrado por 2

Py 2 =Ef —m2 . (C.11)

Note que o somatério da equagdo (C.9) é interrompido em gz,
que ¢ o tltimo ntiimero inteiro antes do valor de n para o qual Pp’?* 2
é negativo. A densidade (C.10), em nosso trabalho, é vahda para
prétons e elétrons, bastando substituir corretamente os respectivos mo-
mentos de Fermi e respectivas massas efetivas.

1 Apéndice B.
2Ver equagio (2.51).
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DENSIDADE ESCALAR
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mwzag;gﬁgg. (C.12)

Como antes, aproximamos o somatério em pg por uma integral.
Este procedimento resulta em

B mmae Bp g PO
ps(:is’)_m|q| € Z 3 ln< il > (C.13)

=41 n=0 mnaz

DENSIDADES DE ENERGIA

PROTONS E ELETRONS
ei(f) =Y Pi(M' H; vi(F) ,i = p,e. (C.14)

(M= > > fl(@)f(z) E, (C.15)

n=0 o, p2 Pps3

= Z > Z *(I |B)'2|C;|* Ej, (C.16)

n=0 o, p3 j= 1

_ Z 3 Z (|2€:|LB;;) 24 mi2 (C.17)

n=0 o

e fazendo a aproximagao Zpa =~ g—:_ f dps, chegamos a expressao de-
sejada

. i B Nmax nyo . Pnaaz + E )
QMJM)X:ZP)T+ ”<Fwﬁymga

n=0 o,=+1
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NEUTRONS

Como os niveis de energia dos néutrons neste modelo nao sdo
alterados pela presenca do campo magnético, usamos uma onda plana
que leva a

€n(F) = % Z \/P2+mx2, (C.19)

P,z

somando no spin e aproximando o somatério em p por 3, &2 # [ d3p

1 Pe®
€n(7) = ;/0 dp p*\/p?> + mx 2. (C.20)

chegamos a
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APENDICE D - Encontrando os Potenciais Quimicos
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Para encontrar o potencial quimico do préton fazemos a mini-
mizacao do potencial termodindmico em relacao a densidade de prétons
em um volume arbitrario. Assim,

oN o o
= | =y [ p)dr=0, (D)
Bpp 8pp 1% app \4

ou seja,

_ 0e(7)
Bp = :

Opp

Substituindo a densidade total de energia(2.56), encontra-se

(D.2)

Oep 1
Mp = — +eAo+ guVo + -gpbo - (D.3)
opp 2

Por (C.15) sabemos que a densidade de energia dos prétons pode
ser escrita como

eB MNmax P;;Uz 2 o2
W =370 3 [ 7 ampemil. (D4
0

n=0 o

onde, aqui, P}lp"’z ¢ o momento de Fermi do préton com nimero prin-
cipal n e spin o, . Finalmente, calculando a derivada parcial encon-
tramos

dep _ B¢, OPR (D.5)
9pp BPE)’GZ 9pp

MNmaz

=3 3 JPreream, (D.6)

n=0 o,=%41

onde usamos o teorema fundamental do célculo.
Portanto, a equagao do potencial quimico do proéton fica

MNmaz

Hp = Z Z \/P;_,:Uz 2 + ﬁlﬁ?az + eAg + g, Vo + %gpbo .

n=0 o,=+%41

(D.7)
Aplicando 0 mesmo esquema para o néutron,
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Oep, 1
Hn = ap + g, Vo — Egpbo ; (D'8)
MNmazx
Hn = Z Z \/ n 7 + M*2 4 go Vo — *gpbO ; (D'9)

n=0 o,=

e da mesma forma para o elétron,

— er 9 (D].O)

e = Z Z \/P""z +me2, —eAo . (D.11)



APENDICE E - Polinémios Associados de Laguerre






163

A representagdo de Rodrigues para os polindémios associados de
Laguerre é(MORSE; FESHBACH, 1953)

n n+ a)!
£nl(z) = ZZO(_l)m (n—ni)!:t_z—:m)!m! " (1)

Os polindémios associados de Laguerre sao ortogonais no intervalo

—Z .a

[0, 00) com respeito & fungdo peso e *z

L a a o _ T(a+n+1)
/0 e *2% Lo (2)L2(z) = —I‘(n 1) mn
— w(smn (E.2)

Para o presente trabalho, as formulas de recorréncia mais impor-
tantes sao

z": L2 (z) = L2 (2) , (E.3)
L) = L5t ®.4

d? d
z—Lo:(z)+(a+1—-2)—L:(z) +nLi(z) = 0. (E5)
dz? dz

n
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APENDICE F - Solug¢io da Equagdo de Klein-Gordon 3D
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F.1 TERMOS LINEARES

A equagdo de Klein-Gordon ¢é dada por

(=V2+m@)|€ >=|s¢ >, (F.1)

ou em cordenadas esféricas

<_j Sy m§> £(r) = se(r) (F.2)

onde £ representa os campos mesonicos e s¢ as fontes correspondentes
(sem os termos nao-lineares). A equagdo de Klein-Gordon é resolvida
(GAMBHIR; RING; THIMET, 1990) expandindo-se os campos em bases
do oscilador em 3 dimensoes. A base do oscilador é dada em termos
dos polindmios associados de Laguerre (Apéndice E) £&. Assim

Ng
€)=Y andn(r)
n=1
Np
s§(r) = Z bn¢n(r) 9 (F3)
n=1
onde
Nn 1"2 _p2 2
Pn(r) = b3/2 L:L/_21 (b%) e /205 (F.4)

O fator de normalizacao é

Npo = V2(n—1)!/(n —1/2)! . (F.5)

Antes de utilizarmos o ansatz (F.3) na equagao de Klein-Gordon,
vamos calcular o elemento de matriz < ¢,,|V?|¢,, > . Em coordena-
das esféricas encontramos

oo d2 2 d
2 _ 2 _
< O/ | Vi pn >= /0 dr r* ¢pn: (1) [drz + rdr} Gn(T)
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NpoNpo [ 12
=1 /0 dr 2Ln{ L (F.6)
T‘2 2 2b
* <b2> o [ 0

2
] Ll/? <b2 ) o= /26% (F.8)

Usando a transformacao

z= ZTB , (F.9)
encontramos as relacdes
2d 4 d
rdr  b%dz
2 2 d 4 &

e R F.10
o bhd: T wnTae (F-10)

Substituindo (F.10) em (F.6) encontra-se

2 3 d 1/2 —z/2
ﬁ + E (Z)e

(F.11)

_ NnONn’O

oo
b2 / dz zl/zLi{il(z)e_z/z {2z
B 0

Aplicando-se as derivadas no segundo termo obtém-se

d? d /2 -
i Bl z/2
{2z > +3 z] 1(2)e
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d®> /2
= 2[2@_[/,’1_2(2) (F12)

3 d
+ (G L) (F.13)

3

— L@ (F.14)
+ gL,i/_zl(z)e—z/z. (F.15)
(F.16)

Usaremos a seguir a seguinte propriedade dos Polinémios Asso-
ciados de Laguerre (MORSE; FESHBACH, 1953)

d? d
z—L%(2)+ (a+1—2)—LE(2) + nLi(z) = 0, (F.17)
dz2 " dz ™ "

que no presente problema corresponde a

> 1) 3 d 12 1/2 _
zi‘cn—l(z) +{7—=% 7Ln—1(z) + (TL - I)Ln—l(z) = 0.
z 2 dz

d 2
(F.18)
Reescreve-se a equagao anterior como

d2

z@c}/fl(z) (F.19)
3 d

+ <2 - z> aLi/fl(z) (F.20)

3
- Zc}/_zl (F.21)

3

=— {(n —1)+ 4} L2 (2) . (F.22)

A propriedade (F.19) pode ser substituida em (F.12), obtendo-se

= [_ (2(77, —1)+ z> CH2(z) + ’;c}/_zl(z)} e */?. (F.23)

Agora, para evitar o termo z/2 durante a integragdo, pode-se
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usar a propriedade

2L3/%) = (200 1)+ 2 ) £/4 @) -n @)= (n - 5 ) £,
(F.24)

e assim, a aplicagdo das derivadas em (F.12) resulta em

d? d
{2zd2 + 3] L2 (z)e /2

= [—; (2(n—1)+2> () - Ry - D )} e/,

(F.25)
Portanto, substituindo o resultado anterior na integral (F.6)
obtém-se a integral

NpoNy e
= %/ dz z1/2L,11431(z)e_z/2><
B 0
1 3 —1/2
|:_ (2(n _ 1) + ) 1/2 ( ) E;ll/2(2) _ (’I’l / ) 1/2 ( ):| e_z/2
2 2 2
(F.26)
A solucao da integral é encontrada pela normalizagao
> T(a+n+1)
@ Le L F = —— =6 F.27
/0 z m(z) n(Z) e F(’I’L—I— 1) mn 9 ( )

que paraa =1/2, m=n’ —1len =n — 1, torna-se

n’—1,n—1

RV cv? 12 (-2 _ Ir'(1/2+mn)
|2 e e e

_ (n—1/2)!
- (m—1)
Portanto (F.26) ¢é resolvida obtendo-se

O/ 11 - (F.28)

< O |V | >=
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- bl%[(Z(n —1) (F.29)

3
+ E)én’n (FSO)

+ v n’(n’ + 1/2)6n,n’+1 (FSl)
-|- v ’I’L(’I’L + 1/2)671"”_1_1] . (F32)

Finalmente, substituindo o ansatz na equacao de Klein-Gordon,

NB oo 2
d 2d
d 2 n! Pn’ —_—— = —— 2 nPn =
/0 r e Qprp () { Tz ndr -|—m4 Andn(r)

nn’/=1
NB

/oo dr r® At P (T) by b () (F.33)
0

nn’/=1

e utilizando o resultado (F.29), chegamos a

Np
> apan Kb;ﬁ(z(n -1+ g) + m§> Onm + b33/ N (0 4+ 1/2)0 s

n’'n=1

Np
= > anbndpn, (F.34)
1

n'n=

ou seja, obtemos o conjunto de equagoes lineares nao-homogéneas

Np Ng
Z anHnin Qnr = Z An'bpdnin (F35)
n/n=1 n'n=1
ou
Np
> Mo an = by, (F.36)

n’/=1



172

onde

Hyprm =(b5°(2(n — 1) + g) (F.37)

+ mZ)dpm + b2/ (N +1/2)8p nrg1 (F.38)
+b52V/nn+1/2)8n nas - (F.39)
O elemento (F.39) corresponde a uma matriz tridiagonal devido

aos deltas de Kronicker, como pode ser visto no exemplo abaixo para
o caso Ng = 5,

Ay Ci1 O 0 0
B1 A2 Cz 0 0
0

H = 0 Bz A3 C3 P (F40)
0 0 B3 A4 C4
0 0 0 B, Aj;
onde
—2 3 2
An =b5*(2(n 1) + ) +mg , (F.41)

B, =bz*\/n(n +1/2) , (F.42)
C, =bz*\/n(n +1/2) , n=1,2,..Ng . (F.43)

Existem diversos algoritmos capazes de resolver matrizes tridi-
agonais, por exemplo a rotina tridag da Numerical Recipes(PRESS et
al., 1992). Esti rotina tem como entrada as trés diagonais (F.41) e as
fontes. O algoritmo resolve o sistema matricial.

Os termos nao-lineares das fontes requerem um tratamento dife-
renciado, como pode ser visto na pr—xima segao.

F.2 TERMOS NAO-LINEARES
Considere a equagao completa para o campo ¢,

(=92 + m2)D(r) = gups(r) = SRE(r) = AGr) . (Fad)

Nesta secao, para facilitar a discussdo, nomeamos o termo nao-
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linear de pg2,

pea(r) = Sh6™(r) = AG(r) - (F.45)

Podemos dividir a solugdo para os campos, levando em conta o
termo pg2, em duas partes:

(1) Solugéo do campo ¢ para ps2(r) = 0 Vr;

(2) Solugao com pga.

A parte (1) é executada como mostrado na segdo anterior, onde,
da solugdo de um sistema matricial, se obtém ¢(r).

Entao, na parte (2), a partir do ¢(r) calculado em (1), calcula-
se o valor de psa pela equacdo (F.45). Assim, tem-se uma nova fonte
dada pela soma gsps(r) — ps2(r). Com esta nova fonte executa-se
novamente o passo (1), ou seja, resolve-se mais uma vez o sistema ma-
tricial da se¢do anterior obtendo-se um novo ¢(r). Com este novo
¢(r) repete-se o passo (2). Esse procedimento autoconsistente é re-
petido tantas vezes quanto necessirio, ou seja, até o valor de ¢(r)
convergir e nao ser mais alterado pelo procedimento. Pode-se estabe-
lecer um critério de parada para o algoritimo; por exemplo, em nosso
caso, temos interrompido este procedimento quando a integral na célula
de Wigner-Seitz de ¢(r) do passo (2) varia de 10710 em relacio ao
¢(r) do passo (1).
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