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RESUMO

Neste trabalho procuramos compreender de forma geométrica a interacdo de
uma particula puntiforme carregada com um campo eletromagnético externo.
Para isto introduzimos o conceito de espago-tempo préprio (stp), o qual per-
mite descrever esta interacdo de forma semelhante a teoria geral da relati-
vidade. As equagdes de campo que permitem obter a geometria do stp sdo
analogas as equagdes de Einstein, onde em geral, o tensor momento-energia
tem informacao tanto do campo externo quanto do campo da particula. Neste
formalismo, a trajetdria da particula é considerada como uma curva geodésica
em um espago-tempo curvo (o stp), e deste modo o conceito de forca eletro-
magnética é compreendido como um efeito puramente geométrico.
Palavras-chave: Eletromagnetismo, Relatividade Geral, Espago-tempo curvo,
Interacio eletromagnética, Equacdo de Dirac, Atomo de Hidrogénio.






ABSTRACT

In this work we look for a geometric description of the interaction between
a punctual particle and an electromagnetic external field. For this purpose,
we introduce the concept of proper space-time (stp), that allow us to describe
this interaction in an analogous way to that of the general relativity. The field
equations that define this geometry are similar to the Einstein’s equations,
where in general, the energy-momentum tensor have information of both,
the external field and the particle field. In this formalism we consider the
particle path as being a geodesic in a curved space-time (the stp), and so, the
electromagnetic force is understood purely in a geometric way.

Keywords: Electromagnetism, General Relativity, Curved Space-Time, Elec-
tromagnetic interaction, Dirac equation, Hidrogen atom.
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INTRODUCAO

Desde os primeiros trabalhos na fisica, os cientistas vém procurando
por teorias que permitam unificar ou, pelo menos, relacionar conceitos fisicos
que em uma primeira visao pareciam diferentes.

Por exemplo, Newton, com suas trés leis de movimento e sua teoria
da gravitag@o universal, conseguiu mostrar que os movimentos dos corpos
celestes e dos corpos terrestres seguem as mesmas leis de movimento, alids,
os corpos caiam a superficie da terra pela mesma razdo que os planetas (e
qualquer outro corpo celeste) se moviam ao redor do Sol ou a Lua ao redor
da Terra.

Na auséncia de teorias unificadoras, os cientistas teriam de procurar
por uma teoria (tanto construir um conjunto de conceitos fisicos, quanto de
ferramentas matematicas) para cada fendmeno observado na natureza. O po-
der de uma teoria unificadora reside neste fato: que basta um conjunto pe-
queno de ferramentas matematicas e poucos conceitos fisicos como base, para
descrever um conjunto amplo de fendmenos.

Uma teoria unificadora pode, ou bem, i) mostrar que dois conceitos
fisicos sdo simplesmente manifestacdes diferentes da mesma entidade fisica;
ii) ou mostrar que mesmo os conceitos sendo diferentes, eles estao relaciona-
dos ou podem ser descritos pelas mesmas ferramentas matematicas.

Uma teoria unificadora do segundo tipo foi obtida por Maxwell (apo-
iando-se nos resultados de Ampere e Faraday). Na teoria de Maxwell, resu-
mida nas famosas equacdes que recebem seu nome, ele mostra que os campos
elétricos e magnéticos estdo relacionados entre si, alids, eles sdo descritos ba-
sicamente pelas mesmas ferramentas matemadticas (calculo vetorial).

No entanto, a teoria de Maxwell considera os campos elétricos como
entidades distintas dos campos magnéticos. E s6 quando a teoria da relativi-
dade especial aparece, que a unificagio total entre esses dois conceitos se da
(teoria tipo 1)).

Porém, o eletromagnetismo é também uma teoria unificadora tipo i),
a qual permite descrever a dtica como sendo um fendmeno completamente
eletromagnético.

Uma outra teoria unificadora € a relatividade geral (GR) que permite
descrever a gravitacdo universal de forma compativel com a teoria especial
da relatividade (SR).

Contudo, ndo existe na atualidade, uma teoria de campo unificado
para o eletromagnetismo e a gravitacdo. Albert Einstein foi um dos pionei-
ros na busca por esta teoria de campo unificado. Em palavras dele, “The
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idea that there are two structures of space independent of each other, the
metric-gravitational and the electromagnetic, is intolerable to the theoreti-
cal spirit”(tomado de (ASPDEN, 1980)-pag:1, citando ao livro (BARNETT,
1966)). Contudo, apesar dos seus esforcos, ele ndo conseguiu incorporar o
eletromagnetismo na GR (isto é, uma descri¢do geométrica).

Uma outra tentativa de descrever o eletromagnetismo de forma geomé-
trica foi feita por Hermann Weyl ((PAULI, 1958)-se¢a0:65), que pretendia
descrever em termos geométricos os campos gravitacional e eletromagnético.
Esta ideia era baseada em uma generalizacdo da geometria de Riemann. -
Mesmo sendo uma teoria bastante profunda e na qual ele obteve as equacdes
de Maxwell somente usando geometria, esta teoria foi praticamente abando-
nada. Um dos principais problemas desta teoria € que o periodo de um relégio
em um potencial eletrostatico é dado por

T = 19e*, (1

com Typ € ¢ constantes, e ¢ o potencial eletrostitico. Deste modo, se dois
relégios idénticos estdo inicialmente a mesma posicdo (com potencial ele-
tromagnético @) e em seguida, um deles € levado para outra posi¢do (a um
potencial ¢») durante um intervalo de ¢ segundos, e depois € regressado a
posicdo original; entdo, de acordo com a teoria de Weyl, um dos relégios
estard adiantado (atrasado) em relag@o ao outro por uma relacao

t1/l2 = ea(¢17¢2)t. 2)

Este efeito poderia ser medido nas raias espectrais de alguma substancia,
mesmo o sendo pequeno (dado o carater exponencial da Eq. (2)), e linhas es-
pectrais de uma definida frequéncia nao poderiam existir.

Ainda hoje, os cientistas se esforcam na procura por uma teoria uni-
ficadora do eletromagnetismo e a gravitacdo. No entanto, esta ainda nado foi
criada.

No presente trabalho, ndo procuramos por uma teoria que unifique o
eletromagnetismo com a gravitacdo como sendo parte de uma mesma enti-
dade fisica (teoria tipo i))! mas, procuramos por um formalismo que per-
mita descrever em termos geométricos (do mesmo método que em GR) a
interag¢do entre uma particula carregada e um campo eletromagnético (teoria
tipo ii)). De certa forma, poderiamos dizer que nesta dissertacdo ndo procu-
ramos por uma unifica¢do dos campos (eletromagnético e gravitacional), mas
por uma unificagdo “da forca”. Isto quer dizer, que do mesmo modo que a
forca gravitacional € descrita como devida a um efeito da curvatura do espago-

IEste ¢ o objetivo de uma teoria de campo unificada.
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tempo, neste documento procuramos entender a forga eletromagnética sobre
uma particula carregada, como sendo devida a curvatura de um certo espago-
tempo, o qual serd chamado de espaco-tempo préprio.

A ideia de espago-tempo proprio serd desenvolvida na primeira parte
deste trabalho, ela surgiu com base no trabalho recente de (BARROS, 2005a,
2006, 2005b), onde foi feito um tratamento geométrico para a interagio de
uma particula carregada com um campo eletrostatico, e é usada a interacio
no atomo de hidrogénio (a interacio elétron-préton) como exemplo para cor-
roborar a teoria. Para isto a relagdo do momento é quantizada e a energia
obtida a partir de uma métrica tipo Schwarzschild. A predi¢do para o es-
pectro de energia obtido com este procedimento estd em bom acordo com as
medidas experimentais.

Devemos salientar que o estudo exposto nesta dissertacdo possui um
forte carater exploratério. Com o objetivo de realizar progressos na teoria
proposta em (BARROS, 2005a, 2006, 2005b), tanto no aspecto conceitual e
interpretativo, como em termos de aplicacdes para novos sistemas, muitas ve-
Zes vamos nos permitir apresentar idéias e conclusdes com relativa liberdade.

O presente trabalho esta distribuido em duas partes: a parte I é dedi-
cada ao tratamento classico, e a parte II ao tratamento quantico.

No capitulo 1, comecamos por usar uma aproximagdo na qual con-
sideramos campos fracos, de modo que o espago-tempo proprio possa ser
considerado como devido a uma pequena perturbacéo do espago-tempo plano
(aquele no qual ndo tem interagdo). Neste caso usamos a conhecida apro-
ximagao linear, a qual € muito usada para estudar ondas gravitacionais; nesta
aproximacdo conseguimos identificar os coeficientes métricos em termos do
potencial eletromagnético.

Ao final desse capitulo, fazemos uma andlise para obter uma equagio
de campo (tipo equag@o de Einstein da GR) para o espago-tempo préprio,
e com esta, no capitulo 2 deduzimos a métrica associada ao caso de uma
particula em presenca de um campo eletrostatico: 1) com simetria esférica,
2) constante.

Na segunda parte, se faz um tratamento quéntico baseado nos concei-
tos construidos na primeira parte. A idea basica € usar a equagdo de Dirac
em um espago-tempo curvo e aplicd-la aos espagos obtidos no capitulo 2. Em
particular, no capitulo 5 se d4 uma aplicacdo ao atomo de Hidrogénio e se
deduz o espectro de energia, o qual tem bom acordo com os dado experimen-
tais.

Por tltimo, teremos quatro abreviagdes referentes as expressdoes muito
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usadas no texto, estas sao:

SR: Relatividade especial.
GR: Relatividade geral.
s-t:  Espago-tempo.

stp:  Espago-tempo préprio.
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1 INTERACAO E GEOMETRIA

A teoria da relatividade geral (ou GR) descreve a gravitagdo como um
efeito geométrico. Deste modo na auséncia de forcas, toda particula de teste'
segue uma trajetéria geodésica, ou seja, uma curva no espaco-tempo (ou s-t)
que pode ser obtida pela equacdo

d?xt u dxP dx®
S o e 11
dt? PO gt dr ’ .1

onde T € o tempo proprio e I‘ﬁg sdo os sAmbolos de Christoffel os quais nio
dependem da natureza das particulas de teste?.

Assim, a evolugdo das particulas na auséncia de forgas ndo depende da
natureza individual de cada uma delas, como carga, massa ou spin, sendo por-
tanto a gravitacdo um efeito puramente geométrico no qual o s-t (a métrica)
€ o mesmo para todos estes sistemas. As particulas que seguem trajetorias
geodésicas sdo chamadas inerciais.

A situacdo é diferente quando as particulas estdo interagindo, tal € o
caso de particulas carregadas em presenca de campos eletromagnéticos ex-
ternos. Dessa vez, a trajetéria de cada uma delas é determinada por suas
carateristicas: massa, carga e spin, de acordo com a equagdo

2
d“xt " dxpﬁi 1fﬂ7 (12)

dt? Pear dt  m

onde f* & o quadrivetor de forca e m a massa da particula. Logo, a dindmica
da particula depende explicitamente da sua massa. Alids, em geral, a forga
f* depende também das caracteristicas da particula; este é o caso da forca
de Lorentz a qual descreve o efeito que os campos eletromagnéticos exercem
sobre uma carga g. Neste caso, f* € proporcional a g. Portanto, em presenga
de interacio® a dindmica das particulas ndo é mais descrita (completamente)
em termos geométricos.

No presente trabalho se apresenta o resultado das pesquisas que os
autores fizeram na busca por uma teoria que permita entender a interacao ele-
tromagnética em termos geométricos de um modo andlogo ao que foi feito

'Uma particula de teste é uma particula que ndo afeta significativamente os campos com que
interage.

2Neste trabalho estamos supondo que o leitor estd familiarizado com os conceitos bésicos da
GR, alids, no apéndice A todos estes conceitos sdo recordados. Para este capitulo, o leitor pouco
familiarizado com GR pode apoiar-se nos capitulos 3 do (CARROLL, 2004) ou cap:4 e cap:6 do
(WEINBERG, 1972).

3 A gravitagio é entendida como um efeito geométrico, portanto ndo contribui para forga fX.
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para a gravitacdo na GR. Logo, a ideia principal desta tese consiste em su-
por que a trajetéria que cada particula segue € uma geodésica em um certo
espaco-tempo, o qual chamamos de espaco-tempo préprio (ou stp). Assim
cada particula € inercial no seu préprio s-t o qual € por sua vez determinado
pela interacao da particula com o entorno.

Deste modo, ao descrever a evolugdo de particulas interagentes*, de-
vemos diferenciar o s-t percebido pela particula (o stp) do s-t percebido por
um observador externo que nio faz parte da interacio® (o s-t de fundo), o qual
€ 0 mesmo para os sistemas nao interagentes (sistemas neutros). Esta ideia
serd parcialmente desenvolvida na préxima secdo.

Em GR para conhecer a evolu¢cdo de um sistema € preciso conhecer
a méfrica gy, a qual possui toda a informagdo sobre o s-t. Esta métrica
pode ser obtida a partir do tensor momento-energia 7,y de todos os sistemas
que contribuem a curvatura do s-t. Em principio, todo sistema no Universo
contribui para T};°.

Nesta teoria (da gravitacdo) a relagdo entre g,y € T,y € dada pela
equagdo de Einstein

Gyo =kTys, k=28nG/c*, (1.3)

onde Gy é o tensor de Einstein’, o qual esta definido completamente em
termo de gy e suas derivadas (de primeira e segunda ordem), G € a constante
gravitacdo universal e ¢ a velocidade da luz.

Por analogia com GR, neste trabalho procura-se obter uma equagio
tipo equagdo de Einstein que relacione a métrica do stp com o tensor momento-
energia do campo eletromagnético externo. Isto serd feito ao final do presente
capitulo, mas de momento vamos comecar considerando a equacio de movi-
mento no caso em que a interacdo € fraca, de modo que a métrica do stp
possa ser considerada como uma pequena perturbacdo de um s-t plano (o s-
t de fundo). Isto nos permitird obter informag@o sobre a métrica do stp em
termos do potencial eletromagnético do campo externo.

4No que resta desta tese, quando nos referimos a interagao, estamos querendo dizer: interacdo
eletromagnética entre uma carga puntual e um campo eletromagnético. Outros tipos de interacdo
nao serdo considerados.

SEste observador pode ser uma particula neutra (sem carga), a qual ndo se vé afetada pela
presenca do campo externo. Ou bem, pode ser a pessoa que estd manipulando os campos eletro-
magnéticos.

SIsto contrasta com a ideia do espaco-tempo préprio que queremos introduzir, na qual sé
aqueles sistemas que interagem com a particula contribuem para 7,y ; sistemas neutros ndo con-
tribuem.

7Ver apéndice A.
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1.1 EQUACAO DA GEODESICA E FORCA DE LORENTZ

Vamos tentar entender de uma forma geométrica a interacdo de uma
particula carregada com um campo eletromagnético externo. Para isto vamos
considerar que o s-t percebido pelo observador € descrito pela métrica plana
Nuv, Mas que a particula carregada percebe o s-t como sendo curvo. E este s-t
que chamaremos de espago-tempo proprio e estard descrito pela métrica gyv.

Para obter informagéo sobre g;,v, € conveniente estudar a situagdo em
que a interagdo é fraca. A seguir, vamos considerar o método da aproximagao
linear, o qual é usado tipicamente em textos de GR® para descrever ondas
gravitacionais ou como um primeiro passo para obter as equacgdes de Einstein
a partir da lei de gravitacao universal.

No caso da aproximacao linear (interacdo fraca), assumimos que a
métrica g,y do stp pode ser escrita como

guv =MNuv +huy, |hyy| <1, (1.4)

onde & € considerado (percebido pela particula) como uma perturbagdo na
métrica de fundo 7). A perturbagéo &,y se entende também como um campo
tensorial presente no s-t plano, o qual é responsavel pela forca sobre a carga
¢q (tal e como € percebido pelo observador).

A inversa da métrica g em primeira ordem em 4 € dada por

(g7 =nHv =", (1.5)

vamos agora obter "V, Para isto exigimos 85 = (g7')*Vgy, onde 85 é o
tensor delta de Kronecker, assim

86 = (M"Y —h*Y) (Mvo +hvo)

(1.6)
=" Nve + 1"V hye — "V Nye + O (%),

agora, desprezando termos quadréticos em /, e usando o fato que n*¥ é a
inversa de 1y temos

N hye =h""1nve — WA = nuvn}whvca (1.7)

isto €, os indices na perturbagio 4 sdo levantados e abaixados pela métrica de
fundo. Este fato serd usado no que resta deste capitulo.

8Veja por exemplo. (CARROLL, 2004)-cap:7, (WALD, 1984)-cap:4.4.
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Os sAmbolos de Christoffel Ff,f o damétrica g sdo definidos pela equagio

1
Fgc = Egul(*gpcr,k +8ip,c Jrgcl,p)v (1.8)

os quais se relacionam com os sAmbolos de Christoffel fﬁo da métrica n
através de’

1
Fgc = E(TIWL - hul) [_ (npc,l +hp6,l)+

(nlp,c +hlp7c) + (ncl.p +hcl,p)] (1.9)

:F/;)lcr _Aupca

onde ao contrario de Fﬁc, A* po € um tensor, como serd verificado a seguir,

1
Aupc Eihﬂl [_ Npo,r +Map,c T ncl,p}

1
_Enul[_hpc,/l +h)Lp.6 “"hcl,p}- (1.10)

E conveniente trabalhar com o tensor Appo a0 invés de AH po>

1 3
Appe =— 5(*/1/36,# +hyp.o+hopp) +Thohun

1
== 5(=Vuhpo +Vohup +Vphop), (1.11)

as derivadas covariantes (Eq. (A.17)) s@o tomadas no s-t de fundo, isto é
Vuhpo = duhpo —Tiphrc —Thghps. (1.12)

Da Eq. (1.11) vemos explicitamente que Ay € um tensor, dado que as deri-
vadas covariantes de um tensor qualquer sdo também tensores.

Agora a ideia de stp consiste em supor que a particula ndo sente uma
forca, mas que ela percebe o seu espaco-tempo como sendo curvo. Deste
modo, como ela ndo estd sendo forgada (no stp), ela deve se mover como uma
particula livre, isto é, sua trajetéria estd descrita pela equagdo da geodésica

d?xt u dxP dx® 0 (1.13)
dt? ' P%dr dt ’ ’
9Em coordenadas cartesianas l:,’,fc € nulo, mas em outros sistemas coordenados como o

esférico ff;a #0. A introducio dos simbolos I gg permite estender o presente formalismo para
o caso em que o s-t de fundo ndo € plano, isto €, tem campo gravitacional.
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ou em termos do s-t de fundo

d>xt L dxP dx® dxP dx®
—s —— = At i =——. 1.14
a? P an PO dr dr (119
Ao comparar com a Eq. (1.2) podemos dizer que de acordo com o
observador, a particula estd sujeita a uma forca f*,

gt B 7
fr=mA" s 1t a1 (1.15)
deste modo A* po contém toda a informagéo da forga exercida pelo campo na
particula.

A seguir, tentaremos encontrar uma relagdo entre o tensor A" pc €0
tensor de campo eletromagnético Fy;y. Para isso, consideremos o caso de bai-
xas velocidades (dx’/dt < dx°/dt =~ ¢), de modo que termos quadréticos
nas velocidades sdo despreziveis. Identificando a Eq. (1.15) com a forga
de Lorentz'” Eq. (B.27) parece natural (em uma primeira visio) fazer as
identificagdes

Ao = L, Aijo — LFU, (1.16)
mc 2mc
onde usamos o fato que A" po € simétrico em p 6. Mas para fazer esta identifi-
cacdo de forma certa, € melhor achar essas quantidades de forma explicita.

Vamos primeiro definir os sistemas de coordenadas nos quais esta-
mos interessados. Neste trabalho estamos considerando somente observado-
res inerciais em um s-t de fundo plano cuja métrica esta dada em coordenadas
cartesianas por

Nuv =diag(—1,1,1,1). (1.17)

Agora, qualquer um desses observadores pode escolher um outro sis-
tema de coordenadas para descrever o espaco'!, mas sem modificar a coorde-
nada temporal. Assim, neste novo sistema de coordenadas

-1 0 0 0

0 Mu M2 Ms
= . 1.18
My 0 M1 mMn M3 (1.18)
0 M3 M3 M3

10Para uma revisdo do eletromagnetismo em notacio tensorial veja o apéndice B, onde se
apresenta o processo de passar as equagdes de Maxwell da forma vetorial para a forma tensorial,
alids se faz uma discussdo sobre a forca de Lorentz.

por exemplo, coordenas esféricas ou cilindricas.
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Logo, em geral teremos fﬁc = 0. No entanto
i~ A A
Fio =T =T, =0, (1.19)

como pode ser provado facilmente. Vamos mostrar a validade dessa expressao
sO para o primeiro caso, os outros casos podem ser feitos de forma andloga

o 1
rga = ETIM (_n/.w',k + Nip,o + ncl,u)
1
= 51" (Moo + Moo+ Moos) - (1.20)

mas cada um desses termos € nulo, ja que 1y ndo depende do tempo (s6 do
espago), e Noy = Sy = constante.

Tendo percebido isso, podemos verificar que as derivadas covariantes
ficam bem mais simples

Vohps = dohps,  Vihoo = dihoo,

. (1.21)
Vihoj = dihoj — Lok,
€ desta maneira podemos facilmente calcular o tensor A;;
hoo 1 1
Aioo = 957 —dohio, Aijo = 3 (9ihjo — djhio) — anhij- (1.22)

Observando os resultados, parece natural identificar /9 com o poten-
cial eletromagnético Eq. (B.24) na forma

hoo =2-L Ao, hoi = LA, (1.23)
mc mc

E conveniente introduzir o tensor s, na forma
huv = isllv, (1.24)
mc

logo, as equacdes (1.22) e (1.23) se simplificam:

q q q
Ajoo = %Fio, Ajjo = %sz - %3081'/', (1.25)
F[lV = a“Av - avA#7 Au = (s%,sol) (1.26)

Portanto, a identificac@o feita na equacdo (1.25), substitui a feita na
Eq. (1.16).
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Usando a Eq. (1.25) na equag@o (1.15) podemos escrever a forga como

; ; dxPdx® ¢ ;
fr=mA poﬁﬁ—g[zFoH( = dos';) V]
{ <F’ —ﬂ?os v) — 8V |, (1.27)

onde introduzimos a quantidade

i 0 se i=j
ol - )
ST s, ose iF ] (1.28)

Vemos que a equagdo da forca deduzida para o stp, apresenta além
da for¢a de Lorentz, um termo proporcional a dps; j- Sabemos no entanto,
que um tratamento completo da dindmica de uma particula carregada deve
conter além da forca devida aos campos externos, o efeito do campo préprio
da particula e da reagdo de radiacdo!?. Deste modo, poderiamos esperar que
o fator proporcional a dys;; esteja relacionado com esses campos proprios.

Em qualquer caso, no presente limite (de campo fraco e baixas velo-
cidades) este termo deve ser pequeno comparado com o efeito da forca de
Lorentz (igual ao efeito de reacdo de radiacdo); de outro modo nosso forma-
lismo néo estaria correto 3.

Por outro lado, o potencial eletromagnético A, € um vetor no s-t, e por
construgdo syy um tensor. Assim, parece que a quantidade (soo/2,s0;) ndo
poderia se identificar com um vetor (como foi feito em Eq. (1.23)). Contudo,
se fixarmos um observador, e este resolver mudar de sistema de coordenadas
para descrever o espaco'* (nio mudando o tempo) teriamos

/ /
xH = (0, xk) =t = (0,40, (1.29)
€ portanto Ay transforma como

IxH ot
Ay =25 A, = 4, %Ak . (1.30)

o gxm!

12Ver discussdo ao final do apéndice B

B31sto deve ser assim, pois a forca de Lorentz j4 foi testada extensivamente nos experimentos.

14Por exemplo, podemos passar do sistema cartesiano (¢,x,y,z) ao sistema de coordenadas
esféricas (¢,r,0,¢). Nesse caso, temos somente transformacdo das coordenadas espaciais. A
variavel temporal mudara quando fizermos um boost, isto €, ao trocar de observador.
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Alids, a regra de transformagdo para hqy, €

_ Ox¥ dxH ot
ou' = 50 g e = o
oxk
= o = <h007 axk/h()k) ) (1.31)

isto €, hoy tem a mesma regra de transformagao de A, para este grupo restrito
de transformacdes (espaciais)'>. Porém, devemos notar que este nio é o caso
quando passamos de um observador para outro, isto €, se fizermos um boost.
Discutiremos mais a respeito desse assunto no final do presente capitulo.

1.2 TENSOR DE EINSTEIN E LIBERDADE GAUGE
1.2.1 Tensor de Riemann e liberdade gauge

Na secdo passada conseguimos fazer uma identificacdo das componen-
tes hoy da perturbagdo métrica, com o potencial eletromagnético Ay,. Isto foi
feito ao considerar as equacdes de movimento: equacio geodésica e forga de
Lorentz. Porém, precisamos dar um outro passo para obter mais informacao
sobre Ay . E este o objetivo desta secdo ao calcular o tensor de Einstein.

Para achar o tensor de Einstein, precisamos primeiro obter o tensor de
Riemann do stp

R'\po = —Thp o +Thy, —Th,Th +TA I (1.32)

c oV® pA?

o qual em termos do s-t de fundo se escreve como

R#vpo = (Fuvp,c *A#vp,a) + (fﬂcv,p *Aﬂcv,p)

-l A\ (e u =4 A\ (7m u
— (Bl —ad,) (T —a¥ ) + (TR — k) (T, —4%,,)

Em primeira ordem em 4 podemos fazer a separacio R" vpo = (Ro+
Rl)“vpc, onde Ry se refere ao s-t de fundo, de modo que (Ro)“v,m é nulo no

5Podemos notar que esta propriedade nio se restringe somente a transformacdo como um
vetor no sistema de coordenadas, mas também na hora de fazer uma derivada covariante. Isto &,
de acordo com Eq. (1.21) a derivada de hqy € feita como se este fosse um vetor dado que s6 se
precisa de um simbolo de Christoffel.
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presente caso (caso plano). Assim,

R*ype =(R1) ype = Ayp o —A sy p +f/vlpA#a;L

+AM T, —ThAM L —AM G T (1.33)

o qual se escreve de forma compacta como
RYy 6 = VoAl , — VoAl (1.34)

Da Eq. (1.14) vemos que a quantidade que pode ser observada na
prética é o tensor A¥ po» Jd que este estd diretamente relacionado com a forga
f* a qual é medida no momento de observar a trajetdria da particula. Con-
tudo, este ndo € o caso de . Portanto, de acordo com a Eq. (1.11) podemos
pensar hys como sendo um potencial de interacdo'®. O resultado serd uma
liberdade de gauge para o tensor &y € portanto para a métrica gy . Eestaa
razdo pela qual o observador ndo percebe o stp da particula, mas sim as suas
consequéncias, como o tensor A" .

Vamos agora procurar pelo ~’grupo”de transformacgdes de gauge asso-
ciado ao stp, isto €, qual € o conjunto de transformagdes sobre Ay, que deixam
a dindmica da particula invariante tal como percebido pelo observador. Para
comegar podemos nos perguntar pelo conjunto de transformagdes de gauge
que deixa invariante o tensor de Riemann.!’

O grupo mais amplo de transformagdes que deixam invariante o tensor
de Riemann € dado por ((CARROLL, 2004)-cap:7)

hyy _>huv+vu§v+vv‘§,u7 (1.35)

sendo &, um vetor qualquer. Porém, em geral o tensor AH po Nao € invariante
sob esta transformacio, o que teria como consequéncia uma modificagdo na
equacdo de movimento (1.14) (for¢ca de Lorentz).

Vamos mostrar isto de forma explicita. Da Eq. (1.11) temos

1
Aupos = =59 —Vu (hpo +Vpéo+Vsép)

+ Vo (hup +Vu&p +Vp&u) +Vp (hop +Volbu +Vuls) o,

161550 era de se esperar desde o momento em que fizemos a identificacio Eq. (1.23).
171ss0 porque o tensor de Riemann contém toda a informagio sobre a curvatura de um espago-
tempo.
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o qual leva a regra de transformacao
Apps = Apps — Vo Vely, (1.36)

onde usamos a relagdo V,Vs = V5V, que € valida somente se o espago-
tempo € plano (este € o caso do s-t de fundo).

Com este resultado, vamos provar que o tensor de Riemann € invari-
ante sob este grupo de transformagdes. De fato, substituindo em Eq. (1.34)
temos

Ruvpo = Vo (Auvp —VyVp&u) = Vp (Auov — Vo Viéy)

1.

~ Ruvpo. (1.37)
Embora o tensor A,ps ndo seja invariante sob o grupo completo'®

de transformagdes dado na Eq. (1.35), podemos fixar as trés componentes

espaciais de & para obter uma relagdo entre o tensor de Einstein do stp e as

equacdes de Maxwell, como se indicard ao final da se¢do. Deste modo, uma

vez fixado &;, a liberdade de gauge fica restrita & componente temporal de &,

e a transformacdo gauge se reduz a

hoo — hoo+2Vo&o,  hoi = hoi+Vi&o,  hij — hij. (1.38)

Definindo & = (¢/mc) ¢, temos (em termos de s,y) a transformagao
de gauge

(S%’S(’i) - (SOTO +V°¢’S0"+Vi¢)v Sij = Sijs (1.39)

com a qual se obtém exatamente a transformagado gauge do eletromagnetismo
Ay — Ay +Vyu¢, com Ay dado pela Eq. (1.26).

Uma vez fixados &; e mantendo a liberdade de gauge em &, (ou ¢) o
tensor A transformaré de acordo com (ver Eq. (1.36))

Agps —> Agps — vacém Aips = Aipo- (1.40)

dado que Ajp € invariante sob este grupo restrito de transformagéoes, entdo
a forca f; sobre a particula (ver Eq. (1.15))

avaw
PO dr dt’

fi=mA (1.41)

serd invariante. Isso € o que acontece no eletromagnetismo.

18Este fato (de A ndo ser invariante) tem como consequéncia uma modificagdo na equagio de
movimento (1.14).
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Contudo, a componente temporal da for¢a (Eq. (1.15)) ndo ¢ invari-
ante sob a este grupo de transformagdes enquanto a for¢a de Lorentz (f, =
qFuvdx’ /dt) é invariante.

Por outro lado, p®c = mecdx® /d T repesenta a energia da particula. As-
sim (usando coordenadas cartesianas, I” pc =0),

dp° o dxP dx°

- o e 1.42
dt e dn (1.42)

representa a variacdo dessa energia.

Lembremos que a for¢ca de Lorentz nao considera os efeitos de radiacdo
da particula, e portanto ndo leva em conta a variagdo da energia por causa da
emisdo de radiacdo. Porém, como veremos nas préximas se¢des, as com-
ponentes ij do tensor s,y possuem informacdo sobre o campo préprio da
particula. Desse modo, um tratamento que vise abarcar estes efeitos, deve
conter a variacdo da energia como consequéncia da radiacdo emitida. Nesse
sentido, se faz necessario fixar & (fixar o gauge) a fim de obter a expressdo
certa para este tipo de fendmeno. No entanto, este processo nao ¢ feito no
presente trabalho, deixamos assim esta questao aberta para pesquisa futuras.

1.2.2 Tensor de Einstein e equacoes de Maxwell

Agora calculamos o tensor de Ricci (e com este, o tensor de Einstein),
Rvs = Ruvuc = V(rA“,uv - VuAuvca (1.43)

a partir do qual temos

1
Roo = 4 [v Fort Lvov0sk } (1.44)
mc 2
q (lgi 1 i 1 k
ROj = % |:2V FJ,—&-EVOV Sij— EVOVjsk ) (1.45)
1
Rij= 2chVo( Vsij+Vis'y + V%) (1.46)

+ Emf |:Vk( Vksij —|—V,'Skj + Vjski) — V,'Vjs“ﬂ} .

Agora podemos calcular o escalar de curvatura R, e com este, o tensor
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de Einstein:'®

1
Gys =Ry — EnVO'R7 (1.47)

no entanto, ao perceber que Go; = Ry; podemos aproveitar para fazer escolha
do gauge, e fixar &;. Este € escolhido de modo que possamos recuperar as
equagdes de Maxwell (B.19). Da Eq. (1.45) vemos que ao escolher o gauge

Vis'; = Foj + Vs, (1.48)

podemos identificar a componente Tpy; do tensor momento-energia com a cor-
rente J;. Neste gauge, a componente Ov do tensor de Einstein é

1
Gov = Roy = E%V“Fw, (1.49)

a qual podemos associar com a corrente J,, nas equagdes de Maxwell Eq. (B.19).
Fixar este gauge parece uma ideia plausivel devido a forma de Gyy,
contudo, o gauge Eq. (1.48), ndo é explicitamente covariante.
Desse modo, no que segue vamos fazer escolha de outro gauge, o
gauge de Lorentz

. 1
Vis'; = Foj + 5V.,-sk,(, (1.50)

o qual pode se reescrever de forma explicitamente covariante
Vit = Ly 1.51
uri= 5 J - (1.51)

Neste caso, o tensor de Ricci é

: 1
Roo = mic [V’Fo,-—i— Zvovoskk} , (1.52)
q 1 i 1 k
Roj:% EV Fju—ZV()VjSk y (153)
1
Rij = —Emicvﬂvﬂs,-j, (1.54)

e o escalar de curvatura

. 1
rR=_42 {V’ng +VoVOsk, + vzskk} , (1.55)
mc 2

19Nesta equacio deveria aparecer o termo gysR em vez de TyoR, mas dado que R ji é de
ordem h, basta calcular gy6R = (Nvo +hvs) R =NyvoR.
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com V? = V,;Vi sendo o laplaciano.
O tensor de Einstein tem a seguinte forma

1 . 1 .
Goo = 5% {V’Fo,- —5ViVis k] , (1.56)
1 q i 1 k
1 1
Gij = —Emicvuv“sz‘ﬁrﬂij (Goo+ 2niICV“V“s"k> : (1.58)

: c k

Ao olhar para Ggp € Go; podemos perceber que a quantidade 5V;s®,

corresponde as carateristicas da componente i de um campo elétrico, ou de
um modo mais preciso podemos definir

_ 1
F(),' EFol'—gV,‘Skk, Fj,‘ EFJ','. (159)

Sabemos que na dindmica de uma particula carregada devemos con-
siderar duas grandezas: o campo eletromagnético externo Fyy € 0 campo
produzido pela prépria particula F,y, sendo sua soma o campo total. Assim,
da Eq. (1.59) podemos imaginar o termo —%V,-skk como sendo um campo
elétrico (efetivo) devido a prépria particula. Isto apoia o aparecimento do
termo faos"j na Eq. (1.27).

1.3 O TENSOR MOMENTO-ENERGIA

De acordo com a secdo anterior, na aproximacao linear se obtém uma
equagdo tipo equagdo de Einstein

Goy = Zimc‘uOJ“’ Gii = MiiGoo, (1.60)
A q N .
Gij:—%vl’tvusijxﬂj, (1.61)

onde as componentes 7;; do tensor energia-momento sdo desconhecidas?. Ju
¢é o quadrivetor de corrente o qual em geral pode ser separado em duas partes

Ju =I5+, (1.62)

20Seguindo a mesma filosofia da notago §ij, da Eq. (1.28), o chapéu”quer dizer que i # j.
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(0)

Jﬁx’ se refere a corrente que produz o0 campo externo, € J;,~ € a corrente asso-
ciada a prépria particula.

Se por hipdtese as fontes externas e a particula estdo em lugares dis-
tintos do s-t de fundo, € claro que Jﬁ’“ ¢é nulo onde J,SO) ndo €, e vice-versa.
Alids, estamos interessados em resolver a equacio da geodésica para achar a
trajetdria da carga g, portanto precisamos conhecer a métrica na regio onde
a particula esta. Logo, J‘(LO) #0e ij‘t =0.

(0)

Por outro lado, J, ,JO ¢é funcdo da trajetdria da particula a qual depende

JISO) = J;(LO) (Fps). Parece portanto

(1)

. . 1 -
natural, considerarmos um tensor momento-energia 7y, que seja linear nes-
ses campos, de forma tal que possamos fazer a identificagdo

da interagdo com o campo externo, isto €,

1 =15, (1.63)

ou de forma mais geral, deveria se cumprir a relagao

9 +(1)

Guyy = — .
B ome Y

(1.64)

Por outro lado, no presente trabalho estamos interessados em situagdes
nas quais os campos eletromagnéticos externos nao sdo afetados pelo campo
da particula carregada, isto €, estamos supondo que o entorno tem uma inércia
muito maior que o sistema?!. Esta situacio pode ser por exemplo o caso de
uma particula carregada na presenga de um campo magnético produzido por
um solendide. Neste tipo de situagdes, as simetrias do problema (ou do stp)
correspondem as simetrias do campo eletromagnético externo.

Nesse caso, o campo externo satisfaz (de forma independente aos cam-
pos da particula) as equacdes de Maxwell

VEFy = toJe, (1.65)

mas como estamos interessados na regifio onde estd a particula, J& serd nulo.

2INo entanto, isto é uma aproximacdo, e uma andlise mais geral torna-se necessaria, mas esta
analise estd fora dos objetivos do presente trabalho.
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Substituindo nas equacdes (1.56-1.58) obtemos

1 )
Goo = — = LV, Visk,, (1.66)
4 mc
1 ¢ X
Goj = _Z%Vovjs ks (1.67)
. 1 )
Gij = _E%Vﬁlvusl‘jv Gii = 1iiGoo- (1.68)

Na secdo anterior, afirmamos que o termo E’ (Viskk := 2cE") apresenta
uma semelhanga com um campo elétrico, o qual identificamos como sendo
produzido pela prépria particula. No entanto, o leitor podera estar-se per-
guntando o porqué da auséncia do campo magnético produzido pela mesma.
Vamos dar uma justificativa para esta situagao.

Consideremos a figura [3], os pontos a, b, c (separados infinitesimal-
mente) representam a posi¢do da particula nos tempos fy, t; e t, respectiva-
mente (fy < t; < 12). Em b, a particula sente tanto o efeito do campo externo,
quanto o campo produzido por ela mesma quando estava na posicdo a (o que
chamaremos sua “imagem”em a). Agora, quando ela se dirige para c, esta
percebe sua imagem em a como se movendo no sentido oposto. Assim, se I
representa a corrente devida a particula em b, sua imagem em a terd associada

a corrente —/, porém, a densidade de carga em a ndo muda de sinal??
® ® e »
a b c

Figura 1 — Campo préprio da particula no stp.

Alids, de acordo com a lei de Biot-Savart ((GRIFFITHS, 1999)-cap:5)

Mo, 1

il [ %7 (1.69)

B':

podemos ver que o campo magnético em b (devido a imagem em a) € nulo.
Isto devido a que 7 e d/ sdo paralelos?3.

Desta maneira, devemos somente calcular o campo elétrico produzido
pela particula. O leitor poderd estar pensando que o campo magnético nas

outras regides € diferente de zero. De fato este é o caso quando pensamos

22Um livro excelente sobre relatividade, o qual considera efeitos sobre reagdo de radiagdo é
(ANDERSON, 1967). O leitor pode se interessar nas se¢des 7.17-7.19 desse livro. Além disso,
referéncias ai dadas sdo de muita ajuda, referéncias como: (DIRAC, 1938) e (FEYNMAN, 1945).

23 Aqui 7 é o vetor posicio, medido desde a fonte (em a) até o ponto onde se deseja calcular o
campo (em b). E dl é um vetor que aponta na dire¢@o da corrente.
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em termos do s-t de fundo, mas devemos lembrar que estamos falando do stp;
deste modo, se nos perguntamos pelo valor da métrica g, em um certo ponto,
implicitamente estamos supondo que nesse lugar estd localizada a particula,
de forma que aconteca a interagdo com o campo. Isto €, nos lugares onde a
particula ndo estd, ndo ha interacdo, e portanto carece de sentido falar do stp.

Vamos agora escrever as equagoes de Maxwell (B.2-B.3), associadas
ao campo préprio da particula (com B=0)

VxE=0, (1.70)
- P 1 .5 o

Podemos ver que estas equagdes sdo exatamente obtidas do tensor de
Einstein (1.66-1.67) quando fazemos as identificacdes

Visk, = —2F; = 2¢E;, (1.72)
1 = (o Jr) = (=10, (1.73)

De fato, com estas defini¢cdes a componente O desse tensor (Eq. (1.64))
leva a:

V'Foi=todo, — —V'Ej=—cuo(cp), (1.74)

~ E:
VoFoi = todi, —  —Vo— = ol;, (1.75)
C

com J® = ¢p. Usando a relagio ppgy = 1/c?, podemos finalmente ver que as
equagdes anteriores sdo idénticas as equagdes (1.71).
Finalmente,

=\ .. - 1 ..
(v x E) — 8V = (2c) BV V5" =0, (1.76)

o qual € nulo devido ao fato que o simbolo de Levi-Civita é antissimétrico
em jk enquanto as derivadas V;V; sdo simétricas nesses indices, pelo que
Eq. (1.70) se cumpre identicamente.

Além do mais, temos a equacdo de continuidade

VR, = VO + V',

= i (VO (V'Foi) + V' (VoFoi)] = 0. (1.77)

Notemos uma coisa; € claro que o campo proprio da particula depende
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de sua dinamica: posi¢do, velocidade, aceleracdo; assim, st ; deverd conter
esta informacdo. Basicamente temos que, conhecer esta informacao, se reduz
a conhecer as condi¢des iniciais da particula, portanto sii dependera de tais
valores iniciais.

Deste modo temos em forma geral que, a métrica gy, dependerd nao
somente das caracteristicas intrinsecas da particula (carga e massa), mas tam-
bém das condicdes iniciais desta (dindmica).

1.3.1 Tensor momento-energia na aproximacao de campo fraco

O resultado da secdo anterior € baseado na aproximacao linear, mas na
solucdo exata existem também termos quadraticos nos campos (e quadraticos
na relacdo carga/massa). Portanto, tendo em conta esses outros termos, é
natural impor como postulado a equacao de campo
q

z—mcrﬁ AT, (1.78)

Guv =
onde Tlﬁ,) ¢ linear nos campos como foi dito na subsecdo anterior. T,ﬁ,) é um
tensor momento-energia quadratico em F,y, € k, uma constante quadrética na
relac@o carga/massa.

E bem conhecido da SR e do eletromagnetismo que, o tensor momento-
energia associado ao campo Fy,y € dado por (LIFSHITZ, 1987)-cap:4)

1 1
Tuy = m —F FA+ ZnwF”‘ﬁFM , (1.79)

o qual é quadratico nos campos. Alids, seu traco € nulo e
J Y
Y

l =
Too = —B"+ -&E

o 5 (1.80)

sendo E e B o campo elétrico e magnético respetivamente.

Como ja foi dito, nas experiéncias que envolvem campos ndo muito
altos, os efeitos da reacdo de radiacdo e em geral dos campos proprios da
particula sdo pequenos em comparacio aos efeitos devidos aos campos exter-

. 1) . . o .
nos. Assim, dado que TPEV) € devido ao campo préprio da particula e T,j’@t
(dado pela Eq. (1.79)) é obtido diretamente dos campos externos, se tem
) t
Thy <Tjy.

Por outro lado, tanto Tlf’f,’ quanto Tﬁ,) sd0 quadraticos nos campos

externos. Mas T(? é o tensor momento-energia total, que possui a informacao
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dos campos externos e do campo proprio. Deste modo, podemos pensar que
Tﬁ"‘,’ seja uma aproximacio ao tensor 7'?) quando os campos sio fracos.

. ~ . . . 1
Estas consideragdes, além da dificuldade para construir o tensor T,fv),
motivam em primeira aproximacao usar a equagao simplificada

2

Guv = KTZY, kzzo‘g — 200 (ca)?, (1.81)

onde reescrevemos>* a constante k motivados pela equacio (1.80).

Porém, esta simplificagdo pode ter consequéncias importantes. Por
exemplo, o fato de ndo considerar o campo préprio da particula, implicard
que o valor obtido para iV,-skk néo corresponda ao campo elétrico efetivo E;.
Alids, nao podemos esperar que o gauge de Lorentz se satisfaca.

240 valor de « sera achado na préxima segdo, o qual corresponde a g / moc?.
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2 CAMPO ELETROMAGNETICO EM UM ESPACO-TEMPO
CURVO

No capitulo anterior, introduzimos o conceito de espago-tempo préprio.
Além disso, conseguimos identificar (parcialmente) a estrutura desse espago
por meio dos conceitos bésicos de relatividade especial. De modo mais pre-
ciso, conseguimos identificar a métrica (g,y = Myv + Ayy) em termos do po-
tencial eletromagnético, no regime de campo fraco. Para o caso geral obtive-
mos de forma euristica uma equagdo de campo, com o objetivo de estudar a
geometria do stp em termos do tensor momento-energia dos campos externos
(subsecao 1.3.1).

Vamos agora fazer algumas consideragdes sobre o tensor eletromagné-
tico e sobre a forca de Lorentz, as quais nos permitirdo achar a constante o
na equagdo de campo (1.81) e com isto, determinar de forma relativamente
simples o stp de uma particula na presencga de algum campo externo.

2.1 CONSIDERACOES SOBRE O TENSOR MOMENTO-ENERGIA E O
TENSOR ELETROMAGNETICO

2.1.1 Construcao do tensor eletromagnético

Na SR e em coordenadas cartesianas, o tensor de campo eletromagné-
tico F*V ¢ definido ((GRIFFITHS 1999) -cap:12, (CARROLL, 2004)-cap:1)
pelos campos elétrico Ee magnético B

FY=E'jc, F;=g&uB", .1

onde &;j; é o simbolo de Levi-Civita, definido como sendo completamente
antissimétrico, e &3 = 1. No entanto, em geral o tensor F*¥ ndo é comple-
tamente definido por E e B, pois para conhecer as componentes Fy; e F'/ é
preciso conhecer a métrica, que neste caso € dada por 7y .

Isto fica mais claro no caso em que o s-t € curvo, mas nesse caso, dado
que o simbolo de Levi-Civita ndo é um tensor, temos que usar o tensor de
Levi-Civita, que em quatro dimensdes é definido por!

Euvpo = V—8&uvps, & =det(guy), (2.2)

sendo de novo &,y completamente antissimétrico, e &23 = 1. Desse modo,

!Estamos usando a defini¢io apresentada por (CARROLL, 2004).
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o tensor de Levi-Civita com indices acima é definido como

guvpo ~
ghvPo = = —  gMP = (2.3)
V=8
Portanto, o campo elétrico determina completamente as componentes
FY% do tensor eletromagnético, e o campo magnético determina (salvo pelo
fator /—g) as componentes F;;. Logo, em geral

FY=E'jc, F;=eyuB" (2.4)

No entanto, um conhecimento completo do tensor s6 € possivel com
ajuda do tensor métrico. Assim, por exemplo, para conhecer F; = gou givF*"
¢ preciso conhecer tanto a métrica g quanto as componentes F'"/, as quais de-
pendem das F,, via F'/ = g'"g/VF,, . Esta situagdo parece um caminho sem
saida, mas o tensor eletromagnético deve satisfazer as equacdes de Maxwell.
Com estas equacdes, e impondo as simetrias do problema® o processo para
achar Fy;, se torna mais simples. Exemplos deste procedimento sdo dados nas
proximas segoes.

2.1.2 Equacoes do stp

Uma vez que o tensor métrico é conhecido, o tensor eletromagnético
estard completamente determinado, e podera ser expresso em termos da métri-
ca e dos campos elétrico e magnético. No entanto, no nosso caso, o tensor
métrico associado ao stp de uma particula € por sua vez uma quantidade
dinimica, a ser determinada por meio das equacdes de Einstein. Alids, es-
tas equagdes fazem uso do tensor energia-momento o qual é construido com
ajuda do tensor eletromagnético, e este como vimos, s € possivel conhecer
uma vez que seja conhecido o tensor métrico.

De novo estamos nos enfrentando com o que parece um caminho sem
saida. Contudo, a situacdo real é que temos que resolver, além das equagdes
de Einstein para g,y em termos de F,y, também as equagdes de Maxwell para
Fyy em termos de gy, isto se torna em um conjunto de equagdes diferenciais
acopladas, nas quais as incognitas sdo a métrica e o tensor eletromagnético.
Daqui em diante este conjunto de equagdes serdo chamadas: equacdes do stp.

Assim, o tensor métrico e o tensor eletromagnético dependem somente
de duas coisas: 1) das simetrias do problema (do stp), e 2) das “condi¢des de
fronteira”. No presente formalismo, entende-se por condi¢des de fronteira

2Simetrias tais como: simetria esférica ou cilindrica, e fazendo escolha de um sistema de
coordenadas apropriado, tal que por exemplo a métrica seja diagonal.
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o fato que, no limite em que o campo externo tende a zero, a métrica deve
corresponder a métrica de Minkowski (em todo lugar), isto &, o stp coincide
com o s-t de fundo. Porém, ndo é exigido que o stp seja assintoticamente
plano como acontece na GR. Este € por exemplo o caso de uma particula em
um campo elétrico constante: dado que a interagdo nunca é nula®, o stp ndo
pode ser plano em lugar nenhum.

2.1.3 Consideracoes sobre EeB

No capitulo anterior postulamos como primeira aproximagdo para re-
solver as equacdes do stp, a equagdo de campo (semelhante a equagdo de

Einstein na GR)
2

Guv = 22153, (2.5)
&

onde o ¢ uma medida do acoplamento da particula com o campo. Agora,

dado que os campos elétrico e magnético externos sao independentes das pro-

priedades da particula, E e B nio podem depender de . Isto é, em geral o

tensor Fy;y (do mesmo modo que g,v) dependerd de @, mas as quantidades

) ) A
E'=cFY% ¢ B’Eiso”ijk, (2.6)

ndo. Os campos E ¢ B ndo sao incognitas do problema, mas sdo definidos
pelas condigoes do sistema estudado.

Por exemplo, vamos supor um observador que prepara um campo
magnético, e com isso deseja observar como este campo determina a tra-
jetdria de uma certa carga. Entdo no que concerne a presente teoria, os dados
conhecidos pelo observador sao: o campo magnético Beas condicdes iniciais
da particula. Com estas informacdes ele pode obter a relacdo carga/massa da
particula simplesmente determinando a trajetdria desta, isto €, fazendo um es-
tudo das geodésicas do stp. Assim, o observador ndo tem conhecimento a pri-
ori da métrica associada ao stp da particula, e portanto ndo tem conhecimento
completo do tensor eletromagnético (como foi expressado previamente).

Esta situacdo ¢ diferente do caso das equacdes de Maxwell-Einstein,
isto €, o conjunto de equagdes de Einstein e de Maxwell que aparecem em GR
quando se tem sistemas carregados interagindo gravitacionalmente. Neste
caso, os campos eletromagnéticos sdo devidos aos mesmos sistemas (ndo a
agentes externos). Deste modo, os campos elétrico e magnético dependem

3Pois o campo elétrico tem sempre o mesmo valor no s-t todo, afetando portanto a dindmica
da particula em todo lugar.
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necessariamente das caracteristicas de cada um dos sistemas.
2.1.4 Equacao de movimento e forca de Lorentz

Vamos supor uma particula carregada se movendo em presenga de um
campo elétrico, isto é, F¥ # 0, F;j = 0. De acordo com SR a equacdo de
movimento dessa particula serd (em coordenas cartesianas)

d?x* _q udxP 97
dt2  m Pdt’ @7
onde F g = NpvF*" ndo depende das caracteristicas da particula. Ndo obs-
tante, como foi dito, na visdo de stp somente o campo elétrico F¥ é inde-
pendente das propriedades da particula. Assim por exemplo, vamos esco-
lher um sistema coordenado tal que a métrica do stp seja diagonal, logo
Fii= gi"gjjlf“i.,- = (. Portanto, as tnicas componentes ndo nulas de F K sdo
F ’6 =gooF 0eF ? =g;iF 0i & deste modo o movimento na direcdo i serd dado
por* g .
!

Cx=ip® 28)

dw2 m "drt
mas dessa vez a quantidade F ’0 depende da interacdo campo-particula via gog.
Por outro lado, como serd visto a seguir, a massa que aparece na Eq. (2.8) ndo
corresponde & massa mg da SR, mas a uma massa modificada; esta modificagao
é devida a interacdo com o campo eletromagnético externo. No entanto, po-
demos entender esta massa como sendo a massa em repouso, mas em repouso
em um campo eletromagnético, como se mostra no que segue.

Por defini¢do, o momento p* da particula satisfaz

dx*

p”p,u = _m(%cza P“ = mOE = (p07l_5) ) (29)

sendo m( a massa na auséncia de campo eletromagnético. Vamos definir a
massa de repouso m na presenca do campo eletromagnético como

mi="| (2.10)

4Claramente, a forca de Lorentz Eq. (2.8) ndo corresponde completamente com a equagio da
geodésica a ser considerada em um stp, mas de momento € s6 por motivos de claridade.
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deste modo, usando a relagdo p* Pu= —m(z)cz, obtemos
—mgc* = —p°po=—goo(p°)* = m=mo/\/—8o0. (2.11)

Vejamos agora algumas solucdes (exatas) da teoria previamente des-
crita, isto €, exemplos de espagos-tempos proprios.

2.2 ALGUNS EXEMPLOS: ESPACOS-TEMPOS PROPRIOS
2.2.1 Simetria esférica

Vamos achar o stp de uma carga g em presenca de um campo elétrico
externo com simetria esférica. Tomemos o elemento de linha como

ds* = —¢* (czdtz) +ePdr? + r*d0* + ¥ sin® 0d 9>, (2.12)

com a e b sendo funcdes de » somente.

Agora temos de resolver as equagdes do stp, isto €, as equacdes de
campo (semelhante as equagdes de Einstein) e as equacdes de Maxwell para
o tensor métrico e para o tensor eletromagnético. As equacgdes de campo sdao

OC2
G,uv :ZgTuv, (2.13)

onde procuramos determinar a constante 0.
E conveniente trabalhar com o tensor G", ao invés de Gy, assim a
partir da Eq. (2.12) temos®

—b
GY = _% (2rd" +4d' — rd'b' +rd?), (2.14)
r
—b
Gh=— 2— (Zra” —4b —rd' b + ra/z) , (2.15)
r
—b
8 = o ——(—rd' +rb' +2¢" - 2), (2.16)

e G¢¢ = Gee, onde a’ (') se refere a derivada de a (b) com respeito a r. Por

SDevido a que o tensor eletromagnético tem traco nulo, o tensor de Einstein coincide com o
tensor de Ricci.
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outro lado, o campo magnético B é nulo e o campo elétrico é E = E (r)#, logo

E
FO}” — —,

C FO@ :FO¢ :O, EjESijkBk:O. (217)

O tensor F¥ pode ser determinado com ajuda da métrica Eq. (2.12),
tendo assim como Unicas componentes nao nulas F 9 = eb%, Fy= e”%. O
tensor momento-energia

1 1
T — m —FRFh 4 ZaﬁéFgF‘; , (2.18)
¢é diagonal (neste caso simples) e é dado por

1
=T =-T%= —T‘j; = —§£0E2e<“+h). (2.19)

Logo GY = G',, do qual se segue @' +b' =0, ou a = —b + k, onde
k é uma constante. A dependencia da métrica em a é dada por e%dr?, as-
sim, a constante k pode ser absorvida ao redefinir® dr por e¥dt. Desse modo

podemos fazer a = —b, e portanto a Eq. (2.16) se reescreve como
0 1 a ! 1 ay/

Podemos encontrar a func¢io a (ou b) ao usar a igualdade G%, = Gee.
No entanto, a fim de ilustrar o uso das equagdes de Maxwell, vamos tomar
um outro caminho. As equacdes de Maxwell sdo

VuF" = pJ" =0, (2.21)
das quais a unica ndo trivial é
VuFo* = 0, F + T, F" =0. (2.22)

Da definigio para os sAmbolos de Christoffel

1
F;ch = Egﬂl (_gpc,k +8p,c +g67u.p) ) (2.23)

6Isto é possivel dado que a métrica ndo depende da varidvel £. Mas no caso da varidvel r esta
redefini¢do teria como consequéncia uma modifica¢@o nas fungdes de r que aparecem na métrica.
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obtemos (no caso em que a métrica é diagonal)

1

1
Fﬁr = Eg““(guu,r) = EB,Zln \guu|- (2.24)
u

Portanto, temos Fﬁr = %c% In(—g), e deste modo substituindo na
Eq. (2.22) se tem

O In(—gE?) =0, g=—el")r*sin?6. (2.25)
Como a = —b, temos da Eq. (2.25)

& 0
E=—, &=-—"- 2.26
r2 ) 47‘[80 ? ( )
onde & (ou Q) é uma constante.
Usando esta tltima equag@o na Eq. (2.19) e Eq. (2.16), temos

1—(re") = &®r°E?, (2.27)
cuja solugdo é
)
o &
re* =y+r+ , (2.28)
r

sendo Y uma constante de integra¢do. Precisamos agora conhecer as constan-
tes ¥ e .. Como primeiro insight, temos que Y deve depender de & a fim que,
no limite de campo nulo (nfo interagdo) o stp corresponda com o s-t de fundo
(e =1).

Utilizemos entdo, os resultados obtidos na aproximacao linear (capitulo
anterior). Nesse limite goo = Moo + 1o com hgg = 2#A0, sendo Ag a com-
ponente zero do potencial eletromagnético. Por outro lado, na SR (que € o

caso da aproximacao linear) ETr = F,o = d,Ao, logo

&
Ag=Kk— —, (2.29)

cr
sendo K uma constante de integraco que neste caso representa a invariancia
de gauge. Agora, da Eq. (2.28) se segue que hgo = —Y/r, pois o termo pro-
porcional a &2 (quadratico no campo) esté fora da aproximacao linear. Assim
temos necessariamente K = 0, isto €, na solu¢do exata ndo temos invaridncia

_n_4

de gauge, e y= 2moc2 &, portanto
q& a’&?

+— (2.30)

el =14+2—"—
moyc<r r
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Por outro lado, a equagdo de movimento da particula na presenca de
uma forga externa’ é

d?xk " dxP dx° -
e TTee =7 @31)

onde f* é considerado como sendo um termo que caracteriza a forga sobre
a particula. Agora vamos supor que f* € tal que a particula permanece em
repouso, assim

d*x" ,dxdax®
— =T —— , 2.32
dt? 0yt dr +f (2.32)
ou 5
d“x"
P —c o+ 7, (2.33)
onde usamos d7T = /—goodt, que é valido quando dx' = 0. Adicionalmente,
definimos a forca por unidade de massa f* = —ggof*.

Fazemos agora a exigéncia de que a forga radial " necessdria para
manter a particula em repouso seja precisamente igual em magnitude a forca
8 A 49 pr r _ 4
de Lorentz®, isto € .= Fy = —I7,, onde m = mg/+/—goo é a massa em repouso
no campo eletromagnético, logo

" 1 rr q 1A
—T'o = 58 g0 = (v —800) gooF". (2.34)
myc
Definindo & = —ggg = ¢'", temos
1 !
1S _ dpo__ 4 p (2.35)
2 & moc moc

e fazendo a escolha da constante de integragdo de modo que & = 1 quando
& — 0 ("condigdes de fronteira”), obtemos

q &
VE=1+—5—. (2.36)

7Se entende aqui a forca externa, como um agente qualquer sobre a particula, quando este
agente ndo aparece no tensor momento-energia. Esta forca pode ser ou ndo de tipo eletro-
magnético. Por exemplo, se temos uma particula em presenca de um campo magnético e de
um campo elétrico, mas s6 este tltimo € considerado no tensor momento-energia, entdo, o efeito
do campo elétrico é considerado no stp da particula, mas o efeito do campo magnético devera,
portanto, ser considerado na equacdo de forca.

81sto deve ser assim mesmo na solugio exata (onde o tensor momento-energia tem em conta
o campo préprio da particula) ja que pelo fato da particula estar em repouso o campo préprio da
particula ndo exerce efeito sobre ela.
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Finalmente, ao comparar com a Eq. (2.30) temos

o=—1 (2.37)

 mpc?’

Este resultado foi primeiro obtido por (BARROS, 2005b).
Em resumo: sempre € possivel fazer a identificacio
i _ 4 i
o0 =—">Fo, (2.38)
a qual nos fornece um conjunto simples de equagdes para determinar a geo-
metria do stp. A simplicidade reside no fato que Eq. (2.38) é uma equacio
diferencial de primeira ordem, linear nas derivadas, ao contrario das equacdes
de Einstein, as quais em geral sdo de segunda ordem e contém termos quadra-
ticos nas primeiras derivadas. No entanto as equacdes Eq. (2.38) ndo sdo in-
dependentes das equacgdes do stp, mas sao consequéncias das mesmas. Vamos
usar este fato para achar a solu¢do do problema da préxima secao.

2.2.2 Campo elétrico uniforme

No exemplo anterior pudemos notar que o tensor eletromagnético pode
ser completamente obtido como uma das solucdes do problema. Isto é, nao
¢é preciso um conhecimento a priori do campo elétrico (ou magnético) para
encontrar a sua forma explicita. Assim, uma vez que se impdem as simetrias
do problema, as equacdes do stp dizem quais sdo os campos permitidos por
essas simetrias. Porém, como jd foi dito, o observador pode conhecer a priori
(antes de resolver as equagdes do stp) os campos eletromagnéticos envolvi-
dos. Usar este fato farda o processo de solucdo definitivamente mais simples
do que tentar achar o valor do campo a partir das equagdes.

Vamos supor que temos um campo elétrico no eixo z, o qual € inde-
pendente de #,x,y. O elemento de linha sera

ds? = —e° (c2dt2) + e (dx® 4+ dy?) +edz?, (2.39)

onde a,b e c sdo fungdes de z somente. Por razdes de simetria temos escolhido

8xx = 8yy-
As equagdes de Maxwell levam a

VuF% = 0. F% + T F% =0, (2.40)

ou
In(e“e** e’ E?) = constante. (2.41)
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Agora, vamos fazer uso de nosso conhecimento sobre o campo elétrico
E = Ey = constante. Logo, a+2b+ c = constante, mas dado que a,b e d sdo
nulos quando ndo se tem interago, temos’

d=—a—2b. (2.42)

Com esta informagdo podemos calcular facilmente o tensor de Eins-
tein. Para simplificar definimos o tensor
a?

=gt 2%k g= 1

. et (2.43)

o qual deve ser nulo para todo puv. Das equagdes (2.39) e (2.42) obtemos

Y, =U-W(d"+2d'b +d?) =0, (2.44)
Y, =U—W (" +2d'b +a? +2b" +3b7) =0, (2.45)
= —U-W (" +db +2b?) =0, (2.46)

e Zyy = X*, todas as outras componentes sdo identicamente nulas. Uma linha
sobre a ou b se refere a derivada com respeito a z. Por outro lado, U e W sdo
definidos como

2 1
U= (ane*") W= e (2.47)

De ¥, = 0 e £%, = 0 se segue que 3" + 25" =0, logo

2 2
b/:m, bzglnl(’("_SZ), (248)

com K e A constantes. Podemos portanto reescrever Ak como 1 —3Azg, onde
Zr € uma nova constante. Assim

W

&b =143 (z—z)]. (2.49)

Escrito na forma

I

e’ =(1+B+312)3, B=-3Az, (2.50)

a constante § parece uma reminiscéncia da invaridncia de gauge, mas como
podemos ver da Eq. (2.49), isto é s6 uma manifestagdo da invaridncia trans-
lacional da teoria a qual tem a ver com a liberdade na escolha da origem de
coordenadas.

9 Alids, esta constante pode ser absorvida em dr?.
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Agora, vamos usar a Eq. (2.38) para calcular Fj;. Para tanto calcula-
mos primeiro

1 1

TGy = —58%800 = ¢ (¢*)', (2.51)
E
iF%) = (q Y% —goo> gooF™® = L ¢a/20aZ0 (2.52)
mc moc moc c
de onde vem ( a)/
1 (e q _ob
Sy = <m062 E0> 2. (2.53)

Tomando o resultado da Eq. (2.49) chegamos a

O ze—b. (2.54)
moc? A

Considerando que ¢? = ¢? = 1 quando A — 0, temos necessariamente
que A = +qEy/moc?. Alids, o sinal + pode ser absorvido no sinal da carga
q. Como a+d = —2b, a solugdo final € dada por

qEo
o

2
3

==t =[143A(z—2r)] 3, A= (2.55)

moc

Com isto terminamos a deducdo da métrica para o stp de uma particula
em presenga de um campo elétrico constante E.

2.2.3 Simetria axial e Teorema de Weyl

Podemos perceber que o sistema estudado anteriormente tem simetria
cilindrica. Isto pode se expressar explicitamente ao reescrever

dx® +dy* = dp* +p2d¢>, p?>=x*+)y*, tan¢ =y/x, (2.56)
desse modo a métrica Eq. (2.39) se escreve como
ds* =" (—*dr* +d2*) + ¢ (dp* + p°d¢*) (2.57)

a qual tem a simetria cilindrica de forma explicita.

Existe um famoso resultado (teorema de Weyl) que estabelece de forma
geral a estrutura que deve ter a métrica associada a um s-t estaciondrio e com
simetria axial. Isto €, um s-t no qual existe um eixo de simetria (qualquer
rota¢do com respeito a esse eixo, deixa invariante a dindmica), alids, a estru-
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tura do s-t € invariante sob translacdo temporal. Um caso especial deste tipo
de s-t, ¢ dado por um corpo rotante (como um buraco negro) cujo eixo de
rotacdo aponta sempre na mesma direcdo (simetria axial), e cuja velocidade
angular € constante (estaciondrio).

O teorema de (WEYL, ) diz que para todo s-t estaciondrio com si-
metria axial, existe um certo sistema coordenado ¥ = (ct,p,¢,7) tal que a
métrica tem a forma!®

ds* = —¢" (cdt —wd$)* + e~ [p?d¢* +e* (dp*+d)],  (2.58)

onde a e & sdo funcdes somente de p e Z.

Podemos ver que, o stp estudado nesta sec@o € estaciondrio e tem si-
metria axial (Eq. (2.57)). Deste modo, a métrica descrita pela Eq. (2.57) deve
satisfazer o teorema de Weyl.

De fato, da Eq. (2.58), no sistema coordenado ¥ temos (com w = o =
0)

ds* = —¢" (cdt)* + e~ [p?d¢> +dp* +d7*] . (2.59)

Agora, fazemos a transformagéo de coordenadas
= (ct,p,0,2) = x* = (ct,p,0,2), e 7=z, (2.60)

neste sistema coordenado, a equagdo (2.57) é recuperada. Deste modo, pro-
vamos que a métrica Eq. (2.57) satisfaz o teorema de Weyl, como era de
esperar.

S6 para terminar esta andlise, calculemos a forma explicita da métrica
Eq. (2.57) nas coordenadas de Weyl (sistema coordenado x*). Da transforma-
¢do Eq. (2.60) e da equacdo (2.55) temos

z—/ “dz-/ +3A (Z—ZR)]_%dZ, (2.61)

= [1 3 (—m)]F, o =22 (2.62)

assim, em coordenadas de Weyl, a métrica do stp associada a interacdo de
uma particula carregada com um campo elétrico constante é

—(AZ) 2 (cdt)? + (A2)* [p?d¢> +dp? +dZ]. (2.63)

100 teorema tem certas exigéncias sobre os vetores de Killing associadas as simetrias axial
e temporal, no entanto o presente caso satisfaz todas essas propriedades de forma automaitica.
Para ver os detalhes do teorema de Weyl, veja por exemplo: (WALD, 1984)-cap:7 & (FELICE,
1995)-cap:11.
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2.2.4 De volta a aproximacao linear

Agora que obtivemos duas solugdes exatas para o stp de uma particula,
é apropriado comparar com as andlises feitas na aproximagao linear. Comece-
mos pelo caso do stp, quando o campo externo € um campo elétrico constante.
Neste caso, na aproximagdo linear g,y = Tyv + hyy, temos
(com zg =0)
hoo = hyy = hyy = —hy; = 2Az, (2.64)

ou i, = 0. Este fato mostra imediatamente que quando usamos o tensor Tﬁ’\‘f
nas equagdes de Einstein, o gauge de Lorentz

1
V' = 5V iy, (2.65)

nio é satisfeito na aproximacdo linear'!.

NO entanto, pOdeOS observar que neste caso se Cumpre
Vit = —Vhg =2-LFy. (2.66)
B g J00 moc 0j .

onde as derivadas covariantes sio tomadas no s-t de fundo!2.
Esta mesma situag@o acontece no caso de simetria esférica, neste caso

q Eo\’
g0 =—g" = — (14,- 2) , (2.67)
moc* r
E
hoo = hoo =0, hoo = hyy = —2—15 =2, (2.68)
moc” r
Novamente obtemos A" = 0,e
[.l r 2 r
Vuht, = on', + ;h = —V,hy, (2.69)
ou de forma geral
q
V“h’j = —Vho = 2mTCF0,-. (2.70)

Este comportamento foi previsto no final da subse¢do 1.3.1, como
uma consequéncia do fato que usamos o tensor momento-energia somente
do campo externo, e ndo tivemos em conta a contribuicdo do campo préprio

sto foi predito no final do capitulo anterior.
12Neste caso de coordenadas cartesianas, os sAmbolos de Christoffel do s-t de fundo sdo nulos,
de modo que V;, = 9.
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da particula.
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3 ANALISE DAS SOLUCOES EXATAS E DA EQUACAO DE
MOVIMENTO

Neste capitulo examinaremos as equacdes da geodésica e suas con-
sequéncias na dindmica da particula.

Porém, no momento de resolver as equacdes de movimento, serd de
bastante ajuda conhecer as quantidades conservadas. Vamos portanto mostrar
um método direto para achar estas constantes de movimento! ((CARROLL,
2004)-cap:3.8). Como primeiro passo, notemos que de acordo com a regra da
cadeia temos

d dx*
=2 = 3.1
dt dt " G-
desse modo a equacdo da geodésica
>t dxP dx°©
——=0. 32
a TP an 3-2)

S€ €S8Creve como

dxP dxt dxP dx®
— | — |+—=— (Ths— ) =0. 33
dt p<d1)+dr<pcdr) (3-3)

De forma compacta temos

dx™
UPY,UR =0, U*:= %. (3.4)

Lembremos que a derivada covariante para U (e para Uy,) é

VoUH = pUH +TheU°, 3.5)
VoUy = dpUy — T, Uy, (3.6)

e ainda, Vp g,y = 0. Deste modo da Eq. (3.4) temos

0= guo (UPV,U*) = UPV,Us = UP 9pUs — T, UPU;. (3.7)

10 procedimento geral para achar estas constantes é utilizar os vetores de Killing ((CAR-
ROLL, 2004)-cap:3.8), mas o tratamento dado nesta se¢do € suficiente para o que se requer neste
trabalho.
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Calculemos explicitamente o dltimo termo nesta expressao

F;L cUPU), = 58"* (—8pou + 8up.o +8oup) UPUs

(—&pou +8up.c+8&oup) UPUH

= ~8up.cUPUH, (3.8)

onde usamos o fato de que (_gp(y"” +g(m‘,p) ¢ antissimétrico nos indices p
em quanto que UPUH é simétrico, e deste modo o seu produto é nulo. Agora
ao substituir este ultimo resultado na Eq. (3.7) obtém-se

UPOpUs = % (Oogup) UPUM. (3.9)

Portanto, se existe alguma varidvel x° que ndo aparece na métrica
(dsgup = 0) entdo

U,
UPO,Us = -2 =0 3.10
pYo dT 9 ( )

isto é, Uy = constante, ou em termos do momento p* = moUy, podemos
dizer que o momento ps € conservado.

Vamos agora estudar a dindmica da particula carregada, primeiro para
o caso de simetria esférica e em seguida, com mais detalhe, o caso do campo
elétrico constante.

3.1 SOLUCAO ESFERICAMENTE SIMETRICA

A métrica que descreve este s-t € dada por

ds* = —& (*dr*) + &7 dr? + 7 d6* + r’sin® 0d ¢?,

A 3.11)
VE=1+ —5, A =constante.
rc
Os sAmbolos de Christoffel néio nulos sdo
. 5’
;,d,:—résm 6, reez—r§’
1
g =rf = = (3.12)

or —
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com &’ = d& /dr. A partir deles podemos escrever explicitamente a equagio
da geodésica para cada um dos indices u

d?xt u dxP dx®

——=0. 3.13
dt> = P%dr dt (3.13)

Assim por exemplo, para = 0 temos
6 +2r9 6/ =0, (3.14)

onde um ponto sobre as coordenadas se refere a diferenciacdo com respeito
ao tempo préprio 7, o qual depende da trajetéria da particula na forma: ds® =
—ctdt?.

Da Eq. (3.14) podemos perceber que se escolhemos como condi¢do
inicial & = 0, entdo  serd nulo para todo valor de 7, isto é, 8 = constante.
Logo, de modo andlogo ao que acontece no eletromagnetismo, a particula se
move em um plano, isto € basicamente uma consequéncia da conservagdo do
momento angular.

Podemos fixar o plano de movimento como sendo o plano 6 = /2.
Neste caso as outras equacgdes geodésicas se reduzem a

t+§§tr—0 (3.15)

(ﬁ—&-%(ﬁr':O, (3.16)

4 LEE (G~ (1P - rE(9)2 =0, (3.17)

28

Antes de tentar resolver estas equagdes, podemos no entanto olhar para
as quantidades conservadas. Para isto, devemos determinar quais as coor-
denadas que ndo aparecem na métrica, isto é, as coordenadas x* tais que
9“ gov = 0. Desse modo, uma constante de movimento corresponde ao mo-

mento
dxV

dr
No nosso caso, guv ndo depende de t nem de ¢, portanto p; € py sdo
constantes de movimento,

pu=guwp’, p'= (3.18)

E = Ec*i = constante, (3.19)
L=r*sin’0 ¢ = r’¢ = constante, (3.20)
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com? E = —p;c/mp, e L = Po/mo.

Agora podemos notar que as equagdes (3.15) e (3.16) sdo equivalentes
a Eq. (3.19) e a Eq. (3.20) respectivamente. Assim Eq. (3.15) corresponde a
E =0, eEq. (3.16) a L = 0. Por outro lado, além das equacdes da geodésica,
a particula também est4 sujeita ao vinculo (equagdo (3.11))

Adt? = EPdi® —E7'dr* — Pd6* — P sin® 0d ¢, (3.21)

que no nosso caso (6 = 7/2) pode se reescrever como

2 2
2E ( L > = ET — 2, (3.22)

c

onde foram usadas as defini¢des de E e de L. Finalmente, observemos que a
Eq. (3.22) é equivalente a Eq. (3.17). Para ver isto, consideremos
dr

iy d E* +2d€1+L2
=r _— —_—— - -y
dr \2c%2 2 2 dr c2r?
2/ 2
g L € 2
+ > (1 + r2) — —3L
EE* &, &,
= — — =i"— =L 3.23
Fapa aEh Al (3.23)
onde fizemos uso da regra da cadeia, do fato que E é uma constante, e da
Eq. (3.22) respectivamente. A dltima expressdao na Eq. (3.23) corresponde
exatamente a Eq. (3.17).
Vemos assim que a dindmica da particula estd completamente contida
na Eq. (3.22) (junto com as equacdes que definem as constantes E e L), que é
bem mais simples que as equacdes da geodésica. No que resta desta subsecao,
vamos nos concentrar somente na busca de 6rbitas circulares. Para isto vamos
seguir o método usado por ((CARROLL, 2004)-cap:5.4). Este consiste em
colocar a Eq. (3.22) na forma

dr

O=F—7—

E2
2r 2, 28 <1+ 22) o (3.24)
I
5;’*2 +V(r)=6. (3.25)

2Podemos interpretar E (e L) como energia total (momento angular) por unidade de massa.
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Esta ultima expressdo € equivalente a equagdo de uma particula se mo-
vendo em uma direco s6 (eixo r), com energia total & e energia potencial V
(e massa unitdria). No entanto temos que lembrar que para o nosso caso, o
movimento se faz em um plano, portanto V € um potencial efetivo. O movi-
mento serd em uma dimensao sé quando L for nulo, e nesse caso a particula
se move radialmente.

Para achar as 6rbitas circulares resta somente impor # = 0. No entanto,
¢ bem mais simples tomar um outro caminho. Notemos que nas 6rbitas cir-
culares V'(r) = 0, alids, as Grbitas serdo estdveis se V" (r) > 0 ou instaveis se
V”(r) < 0. Com

_ .2§ 7L2 = 7E2
V=2 <1+ r2c2) : £=37 (3.26)
A 9 Q
=14+ = A= 3.27
\/g + 7'6'27 mo AT 3 ( )

temos para V’

r_ = -~ - o=
V=S-S5 t5a o (28

1 2 <L2 ,12> 3ALY 4 AL
H4 portanto trés tipos de orbitas circulares associadas & condi¢do V' =
0, as quais correspondem as expressdes

_ A _ 1 2 2 _ 1 2 2
rl__ci, r—__ﬁ(l‘ _B )7 r+__ﬁ<L +ﬁ )a

B2 = /L4 —8L222/c2. (3.29)

De cada uma dessas expressdes (para ry, r_ € ry ) se segue que A < 0.
Isto é uma lembranga de que o produto das cargas gQ é negativo, isto &,
as cargas se atraem. A 6rbita em r| coincide com o horizonte de eventos
(&(r1) = 0), alids, r; corresponde a uma 6rbita estdvel ja que V" (r;) > 0.
Por outro lado, o valor minimo de L necessario para se mover em uma 6rbita
circular é tal que 8 = 0, neste caso, com L = —/81/c os raios ry e r_
coincidem, tendo como resultado

ro=r =—4—. 3.30
0="Txlg_, ) (3.30)

Para esta 6rbita V” = 0, isto €, temos uma mudanga de concavidade.
Para 8 # 0 se tem ry > rp > r—. Nesse caso, todas as drbitas associadas a

r4+ sdo estaveis e as correspondentes a r_ instaveis, como pode comprovar-se
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facilmente.
3.2 CAMPO ELETRICO CONSTANTE

Vamos agora considerar o stp de uma particula na presenca de um
campo elétrico constante. Como veremos, o estudo da dindmica da particula,
nos permitird compreender melhor este s-t.

Na presenca de um campo elétrico constante Ey > 0 temos>

ds* =& (—czdt2 —|—dz2) +&71 (d)c2 +dy2) )

- E
E=[1+43A(z—=)]?, a=L1C0 (3.31)
moc
Consideremos agora as quantidades conservadas, E = —p,c/mg, P =

Px/mg € py. Por simplicidade tomaremos p, = 0, deste modo

E=¢i, P= % (3.32)
onde E (e P) representa a energia (¢ 0 momento na dire¢@o x) por unidade de
massa.

Novamente temos que estas constantes de movimento e a equagao para
o tempo proprio d7 sdo equivalentes as equagdes geodésicas.
A equacdo da geodésica leva a

E? c?
2 _ 2
4 @ —P é X (3.33)
e usando a relagdo E % =% % vélida por Eq. (3.32), obtemos
dz\? 2 PP &
(dt) =g T (3.34)

ou em termos da velocidade no eixo x temos

dz\? 1 [dx\?
(;) =c2—§2<df> —%cﬂ (3.35)

X E dx

p=2-_ %
E &2 4y

(3.36)

3Sem perder a generalidade fixamos o campo elétrico apontando para o lado positivo do eixo
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Da Eq. (3.32) podemos perceber um efeito diferente do que acontece
no tratamento usual na SR. De acordo com Eq. (3.32) a velocidade x em geral
nao € conservada embora o campo elétrico nesta direc@o seja nulo.

Para ter uma ideia da ordem de magnitude associada a este fendmeno
consideremos por exemplo a situagdo apresentada em (BOUDA; BELAB-
BAS, 2010)-pag:8. Tomamos uma particula de pé com massa da ordem mg ~
10~ %kg, com uma carga de saturagio* ¢ ~ 107'8C, e ¢ = 9 x 10'm? /s,
logo

A~ 1072'Ey. (3.37)

Campos elétricos da ordem de Eo = 103V /m sdo raramente alcancados
na préatica (BOUDA; BELABBAS, 2010)), alids, se espera que para estes
campos intensos os efeitos de rea¢do de radiacdo comecem a ser importantes
((AL., 2009)). Portanto, considerando a ordem de magnitude dos campos que
atualmente sdo manipulados experimentalemte, temos em boa aproximacao

x/P=§E =~ (1-2A2). (3.38)

Por exemplo, para ter uma estimativa, temos que para valores de A
dados pela Eq. (3.37), x = P mesmo para particulas se movendo dentro de
uma regido |Az| da ordem de alguns quildmetros.

3.2.1 Compreendendo o sistema

Vamos agora entender o significado da métrica dada na Eq. (3.31).
Para isto tomaremos zg = 0 por simplicidade. Vamos em uma primeira visao
supor que o dominio da fungdo &(z) sdo todos os reais. Neste caso podemos
notar que a métrica tem um comportamento estranho; a presenga de uma sin-
gularidade® em 34z = —1. Esta propriedade é contraria a invariancia transla-
cional que o problema requer. Em particular, se uma carga +¢ € localizada em
repouso nesta posicao, ela permanecera fixa af para sempre. Isto é contrario
ao fato de que a particula estd sendo forcada o tempo todo para a direita.

Consideremos agora a situagdo em que P = 0. Nesse caso, da Eq. (3.34)
podemos obter a energia (por unidade de massa) E em fungio da velocidade

“#Notemos que ndo estamos no limite quantico.

SEsta seria uma singularidade no sistema de coordenada, tal como um horizonte de eventos.
Mas, ndo poderia representar uma singularidade fisica, tal como acontece nos buracos negros.
Discutiremos mais sobre esta questdo nas proximas segdes.
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vo da particula na origem. Assim temos (com & = 1 em z = 0)
1 2

¢ = o (3.39)

\/1=v3/c2

Além do mais, da Eq. (3.34) vemos que para cada valor da energia E,
existe uma tnica posi¢ao zZ no espaco tal que z = 0. Neste mesmo caso (P =0)
temos que Z estd caracterizada pelo vinculo

2 ‘56 2 A
A-25=0, » E=EP=—rn_ (3.40)

£ VT3

Encontramos aqui um novo problema; de acordo com Eq. (3.39) a
energia E satisfaz E > ¢?, mas segundo Eq. (3.40) a energia pode ser maior
que ou menor que ¢, alids, se 317 < —1 a energia serd negativa. Todo este
comportamento € inaceitivel.

Uma possivel saida ao problema seria restringir z a regido na qual
—1 < 3Az <0, mas entdo isto levaria a outro conjunto de problemas. Em
particular, se a carga é positiva (negativa) ela poderia estar em repouso s
em posi¢des Z < 0 (Z > 0) impedindo ao experimentador eleger as condi¢des
iniciais.

Na préxima subsecdo daremos uma soluga@o para este conjunto de pro-
blemas baseada em uma interpretacdo da varidvel zg e redefini¢do do dominio
da fungdo €.

Vg =c*—

3.2.2 Interpretacao da métrica e estudo da dinamica

Vamos fazer o seguinte postulado: o valor zg na fungfo & se refere a
posi¢do da particula quando a componente z da velocidade € nula.

Deste modo, de acordo com a figura [2] vemos que uma carga positiva
(A > 0) se moverd para a direita de zg devido a acdo do campo elétrico, e uma
carga negativa se movera para a esquerda. Portanto, temos em geral que

A(z—zr) 20 (341

Se por exemplo uma carga comega a se mover desde uma posicao z;
e atinge a posicdo zg, neste ponto a componente z da velocidade mudara de
sinal, obrigando a particula a voltar para a regido onde estava inicialmente.
Por esta razdo, poderiamos chamar o ponto zg como posi¢ao de retorno.

Com estas consideragdes, a métrica estard livre de singularidades, e
deste modo se respeita a invariancia translacional. De fato, se redefinirmos
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E
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Figura 2 — Movimento das particulas, a partir da posicdo de retorno.

z— 7 =z—w, entdo do mesmo modo zg — zZ; = zg — w; € consequentemente
7 — zZp = z— zg, permanecendo a métrica invariante.

E importante ressaltar que, definida desta forma, a métrica contém
ndo somente informacdo das caracteristicas intrinsecas da particula, como a
carga ou massa (por meio de A1); mas também sobre sua dindmica, por meio
das condi¢des iniciais desta (isto é, mediante zg). Este comportamento foi
predito ao final da se¢do 1.3.

Escrevendo A (z — zg) de forma explicita

E
—A (2~ k) = — -

s (z—2zr), (3.42)

vemos que este representa a quociente entre a energia potencial —gFq (z — zg)
e a energia "livre”em repouso® de uma particula moc>. Esta consideragdo nos
leva a perceber que zg é precisamente a posi¢do de zero de potencial, de
forma tal que uma particula de energia (por unidade de massa) E = ¢* tenha
velocidade nula nessa posi¢do. Portanto nesta posicdo a métrica se reduz a
métrica do s-t de fundo.

De fato, da Eq. (3.34) temos que se vV = 0, e a energia potencial é nula
(z —zg) entdo E = ¢*. Este comportamento nio é sé para o campo elétrico
constante, mas também para o caso de simetria esférica. Nesse caso temos da
Eq. (3.22)

. 1? E?
2 2
' (1 Cer) 2 (3.43)
assim, fazendo V=0 (L=7=0)e E = 2, temos que o zero de potencial serd

onde se cumpra & = 1, isto é, no infinito.
Voltando para nossa andlise do campo elétrico constante, temos da

SIsto é, na auséncia de interacio (livre), a energia de uma particula com velocidade nula é

mo C2 .
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Eq. (3.34) paraz = zp

2 6 2
0:c2—(f;; ) —%, 5 E=——t (3.44)
R \/1—=v3/c?
onde agora
dx
vV =V = — . 3.45
K Z=7R dt Iz ( )

Esta equacgdo € geral, ao contrario da obtida em Eq. (3.39) que era para
P = 0 sob a suposi¢do que fizemos inicialmente, na qual v era a velocidade
dz/dtemz=0 (e zg = 0).

Por outro lado, P = constante = P(z = zg), assim da Eq. (3.36) temos

E d
P= <€202d):> =R __ (3.46)
R J1=vh/c?
Com estes resultados podemos reescrever Eq. (3.34) na forma
P? V2 1
S8+E=(1-F)r m=—F—, (3.47)
c? c? 2
\/1—vx/c?

que é uma equagio quadratica para £ e que permite obter a posi¢do z em
fungdo da componente z da velocidade.

Vamos agora nos concentrar no caso unidimensional (P = vg = 0),
deste modo temos

2

E=1-5, = 143h-m) = (1)

(3.48)

Consideremos o limite de baixas velocidades v << ¢, assim da Eq. (3.48)
temos

2

1
% =2 (z—m)+O(ch, — 5mov2 = gEy(z—zp)+ O(c2), (3.49)

deste modo, se nas posicdes z; € 7> a particula tem velocidades v e v, respeti-
vamente, entdo se satisfaz a conservac@o da energia (AE inerica = —AE posencial)

1
5o (v =v1) = gEo (2 —21) + (¢ 7). (3.50)

O leitor pode mostrar que o limite de ”campo fraco”A (z —zg) << 1
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leva exatamente aos mesmos resultados (isto €, a Eq. (3.50)).
Agora, vamos por a Eq. (3.34) em uma forma fécil de comparar o
movimento acelerado com o caso Newtoniano. Da Eq. (3.34) obtemos

dz\ d°z P2, & \dz
2( )58 = (2 — 5252
<dt> dr? < 2 5 E2° ) ar

onde &' = d& /dz. Assim, se tem

d’z _ qEoc* [ P? —5/3
mOM:EZ[Zczg—H} 1434 (=)
= qEo [2BRE+1— B3] [1+34 (z—2r)] %, (3.51)

com fBg = vg/c. Esta expressio coincide com a forga elétrica gEy quando
consideramos termos s6 até ordem ¢ (c”). Além do mais, observe-se que no
caso em que era permitido A (z —zg) < 0, se teria uma forca nula na singula-
ridade como foi dito ao comecgo da subse¢ao passada.

Da Eq. (3.34) se tem que v; — ¢ (e da Eq. (3.36), vy — 0) quando
& — 0, isto €, quando Az — oo. Alids, quando a velocidade da particula esta
atingindo o valor de c, a aceleragdo dela se aproxima de zero (como se observa
na Eq. (3.51)).

Na SR, a dindmica de uma particula carregada em presenca do campo
elétrico Ey é dada pela equacdo

dp

— =F =gqFy, 3.52
7 qEo (3.52)
sendo p o momento relativistico definido por
mov

iy ey

Neste caso também se satisfaz uma equagao tipo conservacio da ener-

(3.53)

gia AE inetica = _AEp()tencial na forma (com vp = V(ZO))
1 1
AMz—20) = e - — (3.54)
—vi/c \/ 1—v§/c?
onde a energia cinética é definida pela expressdo
mo
Ecinetica = me?* — mOCZa m= (3.55)

V1=v2/c2
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A Eq. (3.54) pode ser obtida ao considerar:
Ji Fvdt = [¥ vdp,
v
qEo(z—20) = vp‘ — Jy, PAV;
vo
ou

En(z — = p—v
CIO(Z ZO) Vm

— L] A

o \/1-v2/c?

que € o resultado da equacgao (3.54).

Agora, para comparar as predi¢des do presente trabalho com as feitas
pela teoria da relatividade especial, temos de comparar as equacdes (3.54) e
(3.48). Por facilidade tomemos zg = 0, zo0 = 0, v = 0, logo

v /'v mov J
— | ————dv
v vy \/1—12/c2

)
Vo

v

(3.56)

1
Stp: — (1 +3AZ)1/3 = m (3.57)

1
V1—v2/c?

Nas figuras [3] se faz esta comparacdo, linhas continuas representam a
solugdo de acordo com SR, linhas ponteadas representam a solugao de acordo
ao formalismo do stp.

Para valores pequenos de Az, como por exemplo Az < 0.2 as duas teo-
rias tem bom acordo, pois nesse caso, (1 +31z) 13414 1 (3Az)+ 0 (A%2?).

As duas teorias apresentam direrengas para valores grandes de Az, que
€ o caso de campos extremos, por exemplo. Como se pode notar das figuras,
a particula atinge a velocidade limite (v = ¢) para valores menores de Az no
caso da SR, do que no formalismo do stp. Espera-se que este tipo de com-
portamento (do dltimo caso) acontega em teorias que considerem os efeitos
de reagdo de radiagdo ((AL., 2009)) jd que para grandes valores de Az esses
efeitos sdo compardveis aos do campo externo.

SR: — (1+Az) = (3.58)

3.2.3 Solucao da equacgao de movimento

Nas subsecdes anteriores, se estudou o stp de uma particula em um
campo elétrico constante de forma qualitativa. Vamos agora, encontrar a
solucdo exata para o caso unidimensional (P = 0).
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Para o caso unidimensional obteve-se (Eq. (3.48))

é—l—ﬁ — cdt—:tL (3.59)
627 /1 — é ) .
com
E=uB, u=143A(z—2). (3.60)
Deste modo, em termos de u, a equagdo (3.59) se torna
du/32 u'Pdu

a qual podemos integrar facilmente e obter

u

, (3.62)

ug

3Ac(t—19) ==+ (2+u2/3) u?/3 —1

onde ug € o valor de u em t = 1.
Tomamos por simplicidade zg = 0, e a condi¢@o inicial 79 = 0, logo,
voltando a varidvel z temos

(34)(ct) = £ (/(z) = f(20)), (3.63)

f2) = (2+(1+3/1z)2/3) m (3.64)

Esta expressdo nos dd o tempo como fungdo da posicdo. No entanto,
podemos também obter a posi¢cdo como fun¢do do tempo. Para tanto reescre-
vemos a Eq. (3.63) como

f(z) ==£0B2)(ct) + f(z0), (3.65)

assim, elevando ao quadrado em ambos os lados se tem (da Eq. (3.63))
2+v)(v—1)=¢, (3.66)
v=(14312)"%, s=%0A)(ct)+ f(z0). (3.67)

Portanto, a fim de obter v, temos que resolver a equagdo cibica
V=312 — (4+5%) =0, (3.68)

a qual tem trés raizes: uma solucdo real, e as outras duas, complexas conju-
gadas uma da outra.



74

A solugio real é dada por

1 1 2 (3.69)
v=—1l+4+a+-, a=——~——, .
a 2452 +sV4+s?
ou, de uma forma mais explicita
22/3 2452 +sV4+s2 i
1+3Az= -1+ + 73 (3.70)
2452 +sV4+52 22/

com s dado por Eq. (3.67). Esta equacdo permite obter facilmente a posi¢ao
z em termos de ¢.

Na figura 4 se apresenta um conjunto de curvas geodésicas para di-
ferentes condic¢Ges iniciais. As curvas que cortam o eixo z em 34z =3 e
3Az = 1.5, representam particulas que se aproximam a posi¢do de retorno
(neste caso a origem), atingem uma velocidade nula, e logo voltam a regiao
em que se encontravam. As outras duas solugdes, 34z =3 e 34z =0 (em
t = 0), representam particulas (cuja velocidade inicial era tal) que sempre se
afastaram da origem.

As velocidades iniciais (para cada caso), podem ser obtidas a partir da
equacdo (3.48)

5:1—‘;—2, - g:i\/l—(1+3/1z)*2/3, (3.71)
desse modo, obtemos
z=1 — % ~ 0.608, (3.72)
3z=15 — g ~0.676, (3.73)
3Az=3 — E ~0.776, (3.74)

e z=0—v=0. Com esta anélise terminamos a discussdo sobre o stp de uma
particula em um campo elétrico constante.

Neste grafico vemos explicitamente o comportamento da particula ao
se mover no stp dado pela Eq. (3.31). Deste modo podemos ver que devido
a posicdo de retorno (neste caso zg = 0) as particulas nunca cruzam a regido
A(z—2zr) <0, isto, certamente deixa o stp livre da singularidade A (z —zg) =
—1.

No préximo capitulo (segunda parte do texto), comegaremos estudar
a equacdo de Dirac em espagos curvos, para logo depois aplicar aos casos ja
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0.4

ozr

AZ
20 40 B0 a0 100

Figura 3 — Linha ponteada corresponde a predi¢do da equagdo Eq. (3.57) e
linha continua com a predi¢ao de SR Eq. (3.58).
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= | 3 Az
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 4 — Curvas geodésicas para o caso unidimensional. Obtidas a partir da
Eq. (3.63).
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4 EQUACAO DE DIRAC EM ESPACOS CURVOS

Nesta segunda parte da dissertag@o, buscamos dar uma descri¢ao quan-
tica da interacdo entre uma particula e um campo eletromagnético externo,
mantendo a visdo geométrica que implica no conceito de stp (desenvolvido
na primeira parte deste documento).

Para cumprir este objetivo, estamos interessados em estudar a equagio
de Dirac em espacos curvos. E deste modo, postular que a dindmica de uma
particula carregada, é descrita por uma equacao tipo Dirac no stp da particula.

Dado que toda particula é livre (sem interag@o) no seu stp, entdo esta
equacdo, serd portanto uma equacdo de Dirac para particula livre.

4.1 PARTICULA LIVRE EM UM ESPACO-TEMPO CURVO

Para estudar a equacdo de Dirac em um s-t curvo, € conveniente es-
tudar em primeiro lugar a equa¢do de Dirac em um s-t plano. Os conceitos
basicos desta equacao sdo dados no apéndice D. Além do mais, nesta secio
usaremos o conceito de tetradas, que nos oferece a ferramenta natural para
passar de “indices planos”(a,b,c,...) a "indices curvos”’(o, U, V,...). A teo-
ria bésica sobre tetradas € dada no apéndice C.

A equacdo de Dirac no espago de Minkowski é

myc

(W@,+7;)w@)=0 @.1)

Esta equacdo tem a covariincia da SR, isto €, € invariante sob transfor-
magdes de Lorentz. No entanto, ndo tem covariincia geral em um s-t curvo.

Dado que as tetradas permitem descrever objetos de espacos curvos,
como se fossem objetos em espagos planos, entdo, no momento de generalizar
a Eq. (4.1) para qualquer geometria, devemos identificar as matrizes de Dirac
nessa equagdo com as matrizes “planas”y“ em uma base de tetradas e¢?. Deste
modo, em um sistema coordenado x*, essas matrizes estardo dadas por

P (x) = e ()7, 4.2)

onde ¢4, sdo as matrizes mudanga de base, que permitem expressar dx* em
termos de e? (dx* = e*e?). Assim, as matrizes ¥ (x) variam ponto a ponto
no s-t, enquanto que cada matriz y* é constante.
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As matrizes planas satisfazem a relag@o de anticomutacio (Eq. (D.11))
{r?}=2n, 43)

sendo N* a métrica de Minkowski. Deste modo, as matrizes “curvas”cumprem
a propriedade

7'} = ety {7} = 2etetm® = 2gm", (44)

onde usamos a Eq. (C.33), que relaciona a métrica plana e a métrica curva
por meio das tetradas ey
Por outro lado, é usual no formalismo da GR, introduzir uma conexao
I'; a qual tenha em conta o cardter espinorial de y. Deste modo, devemos
substituir a derivada parcial d,, por uma derivada covariante V, que garanta a
covariancia geral da equacao de Dirac ((COHEN, 1966), (WHEELER, 1957))
moc

(F@OVu+ ) ¥ =0, Vuy=[G-Tu@]y. @5

No que segue, apresentamos o método padrdo para obter a equacdo
de Dirac em um s-t curvo que leva a equacao de Dirac-Fock-Weyl ou DFW
(ver Eq. (4.17)). Esta equacdo foi obtida de forma independente por (WEYL,
1929) e (FOCK, 1929). Porém, existem outras extensdes da equacio de Dirac
(veja por exemplo (ARMINJON, 2008) e (REIFLER, 2010)).

4.1.1 Equacao de Dirac-Fock-Weyl

Na ideia de Fock e Weyl, se faz a seguinte considerag¢ao: dada a natu-
reza espinorial da fun¢do de onda y, as quantidades I'y; sdo em geral matri-
zes (do mesmo modo que y“); alids, se desejarmos derivar uma matriz A no
espaco espinorial, a derivada se torna

V4A(x) = 9uA(x) — [T (x), A()- (4.6)

Consideremos o objeto A“* que é: 1) matriz no espago espinorial, 2)
vetor (com indice a) no espaco de tetradas e 3) vetor (com indice () no espago
de coordenadas; deste modo em geral a derivada covariante de A** serd

VA = A" + 0 A" + T}, A% — [Ty, A%, 4.7)

Lembremos (ver secdo C.2) que a conexdo afim (simbolo de Chris-
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toffel) pode ser obtida em termos de g,y € sua inversa g*¥ ao exigir que a
derivada covariante de g seja nula. Igualmente se obtém a conexdo de spin
a)‘ﬁw impondo que a derivada covariante das tetradas e seja zero (postulado
tetrada).

Da mesma maneira, a equacdo DFW € obtida ao exigir que a derivada
covariante das matrizes de Dirac seja nula

0=Vuy'(x)
0P .8)

= TP () - (), 7 (),

ou com indices latinos

VIJYa = wab/,tj/7 - [rﬂ(x)v,}ﬂ] =0, 4.9)

note-se que y* sdo as matrizes “planas”de Dirac, assim dj, 7 = 0. As equagdes
Eq. (4.8) ou Eq. (4.9) nos permitem obter a conexdo I'y,.

Vamos obter uma solugdo da Eq. (4.9). Para isso lembremos que a
conexao W,y € antissimétrica nos indices ab , portanto

0%y Y =0y = %wcbu (n“CY” - fn“b)
=z (0F 1P =7 {77 }). @.10)

onde na ultima equag@o, usamos a relagdo de anticomutacdo das matrizes de
Dirac. Agora, se usarmos a propriedade

[AB,C] = A{B,C}—{A,C}B, @.11)

podemos finalmente obter

WY =~ 0uu [FP 7]

0%,y - K—iwcbmyb) ,4 =0. (4.12)

Logo, a solugdo mais geral para a conexdo I';; (Eq. (4.9)) serd

1 :
Ty :-chb”;/berAu, (4.13)

onde Ay € uma matriz que comuta com . Alids, dado que A, nio pode
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depender explicitamente do indice a, esta deve comutar com todo o conjunto
de matrizes y“; mas este conjunto forma uma base para o espago de matrizes
4 x 4, portanto, A, deve comutar com qualquer matriz deste espaco, isto €,
Ay é um miltiplo da matriz identidade, A, = —iay (x)14x4, onde em cada
ponto do s-t ay € um nimero real.

Reescrevendo 7°7” em termos do comutador e o anticomutador

FY = (P g [ 7], (4.14)
P2y =rv+rr. [P |=rr—vr, @

e usando @y { ¥, Y’} = 0 (14 que Wapy = — Wpqy) temos

1 , 1
I, = —Zwa,,us“b —iay(x), S = > [y",ﬂ . (4.16)

Deste modo, a equacdo DFW em sua forma mais geral é

1 moc
b . 0
|:'yu <8” + Zwﬂbﬂsa + ay + 7 Y= 0. “4.17)
A quantidade ay, se associa ao potencial eletromagnético, que € usual-
mente introduzido através do acoplamento minimo! Porém, em nosso caso es-
tamos interessados em introduzir a interag@o eletromagnética completamente
na métrica, e assim podemos fazer ay = 0.

4.2 SOLUCIONANDO A EQUACAO DFW

Vamos agora aplicar a teoria apresentada na se¢do anterior sobre a
equacdo DFW ao stp de uma particula em presenca de um campo elétrico
constante. Veremos que esta equacdo nio fornece um resultado satisfatério
para este exemplo, o que nos levard a propor uma outra equagdo quantica de
movimento ao final do capitulo.

Nesse caso, a métrica é diagonal e vamos escolher as tetradas também
com esta forma, assim da Eq. (C.38) temos

u = et (~Ouear +Thear ) (4.18)

Sabemos que @, € antissimétrico nos indices ab, portanto, s6 € pre-

Neste caso e feita a identificagdo ay = ,%A“, sendo Ay o potencial eletromagnético (ver
apéndice D.3).
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ciso achar @,y para a distinto de b. Alids, temos que
e/t dueq =0, (4.19)

para a # b (equagdo vélida s6 quando as tetradas sdo diagonais). Logo, no
presente caso
A
Ogpy = €avey FX”. (4.20)

De acordo com a secdo 2.2.2 a métrica do stp associada a este pro-
blema é

ds* = & (—Pdi* +d2?) + E71 (dx® +dy?)

E
E=(1+4312)72%, A= % 27> 0.
0

4.21)

Escolhemos de forma natural a seguinte base de tetradas

1 1
Yy Ty = s 4.22
VE VE ﬂ) (%22

e} = diag <1 VEWE, 1§> . (4.23)

¢’y = diag <\/E

VE Ve

Vamos agora achar a conexio de spin @y, com a # b

oy = eoref Dy @oop = eore; Ty, (4.24)
Wo3y = eOte3Z F;,Lza Doy = elxezy Fﬁyv (4.25)
W13y = 61x€3z Fﬁz? W23y = ezyef F{lz. (4.26)

E imediato ver que desses sAmbolos de Christoffel os tinicos ndo nulos

sdo
r’—l“x—l"y—lg/ 4.2
tz__xz__yz_igv (4.27)
assim, temos
1¢& 1¢&
Wo3r = —5g7 W13x = W3y = —§?7 (4.28)
e todas as outras componentes da conexao de spin sdo nulas.
O termo espinorial Y¥*I";, com
1 ab
Iy = ——0upuS™, (4.29)

4
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se reduz a

Py =e YTy = }/Oeotrt —|—ylelxrx—|—)/262yry—|—0

=7 (%) (—;%3,S°3> +7' (VE) (—;a)ms”)
7 (VE) (-50m5%)

1. ¢ (159 + 181 4 257, (4.30)

AeVE
Agora, temos para a # b:
a 1
Pst = (v =77
=5 (PP P o) =y, @3

onde usamos o fato que 7 e ¥* anticomutam. Deste modo, substituindo na
Eq. (4.30) se tem

1 &
el 7. (4.32)
SEEVA
Por outro lado, com y* = y"e‘fl, obtemos (usando a Eq. (4.23))
Yoy = iao +VE(T' A +7d) + iaz- (4.33)
Ve Vi3

Portanto, a equacgdo de Dirac-Fock-Weyl

P(0) [0 — T ()] w+ %w: 0, (4.34)

para este s-t tem a forma final

lyo8o+\/3(ylax+fay)+y3 (8Z—5/> + 2y

\/E \/E 4¢ h
:[ E P VE 7 moc

BT Ve o moc| o
i +i (ypx+72py)+\/gaz+ =0, (439

cﬁ\/g h
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onde P esta relacionado com Y pela equagio

Et

W(t,x,y,2) = e i & o EVAD(7). (4.36)

Por simplicidade, vamos considerar s o caso unidimensional (p, = 0
e py = 0). Precisamos agora fazer escolha de uma representacdo das matrizes
de Dirac. No apéndice D fizemos

P=i(5 1) r=(a 0). @37)

mas desta vez é apropriado fazer uma rotagdo ciclica nos ¥, isto &,

Yor. ror. ror, (4.38)

logo, para o presente caso tomaremos

P = ((1) (1)) , ®= @;) . (4.39)

Além do mais, € conveniente fazer c = A = 1, e se desejarmos retornar
aos valores de c e #, é suficiente trocar mg por moc/h, e E por E /ch.
Assim, a equacdo de movimento se torna

K%+?¢§E+%JQ+G @%(2)ﬂx (4.40)

ou equivalentemente

(—Eero\/g) D) +9.Dr =0, (4.41)
(E+m0\/8> Dy + 0.0 = 0. (4.42)

A partir daqui podemos obter as fungdes ®; e $, no limite z — oo (ou
\/E — 0). Neste caso temos,

0,®; = EPy, 0, P = —EP,, (4.43)
2@ = —E*®, 02®; = —E*d;, (4.44)
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que tem como solugdo

D, e'Ez —jeiEz
<q)2> =A (—ieiEz> +B< e*iEZ ) . (445)

Isto é, no limite z — co temos uma particula que se move no eixo z
com momento |p;| = E = pp, de modo tal que

P pu=8" (po)* + 8% (po)* =0, (4.46)

ja que a particula se move a velocidade da luz.

Este comportamento faz completo sentido (de acordo com o estudado
na secdo 3.2), ja que uma particula em um campo elétrico se acelera continu-
amente, até que (no limite z — o) sua velocidade se aproxima a da luz.

Porém, embora este resultado pareca plausivel, temos que ter cuidado
e perceber que realmente a funcdo solug¢do da equagdo de Dirac ndo é P, mas
a funcdo y dada pela equagdo (4.36). Observemos que ¥ — 0 quando 7 — oo
(pois EV/* — 0).

Esta solu¢do ndo pode ser aceitdvel, ja que no infinito a particula deve
comportar-se como uma onda livre que se propaga a velocidade da luz. A
fungdo de onda seria nula se tivéssemos um potencial limitante que proibisse a
particula atingir o infinito. Mas pelo contrério, o potencial que temos (devido
ao campo elétrico constante) tende a levar a particula para o infinito (para um
tempo suficientemente longo).

Podemos perceber que este termo adicional (& 1/4), é devido a presenca
de &'/(4€) na primeira linha da Eq. (4.35), o qual provém do termo espinorial
'y em Eq. (4.32).

Isto nos leva a concluir que, a introdugéo do termo espinorial y*I'y, é
contraria® ao formalismo do stp, e vimos que na auséncia dele a equacio de
movimento (tipo equacdo de Dirac, mas sem conexao)

[y“ ()3, + % v =0, (4.47)

tem melhores resultados. Tentemos compreender por que este € 0 caso.
Em geral a derivada covariante V; possui trés termos:

e O primeiro é d;;, que estd encarregado de nos dar a informagao de como
variam as fungdes (ponto a ponto no s-t). Exemplos destas funcdes sao:
a fun¢do de onda y(x), e as componentes v*(x) do vetor v = v*dy.

e Segundo, os sAmbolos de Christoffel Fﬁv, que nos dao informacdo da

2Pelo menos, quando fazemos uso do I'; dado pela equagdo Eqg. (4.16).
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varia¢do dos vetores dy, da base.

e E terceiro, o termo espinorial I'y, 0 qual teria em conta a varia¢do do
spin (estrutura interna da particula) quando a particula evolve no stp.

Os sAmbolos de Christoffel nio aparecem na equacio de Dirac ja que
a funcdo de onda € por defini¢do um escalar sob transformagdes de coorde-
nadas (isto na forma externa, pois ¥ ndo é combinagdo linear de base ne-
nhuma). Agora, a presenga de I'; reflete o fato de como transforma a “’parte
interna”de y(x) quando se faz uma transformacéo de coordenadas. Esta é a
grande incdgnita na hora de fazer uma extensdo da equacdo de Dirac para um
s-t curvo. Na secdo 4.1.1, esta generalizacdo foi obtida em termos da conexao
de spin @,y ao fazer a suposicdo que as matrizes de Dirac sdo covariante-
mente constantes (Eq. (4.8)) (isto levou a equagdo DFW). No entanto, nos
exemplos passados, vimos que esta condicdo nfo se cumpre para o caso do
stp. Assim, € preciso obter uma outra expressao para I'; que seja consistente
com o formalismo do stp.

Pelo obtido no presente capitulo, a op¢do I’y = 0 € uma escolha (em
um primeiro passo) conveniente. Esta consiste em supor que a estrutura in-
terna da particula ndo é modificada quando esta evolui no s-t (ndo é modifi-
cada pelo campo externo). Podemos entender esta situagdo com o exemplo
de simetria esférica: A equacgdo de Schrodinger para o dtomo de Hidrogénio
possui informagdo sobre a interagdo do campo eletromagnético externo (pro-
duzido pelo nicleo) com a carga do elétron, mas nao tem informagdo sobre
a interagdo desse campo com o spin daquela particula, nem do acoplamento
spin-Orbita. Assim, nesse formalismo, tanto o spin quanto o momento angular
orbital sdo conservados.

Na equagdo de Dirac usual (no s-t de Minkowski e na qual usa o aco-
plamento minimo), o spin da particula interage com o campo eletromagnético
determinando deste modo o acoplamento spm -6rbita. Este fato leva a que
nem o spin S nem o momento angular orbital L sejam conservados devido a
interacdo entre eles®. Deste modo, dado que S e L entram na dinamica da
particula, a energia desta dependerd dessa interacdo. Esta dependéncia se faz
exphc1ta por meio do nimero quantico j associado a0 momento angular total
J=S+Lo qual é conservado.

No formalismo do stp, a particula carregada é considerada como sendo
livre, mas se movendo em um s-t curvo. Este s-t tem informacao sobre a
interacdo da carga ¢ com o campo eletromagnético externo, mas ndo sobre a
interacdo do spin. Pelo menos, ndo de forma explicita nos niveis de energia,

3Isto devido a que 0 momento angular orbital gera um momento dipolar, que por sua vez gera
um campo magnético. E este campo, o que interage com o spin da particula.
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embora a fungdo de onda depende sim do momento angular®.

Deste modo ao considerar a evolucdo da particula o seu spin ndo é
modificado pela presenca dos campos eletromagnéticos externos, o qual torna
o spin uma quantidade independente da geometria do stp. Assim, no que
concerne ao spin, € como se a particula estivesse em um s-t plano, alids, sem
interacao.

“Isto deve ser assim, ja que a particula deve possuir um certo momento angular total j
(ndimero quantico), o qual pode ser obtido ao aplicar o operador J ao estado da particula y.
Isto é consequéncia de que os estados dependem dos nlimeros quénticos. Assim, para cada j
teremos diferentes estados y = ;.
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5 EQUACAO DE DIRAC PARA O STP

De acordo com as andlises do capitulo anterior, tomamos como hipétese
que a equacao

[ @a+ 5 w=o. 5.1)

descreve a dindmica quantica de uma particula carregada de acordo ao forma-
lismo do stp. Deste modo, nos referimos a esta, como equagdo de Dirac para
o stp.

Em uma primeira visdo, a Eq. (5.1) parece nao ter covaridncia geral
devido a presenga de d, em vez da derivada covariante V. No entanto,
de acordo com as consideragdes feitas no capitulo anterior, V,y = d, vy ji
que Y se comporta como um escalar (tanto no espago interno como externo).
Portanto, a Eq. (5.1) é perfeitamente covariante.

Vamos agora, com certo detalhe, discutir a equag@o de Dirac para o
stp de uma particula carregada na presenga de um campo elétrico constante.
E logo, na dltima se¢ao consideramos o caso de um stp com simetria esférica,
que posteriormente serd aplicado ao dtomo de Hidrogénio.

5.1 CAMPO ELETRICO CONSTANTE

Da Eq. (4.33), se obtém (comc=h=1)

[W80+ﬂ(718x+f8)*) +iaz+m0 v (5.2)

Ve Ve
'YO

3
—IE— +i\/g (ylpx+72py> + ng"'mo

Ve Ve

onde P esta relacionado com Y pela equagdo

d=0,

W(t,x,7,2) = e ET ¢PF P (7). (5.3)

Consideremos somente o caso unidimensional py =0¢ p, =0,
e a representacdo (ver Eq. (4.39))

P ) () e () e
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deste modo temos
(—E+m0\/é) @) +9,Py =0, (5.5)
(E+m0\/3) @, +0.®; = 0. (5.6)

Este sistema pode ser separado na forma

1 1
aZ az CI) :@7 57
E+moy/E '<—E+m0\/5 ) 2T ©.7
1 1
aZ az P =Py 5.8
—E+mg\/E ‘<E+mo\/é ) e >8)

Vemos assim, que se conseguirmos achar uma solu¢do ®(z,mg,E)
para esse conjunto de equagdes, a outra solugio serd dada por ®(z,mg,E) =
Y’ ®(z,mg, —E), isto é!

_ (®i(z,m,E) = _ (®2(z,m0,—E)
vem )= (QE ) Semr) = (G0 ) @9

Deste modo, estas solu¢des poderiam ser interpretadas como sendo
uma de energia positiva e a outra de energia negativa (particula e antiparticula).

Antes de tentar resolver este sistema de equacdes vamos descrever
duas formas de introduzir a intera¢do na equagdo de Dirac usual.

5.1.1 Acoplamento minimo e acoplamento escalar

Est4 bem estabelecido que a equacdo de Dirac para uma particula livre
no espaco-tempo de Minkowski é

(y”au+@>w=0, (5.10)
h
a qual pode ser obtida da densidade Lagrangiana ((GRIFFITHS, 2008)-cap:10.3)
_ myc
Lire =0 (P9 + ) v, (5.11)

' Aqui 3 corresponde a defini¢io dada na Eq. (4.39), que coincide com a matriz ¢! de Pauli.
O efeito de ° se reduz a permutar &; com ®,.
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por meio das equacdes de Euler-Lagrange ao fazer uma variagdo com respeito
a ¥ ((GRIFFITHS, 2008)).

Agora, quando o campo Y (que descreve a particula) estd interagindo,
é necessério introduzir termos adicionais na Lagrangiana. A forma explicita
desses termos depende do tipo de interag@o a considerar. Existem dois casos
de especial interesse: a interagdo com um campo escalar, ¢ o acoplamento
com uma corrente vetorial. Isto se faz da seguinte forma

_ moc gc _ iq _
Lo =0 (Fou+ 50 ) v+ S0 v+ e @yrty,  (512)

onde g representa a constante do acoplamento de Y com o campo escalar ¢.
A, é o potencial eletromagnético que interage com a corrente gWy* v, sendo
q a carga da particula.

Sendo mais precisos, teriamos que introduzir termos adicionais (na
Lagrangiana da Eq. (5.12)) que deem informagio sobre a dindmica® dos cam-
pos Ay e ¢. No entanto, como no presente trabalho estamos supondo que os
campos externos ndo sdo afetados pelo campo da particula é suficiente ficar
s6 com a Lagrangiana dada na equacdo (5.12).

Deste modo, tomando as equacdes de Euler-Lagrange para a Lagran-
giana de interacio se obtém a equacdo de Dirac

(yﬂa”ﬂ%fxu) vt (%+¢(x)) v =0, (5.13)

que € precisamente a equacdo que se obtém a partir da secdo D.3 ao usar o
acoplamento com o campo eletromagnético e com o campo escalar.
Assim, temos

e No acoplamento eletromagnético (minimo). A intera¢do pode entender-
se como sendo devida a variagdo ponto a ponto do momento py, ao
mudar dy, por dy +igA, /(hc).

e O acoplamento escalar, adiciona um potencial no termo de massa,
my — mp + g@ (x). Deste modo, a intera¢do pode ser entendida como
devida a variagio ponto a ponto da massa efetiva m(x) = my + g@(x).

Da Eq. (5.2) como p, = p, = 0, vemos que a equagdo de Dirac para o
stp devido a interagdo com um campo elétrico constante é

(yoao+faz+mo\/8)w:0, (5.14)

2[sto é, introduzir os termos cinéticos associados a essa quantidades. Por exemplo, no caso do
campo eletromagnético, seria preciso introduzir o termo — %F HV F,v na Lagrangiana de interagdo
((GRIFFITHS, 2008)).
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a qual basicamente representa um acoplamento escalar, com massa varidvel
m = mo \/E .

Vamos agora comparar o nosso resultado com a equagdo de Dirac
usual com acoplamento escalar.

5.1.2 Equacao de Dirac unidimensional: acoplamento escalar

A solugdo estaciondria para o acoplamento escalar satisfaz
(—iEY’ + 70, +m(x)) @ =0. (5.15)

Esta massa varidvel para o caso de um potencial linear V(z) = kz, é
dada por
m=my+kz, k= —qEy. (5.16)

Temos assim, que a massa m diverge no limite z — o. Podemos por-
tanto imaginar esta situacdo como um certo tipo de “poco de potencial”, no
sentido que uma particula com energia £ e momento p, finitos ndo pode atin-
gir esta barreira, e portanto a fim de garantir a Eq. (5.15), ® deve ser nulo
para z — oo. Este fato nos permite obter estados ligados, isto €, um espectro
discreto de energia (SHUI-JIE, ; YUHONG, 1984).

Como ji vimos, esta situacdo € diferente para o caso do stp, para o
qual a massa m = mo\/g — 0 quando z — oo.

Vamos mostrar uma técnica de solugio® para a equagio (5.15). Para
isto a reescrevemos como

Y .® = (iEY’ —m) P, (5.17)
e aplicamos y>d. em ambos os lados para obter
2= (—E*+m*—y'm)®, m =om. (5.18)
Agora com }/3 =o! (ver Eq. (5.4)) temos
P . (—E2+m2) P, —ml(bz
<<I>”2) - ((E2+m2)<1>2 +m® )" (5.19)
Esta equacdo pode ser desacoplada ao definir & e ®_ na forma

b, = D+ Dy, (5.20)

3Veja por exemplo: (SHUI-JIE, ), (YUHONG, 1984).
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com os quais obtemos
Oy = [(—E>+m?) T D (521)

Até aqui, esse tratamento € geral. Vamos agora resolver para o caso
usual de potencial linear V(z) = kz. Neste caso temos,

m? = (mo+kz)> =k*r%, r=z+ %. (5.22)

Em termos desta nova varidvel r, a Eq. (5.21) se reescreve como
1d? 1,, 1, ,
———+-kr CIJi:E(E +k) Py, (5.23)
;

que ¢ idéntica a equacdo de Schrodinger do oscilador harmdnico. Sabemos
portanto que a solugdo para essa equagdo exige

% (E*£k) = || (n—!—;) . (5.24)

Para analisar mais facilmente esta equagdo, consideremos o caso k > 0
(o outro caso se trata de forma andloga). Desse modo, temos que as energias
para os estados P estdo determinadas por

E? 1\ _ &
2_k(n+2):F2, (5.25)

($+> - (E%)Z(Zk(zrfiQ)' (5.26)

Porém, como a energia E deve ser a mesma para cada um dos estados
®, e Dy, temos da Eq. (5.26) que,n=1,2,... para E;,en=20,1,... para
E_. Assim, finalmente o espectro de energia para este sistema é

ou

E=+4+2(n+1)k, n=0,1,2,... (5.27)
e as funcdes . sdo dadas por

e _e
q)+ :Hn+] (p)e 2, b :Hn (p)e 2, (528)
onde p = v/kr, e H, sdo os polindmios de Hermite. Estas fungdes sdo solugio

da equacdo de segunda ordem Eq. (5.21), mas ndo necessariamente da Eq. (5.17).
No entanto podemos achar a solucdo desta tltima fazendo as combinagdes li-
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neares apropriadas de @, e ®_ ((SHUI-JIE, )).

Deste modo terminamos a andlise devida ao acoplamento escalar quan-
do se tem um potencial linear. Notamos portanto, que embora o potencial seja
linear, este ndo pode corresponder a um campo elétrico constante; ja que se
este for o caso ndo poderiamos ter estados ligados como foram obtidos na
presente se¢do. Alids, devemos exigir que no limite z — oo a func¢do de onda
corresponda a uma particula se propagando a velocidade da luz.

Este comportamento € obtido ao usar o acoplamento minimo na equa-
¢ao0 usual de Dirac. Neste caso, é também usado um potencial linear, mas
desta vez o potencial é devido sim a um campo elétrico constante ((YUHONG,
1984)).

Portanto, mesmo que a predi¢@o da equagdo de Dirac para o stp de uma
particula em um campo elétrico constante, tem a estrutura de um acoplamento
escalar; a predi¢do desta tem 0 mesmo comportamento que se obtém ao usar
o a teoria de Dirac usual para o acoplamento minimo (pelo menos, no sentido
de ndo ter estados ligados, € 0 mesmo comportamento assintotico).

Vamos agora estudar o caso de simetria esférica, que € o caso particu-
lar do 4&tomo de Hidrogénio. Na préxima secdo resolveremos a equagio de
Dirac para este stp, e encontraremos o espectro de energia, que como veremos
tem bom acordo com os valores experimentais.

5.2 SIMETRIA ESFERICA

Para um espaco-tempo com simetria esférica temos
ds* = =& (*dt?) + &7 dr* +7d6* + r*sin® 0d 92, (5.29)

onde & = &(r). Para esta métrica diagonal, definimos de forma natural as
tetradas

1
¢, = diag \/E,ﬁ,r,rsine ; (5.30)

1 1
Ve - ——=1, (5.31)

u_ .
e’ =dia - —
a J "r’ rsin@

1
ﬁ»

a partir das quais obtemos (com y* = y%e/")

2 3
wau:ﬁ30+yl¢§a,+77ae+ L—) (532)

\/E rsin@
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A fim de separar a parte radial da parte angular, introduzimos o opera-
dor K através de

';
(;/299 + si};ea‘f’) — _i’y'K, (5.33)

o qual tem autovalores k = &1, =42, ... como é bem conhecido ((SCHRODIN-
GER, 1938), (VILLALBA, 1994)), alias, k esta relacionado com 0 momento
angular total j do elétron na forma ((VILLALBA, 1994)-pag:6)

1
k| = j+ ok (5.34)
sendo j os autovalores do operador momento angular total
J=L+35, (5.35)

onde L é o operador momento angular orbital, e Séo operador de spin
((DRELL, 1964), (ROSE, 1961), (GREINER, 2000)).
Com esta definicao para o operador K se obtém (na Eq. (5.32))

. K
Yoy = (fgaow\/far) —if'y' (5.36)
e deste modo, a equacao de Dirac para este stp é
K
[\%aﬁy VES, —zyoyl——i—@ v =0. (5.37)
Fazendo agora separacdo de varidveis
w(rt,0,0) = R(r) ®(0,¢) e ", (5.38)
obtemos a equac@o radial dos estados estaciondrios
i \[4—}/0)/ VED, +1—k+?y° R=0, (5.39)

onde k é o autovalor do operador K, e E, a energia da particula.

Podemos perceber que nesta ultima equagdo aparecem s6 duas ma-
trizes, desse modo, ndo é preciso usar matrizes 4 x 4. Simplesmente Y° e y!
podem ser substituidas por matrizes 2 x 2. Para isso tomamos a representacio
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feita no apéndice D, logo temos

(Y R (D)

onde também aproveitamos para definir o espinor R = R4x1, em termos de
dos spinores F = F5x1 € G = Gax1.

Além do mais, € conveniente fazer ¢ = h = 1. Para retornar os valores
de c e h, é suficiente trocar mg por moc/h, ¢ E por E /ch.

Com esta representacdo das matrizes de Dirac e do spinor R, a equagio

radial se torna
E k
(\/g—m0>F+ (\/Ea,—r)czo, (5.41)

(£om)o-(virst)ro

Na proxima subsecdo, resolveremos este conjunto de duas equagdes
diferenciais acopladas. Vamos procurar por uma solu¢do em forma de uma
série de poténcias.

5.2.1 Solucao das equacoes radiais

Para resolver as equacdes (5.41) e (5.42) usaremos o método de Fro-
benius. Mas, vamos primeiro obter as solu¢des F' e G no limite r — oo,
isto facilitard propor as solugdes em séries de poténcias. Assim, usando
V€ =1+ 1/r temos (da Eq. (5.42))

2
(1+l> M—Fk(l—i—l)F:{Eﬁ—mo(H—A)}G, (5.43)
r dr r)r r

a outra equacdo se obtém simplesmente com a substituicao

@) 7 (g ) (@ - (-@ (5.44)

No limite » — oo as quantidades 1/r e 1/r*> podem ser desprezadas
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com respeito a mg € E, assim £ = 1 e as equagdes radiais se reduzem a

dF dG
—[E — —=[-E F 4
- [E +mp] G, —- [—E +mp| F, (5.45)
ou
d’F 2 2 d*G 2 0

deste modo, nesse limite as duas fun¢des F e G tem o comportamento
P B =/ md—E2. (5.47)

E claro que devemos escolher o sinal negativo a fim de evitar um com-
portamento divergente das fungdes. Por outro lado, exigimos E < moc? (neste
caso, ¢ = | por simplicidade) a fim de [ ser real; isto é claro dado que a
particula livre tem energia £y = mg, mas na presenca de interacdo, a “energia
potencial’serad negativa tendo portanto uma energia total £ < Eo = my.

No que segue, é conveniente definir a varidvel adimensional * p = Br.
Com esta redefinicdo de varidvel, as equacdes radiais podem ser rescritas

como
2
(1+w> dF+k<l+w>F
p /) dp p/)p

BopCe

a outra equacdo se obtém simplesmente usando a Eq. (5.44).
Conhecendo estes comportamentos das funcdes F e G, podemos pro-
por as seguintes solucdes em tipo de série

N N
F=Y a,p"™eP, G=) b,p"e?, (5.49)
n=0 n=0

4B tem unidades de 1/comprimento, j4 que estas sdo as unidades de moc/h e E /(fic).
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e substituindo na Eq. (5.48) se obtém

N N E

Z (lﬁ) a, n+S n—3 Z |: ';m() n:|pn

n=0 =

+Zwan[ n+s) lﬁ—&—k}p”’z

+Z [an (n+s—2AB +k)—Am0bn}p"—1 —0. (5.50)

n=0

A partir desta expressd@o podemos portanto deduzir que s = 0, e obter
arelagdo de recorréncia para os coeficientes a,,

ey (AB)2 [n+3} Y ania (AB) [2n+4+k—w} (5.51)
Gt {n+1+k—2&ﬁ} — Gy — Amobps fbn% —0.

Do mesmo jeito se obtém a relagdo de recorréncia para by,
buis () [n+3} 4 byya (AB) [2n+4—k—w (5.52)
b1 [n+ 1 —k—ZAB} — by — Amgay —a,,% =0.

Por hipétese, nas funcdes F e G (Eq. (5.49)), o indice n vai desde n =0
até n = N, logo, os coeficiente a, e b, com n > N sdo nulos. Tomemos n =N
em Eq. (5.51), dai obtemos

—ay —by =0, (5.53)
B
e do mesmo modo, da Eq. (5.52) se tem
—FE
befaN% —0. (5.54)

Desses dois resultados pode obter-se novamente a equagdo (5.47).
Consideremos agora, n = N — | nas equacdes (5.51) e (5.52), assim chegamos
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as expressoes

E+m
an (p+k)—Amoby = ay—1 + B Oby_1,

(5.55)
—E +m
by (p—k) —Ampay = by_1 + Toath

comp=N-—-2A8.
Multiplicando por (E +myg) /8 na segunda equagéo e usando a relagdo

m3—E?/B =1, temos

E +myg E +mg
B B

assim, substituindo na primeira equagdo em (5.55) se tem

{ (=K by —Amoay } = by-i+ay-1,  (556)

E+myp E+my

B B

Expressamos by em termos de ay por meio da Eq. (5.54), logo subs-
tituindo em Eq. (5.57) obtemos

(p—k) by — Amgay = an (p—|—k) — Amoby. (5.57)

2
<p+/l";30> by =0. (5.58)

Assim na equagdo anterior teremos, com by #0e p =N —2A[3,

—2AB*+NB +Am3 =0, (5.59)

on n Amyg 2 B
BMiMUIJrS(n), n=1,2,3,... (5.60)

a qual contém a informacao sobre o espectro de energia, € a que vemos, nao
depende do nimero quantico k, isto é, ndo depende do momento angular j
(como foi predito ao final do capitulo anterior).

Dado que A é negativo, e 8 positivo, temos de tomar o sinal negativo

ou

(dentro das duas opgdes +). Agora, tendo em conta que § = m% —E?
obtemos a expressao para os niveis de energia

2 2 2
Egz%_%(@ [1_ 1+8<)an0) ] (5.61)
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E apropriado neste momento retornar aos valores de ¢ e f, e tomar a
expressio explicita de A

mo\ _, e Ao dedr 1 (5.62)
E hﬁ ’ 4mey me?’ )
C
onde g, = —e (g, = +e) € a carga do elétron (do préton), logo temos que

fazer a substitui¢ao

=—a, (5.63)

2 2
1
Amg {_ e } moc

4meg moc? | hc
onde ¢ € a constante de estrutura fina ((SAKURAI, 1994)-cap:5.3, (JOA-
CHAIN, 1990)-pag:33), o cujo valor é

e? 1

_ _ . 5.64
%= Ireohc  137.03599976 (5.64)

Feitas essas substitui¢des obtemos o espectro energético para o 4tomo
de Hidrogénio

1 1n? o2
E, = myc* —”[1— 14855
n

=1,2,3,... .
s 5o , n=123, (5.65)

Se a Eq. (5.65) representa a solu¢do do atomo de Hidrogénio, esta
deve-se reduzir ao espectro obtido pela equagdo de Schrodinger (JOACHAIN,
1990)-cap:3)

2 2
(04
= — L n=1,23,... (5.66)
2 n

A fim de comparar, usaremos o fato que ¢ < 1, assim

o2 1/ o? 1/ a2\?
[1 1+8(;) ] =— <8n2)+8 <8n2) . (5.67)

onde usamos a relacao

11
\/1+x=1+§x—§x2+... (5.68)
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Assim para os niveis de energia se tem

o? o2
Enzmoc%h—n—zzmocz (1—M>, (5.69)

no entanto, esta energia € a energia total relativista do elétron no dtomo de
Hidrogénio (incluida a energia em repouso). Para obter a energia de ligagao,
subtraimos a energia de repouso’

a?
E, —moc® = —moczﬁ, (5.70)
que € exatamente o resultado predito pela equacdo de Schrodinger.

Este resultado (Eq. (5.65)) foi primeiramente obtido por (BARROS,
2005a), e foi esta a principal motivagao para realizarmos esta tese.

Com esta andlise sobre o dtomo de Hidrogénio, terminamos o estudo
da equacao de Dirac para o stp, e com isto, cumprimos o propdsito do presente
trabalho, que consiste em introduzir o conceito de stp, para descrever tanto
classicamente (Parte I) quanto quanticamente (Parte II) a intera¢do entre uma
particula carregada e um campo eletromagnético externo.

30 simplesmente, como estamos interessados em achar o espetro energético medido nas
transicoes eletrOnicas entre diferentes niveis de energia, basta com tomar: AE = E, — E. Logo,
a equacdo (5.70) se obtém ao tomar 77 = o em Eq. (5.69).
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6 CONCLUSOES, SUMARIO E PERSPECTIVAS

6.1 SUMARIO

Ao longo desta dissertacdo procuramos uma compreensiao em termos
geométricos, da interacdo entre uma particula puntual carregada e um campo
eletromagnético externo. Neste sentido fizemos uma descricdo daquela in-
teracdo com as mesmas ferramentas matematicas usadas na teoria da relativi-
dade geral. Isto nos levou a introduzir no capitulo 1 o conceito de stp. Nesse
capitulo no limite de baixas velocidades e campos fracos, o conceito de stp
leva a famosa forca de Lorentz; alids, termos extras aparecem neste forma-
lismo, os quais foram interpretados como sendo devidos ao campo préprio da
particula.

Isto nos levou (na aproximacgao linear) na secdo 1.2 a interpretar o
tensor de Einstein como sendo determinado por um tensor momento-energia
T,v, onde Ty € devido tanto a0 campo externo quanto ao campo préprio da
particula.

Além do mais, no presente trabalho estivemos interessados no caso
em que a particula ndo estd na mesma posi¢ao das fontes, uma interpretacao
possivel € dizer que no formalismo do stp ’nao existem”fontes (estas estdo no
s-t de fundo). Deste modo, no tensor momento-energia s6 entram de forma
explicita os campos (avaliados na posi¢io da particula).

Dado que as fontes ndo entram de maneira direita no stp, isto tem
como consequéncia que a posi¢des das fontes representam singularidades no
stp. Este € o caso do campo com simetria esférica, cuja métrica tem uma sin-
gularidade na origem. No caso do campo elétrico constante, a singularidade
se encontra no infinito.

Devido ao desconhecimento do campo proprio da particula, e aprovei-
tando o fato de que em muitas situagdes esse campo € fraco, fizemos uma
aproximacdo na qual o tensor momento-energia é completamente descrito
pelo campo externo. A partir desta aproximagao obtivemos dois exemplos
de stp; o primeiro devido a interacdo de uma particula carregada um campo
elétrico com simetria esférica, o segundo, devido a interagdo com um campo
elétrico constante. Estes dois tipos de stp sdo analisados com detalhe no
capitulo 3.

A segunda parte deste trabalho teve por objetivo aplicar o conceito
de stp (elaborado na Parte I da tese) a descricdo quantica da dindmica de
uma particula carregada. Isto nos levou no capitulo 5 a propor uma equacio
quéntica semelhante a equacgdo de Dirac, que permitisse descrever a dindmica
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da particula como se esta fosse livre, mas em um s-t curvo (no stp). Assim,
em particular, estudamos a solug@o quantica do stp com simetria esférica, e
aplicamos esta solug@o ao dtomo de Hidrogénio. Neste processo fizemos uma
predicdo para o espectro de energia deste 4tomo, o qual estd em bom acordo
com as medidas experimentais.

6.2 CONCLUSOES E PERSPECTIVAS

A teoria apresentada, como ja dissemos possui forte tendéncia ex-
ploratdria, e diversas hipdteses e idéias foram propostas. Ao finalizar essa
dissertagdo, onde as consequéncias das hipéteses apresentadas foram estuda-
das, um dos pontos mais interessantes que podemos observar é que apesar
desse carater, em todos os sistemas estudados, os resultados obtidos foram
bastante razodveis.

Pelo descrito ao longo deste trabalho podemos ver que no limite de
baixas velocidades e de campos fracos, o formalismo do stp leva as mesmas
consequéncias que o tratamento padrao da interagdo campo-particula ao usar
a forca de Lorentz. Deste modo, nesse limite, podemos dizer que o conceito
de stp descreve de forma apropriada esta interacao.

Ao comparar os resultados obtidos com os dados experimentais do
atomo de Hidrogénio, também observamos excelente acordo. Esses resulta-
dos fornecem suporte mais que suficiente para que seja dada continuidade a
estudos baseados na teoria proposta.

Para testar a validade geral deste formalismo terfamos que verificar
as predi¢Oes para o caso de campos intensos e altas velocidades. Com o
progresso da tecnologia, na atualidade estdo sendo manipulados campos cada
vez mais altos, e desse modo, acreditamos ser possivel encontrar efeitos onde
as corregdes propostas possam ser estimadas.

Neste caso, mesmo que os resultados obtidos sobre a dinamica em
cada um dos stp deduzidos no capitulo 3 parecem razodveis, estes espacos
foram deduzidos usando a equacdo de campo aproximada, na qual foi des-
considerado o campo préprio da particula (no tensor momento-energia). A
fim de fazer o formalismo do stp mais completo, uma possibilidade é levar
em conta este campo proprio.

Por outro lado, na dindmica quantica € preciso construir uma equagao
que tenha em conta a interagcdo do campo com o spin da particula, e o acopla-
mento spin-6rbita (por exemplo, no caso de simetria esférica).

Finalmente, o conceito do stp faz referéncia somente a interacdo de
uma particula puntiforme com um campo eletromagnético. No entanto, os
experimentos usuais sdo feitos com correntes e sistemas macroscépicos (ndo
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pontuais). Portanto, se faz necessario que este formalismo seja ampliado a
fim de considerar tais situagcdes.
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APENDICE A - Tensores na relatividade geral
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O objetivo deste apéndice € mencionar a modo de revisio, a notagao e
os conceitos basicos do calculo tensorial, assim como o0 seu uso na teoria da
relatividade geral.

Alguns livros sobre GR que podem ser uteis ao leitor sdo: (CAR-
ROLL, 2004), (ANDERSON, 1967), (WEINBERG, 1972), (FELICE, 1995).
Estes livros contém os conceitos basicos sobre tensores e GR a serem usados
neste texto.

A.1 NOTACAO E CONVENCOES

Nesta dissertag@o estamos supondo que o leitor esta familiarizado com
os fundamentos bdsicos da GR, do eletromagnetismo e da notagdo tenso-
rial. No que segue, faremos sé um resumo da notacdo e de alguns conceitos
bésicos da relatividade geral.

Lembramos o uso padréo da notagéo x* (4 =0, 1,2,3) para descrever
as coordenadas espago-temporais. No caso especial em que essas coordena-
das podem ser separadas em uma parte temporal e uma parte espacial temos
que!

=004, =, ()= 0 =R (A1)

Deste modo no presente trabalho indices latinos (i, j,k,--- = 1,2,3)
correspondem a coordenadas espaciais enquanto que as coordenadas espago-
temporais se associam aos indices gregos (i, Vv,p,---=0,1,2,3.).

Em R3 os vetores base em coordenadas cartesianas sio ¢, f,fc oux,j,z.
Esses vetores podem ser facilmente identificados com 0k, dy, d; onde d, = %
ou mais geralmente

d
R oxe”

Assim, um vetor Vv = v*£ 4+ 'y + 1°Z facilmente se escreve como v =

V¥d, +17 0y +1°d;. Levando esta notagdo para um espago-tempo geral temos

(A2)

v=129) +v'9) +120h +11 95 = vH 9, (A.3)

onde usamos a convencdo de Einstein que serd usada ao longo do presente
documento. Esta convencdo é definida para indices repetidos: sub-indices
e super-indices com a mesma letra representam uma somatéria. Assim, por

! Aqui ¢ é a velocidade da luz, t a coordenada temporal e 7 é o vetor posi¢do.
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exemplo, v, V! e vy’ representam a mesma coisa que

3 3
Z vk, Zviv’, (A4)
u=0 i=1
respetivamente.
Associado ao espago de vetores v = v d,, existe o espago de co-vetores
ou 1-formas ® = wydx", onde por defini¢do, uma 1-forma é uma fungéo do

espago de vetores no conjunto de niimeros reais” na forma
o(v) = oudx* (vV¥9y) = oyv*dx* (9y), (A.5)
com
dxt (dy) := %xﬂ =0y, (A.6)

onde §,; € conhecido como o tensor de Kronecker definido por

v __ 0 se lJ‘ 7& v7
Oy = 1 se u=v. (A7)
Deste modo
o) = 0v*8y = o (A.8)

Os vetores v e 0s co-vetores @ sdo chamados também tensor uma vez
contravariante e tensor uma vez covariante (ou quando ndo ha lugar a con-
fusdo simplesmente tensores de ordem um). E possivel definir tensores de
ordem superior, os quais tem dois ou mais indices tais como: um tensor
duas vezes covariante A = A#de“ ®dxV, um tensor trés vezes contravari-
ante B = B"Y9 9, ® dy ® ds. Também & possivel construir tensores de cardter
misto com componentes covariantes e contravariantes como o tensor

T=T'50u®0y ®dx°, (A.9)

o qual é uma vez covariante e duas vezes contravariante.

Em um espago-tempo métrico (que € o caso de nosso interesse), existe
um tensor 2-vezes covariante g,y que’ por definicio permite construir co-
vetores por meio de vetores. Isto é, dado o vetor v* se define o co-vetor Vu

2Identificando o espago-tempo com uma variedade ., é usual chamar o espago de vetores e
de co-vetores de espago-tangente e espago-cotangente respetivamente.

3E usual se referir indistintamente a um tensor e a suas componentes, sem ter que fazer
referéncia explicita a base.



111

por meio da relacdo
Vu :gupvp. (A.IO)

O mapa inverso que permite passar de co-vetores para vetores € defi-
nido pela inversa g"V da métrica, a qual satisfaz a propriedade

g”vg"f’:5ﬁ7 (A.11)

desse modo temos
vk = ghPy,. (A.12)

Assim podemos dizer que os indices sdo levantados e abaixados pela
métrica (e sua inversa). No entanto a métrica sé levanta (abaixa) indices em
tensores. Lembramos que existem objetos com indices (tais como os sA-
mbolos de Christoffel Fﬁa) 0s quais ndo sdo tensores e por esta razao seus
indices ndo podem ser modificados pela métrica.

Existe uma regra para saber se um objeto 7 (com indices covariantes
ou contravariantes) é ou ndo um tensor. Primeiro notemos que ao fazer uma
transformacdo de coordenadas

XMt (A.13)

os vetores base do espago-tangente dy, transformam de acordo com a regra da
cadeia como
d d axt 9

— == A.l14
dxt oxH Oxt Jxt ( )
Alids, os co-vetores base dx* transformam como
;o
A = di = 2 g (A.15)

oxH

Segundo, devemos exigir que o tensor 7 seja invariante sob quaisquer
transformagdo de coordenas (ou mudanca de base),

T=T"% (u®d®..)0dx@dx°®...)

= T”/V/,;;G,_._ (O @0y ®...)® (dxf" ®dx® ®.. )
u'v'..
- p'o’... X
oxt dxv oxP 9x°
Zr 77 p c
(ax“, 5 ...au®av®...> ®\ 5 950 LdxXP Rdx°®. ..

deste modo € preciso que as componentes do tensor 7 se transformem de
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acordo a regra

V... V.
™ po.. = ™ p'o’...

IxH gxV' )\ OxP Ixo T (A.16)

< dx* Ixv ) IxP" 9x°'

Um caso especial de tensor € um campo escalar, que € um tensor de or-
dem zero; isto €, um tensor sem componentes. Este € o caso de uma fungéo ¢
a qual associa um nico nimero real ¢ (p) cada ponto p do s-t. Esta fungéo, do
mesmo modo que qualquer tensor, permanece invariante sob transformacdes
de coordenadas.

Também serd usada a notacdo da virgula para nos referir as derivadas
parciais de um objeto. Portanto as notagdes gpo.u € Jugpos representam a
mesma coisa.

Lembramos que a derivada covariante V; de um tensor se define em
termos dos sAmbolos de Christoffel na forma seguinte

VoT" 55 =0T 55 + (FﬁAT’l"p&_._ + I, T 55 —|—)

— (répT“Vi&._. +ThTH ) . (A17)
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Neste apéndice faremos um breve resumo do eletromagnetismo em
notacdo tensorial. Na primeira se¢do vamos mostrar como passar das equagdes
de Maxwell em forma vetorial para sua forma covariante. Em seguida na
dltima secdo, consideramos a equacdo de Lorentz que descreve o movimento
de particulas carregadas em presenca de campos eletromagnéticos. Por tltimo
vamos mencionar alguns trabalhos que tentam adicionar a esta equacdo de
forca, o efeito do campo prdprio da particula e os efeitos de reag¢do de radiag@o.

Alguns livros sobre eletromagnetismo que podem ser tteis ao leitor
sdo: (GRIFFITHS, 1999), JACKSON, 1998) e (LIFSHITZ, 1987).

B.1 INTERACAO ELETROMAGNETICA

No presente trabalho vamos desconsiderar os efeitos da gravitacdo,
isto €, vamos supor que as massas dos sistemas de nosso interesse sao peque-
nas o suficiente para nao afetar a dindmica das particulas de teste. De acordo
com a relatividade especial o s-t no qual esses sistemas “moram”é plano, e
sua geometria € descrita pela métrica de Minkowski, que em coordenadas
cartesianas é

-1 0 0 O

. 0 1 0 O
an:dlag(_Llulal): 0O 01 0 (B.1)

0 0 0 1

E bem conhecido que as equagdes de Maxwell que descrevem a diné-
mica dos campos elétricos e magnéticos podem se escrever em forma tenso-
rial, ou como usualmente se diz: em forma covariante. No que segue vamos
relembrar como € feito este processo o qual serd de muita ajuda no préximo
capitulo.

As equacdes de Maxwell podem ser separadas em uma parte homogé-
nea ((GRIFFITHS, 1999)-cap:7)

V.-B=0, VXE+dB=0, (B.2)

e uma parte ndo homogénea

o S -
C

b
€

onde p € adensidade de cargae J o vetor densidade de corrente. As constantes
Uo e & sdo a permeabilidade e a permissividade do vicuo respetivamente, as
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quais estao relaciona por
1
Hogo = . (B.4)
com c, a velocidade da luz.
Essas equagdes sdo validas em qualquer sistema coordenado. Porém,
vamos escolher o sistema de coordenadas cartesianas para reescrevé-las em
uma forma sugestiva e andloga a notacdo tensorial (em forma covariante).

Para isto, primeiramente notemos que as componentes cartesianas do rotaci-
onal de um vetor qualquer A sdo dadas por

(VxA) =a4.- 24,
(V X A)y — A, —0A., (B.5)
-\ 2
(Vx4) =0, - A,
ou em forma abreviada
N\ ik
(v x A) — )AL, (B.6)

onde introduzimos o simbolo de Levi-Civita £/ o qual é completamente an-
tissimétrico, isto €, ao trocar dois indices contiguos o seu valor se vé& modifi-

cado por um sinal negativo
gt = —gih =g, (B.7)

Assim, para indices repetidos o simbolo de Levi-Civita € nulo. Além
do mais, se tem por definicio

g2 —1. (B.8)
Agora podemos escrever as equagdes de Maxwell em forma reduzida

0B =0, g/%0,E, + 0,B' =0, (B.9)
i

. .. 0 E .
E" = uoc?p, £7%9B; — vk UoJ'. (B.10)
cdt ¢

Podemos perceber que ao considerar as quantidades B e E como sendo
vetores em um espaco euclidiano, os seus indices sdo levantados e abaixados
pela métrica desse espaco, a qual em coordenadas cartesianas é simplesmente
o delta de kronecker (guy = Oy := 8. Deste modo temos B' = B; e E! = Ej.
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A ultima das equacgdes em Eq. (B.9) sugere definir a quantidade
ij _ mijk 1 ijk
FY =¢""B;, — Bi:EsJF]-k, (B.11)
que por construcdo é antissimétrica nos indices (i, j) e
Fij = gingjsF"™ = 8,8;F" = F". (B.12)

Com esta nova notag@o temos para as equagoes (B.9)

3 L E 1

EVkQ,Fy =0, glik <ajc" + 280ij) =0, (B.13)
Ei .. Ei .

I = Ho(cp), IjFY = do=—- = HoJ". (B.14)

O termo 8jF i corresponde a um divergente no espago, no entanto
desejamos expressdes que sejam covariantes no espago-tempo. Parece por-
tanto natural definir %l = —F0 ¢ estender o cardter antissimétrico para todos
os indices de F*V. Dado que agora estamos incluindo a varidvel temporal
(indice u = 0) devemos usar a métrica do espago-tempo 7,y em vez de §;;.
Desse modo temos

E; . .
? = nijEj = T[l‘jFO] = F(z) = T’OHFIJ,‘ = 7F(),‘. (B15)

Assim, as equacdes em (B.13) se tornam

y . 1
g0 Fy =0, glik <aij0 + 2(90ij) =0, (B.16)
OiF% = p (cp), IuF™ = uoJ'. (B.17)

Se definirmos c¢p como a componente temporal de um quadrivetor de
corrente .
ep=J" = JH=(cp,JD), (B.18)

as equagdes nao homogéneas de Maxwell podem se escrever juntamente como
uma Unica equacio (um divergente no s-t)

OuFH = poJ"”. (B.19)

Agora, a primeira e segunda equacdes homogéneas de Maxwell po-
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dem se escrever respetivamente como

B Fy = 28701 Fys + 2851 0, Fy ) + 2871203y,
=0=0Fy3+ hFip+ hF, (B.20)

0 = djFio — dFjo + doFj,
= 8/Fk()+8oF}k+(9kFoj, JjF#k. (B.21)

Notemos o carater ciclico dessas equagdes. Podemos assim escrevé-
las em forma compacta

A Eq. (B.22) foi obtida a partir das equagdes (B.20) e (B.21) sob a
suposicdo que os indices p, 1 e ¢ sdo diferentes. No entanto podemos facil-
mente ver que Eq. (B.22) € vélida em geral. Por exemplo, quando dois indices
s@o iguais (digamos p = 1) temos

OuFuc+ dFuy + 0uFop = 0uFuc+0—dyFus =0, (B.23)

portanto podemos concluir que as equacdes homogéneas de Maxwell sdo
completamente descritas pela Eq. (B.22). Deste modo terminamos de es-
crever as equacgdes do eletromagnetismo em forma covariante.

A condig@o de anti-simetria do tensor eletromagnético £y, se cumpre
automaticamente quando este é definido em termos de um potencial vetorial
AH a partir da relag@o

Fuy = dyAy — ovA,. (B.24)

Esta defini¢do para o tensor de campo eletromagnético tem duas con-
sequéncias imediatas: primeiro, as equacdes homogéneas de Maxwell se sa-
tisfazem automaticamente (devido ao fato que as derivadas comutam)

=0p (uAc — dsAy) + 05 (OpAy — AuAp) + 9y (9sAp — IpAs)
:O’
e segundo, se tem invariancia de gauge, isto €, o conjunto de transformacdes

da forma
Ay —>A“+(9#¢, (B.25)
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deixa invariante o tensor F e portanto as equacdes de campo (B.19), com ¢
um campo escalar.

B.1.1 Interacao de particulas carregadas com o campo eletromagnético

A dinimica que rege a evolucdo de uma particula de teste com carga g
(no s-t de Minkowski) é determinada por sua interagdo com o campo eletro-
magnético (externo) presente no seu entorno' .

Sabemos que a forca exercida pelos campos elétrico e magnético sobre
uma particula carregada que se move a baixas velocidades (v < ¢) é dada pela
forca de Lorentz ((GRIFFITHS, 1999)-cap:5),

z_dp 7o B i i (e B

f:E:q[E+va}, = f:q[E +(v><B)}, (B.26)

ou em termos do tensor eletromagnético
fr=q(cFY"+F"v;) =q(cFly+Fp/). (B.27)

Esta equacdo sugere definir a forca sobre uma particula de uma forma

covariante Ik 1P
P _ eu_ pRye p_ X
— =l =qF,U UP = —, B.28
d T f q P 9 d T ( )
onde UP é o quadrivetor velocidade, p* = mU* é o quadrimomento linear, T
o tempo préprio da particula carregada e ¢ o tempo medido pelo observador.

Estas duas ultimas quantidades estdo relacionadas através de

) dt\> 1 [(d7\?
(cdT)” = —nuyvdx*dx’, — 1:<dT “al\gg) (B.29)

Usualmente se considera que as equacdes de Maxwell sdo um con-
junto consistente de equacdes que descrevem de maneira completa os cam-
pos eletromagnéticos. Contudo, a for¢ca de Lorentz ndo conta com esta sorte.
Embora esta equagdo seja consistente matematicamente falando, ela tem s6
informacio sobre os campos externos e ndo sobre o préprio campo da particula?.
Nio obstante, é bem conhecido que as cargas aceleradas emitem radiacdo
e assim sua energia ndo é mais conservada. Isto leva a ideia de que essa
radiacdo emitida deve provocar algum tipo de efeito (for¢a) sobre a prépria

1Vamos desconsiderar forcas mecanicas e qualquer outro tipo de forga cuja origem nio é
eletromagnética.

2Isto é precisamente o caso de nosso interesse (pelo menos em uma primeira visio), isto é,
nao vamos considerar 4 deformacao do stp devido a propria particula.
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particula. Este efeito € conhecido como reagdo de radiagdo.
Basicamente todos os trabalhos sobre reagdo de radiagdo fazem re-
feréncia a Formula de Larmor ((GRIFFITHS, 1999)-cap:11)

612 -2 1

P=k— k=—— B.30
a, 6’ (B.30)

3
onde g € a carga da particula que estd em presenca do campo externo, d sua
aceleragio e P representa a poténcia total (instantinea) radiada pela particula®.
Devido ao fator ¢> no denominador, espera-se portanto que a forca de radiacio
seja pequena nos experimentos usuais, tanto assim que em muitas aplica¢des
praticas ela é desprezivel em comparacio a forca de Lorentz. De fato, uma
andlise baseada em consideragdes sobre conservacdo da energia permite in-
ferir que a forga de reacdo da radiacdo deve ser da ordem de ((JACKSON,
1998)-cap:16, (GRIFFITHS, 1999)-cap:11)

Fdequff, Eeff: %&‘OC%%ZL (B.31)
onde E, rf representa um campo elétrico efetivo produzido pela particula ace-
lerada no ponto em que ela se encontra.

Supde-se que as equacdes anteriores sdo validas s6 para o limite de
baixas velocidades. Existem muitos trabalhos que procuram por uma equagao
que descreva completa e consistentemente a dindmica de uma particula car-
regada. Entre os mais famosos resultados dessas pesquisas pode-se men-
cionar: a equacdo de Abraham-Lorentz-Dirac (DIRAC, 1938) e a equagdo
de Landau-Liftshitz (LIFSHITZ, 1987). Contudo, elas ainda sdao conside-
radas incompletas, alids, algumas das solugdes dessas equacdes apresentam
comportamentos que sdo vistos como ndo tendo sentido fisico. Referéncias
complementares neste topico sdo: (ANDERSON, 1967)-cap:7.17, (FEYN-
MAN, 1945), (DIRAC, 1938), (ROHRLICH, 1997a, 1997b), (AL., 2009),
(AL., 2009) e referéncias apresentadas nesses artigos.

Porém, a forca de Lorentz Eq. (B.28) tem um ampla faixa de validade
desde que os campos ndo sejam muito intensos (ou aceleragdes muito altas).

Neste trabalho procuramos por um outro tratamento tedrico para a
interacdo campo-particula (uma visdo geométrica); deste modo, um teste para
esta nova aproximacao é que no limite de campo fraco e baixas velocidades
as equagdes de movimento devem corresponder as obtidas com a forca de

3Esta equacio pode diferir de um texto para outro sé na constante k. Esta diferenga é devida
a0 uso de sistemas de unidades distintos. No presente trabalho estamos usando o sistema SI,
como por exemplo € feito no Griffiths. Mas em outros textos, como o Jackson, que usa sistema
de unidades gaussiano, o fator k € diferente (JACKSON, 1998)-cap:14).
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Lorentz.
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APENDICE C - Tetradas ou bases niio coordenadas
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No capitulo 4 estudamos a equagdo de Dirac em espagos curvos. Para
este estudo ¢ de muita ajuda o conceito de tetrada que introduziremos na
proxima secao.

C.1 FORMALISMO DE TETRADAS

Seja um s-t equipado de uma métrica g. Deste modo, dado um sistema
de coordenadas x* o elemento de linha serd dado pelo tensor g nessa base

gi1=ds* = guydx* @ dx", (C.1)

onde ® € o produto tensorial.
O produto interno entre qualquer par de vetores u = u%dy € v = v¥dqy
serd determinado pelo tensor métrico na forma

g(u,v) =ds*(u,v) = guvdxt @ dx” (uaaa,vﬁﬁﬁ)
= guyuvPdx* (9y) dx" ()
= guvuavﬁ Sk 51‘3’
= guvu”vv, (C.2)

onde por definicdo se tem

dxt (9y) == a%x“ =8k. (C.3)

Seja p um ponto (arbitrrio) do s-t, por definicio (de variedade)' é
sempre possivel achar um sistema de coordenadas tal que nas proximidades
de p o tensor métrico se reduz a métrica de um s-t plano, isto é,

guv(P) =Nuv,  daguv(p) =0, (C4

no entanto, nao € possivel fazer todas as segundas derivadas se anularem.
Este s-t plano € precisamente o s-t de fundo que utilizamos nos capitulos
anteriores (em auséncia de gravidade). Se o s-t de fundo é euclidiano sua
métrica serd dada pelo tensor 55 , se a métrica € lorentziana a métrica tera al-
guns termos negativos na sua diagonal, este é o caso da métrica de Minkowski

INa visdo da GR, um s-t é uma variedade. Um estudo detalhado dos conceitos de variedade
e de s-t curvo € dado em (CARROLL, 2004) e (FELICE, 1995).
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na qual estamos interessados
n =diag(—1,1,1,1). (C.5)

Porém, a Eq. (C.4) se satisfaz s6 nas proximidades de p. Em geral
temos gy := g(dy,dv) # Nuv em qualquer outro ponto. Contudo, é sempre
possivel achar uma base de vetores e, e seus duais’ ¢* tal que

ds* = Nape® @eb. (C.6)

Esta é uma base ortonormal no sentido que g(e,,ep) =0 se a # b, e
normalizada de acordo com g(e4, e) = Ngp- De fato,

g(earep) = Neae @ e (earep) = Neae” (eq) € (ep)
= Nca 8 85 = Tab, (o))

em todo o espago-tempo.

O conjunto de vetores {e“} é uma base para o espago cotangente (por
escolha), assim, cada vetor dx* pode ser escrito como uma combinag@o linear
dessa base. Definimos as quantidades e,* (matriz de mudanga de base) de
forma tal que

dxt = e e, (C.8)

Igualmente, os vetores e podem ser escritos em termos da base {dx* }
pela equagdo
e’ = e ydxt. (C.9

E portanto imediato que a matriz {e“, } é a inversa da matriz {e,*},
isso pode se expressar por meio das equagdes

et'ety =8l ety =8 (C.10)

Da mesma maneira, existe uma relagdo entre as bases {e,} e {du}.
Seja f a matriz mudanca de base correspondente, entao

ea:fa“&ua a[l :faueaa (C.1D)

sto &, a base e“ satisfaz a propriedade: ¢%(e;) = 5.
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mas devido ao fato que e“ sdo os duais de e;, temos
8y = e“(ep) = eydxt (f," )

= ea“fbvdx” (a\/) = (eaufbv) 6“;
= 11, (C.12)

logo, f,* é a matriz inversa de ey Assim da Eq. (C.10) se segue que fH =
el', e da mesma maneira f‘jl = e“”.

O conjunto de vetores e, sao chamados de fetradas, do grego tetradas
“grupo de quatro”, ou também vierbein, pelo alemdo “quatro pernas”, ou
simplesmente bases ortogonais de acordo com Eq. (C.7).

Também é costume chamar de tetradas ou vierbeins as componentes
el de ey, do mesmo modo que costumamos dizer "o vetor v#”’sabendo que
na realidade estas sao as componentes do vetor v = v¥d,.

Agora, seja u® e v* as componentes dos vetores u e v na base de tetra-
das e, assim, o produto interno entre esses vetores é

g(u,v) = Nege @ & (u“ea, V"eh)

= Naptt’ = upr? = uv,, (C.13)

isto €, nesta base os indices sao levantados e abaixados com ajuda da métrica
plana 1.

C.1.1 tetradas vs bases nao coordenadas

Devemos observar que em um s-t curvo um conjunto de tetradas serd
uma base ndo coordenada. Isto é, em geral os vetores e, ndo correspondem
a derivadas parciais d, de um sistema coordenado x“, ou equivalentemente,
os vetores duais e“ ndo correspondem em geral a diferencias totais dx“. Esta
¢ uma boa razdo de usar indices latinos a,b,... para descrever os tetradas
(bases nao coordenadas) e indices gregos W, v, ... para as bases coordenadas.

Consideremos um s-t .# com simetria esférica

ds* = —Edt* + E7'dr* +12d6? + 1 sin” 0d¢?, (C.14)
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com & = £(r). O conjunto de covetores {e“}

1
e = \/Edt, el = —dr,
VE (C.15)

e*=rdf, & =rsin@do,

forma uma base para o espaco cotangente de .#, alids, pode-se expressar o
tensor métrico nessa base como

ds’ = —" @ +e' @ + P @+ @ = nyete. (C.16)

Desse modo, o conjunto de vetores {e} é uma base ortonormal ou
base de tetradas. De acordo com Eq. (C.15) temos

1
¢, = diag <\/E 7,r,rsin 9) , (C.17)
3

1 1 1
M — di J— - —
€a _dlag (\/57\/37 r7 rSine) . (C'18)

Consequentemente, as tetradas base do espago tangente (e, = e/ )
sdo dadas por

1
—dt, e =+/&dr,
Ve (C.19)

1 1
ey = 7d9, e3 = " d(P.
r rsin @

ey —

Vejamos agora que esta base de tetradas ndo é uma base coordenada.
Se este for o caso, deveria existir um sistema coordenado y* tal que cada
covetor e“ correspondesse ao diferencial total dessas varidveis, isto €,

e’ =dy*. (C.20)

Assim por exemplo, ¢ = rd6 seria um diferencial total, e sabemos
pela teoria de formas diferenciais ((CARROLL, 2004)-cap:2.9) que o dife-
rencial de um diferencial total € nulo

0=d(dy*) =d(e*) = d(rd0) = rd(d0) +dr \db. (C.21)

onde A é o produto cunha entre formas diferencias ((CARROLL, 2004)-
cap:2.9).
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Porém, d(d6) =0, e dr Nd0 # 0, deste modo €% nido corresponde a
um diferencial total, e portanto o conjunto de tetradas e ndo pode ser uma
base coordenada.

Consideremos uma rotagdo da base ¢* — &%, como por exemplo: ¢ —

1 1
-2 . )
e cosa  sino e
<e'3> N <— sino  cos a) <e3> ’ (C.22)

e,e —e,e

onde em geral o dngulo & pode depender da posigdo no s-t, isto é: oo = a(x*).
Podemos perceber que a métrica nesses dois conjuntos de tetradas permanece
invariante

S

ds® =g "¢’ = Ny, &, (C.23)

isto €, a nova base e € uma base de tetradas.

Notemos que a transformacgdo Eq. (C.22) foi feita sem modificar a
base coordenada. Do mesmo jeito pode ser feita uma transformagdo de co-
ordenadas sem alterar as tetradas e, embora € claro que as componentes €,
mudario.

Assim, ¢é claro que as tetradas e os sistemas coordenados possuem
transformagdes independentes. Em geral (em cada ponto do s-t) podemos
fazer qualquer transformacao de um conjunto de tetradas e“ para outro e =
A“,/) (x)e”; a tinica condigdo a se respeitar é que a nova base seja ortonormal
no sentido que g(e,r, ;) = Ny, OU em outras palavras

ds* =MNab el = Na'p! ea’eb’
— (A“;ea) (A”,;eb), (C.24)
do qual se segue que
AN Ny = Nap. (C.25)

Sabemos da SR que o conjunto mais geral de transformagdes que deixa
invariante a métrica de Minkowski sdo as transformagdes de Lorentz; e devido
ao fato que em geral as transformacdes A”l; (x) dependem ponto a ponto do
espaco-tempo, nos referimos a estas como transformagcoes locais de Lorentz.

Lembramos que sob uma transformacdo de coordenadas as compo-
nentes do vetor v = vH 8u transformam como

/
/_8x“

u
v v
oxH

W (C.26)

igualmente, sob uma transformacéo local de Lorentz (ou mudanga de tetra-
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das) as componentes v deste vetor’ transformam como
/ /!
v = A (C.27)

Portanto temos como regra geral: a transformag@o dos indices latinos
¢ feita com ajuda das transformacdes de Lorentz, e dos indices gregos com

!’
ajuda da matriz jacobiana %f:; . Assim por exemplo, temos

1! ,axﬂ/ 8x"
", = o <Abb/&xv,> T, . (C.28)

Por outro lado, consideremos o tensor

T=T%e,2e,=T" ¢,20,

=TH 9, ®dy
=T 9y ey, (C.29)
a relacdio entre essas componentes 79 THP . ¢ feita através das matrizes
de mudanga de base e“u e eu“ s
b b b
T = e TH = e e’, THY, (C.30)
ou, para vetores
vi=elptt, v =e (C.31)

O caso mais importante é o do tensor métrico g
guvdxt @dx" = ngpe ® e
= N (e“udx“) ® (ehvdx")
= Nape’y e’y (dxt @dx") (C.32)

logo temos
8uv = Nave"y €’y (C.33)

Do mesmo jeito pode-se obter

Na = el'e,’ guv- (C.34)

30 mesmo vetor v = v¥ dy, em uma base ndo coordenada se escreve como v = v’e,.
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C.2 DERIVADAS E CONEXAO DE SPIN

A derivada de um vetor v = v*d,, é dada por
Vv — <8uv" +r;“vl) A" 9y, (C.35)

onde o simbolo de Christoffel € chamado também de conexdo afim. Em ter-
mos das componentes v* (em uma base ndo coordenada) a derivada covariante
de v tem a forma

Vy = (3uv” + a)‘fmvb) d* R ey, (C.36)

onde introduzimos o simbolo @, , chamado conexdo de spin.

Agora, dado que um vetor ndo depende da representaciio em uma base,
¢ claro que Eq. (C.35) e Eq. (C.36) devem coincidir; esta identificagdo nos
permitird obter uma relacdo entre as conexdes I' e @. Da Eq. (C.36) se segue

Vv = {8,1 (e°6V%) + 0%, (eblvl)] dx* @ (e, dy)
=e, {eac (auv") +v° (8,,16‘16) + (ebl(u‘zu) v’l} dx"* ® oy
= {6‘; (0uv%) +e,’ (8,16“/1 +eb w‘},“> v’l} dx* ® 9y,
e ao comparar com Eq. (C.35) temos
Ty = e (e’ + 0% ) (C.37)
ou equivalentemente
0y = et (~Oue +T5,e% ) (C.38)

Deste modo, com ajuda de co‘;w e F){ u € possivel definir a derivada
covariante de qualquer tensor, em qualquer base (coordenada ou ndo). Assim
por exemplo,

VT4 = 0uTé+ 0, T? — 0%, T4, (C.39)

ou
VT4 =T+ %, Th —T%,T5. (C.40)

Observe-se que da Eq. (C.38)

0% eh, = —due, + T ,e%, (C.41)
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consequentemente a derivada covariante da prépria tetrada é nula, isto é
b A
Ve, = due, + 0%, €%, —T7,e% =0. (C.42)

Este resultado é chamado: o postulado das tetradas.

E possivel fazer o processo inverso ao feito nesta subsegdo, no qual
se aceita o postulado das tetradas e a partir dele, se obtém a conexdo de
spin. Exatamente o mesmo ocorre com a conexao afim: se postulamos que
a derivada covariante da métrica € nula, isto leva consequentemente a forma
explicita dos sAmbolos de Christoffel ((CARROLL, 2004)-cap:3).

C.2.1 Propriedade antisimétrica da conexao de spin

Nesta subse¢@o vamos provar uma propriedade importante da conexao
@ypy: a propriedade antissimétrica nos indices ab.

Para esta prova, basta portanto mostrar que @ypy + Opqyu € nulo. De
fato, da Eq. (C.38) temos

A A
Wby + Opay = (_eb 8116541 +ey FX/.LeaV)

+ (—eal&ueb,l +elTY ue,,v) . (C.43)
Vemos facilmente que
el duen =y (e,}ea,l) — e due) (C.44)
= 9 (Mba) — € uenn, (C45)
logo,
e dueqp + ealaﬂebk =0. (C.46)

Assim, da Eq. (C.43) se segue que
_TVv A A
Ot Opap = T4, (e eav +eler) (C.47)

1
) (—&xap T 8uxa +8rux) (eb’lea" +ea’1eb’<)

1 1 2
= 58uxa (eb e +e; ebK) ;

onde usamos a defini¢iio dos sAmbolos de Christoffel e na dltima equaco eli-
minamos o termo (—gm,u +81 “7,() por ser antissimétrico nos indices (A, x)
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enquanto que (eb)L ef+el ebK) ¢ simétrico nesses indices.
Agora, considerando a propriedade das tetradas: g,) = ec,ce”l;L Nca Ob-
temos

A A
(eb e, +e, eb") Sur (C.48)
- (eb}“ e+ efe,f) (ec,(#ed;L + eckedltu) Ned
d d
= euKeCK‘.[J Nep + ebKe we,uTad + ebKeCK,p Nac + eaKe i, Tlbd

=2 (eg epieu + € Carp) »
assim, Eq. (C.47) se reduz a
Oapy + Opay = €, epie + € earcy =0, (C.49)

onde novamente fizemos uso da equacdo (C.46). Estd portanto provada a
propriedade antissimétrica de @Wgpy.
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APENDICE D - Equacio de Dirac
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Vamos fazer um breve resumo de como obter a equacio de Dirac. Com
esta finalidade vamos estudar primeiramente o caso mais simples, a equacio
que descreve uma particula livre em um s-t plano e em coordenadas cartesia-
nas. Algumas referéncias complementares ao tratamento dado neste apéndice
sdo: (DRELL, 1964), (ROSE, 1961) e (GREINER, 2000).

D.1 PARTICULA LIVRE EM UM ESPACO-TEMPO PLANO

De acordo com a GR, toda particula deve satisfazer a relacdo
dx* E
Pou=—mic’, pli=mo—— = (p) : (D.1)
T c
No caso da SR (guv = Nyv), esta relagio se reduz a famosa equagio

N 2
Plop=——7+P =-mic’, — E? = (pe)* + (moc?)”.  (D.2)

Com o objetivo de obter uma equacdo quantica, se faz a identificacio
padrao

. d d
p‘u = —lﬁaﬂ, a” = (Cat, axl> 5 (D3)

da qual se segue p*p, = —h?oH du, sendo £ a constante de Planck.
Logo, de acordo com Eq. (D.1), a funcgéo de onda v = y/(x) que des-
creve o estado quantico de uma particula deve satisfazer a relagéo

2.2
(aua“ _ mgzc > v =0, (D.4)

que € conhecida como equacdo de Klein-Gordon. Aplicagdes desta equacgao,
como também os seus limites podem ser encontradas em livros de mecanica
quantica relativistica tais como: (DRELL, 1964)-cap:1, (ROSE, 1961)-cap:2
e (GREINER, 2000)-cap:1.

No entanto, em 1928 (DIRAC, 1928) procurou por uma equagdo que
fosse relativisticamente invariante, mas que fosse de primeira ordem nas de-
rivadas (ou no quadrimomento); isto o levou a obter famosa equacido que
apresentamos a seguir.

A hipétese de Dirac consistiu em supor que a dindmica de uma particula
livre pode ser descrita por uma equagdo analoga a Eq. (D.4), mas de primeira
ordem nas derivadas moc

(y“aﬂ—l-T) v=0, (D.5)
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onde y* sdo quantidades a se determinar posteriormente. Esta equacéo deve
conter como caso particular a Eq. (D.4) a fim de se cumprir a exigéncia rela-
tivistica Eq. (D.2). Vejamos como esta exigéncia pode ser imposta.

Ao multiplicar 2 esquerda da Eq. (D.5) pelo termo (Y9 —moc/h)
obtemos

_ _MocN (v Moc¢
0=(r"a ﬁ)(y8v+ ﬁ)"’ 06
2 :
= (W'Yvau‘;v_gz> )

onde fizemos a suposi¢do de que cada uma das quantidades y* ndo depende
das varidveis espaco-temporais de modo que comutam com as derivadas. Di-
rac faz a identificacao

Yy ooy = dHa,, (D.7)

e deste modo a equacdo de Klein-Gordon € recuperada.

Agora a tarefa consiste em achar as quantidades y* que satisfazem a
Eq. (D.7). Facilmente observamos que esses objetos nao podem ser simples-
mente nimeros; assim, o passo seguinte serd procurar por um conjunto de 4
matrizes y* (u =0, 1,2,3) que satisfagam a equacdo (D.7).

Ja que em geral, as matrizes sdo objetos que ndo comutam entre si,
usamos a relagdo

G A A D A 4

oV = D.
Y ) + > ; (D.8)

para escrever Eq. (D.7) na forma

1
Yy ouoy = 3 Y. v'youov, {¥.v}r=vv"+7v"yH, (D.9)

onde (y*y¥ —7y"y")dudy = 0 devido a antissimetria do primeiro termo en-
quanto que dy, dy é simétrico (em uv).

Assim, ao comparar a Eq. (D.6) com a Eq. (D.4) podemos concluir
que o anti-comutador das matrizes de Dirac y* deve satisfazer a equag@o

{r.y'y =2n". (D.10)

Na préxima se¢ao, serd apresentado um conjunto de matrizes que sa-
tisfazem esta propriedade. Alids, como se verd logo, este conjunto ndo é
unico, no entanto, qualquer par de conjuntos de matrizes de Dirac est4 relaci-
onado por uma transformagdo de similaridade.
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D.2 MATRIZES DE DIRAC

As matrizes “’planas”de Dirac sdo qualquer conjunto de matrizes que
satisfacam a relacdo de comutagdo

{,Ya’yb}:znab’ nab:diag(_Ll»lal)' (Dll)

Portanto, (y*)> = 1 para cada a = 1,2,3. Seja A% um autovalor da
matriz Y* e X um autovetor associado a esse autovalor, desse modo se tem

YX =A%, 1-X=(7)X=(19%X. (D.12)

Assim, necessariamente (14)? = 1, ou A9 = +1. Logo, a matriz dia-
gonalizada! de y* terd somente os niimeros +1 na sua diagonal. O mesmo tra-
tamento pode ser feito para 7 e obteremos que seus autovalores sio A4 = =i.

Outra das propriedades dessas matrizes é que elas todas tém tragco
nulo. Para ver isto, lembremos que

Tr[AB] = Tr[BA]. (D.13)

Vamos calcular o trago de ¥* (@ = 0,1,2,3). Para isso consideremos
outra matriz qualquer ¥ (b # a e b = 1,2,3) de forma que (9/’)2 =leyy =
—779%; deste modo se tem

il =r |7 (P) | =1 () 7]
=1r [ (r7)] = -1 [V (P7)] = ~1rlv).

logo, dado que Tr|[y*] = —Tr[y"], é necessério que Tr|[y*] = 0. Alids, como
o traco de uma matriz € igual ao trago de sua matriz diagonalizada, teremos

(D.14)

Tr(y"] =Trldiag(£1,£1,...)]=0, a=1,2,3. (D.15)
Tr[Y"] = Tr|diag(+i, £i,...)] =0, (D.16)
isto leva a que a dimensdo n das matrizes tem que ser par (n = 2,4,...) No

entanto, ndo existem 4 matrizes 2 x 2 que satisfacam as relacdes de antico-
muta¢do. Deste modo podemos procurar para o caso 4 x 4. Dessa vez, um

IDe 4lgebra linear sabemos que, para qualquer matriz A existe uma matriz inversivel S tal que
amatrizD = S 1AS é diagonal, alids, os coeficientes da diagonal em D, sdo os autovalores de A.
E a esta matriz diagonal a que fazemos referencia nesta segao.
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conjunto de matrizes de Dirac é

7/0=i<_01 ‘1)) V':(g,- ‘5) D.17)

onde ¢! sdio as famosas matrizes 2 x 2 de Pauli

1 (0 1 2 (0 —i 3 (1 0
O'—(l 0), O'—(l. 0), o-(o 1). (D.18)

O conjunto de matrizes Eq. (D.17) ndo € unico, porém, ele € tinico
no sentido em que qualquer outro conjunto de matrizes 4 x 4 que satisfaga a
relagdo de anticomutacio Eq. (D.11) estd relacionado com as matrizes Eq. (D.17)
através de uma transformacao unitdria; isto é, dados dois conjuntos de matri-
zes {Y*} e {#'} existe uma matriz unitdria U tal que ((AL, 1983))

¥ =U"yU. (D.19)

Agora que obtivemos uma representacdo das matrizes de Dirac, pode-
mos voltar para Eq. (D.5).

D.3 INTERACAO NA EQUACAO DE DIRAC

A equagdo de Dirac

(y“a,,, + %) v =0, (D.20)
descreve a dindmica de uma particula livre de spin % Agora, quando a
particula estd interagindo com um campo eletromagnético, € usual introduzir
o potencial da interagdo por meio do acoplamento minimo, o qual se descreve
a seguir.

Consideremos uma particula livre, descrita pelas varidveis generaliza-
das x* e momento canonico p*. Entdo, é um resultado da mecénica classica
((GOLDSTEIN, 1980)-ch:2.6) que na presenga de um campo eletromagnético
(descrito pelo potencial A*), o momento conjugado p* associado a varidvel
x*, é dado por

- Ay
Pu = Pu +q7, (D.21)

sendo ¢ a carga da particula. Deste modo, o acoplamento minimo consiste
em passar do momento j, = —ihdy para o momento py = —ihdy + %Au’ ou
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equivalentemente, temos que fazer a substituicdo
Ay — +iﬁiAu. (D.22)
c

Em alguns casos, se introduz a interaciio na equacio de Dirac por meio
de um acoplamento escalar. Nesse caso, o que se faz é definir uma massa
efetiva

m=m(x) = mo+V(x), (D.23)

sendo V (x*) um potencial (o potencial escalar) de interacdo. Uma aplicacg@o
deste método € feita no capitulo 5.

Porém, o nosso trabalho consiste em procurar um outro caminho no
qual a interag@o possa ser incluida como um efeito geométrico, isto € como
uma deformacdo da geometria do stp. Logo, ao invés de usar o acoplamento
minimo ou o acoplamento escalar, devemos procurar uma equacao tipo Dirac
que descreva a dindmica de uma particula livre, mas em um s-t curvo. Isto é
feito nos capitulos 4 e 5.
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