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RESUMO

Este trabalho trata de uma pesquisa intitulada: As formas e os nimeros da natureza.

O estudo mostrou que a sequéncia de Fibonacci estd intimamente ligada com a natureza,
seja na quantidade de pétalas, na quantidade de sépalas, na quantidade de flésculos raiados de
flores compostas, na formacdo dos ramos de certas plantas, na filotaxia e em algumas outras
situacoes.

Refere também que a sequéncia de Fibonacci esta relacionada com o nimero de ouro,
no qual também aparece com bastante frequiéncia na natureza.

Apresentamos ainda o retdngulo de ouro, como um padréo de simetria. Simetria esta
que aparece na natureza e que por ser considerada bela o homem tenta copia-la em varias
situacdes, seja na arte, na arquitetura ou até mesmo para chamar a atencdo em aspectos do
cotidiano (cartdo de crédito, propaganda e marketing). Buscando com isso tornar o aspecto
dos objetos agradaveis.

Foi observado na natureza vérias ocorréncias da espiral logaritmica, como por exemplo
na concha do nautilo, na disposi¢do das sementes de inimeras flores, nas escamas do abacaxi
e das pinhas.

A matematica ficou também evidente na vida extraordinaria das abelhas, pois esses
insetos mostram um conhecimento muito forte sobre a geometria e calculo infinitesimal.

Através da leitura deste relato verificou-se que a natureza por si s € perfeita e que o

homem apenas verifica sua perfeicdo através da matematica.
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1 INTRODUCAO

Vivemos num universo de padrdes. Todas as noites as estrelas se movem em circulos no
ceu. As estacdes se sucedem em intervalos anuais. Dois flocos de neve nunca sdo exatamente
iguais, mas todos tém uma simetria hexagonal. Os tigres e as zebras sdo cobertos por padrdes

de listras, leopardos e hienas séo cobertos por padrbes de manchas.

Figura 1 — Leopardo e Tigre
Fonte: Fibonaci e os nimeros da natureza.

Grupos complexos de ondas cruzam 0s oceanos; grupos muito similares de dunas de

areia cruzam o deserto. Arcos coloridos de luz enfeitam o céu na forma de arco-iris e um halo
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circular brilhante algumas vezes envolve a lua nas noites de inverno. Gotas esféricas de agua
caem das nuvens.

A mente e a cultura humanas desenvolveram um sistema formal de pensamento para
reconhecer, classificar e explorar padrdes. NO6s o chamamos de matematica. Usando a
matematica para organizar e sistematizar nossas idéias a respeito de padrdes, descobrimos um
grande segredo: os padrGes da natureza ndo existem somente para serem admirados. S&o
pistas vitais para as regras que governam 0S processos naturais.

H& muita beleza nos indicios da natureza e todos nds podemos reconhecé-la sem
qualquer treino em matematica. Mas € muito interessante ver as deducfes matematicas das
regras e regularidades que provém desta natureza maravilhosa. Os padrdes possuem beleza,
assim como utilidade (STWART, 1996, p. 11).

Os objetos matematicos mais simples sdo 0s nimeros, e os padrdes mais simples da
natureza sdo numéricos. As fases da lua constituem um ciclo completo que se repete a cada 28
dias. A quantidade de pétalas das flores sdo na maioria das vezes 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55 ou 89,
no qual tem um padrdo definido para estes numeros. As pessoas tém duas pernas, 0s gatos
quatro, 0s insetos seis e as aranhas oito. As estrelas-do-mar tém cinco bragos (ou dez, 11, e
mesmo 17, dependendo da espécie).

Além dos padrdes numéricos, hd os geométricos. Ateé recentemente, as formas principais
que chamavam a atencdo dos matematicos eram muito simples: tridngulos, quadrados,
pentagonos, hexagonos, circulos, elipses, espirais, cubos, esferas, cones e assim por diante.
Todas estas formas podem ser encontradas na natureza, embora algumas sejam muito mais
comuns, ou mais evidentes do que outras. O arco-iris, por exemplo, € uma colecdo de
circulos, um para cada cor. N0s normalmente ndo vemos o circulo completo, apenas um arco;
mas, do alto, os arco-iris podem ser vistos como circulos completos. Vocé também pode ver

circulos no olho humano, nas asas das borboletas e nas ondas que se propagam em um lago.
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O amor da natureza pelas listras e manchas se estende ao reino animal, com os tigres e
leopardos, as zebras e as girafas. As formas e os padrdes encontrados nos animais e plantas
constituem um solo fértil para os que tém uma mente matematica. Por exemplo, por que
muitas conchas formam espirais? Por que as estrelas-do-mar sdo dotadas de um conjunto
simétrico de bracos? Por que muitos virus adotam formas geométricas regulares, a mais
espantosa sendo a de um icosaedro — um solido regular formado a partir de vinte triangulos
equilateros? Por que muitos animais tém simetria bilateral? Por que a simetria € muitas vezes
imperfeita, desaparecendo quando vocé examina detalhes como a posi¢do do coragdo humano
ou as diferencas entre os dois hemisférios do nosso cérebro? Por que a maioria de nés — nédo
todos — é destra?

Finalmente, ha uma outra categoria de padrdes naturais que arrebatou a imaginacgéo
humana s6 muito recentemente mas de forma dramética. Somente nos ultimos quarenta anos a
humanidade se tornou explicitamente consciente dos dois tipos de padrdo conhecidos agora
como fractais e caos. Esta categoria abrange padrdes que existem onde pensdvamos que tudo
era aleatério e destituido de forma. Pense, por exemplo, na forma de uma nuvem. VVocé ndo vé
nuvens esféricas, clubicas ou icosaédricas. As nuvens sdo aglomerados delicados, destituidos
de forma, indistintos. Ainda assim ha um padrdo muito marcante para as nuvens, uma espéecie
de simetria, que esta intimamente relacionado com a fisica da sua formacdo. Basicamente é
assim: vocé ndo pode dizer o tamanho de uma nuvem somente pela observacdo da mesma. Se
observar um elefante, seré capaz de dizer, pelo menos de modo grosseiro, quao grande ele é:
um elefante do tamanho de uma casa colapsaria sob o proprio peso e um do tamanho de um
camundongo teria pernas inutilmente grossas. As nuvens ndo sao de modo algum assim. Uma
nuvem grande vista de longe e uma pequena vista de perto poderiam ter igualmente — e de
modo plausivel — os seus papéis trocados. Elas serdo diferentes na forma, é claro, mas néo de

um modo que dependa sistematicamente do tamanho. Esta “independéncia de escala” da
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forma das nuvens foi verificada experimentalmente com retalhos de nuvens cujos tamanhos
variavam de um fator mil. Retalhos de nuvens de um quildmetro de extensdo se pareciam
exatamente com retalhos de nuvens de mil quildmetros de extensdo. Podemos ainda, verificar
este comportamento em muitas das formas da natureza, inclusive montanhas, rios que se
interligam, arvores, e muito possivelmente com o modo pelo qual a matéria esta distribuida
por todo o universo. Usando um termo tornado famoso pelo matematico Benoit Mandelbrot,
estas formas sdo todas fractais (STWART, 1996, p.17).

Os fractais sdo formas geométricas que repetem sua estrutura em escalas cada vez
menores e 0 caos € um tipo de aleatoriedade aparente cujas origens sao inteiramente
deterministicas. A natureza ja sabia a respeito destes padrdes, pois as nuvens sdo fractais e o
tempo meteoroldgico é caotico. Levou muito tempo para que a humanidade percebesse isso.

Neste trabalho, procuramos mostrar algumas ligacbes da matematica com a natureza
com o propoésito de despertar a curiosidade do leitor para um tema que pode ainda ser muito
explorado.

No capitulo 2 escrevemos sobre Fibonacci. Sua biografia, a origem do problema que
gerou a famosa sequiéncia que leva seu nome e a relacdo desta sucessdo com a natureza.

No capitulo 3 comentamos a respeito do nimero de ouro. Como chegar a esse nimero e
a relacdo que ele possui com a sequiéncia de Fibonacci.

No capitulo 4 descrevemos o retangulo de ouro. Sua construcdo, sua utilizacdo na
arquitetura, arte e sua ocorréncia na natureza.

No capitulo 5 sdo apresentadas algumas consideracfes sobre a espiral logaritmica. Sua
construcao e ocorréncia na natureza.

No capitulo 6 utilizamos o exemplo das abelhas. A forma espantosa como € salientada a
matematica na construcéo de sua colméia.

E por fim, nas consideracdes finais, sintetizamos os resultados desta pesquisa.



2 A SEQUENCIA DE FIBONACCI

2.1 Biografia de Fibonacci

Figura 2 - Fibonacci
Fonte: Fibonaci e os nimeros da natureza

14
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Fibonacci é considerado o matematico mais original e criativo da ldade Média, foi um
dos mais importantes matematicos daquela época, e prestou valiosas contribui¢cbes para 0s
campos da aritmética, da algebra e da geometria. O seu nome de batismo era Leonardo de
Pisa (1175-1250), filho de um mercador italiano que morava em Boudie, no norte da Africa.
A profissdo do pai exigia que este viajasse por diversas cidades entre 0 Préximo e o Médio
Oriente nas quais Fibonacci se familiarizou com o sistema decimal hindu-arabico, que tinha
valor posicional e usava 0 simbolo zero. Nesta época, na Italia, ainda era usada a numeracgéo
romana nas operacdes de calculo. Fibonacci apercebeu-se do valor e da beleza dos numerais
hindu-arabicos e defendeu fortemente a sua adocdo. Em 1202, escreveu o Liber Abaci (Livro
do Abaco), um manual completo explicando como utilizar aqueles numerais nas operagdes de
adicéo, subtracdo, multiplicacéo e divisdo, indicando como resolver problemas e abordando
ainda diversos temas de algebra e de geometria. Os mercadores italianos mostraram-se
relutantes em modificar os seus processos tradicionais mas, através de um contato permanente
com os Arabes e dos trabalhos de Fibonacci e de outros matematicos, o sistema hindu-arabico

acabou por ser introduzido e progressivamente aceito na Europa (PAPPAS, 1998, p. 28).

2.2 A origem e 0s numeros da sequéncia de Fibonacci

E irbnico que Fibonacci seja hoje famoso devido a uma seqiiéncia numérica que
resultou de um obscuro problema existente no seu livro, o Liber Abaci. Na altura em que
escreveu o problema, considerou-o0 apenas como um exercicio mental. No entanto, no século
XIX, gquando o matematico francés Edouard Lucas editou um trabalho em quatro volumes
sobre matematica recreativa, ligou o nome de Fibonacci a seqliéncia numérica que era a
solucéo do problema do Liber Abaci. O problema que d& origem a sucessdo de Fibonacci é o

seguinte:



16

Suponhamos que um casal de coelhos com um més de idade (macho e fémea) séo ainda
muito jovens para se reproduzir, mas que, com dois meses de idade, ja& tém maturidade
suficiente para o fazer. Admitamos igualmente que todos os meses, a partir dos dois meses de
idade, ddo origem a um novo casal de coelhos (macho e fémea).

Se todos os casais de coelhos se reproduzirem da mesma forma que o primeiro, quantos

casais de coelhos havera no principio de cada més?

N° de casais I:l Casal demasiado jovem para se reproduzir.
I = F = 1°n°deFibonacci
] - de rhonaca D . Casal em condigoes de se reproduzir.
1 = F, = 2°n°deFibonacci ‘
2 = F, = 3°n°de Fibonacci * D
3 = F, = 4°n°deFibonacci * D .
5 = F, = 5°n°de Fibonacci ‘ I:I . - D
8 = F, = 6°n°de Fibonacci * EI -m

Figura 3 — Esboco do Numero de casais de coelhos do problema de Fibonacci

Cada termo da sucessdo de Fibonacci € igual a soma dos dois termos imediatamente
precedentes. Em linguagem matematica sucinta, esta propriedade pode ser representada pela

férmula;

Fn=Fn1+Fhn2 , onden=34,..
Por volta da mesma época (século XIX) em que Edouard Lucas escrevera seu livro e
falara da referida seqiiéncia de nimeros, alguns matematicos ja se mostravam intrigados com
ela, com suas propriedades e com as areas onde surge, como por exemplo nos seguintes

campos:

e Tridngulo de Pascal, formula binomial e calculo de probabilidade.
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e Identidades matematicas.
e Curiosos truques matematicos.
e Natureza e plantas.
e Razédo de ouro, retangulo de ouro, tridngulo de ouro, pentagrama e espiral
logaritmica.
Desses cinco campos, nos deteremos a comentar sobre os dos dois Ultimos, pelo fato de

terem aplicacGes mais palpaveis e dentro do nosso objetivo.

2.3 A sequéncia de Fibonacci e as pétalas das flores

Considere a lista das seguintes flores que apresentam como nUumero de pétalas um
nimero de Fibonacci: jarro, rosa selvagem, tormentilha, cosmo, raininclo amarelo,
columbina, flor-de-lis, e iris.

Os seguintes numeros de Fibonacci séo frequientemente associados com as pétalas de:

1 Jarros

3 Lirios, iris, e agucenas

5 Columbinas, raintnclos amarelos e esporas

8 Delfinios

13 Crisantemos e margaridas azuis

21 Asteraceas, margarida_s in_glesas, olhado preto
e chicoria.

34 Dalias e malmequeres

55 Margaridas africanas e malmequeres

84 Malmequeres

Tabela 1 — Numero de Pétalas das Flores



18

paylagny Js ke i

P
|
)

.

Figura 4 — Namero de Pétalas das Flores

Fonte: Fibonaci e os nimeros da natureza

2.4 A sequéncia de Fibonacci e os flosculos de flores compostas.

Os numeros de Fibonacci também sdo encontrados nos numeros de flosculos de flores
compostas. A tabela seguinte é tirada de um trabalho de Wagner, 1957 (BATSCHELET,
1978, p. 210), que contou o numero de flésculos raiados nas flores compostas de plantas

alpinas:



Tabela 2 — NUumero de Flésculos Raiados
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Espécies Numero de Flosculos Raiados
Média Extenséo

Achillea macrophylla 5 4-7
Achillea atrata 8 6-13
Rudbeckia nitida 8 6-10
Arnica Montana (flores laterais) 11 7-17
Rudbeckia speciosa 1 13 13-30
Centaurea montana 13 10-17
Senecio doronicum 1 13 11-21
Senecio uniflorus 13 5-24
Senecio doronicum 2 17-18 11-22
Arnica Montana (flores aspicais) 18-19 10-29
Chrysanthemum leucanthemum 21 13-33
Rudbeckia speciosa 2 21 13-30
Senecio doronicum 3 21 11-22
Doronicum clusii 34 16-47

Fonte: BATSCHELET, 1978, p. 210.

Como vemos na tabela, o nimero de fldsculos raiados esta sujeito a flutuacdo ocasional.

Entretanto, os valores médios recaem fregiientemente nos nimeros de Fibonacci. As exce¢des

sdo Arnica montana e Senecio doronicum.

2.5 A sequéncia de Fibonacci e o arranjo das folhas.

Encontramos, ainda, os numeros de Fibonacci quando estudamos o arranjo de folhas

(filotaxia). Consideramos 0 caso em que as folhas em torno do caule seguem um padréo

helicoidal.
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Figura 5 — Arranjo Helicoidal de folhas em um caule™.
Fonte: BATSCHELET, 1978 p. 210

Indo de baixo para cima, marcamos as folhas consecutivas por L, L,, L3, etc. A folha
L, seréd encontrada a um certo &ngulo de L; em torno do caule e a uma certa distancia ao longo
do caule. Na figura anterior, esta representado um caso especial onde o angulo € de 144° A
folha L esta deslocada de L, da mesma forma que L, de L;. Admitimos o mesmo padréo para
todas as folhas restantes, assumindo que nenhuma se partiu. No nosso exemplo teremos cinco
angulos de 144° até chegarmos a uma folha que tenha a mesma orientacdo que L1, ja que 5 X
144° =720° = 2 x 360°. Entdao encontramos uma periodicidade com um “periodo” que consiste

de duas voltas e cinco folhas.

! Arranjo Helicoidal de folhas em um caule. Na figura admitiu-se que o mesmo padrdo com cinco folhas é
repetido apds duas voltas completas da espiral. Este é o caso em roseiras, alguns salgueiros e cerejeiras.
Esquerda: vista lateral. Direita: Vista de cima
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Em geral podemos introduzir dois nimeros:
m = nUimero de rota¢6es ou voltas completas em um periodo.
n = namero de folhas em um periodo.

Na figura anterior € mostrado o caso especial m = 2, n = 5. Os nimeros m e n podem
também ser definidos por espirais de folhas.

Contagens realizadas em numerosas plantas mostram que m, como também n,
assumem mais frequentemente valores tais como 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ..., isto €, nUmeros
da seqliéncia de Fibonacci. De acordo com Schips, em 1922 (BATSCHELET, 1978, p. 209),
encontramos 0S €asos:

m =1, n =2 natilia, na limeira, nas duas fileiras de folhas de varias plantas bulbosas
assim como também nos ramos horizontais do elmo;

m =1, n = 3 na faia, na aveleira, na amora silvestre, nas ciperaceas, no amieiro e na
vidoeira;
m = 2, n = 5 no carvalho, na cerejeira, na macieira, no azevinho, na ameixieira, nas

roseiras, nas arvores com frutos do tipo drupa e muito freqliientemente em salgueiros

Figura 6 — Arranjo com duas rotacdes e cinco folhas.
Fonte: Fibonacci Numbers and Nature

m = 3, n = 8 no choupo, no alamo, na roseira, na pereira, no repolho, nas carduaceas e

pilosela (plantas chicoriaceas do género Hieracium);
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Figura 7 — Arranjo com trés rotacdes e oito folhas.
Fonte: Fibonacci Numbers and Nature

m =5, n = 13 no salgueiro e na amendoeira

m = 8, n = 21 nas escamas de abeto vermelho e das pinhas dos pinheiros;

m = 13, n = 34 nas escamas das pinhas de Pinus laricio.

Existem também excecdes, mas 0s numeros de Fibonacci ocorrem tdo freqientemente
gue ndo podem ser explicados como casuais.

Os biologos tentaram explicar a predominancia peculiar dos nimeros de Fibonacci na
filotaxia. A simetria das folhas pode desempenhar um papel importante, porque essa simetria
mantém o equilibrio mecénico do caule, assegurando assim um méaximo de luz e de ar a folha
que esta imediatamente abaixo, mantendo um fluxo regular de nutrientes. Entretanto, a ciéncia

ainda esta longe de uma explicacdo satisfatoria.
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2.6 A sequéncia de Fibonacci e algumas outras ocorréncias na natureza.

A ocorréncia da sucessao de Fibonacci na natureza é tao freqlente que é dificil acreditar
que seja acidental, tanto que ja se tem um certo nimero de estudos que documentam sua
persistente ocorréncia.

Ela rege, por exemplo, as leis que entram em jogo nas multiplas reverberacfes da luz
nos espelhos, assim como as leis ritmicas do aumento e da perda na radiacdo da energia.

Considere as flores que apresentam como nimero de sépalas ou estames um namero de
Fibonacci: aster, cosmo e malmequer.

As ramificacbes constituem outro dos principais modelos funcionais de crescimento
natural regido pela série de Fibonacci.

Veja um dos principais esquemas de ramificacdo que demonstra a série de Fibonacci.

| g

R

o =
w

=

Figura 8 — Ramificagdes e a série de Fibonacci
Fonte: Fibonacci Numbers and Nature
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3 NUMERO DE OURO

3.1 Como chegar ao nimero de ouro.

A expressdo sec¢do de ouro é também referida como o termo de ouro ou a proporcéao de

ouro. E um termo geométrico localizado num dado segmento da seguinte forma:

ivi AC AC - AB
O ponto B divide o segmento AC de modo que /A\B = KBC

O termo de ouro pode ser determinado da seguinte maneira:
Tomemos AC como sendo a unidade. Entdo teremos AC=1e BC=1-AB, e partindo
da proporcdo acima, tentaremos determinar o valor de AB.

AC _ AB

AB BC

1 _ A8 ,como AB = 0,e 1-AB = 0, temos:
AB 1-AB

AB.AB=1.(1-AB)

AB’ =1-AB

AB? +AB-1=0
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_—1+ 12— 4.1.(-1)

AB =
2.1

_ _1+./5
2

AB

Como AB é a medida de um segmento, desconsideramos 0 ndmero por ser

, que € um numero irracional,

—1++/5
2

negativo e tomemos para o valor de AB o nimero

denominado seccdo aurea aproximadamente igual a 0,6180399. AB é denominado a sec¢ao

aurea do segmento AC.

O numero de ouro € o inverso da sec¢do aurea. Entdo para determinarmos esse nimero,

basta procedermos da seguinte maneira:

1 1+45
~1++5 2
2

. 1++/5 . , L . . )
O nimero = , que € um numero irracional, aproximadamente igual a 1,6180399 ¢

entfo o desejado nimero de ouro. E representado pela letra grega @ .

De acordo com Biembencut (1996, p.17-18), a razdo de ouro, entdo, pode ser

representada por 7 ja que é o inverso do nimero de ouro (@ ),conforme podemos verificar

abaixo:

Q|+
I
[EY

ou

1,6180399 . 0,6180399 =1



O namero de ouro tem algumas propriedades interessantes, tais como:

e Somando 1 ao nimero de ouro @ obtém-se o seu quadrado.

g+1=¢

1,618...+1=(1,618..)% =2,618...

e Subtraindo 1 de @, obtém-se 0 seu inverso.

e Subtraindo 2de @ *, obtém-se o inverso de @ .

1

@°-2==
@

2,618...—-2=0,618...

26
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3.2 A relagdo do numero de ouro com a sequiéncia de Fibonacci.

E fascinante a maneira segundo a qual a raz&o de ouro se encontra ligada & sucess3o de
Fibonacci. Considere novamente o problema dos coelhos, proposto por Fibonacci. A
populacéo de casais no inicio de cadamésé: 1,1, 2,3,5,8, 13, ..., Fn.1 + Fro, ...

Como ja foi visto anteriormente, podemos representar esses numeros através da

férmula

F1: 1
F2: 1
Fiei=F.1+F, , onden=2 3, 4,..

Se formos estudar a taxa de crescimento do numero de casais no inicio de cada més, em
relacdo ao més anterior, formamos a seguinte sequéncia de razdes:

To=Fnu1/Fy

Entéo temos :

Ti=FJ/F=1/1=1

T,=Fs/F,=2/1=2

Ts=F4JF3=3/2=15

T,=Fs/F4=5/3=1,66...

Ts=Fe/ Fs=8/5=1,6

Te=Fs/ Fe=13/8=1,625

T;=Fg/ F;=21/13=1,615...

Tg=Fo/ Fg=34/21=1,619...

Etc...
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Esta seqliéncia parece convergir para um certo limite que se situa entre 1,60 e 1,62. Isto
significaria que a coldnia de coelhos cresce de um més para 0 proximo numa porcentagem
que tende para um valor ligeiramente mais elevado que sessenta por cento.

Para calcularmos este limite exato admitamos que:

T =limT, existe.

n—oo

Isto implica em que a seqtiéncia modificada P, = T, - T tende para zero.

Ja que Fpi1 = Fra + Fy, dividindo ambos os termos da equacao por F, temos:

I:n+l - Fn—l + I:n

Fn Fn

I:n+l = Fn—l +1

F, F,

Fn+1 = Fl +1,como T, =Fy+1/Fy, temos também que Ty = F, / Fnog, logo:

I:n—l
T, = Ti +1,daequagdo P, =T, - T, tiramos T, = P, + T, e conseqlientemente
n-1
Tn—l = Pn—l + T !
P+T= L +1,como P, — Oparan — oo, temos
T+P,
T=241
T
T2 1T
_ = — 4+ —
T T T
T2-T-1=0
2

r o (VY 4L

2.1
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T = _1;‘/5,

1++/5 1-+5

Dai extraimos as duas solugdes da equacdo, uma delas e aoutra . Como

neste caso SO nos interessa a raiz positiva, temos que a taxa de crescimento dos coelhos do

1+\/€
2

problema de Fibonacci é o desejado limite da sequéncia T, = F, +1 / Fn, que € , 0

proprio numero de ouro.
Esta relacdo implica que sempre que a razdo de ouro, o retangulo de ouro, o triangulo de
ouro ou a espiral logaritmica aparecem nomeadamente nos fendbmenos naturais, esta também

presente a sucessdo de Fibonacci e vice-versa.

3.3 A razéo de ouro em algumas ocorréncias interessantes.

As relacdes aureas também estdo presentes em algumas outras situacdes. Veja so:

e Qualquer peca que se quebre na metade poderd ser recomposta, mas se

- 1 .
atingir a marca de 6 ndo terd conserto (vocé acredita?).

1
e O ciclo menstrual da mulher é de 28 dias. Portanto 6 de 28 sera 17,5

dias, onde € a fase final de amadurecimento, sendo garantida a fertilizacéo.
e Uma planta frutifera estard& com as mais saborosas frutas exatamente

o1
quando atingir — de carga total.
)
o Entre os bovinos a desmama ocorre aos 8 meses. Sua alimentacdo é a base

1
de leite. Mas quando atinge 6 deste periodo comega a procurar outros

alimentos. (BIEMBENGUT, 1996, p. 47-48).
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4 O RETANGULO DE OURO.

4.1 Como desenhar um retangulo de ouro.

Figura 9 — Desenhando um reténgulo de ouro, dado um segmento dividido na seccéo 4urea.
Fonte: PAPPAS, 1998, p. 104.

Dado um segmento AC , tal que B divida o segmento de acordo com a proporgéo de

ouro, constroi-se o quadrado [ABED].
Traca-se CF perpendicular a AC .

Prolonga-se o lado DE de forma a que este intersecte CF no ponto F. A figura

[ACDF] é o retangulo de ouro.

Podemos também construir o retdngulo de ouro sem ter previamente o segmento AC

dividido segundo a proporcéao de ouro, usando 0 seguinte processo:



M

T
|
|
|
|
|
|
|
|
|

A “n' l’
A IN g

B

Figura 10 - Desenhando um retangulo de ouro sem o segmento dividido na sec¢éo aurea.

Fonte: PAPPAS, 1998, p. 104.

Constroi-se um quadrado qualquer [ABCD].

Bissecta-se a figura por meio do segmento MN .

[

31

Com um compasso, traga-se o arco EC, tendo o ponto N como centro e 0 segmento

CN como raio.

Prolonga-se o lado AB até que este intersecte o arco tracado no ponto E.

Prolonga-se o lado DC.

Perpendicularmente ao lado AE , traga-se o segmento EF , que ird intersectar DC no

ponto F. O retdngulo [ADFE] é um retangulo de ouro (PAPPAS, 1998, p. 104).

4.2 Um breve histérico do retéangulo de ouro.

O retangulo de ouro é um objeto matematico muito interessante e de grande valor

estético que existe para além do reino da matematica. Presente na arte, na arquitetura, na

natureza e hoje em dia muito usado na publicidade e no marketing. A sua popularidade nédo é

acidental. Muitos testes psicologicos demonstraram que o retangulo de ouro € um dos

retdngulos mais agradaveis a vista humana.
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Muitas embalagens tém a configuracdo do retdngulo de ouro, possivelmente no intuito
de apelar ao sentido estético do publico. Na verdade, o vulgar cartdo de crédito tem um
tamanho préximo ao do retangulo de ouro.

Além do mais, o retangulo de ouro esté interligado com outros conceitos matematicos,
tais como séries infinitas, algebra, o decagono regular, os sélidos platdnicos, as espirais

logaritmicas, limites, o triangulo de ouro e o pentagrama.

4.3 O retangulo de ouro na arquitetura e na arte.

Os arquitetos e artistas da Grécia Antiga , no século V a.C., eram mestres na utilizacdo
da razao de ouro na concepcdo de seus monumentos e esculturas. Eles tinham consciéncia do
seu efeito harmonioso e sentiam que a razdo de ouro e o retangulo de ouro aumentavam a
atracdo estética dos monumentos e das esculturas — tais como nas esculturas de Fideas — nas
obras arquiteténicas, no simbolo da escola pitagdrica (um pentagrama), na demonstracdo de
beleza do pentagrama (por processos geométricos feita por Euclides 111a.C.). Estes exemplos
comprovam a sua familiaridade a respeito das seccOes aureas. Eles conheciam a razdo de
ouro, como construi-la, como obter aproximacgdes e como usa-la para construir o retangulo de
ouro. Era-lhes tdo familiar que ndo lhe atribuiram um nome especial. O nome especial —
Numero de Ouro — s surgiu 2000 anos depois. O Parténon é um exemplo de uma das
primeiras utilizacBes do retdngulo de ouro na arquitetura. A figura que se segue mostra como

as suas dimensdes se ajustam quase que exatamente as do retangulo de ouro.
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Figura 11 — O Parténon e o Retangulo de Ouro
Fonte: : Fibonaci e os nimeros da natureza

Né&o foi por acaso que a proporcéo de ouro, @ (fi), foi designada segundo o nome de
Fidias, famoso escultor grego. Julga-se que Fidias teria usado a propor¢do de ouro e 0
retdngulo de ouro nos seus trabalhos.

E possivel que a seita dos pitagoricos tenha escolhido o pentagrama como simbolo,
devido a relagdo que este tem com a proporcao de ouro.

Para além de influenciar a arquitetura, o retdngulo de ouro surge também na arte.
Leonardo da Vinci estudou exaustivamente as propor¢Ges do corpo humano e como a
proporgdo de ouro se encontra relacionada com a sua estrutura. O desenho abaixo apresentado
foi analisado detalhadamente, tendo-se constatado que ilustra a utilizagdo da seccdo de ouro.
Pertence ao livro que ele ilustrou para o matematico Luca Pacioli (um padre italiano),
intitulado De Divina Proportione, publicado em 1509. Possivelmente o primeiro trabalho que
descreve as divinas leis, cujas interpretacdes e demonstracdes foram possivelmente deduzidas

pelos gregos, antes de Cristo.
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Figura 12 — Desenho de Da Vinci para o livro de Luca Pacioli.
Fonte: Geometria a varias dimensdes

A seccgdo de ouro encontra-se igualmente presente num trabalho inacabado de Leonardo
da Vinci, S. Jerdnimo, pintado por volta de 1483. A figura de S. Jerbnimo inscreve-se
perfeitamente num retangulo de ouro que pode ser sobreposto ao desenho. Admite-se que tal
ndo tenha sucedido por acaso, mas porque Leonardo construiu a figura deliberadamente de
acordo com a sec¢do de ouro, devido ao seu grande interesse pela matemaética e pela
utilizacdo desta em muitos dos seus trabalhos e idéias. Segundo as palavras do proprio
Leonardo, “... nenhuma investigacdo humana pode ser considerada ciéncia se ndo abrir 0 seu
caminho por meio da exposi¢do e da demonstracdo matematica” (PAPPAS, 1998, p.33).

A utilizacdo da razao de ouro e do retangulo de ouro na arte veio a ser designada como a

técnica da simetria dinamica.
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Albrecht Durer, George Seurat, Pietter Mondrian, Leonardo da Vinci, Salvador Dali e
George Bellows utilizaram o retangulo de ouro em alguns de seus trabalhos para criarem a

simetria dindmica.

Figura 13 — Quadro “Os Banhistas” de George Seurat.
Fonte: PAPPAS, 1998, p. 103.

Figura 14 — “Composicdo em amarelo” de Pietter Mondrian.
Fonte: Fibonaci e 0s nimeros da natureza

Figura 15 — “Monalisa” de Leonardo Da Vincci.
Fonte: Fibonaci e os nimeros da natureza
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4.4 O retangulo de ouro na natureza.

Existem ainda muitas formas naturais que também possuem esse equilibrio harmonioso

conhecido como simetria dindmica.

A cabeca do zebu, quando vista de perfil, esta inscrita num retangulo de ouro.

Figura 16 — Geometria do Zebu
Fonte: BIEMBENGUT, 1996, p. 47.

Podemos considerar também a forma de um ovo, de uma asa de borboleta, a concha do

nautilo ou um sargo.

Figura 17 — Simetria dindmica na natureza.

Fonte: PAPPAS, 1998, p.155.
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Podem encontrar-se a forma do retangulo de ouro ou a propor¢do da razao de ouro em
todas as formas que apresentam simetria dinamica.

Na verdade, se procurarmos com carinho, onde houver harmonia com certeza la
encontraremos as relacBes aureas, pois 0 numero de ouro é indicado como a maxima

expressao da harmonia e equilibrio.
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5 ESPIRAL LOGARITMICA.

5.1 Definicéo.

Figura 18 — Definigdo de espiral logaritmica
Fonte: PAPPAS, 1998, p. 105.

O polo O é o centro da espiral.

Qualquer segmento que tenha extremos em O e num ponto da curva é um raio da
espiral.

Todas as tangentes a curva formam angulos com o correspondente raio da espiral no
ponto de tangéncia, como por exemplo o angulo T, |310. A espiral chama-se equiangular se

todos esses angulos forem congruentes.
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Esta curva é tambem conhecida por espiral logaritmica porque aumenta numa razédo
geomeétrica, isto é, segundo as poténcias de uma dada constante (e poténcia ou expoente sdo
outras designacdes de logaritmo).

A espiral equiangular é o Unico tipo de espiral que ndo altera sua forma a medida que

aumenta de tamanho.

5.2 A formacao da espiral logaritmica através de triangulos de ouro.

O tridngulo de ouro, também conhecido como triangulo sublime, é um tridngulo
isdsceles que tem na base angulos de 72° e no vértice superior um angulo com 36° de

amplitude. Os lados congruentes estdo para a base segundo a razéo de ouro.

FEL A

720 72
B C

Figura 19 — Triangulo de Ouro
Fonte: Fibonaci e os nimeros da natureza

Quando pegamos um triangulo de ouro e bissectamos o angulo da base, a bissetriz
divide o lado oposto de acordo com a razdo de ouro e origina dois triangulos isosceles de
menores dimensoes.

Um destes triangulos é semelhante ao tridngulo original, enquanto o outro pode ser

utilizado para gerar uma espiral.
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A continuacdo do processo de bissec¢do do angulo da base, do novo triangulo de ouro
obtido, provoca uma seérie de triangulos de ouro e a formacdo de uma espiral, que se chama

espiral eqliangular (também conhecida por espiral logaritmica).

Figura 20 — Formacé&o da espiral logaritmica através de tridngulos de ouro.
Fonte: Fibonaci e os nimeros da natureza

5.3 A formacao da espiral logaritmica através de retangulos de ouro.

Também conseguimos construir a espiral logaritmica usando um ndmero infinitamente
grande de retangulos de ouro contidos uns nos outros.

O retangulo de ouro gera-se a si préprio. A partir do retangulo de ouro[ABCD], pode
facilmente construir o retangulo de ouro [ECDF] a partir da construcdo do quadrado [ABEF]
e o retangulo de ouro [DGHF] a partir do quadrado [ECGH], podendo este processo ser

prolongado indefinidamente.

B =t ( B E ' , .
|

li —C3 } r— {3

L E J J ]

D A F D

Figura 21 — Construcao de varios retangulos de ouro sucessivos.
Fonte: PAPPAS, 1998, p. 105.
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Com um compasso e recorrendo aos quadrados construidos, tracam-se arcos que sdo
quartos de circunferéncia contidos em cada um dos quadrados. Estes arcos dao origem a

espiral equiangular.

Figura 22 - Construcao da espiral logaritmica através de retangulos de ouro.
Fonte: PAPPAS, 1998, p. 105.

O retdngulo de ouro circunscreve, assim, a espiral equiangular. A interseccdo das

diagonais desenhadas na figura € o polo ou centro da espiral (PAPPAS, 1998, p.105).

5.4 A espiral logaritmica e sua ocorréncia na natureza.

A natureza apresenta muitas formas de associa¢do — quadrados, hexagonos, circulos e
triangulos. O retadngulo de ouro e a espiral logaritmica sdo duas dessas formas esteticamente
mais agradaveis. H4 exemplos de espiral logaritmica nas estrelas-do-mar, nas conchas de
moluscos, na amonite, no nautilo, no modo como se dispdem as sementes em girassois e nos
cactos, nas cascas dos ananases e dos abacaxis e nas escamas nas pinhas das coniferas.

Esta ligacdo é tdo marcante que os numeros de Fibonacci sdo por vezes apelidados de
numeros das pinhas porque existe a tendéncia para 0 aparecimento nas pinhas, de termos

consecutivos de Fibonacci nas espirais para o sentido horario e para o sentido anti-horario.
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L S

Figura 23 — A pinha e a espiral logaritmica.

Fonte: Fibonacci Numbers and Nature

No capitulo do girassol acontece 0 mesmo fendmeno com as sementes.

Figura 24 — O girassol e a espiral logaritmica

Fonte: Fibonacci Numbers and Nature

Percebemos também a formacdo da espiral logaritmica na couve-flor, como mostra a

figura a seguir.

Figura 25 — A couve-flor e a espiral logaritmica.

Fonte: Fibonacci Numbers and Nature
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O ananés e abacaxis sdo outras plantas onde se observam numeros de Fibonacci. Para
estes frutos basta contar o nimero de espirais formadas pelas escamas hexagonais da sua

casca, tanto no sentido horario como no sentido anti-horario.

Figura 26 — O abacaxi e a espiral logaritmica.
Fonte: Fibonaci e os nimeros da natureza
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6 ABELHAS

6.1 A divisdo do espaco nas colméias

A série de Fibonacci aparece novamente quando estudamos a vida das abelhas, s6 que
agora definindo perfeitamente a proporcao entre machos e fémeas nas colméias.

Mas quando se trata de abelhas, a relacdo que elas tem com os numeros de Fibonacci
ndo chama tanta a atencdo, pois nos deparamos com uma geometria de tdo alto nivel e
precisdo, que seria um desperdicio ndo comenta-las neste relato.

As abelhas formam as faces utilizando cera. Os favos sdo construidos com a cera que as
préprias abelhas fabricam. As abelhas devem construir o maximo de alvéolos, gastando o
minimo de cera. Para poupar espaco tiveram que recorrer a figuras geométricas que se
pudessem justapor e que quando encostadas umas as outras ndo deixam espacos
desperdicados entre si.

Na arquitetura da colméia julgava-se existir o exemplo mais notavel no mundo
animal da resolucéo de um problema de maximo e minimo.

Considerando que os alvéolos sdo construidos para armazenamento de poélen ou mel e
também para abrigo das ninfas, parecia ser natural a escolha de uma forma que preenchesse
todas as funcBes. Dentre as formas matematicamente possiveis, sdo destacadas na fig. 2 seis

possibilidades.



45

Figura 27 - Possibilidades matematicas de dividir o espago mediante prismas regulares?.
Fonte: VASCONCELOS, 2002.

Para comparar o consumo de materiais nesses seis casos escolhemos como unidade o
lado do hexagono e impusemos a condicdo de que todas as células possuissem a mesma area.
Resultaram os valores dos perimetros “p” que servem de base para a avaliagao dos consumos
de cera, que lhes sdo proporcionais. Nessa avaliacdo os lados das células ndo aproveitados na
célula adjacente devem ser computados em dobro. Isto acontece nas solugdes com circulos,

octdgonos e pentadgonos, que deixam sempre espacos vazios entre as células. O resultado

dessa comparacao pode ser apreciado na seguinte tabela:

Forma geométrica  Perimetro p Variagdo do consumo de cera
Hexagono 6 0
Quadrado 6,447 +7,5%
Triangulo 7,347 +22,5%
Pentagono 8,603 +43,4%
Octdgono 8,802 +46,7%
Circulo 11,428 +90,5%

Tabela 3 — Varia¢do do Consumo de Cera
Fonte: VASCONCELOS, 2002.

2 As trés primeiras soluces deixam espacos vazios entre as células. As trés ltimas, permitem o aproveitamento
das mesmas paredes para duas células contiguas.
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Por essa simples exposicdo constata-se que entre todas as formas geomeétricas possiveis

a abelha escolheu aquela que Ihe da o menor consumo de cera.

Figura 28 — Colméia das abelhas.

Fonte: Revista Globo Rural Economia.



6.2 O fechamento dos Alvéolos

Mas o realmente interessante acontece no fechamento dos alvéolos. Em vez de
construir um hexagono (plano) para cobrir o fundo elas economizam cerca de um alvéolo em
cada cinquenta, utilizando trés losangos iguais colocados inclinadamente. Pode parecer pouco,
mas a economia de 2 por cento no fechamento de milhdes de alvéolos representa uma grande

quantidade (BARCO, 1993).

Figura 29 — Favo da Abelha.
Foto: Fonte: BATSCHELET, 1978, p. 253.
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O problema dos alvéolos das abelhas despertou a curiosidade dos sabios desde a mais
remota antigiiidade. O primeiro a se interessar por esse estudo parece ter sido Pappus de
Alexandria, matematico grego (320 DC). Ele chegou a estudar alvéolos em forma de prismas
de secdo hexagonal, triangular e quadrada e deixou transparecer que 0s prismas hexagonais
podiam armazenar mais mel do que os outros dois.

Johannes Kepler também deduziu a partir do estudo da ocupagdo do espaco com
simetria total que todos os angulos diedros, inclusive os do fechamento, deveriam ser de 120°.
René Antoine Ferchault, Seigneur de Réaumur, famoso fisico francés, por volta de 1700
observou que o angulo agudo e, consequentemente seu suplemento (obtuso) ndo variavam,
isto €, suas medidas eram constantes. Intrigado, Réaumur mandou buscar alvéolos em varias
partes do mundo, como a Alemanha, Suica, Inglaterra, Canada e Guiana. Um contemporaneo
de Réaumur, o astrénomo francés Giovanni Domenico Cassini, cuja familia toda de
astrdbnomos se tomou célebre pelas numerosas descobertas no Observatorio de Paris, tinha um
sobrinho, Jean Dominique Maraldi, também astrdnomo, que efetuou as medicbes dos angulos
agudos para Réaumur e encontrou o mesmo valor em todos eles, 70° 32°. Maraldi interessou-
se vivamente pelo problema das abelhas. Ele fazia na época a apologia da simplicidade e
facilidade da construcdo pelo fato de serem usados apenas dois tipos de angulos, um de
109°28’e outro, seu suplemento, de 70° 32’ e enaltecia a beleza matematica. Maraldi chegou
as suas conclusdes depois de observar colméias com capas de vidro transparente.

Curiosamente, observagfes analogas ja haviam sido feitas por Sir Christopher Wren, o
arquiteto da Catedral de St. Paul em Londres. Réaumur percebeu que se tratava de um
problema matematico de maximo e minimo e que as abelhas resolviam com o intuito de
economizar cera. Por esse caminho € que deveriam ser orientados, todos os estudos

matematicos (VASCONCELOS, 2002).
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Este simples problema foi na época de Réaumur de tdo grande dificuldade que ele
apelou para o amigo Samuel Kdnig, matematico alemdo. Com o intuito de conseguir uma
solucdo teorica exata, Réaumur propds a Konig que resolvesse o seguinte problema: dado um
prisma de base hexagonal, devemos fecha-lo em uma das extremidades com trés losangos
iguais, colocados inclinadamente, para obter o maior volume com um gasto minimo de
material. Qual € o angulo dos losangos que satisfaz a condigdo?

Sem saber a origem do problema, Konig calculou o angulo como sendo 109 26°.
Embora a diferenca fosse insignificante, de apenas dois minutos em relacdo aos calculos
efetuados por Maraldi (109° 28”), concluiu-se que as abelhas estavam erradas. Outros por sua
vez afirmavam que as abelhas estavam mais corretas do que 0s matematicos com seus
calculos aproximados. Isto provocou um verdadeiro rebulico entre os cientistas que tentavam
explicar a questdo.O fato chegou ao conhecimento do matematico escocés Colin Maclaurin
(1698-1746), que utilizando os recursos do célculo diferencial recalculou o angulo e

encontrou 70° 32°. (VASCONCELQS, 2002).

6.3 Resolucdo matematica do problema do fechamento dos alvéolos.

Quando o volume é dado é econémico se poupar cera e, portanto, se escolher o angulo

de inclinagdo, & = NVX , de tal forma que a superficie do favo da abelha seja minimizada.



Figura 30 — Favo da Abelha e o Angulo Otimo.
Fonte: BATSCHELET, 1978, p. 253.
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O problema pode ser resolvido matematicamente. Seja L a interseccdo de CAe VX

Entdo, L divide em partes iguais 0 segmento NB e, conseqiientemente, NL = s/ 2. O

segmento CL é a altura do triangulo eqtiilatero BCN. Portanto,
CL= ﬁ .
2
No triangulo NLV temos a relagdo

s
2senf

O losango AXCV tem seu centro em L e consiste de quatro triangulos retangulos

congruentes com lados iguais a CL e VL. Portanto temos

1 sv3 s s%3

area AXCV =4.— . ) = )
2 2 2sen@d 2send
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A superficie do favo da abelha contém trés destas areas.
As seis faces laterais do favo da abelha, tal como abXA, séo trapezoides congruentes. Ja que

BX = VN, obtemos o triangulo VNL
S
BX = > cotgd.

Conseqlientemente,
2

Area abXA = %(aA+bX): %(h+h—BX):hs- %cotg@

A area total feita de cera é

2
6hs - §szcotgé? $ 38 ‘/§.
2 2 sen@

Esta area é uma funcéo do angulo variavel 6 e, entdo, a representamos por f (8). Podemos

reescrever f (6) naforma

f () = 6hs + gsz[—cotgeJr E J

send

Somente a expressdo entre parénteses contém a varidvel 6. Alguns valores numéricos

arredondados para duas casas decimais séo dados na seguinte tabela:

Tabela 4 - Verificagdo do Angulo Otimo.

0 —cotgd + V3
send

100 4,30

20° 2,32

30° 1,73

40° 1,50

50° 1,42

60° 1,42

70° 1,48

80° 1,58

90° 1,73

Fonte: BATSCHELET, 1978, p. 254.
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O minimo de f (@) é alcancado em algun valor compreendido entre 6 =50°e 6 =

60°. Para termos o angulo 6timo, digamos @ , derivamos f (€):

£1(0)= 352

1 J3coso
5 .

sen?@® sen’d

A derivada se anula se, e somente se,

Conseqientemente, cos 6, =

1= \/§ cosé

=0,57735¢e 6, =54,7°. Observemos que o angulo 6timo

1
V3

0, é independente da escolhade s e h.

Vale a pena compararmos o resultado com o angulo escolhido pelas abelhas. E dificil

medirmos este &ngulo. Entretanto, a média de todas as medidas néo difere significativamente

do valor tedrico @ = 54,7°. Portanto, as abelhas preferem o angulo 6timo. E improvavel que o

resultado obtido seja devido ao acaso (BATSCHELET, 1978, p. 253-254).

Para este angulo 6timo, os trés losangos necessarios precisam ter angulos obtusos de

109° 28” e agudos de 70° 32°.

Uma tentativa de retirar das abelhas a sua matematica.

Contrapondo a idéia de que a abelha utiliza-se da matematica para seu préprio bem foi

escrito:

Na verdade tudo isto ndo passa de mera elucubracdo mental. As abelhas ndo
resolveram problema matematico algum. Seu modo de trabalhar em conjunto, como
Bartholin j& havia percebido, fabricando agrupadas e simultaneamente as células
hexagonais, ndo permitia realizar células cilindricas como acontecia quando
trabalhavam isoladamente na construcdo de alvéolos maiores. Na execucdo dos
alvéolos para a rainha e os zangdes, que sdo maiores, as abelhas trabalham
isoladamente. As células saem cilindricas e seu fechamento é esférico. Quando
trabalham em conjunto, apertando-se entre si, por agdo da compressdao mutua, as
células cilindricas se transformam em hexagonais e os fechamentos esféricos em trés
losangos. Os angulos diedros de 120° entre as faces dos prismas hexagonais se
repetem entre as faces em losangos de fechamento. Nessa superficie poliédrica com
trés faces em forma de losango, impondo os diedros de 120°, resultam angulos
obtusos de 109° 28’. Nada mais simples e natural. O mesmo processo se verifica na
formagdo dos prismas de basalto e nas formagdes de coral. O resultado é
consequéncia fisica e ndo matematica.

A forma do fechamento que as abelhas realizam sdo consequéncia fisica do trabalho
que elas exercem em conjunto. Portanto existe explicagdo fisica que corresponde
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matematicamente a uma solugdo de problema de maximo e minimo. Mas as abelhas
ndo sabem disso, nem mesmo geneticamente. (VASCONCELOS, 2002).

Mas por outro lado, veremos 0 que realmente acontece ao estudarmos um pouco mais
sobre como séo construidos os alvéolos.

A construcédo é feita de cima para baixo. Quando existe uma moldura de madeira,
inicia-se junto a borda superior dessa moldura. Na auséncia dela, inicia-se junto a borda
superior da cavidade escolhida dentro de um tronco ou de uma gruta. As abelhas atacam
inicialmente diversos pontos de partida e progridem para baixo formando trechos afunilados
(fig.31). Por fim esses trechos acabam se unindo. Ao mesmo tempo em que sdo construidas
novas células ao lado das que j& estdo prontas, a colméia progride também para baixo.
Portanto ndo sé&o completadas camada por camada. Quando as laterais dos trechos afunilados
se tocam, as camadas ficam tdo perfeitamente ajustadas que dificilmente se distinguem os

pontos de juncéo.

Figura 31 — Desenho do inicio da construcéo das colméias®.
Fonte, VASCONCELOS, 2002.

% Inicio da construcéo das colméias, partindo de trés pontos diferentes. Inicialmente os trechos eram totalmente
separados, mas acabaram por se fundirem no topo. Note-se que as trés camadas superiores sdo de células
menores, proprias para as larvas de obreiras. As camadas seguintes s&o de células maiores para zanges. Existe
uma perfeita unido na transi¢éo, onde foi necessario modificar o nimero de alvéolos na camada.
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Figura 32 — Foto do inicio da construcdo das colméias.

Fonte: Revista Globo Rural.

Lembre-se aqui que as abelhas se revezam e que, portanto, as ligacbes sdo geralmente
feitas por abelhas diferentes, pois elas trocam de posicdo a cada 30 segundos — provavelmente
para reabastecimento de cera. As sucessoras parecem compreender perfeitamente em que
ponto o trabalho foi interrompido e continuam a construcdo de maneira idéntica. Chama-se
aqui a atencdo de que a forma regular, pensada como sendo devida as pressdes mutuas, é
exatamente a mesma desde 0 comeco, quando essa pressdo ndo existe. Isto confunde aquela
afirmativa anterior de que a regularidade sé surge quando o trabalho € executado
simultaneamente por muitas abelhas...

O primeiro passo é a construcéo do fundo. Quando o apicultor coloca a moldura com
a placa de cera prensada imitando com precisdo o formato dos losangos do fundo, isto apenas
acelera a produgéo, pois a demanda de cera se reduz. Depois de pronto um losango do fundo,
sdo executados os comecos de duas paredes entre células contiguas. Em seguida é executado
outro losango de fundo e mais o comego de duas novas paredes. SO entdo é completado o
fundo com a execucdo do terceiro losango. Sempre as paredes e também o0s losangos se
encontram sob diedros de 120°. Até entdo ndo houve coagdo de outras abelhas para forcar a

forma hexagonal. O mistério continua, portanto!(VASCONCELOS, 2002).
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6.4 Outras curiosidades a respeito da construcéo dos alveolos

As paredes de todas as células possuem espessura de 73 microns, sendo a tolerancia de
execucdo de apenas 2 microns o que € realmente espantoso. Como pode ser alcancada tal
precisdo e qual o instrumento biolégico capaz de controlar essa medida?

Os apicultores costumam padronizar os favos dentro de uma moldura de 37 x 22,5 em
que, com apenas 40 gramas de cera possibilitam o armazenamento de 2 kg de mel. A relacédo
de pesos entre 0 material armazenado e o material de construcdo € da ordem de 50. Nos silos
usuais feitos pelo homem essa relacdo é quase sempre inferior a 5.

Convém chamar a atencdo de que a constru¢do pode mudar no decorrer da execucao,
modificando o tamanho das células. As células para as obreiras possuem abertura de 5,2mm
ao passo que as dos zangdes séo de 6,2mm.

Ao iniciarem a construcdo, as abelhas freqiientemente se agrupam em filas. Ap6s pouco
tempo formam uma densa bola viva constituindo um cacho dentro do qual a temperatura é
mantida constante e igual a 35°C. Esta temperatura é necessaria para que a cera se torne
moldavel. Quando a temperatura diminui, as abelhas vibram fortemente as asas para que a
energia de movimento se transforme em calor. Se a temperatura ficar acima do limite
aconselhavel, o trabalho é paralisado e as abelhas deixam o ar passar em rajadas para que a
temperatura volte ao normal.

Os alvéolos sdo ligeiramente inclinados de aproximadamente 13° sobre a horizontal,
diminuindo assim a tendéncia de vazamento do mel na temperatura constante dos alvéolos,

com a viscosidade correta do produto fabricado.
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Do lado oposto os alvéolos ndo estdo situados nos mesmos eixos e sim defasados. As
reentrancias dos fundos dos primeiros alvéolos dariam fechamentos céncavos se os alvéolos
fossem co-lineares. Como, entretanto os alvéolos do lado oposto ficam defasados, o que €
reentrante de um lado torna-se convexo do outro. Dessa maneira, com as mesmas paredes de
fundo, todos os alvéolos ficam com seus fundos convexos.

Os apicultores aprenderam a colocar uma folha de cera, com os fundos exatos dos
alvéolos, prensados com a forma de trés losangos com angulos de 109° 28’e seu suplemento,
reunidos de tal modo que formam entre si diedros de 120°. Dessa maneira as abelhas podem
comecar seu trabalho a partir de superficies perfeitas ja configuradas da mesma maneira que
elas as fariam. Parece que isto funciona satisfatoriamente em alguns casos.

(VASCONCELOS, 2002).
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7 CONSIDERACOES FINAIS

A natureza tem incitado o estudo dos homens durante milhares de anos. E uma fonte
inesgotavel de conhecimento. Cada criatura que vive, desde as grandes sequdias até o
mindsculo inseto que flutua no raio solar, os mundos inumerdveis em suas ordenadas
revoluc@es, o equilibrio das grossas nuvens, os mistérios da luz e do som, do dia e da noite,
em cada folha na floresta, ou pedra nas montanhas, em cada estrela brilhante, na terra, no ar, e
no céu.

A ordem e harmonia da natureza fala-lhes de sabedoria. Estdo sempre a descobrir
alguma atracdo que lhes enche o coragdo de satisfagdo, e provoca novos interesses nessa
pesquisa. Enquanto permanecem fiéis na observacdo da mesma, sua capacidade para
compreendé-la aumenta continuamente, estdo constantemente a adquirir novos tesouros de
saber, a descobrir novas fontes de conhecimento e a obter concepcdes cada vez mais claras da
incomensuravel, infalivel regularidade da natureza.

Muitos dos pensadores, desde os mais antigos véem a necessidade da observacdo da

natureza. Galileu foi um deles, e abaixo reescrevo um texto seu:

“...0 Universo permanece continuamente aberto a nossa contemplagdo, mas nunca
podera ser compreendido a ndo ser que se aprenda primeiro a entender a sua
linguagem e a interpretar os signos em que se encontra escrito. Encontra-se expresso
na linguagem da matematica, e 0s seus signos séo tridngulos, circunferéncias e
outras figuras geométricas sem as quais € humanamente impossivel compreender
uma Unica das suas palavras; sem esses signos, ficamos a vaguear num escuro
labirinto.”(LAWLOR,, 1996).



58

Apds o término desse trabalho pude comprovar que o homem estd comecando a
entender alguns desses padrfes de simetrias que regem a natureza, ora pela observacao direta ;
ora de forma indireta, mas depois comprovando sua ocorréncia na mesma. Com o auxilio da
matematica ele consegue relacionar algumas dessas regras da natureza com numeros ou
formas, ou seja, consegue explicar o porqué que certas flores sem aparente simetria podem ser
consideradas tdo perfeitas, por que as colméias tém aquele formato caracteristico, por que
certos ramos séo de uma forma e ndo de outras.

O ser humano estd usando essas relacdes em outros ramos da vida cotidiana, obtendo
concepcdes cada vez mais claras da importancia desse assunto no dia a dia, quer seja na arte,
na arquitetura ou em outro ponto onde se deseja beleza e harmonia.

Contudo isso, 0 homem ndo conseguiu ainda imitar a natureza e nunca conseguira. Pois
a natureza é milimetricamente perfeita. Possui uma harmonia e beleza inefavel, e isto é do

conhecimento de qualquer criatura capaz de olhar, ouvir, tocar e sentir.
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