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INTRODUCAO

A Matematica ¢ uma ciéncia muito antiga, que desde os primérdios sempre
esteve presente no dia-a-dia das pessoas.

Estudamos Matematica desde os primeiros anos escolares. Ao mesmo tempo
em que dizemos que esta disciplina € muito importante em possas vidas, devido a sua
aplicabilidade, nio mostramos muitas vezes suas aplicagdes. Por este motivo resolvi
elaborar um trabalho, onde seu principal objetivo seria mostrar algumas aplicagdes de
um determinado conteitdo matemadtico.

Dentre os iniimeros conteddos que poderiam ser escolhidos, decidi trabalhar
com Matrizes, pois este € um dos assuntos que ndo conhecemos bem suas aplicagdes.

O trabalho foi organizado da seguinte forma: o Capitulo | aborda uma visdo
geral do contedido de Matrizes. Ja o Capitulo 2 € a parte essencial do trabalho, pois
relata algumas de suas aplicagies. Convém neste momento ressaltar que resolvi
trabalhar com apenas trés tipos de aplicagdes de matrizes: Matrizes e Criptografia,
Matrizes e Modelos Populacionais e Cadeias de Markov. Outras aplicacdes que
poderiam ger vistas sfo, por exemplo, Teoria de Grafos e o Problema de Alocagdo de
Tarefas.

O trabalho que segue esta longe de ser um estudo concluido ou terminado. O

que se pretende realmente, € por o assunto em discuss@o.



CAPITULO 1

Defini¢des e Propriedades Referentes a
Algebra Matricial

O objetivo deste capitulo é dar uma visdo geral do contetido de matrizes, ou
seja, pretende-se definir o que é uma matriz, alguns tipos de matrizes, suas operaces
aritméticas, como também estabelecer algumas de suas propriedades algébricas.

Néo serdo feitas demonstragées, pois estas sdo vistas nas disciplinas de Algebra

Linear.

1.1 INTRODUCAO

Defini¢cdo: Uma matriz A é um agrupamento retangular de elementos dispostos em

linhas (horizontais) e colunas (verticais), geralmente entre colchetes ou parénteses.
Os elementos de uma matriz podem ser nimeros reais ou complexos ou até mesmo

expressoes algébricas, e sdo chamados de entradas da matriz.
Exemplos:
1 25 2 cos(f) —sen(?) 1 2+4i
4, = , A= e A,=|_. _
3 4 4 2 sen(t) cos(?) 3 i
Uma matriz é real se os seus elementos sdo nimeros reais ou expressfes que

assurmem valores reais.
Neste trabalho vamos trabalhar apenas com matrizes reais.

Uma matriz 4 com m linhas e # colunas pode ser escrita da seguinte forma:



Definicdo: Matriz Coluna

Dizemos que 4 é uma matriz coluna quando A for de ordem m x 1.

Exemplos:
] 2i
12 1+
A1:4=Az=6 eA3=3.
7
-1-i

Defini¢do: Matriz Quadrada

Seja 4 uma matriz m x n. Se m = n, A € uma matriz quadrada. Ou seja, uma matriz
guadrada é uma matriz que tem o mesmo numero de linhas e de colunas. Os niimeros

dij, a23,..., dny formam a diagonal principal de A.

Exemplos:
1 23
7 8
A4 =4 5 6 e 4,=
9 1
1 2 3

Defini¢do: Matriz Triangular Superior e Matriz Triangular Inferior
Uma matriz quadrada 4 = |g;} € dita trigngular superior se aj = 0 quando 1> j, ou

seja, os elementos abaixo da diagonal principal s3o todos nulos.

Exemplos:
1 2 4
2 8
4 =10 5 6 e 4,=
01
0 0 3

Uma matriz quadrada 4 = [a;] é dita triangular inferior se a; = 0 quando i <j, ou

seja , os elementos acima da diagonal principal so nulos.



Exemplos:

1 00
30
9 1
1 3 2

Podemos também afirmar simplesmente que 4 é friangular se A for triangular
superior ou inferior. Deve ser observado que uma matriz triangular pode tet zeros na

diagonal.

Defini¢cao: Matriz Diagonal
Uma matriz quadrada 4 = [a,;] em que todos os elementos fora da diagonal

principal sdo nulos, isto &, ay = 0 para 7 #/, é denominada matriz diagonal.

Exemplos:

1 0 0 5 0
4 =10 9 0 e A2=[0 1]

0 0 3

Definicao: Matriz Identidade

Uma matriz de ordem »n, 4 = [a;] em que todos os elementos fora da diagonal
principal sdo nulos e os elementos da diagonal sdo todos iguais a um, isto €, a;; = 0 para
i#j e agy=1 parai=j, é denominada matriz identidade.

Notagio: 1oul,.

Exemplo:

1 0 0
I=|0 1 0
0 01



Definicdo: Matriz Escalar

Uma matriz diagonal 4 = [g;;] em que todos os elementos da diagonal principal sdo
iguais, isto é, ay=cparai=] e a; =0 parai# j, ¢ denominada matriz escalar.

Exemplos:

7 0
A1=[0 7] e 4,=

<
o o
b S O

Definicao: Matriz Nula

Seja A = [@;] uma matriz de ordem m x n. 4 é uma matriz nula se todos os seus
elementos sdo nulos, isto é,se g =0,parai=1, ..., me j=1 .., n.

Exemplo:

o o o O
o o o O
o o o O

Neste trabalho, denotaremos a matriz nula por O .

1.3 IGUALDADE, ADICAO, MULTIPLICACAQO POR UM
ESCALAR E SUBTRACAO DE MATRIZES

Definic¢ao: Igualdade de Matrizes

As matrizes 4 e B sto chamadas iguais se e somente se:
(1) A e B tém o mesmo numero de linhas ¢ 0 mesmo nimero de colunas.

(ii) Todos os elementos correspondentes s3o iguais, isto é, gjj = b;jpata todos os i e .



Defini¢io: Adicdo de Matrizes

Duas matrizes podem ser somadas somente quando elas tém o mesmo nimero de
linhas e 0 mesmo nimeros de colunas. Neste caso, a soma de duas matrizes 4 ¢ B de
ordem m x n € a matriz C m x » tal que qualquer elemento de C é a soma dos elementos
correspondentes de A e B, isto é, se

4=[ay), B=[b] e C=[g]
entio:
ci=ay+by(l5ism 15j<n)

Como a soma de duas matrizes é formada simplesmente adicionando-se os

elementos correspondentes, € claro que as regras validas para a adicio de matrizes reais

sdo exatamente as que sio vélidas para a adi¢Bio de ntimeros reais.

Propriedades: A adicdo matricial € associativa e comutativa. Sejam 4, B e C

matrizes de mesma ordem, entdo:
HA+B)+C=4-+(B+C) (lei associativa)

(i)A+B=B+4 (lei comutativa)

Estes resultados afirmam que a ordem em que as matrizes s#o somadas nio &
importante. Salientamos este fato porque, quando considerarmos a multiplicacio de
matrizes, veremos que a lei comutativa nfo € mais verdadeira, embora a lei associativa
ainda seja valida. A ordem em que as matrizes s3o multiplicadas é extremamente

importante.



Defini¢ido: Mulitiplicagdo de uma matriz por um numero real

Se A € uma matriz ¢ @ ¢ um numero real, entdo o produto de  pela matriz 4 €

denotado por a4; @4 € a matriz obtida multiplicando-se cada elemento de 4 por a.

4 8 12 1 2 4 6 12 24 36
Por exemplo: se 4 = ,entdo: —A4= e34d= :
6 8 10 2 3 45 18 24 30

Propriedades: Se a e #5380 niimeros reais e 4 e B s3o matrizes, ent3o:
() e(fd) =(ap) A

0) (a+p4=ad + A

(iii) @4 +B) = ad + aB

(iv) 1(4) = 4

V) (A =-4

Defini¢ao: Subtracdo de Matrizes

Sejam A4 e B matrizes m X .

A diferenga entre 4 ¢ B ¢ denotada por 4 - B e definida por :

A-B=A+(-B)=lai]+[-b5]=[cy), onde[cil=[ai-bil,(I<i<m l<j<n)

Exemplo:

. 2 4 4 5
Seja A= e B=
31 23

2-4 4-5] [-2 -1
A-B= = :
3-2 1-3 )



1.4 MULTIPLICACAO DE MATRIZES

Produto de uma matriz Iinha (1 xn) por uma matriz coluna (n x 1).
Uma matriz linha pode ser multiplicada por uma matriz coluna, nesta ordem, se e

somente se ambas t8m 0 mesmo mimero de elementos.

Defini¢do: Se A=[a, a, - a,] e B=
’ _dnxl

Entéio A8 € definida como sendo a seguinte matriz 1 x 1:

AB=[cg.], onde [c,.j]=[a,b1 + ab,+ - +anbn]=[iajbj}
j=

Exemplo:

2

[+ -1 3]0 1 | =[@)+ DO +3(-5)]=[-8]
-5

Enunciaremos abaixo a regra geral para a multiplicagio de duas matrizes.

Definiciao: Multiplicagdo de Matrizes
Se 4 = [a;;] é uma matriz m x p € B = [by] € uma matriz p x n, entdo o produto de 4

por B, denotado por 4B, ¢ a mafriz C = [¢;j] de ordem m x n definida por:

c; = agb, + ayb,, + ... +a

P
= Y a.b, (1<i<sm e 1<j<n) (1.4.1)
k=1

O



A 1gualdade (1.4.1) diz que o clemento da lirha i e coluna j da matriz produto C é o

produto escalar dalinha i de 4, linha ; (4), pela colunaj de B, col; (B).

a;y a2 - Gup col;(B)
azy G2 --- A4z ;
} : bin bz bin
bai  bao ban
linha, (A) ) :
bpl bp2 bpﬂ.
| @m1 @m2 " @mp]
ci1 €12 " Cin
€1 €2 ' Cn
Cml Cm2 Cinn
P
tinha, (A) - col(B) = Y _ @ikby;
k=1

Note que o produto de A por B estd definido apenas quando o mimero de linhas de

B é exatamente igual ao numero de colunas de A, como indicado abaixo.

A B = AB
mxp nXxXn mxn
‘ ignais i

tamnanho de AB

OBS: O produto AB néo ¢ definido se 4 € uma matriz m x p ¢ B uma matriz g x #, com
pP#q.

Exemplos de Multiplicagfio de Matrizes:

' 3 -2
. -2 1 3
Seja A= e B=|2 4| entio:
4 1 6 | -3

10



g | (312431 (2):(2)41-443-3)]_[-1 -
T 43412461 4-(2)+1-446-¢3) | |20 -22

3.(=2)~2-4 3.1-2.1 3-3-2-6] [-14 1 -3
BA=|2-(-2)+4-4 2-1+4-1 2-3+4-6(=[12 6 30
1-(=2)-3-4 1.1-3-1 1-3-3-6| |-14 -2 -15

Os exemplos acima mostram que a multiplicagdo de matrizes ndo é comutativa,
mesmo que os dois produtos 4B e BA estejam definidos eles ndo sdo necessariamente
iguais.

Seguem abaixo algumas propriedades de multiplicacio de matrizes:
Propriedades: Sejam 4, B ¢ C matrizes com tamanhos(ordens) apropriados(as),
entio:

(1) A lei comutativa ndo é valida em geral: AB # BA.
(i1) A lei distributiva é verdadeira:

A(B+C)=4B + AC

(A+ B)C= AC + BC
(1ii) A lei associativa é verdadeira:

A(BC) = (4B)C

(iv) A lei do cancelamento ndo ¢ verdadeira; em geral, AB=0 ndo implica
necessariamente que A=0o0u B=0 e 4B = AC ndo acarreta necessariamente que

B=C.

Exemplo!:

. 1 2 4 -6
Sejam A = e B=
2 4 -2 3

0 0
Entio, as matrizes 4 ¢ B nfio sdo matrizes hulas, mas AB = {O O]'

11



Exemplo 2 :

1 - 7
Se A= 2 , B= 2 e C= 5 .
2 4 3 2 5 -1

Entdo ;

AB=AC = 8 3 i
16 10

mas B # (.

Defini¢ao: Produto de uma Matriz por uma Matriz Coluna
Sejam 4 uma matriz m x n ¢ C uma matriz » x 1. Entio o produto AC é uma matriz

m x 1, dada por:

4y 4 4, € a,¢ +a,c, +-+a,c,

ay Gy a,, |6 4y €y +dpC, +---+dy,c,
AC=| = . Jl= ;

Ao Gy Ay, | Cn a1 ta,,c, +---+ a.,.Cy

O lado direito dessa expressio pode ser escrito da seguinte forma:

a ap a,,
a4y a,, a4y,

¢ to,| |+, | T =¢coli(4) +cyc0l,(A)+ -+ ¢ col, (4). (1.4.2)
aﬂll am?_ amn

A expressdo em (1.4.2) ¢ uma combinacio linear das colunas de 4. Portanto, o
produto AC de uma matriz 4 de ordem m x # por uma matriz C de ordem # x  pode ser
escrito como uma combinagio linear das colunas de 4, e os coeficientes sfo os

elementos correspondentes das linhas da matriz coluna C.

Exemplo:
2 -1 3 2
Sejam A=]:4 —2 2} e C=|-3|. Entdo, o produto AC, escrito como uma
- 4

combinagéo linear das colunas de 4, é:

12




oo ? AR

Definicdo: Multiplicacdo de Matrizes por Colunas

Seja 4 uma matriz m x p ¢ B uma matriz p x n. A multiplicaciio de matrizes pode
ser vista de uma outra forma: cada coluna da matriz AB ¢ o produto da matriz 4 por
uma coluna de B:

conAB =4 -coljB .

Ou seja, a coluna j de 4B ¢é obtida pela multiplicacio de 4 pela coluna j de B.

@y Qg —‘ by, - bij b,

a, a,--a b, - b, - b

. n Ay 4 21 2 2
Sejam 4= 7 leB=| . . 7 . 7
| Bt Az """ A | be o bPJ" o bP"

E facil ver que a 1° coluna de 4B ¢ obtida pela multiplicagiio de A pela 12 coluna de

B e, de forma geral, a coluna j de AB € obtida pela multiplicagio de 4 pela coluna j de

B.
Se denotarmos a coluna j de B por b;, ondel < j <# , temos:
Ab, - Ab
AB=|"" A
e
Exemplo:
2 45 3 2
Seja A=12 6 8jeB=[1 5
1 09 0 8
Ab, Ab 3 2
AB=|"" 2|, ouseja: AB=[4|1 A5
NN o ;

13



2 4 5 2 4 5
AB=|3(2|+1{6|+0|8 2(2(+516(+8!8
1 0 9 1 0 9

1.5 A TRANSPOSTA DE UMA MATRIZ
Definicao: Se 4 é uma matriz m x n qualquer, entfo a fransposta de A, denotada por

AT

¢ definida como a matriz n x m que resulta da permutacdo das linhas com as
colunas de A; ou seja, a primeira coluna de A7 é a primeira linha de 4, a segunda coluna
de A7 ¢ a segunda linha de A4, e assim por diante. Portanto, a transposta de 4 ¢ obtida
trocando-se as linhas de 4 por suas colunas e vice-versa.
Quando 4 é uma matriz quadrada os elementos da diagonal principal de 47 sdo os
mesmos da matriz A, ou seja, a transposi¢io ndo altera a diagonal principal da matriz.
Séao validas as seguintes propriedades:
Propriedade: Sejam 4 e B matrizes de ordem m xn e a € R. Entdo:
i @+B" =4"+B
(i) @7)'=4
(iii) (ad)’ =ad”
(iv) (4B)"=B" 4"

OBS: Nota-se em (iv) que a transposta de um produto € o produto das transpostas,

porém em ordem inversa.

Definic¢io: Matriz Simétrica e Matriz Anti-simétrica

Uma matriz 4 7 x n é dita simétrica sc A° = A, ou seja, A é simétrica se e somente

se ajj = gji, paratodo i =/, ..nej =i, ., n

14



Exemplo:

1 3 4 1 3

4=13 2 e AT =|3 2 ;A= A" , portanto 4 é uma matriz simétrica.
4 1 4 1

L =

1
5
Uma matriz A n x n é dita anti-simétricase A° = - A , ou sgja, 4 é anti-simétrica se

¢ somente se g; = - a;;, para todo i =/, ..,n e j =/, ..,n. Neste caso os elementos da

diagonal principal sdo sempre nulos.

Exemplo:
0 3 -4 0 -3 4

A=|-3 0 5|ed"=| 3 0 -5|,como 47 =-4, entdo 4 é uma matriz
4 -5 0 -4 5 0

anfi-simétrica.
Teorema: Se A ¢ uma matriz de ordem n, entdo 4 pode ser escrita como soma de uma

matriz Siméfrica e uma matriz anti-simétrica da seguinte forma:

1 1
A=—(4+ANY)+=(4-4"
5 ¢ )+5( )

Prova:

a) —;—(A + A" )é simétrica, pois :

(Lasar)] <2 sl ¥ )2+ = 2as )

b) -;—(A — AT )é anti - simétrica, pois :

(L= =2 LY )2 - a)=-La-a)

15



Exemplo:

1 2 1 4
Sejad = ,entdo 47 = .
4 3 2 3

2 6] [1 3
%(A +4" ) _L } = [ J, que € uma matriz simétrica.

216 6] |3 3

0 -2] [0 -1
l(A—AT)=l = , que é uma matriz anti - simétrica, e
2 212 071 o

1.6 OPERACOES ELEMENTARES POR LINHA

As operagdes elementares sobre as linhas de uma matriz sjo:
(1) Multiplicar uma linha por uma constante nfo nula.
(1i)) Permutar duas linhas.
(ii1) Substituir uma linha por sua soma com wm multiplo de outra linha.

Defini¢do: Uma matriz 4 m x n é equivalente por linhas a uma matriz B m x n se B

pode ser obtida aplicando-se uma seqiiéncia finita de operagdes elementares nas linhas

de 4.
Exemplo:
1 2 43 2 4 8 6
Amatiz A=|2 1 3 2| ¢&equivalente por linhasaD=|1 -1 2 3|, pois:
1 -1 2 3 4 -1 7 8

Somando-se 2 vezes a terceira linha de 4 a sua segunda linha, obtemos:

1 2 43
B=(4 -1 7 8
1 -1 2 3

16



Permutando as linhas 2 e 3 da matriz B, obtemos:

1 2
C={1 -1
4 -1 7

Multiplicando a primeira linha de C por 2 obtemos D.
Propriedade: (Propriedade referente a Matrizes Equivalentes por Linhas)

(1) Se A € equivalente por linhas a B, entio B é equivalente por linhas a 4.

(ii) Se 4 € equivalente por linhas a B e B é equivalente por linhas a C, entio A4 é

equivalente por linhas a C.

1.7 MATRIZ NA FORMA ESCADA E NA FORMA ESCADA

REDUZIDA POR LINHAS

Defini¢ao: Uma matriz estd na forma escada se:

(1) o primeiro elemento nZo-nulo de cada linha é 1;

(ii) se a linha k nfo consiste apenas de zeros, o niimero de zeros no inicio da linha k+1 é

maior que o nimero de zeros no inicio da linha k;

(111) se existirem linhas com todos os elementos iguais a zero, elas ficam abaixo de todas

as linhas ndo-nulas.

Sejam:
1 4 2 1 3 1310
A4 =101 3|, 4,={0 0 1|,4=[0 0 1 3],
0 01 0 00 0 000
2 46
0 0 0
A4=03Ses=[ }
010
0 0 4

17



As matrizes A5, A; e A; satisfazem as trés condigdes necessédrias para uma matriz
estar na forma escada, logo concluimos que eclas estdo na forma escada. J4 as matrizes
Ay e A5 ndo estdo na forma escada, pois elas n3o satisfazem respectivamente a primeira
¢ a segunda condi¢fo para uma matriz estar na forma escada.

Defini¢do: Uma matriz estd na forma escada reduzida por linhas se:

(i) a matriz estd na forma escada;
(il) o primeiro elemento ndo-nuloc de cada linha ¢ o tUnico elemento diferente de

Zero na sua coluna.

Exemplos:
L o 1 0 03 01 20
Al=[0 1],A2=0 1 0 2|ed;={0 0 0 1
0 011 00 0O

OBS: Para colocar uma matriz A m x n na forma escada ou na forma escada reduzida
por linhas utilizamos as operagdes elementares sobre as linhas da matriz 4. Vejamos

um exemplo para methor compreensio:

Exemplo 1:
1 2 1
Sejad=(3 -1 -3|, coloque a matriz 4 na forma escada.
2 3 1
1 2 1]

3 -1 -3|Some (-3) vezes a primeira linha & segunda linha para obter:
2 3 1

1 2 1]
0 -7 -—6/|Some(-2) vezes a primeira linha 4 terceira linha para obter:
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1 2 1
0 -7 -6 |Multiplique a segunda linha por (__ %} para obter:
0 -1 -1

2 1
0 1 % |Some (1) vez a segunda linha a terceira linha para obter:
0 -1 -1

1 2 1

1 % |Multiplique a terceira linha por (-7) para obter:
0 0 -4
(1 2 1

1 % | Esta é a matriz na forma escada.

0 1

Continuando com a aplicagio de operagbes elementares obtemos a forma escada

reduzida.

1.8 A INVERSA DE UMA MATRIZ

Defini¢ao: Uma matriz A n x n é dita inversivel ou ndo-singular se existe uma
matriz B tal que:
AB=BA =1,
A matriz B ¢ uma inversa multiplicativa de A. Se ndo existir uma tal matriz B,
dizemos que A4 é singular (ndo-inversivel).
Vamos chamar a imversa multiplicativa de uma matriz ndo-singular 4 simplesmente
de inversa de A. Vamos denotar a inversa de A, se existir,por AL

Exemplo:

Sejam 4= e B= :
3 4 B H
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w2 R o T ]

Como B4 = AB = I, entfio a matriz B é a inversa de A4, logo podemos concluir que

A é inversivel; denotando a inversa por A7 temos:

47 = .
AHh

Teorema: Se uma matriz tem uma inversa, essa inversa € tinica.

Teorema: (Propriedades da Inversa)

() Se A & uma matriz inversivel, entdo A”'¢ inversivel e

-qy -1
(A7) " =4;
(ii) Se 4 e B sdo matrizes inversiveis, entao AB é inversivel e

643) '1 — B -1 A _I
lé-se: A inversa do produto € o produto das inversas em ordem contraria.

(i) Se A € uma matriz inversivel, entio:

Uy = 'y

Exemplos:
s 1 2 3 2 7 6
(ii) Sejam 4 = , B= e AB= , sabendo que:
1 3 2 2 9 8
4 3 -2 Bl 1 -1 (4B)! = 4 -3
B 1S T O A S R V) I =92 7727

€

i [1 =173 =21 [ 4 -3
Como 574 '[-1 3/2“—1 1]_[-9/2 7/2}‘

Concluimos que (48)" = B' 47"
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1 2 -2 1
(iif) Seja A = , fazendo os calculos temos, 4™ = .
3 4 32 -1/2

Assim :

(13 L. [-2 32
oo e

€

(AT)-':[“Z 3/2}_

1 —12
Portanto podemos concluir que (4™)" =47 )™

1.9 MATRIZES ELEMENTARES E SUAS INVERSAS
Defini¢ao: Matrizes Elementares

Uma matriz obtida a partic da matriz identidade I por uma das operagles
elementares € chamada de matriz elementar.
Existem trés tipos de matrizes elementares:

Tipo I

Uma matriz elementar do Tipo I é obtida frocando-se a ordem de duas linhas de 1.

Exemplo:
010

E,=|1 0 0], estaé uma matriz elementar do Tipo I, pois foi obtida trocando-se as
0 01

duas primeiras linhas de 1.

Seja 4 uma matriz de ordem 3.

01 0fa, a, a; ), dp dyg
Ed=|1 0 Oflay ay ay|=|a, a, a;
0 0 la, a5, as; ay dyp 4y

21



a, 4p 4y d, 4y 4y

0
AE, =|ay ay ay |1 =92 4y Gy
0

oo =
- o O

ay dy dy a;; 4y 4si

Multiplicar 4 a esquerda por E; equivale a efetuar uma operagdo elementar sobre as
linhas de 4 efetuando uma troca das duas primeiras linhas de A.

Multiplicando 4 a direita por E;, trocamos as duas primeiras colunas de 4.

De forma geral, se multiplicarmos a esquerda de 4 uma matriz elementar E deste
tipo, efetuamos em A4 a mesma troca de linhas que foi feita em [ para obter E.

A inversa de uma matriz elementar do Tipo I é a propria matriz.

Vejamos:
0 0 1
Seja E=|0 1 O
1 00
0 01 0 1 0 0
EE'=[0 1 0ff0 1 0|=|0 1 0|=1
1 0 0JI 0 0 0 0 1
Da mesma forma:
0 0 10 0 1 1 0 0
E'E=|0 1 0]0 0/=(0 1 0(=1
1 0 Off1 O O 0 0 1
Tipo IT:

Uma matriz elementar do Tipo IT € uma matriz obtida multiplicando-se uma linha

de I por uma constante ndo nula k.

Exemplo:
1 00
E,=|0 1 0| ¢umamatriz elementar do Tipo II. Seja A uma matriz de ordem 3.
0 0 3
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(1 0 0 all all a13 all alZ al3
E,A=|0 1 0flay, a, a;l|=|a, a, axn
0 0 3i|la, a, a; 3a,, 3a,, 3a,;

a, a, 3a,

1 0
AE, =|a, a,, ayl||0 Ol=|a, a,, 3a,
0 3

a, a; 3a;

A multiplicagdo a esquerda por E; efetua a operagdo clementar sobre as linhas que
consiste em multiplicar a terceira lmha por 3 (a mesma operagéo elementar efetuada em
I para obter E3), enquanto a multiplicagdo a direita por E; efetua a operagdo elementar
sobre as colunas que consiste em multiplicar a terceira coluna por 3.

Resumindo, ao calcularmos £4 com E deste tipo estaremos multiplicando por k a
linha de 4 que corresponde a linha de 7 que foi multiplicada por k para obter E.

A inversa de uma matriz elementar do Tipo II é obtida de I pela multiplicagdo da

mesma linha por% .

Vejamos:
1 00 1 0 0
SejaE=|0 1 0], peladefini¢io acima podemos concluirque £~ =|0 1 0|
0 0 5 0 0 ¥

Para que £ seja a inversa multiplicativa de £ temos que mostrar o seguinte resultado:

EE'-E'E=I
Ou seja:
1 0 Of|1 0 O 1 00
EE'=|0 1 0ff0 1 0|=(0 1 0=
0 0 530 0 ¥ 0 01

Da mesma forma mostramos que E°.E = I.
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Tipo III-

Uma matriz elementar do Tipo 11l ¢ uma matniz obtida de I multiplicando uma linha

por k e adicionando-se a outra linha.

Exemplo:
1 03
E,=|0 1 0[éuma matriz elementar do Tipo Il
0 0 1

Seja A uma matriz de ordem 3.

1 0 3lla, a, a, a, +3a,, a,+3a, a;+3a,
EsA=\0 1 0f|ay ay ay|= as a; ax
0 0 1|la, a;, as L 9 as a3

— - —

a, a4y 04 a, a, 3a,+a,

1 3
AE; =|ay, a, ay||0 0|=|an an 3a, +ay
0 1

la;,, ap ay j a, a; 3a;+as;

Multiplicando a esquerda por E; somamos 3 vezes a terceira linha 3 primeira.
Multiplicando 3 direita por ¥; somamos 3 vezes a primeira coluna a terceira.

De forma geral, se F deste tipo € obtida de I pela substituigdo da linha i (L;) pela
soma da linha i com k vezes a linha j ( L; + kL; ), ent8o calcular £4 € equivalente a fazer

a mesma operag¢3o citada acima, com as linhas de 4.

A inversa de uma matriz elementar do tipo 11l € obtida substituindo k por —k.

Vejamos:
1 00
Seja E={0 1 0], observe que E foi obtida de I pela operagio elementar: a L; foi
4 0 1
substituida por L +4L,;.
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1 00
Pela definigio acima podemos concluir que E* =| 0 10|, ou seja, E' foi obtida
-4 0 1

de I pela operagdo elementar: a Lj € substituida por L; - 4L;.

Observem que:
1 0 0f1 0O 1 00
EE'={0 1 00 1 Of={0 1 0|=1
4 0 1|-4 0 1 0 0 1

Da mesma forma E".E =I.

Em geral, suponha que £ é uma matriz elementar #» x n. Podemos pensar em E
como sendo obtida de I por uma opera¢do elementar sobre as linhas ou sobre as
colunas. Se A € uma matriz n x r, multiplicar 4 por E a esquerda tem o efeito de efetuar
a mesma operagdo elementar sobre as linhas de A. Se B ¢ uma matriz m x n,
multiplicar B por E a direita equivale a efetuar a mesma opera¢do elementar sobre as

colunas de B.

1.10 TIPOS ESPECIAIS DE MATRIZES

Defini¢cdo: Matriz Ortogonal

Uma matriz real 4 € ortogonal se AA” = A"A = I. Nota-se que uma matriz ortogonal

B . ; . . -1 T
A é necessariamente quadrada e inversivel, com inversa 4™ =A4".

% % %
Exemplo: Seja A=|% % -% |.Entio:
% % %
¥ Y% Y% Y% % 1+64+16 4-32+28 8+8-16
AAT = Yo Ul Y% Y K|=—|4-32+28 16+16+49 32-4-28|=
8 ¥ %% U4 % 8+8-16 32-4-28 64+1+16
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I

l
]
oo
—t
o
ti

1 00
0 1 0]=7
0 01

Isto significa que 447=T e A7=4"" . Assim, 4 é ortogonal.
Defini¢do: Matriz de Permutacdo

Uma matriz de permutacdo ¢ uma matriz obtida permutando-se as linhas (ou
colunas) da matriz identidade.

Exemplo:

010
B=|0 0 ]:‘é uma matriz de permutagio, pois :
1 00

0
Dada I = 1 Jtrocando a linha 1 com a linha 2 da matriz identidade temos:
0

o o -
-0 O

, € agora trocando a linha 2 com a linha 3 dessa matriz teremos P;.

o = O
-0 ©

1
0
0

Em geral, se P € uma matriz de permutagiio » x #, B é uma matrizn x r ¢ A é uma
matriz m x n, entdo a multiplicagiio PB efetua uma permmtacio nas linhas de B e a

multiplicagéio AP efetua uma permutagio nas colunas de A4.

Exemplos:

1 1 0 01 3 3
1) Seja B=|2 2|eP=(1 O 0]|.Entdo,PB=|1 1|
3 3 0 1 0 2 2

_ 0 1 0
) 1 2 3 312
2) Seja A= e P=|{0 0 1/.Portanto, AP = .
- 1 00
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CAPITULO 2

Algumas Aplicacdes Simples de Matrizes

Este capitulo tem como objetivo mostrar algumas aplicagdes simples de matrizes
Matrizes sdo utilizadas em muitas dreas, como Economia, Fisica, Engenharia, Biologia,
entre outras. Porém existem dois problemas que dificultam trabalhar com aplicacdes de
maftrizes:

1) para modelar certos problemas é necessdrio um maior conhecimento matemdtico,
2) mesmo nos problemas que sdo ficeis de modelar, suas sohi¢Bes na maior parte das

vezes exige conhecimento de teorias mais sofisticadas sobre matvizes.

2.1 MATRIZES E CRIPTOGRAFIA

Descrevemos abaixo um método bastante simples, para codificar e decodificar
mensagens, que envolve apenas um par de matrizes de ordem », 4 e 4™, cujos elementos
devem ser nimeros inteiros.

Primeiramente ilustraremos o método utilizando uma matriz 4 e a sua inversa 4™".

Sejam A=|> | e 4t=| L !
ejam A4 = = i
! 2 1 2 3

A matriz 4 ¢ apropriada, pois seus elementos s30 nimeros inteiros, assim como os da
S |

matriz 4.
O remetente vai Usar a matriz A para codificar a mensagem, e o destinatario vai usar a

matriz A” para decodifica-la. O objetivo deste método é que a mensagem seja codificada
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utilizando pares de caracteres, de modo que tabelas de freqiiéncia de letras e outras
alternativas néo ajudem em nada a um decodificador ndo-amigavel.
Dada uma mensagem para ser codificada, o primeiro passo serd converté-la da forma

alfabética para a forma numérica. Para isso usamos a seguinte correspondéncia entre Jetras

e NUIMeros:

AouA B CouC D E F G H | J
01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
K L M N Ooud P Q R S T
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
U \Y W X Y Z ; #
21 22 23 24 25 26 27 28 29

Qualquer outra numeragio dos 29 simbolos tipograficos também seria possivel, mas o
remetente e o destinatario teriam que combina-la previamente. Para maior clareza usamos o
simbolo # para indicar mexisténcia de letras (espagos entre palavras, etc).

Exemplo 1: Suponha que " PLANO EM ACAQO" é a mensagem a ser codificada e
transmitida. Para converté-la para a forma numérica, usamos a correspondéncia entre letras
e nimeros exibida acima:

P L AN O ¥# EM # A C A O

16 12 01 14 15 29 05 13 29 01 03 01 15
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Uma vez que a matriz codificadora 4 € uma matriz 2 x 2, arrumamos nossa seqiiéncia
de nimeros como os elementos de uma matriz com duas linhas:

[16 12 01 14 15 29 05
113 29 01 03 01 15 29]

Como a mensagem tem um numero impar de elementos, completamos o fim da
segunda linha com o niimero 29 que esti associado ao simbolo #.
Para codificagio da mensagem, multiplicamos a matriz M 3 esquerda pela matriz

codificadora 4:

3 1|{16 12 01 14 15 29 05
N=A4AM = "
2 1|13 29 01 03 01 15 29

ou seja,
61 65 04 45 a6 102 44
145 53 03 31 31 73 39

Os elementos de N = A M constituem a mensagem codificada, e utilizaremos virgulas

entre esses elementos para maior clareza:
61,65,04,45,46,102,44,45,53,03,31, 31,73, 39.

Quando esta mensagem codificada chegar ao destinatirio este deve utilizar a marriz

decodificadora A para reverter os passos acima, pois
AN=d'dM=IM=M (2.1.1)

Portanto, se o decodificador usar a mensagem codificada para construir uma matriz

com duas linhas e depois multiplicar esta matriz 3 esquerda por 4™, ira obter a matriz M do

remetente.
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Vejamos:

-2 3|45 53 03 31 31 73 39

[16 12 o1 14 15 29 05
113 29 01 03 01 15 29{

A_IN__[l —1][61 65 04 45 46 102 44]

Note que o produto ¢ de fato a matriz M do remetente. O passo final de decodificagdo

o

16 12 01 14 15 29 05 13 29 01 03 01 15 29

Exemplo 2: Segue abaixo outro exemplo, agora utilizando uma matriz 3 x 3 .

31 2 4 -1 -3
SejamA4=[2 | -1| e 4'=|-9 3 7|
31 3 -1 0 1

Suponhamos que a mensagem a ser transmitida e codificada seja "NEGATIVO,
ENTROU AREIA". Primeiro, devemos converter as letras em numeros usando o mesmo
esquema anterior, € entio organizamos estes nimeros em uma matriz com #-és linhas, pois

as matrizes codificadora e decodificadora sdo de ordem 3. Ou seja:

14 05 07 01 20 09 22 15
M=|28 29 05 14 20 18 15 21|
29 01 18 05 09 01 29 29

Para codificar a mensagem, multiplicamos M a esquerda por 4 para obter:

3 1 2114 05 07 01 20 09 22 15
N=AM=|2 1 ~1[|28 29 05 14 20 18 15 21
31 3]/29 ol 18 05 09 01 29 29
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128 46 62 27 98 47 139 124
N=| 27 38 01 11 51 35 30 22
157 47 80 32 107 48 168 153

Portanto a mensagem codificada é:

128, 46, 62,27, 96,47, 139, 124,27, 38, 01, 11, 51, 35,30, 22, 101, 47, 80, 32, 107,
48, 168, 153.

Quando esta mensagem chegar ao decodificador o mesmo deve construir uma matrnz
com trés linhas e depois multiplicar esta matriz a esquerda por A, obtendo assim a matriz

M do remetente. Ou seja,

4 -1 —3[128 46 62 27 98 47 139 124
A'N=|-9 3 7 27 38 01 11 51 35 30 22
-1 o 1|l157 47 80 32 107 48 168 153

14 05 07 01 20 09 22 15
=28 29 05 14 20 18 15 21|=M
29 01 18 05 09 01 29 29

Portanio 2 mensagem original é:

14 05 07 01 20 09 22 15 28 29 05 14 20 18 15 21 29 01 18 05 09 01 29 29

NEGATI VO, # ENTIROU# ARETIA#¥# #

Em resumo, o remetente multiplica a mensagem original (na forma matricial numérica
M) por A para obter a mensagem codificada. O destinatario multiplica a mensagem
codificada (na forma matricial N) por 47 para reconstruir a mensagem original. Como 4 ¢
A7 s3o matrizes inversas, a multiplicago por 4™ feita pelo destinatério desfaz o efeito da

multiplicagdo por 4 feita pelo remetente.
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O processo pode ser efetivado rdpide e automaticamente por computador
(aumentando, portanto, a sua seguran¢a) mas, se for preciso, pode ser feito com lapis e
papel apenas (realcando, portanto, sua utilidade). Tudo o que precisa ser secreto sdo as

matrizes codificadora e decodificadora.

2.2 MATRIZES E MODELOS POPULACIONAIS

A Algebra Matricial é um instrumento importante para a andlise do crescimento
populacional. Uma dada populago de individuos pode ser subdividida em grupos etrios
ou ragas diferentes, e assim buscaremos determinar como a populagdo se modifica ano a
ano.

O caso mais simples é o da populagio homogénea, com inicio no tempo ¢ = 0, com
P, individuos crescendo ou decrescendo a uma taxa anual constante. Ou seja, existe um
pimero a tal que depois de 1 ano a populagio serd P; = aPy, depois de 2 anos serd
P, = aP; = & Py, e assim por diante. A populagéo de um ano simplesmente & multiplicada
por g para se definir a populago do ano seguinte. Apés » anos, populagéo inicial Pa fol
multiplicada pelo fator a n vezes, e portanto, a populagio P, sera dada por

P,=a’Py.

No caso de uma populaggo subdividida em grupos, a populaggo P, € substituida por um
vetor p, cujos elementos diferentes especificam os nimeros de individuos nos diferentes
grupos. O "niimero de transi¢io" a é entdo substituido pela matriz de transi¢do A tal que o
vetor populagio de cada ano seja multiplicado pela matriz 4 para se obter o vetor
populagio do ano seguinte.

Vejamos alguns exemplos:
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Exemplo 1: A populagio total constante de | milhdo de pessoas ¢ dividida entre uma
cidade e seus subtirbios. Seja C, a populagio da cidade e S, 2 populagdo suburbana apos »
anos. A distribuigdo da populagio entre cidade e suburbios depois de » anos ¢ descrita pelo

vetor populacdo:

O nosso objetivo & analisar a modificagdo das populagdes urbanas e suburbanas a cada
~ ano que passa.

Suponha que a cada ano 15% da populagio da cidade se mudem para os sublrbios, e
que 10% da populagdo dos suburbios se mudem para a cidade. Entdo, a populagdo da
cidade no préxime ano, Cp+; serd igual a 85% da populagio da cidade deste ano C,, mais
10% da populagio suburbana S, deste ano, de modo que:

Cpa1=1(085)C,t (0,10) S, paraqualquer n >0 (2.2.1)

E a populagio dos subdrbios no préximo ano, S+, serd igual a 15% da populagio C,,
deste ano, mais 90% da populagdo suburbana S, deste ano, de modo que:

S,.1=(0,15)Cn+ (0,90) S, paraqualquer n>0. (2.2.2)

Ao escrevermos as Equagdes (2.2.1) e (2.2.2) em forma matricial, obtemos:
C,u 035 0]10|C,
= 5 (2.2.3)
S, 015 090 S,
A matriz de transigdo para este exemplo ¢
0,85 0,10
A= ,
0,15 090
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e a Equagio (2.2.3) fica

Prti=A Pn-
Segue-se que
p=Apo, p:=ApPi=4"po, p=Ap=4"po,
e geralmente
P.=A4" Po, Vel (2.2.4)

Agora suponha que as populagdes iniciais urbana e suburbana sejam (em milhares)
C,= 700 ¢ S5 = 300. Nosso objetivo serd determinar a distribui¢do "a longo prazo" das
populagdes da cidade e dos subirbios resultante das taxas de migrag8o dadas. Para os
primeiros dois anos encontraremos que:

_Cl} _ [0,35 0,10}[700] _ [625]
| S, 0,15 0,90 300 375
€

[C,] [085 010[625] [56875
S, | [015 090]375] [43125]

Portanto, a populagdo da cidade estd decrescendo e a dos subtrbios estd aumentando

durante este intervalo de tempo.
Para investigar a situagfio a longo prazo, vemos a partir da Equagdo (2.2.4) que
precisamos determinar como a mafriz poténcia A" se modifica 4 medida que # cresce. Uma

maneira de explorar esta questdo é calcular as poténcias uma a uma:

AZ =AA AZD :AIOAIO
A4 — AZAZ, AJO - AIUAZO, (2'2A5)
AE =A4A4 A40 :AIOASD

AIO :AZAS ASO =A10A40.

34




Assim, com oito multiplicages de matrizes 2 x 2, podemos verificar nossas
populagdes urbana e suburbana por 50 anos, a intervalos de 10 anos. Ao efetuarmos as
multiplicagbes de matrizes em (2.2.5) mantendo trés casas decimais nos resultados,

obtemos

o 0434 0377 o 0,402 0,399
10566 0,623 “]0,598 0,601
e
g g 0,400 0,400
0,600 0,600}

Acontece um fato extraordinario: as poténcias da matriz A se "estabilizam" na matriz

constanie

_ [0,400 0,400
= (2.2.6)

0,600 0,600

quando # ¢ grande. Para verificar que (2.2.6) é vélido par r» > 30 (e nfo somente em
intervalos de 10 anos), precisamos apenas da observagdo de que a matriz dada em (2.2.6)
niio se altera quando multiplicada por 4. Por exemplo,

_ 10,400 0,400

B [0,600 0,600}

47 = gqo | %85 0100400 0,400
- “lo015 090 0,600 0,600

Por fim, quando substituirmos (2.2.6) em (2.2.4), encontraremos:

C, 0,400 0,400 700 400
= = Yn=30.
hY 0,600 0,600 || 300 600

n
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Portanto, em trinta anos as populagdes urbana e suburbana atingiram uma situagio

estaciondria, com 40% da populax;éo na cidade e 60% nos sublirbios.
Exemplo 2: Nossa popula¢do total agora é formada de raposas, [R], ¢ coelhos, [C],

numa floresta. Inicialmente ha R, = 100 raposas e Cy = 100 coelhos. Depois de » meses ha

R,raposas e C, coelhos, de modo que o vetor populagiio €

,, =[§: ]

Os coclhos comem plantas na floresta e as raposas comem coelhos. Assumimos que a
transic#io de um més para o més seguinte seja descrita pelas equagdes
R..;=(04)R,+ (0.3)C, (2.2.7)
Cnvi=(-04)R,+ (1,2)C, (2.2.8)
As equagdes (2.2.7) e (2.2.8) constituem o modelo matemitico para a populagio
coelho-raposa. E dificil obter-se um modelo deste tipo (principalmente se for um modelo
real), mas nio é dificil de se interpretar. O termo (0,4)R, em (2.2.7) indica que se ndo
existissem coelhos, apenas 40% das raposas sobreviveriam a cada més; o termo (0,3)C,
representa o crescimento da populagdo de raposas decorrente da oferta de coelhos como
suprimento alimentar. O termo (7,2)C, em (2.2.8) indica que, na auséncia de qualquer
raposa, a populagio de coelhos cresceria 20% a cada més; o termo (-0,4)R,. representa o
declinio na populacio de coelhos devido 3 aglo predatoria das raposas.

Quando escrevemos as equagdes (2.2.7) e (2.2.8) na forma matricial

Rn+] 054 0:3 Rn
= - 2.2.9
|:C el ] [— 0,4 1,2]‘:(:’,, ] ‘ 4
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vemos que a matriz de transigio ¢
0,4 03
A= .
-04 12
Para investigar a situagfio a longo prazo, calculamos as poténcias da matriz A como nas

equagbes (2.2.5) do primeiro exemplo. Mantendo a precisdo de trés casas decimais,

obtemos:

o | —0491 0745
| -0,994 1,497

5]

o gn [0S0 0750
~1,000 1,500 |

Segue-se que quando 7 =20, as populagdes de raposas e coelhos sdo dadas por:

R, ] _[-0.500 0,750]100] [25
C.| |-1,000 1500100} |50]

Portanto, em 20 meses as populagdes de raposas e coelhos atingem um estado

estaciondrio de 25 raposas ¢ 50 coelhos.

2.3 CADE]IAS DE MARKOV

Descrevemos aqui um modelo geral de um sistema que, em cada instante, esta em
apenas um entre um namero finito de estados. Em seguida aplicamos o modelo a varios
problemas concretos.

Suponha que um sistema fisico ou matematico estd sofrendo mudangas tais que a cada
momento ele pode ocupar #m dentre um nimero finitos de estados. Por exemplo, o tempo

em determinada regido pode estar chuvoso ou seco; uma pessoa pode ser fumante ou ndo-
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fumante; compramos um carro da marca Fiat, Ford ou de outra marca. Ao longo do tempo,
o sistema pode mudar de um estado para outro; vamos supor que o estado do sistema ¢
observado em periodos fixos de tempo (uma vez por dia, a cada hora, a cada semana, a cada
més € assim por diante). Em muitas aplicagdes conhecemos o estado atual do sistema e
queremos prever o estado no préximo periodo de observagio ou em algum periodo futuro.
Podemos prever, muitas vezes, a probabilidade de o sistema estar em um determinado

estado em um periodo futuro de observagio a partir de sua historia pregressa.

Defini¢do: Uma cadeia de Markov ou processo de Markov ¢ um processe no qual a
probabilidade de um sistema estar em determinado estado em um dado periodo de
observagio depende apenas do estado no periodo de observagido imediatamente anterior.

Denotemos por 1,2,..k os k estados possiveis de uma cadeia de Markov. 4
probabjlidade de que estando o sistema no estado j em um determinado periodo de
observagio entdo ele estard no estado i no préximo periodo de observacédo € denotada por
pii € é chamada de probabilidade de transicdo do estado j para o estado i.

Como pj;; é uma probabilidade, temos que ter
0< p, <1 (1<ij<k)

Além disso, se o sistema estd no estado j em um determinado periodo de observagio,
entdo ele tem que estar em um dos k estados possiveis (inclusive pode permanecer no
estado j) no préximo periodo de observagdo. Logo:

Pyt pytps,tetpy =1 (2.3.1)

E conveniente escrever as probabilidades de transi¢o em uma matriz n x n P = [p;,

chamada de matriz de transicdo da cadeia de Markov. A matnz de transigio também recebe
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outros nomes: matriz de Markov, matriz estocdstica ou matriz de probabilidade. Os
elementos da matriz P sdo nio-negativos e a soma de suas colunas € sempre igual 1.
Por exemplo, em uma cadeia de Markov de trés estados, a matriz de transig¢do tem o

seguinte formato:

Estado Precedente
1 2 3
Py Pn Pusl|l
P.. Pn Pxn 2 NovoEstado
Py Pn Ps3

Nesta matriz, p;; € a probabilidade do sistema mudar do estado 2 para o estado 3, piy €
a probabilidade do sistema continuar no estado 1 apo6s ter sido observado no estado 1, e

assim sucessivamente.

Exemplo I: Um novo sistema de transporte coletivo vai comegar a funcionar em
Florian6polis no préximo ano. As autoridades deste municipio fizeram estudos que
previram o percentual de pessoas que mudardo para esse novo sistema de coletivo (C) e das

que continuardo a dirigir seus automéveis (A); foi obtida a seguinte matriz de transigao:

Esse ano
C A
07 08| C . .
P= Préximo ano
03 02| A

Nesta matriz, p;; = 0,8 é a probabilidade que as pessoas mudardo de seus sistema de
transporte atual (automéveis) para o novo sistema de transporte, p;= 0,2 € a probabilidade
que as pessoas vio continuar utilizando automodveis imediatamente depois de ter sido

observado que elas ja utilizavam automdveis, ¢ assim por diante.
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Exemplo 2: Suponha que o tempo em uma determinada cidade ¢ chuvoso ou seco.
Como resultado do grande numero de registros existentes, determinou-se que a
probabilidade de se ter um dia chuvoso logo ap6s um dia seco é de 1/3, e a probabilidade de
se ter um dia seco logo apés um dia chuvoso & de 1/2. Se representarmos por S o estado de
um dia seco e por C o de um dia chuvoso, entfio a matriz de transi¢io dessa cadeia de

Markov é:

0,67 050
ou P= .
0,33 0,50

M
i
Wl—win w
B == 0
O

Exemplo 3: Uma organizagio que faz pesquisa de mercado estd analizando o

comportamento de um grande grupo de compradores de café que compram um pacote por
semana. Descobriv-se que 50 % dos que utilizam atualmente a marca A vdo comprar
novamente a marca A na proxima semana, enquanto 25% vao mudar para a marca B ¢ 25%
va0 mudar para outra marca. Entre os que usam atualmente a marca B, 30% véo comprar a
marca B na préxima semana, enquanto que 60% vio mudar para a marca A e 10% vio
mudar para outra marca. Entre os que usam atualmente outras marcas, 30% vao continuar
com essas marcas na proxima semana, 40% vio mudar para a marca A e 30% vao mudar
para a marca B. Os estados AB e O (outras) correspondem &s marcas A,B e outras,
respectivamente. Entéo, a mattiz de transi¢io dessa cadeia de Markov é€:

A B O

0,50 0,60 0,40]A
P={025 030 030|B

0,25 010 0300
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Exemplo 4: Um guarda de transito ¢ designado para controlar o trafego nos oito

cruzamentos indicados na figura abaixo.

o0r
00C

‘...-\,.__—_,,-_-n-.l,..,_

Ele é instruido a permanecer em cada cruzamento por uma hora e, em seguida, ou
permanecer N0 MeSMO cruzamento ou seguir para um cruzamento adjacente. Para evitar
que ele estabelegca um padrio, ele deve escother 0 novo cruzamento de maneira aleatona,
com qualquer escolha igualmente provavel. Por exemplo, se ele esta no cruzamento 3, seu
préximo cruzamento pode ser 2,4 ,5 ou 8, cada umn com probabilidade ) . Cada dia ele
comeca no cruzamento em que parou no dia anterior. A matriz de transi¢fo desta cadeia de
Markov é

Cruzamento Velho

L 1 0100 0 0]
1L0o0+o000

003 +0300

1 1

Pzi l? i z _i g gg Cruzamento Novo
00300350
000202111
0000 ¢ 0 & i
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Exemplo 5: Trés companhias X,Y e Z introduzem simultaneamente um novo
-, ]
computador pessoal no mercado. No inicio das vendas cada uma delas detém 3 do

mercado. A cada més a companhia X perde 5% de seus clientes para a companhia Y, 10%
de seus clientes para a companhia Z, retendo os outros 85%. A companhia Y retém 75% de
seus clientes a cada més, mas perde 15% para a companhia X e 10% paraa companhia 7. A
companhia Z mantém 90% de seus cliente mas perde 5% para cada uma das duas outras
companhias. Entdo, a matriz de transigfo dessa cadeia de Markov é:

Esse més
X Y Z
085 015 005|Xx
P=[0,05 0,75 0,05(¥Y. Préximomés
0,10 0110 050Z

Convém ressaltar novamente que as matnzes de transi¢io das cadeias de Markov t€m a
propriedade que suas entradas em qualquer coluna somam 1.

Em geral, ndo pode ser determinado com certeza o estado de um sistema em uma
cadeia de Markov numa observagio arbitréria. O melhor que podemos fazer € especificar
probabilidades para cada um dos estados possiveis. Por exemplo, podemos descrever o
estado possivel do sistema em uma certa observagdo em uma cadeia de Markov com trés

estados, por um vetor coluna
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no qual x; é a probabilidade do sistema estar no estado 1, x; € a probabilidade do sistema
estar no estado 2 e x; é a probabilidade dele estar no estado 3. Isso serd melhor formalizado
a seguir.
Defini¢ao: O vetor de estado de uma observagio de uma cadeia de Markov com £ estados
¢ um vetor coluna x cujo i-ésimo componente x; ¢ a probabilidade do sistema estar, naquela
observacdo, no i-€simo estado.

Suponhamos, que seja conhecido (dado) o vetor de estado x de uma cadeia de
Markov em alguma observagdo inicial. A proxima defini¢io vai nos permitir determinar os

vetores-estados

nas observagdes subsedgiientes.
Definicdo: Se P é a matriz de transigio de uma cadeia de Markov e x™ & o vetor-estado
da n-ésima observagio, entdo:
X(u+1) — PX(H).
Desta definigdo segue que:

<0 = px®
x@ = pyl) = p2, (0
9 = py2 = p2, 0
L) pylon) _ prn o 0)
Desta maneira, o vetor-estado inicial X e a matriz de transigio P determinam x®™ para

n=12_..
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Definicdo: O vetor x= x:2 ¢ chamado de vetor de probabilidade se
x>0 (<i<n)e x,+x, +...+x, =1

Exemplo 6: Considere o exemplo 2 novamente. Supondo agora que ao iniciar nossa

observagoes (dia 0), o dia esta seco, de modo que o vetor-estado inicial é

-]
0

Entdo, de acordo com a definigdo acima, o vetor de estado no dia 1 ( o dia seguinte de

nossas observagbes) ¢

(0 pg® _[ 067 05T 10.67)
033 05j0] |033

Logo, a probabilidade de n3o chover no dia 1 é de 67% e a probabilidade de chover é

33%.

Analogamente, considerando trés casas decimais, temos que:

2 o 067 05067 0614
X :Px = -

033 0,5} 033 0,386
¥ = pe® = 067 05)0614] 0,604

(033 050386 |0394
L9 = e | 067 0510604 _J[0603

1033 05]0394] [0397
) @ _[067 05]0603] [0,603
X =Px = —

1033 050397 (0397
x(ﬁ)=Px(5)= 067 05 0,603 _ 0,603 .

1033 05/0397] |0397
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A partir do quarto dia, o vetor de estado do sistema ¢ sempre o mMesmo,
0,603
0,397 |
Isso significa que, a partir do quarto dia, fica seco aproximadamente 60 % do tempo

e chove aproximadamente 40 % do tempo.

Exemplo 7: Considere novamente o exemplo 3. Suponha que, no inicio da pesquisa,

verificamos que a marca A detém 20% do mercado, B detém 20% do mercado e as

demais marcas ficam com 60% do mercado. Logo, o vetor de estado imicial é:

0,2
x@ =02 |
0,6

O vetor de estado depois da primeira semana é:

0,50 0,60 0,40)0,2] [0,4600
W =px@=1025 030 030)02[=]0,2900}
0,25 010 030} 06| |0,2500

Analogamente,

0,50 0,60 0,4070,46007 [0,5040]
x@ = ps® =025 030 0300,2900 |=|0,2770
10,25 0,10 0,30]0,2500) |0,2190

(0,50 0,60 0,4070,50407 [0,5058]
¥ =px@=1025 030 030 0,2770(=|0,2748
1025 010 0300,2190| {0,2194

0,50 0,60 0,401]0,5058] [0,5055]
x4 = px® =10,25 030 030)0,2748={0,2747
025 010 030]02194] {02198
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050 0,60 0407050557 [0,5055
x® = px@ =025 030 030}0,2747|=|0,2747
0,25 010 030(0,2198| |0,2198

Portanto, 4 medida que o tempo passa, o vetor de estado se aproxima do vetor fixo:

0,5055
0,2747 |.
0,2198

Isso significa que depois de bastante tempo a marca A vai ter aproximadamente
51% do mercado, a marca B aproximadamente 27% e as outras marcas ficario com

aproximadamente 22% do mercado.

Exemplo 8: Considere o exemplo 5 novamente. Sabemos que neste exemplo o vetor

de estado inicial é:

-
I

(0 =

r
L

O vetor de estado depois do primeiro més €:

F"l-
085 015 0,05] 3| [035
0 =pPx® 10,05 075 005 —;- =0,283 |
010 010 090{71| |0367

3

L —

Analogamente, considerando quatro casas decimais, temos:
085 0,15 o,osTo,35 0,3583
¥® = pr® =005 0,75 0,050,283 !=|0,2481
010 0,10 090(0367| |03936

085 015 005703583 0,3614
x® = p® 10,05 075 0,05]0.2481|=|0,2237
010 010 090]03936| |0,4149
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»® = pyl)

10,85
0,05
10,10
[0,85

x® = px® = 0,05

0,10
(0,85

x® = px® =] 0,05

0,10
(0,85

x™ = px® =) 0,05

*+® = px0) =

9 = px® =

0,10
[0,85

0,05
0,10
[0.85
0,05
0,10
0,85

x10 = px® =1 0,05

0,10
(0,85

My =Px(1u) =10,05

10,10
(0,85

X1 = px® = 0,05

@ _ py(2) _

¥09 = pp(

L0 = pel) _

10,10
0,85
0,05
0,10
(0,85
= 10,05
0,10
0,85
0,05
0,10

0,15
0,75
0,10
0,15
0,75
0,10
0,15
0,75
0,10
015
0,75
0,10
0,15
0,75
0,10
015
0,75
0,10
015
0,75
0,10
0,15
0,75
0,10
0,15
0,75
0,10
0,15
0,75
0,10
015
0,75
010
0,15
0,75
010
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0,05]03614] [03615
0,05 0,2237 | =|0,2066
0,90 0,4149) |0,4319
0,05]0,3615] [0,3599
0,05 || 0,2066 | =] 01946
0,90 || 0,4319.] |0,4455
0,05][0,3599] [0,3574]
0,05 | 0,1946 | =| 0,1862
0,90 || 0,4455] |0,4564
0,05][0,3574] [0,3545]
0,05 01862 | =| 0,1804
0,90 0,4564) | 0,4651 ]
0,05]0,3545] [03516]
0,05 |/ 0,1804 | =| 0,1763
0901 0,4651| |0,4721]
0,0570,3516] [0,3489]
0,05] 0,1763 | =| 0,1734
0,90 || 0,4721] |0.4777]
0,051/ 0,3489| [0,3464
0,05 01734 |=|0,1714
0,90] 0,4777| |0.4822
0,0570,34647] [0,3443]
0,050 01714 | =] 0,169
0,90 | 0,4822] |0.4858 ]
0,05]0,34431 [0,3424]
0,05 0,1699 | =] 0.1689
0.90] 0,4858) | 0.4887 |
0,05]0,34247 [0,3408]
0,05 01689 | = | 01682
0,90 0,4887| |0,4910]
0,05770.34087 [0,3395]
0,05| 01682 | = [ 01677
090} 0,4910| |0,4928
0,05[0,3395] [03383]
0,05 01677 | =| 01674
090] 04928 |0,4943]




X6 _ py®)

K17 = pyle)

£8) _ pyi7)

19 = p 8} _

x@) — py 5] _

X2 — pel) _

¥ = pyla) _

3 = pe®) =

x2) = py@)

) = py®) =

£ _ py () _

x#7) = py@s)

0,85
0,05
| 0,10
0,85
0,05
0,10
0,85
0,05
10,10
0,85
0,05
010
(0,85
0,05
0,10
[0,85
0,05
[ 0,10
10,85
0,05
0,10
10,85
0,05
10,10
10,85
0,05
10,10
10,85
0,05
0,10
0,85
0,05
0,10
10,85
0,05
0,10

015
0,75
0,10
0,15
0,75
0,10
0,15
0,75
0,10
015
0,75
0,10
0,15
0,75
0,10
0,15
0,75
0,10
0,15
0,75
0,10
015
0,75
0,10
015
0,75
0,10
015
0,75
0,10
015
0,75
0,10
0,15
0,75
010
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0,05 ]
0,05

0,90
0,05
0,05

0,90 |
0,05]
0,05

0,3383]
0,1674

0,4943 |
[0,3366 ]
0,1671

0,4963
[0,3360]
0,1670

0,90 |
0,05
0,05
0,50
0,05]
0,05
0,90 |
0,05]
0,05
0,90
0,05
0,05
0,90
0,05
0,05
0,90 |
0,057
0,05
0,90
0,05
0,05

10,4970
[0,3355]
0,1669

0,4976
[0,3351]
0,1668

| 0,4981 |
[0,3348]
0,1667

| 0,4985 |
[0,3345]
0,1667

0,4988
[0,3343]
0,1667
[ 0,4990 |
[0,3341]
0,1667

| 0,4992 |
10,3339
0,1667

0,90 |
0.05
0,05
0.90
0,05
0,05
0,90

10,4994 |
10,3338
0,1667

[ 0,4995 |
10,3337
0,1667

0,4996

I

10,3366
0,1671

| 0,4963
[0,3360]
0,1670
| 0,4970 |
[0,3355]
0,1669
10,4976
10,3351
0,1668

0,4981|
[0,3348]
01667

| 0,4985 |
[0,3345]
01667
0,4988
10,3343
0,1667
 0,4990
10,3341
0,1667
| 0,4992
10,3339
0,1667
[ 0,4994
10,3338
0,1667
| 0,4995
10,3337
0,1667
[ 0,4996
10,3336
0,1667
10,4997

IS Yy S Sty S [ S R—— |



(0,85 015 0,05]0,3336] [03335]
£ =Py <1005 0,75 0,05 01667 |=]0,1667
10,10 0,10 0,90 0,4997 | |0,4998
(0,85 015 0,05]0,3335] [0,3334]
x@) = px®) —1005 0,75 0,05 01667 |=| 01667
(0,10 0,10 0,90 0,4998| |0,4999
0,85 015 0,05]03334] [0,3334]
x®) = px®) =1005 0,75 0,05( 01667 |=|0,1667
10,10 0,10 09004999 |0,4999]

Portanto, 4 medida que o tempo passa, o vetor de estado se aproxima do vetor fixo:

(,3334
0,1667 |.
(,4999

Isso significa que apds 30 meses, a companhia X , Y e Z terdo, respectivamente,

aproximadamente 33%, 16 % ¢ S0 % do mercado.

Nos nossos exemplos vimos que os vetores-estado convergem a um vetor fixo 4
medida que o nimero de observagSes cresce. Nesse caso dizemos que o processo de
Markov atingiu o equilibrio. O vetor fixo é chamado de vetor de estade estaciondrio.

Os processos de Markov em geral sdo usados para determinar o comportamento de
um sistema depois de um longo periodo de tempo. Portanto, determinar se um processo
de Markov atinge ou ndo o equilibrio é de importéncia primordial. Mas serd que os
vetores-estado sempre irdo convergir para um vetor fixo em uma cadeia de Markov?

Um exemplo bem simples mostra que isto nem sempre ocorre.

Exemplo 9: Seja P a matriz de transigio ¢ x* o vetor de estado inicial.
o [0 1], 0 _[06
1 0 04
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Assim,

0 0
P2=0101=10 . P3=PP2=01] _ 1_
1 01 O 0 1 1 0jj0 1 1 0
Como P’ = Ie P’ =P, temos:

0,6
oo [

0.4
]
NOPRNC RN S
0,6

Emgeral: P*=7 ¢ P**'1=Pp, onde kelN.

0,6| (04
Este sistema oscila imdefinidamente entre os dois vetores-estado [0’4}3[0 6} e

portanto nio converge a nenhum vetor fixo.

No entanto, se exigirmos que a matriz de transicdo de um processo de Markov
satisfaca uma certa condigdo, mosiraremos que o sistema se aproxima de um vetor fixo
atingindo, portanto, o equilibrio. Esta condicdo ¢ descrita na definigio abaixo.
Definicdo: Uma matriz de transicdo P é regular se todas as entradas de alguma
poténcia de P sdo positivas.

Uma cadeia de Matkov que é governada por uma matriz de iransicio regular é
chamada cadeia de Markov regular. As cadeias de Markov dos exemplos 1 33 e do
exemplo 5 sdo regulares, j4 que todas as entradas da prépria mairiz de transi¢do s8o
positivas, Poderiamos ter a falsa impressdo de que a cadeia de Markov do exemplo 4
nfio é regular, mas calculando suas poténcias notamos que P* t8m todas as entradas
positivas. Portanto pela definigdo acima podemos concluir que a matriz de transicio

inicial é também uma matriz regular.
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Veremos que qualquer cadeia de Markov regular possui um vetor-estado fixo u tal
que, para qualquer escolha x® o vetor P" x’” converge a u quando » aumenta. Este
resultado é da maior importincia na teoria de cadeias de Markov e € baseado no
proximo teorema.

Antes de enunciarmos esse teorema veremos algumas definicdes necessarias.

Defini¢cao: Considere uma seqiténcia infinita de matrizes de ordem r x s, 4y, 42, ...,

An, An+[, ---y Ollde

a4 . a a? af - o a?) o) a®
= DA =l A, =l P .
a® 2 .. ¥ a® o . P al o) . g

com todos os a; ® nimeros reais. Representamos tal seqiiéncia por {4,}neN.

Dizemos que a sequéncia {4,}neN de matrizes converge para a matriz 4={g;} se
os elementos das matrizes 4, se aproximam dos elementos correspondentes da matriz A4,
1sto &,

lim ag_")zal_j para {i:l,Z,...,r

a—> o j=L2,...,5

Neste caso, usaremos a notagao

im 4, =4 ou A4,—>A
11—y ’

L 1+£
Exemplo: Seja a seqiiéncia {4,}neNonde 4, = [” " ] entio:

1 6 1
A = LA, =12

Defini¢do: Seja 4 uma matriz » x #n . Um escalar A ¢ um autovalor de 4 se existe um

[F]
w
>
4

ol e
| A |
[y]
=
8
B
Il
| —]
w o
na | o
| P |

vetor ndo-nulo x tal que 4x = Ax. O vetor x é um autovetor associado a A.
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Exemplo:

]} o]
of: “THEL

Portanto A = 3 é um autovalor de 4 ¢ x = (2, 1) ¢ um autovetor associado a A.

Teorema: Se P ¢ a matriz de transi¢do de um processo de Markov regular, ent&o:

(a) Quando » — «, " tende 4 matriz,

u, u Y,
u " u
A - 2 -2 2
uﬂ u"’ uﬂ'
que temn todas as colunas iguais;
(b) todas as colunas
ul
u
N
U

de A4 s3o vetores de probabilidade com todos os elementos positivos, Isto &,

u,->0(1$f$n) e U, +.+u, =1

OBS: Este teorema nio serd demonsirado, pois envolve resultados mais elaborados de

Algebra Linear, como Forma de Jordan e resultados da Teotia de Matizes Positivas.

Teorema: Se P € uma matriz de transi¢80 regular e se 4 ¢ u 550 como no teorema

anterior, entdo:

(a) Qualguer que seja o vetor de probabilidade x, temos que P”x — u quando »n —> ®,

de modo que u é um vetor de estado estacionario;
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(b) O vetor de estado estaciondrio u € o Gnico vetor de probabilidade que satisfaz a
equa¢do matricial Pu = u, isto €, u é um autovetor de P associado ao autovalor A = 1.

Demonstragao:

(a) Seja

um vetor de probabilidade. Quandon — «, P" — 4. Logo P"x — Ax. Por outro lado,

u, u, - u|lx ux, Fux, - +ux,

u, ", - U, fx, U, X, FU X, +oULX
Ax = B - .

un Hn mee un xn unxl +unx2 +---+unxn

w(x, +x,++x,) u,

u,(x, +x, +---+x,) u, | .
2 "l=| Zl.jaque x, +x,+..+x, =1.

u,(x, +x,+--+x,) u

Como P"x— Ax e AX =1, entdo P"x —>u.
(b) Como P" —> A também temos P"' > 4. No entanto, P"' = PP”,de modo
que P™ —> P4 _LogoPA=A.

Sabemos que todas as colunas de A sdo iguais ao vetor de probabilidade u . Ao

Igualarmos as colunas correspondentes da equag3o matricial P4 = A (lembrar de

Pa Pu --- P
multiplicacio de matriz por colunas), temos: PA =[ i J,“ \Lujl €
u u - u X
A=[ L4 J:I. Logo Pu=u. Para mostrarmos que u & o unico vetor de

probabilidade que satisfaz esta equagio, devemos supor, por absurdo, que existe um
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outro vetor de probabilidade q tal que Pq = q . Do item (a) deste mesmo teorema temos
que P"q —ue, como Pq = q, temos P"q = q para todo r, assim g — u. Portanto q = u.

c.q.d.

Da parte (b) deste teorema, podemos escrever,
Pua=nu
como:
Pu=/u ou (I, -Pu=0.

Mostramos que o Sistema homogéneo acima tem uma tnica solugdo u que € um

vetor de probabilidade, de modo que:
u tu,+.. 4u, =1. (2.3.2)

Nos exemplos 6, 7 ¢ 8 calculamos vetores de estado estaciondrio calculando as
poténcias P"x. Vamos descrever agora um ouiro modo de calcular o vetor de estado
estaciondrio de uma matriz de transigdo utilizando o resultado do teorema acima.

Primeiramente devemos resolver o sistema homogéneo: (I,, ~P)u =0. Entre as
infinitas solu¢Bes obtidas na primeira etapa, devemos escolher a tnica solugio u cujos

elementos satisfagam a equagfo (2.3.2). Vejamos:

Exemplo 10: No exemplo 2, a matriz de transi¢o era:

"o

1
[VERIENVERR &
SEE S AR
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O sistema linear (J, — Plu =0, é:

Isto leva & equagdo:

11 _ 3
“3’”1 _Eul ={; logo: u, =Eu2.

. . 3
Para satisfazer a equagdo (2.3.2) acima, temos: -:l-u2 +u, =1.

Entio, %uz =1, esegueque:u, =§=0,4_
Assim,
3 3
= —f.=—= 0,6
=TS

Portanto, u = }
0,4

>

Isso significa que, a partir do quarto dia, fica seco aproximadamente 60% do tempo

¢ chove aproximadamente 40% do tempo.

Exemplo 11: Considere a matriz de transi¢io do exemplo 3:

0,50 0,60 0,40
P={025 0,30 0,30
0,25 0,00 0,30

O sistema homogéneo (I, — Plu=0, é:

0,50 —060 —0407]x
~025 070 -030]u,|=
~025 ~010 070]u,
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Devemos escalonar a matriz aumentada:

050 -060 -040[0
-025 070 -030|0]
-025 -010 0,70{0

Resolveremos o sistema equivalente:

1 -2 -080
0 28 -L210
0 -04 280

Escalonando, temos:

1 -12 -08;0 1 -1,2 -08{0

0 28 -12(0]——>10 1,6 —-200

0 -04 28|0 0 -6 200

1 -L2 -080]0 1 0 -230{0

0 1 —-12510]——1{0 1 -125(0].

0 0 010 00 0 |0
1 0 -230{0
0 1 -1,25|0|Esta ¢ a matriz aumentada na forma escada reduzida por linhas.
0 0 0|0

Portanto, as solugdes sdo da forma:

u, =237
u, =1,25r

U, =¥,

De (2.3.2), temos: 2,37 +1,25r+r=1 ou r=——=0,2198.

Logo podemos conchiir que:

u, =0,5055
u, = 0,2747 .
u, =0,2198
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0,5057
Consequentemente,u = | 0,2747 | € o vetor de estado estacionario.
0,2198

Isso significa que as vendas se estabilizardo com a marca A com aproximadamente
51% do mercado, a marca B com aproximadamente 27% e as outras marcas ficardo com

22% do mercado, como ja tinhamos obtido anteriormente no exemplo 7.

Exemplo 12: Considete a matriz de transigio do Exemplo 5:

0,85 015 0,05
P=10,05 075 0,05
010 0,10 0950

O sistema homogéneo (I, — P)u =0, ¢

015 -015 —005] %] [0
005 025 —005]u,{={0].
~010 —010 010)u,| |0

Devemos escalonar a mattiz aumentada:

015 -015 -005i0
-005 025 -005/0]
-010 -010 010} 0

Escalonando, temos:

015 -015 -005/0 -010 -010 0100
-0,05 025 —-0050{——>|-005 025 -005/0
—010 -010 01010 015 -015 -0,05/0

00 1,00 -~-1,0010 1 1,0 -100
~-005 025 -0,05{0 — |0 03 =010
| —-010 -010  010{0 0 -03 0110
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1 1 -1]0 1 1 -1}0 1 0 -3%|0
0 03 -0}0|——|0 1 ~-4i0}j——|0 1 —}4i0
60 O 0|0 0O O 0|0 6o 010

A tltima matriz aumentada ja esta na forma escada reduzida por linhas.

Logo, as solugdes sdo da forma:

u, =—r
U, =~r
U, =t,
2 1 1
De (2.3.2),temos: —r+—r+r=1 ou r=—.
3 3 2
Portanto podemos concluir que:
1
[ E
L
2 6 v
1
Hy = 5
0,3334
Conseqiientemente, u = | 0,1666 | € o vetor de estado estaciondrio.
0,5000

Isso significa que ap6s 30 meses, a companhia X, Y e Z terfo respectivamente

33%, 16 % e 50 % do mercado, como 4 vimos anteriormente no exemplo 8.
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CONCLUSAO

Através deste trabalho procuramos moétrar alpumas das muitas aplicagdes de Matrizes.
Durante o seu desenvolvimento notamos que s30 poucas as aplicagBes que podem ser feitas
sem exigir maior conhecimento matemético, como por exemplo, Criptografia e Modelos
Populacionais. J4 o estudo de Cadeias de Markov para ser feito de forma mais completa,
exige o estudo de assuntos mais elaborados, como Forma de Jordam e propriedades das
Matrizes Positivas. Por esses motivos muitas vezes estas aplicagles ndo sdo vistas em
determinados momentos de nosso estudo, isto pois, ndo temos ferramentas matematicas o

suficiente para conhecermos este tipo de aplicagGes de Matrizes.
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