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A matematica tem sido frequentemente comparada a uma arvore,

pois cresce numa estrutura acima da terra que se espalha e ramifica sempre mais,
ao passo que ao mesmo tempo suas raizes cada vez mais se aprofundam e
alargam, em busca de fundamentos sélidos.

(Carl B. Boyer)

A Teoria dos Grupos mostra, que os diferentes campos da matematica
tém grandes semelhancas e que é possivel usar ferramentas e
métodos de um campo para resolver problemas de outro.

(Evariste Galois)
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1 - INTRODUCAO

Este é um trabalho introdutério ao estudo de simetrias e grupos.

No primeiro capitulo tem-se um pouco de dados historicos sobre simetria e a
teoria de grupos, assim como o marco inicial do estudo de simetria, sua importancia
na arquitetura, na arte, as areas onde ela se sobressai e os matematicos
responsaveis pela concretizacdo da idéia da teoria de Grupos.

No segundo capitulo € apresentado o conceito de simetria e suas operagoes
simétricas: translacéo, rotagao, reflexdao de espelho, reflexdo de ponto e reflexado
deslizante, assim como as suas combinacbes, todas consideradas como
movimentos rigidos no plano. Depois de conhecer os tipos de simetria identicamos
as simetrias de uma figura e entdo chegamos ao fato de que o conjunto de simetrias
de uma figura tem estrutura de grupo.

Depois da definigdo de grupo, parte-se para algumas definigdes importantes
e necessarias vistas no terceiro capitulo, como: isometrias, grupos ornamentais,
grupos equivalentes, etc — as quais permitirdo a classificagdo do grupo que sera
estudado, o grupo roseta.

No estudo do grupo roseta tem-se a classificagdo de grupo poligonal e grupo
diedral bem como suas respectivas particularidades. Apresentamos alguns exemplos
através de figuras ilustrativas construidas com o auxilio do software Cabri -
Géomeétre Il.

O reconhecimento da simetria como um instrumento facilitador em areas
como ciéncias (matematica, fisica e quimica) e arte (arquitetura, pintura) € grande e
de muito valor. Na ultima parte deste trabalho encontram-se algumas aplicagdes da
simetria em problemas matematicos. Apresentamos também ilustracbes
interessantes de exemplos de grupos rosetas encontrados no nosso cotidiano,

através de fotografias e figuras obtidas da internet.



2 - HISTORICO

2.1 - Simetria

O primeiro estudo de simetria realizado e registrado, comegou a se
desenvolver em 2205 a.C; apesar da simetria ja ser usada pelo homem em suas
realizagdes desde os tempos mais primitivos, como apontam os sinais arqueolégicos
de seus instrumentos e suas antigas amostras de arte. O livro chinés registrado
historicamente é o | Ching (Livro das Mutagdes ou Livro dos Degraus), que
provavelmente foi escrito pelo Rei Wen na dinastia Chu (1122 a 256 a.C)

Marcus Lucius V. Pollio, arquiteto romano, afirmava em 80 a.C que a simetria
seria; “a harmonia apropriada que resulta dos membros da prépria obra e a
correspondéncia modular que resulta das partes separadas em relacdo a aparéncia
de todo o corpo”. Lembra-se que sua afirmacao se aplica tanto a um edificio como
ao corpo humano, a pintura, a qualquer obra de arte, etc.

Nessa época, a arquitetura classica tinha como principio absoluto a simetria
de suas construgdes.

Plotino (205-270), filésofo neoplaténico romano, garantia que “praticamente
todas as pessoas afirmam que a beleza visual é produzida pela simetria das partes
em relagdo umas as outras e em relagéo ao todo”.

Com o racionalismo a simetria sofre uma minimizacao; (“idade das trevas”,
400-800), das suas opinides estaveis e abertas, passa a ser conhecida por uma
simples reflexdo sobre um eixo ou plano. A palavra grega “simetria”, foi depois
traduzida pelo latim, como “proporg¢do”, aumentando mais a confusdo. Portanto a
arquitetura da época esta menos simétrica e consequentemente se mostra mais rica
em movimento.

Apenas em 1452-1519 voltam os estudos da simetria com Leonardo da Vinci,
que deixou numerosos esquemas de objetos simétricos no Codex Madrid |, seus
jogos geomeétricos de lunulas, pesquisas de alguns grupos de simetrias ciclicas
(rotatdrias) e a verificagdo de todas as simetrias possiveis de um prédio bilateral com

uso de enfeites sem destruir as simetrias. A partir de sua morte (1528) sao



publicados livros sobre a simetria, por Albreacht Duirer, Joachim L. Camerarius e
Johann Kepler.

Galileu Galilei em 1615 destruia a Lua de vidro da igreja com as seguintes
palavras: “... ndo é perfeitamente lisa, ndo é livre de desigualdade, nem exatamente
esférica, como quer uma extensa escola de filésofos; ao contrario, € desigual, com
concavidades e protuberancias...”. O mundo simétrico da igreja e sua complexa
engrenagem motora comegavam a ir por “agua abaixo”. A simetria entdo tornava a
se manifestar com toda a sua relevancia/elasticidade, sendo algo implicito na nogéo
de desenho do Renascimento em diante.

A simetria nos séculos XVII e XVIII se desenvolve através dos seguintes
estudiosos: Shubnikov, o pioneiro dos espagos simétricos estudados pelos grupos;
Cnon de Condermoy, que diz “a simetria € a relacdo que o lado direito tem com o
esquerdo, as partes inferiores com as superiores, € as da frente com as de tras”, e
Repton e Montesquieu que disseram “a simetria ndo é essencialmente visual: é
intelectual” e que na pintura ela tornaria os quadros “imdveis e insipidos”. Goelhe,
poeta alemao que estudava minerais e plantas, observou a tendéncia da natureza a
espiralizacao e simetria e deu a esse fendmeno o nome de “filotaxia”.

No século XIX, Hessel foi o primeiro a descobrir e deduzir todos os tipos de
simetria imaginaveis nos cristais. E algumas décadas mais tarde Eugraf , Fedorov,
Arthur e Willian definem e provam matematicamente a existéncia de apenas 230
grupos de simetria interna nos cristais.

A classificagdo dos animais foi dada pela primeira vez em relagdo a sua
simetria, pelo zoologo e evolucionista Ernst Haeckel. E segundo Haeckel, as normas
usadas para os cristais podem também ser igualmente aplicadas aos animais.

Varios modelos de simetria em construgdes estéticas, crescimentos organicos
e estruturas cristalinas foram expostos por Theodore Cook, somente no final do
século dezenove.

No século XX (1932), Andréas Speiser publicou alguns elementos sobre
simetria de padrdo. E em 1950, Le Corbusier publica o Le Modulor; a partir da altura
maxima de ocupagao de espacgo do corpo humano (distdncia que vai do chao as
pontas dos dedos, com os bragos levantados), no qual ele fixava em 216cm e da
metade dessa altura (até o plexo solar), 108cm, criou duas séries de valores em

relagdo aurea, obtidas através da divisdo harmdnica desses comprimentos. Com



muitas conotag¢des de simetria e livre de calculos, o livro possui uma teoria baseada
simetricamente em “tudo o que € uma parte também € um todo”.

Outra idéia de simetria que se tem “é a invariancia de uma transformagéo na
configuragédo de elementos submetida a um grupo de transformagdes automérficas”,
dada pelo Hermann Weyl em 1952. Idéia esta, que marcou a volta ao ideal grego,
trazendo uma boa novidade: que a dilatagao € a ultima extensao da simetria real e
que serviria para as transformacbées de crescimento, porém de dificil
conceitualizagao.

Atualmente, o estudo da simetria através da tecnologia computacional de

texturas avanca principalmente nos Estados Unidos, na Alemanha e na Italia.

2.2 - Teoriade Grupos

A idéia de grupo é de importancia fundamental na matematica. Milhares de
livros, artigos e vidas foram dedicados a estudar os aspectos tedricos dos grupos.
De fato, este assunto € chamado de “Teoria de Grupos”.

A histéria da Teoria de Grupos € bastante intrincada e ¢é dificil separar o que
realmente aconteceu antes da terminologia ser fixada.

Ndo houve uma pessoa responsavel pelo surgimento da idéia de grupo,
porém o sujeito que mais se sobressaiu nesse contexto foi o jovem Evariste Galois,
pioneiro no uso (1830) da palavra “grupo” em seu sentido técnico.

A Teoria de Grupos é a abstracdo de idéias que eram comuns a areas
principais que eram estudadas necessariamente simultaneamente. As trés areas

principais que levaram ao estudo da teoria de grupos foram [12]:

1. Geometria no inicio do século XIX,
2. Teoria de Numeros ao fim do século XVIlI,
3. Teoria das equacgdes algébricas ao fim do século XVIII, iniciando o estudo

de permutacgdes.

Evariste Galois dominou os grandes textos de matematica de seu tempo,
percorreu os artigos de Legendre, Jacob e Abel para depois se dedicar a sua prépria

criacao.



A vida dele foi curta e tragica, passou por frustragdes de reprovagdes ao
tentar ingressar na Escola Politécnica. Atacado por causa de intrigas clericais, seu
pai sentiu-se perseguido e suicidou-se. E logo depois que entrou na Escola Normal
em 1829, envolveu-se nas agitagbes da Revolucédo de 1830, quando foi expulso da
escola ficando preso por varios meses. Pouco depois de sua libertacdo, envolveu-se
com uma mulher e por causa dela foi desafiado a um duelo a pistola em que foi
morto, com vinte e um anos incompletos. Na noite anterior do duelo, com
pressentimentos de morte, escreveu um testamento cientifico na forma de uma carta
a um amigo; esta carta apresentava notas de suas descobertas nao-publicadas, as
quais revelavam a Teoria de Grupos e uma teoria que mais tarde seria conhecida
como Teoria de Galois.

Uma avaliagdo completa das realizacbes de Galois, encontrados apds sua
morte, foi feita apenas em 1870, quando Camille Jordan as expds em seu livro e
mais tarde quando Felix Klein e Saphus Lie brilhantemente fizeram uso delas na
geometria. As pesquisas em Teoria de Grupos foram entdo levadas adiante por
varios matematicos; Augustin-Louis Cauchy, Arthur Carley, Otto Holder entre outros.
Assim, o estudo de grupos assumiu sua forma abstrata independente e se
desenvolveu rapidamente.

Essa teoria veio alcangar um papel muito importante na geometria; fornecer
critérios para construgdes com régua e compasso e auxiliar na resolubilidade de
equacgdes por radicais. Em algebra serviu como uma estrutura atbmica de coesao,
fator para ascensao da algebra abstrata no século XX.

A Teoria de Grupos realmente chegou a idade adulta com o livro de Burnside
“Theory of groups of finite order” publicado em 1897; também o livro de algebra de
dois volumes de Heinrich Weber publicado em 1895 e 1896 veio a ser um texto
padrao. Estes livros influenciaram a proxima geracdo de matematicos a fazer da

Teoria de Grupos talvez a maior teoria do século XX na matematica.



3 - SIMETRIA E GRUPOS

Neste capitulo vamos descobrir que o conjunto das simetrias de uma figura
tem caracteristicas de uma estrutura, ou seja, que o conjunto das simetrias € um
grupo.

Para isso veremos a definicdo de simetria como movimentos rigidos e suas
operagbes simétricas, a classificagdo dos movimentos rigidos como simples e
combinados através de figuras ilustrativas, o fato da combinacdo de simetrias ter
caracteristicas especiais como uma composicdo de fungdes e também a

identificacdo das simetrias de algumas figuras.

3.1 - Simetrias como movimentos rigidos no plano

A expressao simetria procede do grego (sin: com e métron: medida). Como
vimos no histérico, ja foi traduzida como “propor¢do” ou também como
“‘comensuravel’, ambas sem uma correspondéncia de significado entre elas e por
isso, motivo de confusdo. Por exemplo, uma diagonal de um quadrado € simétrica,
mas n&o é comensuravel.

A simetria pode conservar as distancias, pode conservar a forma, ou ambas.
Uma forma com simetria possui, em consequéncia, uma relagao das partes do todo
entre si e com o proprio todo, possui também harmonia de posigcao, pontos similares
e equivalentes e a existéncia da regularidade no espaco.

Simetria é a propriedade pela qual um objeto ou forma exibe partes
equivalentes quando submetida a uma operacao especifica. A simetria €, deste
modo, uma operagdao que mantém uma forma que ndo se altera e as suas
operacdes particulares sao denominadas operagdes simétricas ou operadores
simétricos.

Tém-se as operagcdes simétricas simples e as combinadas, as quais serao
estudadas detalhadamente a seguir. S&0 as seguintes: translagao, rotagao, reflexdo
de espelho, reflexdo de ponto e reflexdo deslizante.

e Translacdo: Essa simetria é também conhecida por “simetria de

coincidéncia”. Numa translacao tudo € movido pela mesma distancia e na



mesma dire¢ao, deslocando cada ponto pela mesma quantidade, tal como

mostra a Figura 2.1.

Vi Vi

W N

Figura 2.1 - Translacao

Nota-se que ha dois elementos nessa simetria, o comprimento ou periodo de
translacdo e a repeticdo da forma. A translacdo pode ser feita com qualquer
quantidade, ou seja, ndo é restrita aos numeros inteiros e ainda a quantidade pode

ser para cima/baixo e para a esquerda/direita.

e Rotacdo: Essa simetria € também conhecida como “simetria rotatoria” ou
como “simetria ciclica”. Na rotagédo, tudo gira a mesma quantidade em
torno de um ponto fixo, o qual € chamado de CENTRO DE ROTAGAO. Para
termos uma rotacao, define-se qual o ponto a ser fixado e a quantidade
pela qual o todo gira em torno desse ponto, sendo indiferente o sentido do
giro. Ha varias maneiras diferentes de medir a quantidade de uma rotagéao;
trabalharemos com fracbes de uma volta completa. No exemplo abaixo

tem-se uma rotagéo de ¢ de volta.

C

136.0 ° Dﬂ
@ u]

C: Centro de rotacio

NO

Figura 2.2 - Rotagéo

Observa-se que o ponto fixo atua como um eixo e os dois segmentos indicam
a rotacdo como se fossem os raios de um circulo. Assim, a distancia da figura inicial

e da figura final ao centro de rotagao € a mesma.



Reflexdo de espelho: Essa simetria é obtida colocando-se um objeto

diante de um espelho e considerando sua forma e sua imagem. E
determinada por uma linha quebrada que indica o espelho; seus pontos
nao se movem por efeito da reflexao. A distancia de um ponto ao espelho

é igual a distédncia da imagem desse ponto ao espelho.

AN

W

G

A

Esﬁelhu

Figura 2.3 - Reflexao de espelho

E visto que os dois lados sdo realmente “imagens de espelho” um do outro,

pois, ao dobrar a folha ao longo da linha de espelho, a figura original e a sua

imagem irdo cair uma sobre a outra.

Reflexdo de ponto: E a simetria construida da seguinte maneira: para cada

ponto P da figura, encontramos o simétrico P de P, em relacdo a um

ponto fixo O, ou seja, o simétrico de P sobre a reta PO. Assim,
|PO| = |PO|. Por exemplo, na Figura 2.4, a operacéo leva o ponto P da

figura ao ponto P e o ponto Qao Q (ambos pontos quaisquer da figura).

Figura 2.4 - Reflexdo de ponto

Reflexdo deslizante: Essa simetria € uma combinagdo de uma reflexao

seguida de uma translacdo paralela ao espelho. Exemplifica-se uma
reflexdo deslizante desenhando um espelho, chamado LINHA DESLIZANTE
com uma seta tracejada ao lado para indicar a direcdo de translagao. O

fato de a figura inicial e a figura final se encontrarem a mesma disténcia da



linha deslizante, deixa claro a semelhanga entre as simetrias reflexao de

espelho e reflexao deslizante.

o
<

t

I
I
I
I
I
I
I
II
P
P
II
P
P
II
¥
I

Linha deslizante

Figura 2.5 - Reflexdo deslizante

Percebe-se que a figura tracejada nao faz parte da reflexdo deslizante, ela

apenas ajuda, como um esbogo, a desenhar corretamente a figura desejada.

Portanto, essas SIMETRIAS OU MOVIMENTOS PERMITIDOS Sdo todas as maneiras
possiveis de deslocar uma figura, ou seja, para cima/baixo, para a esquerda/direita,
ou algumas combinagdes dessas dire¢des, de modo que a figura paregca exatamente
a mesma antes e depois do movimento. A maneira aleatéria de mover todos os
pontos do plano de modo que a distancia e a posigao relativa dos pontos permaneca
a mesma € chamada de MOVIMENTO RiGIDO.

Logo, tem-se os movimentos rigidos e suas combinagbes de simetrias,
combinacgdes estas, identificadas como composigcao de fungdes, devido ao fato de se
aplicar primeiro uma simetria e depois a outra e também pelo fato das simetrias
serem identificadas como fungdes que deslocam pontos no plano seguindo um

padrao definido.

Exemplos:

1) Translagado: t: Plano — Plano
F >F+d
Cada ponto F da figura A é deslocado de uma distancia d, na mesma diregdo. A

translacado depende da distancia d e da direcao definida.
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2) Rotagdo: r: Plano — Plano
F — F(d)
Cada ponto F da figura A é rotacionado de um angulo ¢ a partir de um ponto fixo

(centro de rotacdo). A rotagdo depende do centro de rotagdo e do angulo.
3) Composigao: rot: Plano— Plano
F >rot(F)=r(t(F))
A composta rot, rotaciona de um angulo ¢ a figura transladada.
Os movimentos rigidos podem ser classificados como:

a) Movimentos rigidos simples:

e Translacdo, Rotacdo, Reflexdo de espelho, Reflexdo de ponto e Reflexdo

deslizante (ja visto anteriormente)
b) Movimentos rigidos combinados. Exemplos:
e Translagao seguida de outra translagao.

()
Z % 2z

W

201

t. Resultado da composigio

Figura 2.6 - Translacao seguida de uma outra translagéo
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e Translagdo seguida de uma rotagao.

c2

composigio

9‘ 1204 * r: Fesultado da
]

e
ONP

Figura 2.7 - Translacdo seguida de uma rotacdo

e Rotagao seguida de uma translagao.

c2

2.0 °

r: Resultado da

7 composigio
[n}
N

A
o
©

170.4 °

ONp

Figura 2.8 - Rotagdo seguida de uma translagao



Rotacdo seguida de outra rotagao.

Cc3

111.7 °

r: Resultado da
COMposigao

90.0 135.4 ° T/? b

LN O N, a

Figura 2.9 - Rotacao seguida de outra rotacao

N0

Reflexdo seguida de outra reflexdo. (Espelhos paralelos, m1 e m2)

NGO
4O

3 e e e e e e e e e =

SN0

t: Hesultado da composigio

Figura 2.10 - Reflexao seguida de outra reflexao (Espelhos Paralelos)

Observe que o resultado da composicao é uma translacao.

12
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¢ Reflexdo seguida de outra reflexdo. (Espelhos concorrentes na medida que

sdo prolongados)

C
r: Resultado da composigio

Figura 2.11 - Reflex&o seguide de outra reflexdo (Espelhos concorrentes)

Observe que o resultado da composicado é uma rotacao.

Nota 1: A operagdo de “ndo fazer nada” pode ser considerada um movimento
rigido do plano que apenas leva todos os pontos para a mesma posigao inicial. Sera
util classificar o “ndo fazer nada” como uma translacdo de uma distancia nula ou

uma rotagado de um angulo nulo.

Nota 2: Um conjunto é dito fechado para a operagcdo se o resultado desta
operagao estiver novamente dentro do conjunto. Por exemplo: o conjunto de
translacdes e rotagcbes “é fechado”, ou seja, uma translacdo ou rotagdo apdés uma
translacao ou rotacdo € uma translacdo ou uma rotacéo. Vale ressaltar que o estudo
aqui sera realizado apenas com este tipo de conjunto, conjunto fechado de

movimentos rigidos. Caso contrario estaria condenado a falhar.

Como se percebe, uma sIMETRIA de uma figura € um movimento rigido que deixa
a figura inicial igual a final. Dada uma figura, pode-se identificar os tipos de simetria

que ela contém.
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Exemplos:

1) 2) 3)
I 1
[} 1

oo ----m2
I
I
I
m 1
m1
1- Nao fazer nada 1- Nao fazer nada 1- Nao fazer nada

2- Reflexdo no espelho m 2- Rotagdo de 1 de volta 2- Reflexdo no espelho m1

W=

3- Reflexado no espelho m2

3- Rotagéo de < de volta

4- Rotagdo de 1 volta
Figura 2.12 - Simetrias de figuras

Nota 3: Todas as rotacdes serdao medidas no sentido anti-horario, uma vez que

se pode ter ambigtidade. Isto ja é feito em todas as figuras anteriores.

4)
| 1- Nao fazer nada
mﬂ ! _
aA D 2- Rotag&o de 1 de volta
| 4
o
m3 - - ___ﬁ:{___ L 3- Rotacéo de 1 de volta
I
2 4- Rotagéo de 2 de volta
_/,"" B : L W
m2 ! 5- Reflexdo no espelho m1
|
il 6- Reflexdo no espelho m2
Figura 2.13 - Simetrias do quadrado- Ex: 1 7- Reflexdo no espelho m3

8- Reflexdo no espelho m4

Nota 4: A identificacdo das simetrias de uma figura € unica, porém podem ser
descritas de formas diferentes através da composi¢ao de simetrias. Nas simetrias do
quadrado, podemos identificar a reflexdo no espelho m3 (A vai em B e D em C)

como uma rotagéo de 4 de volta seguida de uma reflexdo no espelho m2.
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A D B C
reflexiao m3
m3-{--—o_ | _
A D
i
A, D D C. B C
1
| I
i rotacio: B! o reflexdo m2
I —= 4 // B ———
| x
i /
1 -
r||11 m2

Figura 2.14 - Composicao de simetrias- Ex: 1

Notacdbes:

e é a simetria de nao fazer nada e também sera chamada como “simetria
trivial”.
ré a menor simetria de rotagdo da figura no sentido anti-horario. Para o

quadrador & ; de volta, para o pentagono | de volta e assim por diante.

r*é como operar r duas vezes (r seguida de r), r equivale a operar r trés
vezes e assim por diante. Por exemplo, para o quadrado, r* é 1 de volta e
para o hexagono 1 de volta.;

ror =r? ,ro(ror) = r3, etc.

r' é a menor simetria de rotacdo da figura no sentido horario. Isto &, r' é a
rotacdo simétrica a rotacdo r, r? é a rotagdo simétrica a rotagdo r* e assim por
diante. Observe-se que ror'=e rPor?=e, etc.

m é a simetria de reflexdo de espelho da figura. (Normalmente & necessario
fazer um desenho para mostrar que reflexdo de espelho se tem em mente)

rm & a simetria de reflexdo de espelho seguida de uma rotagdo. Significa

aplicar uma rotagado numa figura que ja foi refletida. Portanto, as combinagdes de

simetrias sao lidas da direita para a esquerda, como a composicao de fungoes.
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3.2- O conjunto das simetrias de uma figura como um grupo

Simplificando e resumindo o que foi descrito no sub-item anterior, tem-se:

e Dada uma figura plana, pode-se identificar suas simetrias;

e Estas simetrias se identificam com um conjunto de fungoes;

e E possivel operar estas simetrias (funcdes), segundo a operacdo composicéo
de funcdes;

e A operagado composigado de fungdes é fechada no conjunto das simetrias da
figura;

e Para cada simetria existe também uma simetria inversa.

Por exemplo, nas simetrias do quadrado, se r € a simetria de rotagcdo de ;- de

volta, r’" é a simetria de rotagdo de 2 de volta:

A D D C A D
-1
r r
—_— _—
B C A H B C
e
A D B A A D
-1
-r . -r .
B C C D B [

e

Figura 2.15 - Composi¢ao de simetrias - Ex 2

Isto sugere a idéia de uma “estrutura”. um conjunto (simetrias) equipado com
uma operagao (composi¢ao), com algumas propriedades especificas em relacéo a
esta operacdo. Com as propriedades abaixo citadas pode-se verificar que o conjunto

de simetrias de uma figura é um GRrRupPO.
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Um GRuPO consiste num conjunto nao vazio G, equipado com uma operagao,
que goza das seguintes propriedades:

G1) Associativa: Va,bec€G,a*(b*c)=(a*b)*c

G2) Elemento Neutro: 3e €G/a*xe=a e e*a=a,vVacEG

G3) Elemento Simétrico: Va €G,3a’'€G/a*a’ =a *a=e

Notemos que a composi¢ao de simetrias é também um simetria e portanto, a
composi¢cado de fungcdo é uma operagédo no conjunto das simetrias. Considerando o
conjunto S # J (pois e € S) das simetrias de uma figura, equipado da operagéo

composicao de fungdes, verificam-se as propriedades anteriores.

G1) Se verifica, pois a operagdao composic¢ao de fungao € associativa.
De fato:

f: A>A, g:A->A, h:A—>A (A, um conjunto n&o vazio)

[feo(geh](x)= [(feg)ehl(x)=
fl(g > h) (x)]= (fog)(h(x)=
f(g(h(x))) f(g(h(x)))

Logo, vale a associativa na composi¢céo de fungdes, em particular vale para

aquelas que sao simetrias.

G2) Se verifica, pois e € a simetria “ndo fazer nada” (e-f=f e foe =f)

G3) Se verifica, pois para cada simetria existe a simetria inversa, que ainda é

uma das simetrias da figura.

Assim o conjunto das simetrias de uma figura, equipado com a operagao
composicao de fungdes tem estrutura de cruro. Como tal, goza ainda das seguintes

propriedades de grupo:
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PropPosICAO 1: Seja (G, *), um grupo. Entao:

(1) O elemento neutro de (G, *) é unico.
De fato: Sejam e, e’ elementos neutros de (G, *).
Entdo, V x € G temos;

xxe=x e e*xx=x (1)

X*€e =X e e *xx=x (2)

Logo, por (1) tomando x = e’, temos que, € * e = e e por (2) tomando
X =e, obtemos que e x e'=¢e

Portanto, e = ¢’

(2) Existe um unico simétrico para cada elemento s € G.
De fato: Sejam s, s’ simétricos de s.
s*xs’'=e e s'*ks=e

s*s"=e e s’k s=e

Logo, s'=s'* e=8"* (s *x s")=(s'* s)* s"=e x " =¢"

(3) Indicando por x’ 0 simétrico de um elemento genérico x € G:
(Va,b)(a,be G=(a=*b)= b= a).
De fato:

(axb)x(b’xa’) = ax(bxb’)xa’= axexa’ = axa = e
Assim como,

(b’«a’)x(axb) = b’«x(a’+a)xb = b’'xexb = b’«xb = e
Assim pela unicidade do simétrico segue (a*b) =b’+a’.

4)(Va)(aeG=(a) = a)
De fato: a’*a= e =a=a’.

Novamente pela unicidade do simétrico temos que (a’) = a.

(5) Todo elemento de G é regular em relagdo a operagao .
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Obs:x € Aéregularsex*a=x*b = a=b e a*x=b*x = a=b
De fato:
VabeGiG xxa = xxb = xX'*x(x*xa) = X'x(xxb) =
(X*x)*a = (X'*x)*b = exa =exb = a=b

De modo anadlogoVa,b € G,a*xx=b *xx = a=b

(6) Se a, b € G, entdo a equagado x * a = b, onde x é variavel em G, admite
uma unica solugdo em G, a saber b * a’.

De fato: b * a’ € uma solugéo, pois (b * a’) *xa=b = (a’ *a) = b * e = b; por
outro lado se ¢ € uma solugdo de x * a = b, entdo temos c *a *a’ = b = a’, e portanto
c = b = a'. Analogamente, podemos provar que a * x = b tem uma unica solugdo em
G, asabera’ = b.

Os conceitos de subgrupo, grupo ciclico e ordem de um grupo também sao

importantes no estudo das simetrias.

Subgrupo:

Seja (G, *) um grupo e H um subconjunto ndo vazio de (G, *). Dizemos que H

€ um suBGRUPO de G se H for ele proprio um grupo com a mesma operagao * de G.

Proposicdo 2: Seja (G, *) um grupo e H um subconjunto de G. As seguintes

condicdes sao equivalentes:

a) H é um subgrupo de G.

b)(i)e e H
(i)va,beH tem-sea*b e H
(ii)VvaeH tem-sea” e H.

c) H#¥@PeVabeH tem-se(a*b)' e H.
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Grupos Ciclicos:

Seja (G, *) um grupo e S < G, S # . A familia (Hi) i € | de todos os
subgrupos de G que contém S é nao vazia (pois S < G e G é subgrupo de G). A

N
interseccdo <! desta familia € um subgrupo de G denominado “subgrupo gerado

por S”.

N
Denotamos: i<t =[S]

O conjunto S é chamado de um “sistema de geradores” de [S]. Em particular:

(1) Se S = {a4, az, ..., an}, dizemos que a4, az, ..., a, sdo os “geradores” do
subgrupo [S].

(2) Se S = {a}, entdo [S] = [a], sendo [a] 0 menor subgrupo de G que contém
{a}.

Dado um grupo (G, *) e um elemento a € G, o subgrupo [a] gerado por “a” € o

conjunto das “poténcias” de “a” em G, ou seja,
a’=e,a'=a,a’=a*a,a=a*a=*a,..

e também a™' = a’, a@ = (a): simétrico de a®> = a * a, ... e assim por diante. Usando

uma notacdo multiplicativa para * e conseqlientemente x' para o simétrico de x,

teremos [a] ={a"/n e Z}, coma™=(a")",vneN.

De fato: Seja H =[al] e Hi = {@" / n € Z}; H é a intersecgdo de todos os
subgrupos de G que contém {a}. Como e = a’ € Hy, a". a™ = a™™ e a” = (@")",
temos que H; € subgrupo de G.

Sabemos que a e H; (pois a' = a). Assim, Hy € um subgrupo de G que contém
“a”. Logo, H c Hy (1).

Por outro lado, como a € H, toda “poténcia” a" de “a” esta também em H,
uma vez que H é grupo (um argumento de indugédo finita prova isso). Além disso,
como a’' e H, entdo (a")" = a” € H pelo mesmo argumento. Assim, para todo n e Z,
temos a" € H, ou seja, Hy c H(2)

De (1) e (2) temos H1=H, ou seja, [a] ={a" / n € Z}

Dizemos que um grupo G é ciclico se e somente se existe a € G tal que [a] =

Notal: Se existe n € N tal que a" = e, o grupo [a] é finito.
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Exemplo: G = {x e/ x* = 1}, operacdo multiplicacdo dos nimeros complexos.
Entdo G = {1, i, -1, -i} e sabemos que i' =i,i?=-1,i’=-iei* = 1. O elemento i

gera todos os outros : G = [i], logo, G € um grupo ciclico.

Nota 2: Um grupo (G, *), cuja operagéo * é comutativa € chamado um grupo
abeliano; ou seja G é abeliano se e somente se V X,y € G, x *y =y * x. Como num
grupo ciclico todo elemento do grupo ¢ poténcia do gerador, a propriedade a". a™ =

n+m m

a™m=a™" =a™.a", v m,n e Znos garante que todo grupo ciclico é abeliano.

Ordem de um Grupo:

A ordem de um grupo (G, *) € o numero de elementos do conjunto G, se o
conjunto G for finito. Caso contrario, se o conjunto G for infinito, dizemos que o grupo

(G, *) é infinito.

Exemplo: As simetrias do quadrado como um grupo

Chamamos de K, o conjunto das simetrias do quadrado. Através da operagao
de composicao de fungdes, ou seja, da tabela de multiplicacdo desse conjunto de
simetrias, chegaremos ao fato de que se trata de um grupo. Consideramos as

seguintes notagdes; (correspondentes a Figura 2.13).

1- Nao fazer nada

m4 i _
A D 2- Rotagéo de 1 de volta
W &
1 -
m3 - __\_}'{___ _ 3- Rotagdo de 1 de volta
[
S
S B 4- Rotagéo de 2 de volta
RO
LiE: l 5- Reflexdo no espelho m1
1
m1 6- Reflexdo no espelho m2
Figura 2.16 - Simetrias do quadrado- Ex: 2 7- Reflexdo no espelho m3

8- Reflexdo no espelho m4
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Notacdes:
Considera-se:

1) m, como o espelho m4.

2) Forma-padrao para escrever as simetrias.

¢ Nao fazer nada corresponde ao e

e Rotacido de + de volta corresponde ar

ENES

e Rotacdo de 1 de volta corresponde a r?

o=

|wo

e Rotagdo de § de volta corresponde a r

e Reflexdo no espelho m1 corresponde a mr (em relacdo ao m4)

Figura 2.17 - Simetrias correspondentes

e Reflexdo no espelho m2 corresponde a mr? (em relagéo ao m4)

e Reflexdo no espelho m3 corresponde a mr® (em relagdo ao m4)

e Reflexdo no espelho m4 corresponde a m (em relacédo ao m4)

e Forma-padréo para escrever as simetrias de um poligono regular, as
rotacdes: e, r, r°, etc, e as reflexdes de espelho: m, mr, mr?, etc, ou

seja, m sempre a esquerda.
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Exemplo:
[]] e r r © m mr m? m?
e | e r © r m mr mf mr
r r P P e m® m mr mf
Pl e r mr> m® m mr
Pl e ror mr mr? mf m
m|m mr m? m e r
mrimr m? m® m X e r P
meZmr> m® m mr f B e r
mPlm m mrm?® r  r e
Observacoes:

1- Cada linha e cada coluna desta tabela estdo associadas a uma simetria
escrita na forma padrao, assim também como as entradas. Cada elemento da tabela
representa o resultado da composi¢cdo da simetria associada a linha pela simetria
associada a coluna.

2- Os elementos da tabela nunca se repetem, apenas mudam de lugar.

3- A operacdo ndo é comutativa, pois mr # rm = mr> (observe na tabela
acima).

4- Qualquer elemento da tabela operado com o elemento e, resulta no proprio
elemento, o que deixa claro que e é o elemento neutro do grupo.

5- Toda linha da tabela possui um elemento e, o que deixa claro a existéncia
de elemento simétrico de cada um dos elementos.

6- Por ultimo, a operagao € associatividade nessa tabela, pois se trata de uma
composicado de fungdes. Assim o conjunto das simetrias do quadrado € um grupo
com a operagao composigao de fungdes, o qual denotaremos por (K, o).

7- As rotagdes operadas com as rotagdes resultam em apenas rotagodes, logo,
tem-se um subgrupo comutativo (R, o) de (K, o).

8- Ja as reflexdes operadas com as reflexdes resultam em rotagdes, logo, o
conjunto das reflexdes ndo € um subgrupo de (K, o), pois ndo é fechado (também

nao é comutativo).



24

9- Para as verificacbes anteriores ¢é irrelevante o fato do poligono escolhido
ser um quadrado. Portanto, o conjunto de simetrias de qualquer figura sempre sera
um grupo.

10- Os geradores desse grupo sao: re m.

11- A ordem deste grupo é 2.4 = 8. Observe que H; = {e, r, I, r’} tem ordem 4

e H; ={e, m}tem ordem 2.
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4- GRUPO ROSETA

Neste capitulo sera apresentado o que € um grupo ornamental. O estudo sera
restrito apenas a um tipo de grupo, o Grupo Roseta, com suas caracteristicas,
particularidades e respectivas relagbes com a teoria de grupos. Para tanto é
necessario conhecer conceitos preliminares, alguns ja abordados informalmente no

capitulo 2.

4.1- Conceitos Importantes

Isometria:

Uma aplicacdo que conserva distdncias chama-se ISOMETRIA, isto €, se J é
uma isometria, P e Q dois pontos arbitrarios e se P= J(P) e Q = J(Q), entdo: |PQ| =
P Q.

A seguir tem-se o0s exemplos mais importantes de isometrias; as
transformacgdes estudadas no capitulo 3 sdo exemplos de isometrias. Relembrando:
o Reflexdo em reta e em ponto;
o Reflexdo deslizante (ou translagéao refletida);
e Translacéo;

e Rotacao;

Reflexdo numa reta: E a operagdo que leva cada ponto P ao pontoP,

simétrico em relagéo a reta s, ou seja, a reta é o eixo de reflexdo (espelho). Indica-

se esta operacao por mg e chama-se reflexao na reta s.

2]

3

Temos: |[FP| = |FP|

Figura 2.18 - Reflexdo numa reta
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Reflexdo num ponto: E a operacdo que leva cada ponto P ao ponto P ou

seja, passa-se uma reta pelo ponto arbitrario P e pelo ponto determinado O,

achando assim sobre essa reta o simétrico de P em relagao ao ponto O. Indica-
se por M.

Temos: |PO| = |OP|

Figura 2.19 - Reflexdo num ponto

Reflexdo deslizante (ou translacdo refletida):

Esta operacdo chama-se
translacao refletida de eixo s e vetor v e indica-se porg=(v,s)coms//v.

Pa Ci P

o 5
N

[=]
Figura 2.20 - Reflex&o deslizante (ou translacéo refletida)

Translacdo: E a operagdo que leva o ponto P ao ponto P’ e P’ ao P, ou seja,

P=m; (P), P= ms (P’)comr// s, (retas paralelas) de distancia d e “Q” e “R” sdo as

projecdes ortogonais de P sobre as retas r e s. Indica-se esta operagédo por t=mgo
my

[ Rl
=
A
[ R
=
=
|

=4

=
d

Temos: |PQ| = |QP’|
IP’R| = |RP|
t(P)="P
Figura 2.21 - Translacéo
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Rotacdo: Esta operacdo se da através de duas retas concorrentes, tem F

como ponto fixo e ¢ um angulo orientado. A operagao leva todo ponto P = F no ponto
P, tal que (PFP) = ¢ e |FP| = |FP| chama-se rotacdo de centro F e angulo ¢ e é

indicada por r (F, ¢). (PFP = ¢)

-l

Figura 2.22 - Rotagéo

Trabalharemos com figuras, ou seja, com conjuntos nao vazios de pontos no
Plano Euclidiano “P.E” (isto é, o plano da Geometria Euclidiana); se F é uma figura
no P.E., estaremos considerando o conjunto das isometrias que aplicam F sobre si
mesmo, ou seja, que deixam F fixa (vide capitulo 3), as quais denominaremos de

simetrias de figura F.

Grupos de Simetrias:

E o conjunto de isometrias que deixam uma figura F fixa, com a operacdo

composicao de fungdes.

Grupo Discreto:

Um grupo de transformacdes definidas no P.E. chama-se GRUPO DISCRETO se
qualquer ponto do P.E. possui um conjunto discreto de imagens pelas

transformacgdes do grupo.

Exemplo: Seja ¢ = 2—num angulo orientado e F um ponto do Plano Euclidiano.
n

O conjunto das rotagdes ro(F, 0°), ri(F, ¢), r2(F, 2¢), ..., ma(F, (n-1)¢) forma um
conjunto discreto em relagcdo a composi¢ao, pois, se P é um ponto arbitrario do

Plano Euclidiano, os seus pontos imagens sao rq (P), r1 (P), ..., ra-1 (P). E portanto,
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estes pontos sao equidistantes e estdo numa circunferéncia de centro F. Por

exemplo; paran=16¢e ¢ =%, tem-se:

Figura 2.23 - Exemplo de Grupo Discreto

Ornamento, Grupo Ornamental:

Chamamos orRNAMENTO, a uma figura do P.E. cujo grupo das simetrias é

discreto. E ao grupo das simetrias de um ornamento damos o nome de GRUPO

4%
4

ORNAMENTAL.

Exemplos:
1-

| Fa
74

<) <)
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Figura 2.24 — Exemplos de ornamentos

Ornamentos Equivalentes:

Dois ornamentos sao equivalentes se os seus grupos ornamentais contém o
mesmo tipo de isometrias.

Exemplos: Em relagdo aos exemplos anteriores, os ornamentos equivalentes
sdo:1e7,2e8 e 5e6.

O conceito de equivaléncia de ornamentos define uma relacdo de
equivaléncia no conjunto dos ornamentos. Segundo este conceito, tém-se trés
classes de ornamentos (classes de equivaléncia) classificados através dos tipos de

isometria que seus grupos ornamentais contém:
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A) Grupo Roseta: Grupos discretos que ndo possuem translagdes diferentes

@ B

Figura 2.25 - Exemplos de Grupo Roseta

da identidade.
Ex:

a)

B) Grupo de Fita: Grupos discretos que tém translagdes diferentes da

identidade, mas somente numa unica diregao.

T IO

b)

Ex: a

2 O O P

q

—————————— >

Figura 2.26 - Exemplos de Grupo de fita

C) Grupo_Cristalografico _de dimensdo 2: Grupos discretos que tém

translacbes em duas direcdes diferentes.

Ex: a)

Figura 2.27 - Exemplos de Grupo Cristalogréafico de dimensao 2
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4.2- Grupo Roseta

O grupo roseta é o grupo discreto de isometrias que n&o possui translagdes
diferentes da identidade, ou seja, ndo tem simetria de translacdo. Este grupo se
classifica em dois tipos. Porém para prosseguir com o estudo destes é necessario o

conceito de isometria propria e improépria:

e |Isometria Prépria: Isometria composta de um numero par de reflexdes em

retas.

e |Isometria Impropria: Isometria composta de um numero impar de reflexdes

em retas.

Exemplos:
a) Isometria prépria: (duas reflexdes em retas)

r

Ny |

N

Figura 2.28 - Exemplo de isometria prépria

Reflexdo da elipse de cor vermelha em relacéo a reta r, em seguida refletir o
resultado em relacéo a reta s. O resultado € a reflexdo da elipse de cor vermelha em

relacdo ao ponto O.

b) Isometria imprépria. (trés reflexdes em retas)

N |

N AN

Figura 2.29 - Exemplo de isometria imprépria




32

Considerando o exemplo anterior, refletimos agora a elipse do 3° quadrante
em relacao a reta r. O resultado é a reflexdo da elipse de cor vermelha em relagao a

reta s.

Alguns resultados importantes sobre isometrias proprias e improprias:

TEOREMA-1: Toda isometria propria € a composta de 2 reflexdes em retas e

toda isometria impropria € a composta de 3 reflexdes em retas.
TEOREMA-2: A composta de duas isometrias proprias ou de duas isometrias
improprias € uma isometria propria. A composta de uma isometria prépria e de uma

isometria impropria € uma isometria impropria.

Observacéo importante: O conjunto de todas as isometrias se divide em 2

classes: as proprias e as improprias. Com isto esta se afirmando que toda isometria
€ igual a uma composta de um numero par ou impar de reflexdes em retas. E os
outros tipos de isometrias, como se relacionam com as reflexdes em retas? Observe

a tabela abaixo:

Isometrias Relacédo das isometrias com as reflexdes em retas
Translagao Composta de duas reflexdes em retas paralelas
Rotacéao Composta de duas reflexdes em retas concorrentes
Reflexao Composta de uma translacao seguida de uma reflexdo em reta
deslizante

Os Grupos Rosetas se classificam em 2 tipos:

a) Grupos Roseta contendo somente isometrias proprias, chamados "grupos
poligonais”.

b) Grupos Roseta contendo isometrias impréprias chamados ”grupos

diedrais”.
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4.2.1- Grupos Poligonais

Os grupos poligonais apresentam somente isometrias préprias, ou seja,
isometrias determinadas por um numero par de reflexdes em retas. Isto significa que
estes grupos contém somente rotagbes, uma vez que a reflexdo deslizante
(composta de uma translagédo seguida de uma reflexdo em reta) e a translagdo nao

aparecerao.

TEOREMA-3: Um grupo poligonal contém somente rotagcbes de um unico

centro F.

Demonstracdo: Suponhamos, por absurdo, que C seja um grupo poligonal e
contenha as duas rotacdes r{(F1, ¢1) € 12 (F2, ¢2), com ¢4, ¢ = 0" e Fy = F, . Sabe-se
que rp o rq o ry' é uma rotacdo r de centro F 1= (F1)

De fato: r (F'1) = (rz 0 ry o 12") (F1) =12 (11 (12 (r2(F1) ) ) ) =12 (r1 (F1) =12 (Fy)
=F,

Além disso, r =, 0 1 o 1y & uma rotagdo de angulo - ¢,, seguida da rotacdo
de angulo ¢4, seguida de outra rotagdo de angulo ¢, . Assim, rz o 1 o " tem angulo
igual a: - 2 + ¢1+ 2 = ¢1 que pertence a C. Observamos que F’y = F4, pois F1 é
distinto do centro F, der; erp = |

Estes fatos nos permitem construir a isometria r o ry”", que é também
elemento do grupo poligonal. Mas esta composta € uma translagdo, uma vez que € a
composta de 2 rotagdes de centro disdintos, cujos angulos somam 0°.

Observamos a situagao no triangulo ABC
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Figura 2.30 — Translacao e Rotacéo de tridngulos

Seja F1= t(F1)=ro 1y (F1) =1 (Fy).
F 1 é diferente de Fj, pois F4 é diferente do centro F’1 der, e r # |. Portanto, t #
I, o que é absurdo, pois 0 grupo nao contém translagdes diferentes da identidade.

Logo, F1 = F3, e o grupo C contém somente rotagdes de um unico centro F.
TEOREMA-4: Um grupo poligonal é finito.

Demonstracdo: Seja C um grupo poligonal e F o centro das rotagbes de C.
Seja P um ponto arbitrario, P = F. As imagens de P, pelas rotagbes de C, estdo
numa circunferéncia de centro F e formam um conjunto discreto B (pois o grupo C é
discreto).

Pelo teorema de Bolzano- Weierstrass; “Todo conjunto infinito, limitado, tem
um ponto de acumulacao.”; logo este conjunto B é finito. Pois, se um conjunto nao
tem ponto de acumulacdo entdo ele é finito ou ilimitado. Como B é discreto e
limitado, portanto B é finito. Como uma rotacao de centro F é determinada por um
unico ponto P (P # F) e sua imagem, a cada ponto de B corresponde uma, e
somente uma, rotagéo do grupo C.

Logo, o grupo C contém somente um numero finito de rotagdes.
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TEOREMA-5: Todo grupo poligonal € um grupo ciclico de ordem finita n,

gerado por uma rotagao de angulo 2—“. Este tipo de grupo € indicado por C,.
n

Demostracdo: Seja C um grupo poligonal e F o centro das rotagbes de C.
Seja P, P # F, um ponto arbitrario, e sejam os pontos Py = P, P4, ..., Pn.1, imagens de
P pelas rotagdes de C, enumerados de modo que eles aparegam na ordem ciclica

na circunferéncia que os contém:

Figura 2.31 - Exemplo de Grupo Ciclico

Indicamos por r; a rotagédo do grupo C que aplicaPemP;,i=0,1, ..., n-1.

Sejam P; e Pj.1 dois pontos de distancia minimal e ¢ o angulo P, FP

i+1

(esta distancia

minima existe pois o conjunto dos pontos Py = P, P4, ..., P, é finito). A rotagéo r =
fiv1o I pertence ao grupo C e aplica Piem Pi.4, pois
r(Pi)=riwgor (Pi) = fiag (P) = Piuy
Vamos mostrar que a rotacdo r € um gerador do grupo C. Para isso
mostraremos primeiramente que os pontos P, P4, ..., Pn1 sdo equidistantes na
circunferéncia de centro F.
Seja rj uma rotacdo arbitraria do grupo C; ror; também pertence ao grupo C,

logo, existe um ponto P, 0 <s <n-1, tal que ror; (P) = P, e portanto, tal que
(ron)(P)=r((P)=r(P)=P

Os dois tridngulos P, F P,

.. € P,FP_sao congruentes pois | FP; | = | FPi4| = |
FP; | =| FP,| e o angulo central € o mesmo angulo ¢.
De fato: Como r (Pj) = P, e r € a rotagdo de angulo ¢ correspondente aos dois

pontos da distancia minima, temos que P, FPS =0



36

Logo, P,= P, e | Pi Pis| = |P; Pj+1| € como j € arbitrario, teremos que os pontos P,
P4, P, ..., Py s@o equidistantes.

Ainda: r (Pj) = Psr e ro r ( Pj) = Pj+1, j= 0, 1, 2, ..., (n-1) (mod n), o que
significa que rj+1 = rorj, ou seja,

rm=rorg=roe=r angulo¢

rp,=ror=ror=r% angulo 2¢

r3s=rory=ror’=r angulo 3¢
Fot = 1
h=ro ryq=r"=e, angulo ng =2n

Logo, o angulo ¢ é J_rg e 0 gerador do grupo é a rotagéo r de angulo 2—“
n n

Com isso, o grupo poligonal é ciclico, de ordem n.

Tem-se a seguir exemplos de ornamentos cujos grupos simétricos s&o grupos

. . ~ . 2n
do tipo C,, ciclicos com rotagdo de um angulo —.
n

Exemplos:
1- As figuras abaixo tém simetria de tipo Cq = {e}

0

Figura 2.32 - Ornamentos do tipo C;

Nota: Nessas figuras, de tipo C4, o correto é dizer que contém a operacgao de
nao fazer nada como a sua unica simetria, em vez de dizer que ndo possui simetrias;

seu grupo ornamental corresponde ao grupo G = {e}
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2- As figuras abaixo tém simetria de tipo C;:

Figura 2.33 - Ornamentos do tipo C,

Seu grupo ornamental corresponde ao grupo G = {r, e}

3- As figuras abaixo tém simetria de tipo Cj:

NcloZ

Figura 2.34 - Ornamentos do tipo C;

Seu grupo ornamental corresponde ao grupo G = {r, r*, e}

4.2.2- Grupos Diedrais

Os grupos diedrais sdo grupos ornamentais do tipo roseta, que apresentam
além das isometrias impréprias, também as préprias; pois o produto de duas
isometrias improprias do grupo € uma isometria prépria. Portanto o conjunto das
isometrias proprias contidas num grupo diedral “D” forma um subgrupo de “D”. Este
subgrupo é o grupo ciclico C,, para qualquer n € N(naturais).

Se uma figura finita tem exatamente n simetrias de rotacdo e n simetrias de
reflexdo de espelho, diz-se que o grupo ornamental da figura é do tipo D,, diedral,
para qualquer n € N. Porém, vamos considerar apenas uma reflexdo (vide exemplo
4, capitulo 1) e as outras reflexdes serdao combinagdes desta reflexdo com as

rotacdes.
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Exemplos:
1- As figuras seguintes tém simetria de tipo D4, uma reflexdo m e uma rotagao

de 2Tn = 21 (angulo nulo):

Figura 2.35 - Ornamentos do tipo D;

E comum referir-se a uma figura com simetria de tipo D1 como tendo SIMETRIA

BILATERAL. Seu grupo ornamental corresponde a D = {e,m}

2- As figuras seguintes tém simetria de tipo Dy, uma reflexdo m e duas

~ N 2n
rotagdes de angulo 5 =T

Seu grupo ornamental corresponde D = {e, m, r, rm}

Figura 2.36 - Ornamentos do tipo D,

3- As figuras seguintes tém simetria de tipo D3, uma reflexdo m e trés

~ A 2
rotagdes de angulo ?:
Figura 2.37 - Ornamentos do tipo D
Seu grupo ornamental corresponde D = {e, m, r, %, rm, ’m}
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4- As figuras seguintes tém simetria de tipo D4, uma reflexdo e quatro

~ R 2n  m
rotagcbes de angulo i = E:

0-0600-0

g

Figura 2.38 - Ornamentos do tipo D,

Seu grupo ornamental corresponde a D = {e, r, %, r*, m, rm, r’m, r’m}
Nota: Os grupos diedrais sdo gerados pela reflexdo m e pela rotagao r.
TEOREMA-6: O subgrupo das isometrias proprias de um poligono regular € um

grupo ciclico Cy,, gerado por uma rotagéor(F,z—n].
n

LEMA: Toda isometria imprépria € uma reflexao deslizante (translagao
refletida).

TEOREMA-7: As isometrias improprias contidas num grupo diedral séao
reflexdes em retas que passam pelo centro das rotagdes do grupo.

Demonstracdo: Suponhamos que D seja um grupo diedral e que J € D seja
uma isometria impropria. Pelo lema anterior, J € uma reflexao deslizante g (v, f) e g°
€ uma translacao de vetor (2v ) de D. Como D n&o contém translagées diferentes da
identidade, segue 2v = 0 e logo, v=0 o que implica J = g (v) = m. As isometrias
improprias do grupo D sao entao, reflexdes em retas.

. W

ok
N

Figura 2.39 — Exemplo de isometrisa improprias como reflexdes em retas
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Mostraremos agora que estas reflexdes sao reflexdes em retas que passam

pelo centro F da rotagao do grupo.

Seja m; uma reflexdo de D e seja r=r(F,2—nj e D. A transformada m; oromg
n
€ uma rotagcdo de D, de centro m; (F). Como toda rotacédo de D tem o centro F,

segue m;(F)=F,istoé, F e f.

TEOREMA-8: Um grupo diedral contém o mesmo numero de reflexdes em retas

como de rotagdes. Um grupo diedral é, portanto, um grupo finito de ordem par.
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5. AplicagGes

A palavra simetria encontrada nas mais diferentes formas da natureza, vivas
e inanimadas sugere equilibrio e proporgédo, padrdo e regularidade, harmonia e
beleza, ordem e perfeigdo. Por exemplo, temos simetria nas formas dos planetas ou

das pérolas das ostras, nos flocos de neve, nas borboletas, nas estrelas-do-
mar, nos ouricos, nas criacdes artisticas, escultura, arquitetura, poesia, pintura,

musica, etc.

Figura 5.2 - Tours Cathedral, France
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5.1- Simetria na Resolucéao de Problemas

A simetria é considerada como um grande instrumento que muitas vezes
facilita calculos e conduz a previsdao de novos fatos cientificos. Um problema
matematico geralmente consiste em um enunciado verbal, no qual resume as
informagdes dadas. Um aspecto interessante da simetria € seu grau de visibilidade,
ou seja, ela pode estar nitidamente presente na representagao, podera necessitar de

alguma alteracao até encontra-la, ou ainda, pode estar oculta.

Problemas Matematicos

Problema 1- (Exemplo de simetria nitida) O nosso “velho” conhecido
quadrado magico. (vide Figura 5.3). As simetrias de rotacao fornecem outras

representacdes da solugdo. A menos destas simetrias a solugao € unica.

2 |F| 6 41|9|2 6 (7|2
9 |61 3|87
4 3|8 8|1|6 8 (3

Figura 5.3 - Quadrado Magico

Problema 2- O objetivo do puzzle-15- (quebra-cabecga), quadrado 4 X 4
contendo pecas moveis com os numeros de 1 a 15 e um espaco livre, € misturar os
numeros fazendo deslizar as pecas, tentando depois repd-las na ordem inicial. Um
fato surpreendente é que, se pegar em duas pecgas e as trocar, se torna impossivel
resolver o puzzle. E é justamente este detalhe que pode ser analisado usando a

teoria de grupos.

g |10 | 11 | 12

13 |14 |15

Figura 5.4 - Puzzle 15

Problema 3- (Exemplo de simetria em uma representagdo modificada) Um

video game mostra que a competidora deve correr de sua posigao inicial de partida
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A para uma mesa longa CD que esta coberta com tortas de chocolate. A mesa tem
13 metros de extensao e esta colocada a 5 metros de A. Apds apanhar uma torta na
mesa, a competidora corre para seu parceiro, que esta a 8 metros da mesa, em B, e

Ihe esfrega a torta no rosto. Qual € a menor disténcia para ela poder realizar essa

proeza?
B
Jr’
Ak d. -
s P 8
5 . -
. .
- s
C—I el 4 I_D

13

Figura 5.5 - Exemplo de simetria em uma representacdo modificada- Ex: 1

O caélculo fornece uma estratégia grosseira de resolugdo desse problema.

Fazendo x = CP e y = dy + dy na figura 5.5, temos, pelo teorema de Pitagoras,

| !
y = (52 +x2)5 +(8*+[13—xJ)?. Agora é questdo de calcular a primeira derivada j_y
X

iguala-la a zero e resolver para x. Trata-se de um excelente exemplo de como
resolver um problema sem lucidez, por meio de um procedimento algoritmico.

Uma estratégia mais interessante e que nao depende do calculo é
experimentar uma abordagem de tentativa-e-erro ou uma abordagem de
aproximagodes sucessivas. O quadro seguinte contém alguns dados deduzidos das

condicionantes do problema com uma calculadora manual.

CP | PD d4 dz di+ d
0 | 13 | 5,00000 | 15,264 34 20,264
2 | 11| 538516 | 13,60147 | 18,986 63
4 9 | 640312 | 12,04159 | 18,444 71
6 7 | 781025 | 10,630 15 | 18,440 40*
8 5 | 943398 | 9,43398 | 18,867 96
10 | 3 | 10,44031 | 8,544 00 | 18,984 31
13 | 0 | 13,92839 | 8,00000 | 21,928 39
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A quase igualdade dos valores de di + dz, quando se tomam 4 e 6 como
medidas de CP, sugere que a aproximagao seguinte poderia ser, adequadamente,
CP = 5. Isso realmente gera um valor menor para d; + d, a saber, 18,384 78. Mas
nao foi provado que essa € a distancia minima, e a simetria intrinseca ao problema
ainda nao foi explorada.

A questao de calcular a menor distancia APB pode sugerir finalmente que se
transforme esse trajeto em linha reta; uma transformagéao que pode, certamente, ser
consumada refletindo-se o ponto B em torno da reta CD, para o ponto B’
simetricamente conjugado. Uma vez que tal reflexdo preserva as distancias, o
comprimento do trajeto APB deve ser o mesmo do trajeto APB’, e esse comprimento
€ minimizado pela linha reta AB’, como se vé na figura 5.6. Agora é facil notar,
usando tridngulos semelhantes, que CP = 5. Dessa forma, o problema original tem
uma solugao extremamente simples e elegante, uma vez usado o conceito de
simetria; se a mesa de tortas for recoberta por um espelho, a competidora do video
corre na diregcdo da imagem de seu parceiro no espelho, até poder apanhar uma

torta, sem usar matematica nenhuma.

B
A dZ.f'J.J
\\ dl // E
5 x\\ L
. // ]
] i
CI P |[:I
I . I
I . I
| b |
| S
I . I
I . I
I W
I ol
| 1B
13

Figura 5.6 - Exemplo de simetria em uma representacdo modificada- Ex: 2

Essa construgdo pode parecer apenas um truque, mas, na verdade, € um
resultado profundo, aplicavel a fisica na determinagao da trajetéria de uma bola de
bilhar que bate e volta ou na de um raio de luz refletido. Como conseqiéncia tem-se
a lei de que o angulo de incidéncia € igual ao angulo de reflexao.

A simetria pode auxiliar a resolver com lucidez problemas de algebra e de
geometria. Os dois problemas anteriores incorporaram a simetria de reflexdo; o

préximo problema introduzira a simetria de rotagao.
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Problema 4: (Exemplo de simetria oculta) Calcule a soma da série infinita
1 1 1 1

2716 64 256

Naturalmente, é bem sabido que se x € um numero real com valor absoluto
menor do que 1, a soma da progressdo geométrica infinita x + x*> + x> + x* +... é igual
a x/(1-x). Essa equagao, ou uma como essa, aparece muitas vezes no estudo da
algebra, e espera-se que os alunos se lembrem da féormula pelo menos até a
préxima prova. Dessa forma, este problema pode ser resolvido fazendo x = 7 na
féormula, e assim obtemos que a soma da série € 1/3. No entanto, isso certamente
nao é resolver um problema com lucidez. Pode a soma ser visualizada sem ser com
a manipulagao de simbolos algébricos?

Para x = %, temos a série infinita relacionada(%j+Gj+[%)+(%)+.... E

possivel imaginar essa soma como uma sequéncia de passos que atravessam um
intervalo de comprimento unitario. Percorrendo % do intervalo, depois 72 da distancia
restante e novamente 2 da distancia restante, infinitamente, chega-se cada vez
mais perto do extremo 1 do intervalo. Assim, a soma da série é igual a 1.
Infelizmente esse método n&o funcionara para x = %i. Realmente, € quase
impossivel para a maioria dos alunos (ou para a maioria dos professores!) imaginar

1

o ponto limite da soma l +| —
4 16

1 : , s
j+(aj em um intervalo de comprimento unitario.

Outra maneira de proceder € chamar a soma procurada de y. Observemos

que todos os termos de y figuram na soma (%j+(ij+&j+(%j que totaliza 1.

Se subtrairmos esses termos de 1, o resultado € 1 -y = (%)+[%j+[3i2j+ . Mas

essa série resulta de dobrar cada termo da série cuja soma € procurada; isto €,

A ) oo rormmre

Assim, obtivemos a resposta sem fazer uso da férmula algébrica. Ademais, o

fato de termos relacionado a série dada com uma mais conhecida aumentou nossa
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satisfacao. Contudo, esse método nao se generaliza para fornecer a soma de uma

- 1 1 1
série como 3 + 55 + 5 +.... Logo, recomenda-se procurar outra abordagem.

Estando-se motivado pelo desejo de usar simetria, pode-se construir uma
representacdo concreta da série infinita como na Fig. 6. Imagine trés pessoas
comendo um bolo. O bolo esta cortado em quatro pedagos congruentes, cada
pessoa pega um pedaco (1/4 do bolo) e ha um pedago sobrando. Por cortesia,
ninguém quer pegar o ultimo pedacgo; assim, este é cortado em quatro pedagos
congruentes. Cada pessoa pega um pedaco (V2 de Y42 ou 1/16 do bolo), deixando
sobrar um pedago que € cortado em quatro pedagos congruentes. Repete-se esse

processo até que sobre uma migalha microscopica. Entdo cada pessoa

comeu(%)+(%)+(é}.. do bolo. Mas havia trés pessoas e, pela simetria do

processo, cada pessoa comeu uma quantidade igual de bolo; logo, essa quantidade

deve ser %

Facilmente se generaliza esse método para o caso de n-1 pessoas
partilharem o bolo.

E importante olhar para o enunciado do problema, particularmente seus
dados, para ter indicios de que a simetria pode estar presente. Aqui, 0 primeiro
termo da série dada, 74 , pode ser representado assimetricamente como um quarto
da distancia ao longo de um intervalo unitario, ou simetricamente como cada uma de
quatro por¢des equivalentes de uma quantidade unitaria. Estar predisposto para o
uso de simetria estimula a ultima escolha, e desenvolver essa idéia leva a

representacéo da Figura 5.7.

+

Figura 5.7 - Exemplo de simetria oculta
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A importancia da simetria esta diretamente ligada ao fato de estar presente
em muitos ramos diferentes da matematica, assim também como na fisica, quimica,
musica e arte.

Uma aplicacdo de onde a simetria é superdtil é na fisica. Ela é vista como um
importante principio ordenador que permite a classificacdo de sistemas fisicos. Por
exemplo, a conservagao da energia, do momento angular, da massa, da carga
elétrica, etc; leis estas, avaliadas hoje, como manifestacées de propriedades de
simetria dos sistemas fisicos.

A conservacao de energia encontra-se associada a homogeneidade do
tempo. Afirmar que o tempo € homogéneo equivale a admitir que os sistemas fisicos
apresentam hoje precisamente o mesmo comportamento que apresentavam ontem e
que apresentardo amanha. Em outras palavras, esse comportamento possui simetria
de translacdo no tempo.

O estudo das relagcbes entre leis de conservacdo e principios de simetria
assume uma importancia crucial em fisica, uma vez que conduz a uma classificagcao

natural dos fenbmenos conhecidos e permite prever novos fenbmenos.

A andlise de certas estruturas elétricas pode ser bastante simplificada com a
existéncia de um ou mais eixos de simetria de reflexao contidos nos seus planos,
pois o calculo das resisténcias equivalentes fica mais simples com a estrutura

simétrica, uma vez que ha superposicdo de equacdes.

Figura 5.8 - Exemplo de estrutura elétrica simétrica

5.2. llustracédo do Grupo Roseta no Cotidiano

Serdo exibidas algumas fotografias para mostrar onde sdo encontradas as
simetrias e com certeza para também identificar e reconhecer sua beleza. Na

arquitetura, pintura, por exemplo em azulejos, em portdes de ferro de residéncias,
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enfim no nosso cotidiano, encontramos figuras, as quais podem ser classificadas

Ccomo um grupo roseta.
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Figura 5.9 - Catedral de Reims-Franca
[10] pé&g: 131 (D,-Diedral 1)

Figura 5.10 - Alhambra-Espanha Figura 5.11 - Catedral de Bourges-Franca
(Grupo Cristalografico de dimenséo 2) [10] pag: 130 (D;-Diedral 1)
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Figura 5.12 - Altar lateral da Catedral de Floriandpolis

Flgura 5. 13 Porta Iateral da Catedral de
Floriandpolis
(Grupo de Fita)

(D;-Diedral 1)

|gura 5 14 - Rosacea da Catedral de Notre Dame-
Franca (1)
[10] pag: 137 (D,-Diedral 12)
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i
Figura 5.16- Circulo Limite 111 [11] pag: 24




Figura 5.18 - Residéncia do bairro Trindade de Florianépolis
(Grupo de Fita onde a figura transladada (unidade basica) € um D,-Diedral 4)
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Figura 5.19- Residéncia do bairro Trindade de Floriandpolis
(Grupo de Fita com unidade bésica igual a D;-Diedral 1)
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Figura 5.20 - Residéncia do bairro Trindade de Floriandpolis
(Grupo de Fita com unidade bésica igual a D,-Diedral 2)
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Figura 5.21- Rsidénia dobarro Trindade de Florianépolis
(Grupo de Fita com unidade basica igual a D;-Diedral 1)
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Figura 5.22 - Residéncia do bairro Trindade de Floriandpolis
(Grupo de Fita com unidade basica igual a D4-Diedral 4)




Figura 5.23 - Azulejo de banheiro de um apartamento
(Grupo de Fita com unidade basica igual a D;-Diedral 1)

Figura 5.24 - Residéniao bairro Trindade de Florianépolis
(D,-Diedral 2)
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Figura 5.25 - Residéncia do bairro Trindade de Floriandpolis
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Figura 5.27 - Residéncia no centro de Sombrio
(Grupo Cristalografico de dimesdo 2 com unidade basica igual a D,-Diedral 4)
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Figura 5.28 - Rosacea da Catedral de Notre Dame-Franca (2)
(D46~ Diedral 16)

Mandalas

Mandalas sdo simbolos ancestrais que representam o universo e possuem
um campo energético de muita forca. E ilustrada frequentemente como um palécio
com as quatro portas, enfrentando os quatro cantos da terra. Sdo desenhos
sagrados que abrigam, no seu interior, forgas da natureza representadas no seu
simbolismo perfeito.

Figura 5.29 - Mandalas [16]


http://www.geomatrix.co.uk/sufi.html
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Simbolos Comerciais

¢

F A Y

Mitsubishi (D3 - Diedral 3) Mercedez-Benz (D3 - Diedral 3)

\ Y\

New Holland (D1- Diedral 1) McDonalds (D1- Diedral 1)

Figura 5.30 - Simbolos Comerciais
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6. Conclusao

Devido ao fato do curriculo do curso de Matematica — Licenciatura da
Universidade Federal de Santa Catarina ter apenas uma disciplina de algebra, surgiu
o interesse de conhecer mais esta area, principalmente pela dificuldade de perceber
alguma aplicagéo concreta da mesma.

Esta pesquisa sobre simetria e a teoria de grupos € um assunto realmente
muito interessante e curioso, pois ndo se tendo muito conhecimento de algebra
perguntaria-se “qual a relagdo entre figuras simétricas ou simetrias de uma figura
com a teoria de grupos?”. E neste trabalho é demonstrada a relagdo que existe entre
ambos: um conjunto de simetrias de uma figura tem caracteristicas de um grupo, ou
melhor, um conjunto de simetrias de uma figura € um grupo.

O incentivo ao uso das simetrias no processo de resolugao de problemas é
muito importante, uma vez que as simetrias s&o grandes instrumentos para
visualizar, esclarecer, enfim solucionar muitos problemas.

O estudo mais direcionado ao Grupo de Fita e ao Grupo Cristalografico de
dimensao 2, que por limitacdo de tempo nao foi possivel ser realizado, fica em

aberto para aqueles que se apaixonarem pelo tema.
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