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INTRODUCAO

Ao que sabemos, tudo comegou com Tales (Mileto, 625 a.C. - 557 a.C.), mais tarde veio
Pitdgoras (Samos, 571a.C. - 497 a.C.) e entao Euclides (Alexandria, 360 a.C - 295 a.C).

Muito tempo antes de Cristo, o homem ja havia formalizado grande parte de seu
conhecimento geométrico com o suporte apenas da légica, sendo que o método axiomatico
inventado pelos gregos, atinge seu dpice com Euclides.

Pela enorme genialidade do seu autor, durante mais de dois mil anos, o Elementos de
Euclides reinou absoluto e somente no século XIX é que surgem rachaduras no magnifico
edificio por ele construido.

O famoso quinto postulado de Fuclides, o qual fazia uma afirmacgao equivalente a dizer
que por um ponto fora de uma reta passa uma tinica paralela a essa reta, era desde o inicio,
considerado menos evidente que os quatro primeiros e durante muito tempo, matemaéticos
concentraram esforcos para tentar demonstra-lo sem a necessidade de colocd-lo em forma
de postulado, no entanto, o méximo que conseguiram foi demonstrar a equivaléncia deste
postulado e de algumas outras afirmagoes.

Surge mais tarde a idéia: seria possivel provar sua negacao? Ou seja, mostrar que por
um ponto fora de uma reta nao passa paralela alguma a essa reta ou passa mais de uma?

A primeira condicao ja havia sido descartada ainda nos tempos de Euclides e mesmo a
segunda nao pode ser demonstrada, entretanto alguns avancos foram feitos nessa direcao.

Girolamo Saccheri (Itdlia, 1667 - 1733) e Johann H. Lambert (Suica, 1728 - 1777)
foram dois matemdticos que dedicaram-se a tentar deduzir uma contradi¢cao assumindo
a negacao do quinto postulado e assumindo os quatro primeiros, porém eles conseguiram
demonstrar uma série de teoremas sem chegar a contradi¢ao alguma.

Foi somente no século XIX que dois outros matematicos conhecidos por Nikolai I.
Lobachevski (Russia, 1792 - 1856) e Jdnos Bolyai (Hungria, 1802 - 1860) desenvolveram
independentemente e quase simultaneamente, uma geometria consistente assumindo os
quatro primeiros postulados em conjunto com a negacao do quinto postulado de Euclides,
0 que na pratica prova a independéncia do quinto postulado, ou o que é o mesmo, prova
que é impossivel provar-se o quinto postulado de Euclides como decorréncia dos quatro
primeiros. Surgem entao as geometrias nao-euclideanas.

Tudo isso ocorreu de uma forma um tanto desorganizada e somente mais tarde, com

o auxilio dos axiomas de David Hilbert (Alemanha, 1862 - 1943) para a geometria euclid-
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INTRODUCAO v

eana, se pode entender com mais clareza o cardter arbitrdrio dos axiomas da geometria e
em particular do quinto postulado.

Hilbert desenvolveu uma teoria axiomaética rigorosa para a geometria, onde cada uma
das afirmacoes feitas deveria ser provada apenas com o apelo a axiomas, defini¢oes e
teoremas previamente demonstrados.

A teoria axiomética de Hilbert dividia-se em cinco grandes grupos: axiomas de in-
cidéncia, ordem, congruéncia, continuidade e paralelismo. Essa visao da geometria, devi-
damente atualizada, é tratada na primeira parte do presente trabalho e é denominada de
o ponto de vista cldssico.

Nesta primeira parte do trabalho, daremos uma defini¢ao precisa de geometria e incre-
mentaremos ao longo do trabalho, novas estruturas, formando diferentes tipos de geome-
tria.

Serao apresentados modelos a cada tipo de geometria, os quais servirao para obtermos
uma visao mais intuitiva e para outros fins especificos que serao detalhadamente explicados
no corpo do trabalho.

Dois modelos entretanto, merecerao especial atencao de nossa parte, pois servirao
como “espinha dorsal” para o desenvolvimento do trabalho. O plano euclideano e o
plano hiperbdlico serao utilizados do inicio ao fim de todo o nosso percurso. Daremos
uma caracterizagao axiomdtica completa desses modelos. De fato, esses dois modelos
servirao para provarmos, agora na segunda parte do trabalho (denominada de o ponto de
vista moderno), a categoricidade do conjunto de axiomas tanto da geometria euclideana
quanto da hiperbdlica.

Nesta segunda parte do texto, estudaremos a geometria de um ponto de vista um pouco
diferente. Essa visao, desenvolvida por Felix Klein (Alemanha, 1849 - 1925), enxerga a
geometria em termos de suas simetrias, ou transformacoes que preservam os objetos e
relacoes geométricas.

Mostrar a categoricidade de uma determinada geometria é um resultado bastante
importante, pois garante que dois modelos quaisquer desta geometria sao isomorfos e do
ponto de vista da geometria tornam-se indistinguiveis.

No espirito da visao de Klein, serao estudados os isomorfismos entre modelos. Também
estudaremos, com certo nivel de detalhes, o grupo de automorfismos de uma geometria,
sendo este o conjunto de transformacoes que preservam determinadas caracteristicas den-
tro de uma mesma geometria.

Finalmente, encontraremos as transformagoes que formam o grupo de automorfismos
no modelo euclideano e no modelo hiperbdlico, fazendo a caracterizacao completa desses

dois modelos e indiretamente das geometrias euclideanas e hiperbdlicas.



Parte 1

O PONTO DE VISTA CLASSICO



Faremos uma explanacao nos mais diversos tipos de geometria, apresentando modelos
que representam cada tipo, fazendo-se os comentédrios e explicagoes convenientes a cada
modelo apresentado.

Utilizaremos uma abordagem com recursos da teoria de conjuntos. Nem todas as
explicacoes a respeito dessa teoria serao feitas sendo que daremos énfase apenas aos pontos
mais pertinentes ao assunto.

A seguir daremos uma definicdo precisa do que consideraremos uma geometria.'

'E pertininte porém explicarmos, que este trabalho trata apenas de geometrias planas.



Capitulo 1

GEOMETRIA ABSTRATA

Definicao 1 Uma geometria abstrata ou simplesmente uma geometria é um par or-
denado A = (T',L), onde T é um conjunto cujos elementos sio chamados de pontos e L
é uma colegcao de subconjuntos de I' chamados de retas, tais que:

A(1) Para quaisquer A e B distintos pertencentes a I', existe um elemento | de L tal
que A e B pertencem a l;

A(2) Para todo elemento | de L, existem A e B distintos pertencentes a I' tais que A

e B pertencem a l.

A primeira afirmacao garante que dois pontos definem uma reta, enquanto que a
segunda afirmacao impoe a condicao de que toda reta possua pelo menos dois pontos!.

Note que nao estd sendo imposta a condicao de que dois pontos definam uma reta
unicamente.

Diremos que um ponto P pertence a uma reta r, que P é incidente a r ou ainda que
r passa por P para significar a mesma coisa.

A fim de manter um contato com a terminologia usual, chamaremos frequentemente

os exemplos de geometria abstrata de modelos de geometria ou simplesmente de modelos.

1.1 O modelo vazio
Proposigao 1 Seja I' =L=0, entao o modelo b= (0,0) é uma geometria abstrata.

Demonstracao:

Se a condi¢ao A(1) nao fosse verdadeira, entao deveriam existir A e B pertencentes a ()
tais que A e B nao pertengam a [, para todo [ pertencente a (), no entanto tais elementos
obviamente nao podem pertencer ao conjunto vazio e portanto a primeira condicao é

assegurada por vacuidade.

1Como deve estar claro no contexto, os termos "ponto"e "reta"sdo puramente formais, sem necessari-
amente possuir o significado intuitivo usual.
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De maneira similar, garante-se a validade da segunda afirmagao, pois se essa nao
ocorresse, terfamos que encontrar um elemento [ pertencente ao segundo elemento de P
(I pertencente ao conjunto vazio) de tal maneira que para quaisquer A e B pertencentes
a 0, A e B nao pertencessem a [, mas tal elemento [ com certeza nao pode existir.

C.Q.D.

1.2 Geometria de 3 pontos

Sejam
I's = {Aa B: C}

b3 = {{Aa B}> {37 O}’ {A7 C}}

Com isso, teremos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2 G; = (I's,L3) é uma geometria abstrata (fig.1.1).

Figura 1.1: Geometria de 3 pontos

Demonstracao:

I's € um conjunto e L3 é uma colecao de subconjuntos de I's como pede a definicao.
Além disso, vemos claramente que para quaisquer dois pontos distintos de I's temos uma
reta pertencente a L3 que os contém. Conforme exige a segunda condi¢ao, vemos também
que todo elemento de L3 possui dois elementos de I's.

C.Q.D.

Definicao 2 Numa geometria, dizemos que duas retas sao paralelas se nao possuem

pontos comuns. Caso contrdrio, dizemos que estas sdo concorrentes.

Note que na geometria de trés pontos nao existem retas paralelas, pois as tnicas 3
retas existentes nessa geometria ({A,B},{B,C},{A,C}) possuem sempre um ponto comum

quando tomadas duas a duas.
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Definicao 3 Sejamr € L e P €T : P ¢ r. Dizemos que um modelo de geometria é uma

geometria eliptica se toda reta que passar por P for concorrente a r.

Facilmente podemos verificar que a geometria de 3 pontos e o modelo vazio sao geome-
trias elipticas.
Vejamos agora o caso de um dos dois principais modelos deste trabalho, o plano

euclideano?.

1.3 O plano euclideano

Seja
1_‘E:IRQ :{(ZE,Z/) Zi’,yGR}

e considere os seguintes subconjuntos de I'g:

Lo ={(z,y) e R*: 2 = a}

onde a é uma constante;

Ly ={(z,y) €R2:y:maz+b}

onde m e b sao constantes.
Defina L como sendo a cole¢ao dos conjuntos da forma L, e L,,; para todos os

possiveis a, m e b pertencentes aos reais.
Proposicao 3 O par ordenado E = (T'g,Lg) é uma geometria abstrata (fig.1.2).

Demonstracao:

A(1) Sejam A = (xa,ya) € B = (vp,yp),A # B. Se x4 = x5 = k, entdo A e B
pertencem a reta L, € Lg e caso r4 # xp tome m = % e b = ys — mzxyu, entao
teremos que y4 = mr4 +beyg =map+ b, logo A e B pertencem a reta Ly, € Lg.

A(2) Para toda reta do tipo Ly, tome os pontos A = (k,1) e B = (k,0), entao A e B
pertencem a ['p e claramente pertencem a Lj.

Agora, para uma reta do tipo L,,; considere duas situacoes:

Caso m = 0, teremos que A = (1,b) e C = (0, b) pertencem a L,,;, pois os dois pontos
satisfazem a equacao y = max +bouy =0x+b=0b.

Caso contrério, para m # 0, tome os pontos A = (0,b) e C' = (—%, 0). Assim, teremos
que A e C pertencem a reta L,,; uma vez que ambos satisfazem a equacao y = mx + b.

C.Q.D.

Veja que no plano euclideano existem retas paralelas.

2Este nome é dado em homenagem ao matemético grego Euclides de Alexandria (360 a.C. - 295 a.C.)
que formalizou axiomaticamente em seus Flementos, todos os conhecimentos geométricos de sua época.



CAPITULO 1. GEOMETRIA ABSTRATA 6

x=k

y=mxtb

0.0) =

Figura 1.2: Plano Euclideano

De fato, se considerarmos as retas L; e Lo pertencenes a Ly, vemos que estas nao
possuem ponto comum, ji que todo ponto pertencente a reta L; é do tipo (1,y) com y
real e todo ponto pertencente a reta L € do tipo (2, z) com z pertencente aos reais. Assim
sendo, nenhum ponto pode pertencer a L; e Ly simultaneamente.

E importante observar que qualquer teorema a respeito da geometria abstrata deve
ser provado sem qualquer apelo a modelos. Devemos demonstra-los utilizando apenas as
afirmacgoes dadas na defini¢ao e nos axiomas A(1) e A(2), uma vez que queremos que 0s
teoremas sejam vélidos em todos os modelos.

Os modelos tém grande importancia para aplicagoes praticas dos mais diversos tipos
de geometria, pois nos modelos, como j4 foi descrito acima, todos os axiomas serao vélidos
e por consequéncia os teoremas (provados apenas a partir desses axiomas) serao automati-
camente mantidos para esses modelos.

Uma outra utilidade de modelos é a apresentacao de contra-exemplos. Por exemplo,
se encontrarmos um modelo de geometria abstrata onde nao existam retas paralelas (¢
o caso da geometria de 3 pontos) podemos garantir que a partir apenas dos axiomas
da geometria abstrata serd impossivel mostrarmos que existem retas paralelas, pois este
modelo encontrado satisfaz todos os axiomas mas nao possui tais tipos de retas. Como
ja argumentamos, os teoremas devem ser decorréncia dos axiomas e valer para todos os
modelos que satisfacam esses axiomas.

Observacao importante: Conseguimos encontrar um modelo de geometria abstrata
que nao possui retas paralelas (a geometria de 3 pontos, conforme argumentado acima) e
um outro que possui (plano euclideano). Com isso, vemos que os axiomas da geometria
abstrata sao insuficientes para provarmos a existéncia ou inexisténcia de tais tipos de

retas.

Defini¢ao 4 Seja G = (I',£) uma geometria. Sejam r € L e P € I' nao incidente a
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r. Diremos que G é uma geometria parabdlica se pelo ponto P passar uma inica reta

paralela a r.

O plano euclideano (ou modelo euclideano), a principio é um modelo de geometria,
enquanto que uma geometria parabélica é simplesmente uma geometria com determinada
propriedade. Entretanto, veremos futuramente que o plano euclideano é um modelo de
geometria parabdlica.

De um ponto de vista metodoldégico®, existem 3 propriedades que precisam ser anal-
isados em qualquer conjunto de axiomas para a geometria. FElas sao: Independéncia,
Consisténcia e Categoricidade.

Um conjunto de axiomas serd independente se for impossivel provarmos qualquer um
de seus axiomas a partir dos demais. Nesse caso, poderemos concluir que estamos fazendo
um nimero minimo de exigéncias, uma vez que cada uma dessas exigéncias tem particular
importancia e sé é garantida através da imposicao de um axioma.

Uma maneira de provarmos que um axioma € independente dos demais é exibindo um
modelo no qual todos os axiomas sao mantidos e outro modelo onde todos os axiomas,
com excecao apenas do axioma em questao, sao verdadeiros. Tal discussao serd retomada
com mais detalhes no decorrer do trabalho.

A consisténcia de um conjunto de axiomas diz respeito & impossibilidade de derivagao
de contradigoes, isto é, diremos que um conjunto de axiomas é consistente se conseguirmos
provar que apenas assumindo esses axiomas € impossivel deduzirmos uma afirmacao e sua
negacao.

No nivel em que trataremos nosso texto, consideraremos que um conjunto de axiomas
é consistente se existir um modelo para este conjunto.

Por 1ltimo, diremos que um certo conjunto de axiomas é categorico, se quaisquer dois
modelos que satisfacam esses axiomas forem isomorfos*, ou seja, se existir uma bijecao
entre os pontos de cada um dos modelos de forma que todas as relagoes que sao definidas
entre os pontos do primeiro modelo, mantem-se invariantes em suas imagens no segundo
modelo.

O préximo modelo serd, assim como o plano euclideano, um modelo bastante im-
portante e serd referido vérias vezes no decorrer do trabalho, por isso devemos dar uma

atencao especial a ele.

1.4 O plano hiperbdlico

Seja
Ty ={(x,y) e R*:y >0}

3Esta discussdo é um tanto informal. Uma discussdo mais detalhada dessas questdes estd fora de nosso
€scopo.
4Discutiremos isomorfismo entre modelos na segunda parte desse trabalho.
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Para definirmos Ly, vejamos dois tipos especiais de retas:

oL={(z,y) €Ty :zv=0a}

onde a € R é uma constante (chamaremos este tipo de reta, de reta do tipo I);

Ly ={(z,y) €Ty : (x — ) +y* =1r?}

onde c¢ e r sao nimeros reais e r > 0 . A este tipo de reta, chamaremos de reta do tipo II.

Finalmente, Ly serd a colecao de todas as retas do tipo ,L e .L,.

Proposicao 4 H= (I'y,Ly) é uma geometria abstrata. (fig.1.3)

Figura 1.3: Plano Hiperbdlico

Informalmente, o plano hiperbdlico ¢é a parte "superior"do plano euclideano, suas retas
sao de 2 tipos que sdo representadas por semi-retas (no sentido euclideano) com origem
em um ponto no eixo x, todas num mesmo semi-plano x4 e por semi-circunferéncias
(no sentido euclideano), também contidas em x4. Seguiremos com a verificagao de que
H= (I'y,Ly) é uma geometria abstrata.

Demonstracao:

Ly é uma colecao de subconjuntos de I'y. Para mostrarmos que de fato H é um
modelo de geometria abstrata, temos que verificar os axiomas A(1) e A(2).

Para mostrarmos A(1), consideremos dois casos:

Sejam A = (z4,ya) € B = (vp,yp) pontos de I'y.

1° caso (x4 = xp = ¢): Nesse caso, A, B € .L pertencente a L.

2° caso (x4 # xp): Tome entao

2

2 2 2
Yp —Ya + T — Ty \/ 9 | 2
c= er = Tpa—C)*+Y
2($A—$B> ( ) A
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Com essas escollhas de ¢ e r, podemos verificar que os pontos A e B satisfazem a equagao
(x — 0)2 +y? = r? e portanto pertencem a reta L, € L.

A afirmagao A(2) é obviamente satisfeita para uma reta do tipo I. Para uma reta do
tipo II (.L,), precisaremos encontrar dois pontos (z,y) € I'y que satisfagam a equacao

(r — ¢)? + y* = . Basta tomarmos yy < r uma vez que

y0<r:>y§<r2:>r2—yg>0

com isso conseguiremos

(o —c)? =r? -~y >0=m0=+/r2 -~} +c

e portanto os pontos

A:(\/T2_yg+07y0) eB:(_\/TQ_y8+vaO)

satisfazem a equacao (r — ¢)? +y* = r?, logo, A, B € .L,.

C.Q.D.

Defini¢ao 5 Seja G = (I',L) uma geometria. Sejam r € L e P € T ndo incidente a r.

Diremos que G é uma geometria imagindria® se pelo ponto P passar mais de uma reta

paralela a r.

O plano hiperbélico ¢ um modelo de geometria imaginaria, conforme sera verificado

posteriormente.

Veremos a seguir um quinto modelo de geometria abstrata, a esferera de Riemann®.

1.5 A esfera de Riemann
Considere o conjunto
S?={(z,y,2) ER®*: 2 +¢* + 2> =1}

Apelando para conhecimentos da Geometria Analitica, vé-se que S? ¢ uma esfera de raio
1.
Pa,b,c = {(ZE,Z/, Z) S RS cax + by +cz = ()}

onde a, b e ¢ sdo constantes reais nao todas nulas. Novamente pela Geometria Analitica,

concluimos que F, ;. ¢ um plano que passa pela origem do sistema.

®Normalmente nos referimos a este tipo de geometria como geometria hiperbdlica, no entanto evitamos
aqui o uso desse termo porque o mesmo sera utilizada mais tarde para outro fim.

OEste nome ¢ dado em homenagem ao matemético alemao George F. B. Riemann (1826 - 1866) que
apresentou este modelo de geometria.
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Considere
2
Ga,b,c =5°N Pa,b7c

G é chamado de grande circulo (fig.1.4). Ly é a colegdo de todos os grandes circulos

existentes. Dessa maneira, temos a seguinte proposicao

Proposigio 5 R = (52, Lg) é uma geometria abstrata.

Figura 1.4: Grande circulo

Demonstracao:

E claro que Ly é uma colecio de subconjuntos de S?, pois Lp é a colecio de todos os
grandes circulos, subconjuntos de S2.

A(1) Dados A = (z4,Ya,24) € B = (vp,yn, 2p) distintos e pertencentes a S?, temos
que encontrar um grande circulo que passe por A e B. Para isso, pensaremos em R? como
um espago vetorial. Nesse caso, os pontos A e B representam vetores nao nulos e desde
que nao sejam muiltiplos um do outro (esse caso é tratado na observagao dada abaixo)
podemos encontrar um vetor normal a ambos através do produto vetorial entre eles.

Concluimos entao que o vetor
ﬁ R—
n = (?JAZB — YBRA, TBRZA — TAZB; TAYB — IB?JA)

é normal a esses vetores e portanto, normal ao plano formado por eles em conjunto com
a origem. Verifiquemos esse fato:

Os pontos A e B pertencerao ao plano
Pope:rar+by+cz=0

se tomarmos (a,b,c) = 7.

De fato, a equacao
(Yazp — ypza)r + (vp2a — va2B)y + (Tays — TpYa)z =0

¢ verificada para (LC,y,Z) = (anyAa ZA) =Ae para (l’,y,2> = (xB7yBazB) = B.



CAPITULO 1. GEOMETRIA ABSTRATA 11

Conclufmos entao que A e B pertencem a P, ., € como sao pontos de S?, pertencem
a intersegao de P, ;. com S?, logo, existe um grande circulo (G, ) que passa por A e B.

Obs.: Caso os vetores A e B sejam muiltiplos um do outro (diremos entdo que A e
B sao pontos antipodais), seu produto vetorial serd igual ao vetor nulo e teremos que
a=20,b=0ec=0, no entanto, precisamos que um desses seja diferente de zero para
encontrarmos um plano bem definido.

Um plano que passe pela origem e por A, automaticante passard por B, pois A e B
sao multiplos um do outro (fig.1.5). Precisamos entao encontrar um plano que passe por
A e pela origem. Para isso temos que encontrar a, b e ¢ nao todos nulos, satisfazendo a
equacao axra + bya + cza = 0.

Note que o ponto A precisa ter pelo menos uma coordenada diferente de zero, pois
vh+yatza=1

ja que A € S%. Suponha sem perda de generalidade que x4 seja diferente de zero, entao

enquanto b e ¢ podem assumir valores reais quaisquer e isso implicard que existe nao
apenas um, mas infinitos planos que passam pela origem e por A (e consequentemente

por B). Dessa forma, também existirdo infinitos grandes circulos que passam por A e B.

Figura 1.5: A e B sao pontos antipodais

Para mostrar A(1), precisdvamos apenas encontrar um grande circulo passando por A
e B, no entanto para um caso especial (onde A e B sdo pontos antipodais), encontramos
infinitos grandes circulos passando por eles. Esse resultado sera utilizado futuramente.
A(2) Seja P, um plano passando pela origem. Mostraremos que Gy, possui dois
pontos.
Pape={(z,y,2) € R®: ax + by + cz = 0}
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onde a, b e ¢ sao constantes nao todas nulas. Suponha sem perda de generalidade, que a

seja nao nulo. Nesse caso temos que:

T=——y— -z
a a

Como
Ga,b,c = S2 N Pa,b,c

precisamos que 2 + y? + 22 = 1. Substituindo a primeira equacao na segunda:

b ¢ \? 9 9
——y——z| +ty +z =1
a a

((g>2+1> v+ ((2)2+1> 22 —Q%yz =1

Para y = 0 a equacao reduz-se para

e entao:

logo

[ 1
z== W

Conclui-se que os dois pontos A = (z,y,2) e B = (x,y, —2) pertencem ao grande circulo

G com as escolhas

C.Q.D.

Uma analise cuidadosa pode verificar que a esfera de Riemann é um modelo de geome-
tria eliptica.

Entraremos agora numa nova parte do assunto, onde discutiremos um caso especial

de geometria abstrata, o qual chamaremos de geometria de incidéncia.



Capitulo 2

GEOMETRIA DE INCIDENCIA

Definicao 6 Numa geometria, 3 pontos distintos sao colineares se sao todos incidentes

a uma mesma reta. Caso contrdrio, eles serao nao colineares.

Definicao 7 Seja A= (T',£) uma geometria abstrata. Diremos que A é uma geometria
de incidéncia se:

I(1) Para quaisquer pontos A e B distintos pertencentes a l € L, se A, B € l', entdo
I'=1;

1(2) Ezistem 3 pontos ndo colineares.

O axioma (1) impoe que por dois pontos distintos deve passar uma nica reta e evita
situagoes como esta ilustrada na figura abaixo, onde duas "retas"passam pelos mesmos

dois pontos.

Figura 2.1: A e B definem mais de uma reta

Observe que para 3 pontos distintos serem nao colineares, é suficiente que se verifique
a nao incidéncia do terceiro ponto numa reta definida pelos dois primeiros, uma vez que

esta reta é tnica por I(1).

13
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Uma vez que por dois pontos distintos A e B passa uma tnica reta (axioma I(1)) de-
notaremos essa reta por AB. Veremos a seguir, quais dos modelos expostos anteriormente
sao modelos de geometria de incidéncia.

O modelo vazio, obviamente nao pode ser um modelo de geometria de incidéncia, pois
o axioma I(2) exige que existam 3 pontos nao colineares, o que nao ocorre nesse modelo
onde nem se quer existem pontos.

E fécil verificar que a geometria de 3 pontos satisfaz todas as condicdes necessérias
para ser um modelo de geometria de incidéncia.

Ja foi observado anteriormente que na esfera de Riemann existem pontos distintos
que definem mais de uma reta e portanto este modelo de geometria abstrata nao é um
modelo de geometria de incidéncia em vista do axioma I(1). Pensando num contra-
exemplo explicito, podemos pensar nos pontos antipodais A = (1,0,0) e B = (—1,0,0)

pertencentes a S2. Considere os planos Py10 (y =0) e Poo1 (2 = 0). Os grandes circulos

Go,l,o =3N P0,1,0 = {(x,y,z) € S%. 42 —+ 22 = 1}

Goo1 =S NP1 ={(z,y,2) € S*:a® +y* =1}

contém os pontos A e B. Portanto existem pontos na esfera de Riemann que definem
mais de uma reta. (fig.1.5)

Os modelos do plano euclideano e do plano hipérbédlico sao modelos de geometria de
incidéncia. Eles possuem especial importancia para nosso estudo e por isso os estudaremos

com maior cuidado.
Proposicao 6 O plano euclideano é um modelo de geometria de incidéncia.

Demonstracao:

I(1) Sejam A = (za,ya) € B = (xp,yp) pontos distintos pertencentes a I'g. Se
x4 = xp = k, entao estes pontos sao incidentes a reta Lj, conforme ja foi constatado
anteriormente. Suponha agora que uma outra reta L, passe por A e B. Nesse caso,
j =24 =2ap =k, donde L; = L. Uma reta do tipo L,,; nao pode passar por A e B,
pois nesse caso terfamos

Yya=mzxa+b=mag+b=yp

e entao A = B, o que contraria a hipétese.

Por outro lado, se ©4 # zp, teremos uma reta do tipo L,,; que passa por A e B,
conforme ja foi mostrado. E ébvio que toda reta do tipo L; nao pode passar por esses
pontos, uma vez que suas primeiras coordenadas sao distintas. Suponha entao que uma

reta L.q4 passe por A e B. Nesse caso

Yya=mzrs+beyg=mrg+0
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pois A e B sao incidentes a L, ;, mas entao
b=yp—mrp=ys— Mra.

Com isso,
Y —Ya
m=""——"=

Tp—TA
Analogamente, seremos capazes de concluir que

_ YB—Ya
Ip —TA

C

e por consequéncia, ¢ = m. Com esse resultado, obtemos d = b e entao L.q = Ly, €
mostramos com isso, que a reta que passa por A e B é unica.

I(2) Os pontos P = (1,0), Q@ = (1,1) e R = (2,2) sdo trés pontos nao colineares pois
P e () sao incidentes a reta L;, enquanto que o ponto R nao é.

C.Q.D.
Proposicao 7 O plano hiperbdlico é um modelo de geometria de incidéncia.

Demonstracao:

I(1) Sejam A = (x4,ya) e B = (xp,yp) pontos distintos pertencentes a I'j.

Se r4 = xp = k, entdo j4 provamos que existe a reta pL que passa por A e B.
Mostraremos que esta é a 1nica reta que passa por esses dois pontos. De fato, uma reta

do tipo II (.L,) ndo pode passar por A e B, pois nesse caso terfamos:

(za—c)P+yi=r*e(zg—c)+yp=r

e como r4 = xpg, viria que

(wa—c)+ys=r"= (25— )" +yh = (va— )" + 5

e entao y4 = y% e por consequéncia, y4 = yp porque y4 > 0 e yp > 0, de onde terfamos
que A = B, o que leva a uma contradigdo. Por outro lado, se uma reta do tipo I (,,L)
passar por A e B, teremos m = x4 = vp = k e entdo ,,L = ;L.

I(2) Os pontos A = (1,0), B=(1,1) e C' = (2, 1) sdo trés pontos de 'y nao colineares
pois A e B pertencem a ;L, mas C' nao pertence.

C.Q.D.

Utilizando os axiomas de geometria abstrata e geometria de incidéncia, podemos
demonstrar alguns teoremas béasicos védlidos para as geometrias de incidéncia.

E bom lembrar que as demonstracdes dos teoremas devem ser feitas sem qualquer apelo
a modelos especificos, pois queremos que estes sejam decorréncia apenas dos axiomas da

geometria de incidéncia e portanto validos para todos os modelos deste tipo de geometria.
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Pelo resto deste capitulo, suponhamos fixada arbitrariamente uma geometria de in-

cidéncia a qual faremos referéncia nos préximos teoremas.
Teorema 8 Duas retas distintas sao paralelas ou possuem um inico ponto comum.

Demonstracao:

Se duas retas distintas ndo tiverem ponto comum, entao serao paralelas (pela defini¢ao
de reta paralela), mas se tiverem algum ponto comum, este serd tinico, uma vez que o
axioma [(1) garante que dois pontos distintos ndo podem ser incidentes a mais de uma
reta.

C.Q.D.

Note que o tinico axioma usado nessa demonstragao foi o (1), entdao qualquer modelo
de geometria que verifique esse axioma terd a propriedade enunciada nesse teorema.

Listaremos agora, alguns teoremas da geometria de incidéncia mas nao faremos suas
demonstragoes, por serem estas bastante elementares e nao estarem nos objetivos do

presente trabalho!.

Teorema 9 Para toda reta r, existe um ponto nao incidente a .

Teorema 10 Para todo ponto P, existe uma reta que nao passa por P.
Teorema 11 FEuxistem 3 retas distintas, nao todas passando por um mesmo ponto.

Exemplificaremos a independéncia dos axiomas da geometria de incidéncia (provare-
mos apenas a independéncia de um axioma em relagao aos demais) provando que o axioma
I(1) é independente de 1(2) e dos axiomas de geometria abstrata.

Com efeito, a esfera de Riemann como ja foi verificado, satisfaz os axiomas da geome-
tria abstrata mas nao satisfaz o axioma I(1). Podemos também verificar que esse modelo

de geometria satisfaz o axioma I(2) tomando por exemplo os pontos

V2 V2

A=(1,0,0), B= 0
(77)7 2772

e C'=(0,1,0).

Vemos que os 3 pontos pertencem a S?, uma vez que a soma dos quadrados de suas
coordenadas é igual a 1, mas A e B pertencem ao plano Fyi10 (y = 0) pois possuem
a segunda coordenada nula. No entanto o ponto C' nao pertence a esse plano porque
sua segunda coordenada é diferente de zero. Com isso, concluimos que os pontos A e B
sao incidentes a reta Go109 = S%N P10 mas C nao ¢, portanto existem 3 pontos nao
colineares, conforme determina o axioma I(2).

Iniciaremos agora uma terceira etapa do trabalho, onde discutiremos as chamadas
geometrias de ordem que serao formadas por uma geometria de incidéncia munida de

uma certa relagao entre os pontos de suas retas.

1Se o leitor estiver interessado nestas demonstracoes, poderd consegui-las na referéncia bilbliografica
[1], que utiliza uma axiomética equivalente para a geometria de incidéncia.



Capitulo 3

GEOMETRIA DE ORDEM

Para conseguirmos uma geometria de ordem, precisaremos de uma certa no¢ao de "orde-
nacao'"dos pontos em uma reta. Futuramente, chamaremos esta nogao de "estar entre",
a qual seguird os axiomas listados abaixo, que capturam formalmente a idéia intuitiva de

um ponto estar entre outros dois.

Definicao 8 SejaZ = (I',L) uma geometria de incidéncia. Uma relagdo de ordem em
7 (denotada por x) é uma relagao terndria no conjunto I' (x C T' x I' x ') satisfazendo
as propriedades O(1) a O(4).

O(1) Se Ax BxC, entdo A, B e C sao pontos distintos, colineares e C x B x A;

O(2) Se A e B sao pontos distintos, entao existe C tal que Ax B x C;

O(3) Se A, B e C sdo pontos distintos e colineares, entao uma e apenas uma das 3
opgoes ocorre: Ax BxC ou Bx AxC ou AxC x B.

O(4) Azioma de Pasch (ver abaizo).

O axioma O(3), de certa maneira, exige que a reta nao seja circular, uma vez que
utilizando nossa visao intuitiva, vemos que na figura 3.1 nao conseguimos decidir se A x
BxC, BxAxC ou AxC % B, pois nos parece que qualquer um dos trés pontos estd entre
os outros dois.

Para enunciar explicitamente o quarto axioma, precisaremos de uma definicao.

Definigao 9 Sejam A e B pontos distintos em uma geometria de incidéncia T = (I, L, *)
onde x é uma relagao ternaria em I' satisfazendo O(1), O(2) e O(3). Chamaremos de
segmento AB (denotado simplesmente por AB) ao conjunto AB={C e€l':C=A ou
C=BouAxCxB}. (fig.3.2)

Note que pela defini¢ao e pela propriedade O(1), temos que AB = BA e além disso,
AB é um subconjunto de pontos contidos na reta AB. Até aqui, nao podemos concluir
que o segmento AB possui pontos diferentes de A e B. Isso serd provado como um
teorema posteriormente e com o auxilio da quarta propriedade da relacao de ordem, dada

explicitamente a seguir:

17
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Figura 3.1: Reta "Circular"

Figura 3.2: Segmento AB

O(4) (axioma de Pasch)! Sejam A, B e C, pontos distintos e nao colineares e seja [
uma reta que nao passa por nenhum dos pontos A, B e C'. Se a reta [ passa por algum
ponto do segmento AB, entao ela também passard por algum ponto do segmento BC' ou
do segmento AC. (fig.3.3)

Figura 3.3: Axioma de Pasch

Repare que este axioma nao exclui a possibilidade da reta [ passar por um ponto do
segmento BC' e outro de AC simultaneamente. Isso ocorre porque podemos mostrar esse
fato sem a necessidade de colocé-lo como axioma, conforme veremos posteriormente.

Na realidade, o axioma O(3) nao necessita ser tdo forte, em vista de que estd exigindo

mais do que realmente é necessario. Bastaria apenas exigir que uma das 3 opgoes ocorresse

10 axioma acima foi enunciado pela primeira vez pelo matemético alemao Moritz Pasch (1843-1931)
que reparou que Euclides utilizou esse fato sem consideréd-lo um axioma ou utilizar qualquer tipo de prova
para demonstra-lo.
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(Ax BxC ouBxAxC ouAxCxB)eo fato de que esta opgao é a tnica, poderia ser
provada em forma de teorema.
Observagao: Dizemos que uma reta intersecta um segmento para significar que esta

reta e este segmento possuem um ponto comum.

Defini¢ao 10 A tripla ordenada O = (T',L, *) é chamada uma geometria de ordem se

Z = (T',L) for uma geometria de incidéncia e * for uma relagao de ordem em Z.

Podemos demonstrar muitos fatos importantes sobre as geometrias de ordem. Enun-

ciaremos a seguir, alguns teoremas importantes e novamente nao demonstraremos todos.>
Teorema 12 Dados A e B distintos, existe um ponto C' tal que A C % B.

O teorema acima garante que existem pontos no segmento AB diferentes de A e B.
Tais pontos, serao chamados de pontos interiores do segmento AB, enquanto os préprios

pontos A e B serao chamados de pontos extremos do segmento AB.

Teorema 13 Sejam A, B e C trés pontos distintos e ndo colineares. Se uma reta nao
passar por nenhum desses trés pontos mas intersectar dois dos trés segmentos AB, AC

ou BC', entao essa reta mao intersectard o terceiro.

Este ultimo teorema nos d4 um resultado ja comentado anteriormente, onde explicamos

que esse fato poderia ser demonstrado e portanto nao seria incrementado ao axioma O(4).
Teorema 14 FEntre quaisquer dois pontos distintos, existem infinitos pontos.

Conforme o teorema acima, vemos que numa geometria de ordem existem infinitos
pontos e portanto é 6bvio que a geometria de 3 pontos nao pode ser um modelo deste tipo
de geometria. Podemos concluir que nesse modelo, nao existe relacao de ordem conforme

a definicao que atribuimos a ela.

Teorema 15 Se um ponto B estd entre A e C' (A* B xC'), entdo o unico ponto comum

aos segmentos AB e BC' é o ponto B.
Em linguagem de conjuntos, este teorema nos diz que: Ax BxC = ABN BC = {B}.
Teorema 16 Se AxCxD e Ax BxD com C # B entio CB C AD.

Teorema 17 Se A+ C x B entao AC C AB.

?Deixaremos mais uma vez o item [1] das referéncias bibliogréficas, j& citado anteriormente para
aqueles leitores que por elas se interessarem.
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Para introduzirmos uma relagdo de ordem no plano euclideano E = (I'g,Lg), vamos
apresentd-lo de uma forma ligeiramente diferente. Para isso usaremos as nogoes de vetores
e levaremos em consideracio o fato de que R? ¢ um espaco vetorial.

Sejam A e B distintos pertencentes a R2. Defina
>
AB={CcR*:C=A+t(B- A),tcR}

Um vetor multiplo de (B — A) é um wvetor diretor da reta AB. (fig.A.1)

Figura 3.4: Reta AB com o vetor diretor (B—A)

>
Chame de Rg a colegao de todos os conjuntos AB onde A e B sao distintos e pertencem
ao R%. Veremos que Rp = L.
De fato, escreva A = (x4,y4) € B = (xp,yp) com A # B, se x4 = xp = k, entdo

AB = {(k,ya + t(ys — ya)),t € R}.

Observe que y4 + t(yp — ya) pode ser qualquer nimero real, pois se m é um nimero real

entao basta tomarmos
‘= m—Yya

—yB_yA

e teremos

m=ya+t(ys —ya).

Com isso, podemos concluir que
—>
AB ={(k,ya +tlyg —ya)),t € R} = {(k,m),m € R} = L.
Em contrapartida, se x4 # xp, entao

——>
AB ={(za+t(rp —xa),ya+t(ys —ya)),t € R}.
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J4 mostramos anteriormente que se v4 # xp, entao existe uma unica reta L,,; que passa

por A e B. Além disso, conseguimos verificar que

YB — Ya
m=""—"=.
B —TA
Agora, para todo t real, temos:
t0=0=t¢ (yB—yA)—w(xB—xA) =0=—ya+mza+0
Ip —TA

porque A € L,,; e entao
tl(yp —ya) —m(xp —z4)] = —ya+maa+b=ya+tlyg —ya) = m(xa+t(zg—x4))+0b.
Entao se denotarmos x4 + t(xg — x4) = r obtemos

>

AB = {(za+t(xp —xa),ya +t(ys —ya)),t € R} = {(r,mr +b),r € R} = Ly,

Conclui-se que Rg = L.
Essa nova maneira de ver as retas no plano euclideano nos d4 algumas vantagens e

por isso passaremos a usd-la daqui em diante.

Defini¢ao 11 Diremos que B estd entre A e C no plano euclideano (notag¢io Axg
BxgC)se A# B eC=A+tB—A) para algum t real entre zero e um (0 <t < 1).

Esta definicao nos d4 a visao geométrica da figura 3.2, mostrada anteriormente.

Veremos que O = (I'p,Lg, *z) é uma geometria de ordem, onde £ = (I'y,Lg) é o
plano euclideano e *xg é a relacao terndria “estar entre no plano euclideano” citada na
definicao acima.

Para isso, precisamos verificar os axiomas O(1) até O(4) utilizando a relacao estar entre
no plano euclideano, entretanto essa verificacao é bastante longa e por isso a incluiremos
em forma de apéndice®.

Muitos autores nao utilizam exatamente a axiomaética que estamos utilizando, ao in-
vés disso, utilizam uma axiomadtica logicamente equivalente, onde o axioma de Pasch é
substituido pelo ASP (Axioma da Separagao do Plano), o qual enunciaremos em forma

de teorema apés a definicao que segue:

Definicao 12 Numa geometria de ordem, sejam r uma reta e A e B pontos nao inci-
dentes a r. Se A = B ou se r nao passa por ponto nenhum do segmento AB, entdo
dizemos que A e B estao do mesmo lado de r (notag¢io A, B|r). Caso contrario, se

A # B e a reta r passa por algum ponto de AB, dizemos que A e B estao em lados
opostos de r (notagio A|B,r). (fig.A.2)
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D

Figura 3.5: A, B|r enquanto C|D,r

Observe que se A e B sao pontos nao incidentes a r, precisamos que uma das duas

opgoes ocorra (A|B,r ou A, B|r) nado havendo meio-termo.

Teorema 18 (ASP) *Para toda reta r e para quaisquer pontos A, B e C' nao incidentes
ar:

(1) Se A, B|r e B,C|r, entao A,C|r. (fig.3.6)

(2) Se A|D,r e B|D,r, entao A, B|r. (fig.3.6)

Figura 3.6: A,C|r e A, B|r

Com o auxilio do Teorema ASP vemos que a axiomadtica que utilizamos implica no
ASP, uma vez que este fato pode ser demonstrado a partir dos axiomas que assumimos.
Para mostrarmos a equivaléncia entre as duas axiomaéticas citadas, precisamos mostrar

ainda um ultimo teorema.

Teorema 19 Se assumirmos os axiomas A(1), A(2), I(1). 1(2), O(1), O(2), O(3) e ASP

entao vale o axioma de Pasch.

3Veja as demonstracdes no Apéndice A
4Para demonstracio, veja ref. [2].
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Demonstracao:

Seja r uma reta e sejam A, B e C pontos distintos e nao colineares, nenhum deles
incidentes a r. Suponha que r passe por um ponto do segmento AB.

A e B nao estao em r e como r passa por um ponto do segmento AB, temos que
AlB,r;

C' nao ¢ incidente a r, portanto teremos A|C,r ou A, C|r (o primeiro caso diz que r
passa por um ponto de AC).

Se A, C|r ocorre, entdao B|C,r (isso se justifica pelo fato de que se tivéssemos B, C|r,
como temos A, C|r resultaria, pelo ASP, em A, B|r o que contraria a hipé6tese) e portanto
r passa por um ponto de BC.

C.Q.D.

Com esse teorema, provamos a equivaléncia entre o teorema de Pasch e do ASP quando
utilizados com os axiomas da geometria abstrata de incidéncia e os trés primeiros axiomas

de ordem.

Definicao 13 Sejam A, B e C pontos colineares pertencentes ao plano hiperbdlico. De-
fina a relagao estar entre no plano hiperbolico (denotada por xy) entre os pontos
desse plano da sequinte maneira:

Axg Bxg C se e somente se

(ya < yp < yc ouyc < yp < ya) caso A, B e C pertencam a uma reta do tipo I;

(ta < xp <o ouxc <xp<xy)caso A, B e C pertencam a uma reta do tipo II.

Mostraremos que a tripla ordenada H = (I'y,Ly, %) € uma geometria de ordem, onde
H= (I'y,Ly) é o modelo hiperbdlico e *p é a relagdo dada na definigao acima.

A demonstracgao desse fato exige uma certa dose de paciéncia por parte do leitor, pois
requer a separagao em diversos casos e varios lemas serao usados principalmente para
mostrarmos o axioma de Pasch.

Essa verificacdo também é apresentada em forma de apéndice®.

Definicao 14 Sejam r uma reta e A um ponto nao incidente a r numa geometria de

ordem O = (I',L,*). Chamaremos de semi-plano r4 ao conjunto de pontos ry = {C €

r:AC|r}. (fig.8.7)

Teorema 20 %Sejam O = (T',L, *) uma geometria de ordem, r € L uma reta e A e B

pontos tais que A|B,r. Entao

I'=rqUrgUreraNrg=raNr=rgNr=4»a.

5 As referidas demonstracdes encontram-se no Apéndice B.
S Demonstracio pode ser obtida na ref. [2].
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Figura 3.7: Semi-plano r4

Definigao 15 Sejam A, B e C pontos nao colineares. O triédngulo ABC é o conjunto
de pontos ABC = ABU BC UCA. Os pontos A, B e C' sao chamados de vértices do
tridngulo ABC' e os segmentos AB, BC' e AC sao os lados do tridngulo ABC.

Repare que pela definicao decorre que ABC = CBA = BAC = CAB = ACB =
BCA.
Definiremos na préxima se¢ao, uma nova relagao que ampliaréd o nimero de restrigoes

impostas a geometria que estudaremos.
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Defini¢ao 16 Sejam O = (T',L, x) uma geometria de ordem e A e B pontos distintos.

Chamaremos de semi-reta E (denotada simplesmente por 1T3 ) ao conjunto de pontos
—
AB=ABU{C el : AxBxC}.

—
Note que pela defini¢ao, todos os pontos do segmento AB pertencem a semi-reta AB
—
e portanto AB C AB.
Pela defini¢ao que demos a relagao de estar entre no modelo euclideano (), podemos

constatar que se tomarmos dois pontos distintos A e B, a semi-reta A—B> sera:
—
AB={Celg:C=A+t(B-A),tec R}

Observe que a diferenca entre a semi-reta A—B> e a reta 1<4—B> no modelo euclideano,
estd no fato de que na semi-reta, a varidvel t pode variar apenas nos nimeros reais nao-
negativos, enquanto que na reta AD , esta pode variar nos reais. Como decorréncia desse
fato, vemos que a semi-reta A—B> estd contida na reta /Té A

Da mesma forma, levando-se em consideracao a definicao dada a relacao de estar
entre no plano hiperbdlico (*g), podemos concluir que se C' = (z¢,yc) € D = (zp,yp)
sao pontos distintos pertencentes ao plano hiperbdlico, entao:

rc = xp = k decorre que

—
CD={A=(xa,9y4) € kL : (ya > yc se yp > yc) ou (ya < yc se yp < yc)}-

Diremos para esse caso que a semi-reta C—ﬁ é do tipo 1. (fig.B.1)

To # Trp vem que

CD = {A=(xa,ya) € Ly:(vc <wasexp <zy)oulrs<zcserp<zc)}

Esse fato ¢ verdadeiro para qualquer geometria de ordem e sua demonstracio pode ser obtida na ref.

2].

25
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onde C, D € .L,. Para esse caso, diremos que CD é uma semi-reta do tipo II.(fig.B.1)

i
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’ ! N
I ! N
i ! N
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Figura 4.1: AC' e F'G sao semi-retas do tipo I enquanto que AB e DFE sao semi-retas do
tipo II

Definigao 17 Sejam A, B e C pontos nao colineares em uma geometria de ordem. O
dngulo Z/CAB é o conjunto ZCAB = ABUAC. Além disso, o ponto A é chamado de
vértice do dngulo /CAB.

Pela nossa definicao de 4ngulo, as duas semi-retas que o formam sao definidas por trés
pontos nao colineares e por isso nao pertencem ambas a mesma reta. Quando tivermos
3 pontos colineares A, B e C' de forma que A * B x C, diremos que as semi-retas BA e
BC sio semi-retas opostas. Na figura B.1 podemos ver um exemplo de dngulo. O dngulo

/BAC é formado por uma semi-reta do tipo I em unido a uma outra semi-reta do tipo
II.

Definigao 18 Sejam O = (I',L, x) uma geometria de ordem, S o conjunto dos segmentos
de O e A o conjunto dos dngulos de O. Uma relagao de congruéncia em O (denotada
por =) é uma relagio bindria em S (=C S x S) ou em A ( =C A x A) tal que as
propriedades C(1) a C(6) abaixo sao satisfeitas.

C(1) Para todo segmento AB e para toda semi-reta C’—>D, existe um tnico ponto E €
CD tal que £ # C e CE = AB (fig.B.2);

/
A
c D

—
Figura4.2: F € CD, E#C e CE = AB

C(2) Se AB=CD e AB = EF entao CD = EF. Além disso, AB = AB;



CAPITULO 4. GEOMETRIA DE CONGRUENCIA 27

Figura 4.3: AC = A'C'

C'(3) (Soma de segmentos) Se Ax BxC, A'x B'«C', AB= A'B' e BC = B'C" entéo
AC = A'C' (fig.B.3);

C(4) Se ZBAC & um angulo, rp um semi-plano e B’ e C’ pontos distintos incidentes
a 1, entao existe uma unica semi-reta BA € rp tal que LBAC = LZA'B'C’ (fig.B.4);

Figura 4.4: /BAC = LA'B'C'

C(5) Se LBAC = ZDEF e /BAC = ZGHI entdao ZDEF = ZGHI. Além disso,
/BAC = Z/BAC.

Para enunciarmos a sexta propriedade, precisaremos da definicao que segue:

Defini¢ao 19 Sejam ABC e A’B'C’ triangulos. Diremos que ABC = A'B'C' (ABC é
congruente a A'B'C’) se:

AB = A'B', BC = B'C'", CA=CA, ZABC = LA'B'C', /BCA = /B'C'A" e
/CAB = LC'"A'B'.

C(6) (LAL) Sejam ABC e A'B'C’ triangulos. Se BA = B'A', /BAC = ZB'A'C' e
AC = A'CY, entao os triangulos ABC' e A'B'C" sao congruentes. (fig.B)

A dltima propriedade é abreviada por LAL para enfatizar que os dois triangulos dados

serao congruentes se possuirem Lado, Angulo e Lado congruentes nessa ordem.
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Figura 4.5: ABC = A’B'C’ pelo caso LAL

E importante destacar que a relacio = é usada para denotar congruéncia entre segmen-
tos, dngulos e tridngulos, no entanto as 3 relacoes sao distintas, mesmo sendo representadas
pelo mesmo simbolo.

Observe que nao existe um axioma que garanta que angulos possam ser somados
(andlogo ao axioma C(3) para segmentos). Isto deve-se ao fato de que esta propriedade
pode ser demonstrada como decorréncia dos axiomas enunciados e por isso nao é necessario
que seja imposta em forma de axioma.

Daremos agora uma definicao precisa do tipo de geometria que estamos estudando

neste momento.

Defini¢ao 20 Fizada uma geometria de ordem O = (I',L,*), dizemos que a quddrupla
ordenada C = (I',L,*,=) é uma geometria de congruéncia, onde = é uma relagdo de

congruéncia em Q.
Enunciaremos a seguir alguns teoremas de fundamental importancia para nosso estudo.
Teorema 21 (Simetria) AB=CD = CD = AB.

Demonstracao:

AB = CD por hipétese e AB = AB pelo axioma C(2), entdao pelo mesmo axioma
decorre que CD = AB.

C.Q.D.

Teorema 22 2Se num tridangulo ABC, AB = AC entdo /B = £C.

Demonstracao:

2Num triangulo ABC, o angulo ZABC sers simplesmente representado por /B, uma vez que essa
notacao nao deixa dividas em um tridngulo.

Este teorema garante que um tridngulo isdsceles (tridngulo com dois lados congruentes) sempre possui
angulos congruentes em sua base.
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Considere um triangulo ABC tal que AB = AC (fig.4.6) (para facilitar o entendi-
mento, desenhamos uma cépia deste com os vértices B e C' em lugares trocados). Anal-
isando o triangulo ABC' e o triangulo AC'B (mesmo tridngulo com os vértices em posigao
diferente) vemos que AB = AC (hipétese), AC' = AB (hipétese e teorema 21) e como
LA = /A (axioma C(5)) entdo pelo axioma C(6) decorre ABC' = AC'B, donde conclui-
mos (pela definigdo de congruéncia de triangulos) que /B = ZC.

C.Q.D.

Figura 4.6: ABC = ACB

Teorema 23 (Subtracao de segmentos) >Se Ax BxC, Dx Ex F, AB = DE e
AC = DF entao BC = EF. (fig.4.7)

Figura 4.7: BC = EF

Teorema 24 Se AC' = DF, entdo para qualquer ponto B entre A e C' (Ax BxC'), existe
um inico ponto E entre D e F' (D x Ex F') tal que AB = DE.

Veja que pelo teorema da subtracao de segmentos, imediatamente decorre que teremos
também BC = EF.

Para enunciarmos o préximo teorema, precisaremos de uma definicao.

3Serdo apresentados alguns teoremas sem demonstragao, as quais podem ser obtidas na ref. [2].
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Definicao 21 Numa geometria de congruéncia sejam dados dois segmentos AB e CD.
Dizemos que o segmento AB é menor que C'D (denotado por AB < CD) se existir um
ponto E tal que C x E x D e além disso, AB = CE. Nesse caso também diremos que C D
é maior que AB (denotado por CD > AB). (fig.4.8)

Figura 4.8: Cx ExD e AB=CFE = AB<(CD

Teorema 25 (Tricotomia de segmentos) Para quaisquer AB e C'D segmentos, uma

e somente uma das sequintes condigoes ocorre:

AB < CD, CD < ABou AB=CD
Teorema 26 Se AB < CD eCD = EF entao AB < EF.
Teorema 27 (Transitividade de segmentos) AB < CD e CD < EF = AB < EF.
Observe que a relagao < é uma relagao de ordem total entre segmentos.

- B . < <
Defini¢ao 22 Um ponto A é interior ao dngulo /BCD se A,B|CD e A,D|BC.
(fig-4-9)

Teorema 28 (LLL) Dois triangulos ABC e DEF sao congruentes se AB = DE, BC' =

EF e AC = DF.

Teorema 29 (ALA) Dois tridngulos ABC' e DEF sao congruentes se /B = /FE, BC =
EF e/ZC = ZF.

Definicao 23 Dois dngulos ZABC e ZDEF sao ditos serem dngulos adjacentes se
— —_— — — ) ) _
BC = ED, BA # EF, A nao é ponto interior ao dngulo ZDEF, bem como F nao é
ponto interior ao dngulo ZABC'. (fig.4.10)
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Figura 4.9: O ponto A é interior ao angulo Z/BC D

B-E A

Figura 4.10: ZABC e ZDEF sao angulos adjacentes

Definigao 24 Dois dngulos ZABC e ZCBF sao suplementares se sio adjacentes e
Ax B x F. Nesse caso, diremos que o dngulo ZCBF é o suplemento de ZABC e
reciprocamente. (fig.4.11)

Teorema 30 Dois dngulos sao congruentes se e somente se seus suplementos sao con-
gruentes.
Definicao 25 Se um dngulo for congruente ao seu suplemento, entao diremos que este

serd um dngulo reto. (fig.4.12)

Definicao 26 Uma reta r é perpendicular a reta s (denotado porr 1 s) ser e s

forem concorrentes num ponto P e para pontos quaisquer A € r e B € s, A# P # B,
tivermos ZAPB reto. (fig.4.12)

Teorema 31 Para toda reta r e todo ponto P, existe uma tunica reta s passando por P

tal que s L r.
Teorema 32 Todos os dngulos retos sao congruentes entre si.

Definicao 27 Sejam A e B pontos distintos. O ponto O é chamado de ponto médio
do segmento AB se O pertence a reta AB e AO = OB.
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Figura 4.11: ZABC e ZCBF sao suplementares

Figura 4.12: ZAPB é reto

Teorema 33 Todo segmento AB possui um unico ponto médio O. Além disso, AxOx B.

Definicao 28 Uma reta AB ¢ wma bissetriz do dngulo ZCDE se D pertence a reta
j@, B ¢ ponto interior a este angulo e ZEDB = /BDC.

Teorema 34 Todo dngulo possui uma unica bissetriz.

Definigao 29 Sejam A, B, C e D pontos tais que Ax BxC e D ¢ AB. Consideremos
o tridngulo BCD. Os dngulos Z/BDC e /BCD sao chamados de dngulos remotos

relativos ao dngulo ZABD, enquanto que este iltimo é dito um dngulo exterior ao
triangulo BCD. (fig.4.13)

A B c

Figura 4.13: Angulo exterior e angulos remotos
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Teorema 35 Um dngulo exterior a um tridngulo é sempre maior que cada um de seus

dotis dngulos remotos.

Teorema 36 Duas retas distintas e perpendiculares a uma mesma reta sao retas parale-

las.

Definicao 30 Um dngulo menor que um dngulo reto é dito ser um dngulo agudo, en-

quanto que um dngulo maior que um dngulo reto é chamado de dngulo obtuso.
Teorema 37 Qualquer tridngulo possui dois dngulos agudos.

Teorema 38 Em qualquer tridngulo, o maior lado é oposto ao maior dngulo e reciproca-

mente.

Teorema 39 Em todo tridngulo um lado qualquer é menor do que a soma e maior do

que a diferenca entre os outros dois lados.

Teorema 40 (LAA) Se AC = DF, /A= /D e /B = ZE, entao os tridngulos ABC

e DEF sao congruentes.

Coroldrio 1 Ser é uma reta e P é um ponto nao incidente a r entdo existe pelo menos

uma reta m tal que m € paralela a r.

Vemos nesse coroldario um resultado particularmente importante que garante a ex-
isténcia de retas paralelas. Através dele, chegamos ao resultado de que menhum modelo
de geometria eliptica pode ser uma geometria de congruéncia, uma vez que neste tipo de
geometria (eliptica) ndo existem retas paralelas.

Uma observagao importante cabe aqui. Note que conseguimos mostrar a existéncia de
retas paralelas, no entanto, veremos posteriormente que o modelo euclideano e o hiper-
bélico satisfazem todos os axiomas de congruéncia utilizando as definicoes que daremos
para congruéncia em cada um desses modelos. Podemos concluir portanto que é impos-
sivel provarmos para uma geometria de congruéncia que por um ponto fora de uma reta
passa uma unica paralela a esta reta (no plano hiperbdlico isso nao ocorre). Da mesma
maneira, também nao é possivel mostrarmos apenas com os axiomas que anunciamos até
aqui, que por um ponto fora de uma reta passa mais de uma paralela a esta reta, uma
vez que o modelo euclideano satisfaz todos os axiomas vistos até aqui e no entanto nao
verifica essa propriedade. Assim, podemos ver que a unicidade (ou nao) de paralelas é

uma propriedade independente dos axiomas de congruéncia.
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4.1 Congruéncia no plano euclideano

Usaremos daqui em diante as propriedades do produto interno e norma candnica para
o espaco vetorial R%2. Daremos a seguir sua definicio e algumas de suas propriedades
bésicas:

Sejam v = (1,,y,) e W = (z,,,y,, ) vetores pertencentes ao R2. O produto interno
canonicov por w (denotado por (v, w)) é definido como (0", W) = x, 2, + Y, Yy -

Algumas propriedades:

P(i) (¥, w) = (W, v') para quaisquer v e w vetores pertencentes a R?;

P(ii) (w,w) > 0 para todo w nao nulo;

P(iii) (w, W) = 0 se e somente se w é o vetor nulo;

P(iv) (K7, W) = K(7', w) onde K é um mimero real e W e v vetores pertencentes
ao R2.

A norma canénica de v (denotada por ||7'||) é definida da seguinte maneira: ||v'|| =
VT, ).

Vejamos algumas propriedades bésicas:

N@) ||7']| > 0e ||7]| = 0 se e somente se v = (0,0);

N(i) [|K7'|| = |K|.|| V|| para qualquer K real e v vetor.

O plano euclideano e o plano hiperbdlico sao os dois principais modelos de nosso
estudo. Constataremos a seguir que ambos satisfazem todos os axiomas de congruéncia,
conforme as definicoes que daremos a congruéncia de angulos e segmentos em cada um

destes modelos. Porém, precisaremos antes de tudo mostrar o teorema que segue:

Teorema 41 Sejam A, B e C pontos distintos em R2. Se D e E sdo pontos distintos de
de B, tais que D € BA ¢ E € B—C)’, entao
(A— B,C — B) (D—-B,E—B)

1A= BIL[C =Bl |ID-BIIIE- B

Veja figura 4.14.

Demonstracao:
Como D € BAe D # B teremos

—
Mas E € BC' e E # B entao

E:B—Ftl(B—C),tl>0:>E—B:t1(B—C),t1>0

4Para as demonstracoes detalhadas dessas propriedades, sugerimos como bibliografia a ref. [3].
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— —
Figura 4.14: D € BAe E € BC

Além disso, temos

(D—-B,E—-B) {to(B—A),t(B—-C)) _ tot1{(B—A),(B-C))

1D = BIIE =Bl lto(B = Al[ts(B = O tota]| B = A|l.I|B = C||

pelas propriedades P(iv), N(i) e por serem ¢, e t; positivos. Logo

(A— B,C — B) (D - B,E — B)

1A= B|llc- Bl |ID - BILIIE - Bl

C.Q.D.
Q . . — — —_— —
O teorema acima mostra que se as semi-retas BA = BD e BC=BE (e portanto o

angulo ZABC' "coincide"com o angulo ZDBE) entao teremos

(A—B,C — B) (D - B,E - B)

1A= BIL[[C =Bl |ID- BIIE- B

isto é, este nimero mantem-se constante, independente do ponto que escolhemos em cada
uma das semi-retas que formam o angulo. Intuitivamente, vemos que esse nimero depende
somente da "abertura'existente entre essas semi-retas.

E importante reparar que o vetor A — B tem a mesma direcio da semi-reta E (veja
figura 4.14), assim como B — C possui a mesma diregdo da semi-reta BC.

Este teorema é necessédrio para que tenhamos a préxima definicao:

Definigao 31 A relagio de congruéncia para dngulos no modelo euclideano (de-
notada por =g) é definida da sequinte forma:
(E—F,G—F) (I—H,J—-1)

/EFG=p /HIJ & = :
\E = FILIG = FI |l = HI[||J = 1]

Definicao 32 A relacao de congruéncia para segmentos no modelo euclideano
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(também denotada por =g ) é definida da sequinte forma:
AB=p CD < ||A - B|| =||C — D]|.

Apelando para conhecimentos de dlgebra linear, pode-se notar que o nimero ||A — Bl
(norma do vetor A — B) representa o comprimento do segmento AB.

Até aqui, chamamos a tripla ordenada E = (I'p,Lg, ) de plano euclideano ou modelo
euclideano. Para evitarmos confusao e nao termos necessidade de mudar o nome para cada
relacao incrementada, a partir desse momento usaremos esses nomes para a quadrupla
ordenada £ = (I'g,Lig, *p, =g), onde =g é a relagao de congruéncia no modelo euclideano
definida acima.

Raciocinio andlogo sera aplicado ao plano hiperbdélico.

A verificacao de que o plano euclideano é uma geometria de congruéncia é posta em

forma de apéndice devido a sua grande extensao’.
Teorema 42 AB < CD no plano euclideano se e somente se ||A — B|| < ||C — D||.

Com as verificagoes, concluimos que o plano euclideano é uma geometria de congruén-
cia e como consequéncia disso, todos os teoremas até aqui demonstrados sao assegurados
para este modelo. Em especial, o coroldrio 1 confirma a afirmagao que haviamos feito
ainda em geometria abstrata, onde dissemos que nesse modelo existiam retas paralelas.

Apenas a nivel de ilustragao e para verificarmos a independéncia do primeiro axioma de
congruéncia (C'(1)) em relagao aos axiomas de geometria abstrata, incidéncia, ordem e os
demais axiomas de congruéncia, daremos o exemplo do plano racional, o qual satisfazera

todos os axiomas enunciados até aqui, com exce¢ao apenas do axioma C'(1).

4.2 O modelo do plano racional

Seja
To=Q*={(z,y) : 2,y €Q}

e considere os seguintes subconjuntos de I'g:

Li=A{(z,y) € Q*:z=a}

onde a é uma constante pertencente aos racionais;

LY, ={(z,y) € Q* 1y = mz + b}

onde m e b sdo nimeros racionais fixados.

*Veja Apéndice C.
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Defina Lg como sendo a colegiao dos conjuntos LY e L%,b para todos os possiveis a, m
e b pertencentes aos racionais.

Defina também a relagao * da seguinte maneira: A * B x C' no plano racional se e
somente se A e C sao distintos e B = A+ ¢(C — A) para algum ¢ racional entre zero e um
(0<t<).

Proposicao 43 A tripla ordenada Og = (I'g,Lg, *) é uma geometria de ordem.

Demonstracao:

Repare a grande semelhanca entre o plano racional e o plano euclideano.

As verificaces de A(1) e A(2) sdo idénticas aquelas feitas no plano euclideano. E im-
portante observarmos que m e b que escolhemos para mostrar A(1) sdo mimeros racionais.
Para mostrarmos A(2) no plano euclideano, encontramos dois pares ordenados. Repare
que suas coordenadas sao nimeros racionais.

As propriedades I(1) e I(2) também sdo mostradas de maneira idéntica aquela feita
no plano euclideano.

Para verificarmos as propriedades de ordem (O(1) a O(4)) precisaremos de um pouco
mais de cuidado. Devemos notar que Q? nao ¢ um espaco vetorial sobre R, no entanto
podemos definir retas com sendo AB = {C € Pg:C=A+1t(B-A),tecQ}, de maneira
andloga a que fizemos no plano euclideano e se chamarmos de Rg a colecao de todos os
conjuntos AB onde A e B sio distintos e pertencem a I'g = Q?, podemos mostrar também
da mesma forma que Ry = Lg.

Repare que as retas no plano racional sao subconjuntos das retas do plano euclideano,
asssim como o proprio plano racional é um subconjunto do plano euclideano.

Podemos fazer todas as demonstracoes para provarmos que Og é uma geometria de
ordem de maneira andloga ao que foi feito no plano euclideano, tomando-se apenas o
cuidado de colocarmos niimeros racionais no lugar de reais onde for pertinente e reparar
que encontraremos sempre nimeros racionais onde for necessdrio. Nao faremos essas
demonstragoes por serem elas muito parecidas aquelas feitas no plano euclideano.

Com essas verificagoes andlogas as verificagoes feitas no plano euclideano, vemos que
Oq ¢ de fato uma geometria de ordem.

C.Q.D.

Agora, se definirmos congruéncia entre segmentos e entre dngulos no plano racional
exatamente como definimos no plano euclideano e utilizando as mesmas demonstragoes
que fizemos nesse modelo, podemos concluir que todos as propriedades de geometria de
congruéncia sao satisfeitas, com excegao apenas de C'(1). Observe que na demonstragao

dessa propriedade, tomamos um nimero

_ [A-B]|

= —— 1
" A =B
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e concluimos que

C=A +ty(B — A

é o ponto que procuramos, no entanto nao podemos ter certeza de que C' é um ponto
pertencente ao plano racional, uma vez que também nao temos a certeza de que ty é um
nimero racional.

Como um contra-exemplo para a propriedade C(1), podemos tomar os pontos A =
(0,1), B=(1,0) e O = (0,0) pertencentes ao plano racional (fig.4.15). Veja que

14 - Bl = [(~1.1)]| = V(D2 + (12 = v2.

—
Se tentarmos encontrar um ponto C' = (z¢, yc) na semi-reta OB (eixo x), tal que o

segmento OC' seja congruente a AB, teremos forgosamente que

1A= B|| = |0 = C|| = V2 = ||(=z¢, —yo)ll = V2 = /(=) + (—yc)?

o que implica que
V2 = /(—zc)?

uma vez que C' estd sobre o eixo z (semi-reta OB ) e entdo teremos que |r¢| = V2 = 10 =
v/2 porque C' estd sobre o eixo x no sentido positivo (semi-reta O—B>) e com ISso vemos que
o ponto C' nao pertence ao plano racional, pois sua primeira coordenada nao é um nimero
racional (\/5), donde conclui-se que o plano racional, com a defini¢ao de congruéncia entre
angulos e segmentos dada da mesma maneira que o plano euclideano, satisfaz todos os
axiomas para ser uma geometria de congruéncia, com excecao do axioma C'(1), logo, este
axioma ¢ independente de todos os outros colocados até este ponto, conforme queriamos

mostrar.

A=[0,1)

0=(0,0) B=(1,0) c

Figura 4.15: C' = (\/5, O)
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4.3 Congruéncia no plano hiperbdlico

Veremos agora, como podemos definir &ngulo no plano hiperbdlico.
Primeiramente, repare que o conjunto de pontos do plano hiperbélico estd contido no

conjunto de pontos do plano euclideano
I'p=R={(z,y): 2,y €R} ey = {(2,y) € R? : y > 0}.

Informalmente, mediremos o cosseno de um dngulo ZABC no plano hiberbélico (no

sentido da Geometria Analitica euclideana), encontrando um vetor tangente as semi-
—_— —

retas BA e BC. Apoés issso, faremos o mesmo processo feito no plano euclideano para

encontrarmos o angulo entre entre vetores. (fig.4.16)

Figura 4.16: ZDCFE e ZABF sao angulos no plano hiperbélico

Numa semi-reta C'—D> do tipo I (que geometricamente é tracada numa linha reta)
podemos ecolher o préprio vetor vertical D — C' tangente a semi-reta e com o mesmo
sentido da semi-reta OD.

Numa semi-reta do tipo II, a escolha ¢ mais dificil, no entanto podemos aplicar o
seguinte raciocinio:

Geometricamente, uma reta do tipo II é uma semi-circunferéncia (no sentido euclid-
eano) e podemos utilizar sua equagao, diferenciando-a implicitamente para encontrarmos
um vetor tangente no ponto A de uma semi-reta 14—B> .

A equagao de uma reta do tipo IT (.L,) é (z — ¢)*> + y* = r?. Diferenciando-se
implicitamente teremos:

dy dy c—ux

2z —c)+2y—2 =0 =
(x—c)+ U :>dx ;

¢ a inclinagdo da reta tangente (no sentido euclideano) em um ponto (z,y) pertencente
a .L,. Podemos entdo concluir que o vetor (y,c — z) é um vetor tangente a reta .L,
no ponto (x,y). Como queremos um vetor partindo do ponto A, encontraremos entao

o vetor (ya,c — z4), no entanto temos um inconveniente. O vetor dado nao respeita
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o sentido da semi-reta, pois o encontramos levando-se em conta apenas o ponto A e

“esquecendo” o ponto B, por isso, o vetor correto deverd ser o vetor (ya,c — x4) ou

_1(?JA, c— $A) = (—yA,$A — c). (ﬁg.4.17)

Figura 4.17: (ya,c —x4) € (—ya, x4 — ¢) sd0 vetores tangentes

Repare na figura acima, que se B” estd "a direita de" A”, entdao o vetor que devemos

—
tomar para que ele tenha o mesmo sentido da semi-reta AB é o vetor que possui a primeira

coordenada positiva (aponta para direita) o qual s6 podera ser o vetor (ya,c—x4). Caso

contrario, devemos tomar o vetor (—ya, T4 — ¢).
Assim sendo, mediremos (no sentido da geometria analitica euclideana) o cosseno do

angulo entre duas semi-retas no plano hiperbdlico da seguinte maneira:

— =~ N . A
onde u e v sao os vetores tangentes as semi-retas que formam o angulo, calculados da

—
seguinte maneira para uma semi-reta AB:
—
U = B — A caso AB seja do tipo I;
—
= (ya,c— x4) caso AB seja do tipo Il e 24 < xp;

— - . .
w = (—ya,ra — c) caso AB seja do tipo Il e x5 < x 4.
O vetor ¥ é encontrado da mesma maneira. Este método motiva as seguintes definicoes

—
u

Definicao 33 No plano hiperbélico, dizemos que o vetor U € R? é um vetor tangente

a uma semi-reta A—B> se:
U=B— A caso AB seja do tipo I;
U= (ya,c—x4) caso AB seja do tipo Il e x4 < xp;
U= (—ya,xa— c) caso A—B> seja do tipo Il e xp < 4.

Essa definicao serve como suporte para a proxima:

Defini¢ao 34 A relagao de congruéncia entre dngulos no modelo hiperbdlico (de-
notada por =y ) € definida da sequinte forma:
— — = =
JABC =y LABC o S0 (L)
TR 127
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— = 77 o~ . . . — —
onde onde w, v, u' e v' sao vetores tangentes respectivamente as semi-retas BA, BC,

_— —
B'A" e B'C'.

Para definirmos como serd a congruéncia entre segmentos no plano hiperbdlico, pre-
cisamos pensar um pouco, pois veja que uma medida no sentido euclideano nao verificard
os axiomas necessarios. Por exemplo, para uma reta do tipo I, se tomarmos um ponto
A = (z4,ya) e tomarmos um segmento C'D que tenha uma medida euclideana maior do
que o valor de y4, entao o axioma C'(1) nao serd satisfeito, uma vez que nao conseguiremos
encontrar um ponto F na semi-reta AB (B = (za,yB) € yg < ya) tal que AE = CD,
pois o segmento AFE passard o “limite” do plano hiperbélico (eixo z) e terd pontos com a

segunda coordenada negativa. (fig.4.18)

Figura 4.18: E ¢ 'y

Precisamos de uma medida para segmentos de forma que, ao nos aproximamos do eixo
x, estd medida se “dilate” e nos dé valores maiores, de modo que jamais possamos ultra-
passar ou mesmo alcancar o eixo x. Intuitivamente, o eixo x faz o papel do “horizonte”
para esse modelo de geometria.

Podemos resolver este problema utilizando a escala logaritmica, pois se por exemplo

tomarmos dois pontos A = (k,ya) e B = (k,yp), incidentes a reta L, poderemos definir

(i)
In{=1].
YB

Assim sendo, conseguiremos medidas tao grande quanto quisemos, bastando tomar o

como a medida hiperbdlica do segmento AB o nimero

du(A, B) = |In(ya) — In(ys)| =

ponto B suficientemente préximo ao horizonte (yp “pequeno”). Observe que se o ponto
B aproxima-se do horizonte, o nimero yp aproxima-se de zero, e entao o nimero que
representa a medida de AB (‘ln(g—g)

o8 ‘l (yA) ‘ N
YB 00 n -
YB

) tende ao infinito, isto é,
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Note que dy (A, B) = 0 se e somente se A = B. Repare ainda que d(A, B) > 0.

Esta justificativa nos sugere a seguinte definicao:

Definigao 35 ®Seja O = (T',L,*) uma geometria de ordem. d : T' x ' — R ¢é uma
funcao distincia em O se para todo A, B € T" tivermos:

D(i) d(A, B) > 0 para todos A e B pertencentes a I';

D(ii) d(A,B) =0+ A= B;

D(iii) d(A, B) = d(B, A).

Defini¢ao 36 Sejam O = (I',L, x) uma geometria de ordem el pertencente a £ uma reta.
Diremos que ¥ : | — R é uma régua para | relativa a funcao distdncia d se:

R(1) U é bijetiva;

R(ii) |W(A) — U(B)| = d(A, B) onde d é uma fung¢ao distancia em O.

Definigao 37 Dados dois pontos A = (xa,y4) € B = (xp,yp) pertencentes ao plano
hiperbolico, definimos a distdncia hiperbolica entre esses dois pontos da seginte maneira:
dy(A, B) = |ln(ya) — In(yp)| caso A e B pertencam a uma reta do tipo I (,L);
dy(A, B) = }ln (%) —In (%)‘ caso A e B pertencam a uma reta do tipo II
(L.

Teorema 44 " A distancia hiperbélica é uma funcdao distdncia.

Teorema 45 (Teorema da régua) Dados dois pontos A = (xa,ya) e B = (xp,yp)

pertencentes ao plano hiperbdlico, entao as fungoes dadas por

Q(z,y) = In(y)

U(A) = In (M>

Ya
s@o réguas respectivamente a uma reta do tipo I (L) e uma do tipo II (.L,) relaticas a

distancia hiperbolica dy.

Exibiremos agora dois teoremas a respeito de réguas, no entanto nao entraremos nos
8

méritos de suas demonstragoes.
Teorema 46 (Teorema da recolocagao da régua) Se P e Q sio pontos distintos in-

cidentes a uma reta r numa geometria de ordem munida de uma fungao distancia d, entao

existe uma régua f onde f(P) =0 e f(R) > 0 para todo ponto R pertencente & semi-reta
—
PQ.

6Comumente, a definicio de distancia exige uma quarta propriedade chamada de desigualdade trian-
gular (d(A, B) < d(A,C)+d(C, B) para quaisquer A,B e C), mas no presente trabalho decidimos utilizar
essa defini¢ao seguindo o padrio utilizado na ref. [6].

"A demonstracio deste e do préximo teorema podem ser encontradas no Apéndice D.
80 leitor interessado nestas, deve consultar a ref. [6].
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O teorema acima nos dé a idéia intuitiva que podemos escolher um ponto qualquer
em uma reta para ser o “ponto de coordenada zero” e uma diregao preferencial na qual

um ponto terd uma “coordenada positiva”.

Teorema 47 No plano hiperbolico, se A xyg B xg C entio dy(A,C) = dy(A,B) +
dy(B,0).

Definicao 38 A relacio de congruéncia entre segmentos no modelo hiperbolico

(denotada também por =g ) é definida da sequinte forma:
AB =g A'B & dH<A, B) = dH(A,7 B,)

Com essas defini¢oes de congruéncias entre angulos e segmentos no modelo hiper-
bélico, seremos capazes de mostrar que o plano hiperbdlico, em conjunto com a relagao
de congruéncia nesse modelo, serd uma geometria de congruéncia, conforme a préxima

proposicao.

Proposicao 48 O plano hiperbdlico H = (U'y, Ly, *g,=g) é um modelo de geometria de

congruéncia.

Demonstracao:

Os axiomas C(2) e C(5) sdo imediatamente verificados. Verifiquemos entao os demais
iniciando pelo axioma C(1).

Seja AB uma semi-reta e C'D um segmento. Considere k = dy(C, D). Pelo teorema da
recolocagao da régua, podemos encontrar uma régua f para a reta AB tal que f(A) =0
e f(B) > 0. Dessa maneira vemos que um ponto E é pertencente a semi-reta A—B> e

AFE =y CD, se e somente se
|f(A) = F(E) = f(C) = f(D)| =du(C,D) =k = 10— f(E)|=k= f(E)=k

uma vez que f(E) > 0. Com isso, concluimos que AF =y CD, se e somente se F =
f7Y(k). Mas existe um tinico ponto f~!(k), logo E ¢ o tnico ponto da semi-reta AB tal
que AE =5 CD.

Para a verificacao de C'(3), suponha que tenhamos A, B, C, A, B' e C' pontos

pertencentes ao plano hiperbélico tais que
Axyg Bxy C, Alxy B g C', AB=yg AB' e BC =y B'C’.
Pelo teorema 1ltimo teorema decorre que
dy(A,C) =dg(A,B)+dy(B,C) =dy(A',B") +dy(B',C") = dy (A", C")

logo AC' =5 A'C".
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As propriedades C'(4) e C(6) sao de dificil verificagao e nao serao apresentadas.’
C.Q.D.
Veremos em seguida um importante conjunto de axiomas, os quais formarao o que

futuramente chamaremos de geometria de continuidade.

9A ref. [6] apresenta uma verificagdo dessas propriedades mas com uma abordagem diferente da que
estamos utilizando.



Capitulo 5

GEOMETRIA DE
CONTINUIDADE

Este grupo de axiomas, resultard em importantes teoremas, uma vez que a partir deles,
conseguiremos correlacionar pontos de uma reta a nimeros reais e pontos em um plano
com pares de nimeros reais, permitindo-nos medir segmentos e angulos em qualquer

geometria que respeite estas propriedades.

Definicao 39 Seja C = (I',L, %, =) uma geometria de congruéncia. Diremos que C é uma
geometria de continuidade se:

K(1) (axioma de Arquimedes): Se A1B e C'D sdo segmentos, entio existe um nimero
finito de pontos A, As, ..., A, situados na reta j@, tais que Ay x Ag x A3, Ay x Az x
Agy oy Ap_ox A, _1%A,,, CD é congruente a cada um dos segmentos A1 Ao, AsAs, A3Ay, ..., Ap_1A,
e Ay« Bx A,. (fig.5.1)

/D

[+

Ay Ay A Ay As Ag Ag Ag A B Ap

Figura 5.1: Axioma de Arquimedes

K(2) (axioma de Cantor): Seja A;Bj, AsBs, ..., A, B,, ... uma sequéncia infinita de
segmentos contidos numa reta. Se A,.,1B,.1 estd contido em A, B, para todon € N e
além disso, para todo segmento DFE existir k£ € R tal que A By é menor que DFE, entao
existe um ponto C' pertencente a cada um dos segmentos da sequéncia. (fig.5.2)

O axioma K (2) ¢ as vezes chamado de principio dos intervalos encaixantes.

O axioma de Arquimedes assegura que em nossa geometria, se tomarmos dois segmen-

tos CD ("pequeno") e AB ("grande"), independente de seus “comprimentos” poderemos

45
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C

[

A A A, A, By B;B, B,

Figura 5.2: Axioma de Cantor

sempre construir um nidmero finito de “cépias” lado a lado do segmento menor, de foma
que o segmento resultante ultrapassa o maior.
Na propriedade K (2) ndo exigimos que o ponto C' seja tinico, mas isto é um fato e

pode ser provado, conforme faremos no teorema abaixo:

Teorema 49 Nas mesmas hipdteses do axioma de Cantor, existe um unico ponto C' per-

tencente a cada um dos segmentos da sequéncia dada.

Dem.: Com efeito, se tomarmos um ponto C” distinto de C', entao para algum niimero
natural x, terfamos um segmento A,B, da sequéncia tal que A,B, é menor que CC".
Disso decorre que os pontos C' e C’ ndao podem ser simultaneamente pertencentes a A, B,.
Como C' pertence a todos os segmentos da sequéncia, conclui-se que C’ nao pode pertencer
a cada um desses segmentos.

C.Q.D.

Posteriormente, veremos dois tltimos e importantes axioma que representam um dos
alvos desse trabalho (o axioma das paralelas e sua negagao). A geometria de continuidade,
antes do estudo desses axiomas, é também chamada de geometria neutra.

Conforme fizemos até aqui, faremos agora a verificacao de que o plano hiperbdlico e
o plano euclideano sao geometrias de continuidade. Essa serd a ultima verificacao feita

paralelamente com os dois modelos.
Proposicao 50 O plano euclideano € = (I'g,Lg, x5, =g) é uma geometria de continuidade.

Demonstracao:

Para mostrarmos K (1), usaremos o lema que segue:

Lema 1 As,C#p B= ||[A—C||+]||C—B||=|A- B

Demonstracao:
AxpCxp B=C=A+1t(B—-A)
com
O<to<l=ty>0el—1ty>1. (I
Mas

C=A+to(B=A)= |[A=C||+[|C=B|| = [|[A=A=t(B=A)[+]|[A+1(B—A) - B
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entao
C = [[to(A = B)|| + [[AQ1 = to) = B(1 —to)|| = (|to| + |1 — to[)||A = Bl|
logo,
|A=C||+|C = B|| = (to + 1 —t0)||A — B|| = [|A - B
por (I).
C.Q.D.

Observacao: A reciproca desse lema também é verdadeira.!

Agora, para mostrar K (1) suponha que sejam dados os segmentos AB e C'D. Sejam
z=|[A=Bl|ley=]C-D|.

Como z e y sao nimeros reais positivos, deve existir um nimero natural n tal que nx > vy,
uma vez que o conjunto N C R é ilimitado superiormente em R. Tome na semi-reta
CD o tnico ponto C; tal que CC; =g AB (este ponto existe pelo axioma C(1)). Da
mesma maneira, tome na semi-reta C’—C'1> o tnico ponto Cy, tal que C1Cy = AB. Se
repetirmos esse processo n vezes, teremos finalmente que C,_1C,, =g AB. Mas entao

teremos C;_,C; =g AB para todo j variando de 1 até n, donde
nz = nl|A— Bl =[|C = Gi[[ +||Cy = Cof[ + ... + [[Cry = Cu]| = ||C' = G|

pelo lema acima, uma vez que C'x Cy x Cy, Cy x Cyx Cy, ..., C,,_9 % C),,_1 x C}, por construcao
e de onde decorre que
ne = ||C = CGyl[ >y =|C - DI|.

Pelo teorema 42 concluimos que CC,, > C'D. Com isso, deve existir um ponto X na semi-
reta C’—)C’n, tal que C'x X % C), e CX = C'D, mas este ponto deve ser tinico pelo axioma
C(1), de onde teremos que X = D e entdo teremos C * D * C,, conforme querfamos.
K(2) : Para demonstrarmos K (2), utilizaremos alguns fatos estudados em anélise, mas
nao faremos todas as demonstracoes?.
assumiremos que o leitor esteja familiarizado com alguns termos e defini¢coes dessa

teoria.

Lema 2 Um segmento de reta no plano euclideano com a topologia usual em R? é um

conjunto compacto.

Demonstracao:
Precisamos mostrar que um segmento é um conjunto limitado e fechado. Para isso,

Tome um segmento qualquer AB. Seja k = d(A, B), entao o segmento AB esta contido

LA demonstracio pode ser obtida na ref. [2].
?Essas podem no entanto, ser obtidas na ref. [4].
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numa bola de raio r = 2k e centro em A.

De fato, B pertence a essa bola, uma vez que
d(A,B) =k <2k =r.

O ponto A é o centro da bola, portanto também pertence a ela. Por tltimo, se um ponto
C é tal que A x C * B, entao

d(A,C) +d(C, B) = d(A, B)

pelo ultimo lema, entao

d(A,C) < d(A,B)=Fk <2k

donde C' é um ponto pertencente a referida bola. Com isso, concluimos que todo ponto
do segmento AB pertence a bola de raio 2k e centro A, portanto esse segmento é um
conjunto limitado.

Consideraremos sem demontragao que todo segmento é um conjunto fechado (este nao
é um teorema de dificil demonstragao).

C.Q.D.

Demonstragao de K (2):

Seja A1By, A3 B, ..., A, B,, ... uma sequéncia infinita de segmentos contidos numa reta
AB. Suponha que A, 1B, 1 estd contido em A, B, para todo nimero n e além disso,
para todo segmento AB da sequéncia existir um nimero z tal que AzBxr é menor que
AB.

Os segmentos ABj, AsBs, ..., A, By, ... sao conjuntos compactos lema acima. Além
disso, A1 By D A3yBy D ...A,B, D .... Uma vez que todos os segmentos sao conjuntos nao
vazios, mostraremos que existe um ponto X contido em todos os segmentos da sequéncia.

De fato, para todo n natural escolha z, pertencente a A, B,. Todos os pontos da
sequéncia (x,) assim obtida pertencem ao compacto A;Bj, logo essa sequéncia possui
uma subseqgéncia convergente, z,, — X. Mostraremos que X pertence a A, B, para
todo n natural.

Com efeito, dado n arbitrariamente, deve existir n;, > n e para todo n; > n;, temos
que ,, € A,,B,, C Am.O Bm.O C A, B,. Isso é o mesmo que afirmar que a partir de um
certo indice n;,, todos os termos da sequéncia (z,,) pertencem ao fechado A, B,. Logo
X = limz,, pertence a A, B,, para qualquer n natural.

C.Q.D.

Para verificarmos que o plano de hiperbolico H = (I'y, Ly, gy, =g ) € uma geometria de
continuidade, basta fazermos demonstracoes andlogas aquelas feitas no plano euclideano,
tomando-se apenas o cuidado de substituir o lema 1 pelo teorema 47 e notar que o ultimo

lema é vélido para o plano hiperbdlico.
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Enunciaremos agora, uma série de teoremas dos quais demonstraremos apenas o de

numero 52.°

Teorema 51 Fuxiste uma unica maneira de associarmos um dngulo a um nidmero real de
tal forma que:

i) A medida de um dngulo /A (denotada por ZA) é um niimero real entre 0 e 180,
isto é, 0° < /A < 180°

i) LA =90° < LA é reto

ii) /A=/B& /A= /B

iv) Se C' é um ponto interior ao dngulo ZABD, entio ZABD = ZABC + ZCBD

v) Para qualquer nimero real x : 0 < x < 180, existe LA : LA =z°

vi) Se /A é suplementar a /B entido /A + /B = 180°,

vii) /A < /B se e somente se /A < /B.

A unidade padrao e natural para compararmos medidas de dngulos é o angulo reto,

uma vez que todos eles sao congruentes dois a dois.

Teorema 52 *Eziste uma tinica maneira de associarmos um segmento a wm nimero real
(a medida do segmento) de tal forma que:

i) A medida de um segmento AB (denotada por AB) é um mimero real positivo (AB >
0);

ii) Erviste um segmento OI tal que OI = 1 (este segmento é chamado de segmento
unitdrio ou unidade de medida);

iii) AB = CD < AB = CD;

iii) Ax BxC & AC = AB + BC

i) AB < CD < AB < CD;

v) Para qualquer x € R, existe AB : AB = .

Os dois tltimos teoremas nos permitem a associacao de dngulos e segmentos com
nimeros reais e facilitam muitas demonstragoes, além de nos fornecerem subsidios para

conectarmos a geometria com diversas outras teorias mateméticas.

Teorema 53 (Saccheri-Lambert) A soma da medida dos dngulos internos de qualquer

tridngulo é menor ou igual a 180°.

Este tultimo teorema pode parecer estranho a quem costuma utilizar apenas a geome-
tria euclideana. Alguns outros teoremas da geometria neutra podem, a primeira vista,
parecer estranhos e contraditérios. Isso deve-se principalmente ao fato de nao termos
ainda provado a unicidade (ou néo) de retas paralelas.

De fato, posteriormente precisaremos de um axioma para garantirmos a unicidade de

retas paralelas (no caso da geometria euclideana).

3 As demonstracdes podem ser obtidas na ref. [2].
4Consulte o Apéndice E para obter a demonstracio.
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Definicao 40 O defeito de um tridngulo ABC é 18(° menos a soma da medida dos

angulos internos deste tridngulo.

def(ABC) =180° — (LA+ /B + ZC).

Do teorema Saccheri-Lambert decorre que em qualquer triangulo ABC', def(ABC) >

Teorema 54 (aditividade do defeito) Seja ABC um tridngulo e D um ponto tal que
Ax D x B, entdo def(ABC) = def(ACD) + def(BCD,).

Defini¢ao 41 Dados quatro pontos A, B, C' e D (nunca trés deles colineares), a unido
dos segmentos AB, BC', CD e DA é um quadrilatero, Os referidos segmentos sao os

lados do quadrilatero.

Definicao 42 Um retdngulo é um quadrildtero cujos dngulos formados entre seus lados

sao todos retos.

Teorema 55 Se o defeito de um tridngulo é nulo, entao retingulos existem e o defeito

de qualquer triangulo é nulo.

Repare que no teorema acima nao estamos afirmando que existe um tridngulo cujo
defeito é nulo. Este teorema apenas garante um resultado na condicao de tal tridngulo

existir.

Teorema 56 Se o defeito de um triangulo é positivo, entao o defeito de qualquer triangulo

é positivo.

Veremos nos dois préximos capitulos que nas geometrias euclideanas, o defeito de qual-

quer tridngulo é nulo, enquanto que nas geometrias hiperbdlicas, este defeito é positivo.
Teorema 57 °Existe uma bijecdo entre os pontos de uma reta e 0s nimeros reais.

Teorema 58 Numa geometria de continuidade, sempre existe uma bijecao entre os pontos

desta geometria e o R2.

Definicao 43 Seja AB um segmento e O um ponto. A circunferéncia de centro em
O e rato AB é conjunto de pontos Q) tais que OQ = AB. Além disso, um ponto E serd
um ponto interior a esta circunferéncia se £ = O ou se EO nao possui ponto algum da

referida circunferéncia.

Teorema 59 Se uma reta possui um ponto interior de alguma circunferéncia, entao esta

reta possui exatamente dois pontos em comum com a circunferéncia. (fig.5.3)
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Figura 5.3: P é ponto interior a x.

Definicao 44 Um ponto é um ponto exterior a uma circunferéncia se ele nao per-

tencer a esta circunferéncia e nem for interior a ela.

Teorema 60 Se uma circunferéncia possui um ponto interior e outro exterior a uma

sequnda circunferéncia, entao essas duas circunferéncias possuem exatamente dois pontos
em comum.

5 As demonstracoes desse teorema e do préximo, podem ser obtidas no apéndice E.



Capitulo 6

GEOMETRIA EUCLIDEANA

Defini¢ao 45 Seja C = (I',L,*,=) uma geometria de continuidade. Diremos que C é
uma geometria euclideana, se:
P(1) Para toda reta v e para todo ponto P nao incidente a r, existir uma tnica reta

s passando por P e paralela a r.
Proposicao 61 O plano euclideano é uma geometria euclideana.

Demonstracao:
Seja Ly uma reta e P = (zp,yp) um ponto nao incidente a L;. Obviamente a reta
L.,

ser xp, enquanto que a primeira coordenada de qualquer ponto incidente a Lj deve ser k.

¢ paralela a Ly, pois a primeira coordenada de qualquer ponto incidente a L,, deve

Mas como k é diferente de xp (P nao é incidente a L) vem que Ly e L,, ndo possuem
pontos comuns. E claro que P ¢é incidente a L,,. Por outro lado, uma outra reta desse
tipo (L,,) ndo poderia passar por P, pois nesse caso terfamos m = xp e entao Ly, = L,,.
Uma reta do tipo L, ; nunca é paralela a uma reta do tipo Ly, pois o ponto (k, ak +b)
pertence a ambas. Portanto L,, é a tnica reta paralela a Lj; e que passa por P.
Agora, se tomarmos uma reta L,,;, e um ponto Q) = (z¢,¥yg) nao incidente a L, ,
vemos que tomando

V' =yg —mxg

decorre que a reta L, passa por @ e além disso, L,,y ¢ paralela a L,,; (se nao fosse,

terfamos para algum ponto (x,y) tal que
y=mz+bey=mz+l
donde
b=V =yg—mzxg

e entdo L,,; passaria por (), o que contraria a hipétese). Vamos mostrar que L,y é a
Unica reta paralela a L,,; que passa por ().

J& vimos que uma reta do tipo L; nao pode ser paralela a uma reta do tipo L, .

52
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Se tivermos duas retas L,,; € L,. com m # a, entao L,,;, e L, . possuem um ponto

comum. De fato, tome
c—b
r=——ey=mx+b.
m—a

Claramente (z,y) pertence a L, ;. Mas repare que

c—0b mc—mb+mb—>ba mc—ba ac— ac+ mc—ba
y=mr+b=m——+b= = =
m—a m—a m—a m—a
portanto
c—b
y=a——+c=ar+d.
m—a

Entao (x,y) também pertence a reta L, .. Concluimos que duas retas Ly, € L, $6
podem ser paralelas se m = a. Portanto a reta L,y ¢ a dnica reta paralela a L,,; que

passa por (), pois se existisse uma reta L,, . com essa caracteristica, terfamos que
z=yg—mzg=1"V

logo Lm,b’ = Lm7z.

Notamos entao, que indiferente ao tipo de reta que tomarmos no plano euclideano,
se escolhermos um ponto nao incidente a uma reta pré-fixada r, teremos uma tnica reta
paralela a r passando por esse ponto.

C.Q.D.

Com esse resulado, mostramos uma afirmacgao feita no inicio desse trabalho, onde
dissemos que esse modelo seria uma geometria euclideana.

Através do corolario 1, podemos garantir que em qualquer geometria de continuidade,
teremos a existéncia de retas paralelas, no entanto, nao podemos provar que por um ponto
nao incidente a uma reta dada, passa uma unica reta paralela a esta reta, uma vez que
encontraremos um modelo onde isso nao acontece (o modelo hiperbdlico).

Em outras palavras, uma geometria de continuidade pode nao ser uma geometria
euclideana. Nesse caso, diremos que esta serd uma geometria hiperbdlica.

Com o a propriedade P(1), completamos a descricio axiomdtica da geometria mais
comum e intuitiva que conhecemos, a geometria euclideana. Conseguiremos com essa pro-
priedade, mostrar uma série de teoremas que nos parecem bastante familiares. Listaremos

abaixo alguns desses teoremas com os devidos comentdrios onde forem convenientes!.

Teorema 62 Se r e s sao retas paralelas e t é uma reta tal que t é concorrente a r entao

t é também concorrente a s.

Definicao 46 Sejam r e s retas paralelas e t uma reta concorrente a ambas respectiva-

mente nos pontos A e B. Se P#£ A e Q# B sao pontos incidentes respectivamente a r e s

! As demostragoes sao obtidas na ref. [2].
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e além disso sao tais que P|Q,t entdo dizemos que os dangulos /PAB e Z/SBA édngulos

alternos internos.

Teorema 63 Se duas retas paralelas sdo intersectadas por uma terceira, entao os dngulos

alternos formados sao congruentes. (fig.6.1)

Figura 6.1: r e s sao retas paralelas

Teorema 64 Em geometria euclideana, retdngulos existem e o defeito de qualquer tridn-
gulo é nulo.

Teorema 65 Se um quadrildtero é um retdngulo, entao seus lados opostos sao paralelos
e congruentes. (fig.6.2)

Figura 6.2: Retangulo

Teorema 66 (Teorema de Tales) Sejam r, m e n retas paralelas e considere s uma
reta concorrente a r, m en nos pontos A, B e C' respectivamente. Considere ainda uma

reta t concorrente as retas r, m en nos pontos D, E e F' respectivamente, entao existem
constantes K, J € R tais que

AB B AB DE

DE EF B ER 7

Veja figura 6.3.
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Figura 6.3: Teorema de Tales

Definigao 47 Sejam ABC e A'B'C’ tridngulos tais que /A= /A", /B=/B e /C =

ZC". Além disso, assuma que os lados homdlogos sejam proporcionais, isto é,

AB BC CA

= = = K
A'B  B'C CA

Nessas hipdteses, diremos que os tridngulos ABC e A'B'C" sGo semelhantes (notagdo
ABC~A'B'C’). (fig.6.4)

Figura 6.4: ABC~A'B'C'

Teorema 67 Se em dois triangulos ABC e DEF tivermos
A=4D e/ B=/FE

entdo esses dois tridngulos sao semelhantes.
Teorema 68 Se em dois triangulos ABC e DEF tivermos

ZBEZEeA:B:B:C:K
DE EF

entao esses dois tridngulos sao semelhantes.

Definigao 48 Um tridngulo ABC' é chamado de triédngulo reténgulo se ZABC' é reto.
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Teorema 69 (Teorema de Pitdgoras) ABC é um triangulo retangulo com LABC

reto se e somente se

AB° + BC® = AC".
Para o préximo teorema, lembre que o simbolo | representa perpendicularismo.
Teorema 70 Se a, b, ¢ e d sao retas distintas tais que a L b, b L ¢ ec L d entdo a L d.

Veja que pela definicao de perpendicularismo decorre que esta relagao é simétrica, isto
é¢ald=dla.



Capitulo 7

GEOMETRIA HIPERBOLICA

Defini¢ao 49 DEF.: Seja C = (T',L, x,=) uma geometria de continuidade. Diremos que
C ¢é uma geometria hiperbolica se:
P(2) para toda reta r e para todo ponto P nao incidente a r, existir mais de uma reta

s passando por P e paralela a r.

Observe que P(2) é a precisamente a negacao de P(1) (uma vez que ja foi mostrado
que retas paralelas existem) e portanto uma geometria hiperbdlica jamais podera ser uma

geometria euclideana e vice-versa.

Teorema 71 !Seja r uma reta e P um ponto ndo incidente a r em uma geometria de
continuidade C. Se por P passar mais de uwma reta paralela a r, entdo C é uma geometria

hiperbolica.

O teorema acima garante que se por um ponto nao incidente a uma reta qualquer
passar mais de uma paralela a esta reta, entao isso ocorrerd em toda reta r e todo ponto
P nao incidente a 7.

Com esse teorema, torna-se muito simples verificar a préxima proposicao.
Proposicao 72 O plano de hiperbdlico é wma geometria hiperbdlica.

Demostracao:

Considere a reta oL e o ponto (2,2) nao incidente a ¢L. Mostraremos que existem
duas retas paralelas a oL passando por (2,2). (fig.7.1)

Com efeito, a reta oL claramente passa por (2,2) e é paralela a oL pois os pontos inci-
dentes a oL possuem a primeira coordenada nula enquanto que os pontos de 5, possuem
a primeira coordenada igual a dois, portanto essas retas nao podem ter ponto comum.

A reta 5Ly passa pelo ponto (2, 2) pois as coordenadas desse ponto satisfazem a equagao
(r — 2)2 + y*> = 22. No entanto, essa reta nao possui intersegao com a reta oL pois se

possuisse terfamos que (0 — 2)? + y? = 22, donde y = 0 e o ponto de intersegao das duas

'A demonstragio desse teorem pode ser obtida na ref. [1].

o7
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2.2

0.0

Figura 7.1: Duas retas paralelas a oL passam pelo ponto (2,2)

retas nao seria um ponto do plano hiperbdlico. Logo as retas 5Ly e o L sao ambas paralelas
a oL e passam pelo ponto (2,2) nao incidente a oL.

C.Q.D.

Da mesma maneira que fizemos com a geometria euclideana, listaremos agora uma
série de teoremas que serao validos a este tipo de geometria (geometria hiperbdlica), os

quais mais tarde auxiliardo na prova de outros fatos a respeito desse tipo de geometria?.

Teorema 73 Dada uma reta r e um ponto P nao incidente a r, existem infinitas retas

passando por P e paralelas a r.

Teorema 74 Em geometria hiperbolica, retdngulos nao existem e todos os triangulos tem

defeito positivo.
Teorema 75 (AAA) Se dois tridngulos sao semelhantes entao eles sao congruentes.

Este teorema é chamado de AAA porque em geometria hiperbdlica, se dois tridngulos
possuem trés angulos congruentes (sdo semelhantes) eles serdo congruentes e portanto
AAA é critério de congruéncia nesse tipo de geometria.

Diferente da geometria euclideana, a geometria hiperbdlica possui uma unidade ab-
soluta de comprimento pois todos os triangulos equildteros (trés lados e trés angulos
congruentes) sao semelhantes e portanto congruentes. Basta entao construir um trian-
gulo equilédtero e teremos que a medida de seu lado serd um constante, independente do

triangulo que construfmos.

Teorema 76 (Paralelas limitantes) Para toda reta l e todo ponto P ndo incidente a
[, considere () o ponto de interse¢ao entre as retas | e a unica perpendicular a | passando
— P
por P (1N = {Q}) entdo existem evatamente duas semi-retas PX e PX' tais que
2 — —_— . 3
X| X', PQ, PXNl=PX'Nl= e além disso, apresentam a propriedade que qualquer
semi-reta com origem em P possui ponto comum com | se e somente se esta semi-reta

% —) . . . ~ . . .
estd entre PX e PX'. Ainda, essas paralelas limitantes estao situadas simetricamente
em relacdo a P<—C>2, isto é, /X PQ = /X'"PQ. (fig.7.2)
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—_— =
Figura 7.2: PX e PX' sao paralelas limitantes

Teorema 77 3 Fizado um tridngulo EFG e dado um sequndo tridngulo ABC, existe
um inico nimero real positivo chamado de drea do tridngulo ABC (denotada por
area(ABC')) que satisfaz as propriedades (i) até (iii)

(i) drea( EFG) = 1;

(11) Tridngulos congruentes possuem a mesma drea;

(11i) Se D é um ponto tal que Ax Dx B entdo drea(ABC) = drea(ADC)+area(DBA).

Teorema 78 Ezxiste uma constante positiva k, tal que para qualquer tridngulo ABC, a
drea de ABC' é dada por

11
area(ABC) = @k‘%de f(ABCO).

A constante k depende da escolha do segmento unitério (OI : OI = 1)
Coroldrio 2 A drea de qualquer tridngulo é no mdximo I1K%.

Entraremos a partir de agora numa nova etapa do trabalho. Estudaremos isomorfismos
entre modelos e mostraremos através deles que o conjunto de axiomas tanto da geometria

euclideana quanto da geometria hiperbdlica, sao categoricos.

?Novamente sugerimos a ref. [2] para obter essas demonstragoes.
3Na verdade este é um teorema da geometria neutra.



Parte 11

O PONTO DE VISTA MODERNO
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Estudaremos agora diversas geometrias sob um novo ponto de vista, em termos de seus
grupos de simetria. Essa abordagem deve-se ao matemético alemao Felix Klein (1849 -
1925) que tratou o assunto em seu Erlanger Programme fazendo estudos sobre grupos
de transformacao e suas caracteristicas invariantes, construindo assim, as bases de uma
revoluciondria visao das geometrias euclideanas e nao-euclideanas, considerando-as casos
particulares de uma variedade projetiva. Esta nova teoria d4d sustentacao para mostrar a
equivaléncia da consisténcia entre esses dois tipos de geometria.

Daremos uma visao geral sobre este assunto, iniciando nosso trabalho tratando de

isomorfismos entre modelos.



Capitulo 8

ISOMORFISMOS ENTRE
MODELOS

Nesta parte do trabalho, enunciaremos um importante conceito matemaético, o isomor-
fismo entre modelos. Através dele, poderemos relacionar dois modelos de uma mesma
geometria de tal modo que todas as relacoes entre os pontos no primeiro modelo serao
respeitadas no segundo e vice-versa.

Da mesma forma que ocorre com espacgos vetoriais onde dois espacos isomorfos sao
idénticos (do ponto de vista da &lgebra linear), dois modelos isomorfos de uma dada

geometria devem ser pensados como indistinguiveis.

Defini¢ao 50 Sejam C = (I',L,x,=) e C' = (I",L’,¥',=") modelos de geometria de con-
tinuidade. Diremos que uma bijecio f : T' — I é um isomorfismo se:

IS(1) AxBx D < f(A)x f(B) * f(D);

IS(2) AB=DE & f(A)f(B) = f(D)f(E).

Definigao 51 Se existe um isomorfismo f : I' — TV, diremos que os modelos C =

(DL, *,=) e C' = (I",L, ', =") sdo isomorfos.

Um resultado obtido imediatamente da definicao é que se f é um isomorfismo, entao
f~! também ser4.

Repare que um isomorfismo "leva retas em retas", uma vez que trés pontos colineares
possuem imagens colineares. mais precisamente, veja que se B € AD com A # B # D,
entao B, A e D serao colineares e portanto, Ax Bx D, Ax Dx* B ou B* Ax D pelo axioma
O(3), logo, por 15(1) decorre f(A)xf(B)*f(D)ou f(A)xf(D)xf(B)ou f(B)xf(A)xf(D)

—> > —
e entdo f(B) € f(A)f(D). Reciprocamente f(B) € f(A)f(D) = B € AD utilizando o
resultado que f~! também é um isomorfismo. Obviamente este resultado também é vélido
R — —
para incidéncia de pontos em semi-retas, ou seja, f(B) € f(A)f(D) < B € AD.

Teorema 79 Se f for um isomorfismo, entao f preserva dngulos.

62
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O teorema acima afirma que
LABD = ZEFG < ZLf(A)f(B)f(D) = f(E)f(F)f(G).

Demonstracao:
De fato, suponha que ZABD = /FEFG. Tome os pontos H € FEel € FQ tais que
FH = BA e FI = BD (axioma C(1)), entdo teremos que ZABD = /FEFG = ZHF]I,
— —_— = —
uma vez que F'E = FH e FG = FI. Logo,

LABD = /HFI, FH=BAe FI=BD

e entdo ABD = HFI pelo axioma C(6) (LAL). Dentre outros resultados, podemos con-

cluir que AD = HI e pelas propriedades do isomorfismo, vem que

FAF(D) = f(H) (), F(F)f(H) = f(B)f(A) e f(F)f(I) = f(B)f(D)

com isso,

pelo teorema (LLL) e portanto

ZF(A)F(B)f(D) = Zf(H)f(F)f(I).

Notemos agora que

FE)f(H) = f(F)f(E) e f(F)f(I) = f(F)f(G)

e —_— — s i i
uma vez que FH = FFE e FI = FG e f preserva semi-retas. Podemos finalmente concluir

que
LA F(B)f(D) = Zf(H)[(F)f(I) = £Lf(E)f(F)[(G)
logo
Lf(A)f(B)f(D) = LI(E)f(F)f(G).
C.Q.D.
Isso nos da um resultado bastante importante. Todos os objetos definidos a partir

das relagoes primitivas serao preservados por um isomorfismo. Por exemplo, como ji

haviamos discutido, teremos
_— —
/(B) € [(A)f(D) < B e AD

. . % .
e além disso, os pontos da semi-reta f(A)f(D) obedecem a ordem dos pontos da semi-reta

—
AD em vista da propriedade 1.5(1), nos permitindo concluir que semi-retas sao preservadas
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por isomorfismos, ji que estas sao definidas com o auxilo apenas da relagao de ordem .
Da mesma maneira, serao preservadas pelo isomorfismo as retas paralelas, concorrentes,
perpendiculares, etc.

Intuitivamente, se um modelo for isomorfo a outro basta apenas estudarmos os aspec-
tos geométricos num desses, pois podemos prever o que acontecerd para o outro, uma vez
que todos os mesmos fenémenos se repetirao.

Faremos agora a construgao de uma prova bastante importante para nosso estudo, na

qual estabeleceremos que quaisquer dois modelos de geometria euclideana sao isomorfos.

8.1 Categoricidade da geometria euclideana

Primeiramente é importante que percebamos alguns fatos importantes. No Apéndice E,
construimos uma bijecao entre os pontos de uma geometria de continuidade qualquer (em
particular, uma geometria euclideana ¢ uma geometria de continuidade) e o espago RZ.
Note que se considerarmos duas retas perpendiculares z e y (zNy = {O}) num modelo de
geometria euclideana e tomarmos um ponto qualquer P podemos sem muita dificuldade
mostrar que a bijecao construida no Apéndice E é equivalente a tragarmos a tnica reta
perpendicular a x passando por P (denotada por x3) e a reta perpendicular a y passando
por P (denotada por y3) (fig.8.1). Os pontos de interse¢io dessas perpendiculares com
as retas x e y sao denotados respectivamente por P, e P,. Se P € y, entao OP = OF, e
da mesma maneira se P € x, OP = OF,. Caso P ¢ v e P ¢ y, entdo temos pelo teorema

65 que PP, = OP, e PP, = OF,, donde as coordenadas de P serao

O(P) = (0, (Pr), ¢, (Fy))

onde ¢, é a bijecao entre os pontos da reta x e os nimeros reais (construida no Apéndice
E) e ¢, ¢ a bijecdo entre os pontos da reta y e os niimeros reais’.

Lembre que para cada uma das fungoes ¢, e ¢, temos que fixar um segmento unitdrio
AB (AB = u(AB) = 1).

Construimos (também no Apéndice E), uma vez fixado um segmento AA’; a func¢ao
comprimento p: S — R, definida de tal modo a respeitar as propriedades:
(i) DE = FG < pu(DE) = u(FQG)
(ii) Dx Ex F < w(DF) = u(DE) 4+ p(EF)
(iii) p(AA") =1.

J4a dissemos que para cada geometria de continuidade, existe uma tnica funcao yu com

!No Apeéndice E, as bijecdes sao construidas fixando em x e y o ponto O e um ponto diferente de O
em z, bem como um ponto diferente de O em y.
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Figura 8.1: PP, = OFP, e PP, = OP,

essas caracteristicas, uma vez fixado um segmento AA’ para servir de unidade de medida.
Daremos uma prova de que em qualquer geometria euclideana, toda fungao comprimento

() deve ser igual ao comprimento em nosso modelo euclideano, isto &,
#AB) = [|2(A) — 2(B)]

onde ® representa a bijecao construida no Apéndice E (bijecao entre os pontos do plano
com o espago R?), desde que para o segmento fixado AA’, u(AA") = ||®(A) —&(A4')|| = 1.

Teorema 80 Se & = (I'|L, %, =) é uma geometria euclideana, entdo
H(AB) = [|2(A) — 2(B)]]
para quaisquer A, B € T', com A # B, onde ® ¢ a bijecdo, acima referida, entre I' e o R2.

O teorema acima garante que a fungao ® preserva comprimentos.

Demonstracao:

Seja € = (I',L, x,=) uma geometria euclideana. Considere as retas = e y perpendicu-
lares em um ponto O. Escolha um ponto A € z diferente de O, tal que u(OA) = 1 para
a funcao p escolhida (isto é sempre possivel através da bijegao ¢,).

Para dois pontos distintos C' e D temos 3 possibilidades:

(i) CD L a;

IR somen ¢

(ii) CD L y;

o M ~ . M ~ .

(iii) C'D nao é perpendicular a x e C'D nao é perpendicular a y.
Caso (i) (Fig.8.2)

Como C,CDD, é retangulo entao pelo teorema 65 decorre que

C¢D=C,D, = u(CD) =pu(C,D,) = ’@y(Cy) - (py(Dy)l
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¥
S C
Dy D
0 A C=D, x

>
Figura 8.2: CD 1 x

D, D

(6] G BN

Figura 8.3: y = 23, y' = 2, o1 =yt e 2" =y,

uma vez que Cy, D, € y. Por outro lado

|1@(C) — @(D)|| = [(¢.(Ce), ¢, (Cy)) = (0.(Da), 0, (Dy))l

entao
|2(C) = 2(D)]| = [[(¢2(Cr) = po(Da), 0, (Cy) — 0, (Dy))]

<
e uma vez que C'D é a perpendicular passando por C' e D, C, = D, e temos

12(C)=2(D)|| = 1[0, ¢, (Cy) =, (Dy))] = \/02 + (0, (Cy) = ¢, (Dy))? = |, (Cy) =9, (Dy)|

donde u(CD) = ||®(C) — ®(D)]|.
Caso (ii) Anélogo ao caso (i).
Caso (iii) (Fig.8.3)

Considere ¢ = 735 (' é a tinica perpendicular a z passando pelo ponto D), do mesmo

modo, v’ =15, 7' =yt ear" =yp. masy La,x Lyey L x= 2 Ly peloteorema 70.



CAPITULO 8. ISOMORFISMOS ENTRE MODELOS 67

Chame de P o tnico ponto de intersecao das retas 2’ e y ({P} = 2’ Ny’). Com isso,

DP = D,C, ou D,DPC, é retangulo e em qualquer caso
DpP=D,C, = u(DP) = pu(D,Cy)

e analogamente p(C'P) = u(C.D,).

Como FE é uma geometria euclideana, entdo pelo teorema de Pitdgoras, teremos:
[u(CD))* = [(DP)* + [u(PC)]* = [u(CyDy)]* + [1(C: Dy)J?

e portanto
[W(CD))* = |, (Cy) = ¢, (Dy)* + |, (Ca) — pu(Dy)|”

uma vez que Cy, D, € ye C,, D, € x.

Mas
12(C) = @(D)|* = [[(9a(Ca), 0, (Cy)) = (#,(Da), 0, (D)2
logo,
12(C) = @(D)II* = [[(9a(Ca) = u(Da), 9, (Cy) = 9, (D))
entao
12(C) = ®(D)II* = (¢.(Cr) = ¢.(D2))* + (9,(Cy) — 9, (Dy))?
por isso,

12(C) — (D)II* = 10,(Cy) — ¢, (Dy)* + |02(Co) — p(Da)|”

e finalmente
[1(CD)? = [|®(C) — ®(D)|]* = u(CD) = ||(C) — &(D)]]

ja que u(C'D) > 0.

C.Q.D.

Esse teorema nos permite enunciar o proximo, o qual consiste num dos focos deste
trabalho

Teorema 81 O conjunto de axiomas da geometria euclideana é categorico.

O teorema acima poderia também ser enunciado da seguinte maneira: todos os modelos
de geometria euclideana sao isomorfos dois a dois.

Uma terceira maneira seria a seguinte: todo modelo de geometria euclideana é isomorfo
ao plano euclideano.

A terceira afirmacao é equivalente a segunda pelo fato de que a func¢ao inversa de um
isomorfismo, bem como a composicao de dois isomorfismos é um isomorfismo.

Demonstracao:



CAPITULO 8. ISOMORFISMOS ENTRE MODELOS 68

Demonstraremos a terceira afirmagao, que é equivalente a segunda e ao préprio enun-
ciado do teorema.

De fato, seja dado um modelo de geometria euclideana & = (T',L,*,=) e considere
também o plano euclideano E = (I'p,Lp, ¥p, =g). Seja dada a fungdo @ : I' — 'y = R?
definida por ®(P) = (p,(Fy), ¢,(P)) (¢ a mesma funcio definida no apéndice E) é um
isomorfismo. J4 mostramos neste Apéndice que ® é bijetiva. Mostraremos agora que esta
fungao ¢ respeita as propriedades 1.5(1) e 15(2) e portanto ® serd um isomorfismo entre
£ e o plano eucideano E.

Repare que ®(P) = (¢,(F%), ¢,(F,)) ¢ exatamente a fungao construida no teorema
80 para provarmos que se g ¢ uma funcao comprimento em alguma geometria de con-
tinuidade, entao u(C'D) = ||®(C) — ®(D)|| para quaisquer C' # D pontos dessa geometria
de continuidade.

Podemos ver entdao que a funcao ® : I' — R? mantém comprimentos invariantes.
Com esse resultado é muito facil mostrarmos que 15(1) e 15(2) sdo assegurados. Veja
que:

IS(1) é mantido pois
AxB*C < u(AC) = n(AB) + u(BC)
pela defini¢ao de p, mas
P(AC) = p(AB) + p(BC) < [[@(A) = 2(C)|| = [|2(A) — &(B)|[ + [|®(B) — 2(C)||
Por dltimo,
12(A) = 2(C)]| = [|@(A) = &(B)|| + ||2(B) — ®(CO)|| & Axp B+p C
pelo lema 1 e entao concluimos que
AxBx(C & Axp BxgC.

I15(2)
AB=0CD < pu(AB) = u(CD)

pela definicao de p. Mas
W(AB) = u(CD) < [|@(A) — 2(B)|| = [[®(C) — 2(D)]
e pela definicao de congruéncia entre segmentos no plano euclideano teremos que

12(A) = 2(B)[| = [[®(C) = ®(D)|| & AB = CD
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logo
AB=CD < AB =g CD.

C.Q.D.

Conforme ja explicitamos anteriormente, é suficiente estudarmos o que ocorre no plano
euclideano para podermos prever o que ocorrerd com as outras geometrias euclideanas.

Um outro resultado, também anteriormente comentado, é que o sistema de axiomas da
geometria euclideana é categorico, isto é, quaisquer dois modelos que pudermos encontrar
satisfazendo esses axiomas, serao isomorfos entre si.

E também possivel demonstrar que o sistema de axiomas da geometria hiperbélica é
categdrico e por decorréncia disso, qualquer modelo de geometria hiperbdlica sera isomorfo
ao plano hiperbdlico, o qual demonstramos ser um modelo de geometria hiperbélica. Nao
apresentaremos entretanto essa demonstragéoQ, uma vez que requer conhecimentos ante-
riores de alguns fatos relevantes nao contemplados no presente trabalho. Consideraremos
no entanto que existe um isomorfismo ¢ : I' — 'y entre qualquer modelo de geometria
hiperbélica N = (', L, %, =) e o plano hiperbdlico H = (T'y, Ly, *5, =5).

Estudaremos a partir de agora os isomorfismos que podem ocorrer num mesmo modelo,
denominados de automorfismos. Tentaremos encontrar o grupo de fungoes que sao iso-

morfismos dentro de um mesmo modelo e caracterizd-lo de acordo com suas propriedades.

2Uma demonstracdo de que todos os modelos de geometria hiperbélica sdo isomorfos a um mesmo

modelo desta geometria (sdo isomorfos ao modelo de geometria hiperbélica de Klein), pode ser obtida na
ref. [2].



Capitulo 9

AUTOMORFISMOS

Definicao 52 Um automorfismo é um isomorfismo cujo dominio e contradominio co-

mceidem.

Mais precisamente, se considerarmos C = (I',£, %, =) uma geometria de continuidade,
entao f : I' — ' € um automorfismo se e somente é um isomorfismo.

Os automorfismos de uma geometria de continuidade possuem naturalmente a estru-
tura matematica de um grupo. Daremos a seguir uma definicao formal de grupo. A partir

desta, continuaremos nosso trabalho com o auxilio desse importante conceito matematico.

Definicao 53 Seja M um conjunto e o uma operagao bindria em M. Diremos que o par
ordenado (M, o) serd um grupo se as propriedas G(1) a G(3) abaizo forem verificadas:

G(1) (elemento neutro ou identidade) Existe e € M, tal que eot =toe =1t para todo
teM;

G(2) (inverso) Para todo t € M, existe t ™' € M tal quetot ' =tot ! =¢;

G(3) (associatividade) (sot)ou = so (tow), para todo s,t,u € M.

Um grupo serd chamado de grupo comutativo (ou abeliano) se além das trés pro-
priedades citadas acima tivermos a comutatividade, isto é se satisfizer:

G(4) (comutatividade) sot =t o s, para todo s,t € M.

Algumas propriedades podem ser facilmente extraidas da definicao de grupo. Por
exemplo, podemos provar que para todo t € M, t~! € M ¢ tnico (o inverso de um
elemento de M é tinico). Também é possivel mostrarmos que o elemento neutro dentro
de um grupo ¢ unico.

Frequentemente chamaremos de grupo a um conjunto G, ao invés do par ordenado
(G, 0). Isso ¢ um abuso de notagdo comum, utilizado quando nao ha ddvidas sobre qual
operacao estamos descrevendo.

Daremos alguns exemplos de grupo para que o leitor se familiarize com a idéia. Alguns
desses exemplos serao utilizados posteriormente.

Exemplo 1: Seja M um conjunto e considere F' o conjunto de todas as funcoes

bijetivas de M em M, isto é, f € F < f: M — M é bijetiva. Considere o a composi¢ao

70
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de fungoes, isto ¢, f o g(x) := f(g(z)) para todo x € M e f,g € F. Podemos provar que
(F,0) é um grupo. De fato, vemos que:

G(1) é verificada porque se definirmos a fungao identidade em M como e(z) = x para
todo z € M, vemos que e é claramente uma bijecao e portanto e € F. Além disso, para
todo g € F teremos, g o e(z) = g(e(z)) = g(z) e além disso, e o g(z) = e(g(x)) = g(x)
para todo x € M, logo, goe =eo g = g, donde e € F' é a identidade.

(G(2) pode ser provada observando-se que para todo f € F, f é bijetiva e portanto
existe {1 tal que

fofa)=f"of(z)=a=cl)

para todo x € M e entao f possui inversa.

(G(3) é imediatamente observada, uma vez que estamos considerando fungoes e entao

(fog)oh(z)e folgoh)(r)

representam a mesma func¢ao f(g(h(z))) para todo x € M, logo (fog)oh = fo(goh)e
a propriedade associativa é verificada.

Observe que (F, o) nao forma em geral um grupo abeliano, pois nem sempre teremos
fog(z)=go f(z) comx € M.

Exemplo 2: Seja O(2) o conjunto de todas a matrizes ortogonais 2 x 2, isto é

AcO@2) e Ao Al =1

onde o denota o produto entre matrizes, A é uma matriz 2 x 2, A® é sua transposta e I é
a matriz identidade. Considere a operacao o como sendo o produto entre matrizes, entao

o par ordenado (O(2),0) é um grupo.
0
Para verificarmos G(1) por exemplo, basta tomarmos a matriz [ = < 0 1 ) e entao
c d

Aol [ @ b 10 _ [ b 4
c d 01 c d

ToAd— 10 a b _[a b 4
01 c d c d

10
Obviamente I € O(2) pois I' = I eentao [oI' = ['o] = I. Logo a matriz [ = ( 01 >

b
teremos que para todo A € O(2), A = < “ ) para uma certa escolha de a, b, c,d € R.

Mas entao
além disso
¢ a identidade em O(2).

G(2) pode ser verificada. Basta notarmos que para todo A € O(2), A' = A~!. De fato
A€ O(2)= Ao A = I, além disso, ¢é facil notar que (A")" = A e entao teremos também
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que
Ao A= Alo (A = 1.

G(3) : E suficiente vermos que o produto de matrizes é sempre associativo e em

particular o produto de matrizes ortogonais também deve ser associativo, logo
A B,C€eO2)= (AoB)o(C=Ao(Bo().

Precisamos ainda mostrar que a operacao o é fechada para matrizes ortogonais, isto
é, precisamos provar que o produto de duas matrizes ortogonais de ordem 2 por 2 é ainda

uma matriz ortogonal da mesma ordem, ou seja,
A B€OR2)= (AoB)o(AoB) =1.
Mas veja que
AoA" =1 = BoAoA'= Bol =B = BoAoA'oB'= BoB'=1= BoAo(A'"oB") =1.

Basta entao provarmos que (A" o B') = (B o A)". Para isso, mostraremos um teorema

valido para qualquer grupo.

Teorema 82 Seja (M, o) um grupo. Para quaisquer f,g € M temos

(fog) =g lof

Demonstracao:

Precisamos mostrar que (fog)o (g to f1) = (g7 o f 1) o(fog) = e uma vez que a
inversa ¢ tinica e entao teremos que (fog)™! = (g7 o f71). De fato, (fog)o (g to f7!) =
fo(gogoft=foeoft=fof!=e. poroutrolado, (7' o fHo(foyg) =
glo(floflog=gloeog=glog=e

C.Q.D.

Repare que para demontrarmos o teorema acima, usamos apenas as propriedades
G(2) e G(3), entao esse teorema deve ser valido para para nosso exemplo das matrizes
ortogonais, pois ja verificamos essas duas propriedades.

Mas se o teorema acima ¢ vilido para nosso exemplo, basta repararmos que
(A'oB') = (A" oB™") = (BoA)™' = (BoA)

C.Q.D.
Observe novamente que este grupo também nao é abeliano, pois matrizes em geral
nao comutam.

Enunciaremos a seguir, um importante teorema para a respeito de automorfismos.
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Teorema 83 Seja G uma geometria. Chame de Aut(I') o conjunto de todos os automor-
fismos de T, onde I' é o conjunto de pontos de G. Entdo o par ordenado (Aut(T'),0) é um

grupo, onde o representa a composi¢cao de funcgoes de I' em T.

Demonstracao:

Precisamos verificar as propriedades G(1) a G(3).

Observe que o é uma operacao bindria em Aut(I') poisse S:I' = T'eT : ' — I séo
automorfismos no conjunto I', é facil verificar que a composicao de dois automorfismos é
ainda um automorfismo, ou seja, So T : I' — I' é um automorfismo em I'.

G(1) A identidade de Aut(I") é a prépria identidade em T, ou seja e(z) = x para todo
x € I'. De fato, e é claramente um automorfismo e para qualquer 7' € Aut(I") e para

qualquer z € T,
Toe(x)=T(e(r)) =T(x) eeoT(x) =e(T(zx)) =T(x).

G(2) Todo automorfismo é uma bijecao e por isso é inversivel. Nao é trabalhoso
mostrar que a funcao inversa de um automorfismo ainda é um automorfismo e com isso
ganhamos que para qualquer f € Aut(T'), f~' € Aut(T) e ainda, para todo = € T,
fofHz)=1z=e(x)etambém, f~o f(z) =z = e(x).

(G(3) Ja vimos no primeiro exemplo de grupo que esta propriedade é sempre verificada

quando estamos utilizando fungoes.

C.Q.D.

Definigao 54 Sejam (G, o) e (H,#) grupos. Diremos que f : G — H é um homomor-
fismo se f(g1092) = f(g1)#f(92) para quaisquer g1, 92 € G.

Esta definicao é bastante importante, pois nos permite relacionar grupos distintos.
Podemos sem muita dificuldade provar que em todo homomorfismo f : G — H ocorre:

fleg) = em, onde eg e ey sao as identidades em G e H respectivamente;

F(g7Y) = (f(9))~ para qualquer g € G.

Definiremos agora importante conceito para o estudo da teoria dos grupos, que nos

permitird relacionar grupos de automorfismos de modelos isomorfos de geometria.

Defini¢ao 55 Sejam (G,0) e (H,#) grupos. Diremos que f : G — H é um isomor-

fismo de grupos se f for um homomorfismo e ao mesmo tempo bijetiva.

Como ja comentamos nos isomorfismos entre modelos, também aqui, os isomorfismos
de grupos nos dao suporte para que em determinados casos, seja necessdrio estudarmos
apenas propriedades de um tnico grupo, uma vez que torna-se previsivel o que ocorrerd

em outros que sao isomorfos a este.

Teorema 84 Se f : G — H é um isomorfismo de grupo entio f~': H — G também é.
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Demonstracao:

Primeiramente repare f~! existe e é bijetiva, uma vez que f é bijetiva. Resta apenas,
mostrarmos que f~! ¢ um homomorfismo, mas isso decorre do fato que f é sobrejetiva,
entdo para cada hy, hy € H, devem existir g1, go € G tais que f(g1) = h1 e f(g2) = ho.

Além disso, f ¢ um homomorfismo entao, para quaisquer g1, g» € G,

flgrog2) = flg)#f(g2) = f 1 (flgr092) = (f(91)#(92))

por isso,

F ) o fH(he) = gro g2 = fH(f(91)#S (g2)) = [~ (ha#hs)

para quaisquer hy, hy € H.
C.Q.D.

Teorema 85 Se ¢ : C' — E é um isomorfismo entre geometrias, entao a fun¢io W :

Aut(C) — Aut(E) definida por f —— po fo@™t éisomorfismo de grupos.

Demonstracao:

Primeiramente precisamos verificar que ¥ estd bem definida, isto é,
feAut(C) = go foyp ! e Aut(E).

Isso ocorre porque f : C'— C' é um automorfismo (e portanto isomorfismo). Como ¢ é um
isomorfismo, podemos dizer que também ¢! também é. Sabemos ainda que a composicao
de dois isomorfismos é um isomorfismo, portanto, f o ¢! : E — C é um isomorfismo.
Mas ¢ ¢ um isomorfismo por hipétese e entdao a composicao o fop™t: EF — E éum

isomorfismo do conjunto E para E (automorfismo em £), donde

U(f)=¢ofop '€ Aut(E).

Afirmamos que ¥ é um homomorfismo pois para quaisquer f1, fo € Aut(C') temos que

U(f1)oW(fo) =(pofiop o(pofrop)=pofio(pop)ofrop’

logo
U(fi)oU(fs) =¢pofioeofrop ' =pofiofrop ' =U(fiof)

Falta apenas provar que ¥ é uma bijecdo, mas para isso usaremos o fato de que
qualquer fungao é bijetiva se e somente se possuir inversa. Mostraremos que ¥ possui
inversa. Com efeito, para todo f € Aut(F), defina U*(f) = ¢~ o f o ¢ (& fécil ver, por

um raciocinio analogo ao que fizemos acima que ¥* estd bem definida). Teremos com isso
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que

Vol*(f)=U(p lofop)=pop lofopop '=cofoe=cof=ecaunl(f)

onde e, (g) denota a identidade em Aut(E).

Analogamente, teremos que ¥* o U(f) = eauwc)(f) e portanto

U o U = e uc)

Vo U* = equm)

donde U* é a inversa de V¥, logo ¥ é bijetiva. J4 mostramos que esta funcao é um
homomorfismo, decorre entao que ela é um isomorfismo de grupo.

C.Q.D.

O teorema acima tem importante significado porque ele prova que sempre que exi-
stir um isomorfismo entre dois modelos, os grupos de automorfismo dessas geometrias
serao isomorfos. Em particular, mostramos no inicio dessa secao que quaisquer dois mod-
elos de geometria euclideana sao isomorfos e como decorréncia do iltimo teorema que
demostramos, o grupo de automorfismos de quaisquer duas geometrias euclideanas sao
isomorfos.

Com essa observacao, vemos que se torna desnecessédrio o estudo de automorfismos
em todos os modelos de geometria euclideana separadamente. Podemos apenas estudar o
grupo de automorfismos em nosso plano euclideano que indiretamente saberemos o que
ocorre com o grupo de automorfismos de outros modelos deste mesmo tipo de geometria
por intermédio do isomorfismo de grupos construido no iltimo teorema.

A partir de agora, retornaremos & nossa andlise geometrica e iniciaremos estudando
o grupo de automorfismos do plano euclideano. Tentaremos encontrar, quais tipo de
transformagoes conservam incidéncia (levam retas em retas). Chamaremos estas trans-
formacgoes de colineagdes. Obviamente um isomorfismo deve ser uma colineagao, pois ja
provamos que todo isomorfismo preserva retas. A partir do momento em que identifi-
carmos as colineacoes, examinaremos o subconjunto dessas que preservam as relagoes de

ordem (estar entre) e congruéncia, para finalmente chegarmos no grupo dos isomorfismos.

9.1 Automorfismos no plano euclideano
Comecemos nosso estudo através das colineagoes.

Definigao 56 Sejam C = (I'\L,x,=) e C' = (I",L’, %', =') geometrias de continuidade.
Uma funcao fT' — T' é uma colineagao se f preserva retas, isto é, se A, B e C sdo trés

pontos colinearesem I', entao f(A), f(B) e f(C) sao colineares em I".
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Teorema 86 Se uma colineacao é uma bijecao, entdo sua inversa também serd uma

colineacao

Demonstracao:

Sejam G e G’ geometrias de continuidade, I'g e I'g: 0 conjunto de pontos de G e G/
respectivamente e f : I'¢ — I'g: uma colineagao bijetiva. Fixe I’ como sendo uma reta de
Ged,yel,x#y. Sejam x := f~12'), y:= f~1(y), entdo x # y e existe uma unica
reta de G, digamos [, com x,y € [. Afirmamos que | = f~1(I').

De fato, se z € [, z, y e z s@o colineares e pela unicidade da reta, " = 3@, f(z)el e
portanto [ C f1(I').

Agora, seja z € f71(I'). Se z = x ou z = y entdo z € I. Por outro lado, se z # z e
z#ysejam |y = 2T ely = zy. f(l1) e f(ly) sdo retas em G' e f(z) € f(I) N f(l)NT.
Sendo f(z), 2’ e y colineares, f(l1) = f(l) =1'.

Se fosse Iy # Iy existiria 2”7 € I1\ly (ou lo\l1). Se 2" € Iy, f(2") € f(l1) = f(l2), donde
existiria w € Iy com f(2") = f(w) = 2" = w e portanto z” € [y 0 que é uma contradigao.
Resultado andlogo se 2" € [5\1;.

Logo, Iy = Iy e T, y e z sdo colineares, donde z € [ e portanto f~1(I') C L.

Com isso, temos que f~1(I') ¢ uma reta em G e f~! preserva retas.

C.Q.D.

Usaremos aqui, alguns fatos corriqueiros de &lgebra linear para demonstrarmos os
proximos teoremas.

E f4cil vermos que a composicio de duas colineaces é ainda uma colineacio. Existe

ainda um teorema de geometria projetiva enunciado a seguir

Teorema 87 Se trés pontos nao-colineares se mantiverem firos numa colineagdo, entao

essa colineagdo é a identidade e portanto todos os pontos mantém-se firos'.
Enunciaremos a seguir um importante teorema

Teorema 88 Se F = (T'g,Lg, *g,=g) € o plano euclideano e f : 'y — U'p definida por
f@,y) = (g1(2,9), g2(, 1))
é bijetiva e uma colineacao, entdo g1 € ga sao funcoes afins, isto é
gz, y) =ax+by+eege(z,y) =cx+dy+ f.

Demonstracao:
Seja f : R? — R? uma colineacao bijetiva.
Chame O" = f(0,0), A’ = f(1,0) e B = f(0,1). Como f~! & colineagao, O', A’ e

B’ sdo nao colineares e portanto (A’ — O0') e (B’ — O') sao linearmente independentes e

'Veja demonstragdo na ref. [1].
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portanto formam uma base para o R% Defina ¢ : R? — R%. Como sendo, ¢(z,y) :=
(A= O +y(B — 0"+ O'. Afirmamos que ¢ é uma colineagao.
De fato, sejam (x1, 1), (x2,y2) e (r3,y3) pontos distintos e colineares. Entao existe

A € R tal que x5 — x1 = AMz2 — x1) e y3 — y1 = AM(y2 — v1). Mas entéo

@(x3,y3) — p(r1,91) = (13 — 21) (A" = O') + (y3 —1)(B' = O')

e assim

p(x3,y3) — p(r1,91) = Moz — 21) (A" = O') + Myz —y1)(B' = O')

e por fim

o(r3,93) — (r1,91) = Mp(T2 — y2) — p(T1 — Y1)

donde, ¢(x3,y3), p(x2,y2) € p(x1,y1) sdo colineares, provando nossa afirmacao.
Afirmamos também que f = .

Com efeito, temos que
po fTHA) =¢(1,0)= (A ~0)+0 = A
ainda,
po fH(B)=p(0,1)=(B-0)+0" =58
além disso,
o fTHO') = ¢(0,0) = O’

Como o f~! fixa trés pontos nao-colineares, pelo iltimo teorema decorre que o f~! =
Ip2 (& a identidade em R?) e portanto f = ¢, conforme queriamos.

Finalmente se escrevermos A" — O’ = (a,c), B’ — O" = (b,d) e O = (e, f), entdo
f(x,y) = x(a,c) + y(b,d) + (e, f) ou

f(z,y) = (ax + by + e,cx +dy + f)

C.Q.D.

Na forma matricial, o 1iltimo teorema pode ser enunciado da seguinte forma:

Teorema 89 Se T : R? — R? é uma colineagdo bijetiva, entdo

(- 0)- ()

O 1ltimo teorema impoe uma grande restrigao nas funcoes que podem ser colineagoes
no plano euclideano, exigindo que estas sejam transformacoes afins. Sabemos que para

uma transformagcao ser um isomorfismo é necessario ainda que essa mantenha as relagoes
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de ordem e congruéncia. Estudaremos a partir de agora, o conjunto de transformacoes

afins que respeitam essas relagoes.

Defini¢ao 57 Seja C = (I',L, x,=) uma geometria de continuidade. Uma transformagao
T : T' — T serd chamada de isometria se para todo segmento AB dessa geometria,
w(AB) = u(T(A)T(B)), onde u é uma funcdo medida®.

Uma isometria, portanto nada mais é que uma transformagao que preserva medidas.

Definigao 58 Se (G, 0) é um grupo, entao um grupo (H,#) serd um subgrupo de (G, o)

se e somente se H C G e # coincide com a restricao de o a H x H.

Como ja comentamos e seguindo a pratica usual, nos referimos a um grupo sem mencao
explicita & sua operacao quando nao houver risco de confusao. Podemos mostrar varios
fatos a respeito de subgrupos, como por exemplo: "Se e € G é a identidade no grupo
G entao também serd a identidade no subgrupo H C G'"mas nao entraremos em muitos
detalhes a respeito de subgrupos.

Uma definicao equivalente para subgrupo é a seguinte: se H C G, com G um grupo,
H # & e para quaisquer hy, hy € H tivermos que hy o h,' € H entdo H é subgrupo de G.
Através dessa equivaléncia, torna-se mais simples verificarmos em alguns casos que um

determinado subconjunto é um subgrupo de um dado grupo.

Teorema 90 Em qualquer geometria de continuidade, toda isometria é um automorfismo

e além disso, as isometrias formam um subgrupo do grupo de automorfismos.
A demonstracao desse teorema é relativamente simples e nao serd, feita’.

Teorema 91 Numa geometria de continuidade, se A', B’ e C' sao trés pontos nao-
colineares tais que A" = T(A), B' = T(B) e C'" = T(C), onde T é um isomorfismo,

entao os triangulos A’B'C" e ABC sao semelhantes.

Demonstracao:
J& mostramos que todo isomorfismo preserva angulos e por isso, LA = LA, /B = /B’
e Z/C = /(" e disso decorre imediatamente a tese do teorema.

C.Q.D.

Por conta deste tltimo teorema, diremos que todo automorfismo é uma similaridade.

Teorema 92 Uma transformacao T’ com dominio e contradominio iguais ao conjunto de
pontos de um modelo de geometria euclideana com a fun¢ao medida i é uma similaridade

se e somente se existe uma constante positiva k, tal que u(A'B") = ku(AB) para todo
segmento AB (obs.: A’ =T(A) e B =T(B)).

2Veja definicdo precisa da funcio medida p no Apéndice E.
3Tanto essa quanto as préximas demonstragoes consideradas "simples", podem ser obtidas na ref. [2].
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A demonstragao desse teorema também é simples e nao serd feita.

Podemos citar como exemplo de um automorfismo que nao é uma isometria a dilatacdo
com centro O e raio k # 0. Se k > 0 (respectivamente k < 0), a dilatacao fixa o
ponto O e mapeia um ponto P # O qualquer do plano no tnico ponto da semi-reta ﬁ)’
(respectivamente 0—15"-”) no ponto P’ tal que u(OP’) = |k|u(OP).

Teorema 93 Em qualquer modelo de geometia hiperbdlica, o conjunto das isometrias é

igual ao conjunto de automorfismos.

Demonstracao:

Decorréncia do teorema 75 que garante que os tridngulos ABC e A’B'C’ sao semel-
hantes se e somente se sdo congruentes, donde u(AB) = u(A'B’).

C.Q.D.

Apesar do grupo de isometrias nao coincidir com o grupo de automorfismos nas geome-
trias euclideanas (ao contrario da geometria hiperbélica onde esses dois grupos sao iguais
de acordo com o tltimo teorema), sabemos que as isometrias sdo um subgrupo do grupo
dos automorfismos e além disso, sabemos que todo isomorfismo pode ser visto como uma
isometria a menos de um fator multiplicativo (teorema 92). Iremos entao, ao invés de

estudar os isomorfismos no plano euclideano, estudar as isometrias.

9.1.1 Isometrias no plano euclideano

Para que uma transformacao 7' : R?> — R? seja uma isometria, precisamos que para
quaisquer A, B € R? tenhamos, ||[A — B|| = ||A’ — B'||, onde A’ = T(A) e B = T(B).
Mas sabemos pelo teorema 89 que T(A) = M(A) + G, onde M é uma matriz dois por

dois e G é um vetor. Entao precisamos que ||A — B|| = ||A" — B'||. Com isso:

|A=B|| = [[A'=B'|| = [[T(A)=T(B)|| = [[(M(A)+G)—=(M(B)+G)[| = |[M(A)-M(B)]]

entao
|A— Bl|| =[|M(A - B

Se denotarmos C' = A — B conseguimos:
IC] = IM(C)]] < [IC]I* = [IM(C)|]* = (C, C) = (M(C), M(C)).

Chamemos C = (z¢,yc) € Mz( ¢

C

= (20 () (2 0) (1)

b
. Vemos que:
d ) 4
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entao,

$% + y% = ((axc + byc, cxe + dyc), (axe + by, cxe + dyc))

ou
18 + Yo = (a® + Pz + 2(ab + cd)zcye + (b2 + d*)ye.

Mas isso deve ser vdlido para todo (z¢,yc) e portanto temos que
xzc + yé = (a* + Ao +2(ab + cd)vcye + (B + dHye < a* +F =1

comab+cd=0eb>+d?>=1.

a b a c
Repare que para M = q ) , e a matriz transposta de M serd M = ( b 4 ) e
c

MM = a b a ¢\ _ a?+b* ab+ cd
c d b d ab+cd b?+ d?

e entao teremos que

M — a2+ b2 ab+cd MM — 10
ab+cd b2+ d? 0 1

é a matriz identidade.

por isso,

Segue da dedugao feita acima o seguinte teorema:

Teorema 94 No plano euclideano, uma isometria T : R? — R?, ¢ da forma: T(A) =

M(A) + G, onde M é uma matriz ortogonal dois por dois e G é um vetor do espago R?.

J4 mostramos no exemplo 2 de grupos, que o conjunto das matrizes ortogonais (O(2))
forma um grupo com respeito ao produto usual entre matrizes.

Enunciamos um teorema anteriormente onde afirmamos que o conjunto das isometrias
é um grupo. Podemos por simples ilustracao, mostrar por exemplo que a inversa de uma
isometria T'(A) = M(A) + G ¢ a isometria T—'(A) = M*(A) + (- M (Q)).

Com efeito,
ToT H(A) = M((M'(A) + (-M"(G))) + G = Mo M'(A) - MM"(G) + G

e disso,
ToT Y A)=1A)-IG)+G=A-G+G=A.

Definigao 59 Uma transformagio T : R? — R? é uma translagao se T(z,y) = (z,y) +
(a,b) onde (a,b) é pré-firado. Indicaremos que T é uma translagao relativa a (a,b)

por
Tlap) (2, y) = (z,y) + (a,b).
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Teorema 95 O conjunto T de todas as translagoes é um grupo abeliano (ou comutativo)

com respeito a composicao.

Demonstracao:

G(1) Tio0) € T e além disso, para qualquer T(,; € T,

Tiap) © T0,0) = Tat0,6+0) = T(ap) = T(0+a,0+5) = L(0,0) © T(ap)-

G(2) Para todo T4 € T, tome T(_, ) € T e entdo,
Ttap) © T—a,—b) = Tlat(=a)p+(-1) = 1(0,0) = T(~ata,—b+b) = T(=a,~b) © T{ap)-
G(3)
(Tap) © Tie,ay) © Tie,r) = (Tlatepray) © Lie,r) = Ttatereprdrs) = Liap) © (Lictedrs))

logo,
(Ttap) © Tica) © Tie.ry = Tap) © (Tie,) © Tie,p))-

G(4) Para quaisquer T{qp), T(c,aqy € T teremos,

Tiap) © Tic,a) = Tiareprd) = Tietadrd) = Tied) © Tiap)-

C.Q.D.
O espaco vetorial R? é um grupo abeliano em relacao a soma de vetores pela prépria,

definicao dada a espaco vetorial. Essa observacao nos permite enunciar o préximo teorema.

Teorema 96 A funcio I : (R?,+) — (T,0) definida por I(z,y) = T(y,y) é um isomor-

fismo de grupos.

Demonstracao:

I é um homomorfismo pois
I((CL, b) + (07 d)) = [((CL +c, b+ d)) = T(a+c,b+d) = T(a,b) © T(c,d) = [((I, b) © I(Ca d)

Além disso, claramente I é bijetiva.
C.Q.D.
Sabemos que o conjunto de todas as isometrias é um subgrupo do grupo dos automor-

fismos e portanto as proprias isometrias formam um grupo.

9.1.2 O produto semi-direto

Definigao 60 Sejam (N,o) e (H,*) grupos. Seja dado um homomorfismo:
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¢ : H— Aut(N)*
h+—— ¢, : N — N
Define-se produto semi-direto indexado por ¢ como o par ordenado (G,#) :=
N x,H, onde G=NxH={(z,y):x € N ey H} e# é uma operagao definida da
sequinte maneira:
(n,h)#(n', 1) .= (nop,(n'), h*h') para quaisquer (n,h),(n',h') € G,

A verificacao de que o produto semi-direto é de fato um grupo, serd feita mais adiante.

Defini¢ao 61 Seja (B,o) um grupo. Diremos que o grupo A C B é um subgrupo

normal de B se para todo n € A e para todo m € B, monom™! € A.

Vejamos agora alguns exemplos de produto semi-direto.
Exemplo 1:
Seja A um grupo e N, H C A subgrupos com N normal. Defina a seguinte funcao:
it H— Aut(N)
h+— ¢, : N = N
h+—— honoh™!

Repare que 7 estd bem definida pois se h € H entao para ni,ns € N temos:
in(nyong) =ho(nyonsy)o ht = (homnjo h_l) o(hongo h_l) = ip(ny) o ip(ng).

Além disso, para todo n € N, in(n) € N uma vez que N é normal. Logo i) é
homomorfismo de N em N. Dadon’ € N ponhan := h*on’oh entaion € N (n =
h=ton’o(h™1)1) ein(n) = n'. Portanto i é sobrejetiva. Por outro lado, se i(ny) = in(ng)
entao

honjoh™ b =honyoh™ = ny =ny

e portanto 1), é injetiva e entao, um automorfismo de N.
Agora, verificaremos que a fungao i ¢ um homomorfismo entre os grupos H e Aut(N).
De fato, sejam h,h' € H. Para todon € N,

i (n) =hoh onohtoh ™ =hoiy(n)oh™t =ij,oiy(n).

Este ¢ um importante exemplo e por isso daremos uma notagao especial para essa
fungao, definindo 4, (n) := hon o h™! para quaisquer n € N e h € H.

Exemplo 2:

Seja O(2) C M (o grupo das matrizes ortogonais ¢ um subgrupo do grupo das isome-
trias euclideanas) e R? C M (j4 mostramos que R? forma um grupo em relagao a soma.
Além disso, este grupo ¢ isomorfo ao grupo das translagoes e portanto podemos concluir

que R? ¢ um subgrupo normal ao grupo das isometrias M). Defina a fungao:

4Lembre que Aut(N) representa o grupo de automorfismos de N.
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¢ :0(2) — Aut(R?)
Ar— ¢, :R? - R?
vi— Av
Veja que ¢ estd bem definida, porque ¢, é um automorfismo em em R? (4 na verdade
¢ uma isometria pois toma o vetor v e aplica a matriz ortogonal A e como ja sabemos,
toda isometria é um automorfismo).

¢ & um homomorfismo, uma vez que para qualquer v € R? temos:

Yan(v) = AAY = Ap41(v) = 040 0(v)
entao
Paa = Pa0 Pa

para quaisquer A, A" € O(2).
Portanto, podemos concluir que R? x, O(2) = (G, #) (G = R? x O(y)) é um produto
semi-direto indexado por ¢.

O produto semi-direto R? X, Oy faz o seguinte "trabalho":
(b, A)#(', A) — (b+ AV, AA")

para quaisquer b, b’ € R* e A, A’ € O(2) (observe a semelhanca entre a primeira coor-

denada do par (b + Ab; AA’) e uma isometria no plano euclideano aplicado ao ponto
b').

Teorema 97 Sejam N, H e ¢ dados conforme a definicio 60.0 produto semi-direto
(G,#) := N x, H é um grupo.

Demonstracao:
G(1) Defina e = (ey,ey) (ey é o elemento neutro do grupo N, bem como ey é o
elemento neutro do grupo H) Com isso, tem-se que e = (en, eg) € G e além disso, para

qualquer (n,h) € G,

(n,h)#e = (n,h)#(en,eq) = (nop,(en),hoey) = (noex,hoey)

porque ¢, é um automorfismo. Portanto

(n,h)#e = (n,h).

Similarmente,

6#(71, h) = (eNa 6H>#(n> h) = (eN o SOeH(n)a €H © h) = (eN on,em o h)
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donde
e#(n,h) = (n,h).

G(2) Para todo (n,h) € G, tome (p,-1(n),h™ ") € G. Além disso,

(n, h)#t (e (n™1), k) = (o @@y (n™1)), ho h™h) = (no @y (n™)) o h™  ho h™h)
assim:

(n,W)#(pp1(n "), k") = (nop,, (n"),hoh™)=(non " hoh™") = (ex,eny) =e.
Similarmente, provamos que

(pp (), k" )#(n, h) = (e,e) = €

G(3) A associatividade ¢ bastante simples e depende apenas da aplicagdo da operagao

#.
C.Q.D.

Teorema 98 O grupo das isometrias no plano euclideano é isomorfo a R* x, O(2).

Demonstracao:

Seja M o conjunto de todas as isometrias no plano euclideano. Sabemos que M =
{T : R* — R? definidas por T'(u) = Au+ v, onde A € O(2) e v € R?}. Considere agora a
funcao

U:R*x,0(2) - M

(v, A) — ¥, 4y : R? - R?
u— Au+v.

Vamos mostrar que ¥ é um isomorfismo de grupo.

Primeiramente repare que ¢ é definida da seguinte forma:

¢ :0(2) — Aut(R?)

Ar— ¢, :R? - R?
v— Av

Afirmamos que ¥ é um homomorfismo.

De fato, para qualquer u € R? e para quaisquer (v, A), (v/, A’) € R? x, O(2) temos
W0, a)wr,47) (1) = Wog, (o)1) (1) = U (opa0r,aar) (1) = AA (u) + v + Av'.
Por outro lado,

(\If(vyA)\If(ng/))(u) = (‘If(v7A))<A,u + U’) = A(A,U + U’) + Ul = AA/U + AUI + Ul.
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Logo
W, 4) 0,41 = Yiw,4) ¥ a1

e U é um homomorfismo. Resta provarmos que ¥ é bijetiva.

Para isso, tome W, 4y = ¥(, 41y entao para todo u € R? teremos
Uipay(u) =V an(u) = Aut+v=Au+v =Au—-Au=v—-v=(A-Au=v-"1.

Mas isso deve ocorrer para qualquer u € R? entdao, em particular deve ocorrer para

u = (0,0) e com isso teremos que
(A-=AN0,0)=v—0"=(0,0)=v—v =v="1

e disso decorre que
(A-=Ayu=v—v=v—v=(0,0)

para qualquer u € R? e portanto A — A’ deve ser a matriz nula, o que é o mesmo que
afirmar que A = A’. Logo (v, A) = (v/, A") e ¥ ¢ injetiva.

¥ é sobrejetiva trivialmente e portanto bijetiva. Logo ¥ é um isomorfismo de grupos,
donde decorre que o produto semi-direto R? x,0(2) ¢ isomorfo ao conjunto das isometrias
euclideanas.

C.Q.D.

Com esse 1ltimo teorema, atingimos nosso objetivo de caracterizarmos completamente
o grupo das isometrias no plano euclideano. A partir de agora, nossos esforgos se concen-
trarao na tltima parte desse trabalho, onde estudaremos o grupo de automorfismos no

plano hiperbdlico.

9.2 Automorfismos no plano hiperbdlico

Comentamos anteriormente (apesar de nao termos demonstrado) que todos os modelos
de geometria hiperbdlica s@o isomorfos ao plano hiperbdlico (o sistema de axiomas da
geometria hiperbdlica é categdrico) e por isso torna-se relevante estudarmos apenas esse
modelo.

Mostramos que o grupo de automorfismos de qualquer geometria hiperbélica é isomorfo
ao grupo de automorfismos no plano hiperbélico (teorema 85) e entao estudaremos apenas
o grupo de automorfismos desse modelo.

No teorema 93, verificamos que o grupo de isometrias em qualquer modelo de geometria
hiperbdlica coincide com o grupo de automorfismos desse mesmo modelo, portanto basta
caracterizarmos as isometrias e entao teremos uma caracterizacao dos automorfismos.

Faremos aqui uma abordagem distinta da que fizemos no plano euclideano. Estudare-

mos algumas isometrias em geometrias de continuidade (chamadas de transformacoes
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isométricas) e a partir delas, encontraremos uma caracterizacdo para as isometrias no

plano hiperbdlico.’

9.2.1 Transformacoes isométricas

Fixemos uma geometria de continuidade.

Reflexoes

Dada uma reta m e um ponto A nao incidente a m, considere a reta r, perpendicular a
m passando por A (r = m*!). Seja M o ponto de intersegao das retas m e r. Na semi-reta
oposta a W, existe um tinico ponto A’ tal que M A’ é congruente a M A. O ponto A’ &

chamado de reflexzdo do ponto A pela reta m (denotado por R,,(A)). (fig.9.1)

Figura 9.1: A’ = R,,,(A)

Sem muito esforco podemos mostrar que de fato uma reflexao é uma isometria.
Teorema 99 Toda isometria é uma composi¢ao de no mdximo 3 reflexdes.

Translacoes

Define-se transla¢ao ao longo da reta r, como sendo a composicao de duas reflexoes
por retas [ e m distintas e ambas perpendiculares a r, isto é, T, = R, 0 R,,, (I e m sdo
distintas e sao ambas perpendiculares a 7). (fig.9.2)

Obviamente uma translagdo é uma isometria, uma vez que esta é a composicao de

duas isometrias.

Teorema 100 Dada uma reta r, o conjunto de todas as translagoes ao longo de r formam

um grupo comutativo.

Deslizamentos

Por 1ltimo, apresentamos um tipo de transformagao também definida através da com-
posicao de duas outras transformacoes.

Um deslizamento ao longo da reta r , é a composi¢ao de uma translagao ao longo de
r com uma reflexdo na mesma reta r. Mais precisamente: D, = R, o T, onde D, denota

um deslizamento ao longo da reta r. (fig.9.3)

5 ~ . .
°Nem todos os teoremas serdo demonstrados. Indicamos novamente a ref. [2] para eventuais consultas.
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Figura 9.2: A” =T,(A) = RiR,,(A)

T S

Q

Figura 9.3: A” = D,(A) = R, o T,(A)

Como um exemplo de deslizamento, poderfamos pensar numa pessoa andando na
praia. Duas pegadas consecutivas de seus pés na areia formariam um deslizamento.

Por argumento similar dado as translacoes, vemos que um deslizamento também é
uma isometria.

Existem outros tipos de isometrias, como rotagoes e deslocamentos paralelos (para

geometrias hiperbdlicas), no entanto nao discutiremos estes.

2

Definicao 62 Uma isometria é chamada de tsometria direta se é o produto de duas
reflexdes e é chamada de isometria oposta (ou indireta), se é uma reflexdo ou um

deslizamento.

Teorema 101 Toda isometria é direta ou oposta e nunca ambas. O conjunto das isome-
trias diretas forma um grupo em relagdo a composicao. A composicao de duas isometrias

opostas é direta, enquanto que a composicao de uma oposta e uma direta é oposta.

A partir desse momento tentaremos encontrar as transformacoes que preservam as
relagoes bésicas entre os pontos (automorfismos) na geometria hiperbdlica. Serd conve-

niente, no entanto, utilizarmos coordenadas complexas e assumiremos daqui em diante
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fatos bésicos sobre essa teoria. Também utilizaremos inversoes em circunferéncia®.
Teorema 102 Reflexoes no plano hiperbdlico sao dadas através de inversao em circun-

feréncia.

No plano hiperbdlico, as retas como ja comentamos, sao representadas por semi-
circunferéncias euclideanas e semi-retas euclideanas. Para evitarmos discussoes separada-
mente, chamaremos também as reflexdes em retas euclideanas de inversao, assim como
fizemos com circunferéncias euclideanas. Dessa maneira, todas as reflexoes em retas do
plano hiperbdlico serao dadas pelo que chamamos de inversao.

Faremos o desenvolvimento das férmulas que devem representar as reflexdes no plano
hiperbdlico.

No que segue, serd conveniente trabalharmos com coordenadas complexas z = x + 1y
ez =1x—1y.

Uma inversao numa reta do tipo I (L), é¢ dada pela tranformacao 7'(z,y) = (2k—x,y)

(fig.9.4), que em coordenadas complexas torna-se 7'(z) = —Z + b, onde b = 2k.

A=) lkyl A'=[2k-X.y)

Figura 9.4: T'(z,y) = (2k — z,y)

Para uma reta do tipo II (.L,), podemos fazer uma mudanga de varidveis '’ = x — ¢
e y = y (isto equivale a transladarmos o centro da circunferéncia euclideana de centro
(¢,0) para a origem). Em coordenadas complexas resulta: z’ = z — ¢. Entao se w' é a

imagem de 2’ por inversao, teremos pelas propriedades de inversao que:

/ /

z w
1] Jw'|| = rPer— = :
=1 ]
Resolvendo esse sistema e considerando que 2'27 = ||2/||, temos: w' = Z e voltando ao

z

6Para uma melhor idéia sobre a teoria de inversdo em circunferéncia, recomendamos a leitura do
apéndice F.
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sistema de coordenadas originais w = w’ + ¢, vem:w = E’"—_QC + cou

cZ+1r?—c?
w=—.
Z—c
Para facilitar essa apresentacao, chamaremos C' = %, A=cCeB=r(1-A?% eentao
a inversao T', apresenta-se da seguinte maneira:
AzZ+ B
T(Z) = —_-——".
Cz—-A
Note que o caso em que estudamos inversao em uma reta do tipo I, estd incluido nesse
tipo de transformacao para C' =0e A = —1.

Repare ainda que

A+ BC = A* +r(1 - A?) (1) =A*+(1-4A%=1
r

o que pode ser resumido no préximo teorema.

Teorema 103 No plano hiperbdlico, reflexoes sao representadas em coordenadas com-

plexas pela sequinte transformacao:

AZ+ B
T(z) = CZE—fA ¢ A2+ BC = 1,onde 4, B,C € R.
Note que a condicao A% + BC = 1 ¢ equivalente a afirmarmos que o determinante da
. A B
matriz é —1.
—A

Sabemos que isometrias diretas sao representadas pela composicao de duas reflexoes.
Podemos entao encontrar o tipo de transformacoes que representam isometrias diretas
compondo duas reflexoes, dada pela férmula apresentada no tltimo teorema, no entanto
achamos mais conveniente voltarmos um pouco & teoria de grupos e darmos algumas

definicoes que facilitarao nossos célculos.

Defini¢ao 63 Chamamos de GL(2,R) ao conjunto de todas as matrizes dois por dois

com entradas reais e determinante nao nulo.
Teorema 104 GL(2,R) é um grupo em relagao ao produto de matrizes.

Demonstracao:

Veja que se My, My € GL(2,R) entdo My o My € GL(2,R) pois det(M; o My) =
det(M;)det(Ms) # 0.

G(1)
(G(2) Toda matriz que possui determinante nao nulo ¢ inversivel.
G(3)

(3) A associatividade é védlida para quaisquer matrizes.

C.Q.D.

A matriz identidade possui determinante igual a 1 e portanto, diferente de zero.
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Defini¢ao 64 Sejam My, My € GL(2,R). Diremos que M; é semelhante a M, (denota-

se My"M,) se e somente se existir uma constante real nao-nula A, tal que My = A\Ms.
Teorema 105 ~ é uma relagao de equivaléncia.

Demonstracao:

Precisamos provar que esta relacao é simétrica, reflexiva e transitiva.

Simetria: M; "My = IXN#0: My =AMy = %Ml = My = My~ M;.

Reflexidade: M; = 1M; = M~ M,.

Transitividade: Se M;™ My e My~ M3 entao devem existir constantes A\; £ 0 e Ay # 0
tais que My = A\ My e My = Ay M3, donde My = A Ao M3. Logo, M~ Ms.

C.Q.D.

Definicao 65 Seja M, € GL(2,R). Definimos a classe de equivaléncia de M, (deno-

tada por [Mi]) como sendo o conjunto
[Mi] ={M € GL(2,R) : M~ M,}.
Veja que se M;~ M, entdo [M;] = [M,].
Definicao 66 O produto entre classes de equivaléncia é definido da sequinte maneira:
[M;] o [Ms] = [M; o M.

Observe que este produto estd bem definido, pois se X € [M;]eY € [Ms] entao existem
A #0e Xy #0taisque X = MMy eY =AMy eentdo X oY = (MM;) o (MMy) =
AMAo(M;y o M) uma vez que M; e My sdo lineares e portanto, X oY € [M; o My).
Podemos concluir que o produto entre classes de equivaléncia independe do representante
que tomarmos dessa classe.

Podemos agora formar um conjunto com todas as classes de equivaléncia das matrizes

de GL(2,R). Definimos o seguinte conjunto:
PGL(2,R) ={[M]: M € GL(2,R)}.

Teorema 106 O conjunto PGL(2,R) é um grupo em rela¢io ao produto entre classes de

equivaléncia.

Demonstracao:
G(1) Para qualquer [M] € PGL(2,R) temos,

[M]o[I] = [Mol] = [M]=[IoM]=[I]o[M]

Além disso [I] € PGL(2,R) porque I € GL(2,R).
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G(2) Para qualquer [M] € PGL(2,R), [M~!] € PGL(2,R) e além disso,
(M~ o [M]=[M"oM]=[I]=[MoM™']=[M]o[M].
G(3)
([My]o[My])o[Ms] = ([MyoM,])o[Ms] = [MyoMaoMs] = [Mi]o([MyoMs]) = [Myo([Ms]o[Ms)).

C.Q.D.
Faremos agora a composicao entre duas reflexoes no plano hiperbdélico, afim de encon-
trarmos as isometrias diretas nesse modelo.

Sabemos que uma reflexao no plano hiperbdélico é dada pela transformagao:

Az + B

2 _
_C’Z—AGA +BC=1

T(z)

onde A, B,C € R, faremos T} o T5(z) onde T' é uma reflexao.

a b a b z
U= , V= e X =

onde U e V representam matrizes com entradas reais e X representa uma matriz com

Sejam

entradas complexas.

assim,

(2 4) (oen(3)eon((4 ()

uma vez que U e V sao lineares. Com isso, vem que

U(VX) = (cz — a) ( Z,/ ((IT:)) jsl ) — (cz —a) (c' <“Z + b) - a') (=)

cz—a

portanto

UVX)=|[(ac —dc)z+bd +ad] | ¢(E2)-«
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Por outro lado, temos que

(V)X = a v a b 2\ _ da+bec adb—ab z
cd —d c —a 1 ac —d'c bd +ad 1

decorrendo

(d'a+Vc)z+ (a'b— ab')

(a’a+b'c)z+(a’b—ab’)
(ac —d'c)z + (bc’ + aa’)

UV)X = < ) = [(ad'—d'c)z+(bc +aa')] < (“C'—“’C)T(bc’ma')

Como o produto de matrizes é associativo, podemos concluir que

a/(az+b)+b/
UVX)=(UV)X = [(ad —d'¢)z+bd +ad] | (%)

donde

(a’a+b'c)z+(a’b—ab’)
U(VX) = [(ac’ - a’c)z + (bc/ + aa/)] (aC’—a’c)zii—(bc’+aa’)

e entao concluimos que

(ac’—a’c)z+(bc' +aa’)
1

“'(Z§f§)+b' ( (a’a+b'c)z+(a’b—ab’) )

e finalmente,

o (ZE2) +V (da+Vc)z+ (db— ab)
o (=) g ~ (acd —a'c)z + (bd +aa’)’

Agora, em poder desse resultado, note que se tivermos duas reflexoes

az + b az+ U
1(2) czZ—a 2(2) cdz —d
entao
a/ ag+b + b/
T2 o T]_ (Z) — (Cf—a)
D -
porém, (%) = (%) (utilizando aqui as propriedades (;—;) = %, Z129 = Z1Z2 € G4 = a

se a € R). Temos entao

cz—a

(ED Y d (SN Y (@at o)zt (@b—al) Az + B

Ty 0 Ti(:) = = - R |
o) = e = e v = (a—as (0 ad) ~ Co D
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B

A
Note ainda que
C D

) = (UV) e entao

A B
AD — BC = det ( oD ) =det(UV) =det(U)det(V) = (-1)(—1) = 1.

Por fim, podemos resumir nosso resultado com o seguinte teorema:

Teorema 107 No plano hiperbolico, as isometrias diretas sao representadas por trans-

formacoes do tipo

(2) = Az + B
- Cz+D

Podemos agora obter as isometrias indiretas compondo todas as isometrias diretas com

e AD - BC =1

uma isometria indireta fixada. Podemos por exemplo usar a reflexao em torno do eixo

y, dado por Ti(z) = —Z o que resulta em T'(z) = :gig o que pode ser melhor escrito

conforme o préximo teorema:

Teorema 108 No plano hiperbdlico, as isometrias indiretas sao representadas por trans-

formacoes do tipo

()_Az+B
T 0z4D

Definiremos agora o conjunto de todas as isometrias (e por consequéncia, todos auto-

e AD - BC =-1

morfismos) no plano hiperbélico:
Te = {Tupea : C — C definida por T,pa(z) = gzzj:s, a,b,c,d € R e ad — bc =

1}U{Tspcp: C— Cdefinida por Ty pop(z) = éé—jg, A,B,C;DeRe AD—-BC = 1}.

Teorema 109 T é um grupo em relagao a composi¢ao.

Demonstracao:

G(1) Tome a transformagao

(2) = Az + B
- Cz+D

comA=1 B=0,C=0eD=1.

Observe que AD — BC' = 1 e entao T é uma isometria direta. Note ainda que para

qualquer z € C,
1240 2

T 0z+1 1

1(z)

¢é a identidade.

(G(2) Para cada isometria direta T'(2) = éiig, AD — BC =1 tome

_Dz+B

T'(z) = Cz+ A
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assim como para cada isometria oposta T'(z) = %is, ad — bc = —1 basta tomar
dz+0b
T'(2) = ——.
czZ+a

Em ambos os casos temos que ToT"(z) = z = I(z). Além disso, DA—BC = AD—BC =1
e da — bc = ad — bc = —1 e portanto T” é uma isometria em qualquer um dois dois casos.

G (3) Essa propriedade é de facil verificagao e exige apenas o trabalho de desenvolvé-la,
por isso nao a faremos explicitamente.

C.Q.D.

Demonstraremos agora o tltimo teorema de nosso trabalho, similar a um outro que ja

demonstramos no plano euclideano.
Teorema 110 Os grupos Tc e PGL(2,R) sao isomorfos.

Demonstracao:
Considere a funcao A : Te — PGL(2,R) definida por

senna-[(2)]

Mostraremos que A é um isomorfismo de grupos.

Observagao: A estd bem definida porque

b b
Ta’b7c7d€TC:>ad—bc:j:1:>det<a d>:i1#02><a d)GGL(2,R)
c c

) a b
0go,
& c d

A é um homomorfismo pois para quaisquer 1, p.c.q, Lo v a0 € T, vemos que A(T, 4 c.q0
10,6, ;0,6 G, ;0,C,

€ PGL(2,R).

Twyea) = ATowtbe ab+ba a'etrcdperdd) (Veja a composicao de duas reflexoes feita logo

acima) e entao

aa +bc  ab + bd
A Ta e, d © T(z’ 'eld') — A Ta(z’ c,ab’ /a'c+cd,b c -
(Tap,e,d el d') (Taar+be! ab/+bd ' c+cd, bl e+dd ) [( et dd Vet dd

0 que € 0 mesmo que

a b a b
A(Ta,b,c,d o Ta’,b’,c’,d’) - A(Taa’—l-bc’,ab’—l—bd’,a’c—l—c’d,b’c—l—dd) - , ,
c d d d

podemos por isso concluir que

a b al b/
A(,-Z—‘a,b,c,doT’a’,b’,C’,d’) = [( c d )] © [( J o d >

- A(Zﬁa,b,c,d) o A(zﬁa’,b’,c’,d’)'
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A também é bijetiva.

Podemos ver que esta funcao é injetiva da seguinte maneira:

a b a b a b a b
A Ta c — A Tal ! el d! :> — :> ~
( 7b7 7d) ( 7b 7 7d ) [ < ¢ d ) ] [ ( Cl d/ ) ] ( ¢ d ) ( C, d, >

portanto, 3\ # 0 tal que

b 'y
¢ Al —a=X, b=M\, c=X ed=\d
c d d d

e com isso, para qualquer nimero complexo z, se T' é uma isometria direta teremos:

az+b (Ad)z+ (N)  ANdz+b) dz+4V
T — T = = frnd — — T/ ;o .
nhed(?) (2) cz+d (M)z+ (M) MNdz+d) dz+d v (2)

Também, por raciocinio andlogo, podemos concluir o mesmo para 7' sendo uma isometria

oposta.

a b
Para mostrarmos A que é sobrejetiva, devemos tomar um elemnto qualquer [ ( J > ] €
c

b
PGL(2,R) e repararmos que: ( ¢ J € PGL(2,R) = ad —bc # 0 = ad — bc < 0 ou
c

ad — bc > 0. Analisemos os dois casos.
Caso 1) ad — be > 0. Tome

€ Ccomo

podemos ver que

€ com isso conseguimos que

s = 20)]- P (2 )] [(20)]

Agora observe que Thgxpacrd € Tt pois

1
vad — be

2
1
) (ad—bc)—ad_bc(ad—bc)—l

(AaAd) — (AbAc) = N (ad — be) = (

e Tharprc,ad € Uma isometria direta.

Caso 2) ad—bc < 0. Aplicando-se 0 mesmo raciocinio para A = + concluiremos
—(aa—oc
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que Thaaprerd S€rd uma isometria oposta com (Aadd) — (AbAc) = —1.
Como é um homomorfismo e uma bijecao, concluimos que esta mesma funcao é um

isomorfismo de grupos, conforme queriamos.

C.Q.D.

Com este tltimo teorema, atingimos nosso iltimo objetivo, obtendo o grupo de auto-

morfismos do plano hiperbdlico.



Capitulo 10

CONCLUSOES

A principal motivagao para este trabalho foi com certeza a dificuldade de encontrar em
livros o ponto de vista aqui abordado.

Apés muitos esforcos desprendidos e intdmeras pesquisas bibliogréficas, conclui que
praticamente nao existem livros que facam verificagoes rigorosas com o intuito de demon-
strar que determinados modelos satisfazem o conjunto de axiomas especificos de uma
geometria. A maioria dos livros pesquisados apenas afirmam que determinado modelo
pertence a certa geometria, sem literalmente ocupar-se com as demonstragoes.

A motivagao pessoal e o interesse pelo assunto com certeza também contribuiram para
a escolha do tema.

A idéia inicial consistia apenas em descrever um modelo de geometria hiperbdlica (O
semi-plano superior de Poincaré) com o auxilio da Geometria Analitica e entao verificar
que este modelo satisfaz o conjunto de axiomas da geometria hiperbdlica, no entanto os
objetivos foram largamente ampliados e o resultado final estd impresso neste trabalho.

Apesar de termos aqui um trabalho de conclusao de curso um tanto extenso, penso
que cada um dos capitulos é importante e possui sua fungao, por isso, sao todos eles
necessarios para que o trabalho esteja realmente completo e justamente por isso é que
acredito que todos os objetivos foram alcancados sintindo-me bastante satisfeito com o

resultado final.
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Apéndice A

ORDEM EM GEOMETRIA
EUCLIDEANA

Aqui, verificaremos que o plano euclideano verifica os quatro axiomas da geometria de
ordem.

O(1) Suponha que tenhamos A xg B xg C, entao:
A£CeB=A+tC— A

para algum ¢ real (0 < t < 1). Obviamente A, B e C sao colineares, em vista de que B
—
pertence a reta AC' pela definicao que demos a reta. Agora tome s = 1 —¢t. Com isso,

teremos que
B =A+t(C-A) = B = A+(1-5)(C—A) = B = A+(1—s)C—(1—s)A = A+C—sC—A+sA
e por isso, B = C' + s(A — C').Além disso,
0<t<1l=0<1l-5<1=>-1<s<0=0<s<1=CxgAxgB.
O(2) Sejam A # B pertencentes a I'g.
>
AB={CeTlg:C=A+t(B—- A),t € R}
Tome C'= A+ 2(B — A). Mas
“—
C=A+2(B-—A)=CeAB
e

C=A+2B-24A = A+2B = B = %A%o = A—%Ant%(] = A+%((J—A) = AsxpBxpC.

98
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O(3) Sejal € Ly e sejam A, B e C pontos distintos incidentes a .
l={DeTgp:D=A+t(B—-A),tcR}

pois A e B pertencem a [. Mas C' também pertence a [, entao deve existir o € R tal que
C=A+ty(B—A). Paraty =0, teremos C' = A (contradigdo). Da mesma maneira, para
to = 1, teremos C' = B, o que leva a outra contradi¢ao. Entao precisamos ter ty < 0 ou
0 <ty <1outy>1 (exclusivamente).

Se 0 < ty < 1, entdao imediatamente teremos A xp C xg B (I);

Se ty < 0, entdo como C' = A+ to(B — A), vem que

B

1 t
C=A+tB—teA(l —tg)A=C —t,B= A= (o
1—ty 1—t

note que 1 — ¢y > 0 pois

to<0—ty>0=1—-t;>1>0

e entao
A=C-Cp— - pogoy o o W poyg_cp o (B—C)
N 1—ty 1—t N 1—ty  1—tp B 1—tg '
Falta mostrar que 0 < 120 < 1. Mas

—1<0=t—-1<t; <0
Como

thr<0=t—-1<-1<0= <0
to — 1
entao .
t0—1<t0<0:t (to—1) > 1t0>0:1> 0 >0

0 — ]_ tO - tO - ]-
donde teremos C xp A xp B (11);

Por dltimo, se tivermos que ¢y > 1, prova-se de maneira similar que

BeA+2(C—A)e0< <
to to
e por consequéncia, A xg B xg C (III).

Como os casos (I), (II) e (III) devem ocorrer e além disso deve ocorrer exclusivamente,
teremos que um e somente um dos casos ocorre: Axp BxpC ou CxpAxp B ou AxgCxpB,
conforme queriamos.

O(4) Para mostrarmos esta propriedade, precisaremos de um lema, no qual utilizare-

mos fatos de dlgebra linear para sua demonstracao.
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Lema 3 Se duas retas sao paralelas no plano euclideano, entdao elas possuem um mesmo

vetor diretor.

Demonstracao
Sejam
r=A+tBes=C+mD

retas paralelas no plano euclideano (esta é uma notagao simplificada, na verdade quando
dizemos que 7 = A + tB queremos significar que r = {F' € I'p : F' = A+ tB,t € R}).
Entao teremos que

A+tB#C+mD

para todos t e m pertencentes aos reais. Com isso, vem:

(w4 +trp,ya +tys) # (vc + map,yo + myp)

para todos t e m reais, ou ainda, na forma matricial:

(o))
Yn —YB t Ya — Yo

m
Para qualquer vetor . pertencente ao R2.

Mas isso em particular, significa que a transformacao linear nao é sobrejetiva e por-
tanto, os seus vetores-coluna (zp,yp) e (—xp, —yp) sdo L.D., com isso , terd que existir

um numero real k tal que

(zp,yp) = k(—7B, —yn)

ou
D= —kB
daf
s=C+mD=C+m(—k)B=C+nB onde n =—km.
Com isso,

s=C+nBer=A+1tB

e decorre que s e r possuem um mesmo vetor diretor.

C.Q.D.

Passemos agora para a verificagdo de O(4). Sejam A, B e C pontos distintos e nao
colineares pertencentes ao plano euclideano. Seja [ uma reta nao incidente a nem um
desses trés pontos e que passe por um ponto D, tal que A xg D xg C. Separaremos em
dois casos: (a) [ é paralela a AB (fig.A.1) ou (b) [ nao é paralela a AB.
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—
Figura A.1: AB e a possuem um mesmo vetor diretor

Caso (a)
[=D++B— A),tcR

pelo ultimo lema, uma vez que que [ é incidente a D e paralela a AB. Mas
AxDxC=D=C+s(A-C)el<s<1

entao

I=[C+s(A-C)]+r(B-A)

para s fixo e r variando nos reais. Agora se tomarmos r = s, teremos
I=[C+s(A-C)]+s(B-A)=C+s(A-C+B-A)=C+s(B-C)=FE.
E é incidente a [, pois para r = s temos que [ = FE, além disso, B *, F %, C pois
E=C+sB-C)el0<s<1

donde [ passa por um ponto do segmento BC', conforme queriamos.

Caso (b) Como [ nao é paralela a 1<4—B>, entdo é necessario que exista um ponto F
incidente a ambas as retas. I’ é distinto de A e de B pois [ nao passa por esses pontos por
hip6tese. Entao os pontos A, B e F' sao 3 pontos distintos e colineares e pela propriedade
O(3) ja verificada teremos:

(b1) Axp B xp F (fig.A.2);

(by) Axg F xg B ou

(bs) F g Axgp B.

(b1)

t
t+u—1

pertence aos reais e 0 < —4— < 1.

Lema 4 Set<0e0<u<1, entao Tu—T

Demonstracao:
u<l=u—-1<0.
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Figura A.2: Caso (by) A* B * F

Como t < 0 entao teremos:
t<0=(u—-—1t>0>u—-1=ut—t>u—1=ut>t+u—1()
Mas

u>0et<0=ut<0

e de (I) decorre:
t+u—1<ut<0 (1)

t<0=t-1<-1=t+u—-1<u—-1<0

pois u < 1, entdo t +u — 1 < 0 (III)
De (II) e (III) vem:

t+u—1 ut 0 ut

> > >0< —— < 1.
t+u—1 t+u—1 t+u—1 t+u—1

De (III) temos também que
t+u—1<0=t+u—1+#0

donde tﬂ%l € R.
C.QD.

Demonstragao do caso (by):

para algum ¢ < 0.

para algum 0 < u < 1.
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l=F+r(D—-F),reR

ja que [ passa por F' e D. Mas entao

l=[B+t(A=B)+r[(A+u(C—A)) - (B+t(A—-B))]

Com isso,
=B+ B(-t+r{t—1)+A(r(l—u—t)—1t)+ C(ur).
Tome
t
r=-——
t4+u—1

r pertence aos reais pelo iltimo lema. Entao

l:B+B(—t+M)+A< tM—I—t)vLC’ ut

t+u—1 _t+u—1 t+u—1
Logo

ut ut
- B4+ ——  (C—-B)=F.
t+u—1 +t—|—u—1( )

—ut

|=B+B|———
i (t+u—1

)+o+c

F ¢&incidente a [ pois | = E para r = —— e além disso, C g E xg B pois 0 < “21<1

t+u—1 t+u
novamente pelo 1iltimo lema. Conclui-se que [ passa pelo ponto F pertencente ao segmento

BC.
(bs) Nao temos nada a provar, pois A x F' * B garante que [ passa por um ponto

do segmento AB (a saber, o ponto F').
(bs)

Lema 5 Set>1¢e0<u<1, entdo a tese do lema 7 é assequrada.

Essa demonstracao ¢ muito similar aquela do ltimo lema e por isso nao a faremos
explicitamente.
C.Q.D.

Demonstragao do caso (bs):

para algum ¢t > 1;

AxpDxpC=D=A+u(C - A)

para algum 0 < u < 1.

l=F+r(D—-F),reR.
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Novamente se tomarmos

t
’[":—
t+u—1
encontraremos .
U
[=B+——(C—-B)=F
+t—l—u—l( )

idéntico ao que ocorreu em (b ).

C.Q.D.

104

Conseguimos verificar as propriedades de O(1) até O(4) para o plano euclideano, de

onde vemos que este modelo é uma geometria de ordem, quando incluimos nele a relacao

xp e automaticamente, todos os teoremas da geometria de ordem serao assegurados para

esse modelo.



Apéndice B

ORDEM EM GEOMETRIA
HIPERBOLICA

Nesse apéndice, verificaremos que o plano hiperbdlico verifica as quatro propriedades da
geometria de ordem.
O(1) Axg Bxy C = A, B e C sao pontos colineares pela defini¢ao. Caso estes pontos

pertencam a uma reta do tipo I, entao teremos também pela defini¢ao:
Ya <Yp <Yc ouyc <yYp < ya
entao A, B e C sao distintos e além disso teremos
Yo <yp <yaouys <yp <yc = Cx*yg Bxy A
Caso os 3 pontos pertencam a uma reta do tipo II, teremos entao pela defini¢ao que
Ta<rp<Toouxc <xTp<Tyu
e entao A, B e C' sao distintos e além disso,
To<xrp<raouzy<axzp<xc=CxgBxygA.

O(2) Sejam B = (zp,yp) e C = (x¢, yc) pontos distintos. Separaremos em 2 casos:
Caso 1) xp = x¢c = k. Nesse caso teremos que yp e yo sao distintos, uma vez que

B e C sao distintos, entao yp > yeo ou yo > yp. Se yp > yo, tome

_ Y
YD 5

Como y¢ > 0 decorre
yo > 0=yp = yTC >0

105
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Figura B.1: zp <xc <m

entao para D = (k,yp), vemos que D pertence ao plano hiperbdlico. B, C' e D pertencem
a 1L e como teremos yg > yc > yp e decorre que B xy C xyg D. Em contrapartida,
se tivermos yo > yp, tome yp > yc, assim teremos que para D = (k,yp), B, C e D
pertencem a L e B xg C xg D pois yp > yc > yn.

Caso2) zp # z¢. Para esse caso, deve existir ,,, L, tal que B e C pertengam a ,,, L,
e temos rg > rc ou r¢ > xpg. Separaremos nesses dois possiveis casos:

Caso2)a) xp < x¢. Nesse caso, como C' € ,, L, vem

Ce mly= (ze—m)P+yt =1t = (zc—m)? =12 =yt = |zo—m| = /12—y < Vr?

em vista que yo > 0. Entao

lze —m| < |r|=r.

Caso v¢ < m (fig.B.1), tome zp = m + F,

T T
xD:m+§:>mB<xc§m<m+§:xD

_ 3
e tome yp = r\/;,

3 3r2 2
T O (Y e B

Se D = (zp,yp) entdoD € ,,L, e BxC % D pois x5 < x¢ < Zp.

Ainda considerando-se o caso2)a) mas agora para r¢ > m tem-se xc —m > 0 e entao
ltc —m|<r=zc—m<r=zc<m+r
Veja figura B.2. Nesse caso, devemos tomar

Tp:xo<Tp<m-+r
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a existéncia de tal mimero é propriedade dos niimeros reais. Com isso,
re—m<zrTp—m<r.
Como xc — m > 0, entao
2

O<zc—m<ap—m<r=(zp—m)<r’

Basta tomarmos

yD:\/TQ—(xD—m)2>O

e com isso,

(w0 —m)+ yfy = 1*

de onde D = (zp,yp) pertencerd a ,,,L, e como x5 < xc < Tp, teremos B xy C sy D.

//’/ | \{
e : N
/ | I N
|
/ : N
/ ! N
/ | A
| ! ! \
/ | o
| ! !
[
g Qs S PO G
Xg In Xe Xp It

Figura B.2: xp <z <zp <m+r

Caso2)b) zp > z¢. Se x¢ > m, tome

_ T —\/§>O

Por justificativas similares as dadas acima, teremos B xy C' xg D. Mas se x¢c < m, é

suficiente tomar

xD:xc>xD>m—7“eyD:\/TQ—(:ED—m)2>O.

Podemos verificar a existéncia de xp de forma semelhante ao caso2)a) e similarmente a
demonstracao acima, teremos B xg C' xg D.

O(3) Se A, B e C pertencem a L, entdo x4 = x5 = z¢ = k. Como A, B e C sao
distintos por hipdétese vem que y4, yp € Yo sao nimeros distintos e pela propriedade da

tricotomia dos nimeros reais temos que:

ya < yp (i) ou yp < ya (ii)



APENDICE B. ORDEM EM GEOMETRIA HIPERBOLICA 108

ya < yeo (iii) ou yo < ya (iv)

yp < yc (v) ouyeo < yp (vi).

Os 8 possiveis casos serao:

(iii) e (

(ili) e (v) = yp <yo < ya = Bxp Cx*y A;
(iv) e (V) = yo < ya e ya < yo =Absurdo;
(iv) e (vi) = yo < yp < ya = C xg B *y A.

Como deve ocorrer apenas um dois 6 possiveis casos, vemos que teremos A xy B *xy C
ou Bxyg Axg C ou Axy C xy B (exclusivamente) conforme queriamos.

Considerando agora que A, B e C pertencem a uma reta do tipo II (.L,). Decorre que
T4, Tp € To sao nimeros distintos (se x4 = zp entdao (va—c)?+y4 = r? = (zp—c)?+y% =
(ra — c)? + y% e com isso: y4 = yg, donde A = B, o que contradiz a hipétese) e pelos
mesmos motivos citados acima, veremos que um e somente um dos casos ocorre.

O(4) Para essa demonstragao, precisaremos dos 2 lemas anunciados e demonstrados

abaixo:

Lema 6 25 < 2¢c < x4 0uxy < xc < TR Se e somente se existe yo tal que C = (:Ec,yc)
—>
pertence a AB = ,,L, e Axyg C xy B. (fig.B.3)

o

] e */B/—\\
- .

a
&

>
Figura B.3: C € AB=_.L,e AxCxB

Demonstracao:
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(=) Suponha x5 < ¢ < x4 (0 caso x4 < r¢ < xp é andlogo). Existe k > 1 tal que

XA — IB

IC:$B+ L

por propriedade dos numeros reais (fig.B.4). Logo

xa+ap(k—1)
T = 2 .

Mas

=y i+ (@a—mP=r">@s—m?P=>1r>|zs—m

(analogamente r > |xp — m]).

T:f_i_r(k—l) - |:17A—m|+|m3—m|(k‘—1):

k k k k

k

Tpa—MmM
i '+

<xB—m><k—1>'

pois se k > 1 teremos

r >

4= m <xB—m><k:—1>':

xA+acB(k—1)—m—m(k:—1)‘

k k k
logo
va+apgk—1)-m(l+k—1)| |ova+ap(k—1)—m(l+k—1)
- k B k
e entao
:EA+JZB<I€—1) '
> —m| = |xc —m|
k
donde

r>lre —m|=1r*> (v¢c —m)* =1’ — (v¢ — m)* > 0.

Tome yo = /12 — (x¢ —m)? > 0. Assim,

(wc —m)* +y2 =1

<——>
e C'= (z¢,yc) pertence a reta L, = AB. Como zp < ¢ < x4 vem B * C x A.

A implicagao no sentido contrario é imediata.

C.Q.D.

Lema 7 Sejam A = (x4,ya) e B = (xp,yg) pontos do plano hiperbdlico e seja | = L,

uma reta do tipo II. Entao

(wa—c)+yi<r’<(zg—c)+ys ou(zp—c)P +yp <r’<(za—c)+v5 < AlB,L
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(¥s-Xp)
(Xs-3p) K |
Xp X X
Figura B.4: x¢ = xp + #4775
Demonstracao:

Caso a) ta = xp = k.

(=) Se x4 = xp = k entdo A e B pertencem a L. Mas

(xa—c)+ 1< =i <r’—(za—c)?=0<ys< 12— (v4—c)>

Tome

= /12— (14 —0)2 >0

entdo C' = (z4,yc) pertence a [ pois

(xa— ) +ye = (x4 — ) (\/7‘2—xA—c2>2:r2.
Mas C' também pertence a L pois 4 = k. Além disso,
(xa—c)+vi<r’ <(zp—c)+yp
concluimos
(Ta =) +yi < (xa—c)?+yt < (zp— )’ +yp = (xa— ) +yp

e entao

Vi <vye <yp=ya<yc <Ys

e assim, A xy C xg B. Como a reta [ passa por C, temos entao A|B,[. (fig.B)

110
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Obs.: se tomarmos como hipétese
(w5 — ¢ +yp <1 < (za— )’ + 3

chegaremos a mesma conclusao por uma demonstracao analoga.
Reciprocamente, suponha que A|B, [, entao existe C' tal que A x C' x B e | passa por
C.
AxC*B=ys<yc <ypouys <yc <ya

[ passa por C. Com isso,

Suponha que y4 < yo < yp. Logo,
ya <ye <y = vi <ve <P
pois sao todos nimeros positivos. Com isso vem que
(xa—c)? +yi < (wa—c)?+yd < (va—c)?+1y5

entao

(xa—c)?+ 4 < (xzc— ) +ye < (xp— )’ + v}

e com isso,

(xa—c)?+1vh<r’ < (zp—c)+ys

Analogamente, se supormos ygp < Yo < ya teremos
(xp — ) +yh <r? < (za—c)? +13

—
Caso b) x4 # xp. Devem existir m e n reais (n positivo), tais que AB = ,,, L.
(=) Tome
r? —n?4+m? - ¢
X —_=
K 2(m — ¢)

e suponha
(x4 =) +yi <r’ < (zp—c) +yp

o outro caso é andlogo.

Entao das hipéteses

concluimos que

2v4(m—c) <r*—n*+m? —c
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e das hipéteses

(xp—c)? +yp>12e(xp—m) +y5 =n’

concluimos que

2 2

2v5(m —c) > 1r* —n* +m? — &

Desses dois resultados e considerando que m — ¢ deve ser maior ou menor que zero, vem:

2 —n?+m?—c? _ <r2—n2~l—m2—c2
=z Tpoux
2(m — c) K B & 2(m — ¢)

T < =T < Ty
entao pelo lema 6, deve existir yx tal que K = (zk,yx) pertence a ,, L, e Axp K xp B.
Falta provar que
(v — ) +y5 =12
Mas
r2—n?+m?—¢?
2(m —c)

2

= —2map +m? —n?= =2+ —r?

T —
donde

2:(1,K_C)2_7,2

r3 —2mrg +m? —n® =15 —2cri + & — 1’ = (g —m)* —n
e entao

—yx = (tx — )’ —1r* = (zx —)® +yg =12

e entdo K pertence a [ e como ja constatamos que A xp K xg B, vem que A|B, .
Reciprocamente, suponha A|B,[. Entao existe K pertencente a [, tal que A x K * B.
Como K €1 = _.L, temos

(zx — ) +yg =17

Mas

A _ 2 2 _ .2

Axg Kxy B=K e AB= ,L,= (zx —m)*+ypr=n

e entao termos por esses dois resultados que
2

r —n2+m2—c
2(m —¢)

2

T =
Suponha por absurdo que
(xa—c)+ i <r?e(vg—c) +y5 <1’

Como
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teremos
r2 —n?4+m?—¢? >r2—n2—|—m2—c2
=Tk €XR = TK
2(m —c) 2(m —c)

Tp >

ou

TA< T EexTp < ITg

o que leva a uma contradigao, pois por hipétese temos
TA<Tg <Tpouzxrp < T <Tp

decorrendo, A xy K gz B. Portanto
(wg—c)+yi<rie(zp—c)+yp <r?

nao pode ocorrer. Similarmente, conseguimos provar que
(wg—c)+yi>rPe(zp—c) +yp >

também nao pode ocorrer. A e B nao sao pontos incidentes a [ e portanto teremos:
(za—c) +yi#r* e (rp— ) +yp # 1%

Entao obrigatoriamente vemos que deve acontecer

(za—c)+yi<r’<(rg—c)+ysou(za—c)+y3>1> (vp—c) +yp

conforme queriamos.

C.Q.D.

Com esses 2 lemas e com o ASP, seremos capazes de demonstrar O(4).

Demonstracao:

Sejam A = (za,ya), B = (zp,yp) ¢ C = (x¢,yc) pontos distintos pertencentes ao
plano hiperbdlico e seja [ uma reta que nao passa por nenhum desses pontos. Temos dois
possiveis casos:

Caso 1) [ ¢ do tipo I (I = yL). Nesse caso suponha que tenhamos A, B|l e B, C|l.

Teremos entao pelo lema Osj :
Ta<kexp<kexec<k

ou

Ta>kexgp>kexec >k

Entao nao ocorre x4 < k < ¢, x¢c < k < x4 nem xc = k = x4, portanto A e C' nao

podem estar em lados opostos a [. Levando-se em consideragao o fato de que A e C' sao
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pontos nao incidentes a [, decorre que A e C' estao do mesmo lado de [.

Suponha agora que tenhamos A|B,l e B|C,[. Teremos entao que

Tpa< k<zpouzrp<k<uxa

ro<k<zpouzxp<k<uzxc

pelo lema 6. Os possiveis casos sao:
ra<k<zperc<k<azp=>axs<kexc<k=AC|;
ra<k<zpexrgp<k<zc=k<uxzpexp<k=Absurdo;
rp<k<zaerp<k<zoc=xa>kexc>k=AC|;
ra<k<zperp<k<zc=k<xpexp<k=Absurdo.
Vemos entao que é necessario termos A, C|l e portanto o ASP é satisfeito e decorre
que o axioma de Pasch é satisfeito.
Caso 2) [ é do tipo II (I = .L,)

Se tivermos A, B|l, entao teremos
(wg—c)+vi<rie(zp—c)+ys <r?
ou
(wa—c)+yi>r*e(zp—c) +yp >
pelo lema 7. Caso tenhamos também a hipétese B, C|l entao
(xp—c)? +yp <r?e (vc—c)? +ys <r?
ou
(xg —c)? +yp >12e (ve —c)? +y2 >r?
também pelo lema 7. Com esse dois resultados ocorrendo simultaneamente, obrigatoria-
mente ocorrera:
(ma—c)P+vi<rie(zp—c)+yp<rie(vg—c)? +ys<r?
ou
(wg—c)P+yi>rte(zp—c)+yp>1rte (vg—c)? +ya >

decorrendo A, C|l novamente pelo lema 7.
Agora se supormos que A|B,l e B|C,, utilizando argumentos similares aos descritos

acima, conseguiremos provar que

(:pA—c)2+y,24<r2e(:pB—c)2—|—y123>Tze(xg—c)2—|—y,4<7“2
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ou

(xa—clP+i>r’e(rg—c)+ys <r’e(ve—c) +ys >

e entdo A, C|l pelo lema 7.
Com esse tltimo resultado, conseguimos concluir que o ASP ¢é satisfeito e automati-

camente temos que o axioma de Pasch também sera.

C.Q.D.



Apéndice C

CONGRUENCIA EM
GEOMETRIA EUCLIDEANA

Verificaremos agora que o plano euclideano é uma geometria de congruéncia.

Para verificarmos a propriedade C'(1), precisamos mostrar duas coisas: que existe um
ponto com as caracteristicas exigidas e que este ¢é tinico. Comecemos com a demontrac¢ao
de sua existéncia:

Sejam A = (z4,y4) € B = (vp,yp) pontos distintos pertencentes ao plano euclideano.
Considere uma semi-reta qualquer ﬁ . Precisamos mostrar que existe um ponto C' # A’

. —_—
pertencente a semi-reta A'B’ tal que AB =5 A'C.

AB ={CeTlg:C=A"+t(B - A),t e R, }.

Tome
_ [[A-Bll

to = .
" A= B
Repare que ||A’— B’|| € nao nulo pela propriedade N (i), uma vez que A’ e B’ sao distintos.

Mas entao to > 0 e ty = | — to| e entdo
|A = B|| =to]|A" = B'l| = [tol-[|A" = B[] = [[to(A" — Bl
pela propriedade N (ii). Com isso:
|IA=B|| = [[=to(B'=A")[| = [|[A=B|| = [|A'=A'=to(B'= A")|| = [|A'—(A"+to(B'=A"))| (I).

Tome agora
C=A+1t(B —A).

—
Como tg > 0, C' ¢ um ponto da semi-reta A'B’ e C ¢é distinto de A’ pois se fossem iguais,

116
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teriamos forgosamente que ¢y = 0 o que nao ocorre. De (I) vem:
[|A" =" = ||A = (A" +to(B"— A')|| = ||A— B|| = A'C' =g AB.

Mostraremos agora que este ponto é tinico. Para isso suponha que existam dois pontos
—
C' e (' distintos de A, pertencentes a semi-reta A’ B’ e tais que A'C' =, ABe A'C = AB.

—
CeAB eC#A=C=A+1t(B -A)

para algum to > 0;

—_—
C'eAB eC'+£A=C"=A+14,(B' - A
para algum t; > 0. Como A'C' =, AB decorre

1A= Bl

[A" — (A" + to(B —A)H:”A—BHZNMZM-

Analogamente, concluimos que

_ [ A-BJ _

t = o
LB =AY

to

implicando em C' = C".
A afirmagao C(2) é obviamente satisfeita.

Para mostrarmos C'(3) suponha que tenhamos

AxpBxpC, A xp B xpC', AB=p AB e BC =5 B'C".

Mas
AxpBxpC = B=A+1(C—A) com0 <ty <1;
Analogamente,
A'xp B xpC'= B = A +,(C" = A’) com 0 < t; < 1;
Entao

AB=p AB = ||[A—BJ||=||A'"=B'|| = ||[A— (A+t(C—-A)|| = ||A — (A" +t,(C" = A")||

dai,

IC-All _t

—t(C = A)|| = || = t2(C" = A)|| = to]|C = Al| = t,|C" — A'|| = == (D).
|| = tol I =1 =ta( ) = tol| | =t 1=5c=a;~ % W
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Ainda,

BC =p B'C" = ||B=C|[=[|B'= || = [|[A+t(C - A) = C|| = [|[A+1:,(C" = A') = ]|

implicando

(1 =to)(A = O)| = [[(1 = t)(A" = )| = (1 = to)[[(A = O)| = (1 = 1) [[(A" = )]

e com isso,
|A-Cl| _1-t
1—1t A-CO)||l = = 1I).
( 0)”( )H ||A,_C,|| 1—t0( )
De (I) e (II) decorre:
bt e =t — ity = £ = ¢
P 1 — tato = to — t1to 1 =to

e novamente por (I) concluimos que
|A—=Cl|| =||A"=C"|| = AC =5 A'C".

A propriedade C(5) é imediatamente verificada.

Para verificarmos C(6), suponha que tenhamos dois triangulos ABC e A’B'C" tais que
BA=g B'A', BAC =5 B'A'C" e AC =5 A'C".
BA=p BA =||A-B|=|lA- B (I

Da mesma forma,
AC =, AC' = ||A=C||=||A" - || (IT)

Por dltimo,

Vel <B_A>C_A> <B/_A,>O,_A,>
/BAC = /B'A'C' = =
" |B = A[l.l[C = Al [|[B"=A[|C" = A|

Utilizando (I) e (II) vem:
(B—A,C—A)y=(B' — A", C"— A" (III).
Mas

|B=CII* = [|B=A-C+A|]" = [[(B=A)=(C-A)|* = (B-A)—(C-A),(B-A)—(C-4))
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entao
IB=C|P=((B—A),(B-A)+{(C—A),(C—A4)-2((B-A),(C-A))
|B—=C|?=IB = Al +|C = A|]? = 2((B" = A"),(C" = A")) por (III)
entao
|B—CI> =B —A|? +||C = A|]P = 2((B" = A),(C - A))
logo

1B —ClI* =B = A|* +||C" = 4| = 2((B' = A'),(C — A))

por (I) e (II) e por isso temos que
1B -C|P=|B"=C'|I*
e como a norma ¢ um nimero nao negativo, decorre que
1B =Cll =[1B"= | (IV)

Ainda,

(Al—C''B'-C")Y=(A-C'"'B-C-A+A)=(A-0C"),(B-A)+ (A -C")
e com isso,
(A'=C", B'=C") = (A'=C"), (B'=A))+((A'=C"), (A'=C")) = (A'=C"), (B'=A))+[| A'=C"|?
donde,

(A —C''B' —C"Y={(A-0),(B—A)+||A—C|* por (II) e (III)

mas entao

(A —C'B'—CY=(A-C,B-A) +||A-C|?P=(A-C,B-A)+(A-C,A-C)

logo
(A-C''B-CY=(A-C,B-A+A-C)=(A-C,B-C)
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e por (II) e (IV) decorre que

A—-c,B-c)  (A-C,B-C) V)
A" =ClL[B" =] |[A=CIL[|B=C]|
De maneira andloga, mostramos que
(Al =B ,C"-DB) (A— B,C — B)
/ ! ! / = (VI)
1A= B|l||[c" = B[] [|A=B|.||C - B|

De (IV), (V) e (VI) vem: BC =g B'C',ZACB =5 AC'B' e ZABC = LA'B'C".
Juntando esses resultados com as hipéteses, resulta que os tridngulos ABC e A’B'C" sao
congruentes.

Resta apenas verificar o axioma C(4), o que nao ser feito!.

C.Q.D.

!'Mesmo o enorme esforco desprendido pelo autor ndo foi suficiente para verificar essa propriedade.



Apéndice D

REGUAS HIPERBOLICAS

D.1 Reégua para uma reta do tipo II

Seja H = (I'y, Ly, *y) o plano hiperbdlico. Mostraremos que a fungao ¥ : .L, — R
definida por ¥(z,y) = ln(x_TcJ”’) é uma régua para .L,.

Para isso comecemos mostrando que dy : I'y x 'y — R definida por dy(A, B) =
|W(A) — ¥(B)| onde ¥(x,y) = ln(x’TcJ”") é uma fungao distancia para uma reta do tipo

IT no plano hiperbélico.

Teorema 111 Sejam A = (xa,ya), B = (zp,yp) e dg(A, B) = |V(A) — U(B)|. Se

U(z,y) = ln(l’_;”), entao dg é uma funcao distancia.

Demonstracao:
As propriedade D(i) e D(iii) de distancia sdo obviamente satisfeitas. Para mostrarmos

D(ii), utilizaremos o seguinte lema:
Lema 8 Se uma fungio ¥ é injetiva, entao temos que |V(A) — ¥(B)|=0< A= B.

Demonstracao:

De fato, se W é injetiva entao para mostrarmos a implicacao da esquerda para a
direita suponha que tenhamos A # B. Teremos entao ¥(A) # ¥(B) pois ¥ é injetiva,
mas VU(A) # U(B) = V(A) —¥Y(B) # 0 = |[¥(A) — ¥Y(B)| # 0. Com isso A # B =
|W(A) — ¥(B)| # 0, o que é a contrapositiva da afirmagao que queriamos provar.

Para mostrar a implicacdo no outro sentido, suponha A = B = ¥(A) = ¥V(B) =
U(A)—¥(B)=0= |¥(A) — ¥ (B)|=0.

C.Q.D.

Para mostrarmos o teorema, resta apenas provarmos que ¥ : .L, — R dada por

U(z,y) = In(*=5) ¢ injetiva. Mostraremos mais que isso. Constataremos que ¥ é
bijetiva, para utilizar esse resultado mais tarde.
Para demonstrarmos que W é bijetiva, precisamos mostrar que para qualquer ¢ real,

existe um tnico par ordenado (z,y) que satisfaz (z —c)? + 32> =r%y > 0e ¥(z,y) = t.
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Resolveremos ¥ (x,y) = ln("”’TC”) = t. Com isso vem:
r—c+r 4 Y ylx —c—r) ylx—c—r) ylr—c—r)
—— =€ :> e — —= —= e

y r—c+r (r—c+r)(r—c—r) (x—0c)?—1? y?

uma vez que (z,y) € L,. Entao e”! = #===, donde:

el +et= - =—=y=r

_x—c+r x—c—7r 2 (et—ire_t
Yy Yy Yy

t —t r—c+r r—c+r
el —e PR 20r—¢c) x—c

et + et % 2r r

ou

et _ et
r—c=r|——)=12—c=rtanh(t)
et + et
Com esse desenvolvimento, podemos concluir que a dnica solu¢ao da equacao V(z,y) =

t é x = c+rtanh(t) e y = rsech(t). Vemos também que
(x —c)® + 1y = (rtanh(t))* + (rsech(t))? = r(tanh*(t) + sech?®(t)) = r?

ou (r — ¢)? + y* = r?. Como y = rsech(t), entao y > 0. Com isso, concluimos que existe
um unico par (z,y) que satisfaz (z — ¢)?> +y?> = r%y > 0 e ¥(x,y) = t para qualquer ¢
real, donde ¥ : .L, — R & bijetiva, logo D(it) é satisfeito e ¥ é uma funcao distancia.
C.Q.D.
J& mostramos que ¥ é uma bijegao e que dy(A, B) = |¥(A) — ¥(B)| onde ¥(z,y) =
ln(g”_TC“) ¢ uma funcao distancia. Podemos entao concluir pela definicao de régua que ¥

é uma régua para .L,.

D.2 Régua para uma reta do tipo I

Teorema 112 A funcio dy : I'y x 'y — R definida por dy(A, B) = [Q2(A) — Q(B)|

onde Q(z,y) = In(y) é uma func¢ao distancia na reta do tipo I ,L no plano hiperbdlico.

Demonstracao:

Novamente as propriedades D(i) e D(iii) sao trivialmente satisfeitas. D(ii) decorre
do lema 8 e do fato da funcao 2(z,y) = In(y) ser bijetiva para x constante (x é constante,
uma vez que ) usa apenas pontos de uma reta do tipo I (.L)).

C.Q.D.

Decorre imediatamente do teorema acima que Q(x,y) = In(y) é uma régua para uma

reta do tipo L.



Apéndice E

ORDENACAO E BIJECOES

E.1 Bijecao entre os pontos de uma reta e os niimeros

reais

Nos dispomos aqui a mostrar que em qualquer geometria de continuidade, existe uma
funcao bijetiva entre o conjunto dos pontos de uma reta e o conjunto dos niimeros reais.
Além disso, mostraremos que é possivel determinarmos uma relagao de ordem total entre
os pontos desta reta e que a funcao dada, mantém essa relacao para os nimeros reais.
Observagao importante: Nao devemos confundir a relagdo de ordem total com os
axiomas ou propriedades da geometria de ordem. Estas duas coisas sao distintas, sendo

que posteriormente daremos uma definicao formal sobre o que é ordem total.

E.1.1 A Funcgao Comprimento

Com o auxilio dos axiomas de continuidade, poderemos definir uma funcao sobrejetiva
que "levard"um segmento em um numero real positivo (esta funcdo, geometricamente

representard o comprimento desse segmento). Daremos a seguir sua definigao:

Defini¢ao 67 Seja C = (I',L, *,=) uma geometria de continuidade e S o conjunto de
todos os segmentos de C. Fizado o segmento AA', considere a fungdo p: S — R tal
que:

(1)DE = FG < u(DE) = u(FG);

(11)Dx Ex F < u(DF) = u(DE) + p(EF);

(tit)u(AA") = 1.

i € chamada de fungao comprimento.

AA" é chamado de segmento unitario.

Enunciaremos a seguir dois teoremas importantes, no entanto nao faremos suas demon-

stracoes!.

!Quem eventualmente tiver interesse nas demonstragoes, podera consegui-las na ref. [1].
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Teorema 113 Fizado um segmento AA’, existe uma unica fun¢ao comprimento satis-

fazendo as condigoes da funcao p dada acima.

Teorema 114 A funcao i é sobrejetiva.

E.1.2 A Fungao Ordenagao

Com o auxilio da fungao p, ja seremos capazes de definir uma funcao bastante importante
para nossas demonstracoes, a funcao ordenag¢ao. O préximo teorema é o ponto principal

dessa se¢ao e por isso iremos demonstré-lo com todos os detalhes.
Teorema 115 FExiste uma bijecao entre os pontos de uma reta fixada e os niimeros reais.

Demonstracao:
Seja r uma reta e sejam A e A’ pontos distintos incidentes a r. Fixe u(AA") =1 (u
¢ a fungdo comprimento para o segmento unitdrio AA’). Vamos mostrar que a fungio

p:r — R definida por:
O0se X =A
o(X) = p(AX) seX%AeXeﬂ
—n(AX) seX;«réAeX¢1?fI7

é bijetiva.

Obs.: ¢ é chamada de fung¢ao ordenagao.

¢ ¢ injetiva pois se ¢(X) = p(Y) = ¢ para X e Y incidentes a r, entdo teremos ¢ = 0,
¢ < 0 ou ¢ > 0 pela tricotomia dos nimeros reais.

Se ¢ =0 entao p(X) =p(Y) =0= X =Y = A pela definigao de y;

Se ¢ < 0 entao p(X) < 0= p(X) = —u(AX) e X pertence a semi-reta oposta a AA
(denotada por ﬂ"p). Mas se ¢ < 0 entdo p(Y) < 0= oY) = —pu(AY) e Y € AAvr,
Como ¢(X) = ¢(Y) por hipétese, temos que pu(AX) = pu(AY) = AX = AY (pela
defini¢ao de p), mas como X e Y pertencem a mesma semi-reta de origem A, entao pelo
primeiro axioma de congruéncia C(1) decorre que X =Y.

Para ¢ > 0 temos que ¢(X) > 0 = p(X) = p(AX), X € AA e X # A. Mas como
¢ > 0 temos também que p(Y) > 0 = oY) = pu(AY),Y € AA e Y # A. Como
e(X) = p(Y) vem: u(AX) = p(AY) = AX = AY ecomo X # AeY # A pertencem a
mesma semi-reta de origem A, entdo novamente pelo axioma C(1) conclui-se que X =Y.

Entao em qualquer um dos casos teremos que X =Y, donde ¢ ¢ injetiva.

Agora, para mostrarmos que ¢ é sobrejetiva, tome a € R. Novamente pela lei da
tricotomia dos niimeros reais, temos que a > 0, a < 0 ou a = 0.

Para a = 0, tome o ponto A € r, teremos entao que p(A) =0 = a.

Se a > 0, deve existir OO* tal que u(OO*) = a pois p € sobrejetiva pelo teorema 114.
Mas pelo axioma C'(1), deve existir um tinico ponto X # A tal que X € AAre AX = 00",
Conclui-se entao que p(AX) = pu(0O0*), donde p(X) = p(AX) = p(0O0*) = a.
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Por 1ltimo, se tivermos a < 0, entdo —a > 0 e por isso existe OO" tal que u(O0O*) = —a
ou, o que é o mesmo, —u(OO‘) = a por ser p sobrejetiva. Mas pelo C(1) deve existir um
unico ponto X # A tal que X € ﬂoﬁ e AX = 00°‘. Conclui-se entao que —pu(AX) =
—u(00"), donde p(X) = —u(AX) = —pu(0O0°) = a.

Conclui-se que ¢ é sobrejetiva e portanto ¢ é uma bijegao.

C.Q.D.

E.2 Ordenacao dos pontos de uma reta

Fixe uma reta r e dois pontos distintos O e A incidentes a r. Sejam C e D pontos
distintos incidentes a r. Diremos que C estd a esquerda de D (denotado por C' < D)
se CD C OAouOA C CD. A semi-reta OA é chamada de sentido positivo da reta r.
—
Intuitivamente, a semi-reta OA dard um sentido preferencial para percorrermos a reta
— —
r, de modo que se a semi-reta C'D tiver o mesmo sentido de OA, teremos que C' < D,

conforme nossa defini¢ao (fig.E.1).

C A

—_— =
Figura E.1: CD COA=C <D

Definicao 68 Seja R um conjunto. Dizemos que uma relacao < é uma relagao de or-
dem total em R se dados C' e D pertencentes a R, tivermos a propriedade da tricotomia,
onde uma e s6 uma das sequintes possibilidades ocorre: CKD ou C=D ou D<K C. Além
disso se requer a transitividade, isto é: se AKB e BL(C entao AKC para quaisquer A,
B e C pertencentes a R.

Apresentaremos agora alguns teoremas que nos fornecerao recursos para posterior-
mente mostrarmos que a relacao “<” dada na definicao E.2 é uma relacao de ordem total.
Esses teoremas muitas vezes terao demonstragoes um pouco longas e divididas em vérios
casos, mas estd andlise é necessdria para atingirmos nossos objetivos e por isso as faremos

com os detalhes necessarios.

Teorema 116 Seja r reta e sejam C' # D e O # A pontos de r, entdo CD C OA =
— —
DC ¢ OA.
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Demonstracao:
— — _— —
Tome Y # O tal que Y € OA? = Y ¢ OA pois OAN OA® = {O}. Basta mostrar
—_ — —_— — —
que Y € DC. Como Y ¢ OA =Y ¢ CD (pois CD C OA por hipétese). Mas Y € r e
B — L = =
entao Y € DC pois DCUCD =r.
C.Q.D

Teorema 117 Seja r reta e sejam C # D e O # A pontos de r, entdo CD c OA =
—_—  —
OA ¢ DC.

Demonstracao:

— — — —
Tome X ertalque Cx D+« X =X ¢DCeXecCD=X¢DCeX e OA.
C.Q.D.

Teorema 118 Seja r reta e sejam C' # D e O # A pontos de r, entdo OA c CD =
— —
DC ¢ OA.

Demonstracao:

— — — —
Tome X ertalque DxC+x X ==X eDCeX¢&CD=XecDCeX ¢OA.
C.Q.D.

Teorema 119 Seja r reta e sejam C' # D e O # A pontos de r, entao OA C CD =
—_— =
OA ¢ DC.

Demonstracao:
— — — — —
Suponha por absurdo que OA C DC. Mas OA C CD por hipétese, entao OA C
CDNDC = DC o que é um absurdo.
C.Q.D.

Teorema 120 Seja r reta e sejam C # D e O # A pontos de r, entao CD C OAou
—_— —_— = —_— =
DC Cc OA ou OACCD ou OA C DC.

Demonstracao:

—
Lema 9 Se a semi-reta C'D estd contida em alguma semi-reta pertencente a r com origem

O, entdo a tese do teorema 120 é assegurada.

Demonstracao:

Existem exatamente duas semi-retas de origem O contidas em r. Como O # A, entao
essas duas semi-retas sao (Tél e (74017 .

— — B B — —
Se CD C OA , nao temos nada a mostrar. Suponha entao que CD C OAP.
= — — — — — — —

Se C'=0 entao: CD = O0A? = CD? =0A=0OACCD?=0ACCD?UCD =
— — —
DC = OAC DC' .
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Se C' # O entdo: (Seja X € CD = X ¢ O—1>40p\{0}>$<X ¢ O—AOP\{O} = X ¢
— — — — —

CD)= (X€OA=Xe(CD?=Xec(CD?UCD = X e DC).

Obs.: Para a semi-reta DC , consegue-se um resultado anédlogo, onde a tese do teorema
120 é mantida.

C.Q.D.

Demonstracao do teorema 120:

— —

Se C'=0,como D erentao D € OAouD € OA.

— —_— — —_—  —
DeOA=CD=0A= CDcC OA (]
— —_— = — —

D e OA® = CD =0A® = CD C OA° (1T)

Por (I) e (II) e pelo ultimo lema conclui-se que a tese é assegurada. Se D = O, o
resultado é andlogo.

Suponha entao que C'# O e D # O. Como C' # D, entao um e somente um dos trés
seguintes casos deve ocorrer pelo axioma O(iii) :

(i) D« C % O;

(ii) C'x D x O;

(iii) D O x C.

—

Se (i) ocorre, entao tome X € C'D.Nesse caso:

a) X =C = O« X x D (por hipétese) = X €0D (I)

b) X =D = O *C X (por hipétese) = X € OC (II)

c)CxX+«xD=CxX=xDeOxC=xD (por hipétese) = 0+xC*X =X cO0C (III)

d)Cx«Dx X =CxDxX eOxC=xD (por hipétese) = 0xC+X = X e0C (IV)

Por (I), (II), (IIT) e (IV) teremos que X pertence a uma semi-reta de origem O. Como
as duas unicas semi-retas com origem em O pertencentes a r sao @)1 e @i"p, entao X

— — — —
pertence a alguma dessas semi-retas. Logo, teremos que CD = OA ou CD = OA e pelo
lema Aj, teremos que a tese é alcancada.

— — — —_— —

Se (ii) ocorre, tome entdo X € DC = DC = OA ou DC = OA? pelas mesmas
justificativas dadas em (i). Entao a tese é assegurada pelo tltimo lema.

Se (iii) ocorre: C'* O * D = C e D estao em semi-retas opostas contidas em r e de

— — —_— = —_— =
origem O, donde C' € OA ou C € OA”? = OC = OA ou OD = OA.
— — — — —_ — —

Se OC = 0OA = OA =0C C DC (pela hipétese C x O x D). Mas entdo OA C DC.

— — — — —

Similarmente, se OD = OA = OD = OA C CD (pela hip. C %« O % D). Com isso,
— — — — — — — —
OD C CD. Em qualquer caso teremos entao que C'D C OAou DC C OA ou OA C CD
ou OA c DC.

C.Q.D.

Teorema 121 (Tricotomia) Fizada a reta r e os pontos O e A distintos incidentes a
r, entao se C' e D sao pontos incidentes a r, teremos que C < D ou D < C ouC = D

(exclusivamente).

Demonstracao:
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C=DouC+#D.

~ ~ . % ~ . % ~ ~ ~
Se C' = D entao nao existe C'D e nao existe DC. Entao nao ocorre D < C e nao

ocorre C < D.
— — — — — —

— —
Se C# D =(CD C OA ou OA C CD) ou (OA C DC ou DC C OA) pelo teorema
120.
— — — — — —
Mas se (CD C OAou OA C CD) entao pela definigdo de <, C' < D e [0OA € DC
(Teorema 119) e 0A ¢ CD (Teorema 118)]= C < D e néao ocorre D < C.
— — — —
De maneira similar, se tivermos (OA C DC ou DC' C OA), teremos entao que D < C'
(definicao de <) e teremos que nao ocorre C' < D pelos teoremas 113 e 114.

Note que em ambos os casos C' # D por hipétese.

C.Q.D.

Teorema 122 (Transitividade) Fize a reta r e os pontos O e D distintos incidentes a
r. Sejam A, B e C pontos incidentes a r tais que A < B e B < C, entao A < C.

Demonstracao:
— — — — — — — —
A< B&[ABCOD (i) ou OD C AB (ii)] e B < C <[BC C OD (iii) ou OD C BC
(iv)].
Para que A < B e B < C, teremos as seguintes possibilidades: [(i) e (iii)] ou [(i) e
(iv)] ou [(ii) e (iii)] ou [(ii) e (iv)].
—_— — —
Se [(i) e (iii)] teremos que A # C, pois A = C = ABU BA =r C OD o que nao
pode ocorrer. Mas se A # C entao um dos trés casos ocorre:
—_— — —_—  —
a) Ax BxC = AB=AC = AC C OD
—_— — — —
b) AxC*B= AB=AC = AC C OD
c)CxAxB
—_— —
Este 1ltimo caso nao pode ocorrer pois se ocorresse terfamos que AC' e AB seriam
—_—  — —
semi-retas opostas e portanto AC U AB =r = r C OD o que é um absurdo.
Portanto para qualquer caso, teremos que A—C> C O—>D, logo A < C.
[(i) e (iv)] ndo podem ocorrer, pois se tivermos [(i) e (iv)] ent@o AB c OD e
— — — —
OD C BC o que implica em AB C BC, entao se [(i) e (iv)] ocorressem, terfamos uma
contrdigao pois:
Se A = C entao A—B> C ﬁ (absurdo pois se considerarmos X : A% B X teremos que
X € AB mas X ¢ E)él)
Em contrapartida, se A # C, como A # B e B # (', entao uma das trés seguintes
possibilidades deveria ocorrer:
(I) AxBxC
(I1) AxC B
(ITl) C « Ax B
(I) Se tomarmos X : A x X * B, entdao X € AB . Mas A X+ Be A« B C =
— — —_
X*BxC= X ¢ BC, o que contraria o fato de AB C BC.
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(IT) Se tomarmos X : A x B * X entio X € AB. Mas A+ B+ X e A+C + B =

—
X *B*xC = X ¢ BC, o que contradiz o mesmo fato citado acima.

(ITT) Se tomarmos X : A x B x X, entao X € AB. Mas A* B+ X e Cx A% B =
Cx«BxX=X¢ BC (contradicao).

Conclui-se que (i) e (iv) ndo podem ocorrer simultaneamente.

— — — — — —
Para [(ii) e (iii)] teremos: OD C AB e BC C OD = BC C AB (**).

Note que A # C', pois se A = C' teremos BC c CB o que nao pode ocorrer, pois se
tomarmos X : B x C x X teremos que X € BCe X ¢ CB.

Entao A deve ser diferente de C. Como A # B e B # (|, teremos uma das trés
possibilidades:

— —_— — — —

(I) AxB+xC =0DCAB=AC=0DC AC=A<C

(IT) A %« C' * B nao pode ocorrer pois se tomarmos X : X x A x B entdao X € BC e
X ¢ AB , 0 que contraria (**).

(ITI) C % A * B também nao pode ocorrer, pois se tomarmos X : C' x X x A teremos
novamente X € BC e X ¢ AB , 0 que contraria (**)

Entao a unica situagao possivel é (I) e portanto A < C.

Por tltimo considere o caso em que acontece [(ii) e (iv)]

Primeiramente note que A # C, pois se tivessemos A = C, terfamos pela hipétese que
—_— - — —  — — —_— =
OD C ABeOD Cc BC=BA= 0D Cc ABNn BA = AB, o que nao pode ocorrer.

Sendo A # C, (A # B e B # C por hipdtese) teremos 3 possibilidades:

— — —
(I) AxB+xC =0DCAB=AC=A=<C.
—_— = —
(I) Bx AxC = 0D CBC=AC=A=<C.
— — —

(Ill) AxCxB=0DCAB=AC=A<C.

Conclui-se que A < C' para qualquer uma das possibilidades.

C.Q.D.

Com os teoremas 121 e 122, podemos concluir que a relacao “<” definida anterior-
mente é uma relagao de ordem total no conjunto dos pontos de uma reta pré-fixada,
pois da maneira como esta relagao foi definida, podemos concluir que ela ird satisfazer a
transitividade e a tricotomia.

Mostraremos no teorema a seguir que a fungao ¢ (fungao ordenacao) conserva a relacao

de ordem.

Teorema 123 Seja r uma reta, O e D pontos distintos incidentes a v onde OD é o
segmento unitdrio através da funcao comprimento u. Sejam A e B incidentes a r. Entdao
A< B = ¢(A) < @(B) onde ¢ é a fung¢io ordenagao.

Demonstracao:
— P — P — —
A< B ABCOD (i) ou OD C AB (ii).
— —
Para (i) vem: A€ OD e B € OD.



APENDICE E. ORDENACAO E BIJECOES 130

Se A = O entao ¢(A) = 0 pela definicdo de ¢. Mas B deve ser distinto de A
(caso contrédrio ndo existiria a semi-reta AB e niio terfamos entio A < B) ecomo A =0,
temos que B # O e como B € OD entio ©(B) = (AB) > 0 = ¢(A) (onde p é a funcao
comprimento) e portanto, ¢(A) < ¢(B).

Se A # O entdo B # O (caso contrério, se B fosse igual a O, poderfamos tomar
um ponto X tal que X * O x A e entao terfamos X * B x A e por isso, X ¢ OA = 0—15
porque A € (ﬁ e X € AB = AB ¢ 0—15), entao como B € O—li teremos que um dos
dois seguintes casos deve ocorrer:

(I) Ox Ax B = ¢(B) = p(OB) = n(OA) + n(AB) = ¢(A) + p(AB), donde p(A) <
¢(B) pois u(AB) > 0.

(II) O« Bx A

A segunda possibilidade nao pode ocorrer, pois se tomarmos um ponto X tal que
X %O x A entdo X ¢ OA. Mas X *OxAeOxBxA (por hipétese) implicam em
X % Bx* A e portanto X € AB. Concluiriamos que AB SZ 0—15 o que contraria a hipdtese).
Temos entao que os tnicos casos possiveis levam em p(A) < ¢(B).

Para o caso (ii) temos: OD c AB.

Se A = O teremos (ﬁ? — AB e este caso foi examinado acima, o qual decorre que
#(4) < ¢(B).

Pelas mesmas justificativas citadas acima, teremos que a unica situagao possivel para
termos A # O serda: A+ O x D, donde A ¢ OD e entio ©(A) = —pu(OA) < 0. Teremos
para o ponto B duas opcoes:

Opcao 1: B € OD = ©(B) = 0 ou ¢(B) = u(OB) > 0 = p(A) < ¢(B) pois
p(A) <0

Opgao 2: B¢0—1>7:>B;éOeA;éO:>O*B*AouO*A*BouA*O*B.

Note que o segundo caso é impossivel, pois O x Ax B = O ¢ AB = O—>D ¢ AB o que
contraria a hipétese. O terceiro caso também é impossivel de ocorrer pois AxO x B = A
e B pertencem a semi-retas opostas com origem O e portanto A € OT? ou B € 0—15, mas
ambas as suposigoes contrariam as hipéteses. Temos entao que a tinica possibilidade sera:
OxBxAecomo A ¢ ODeB ¢ OD teremos que p(A) = —u(OA) = —[u(OB)+u(BA)] =
—[=¢(B) + u(BA)] = ¢(B) — p(BA), donde p(A) < ¢(B) pois u(BA) > 0.

C.Q.D.

Uma observacao importante a se fazer é que para mostrarmos o teorema 123, bem
como o teorema 115, usamos apenas os axiomas de geometria abstrata, incidéncia, ordem,
congruéncia e continuidade, nao apelando para nenhum axioma que cite algo a respeito
de retas paralelas.

Conclufmos entao que é possivel construir uma funcao bijetiva entre os pontos de
uma reta fixada e os nimeros reais, sendo também possivel definirmos uma relagao
de ordem total entre esses pontos de modo que estd ordem serd mantida através dessa

funcao,utilizando apenas axiomas da geometria neutra.
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De maneira semelhante e com o apoio das funcoes ¢ e i ja definidas, mostraremos na
préxima se¢ao um teorema de enorme importancia para a matemética moderna, uma vez
que este serve de base para a Geometria Anadlitica.

Nosso teorema serd, no entanto, mais forte do que o necessdrio para a utilizagao em
Geometria Analitica, uma vez que o demonstraremos sem qualquer utilizacao de axiomas
a respeito de retas paralelas, utilizando novamente apenas as ferramentas da geometria

de continuidade.

E.3 Bijecao entre os pontos de uma geometria de

continuidade e o R?

Como mencionamos no final da secao anterior, usaremos aqui os axiomas da geometria de
continuidade para construirmos uma funcao que "leva'"cada um dos pontos do plano de
uma geometria de continuidade num par ordenado de nimeros reais, de forma que esta
fungao seja bijetora e por consequéncia, tenhamos uma relagao biunivica entre os pontos
do plano e o espaco R2.

Sejam C = (T',L,*,=) uma geometria de continuidade, x = /T>B uma reta e D um
ponto nao incidente a x.

Se P é um ponto qualquer pertencente a I', entao chame de P, o ponto de intersecao
entre a reta x e a unica perpendicular a = conduzida através do ponto P (denotada por
TH).

Fixe (AB) = 1 onde p ¢ a func@o comprimento. Podemos definir uma fungao orde-

nagao (i,) nos pontos da reta 3 da seguinte forma: Para todo Q € x5, ¢,(Q) = u(PQ)
se Q, DIz, ¢,(Q) = —i(P,Q) se Q|D,x ou ¢,(Q) = 0 se Q € z.(fig.E.2)

\

N\

Figura E.2: P|D,x = ¢, (P) = —u(P.P)

—
Para a reta x tomemos como sentido positivo, a semi-reta AB. Considere a seguinte

funcao: ® : T' — R? definida por ®(P) — (¢, (Py), ¢, (P)) onde ¢, é a fungao ordenagao
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que dé a bijecdo entre os pontos da reta x e os reais com ¢, (A) =0e ¢, (B) =1 (¢, dd
a bijecao entre os pontos de x}; e os numeros reais). Veremos que a fun¢ao ® é bijetiva.

De fato, se ®(P) = &(Q) entdo (0,(F%), 0, (P)) = (¢.(Qu) 0, (Q)) = ¢, () =
0.(Qz) e ¢, (P) = 0,(Q) = P, = Q, uma vez que ¢, ¢ injetiva. Com esse resultado,
teremos que as perpendiculares a reta x conduzidas através dos pontos P e () coincidem,
isto é 15 = xé Mas entdao P = @ porque ¢, (P) = ¢,(Q) e a fungao ordenacao ¢, é
injetiva na reta 15 = xé Conclui-se com essa argumentagao que ® ¢é injetiva.

Para mostrarmos que ® é sobrejetiva, tome (a,b) € R?. Como a fungao ordenagao
@, ¢ sobrejetiva, deverd existir um ponto S, € x tal que ¢, (S;) = a. Teremos uma
tnica perpendicular a reta x passando pelo ponto S, (a reta méw) Mas na reta xﬁx deve
existir uma fungao ordenagao ¢, (construida da mesma maneira que foi feita acima para
23). Dessa forma, deverd existir um ponto S € zg tal que ¢,(S) = b uma vez que p, ¢
sobrejetiva. A perpendicular em relagao a reta x conduzida através do ponto S obviamente
intersectard a reta x no ponto .S,, donde podemos concluir que ®(S) = (¢,(Sz), ¢,(5)) =
(a,b) pela definicao da fungao ®. Conclui-se entdo que ® é sobrejetiva e portanto uma
bijecao.

C.Q.D.

Observacao: ¢, (P;) ¢ a primeira coordenada do ponto P e ¢, (P) é sua sequnda co-
ordenada. Através da bijecao ®, podemos concluir que essas coordenadas sao dadas de
maneira tnica, fixados D, A e B como acima.

A funcao ® possui grande importancia, pois através dela temos garantidos todos os
fundamentos da Geometria Analitica, que serve como modelo de geometria euclideana. E
importante repararmos que esta bijecao independe do modelo de geometria que tomarmos.

A tinica imposicao que temos é que esta geometria deve ser uma geometria de continuidade.



Apéndice F

INVERSAO

Definicao 69 Seja x uma circunferéncia euclideana com centro O e raio r. Considere um
ponto A distinto de O. Diremos que A" é a imagem de A pela inversao na circunferéncia

x se O, A e A" forem colineares, nao tivermos A* O x A’ e ||O — A||.||O — A'|| = r%.

Uma decorréncia imediata da definicdo é que se A’ é a imagem de A por inversao,
entdo também A’ serd a imagem de A por inversao.

Podemos, facilmente verificar que se O = (0,0) entdo ||A||.||A'|| =1 e ﬁ = ﬁ.

Também ¢é verdade que um ponto A no interior da circunferéncia (||O — A|| < r) é
"mapeado"pela inversdo num ponto A’ no exterior dessa circunferéncia (||O — A'|| > r) e
vice-versa, assim como pontos sobre a circunferéncia mantém-se fixos (||O — Al| = r =
A=A

Apenas com régua e compasso, é possivel encontrarmos a imagem de um ponto qual-
quer do plano por inversdo em uma circunferéncia (desde que esse ponto nao seja o centro
da circunferéncia).

Observe a figuara abaixo:

Figura F.1: ||O — A]|.|]|O — A'|| = r?

Os triangulos OPA e OA'P sao semelhantes (angulo ZO é comum e ZA e /P sao

retos). Decorre da semelhanga que ¢ = = ou, xc = 72, equacao que em coordenadas

2

vetoriais ¢ representada por [|O — A|].]|O — A'|| = r?, além de termos O x A x A’ que

133
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pela defini¢ao de inversao numa circunferéncia de raio r e centro em O temos que A’ é a
imagem de A por inversao.

Se um ponto A pertence & circunferéncia, sabemos que A’ = A. Caso o ponto A seja
interior a essa circunferéncia basta seguirmos o seguinte processo para encontrarmos A’:

Trace a reta <O_/_>l;

Erga a perpendicular a <O—74, passando por A e chame de P um dos dois pontos de
intersecao desta reta com a circunferéncia;

Trace a mediatriz dos ponto O e P e chame de C' o ponto de intersecao entre esta
mediatriz e a reta O(—1>4;

A circunferéncia com centro em C' e raio igual a medida do segmento OC', passa por
O e por P. O ponto A’ serd a intersecao dessa circunferéncia com a reta O<—1>4, uma vez que

o angulo ZOPA deve ser reto, ja que OA’ é o didmetro de uma circunferéncia. (fig.F.2)

Figura F.2: Ponto A é interior & circunferéncia

Mas se A é um ponto exterior a circunferéncia, podemos encontrar A’ utilizando o

seguinte método:
>

Trace a reta AO;

Chame de M o ponto médio do segmento AQO;

Trace a circunferéncia de centro em M e raio igual a medida de M A;

Chame de P a qualquer um dos pontos de intersecao dessa circunferéncia com a
circunferéncia dada;

. 1 S 3
Trace a perpendicular a reta AQO passando por P. A intersecao dessas retas serd o

ponto A’, pois teremos que ZOPA é reto. (fig.F.3)
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Figura F.3: Ponto A é exterior a circunferéncia
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