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Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar os chamados Teoremas de Singularidade na
Relatividade Geral. Muitos resultados recebem esta denominagao hoje em dia, e
todos estdo ligados a algum tipo de “falha” na geometria da variedade em questao;
geralmente, incompletude de certos tipos de curvas. Apresentaremos aqui dois de-
les, um provado por Stephen Hawking, que trata de singularidades cosmolégicas
(conhecidas popularmente por big-bang e big-crunch) e outro de Roger Penrose,
motivado por singularidades que ocorrem em certas geometrias descrevendo bu-
racos negros. Evidentemente, demonstra¢des de existéncia de tais fendmenos sdo de
grande interesse na Fisica. Contudo, muitas discussdes ainda estdo em andamento
no sentido de determinar se as hipdteses necessarias para estes Teoremas serem
verdadeiros sdo realisticas do ponto de fisico, ou seja, se 0s modelos adequados
para o nosso universo satisfazem tais hipéteses (ver, por exemplo, [HE], Capitulo
8). Por outro lado, existe um interesse geométrico intrinseco nos Teoremas de
Singularidade, independente destas consideragdes.

A teoria da Relatividade Geral é formuladana linguagem da Geometria Lorentziana,
e os modelos da teoria construidos usando esta geometria sdo o que chamamos
tipicamente de espagos-tempos. A grosso modo e em situa¢des favordveis, um
espago-tempo é constituido de um continuo de espagos tridimensionais, cada um
representando uma fotografia do universo em um instante de tempo, colados um
sobre o outro para formar uma histéria completa do universo. Apresentaremos al-
guns dos exemplos centrais da teoria no Capitulo 5, com um certo grau de detalhe,
para ilustrar os Teoremas e as principais estruturas definidas ao longo do trabalho.

Tanto a Geometria Lorentziana quanto a Relatividade Geral, que a motivou, sdo
teorias relativamente recentes, tendo sido desenvolvidas a partir do comego século
XX. Os pré-requisitos para nos aprofundarmos em temas como estes sdo varios,
de modo que nos foi imprescindivel uma sele¢do cuidadosa do que incluir, para
evitar um trabalho excessivamente extenso. Optamos por assumir uma certa base
de conhecimentos de Geometria Diferencial cldssica e Geometria Riemanniana.
Mesmo assim, discutimos brevemente as defini¢cdes e conceitos basicos, dando mais
atengdo aos aspectos que se alteram na passagem do contexto Riemanniano para
o Lorentziano. Os dois primeiros capitulos, portanto, omitem as demonstragdes,
uma vez que todas elas podem ser encontradas nas referéncias e os resultados
apresentados ndo sdo o foco do trabalho.



Capitulo 1

Noc¢Oes Basicas

Este capitulo servird para fixar a notacdo e introduzir algumas definigdes e teo-
remas bdésicos, que serdo apenas brevemente discutidos. Um conhecimento prévio
de aspectos elementares de variedades diferencidveis e Geometria Riemanniana
serd assumido, conforme ja mencionados. Tais aspectos podem ser encontrados,
por exemplo, nos trés primeiros capitulos da referéncia [Man].

1.1 Tensor Métrico

Lembramos que um campo tensorial (0, 2) simétrico g associa a cada ponto p de
uma variedade diferencidvel M uma forma bilinear simétrica g, : T, M X T,M — RR.
Dizer que g é ndo-degenerado significa que para cada p € M, g, o é, ou seja, dado
v € T,M, g,(v,w) = 0 para todo w € T,M implica v = 0. Se o indice 7, da forma
quadratica g, for o mesmo para todo p € M, dizemos que este é o indice de g.

No Apéndice A, discutimos alguns fatos gerais a respeito de espagos vetoriais
munidos de uma forma bilinear simétrica ndo-degenerada (produto escalar).

Definicao 1.1.1. Seja M" uma variedade diferencidvel de dimensdo n. Um tensor métrico
(ou métrica) g em M" é um campo tensorial do tipo (0,2) que é suave, simétrico, nio-
degenerado e de indice constante 1.

Uma variedade diferenciavel M", munida de um tensor métrico g chama-se var-
iedade Pseudo-Riemanniana. Alternativamente, usaremos a notac¢do de par ordenado
(M", g), conforme for conveniente. Vamos ressaltar dois casos: se 1 = 0, isto é, g é
positiva definida em todo ponto, entdo M" é dita ser uma variedade Riemanniana. Se
n=1en >1, M" serd chamada de variedade de Lorentz. Usaremos freqlientemente
anotagdo (, ), = g,, ou apenas ( , ). Eventualmente, o indice 77 é também chamado
de indice de M", quando ndo ha possibilidade de confusao.

Para cada vetor v € T,M, existem trés possibilidades mutuamente exclusivas,
que definem o caridter causal de v, como a seguir.

(i) Se (v, v) > 0, v é um vetor tipo-espago.
(ii) Se (v, v) < 0, v é tipo-tempo.



(iii) Se (v, v) = 0, e v # 0, v é tipo-luz.
Um vetor v que é tipo-tempo ou tipo-luz é dito causal. Considera-se o vetor nulo
como sendo tipo-espago.

Dadas (M", gM), (N, gV) variedades Pseudo-Riemannianas, é possivel construir
a variedade produto (M x N)"** e torn4-la uma variedade Pseudo-Riemanniana, de
maneira natural. Para isto, basta definir g := 7y (gM) + 7in*(gY), onde 7y e Ty sdo
as projecdes sobre M" e N¥, respectivamente, e o asterisco em sobrescrito indica o
pullback pela aplicagdo correspondente.

Outro conceito importante é o de isometria, que aqui desempenha papel similar
ao dos homeomorfismos na topologia, ou dos isomorfismos lineares na dlgebra
linear. Dizemos que um difeomorfismo @ : M" — N" é conforme se ®*(g") = fg",
onde f € FM) = {f : M — R : { é de classe C*} é uma fun¢do sempre positiva ou
sempre negativa. A defini¢do abaixo trata de alguns casos especiais.

Definicdo 1.1.2. Seja @ : M" — N" um difeomorfismo entre duas variedades Pseudo-
Riemannianas. Se ©*(gN) = cgM, para alguma constante ¢ # 0, dizemos que ® é uma
homotetia com coeficiente c. Os casos ¢ = 1 e ¢ = —1 recebem o nome de isometria e
anti-isometria, respectivamente.

Existem ainda as isometrias locais, que sdo aplica¢des suaves @ : M" — N" tais
que, paratodop € M", existe U C M" vizinhanca aberta de p tal que ®@|;; : U — ®O(U)
¢ uma isometria. Em particular, ® é um difeomorfismo local.

Dado & = (x1,...,x,) : U € M" — RR”" sistema de coordenadas local, o tensor
métrico g de M" é algumas vezes escrito na notagdo cléssica

n

g =ds* = Z g;dx'dx’  (em U).

ij=1

No caso de M" = R", por exemplo, devido ao isomorfismo canonico T,R" = R”,
¥ p € R", o produto interno usual ( , ) fornece um tensor métrico g tal que gii = 0ij,
no sistema de coordenadas global dado pela fungdo identidade, o que nos permite
escrever

ds* = dxi +dx; +...+dx; (emR").

n

Observe que com g assim definido R” é uma variedade Riemanniana. Modif-
icando os sinais das v primeiras componentes da diagonal de g, 1 <v < (n - 1),
obtemos uma variedade Pseudo-Riemanniana, de indice v, que denotaremos por
R”. Explicitamente, R" é R" com a métrica’

ds* = —dxj — ... —dx’_ +dxo+ ... +dx’_, (emR)).

!Quando v > 1, é tradicional escrever a primeira coordenada como xy ao invés de x;.



Deste ponto em diante, vamos omitir a referéncia explicita a dimensdo das
variedades, e denotar M" simplesmente por M, se ndo houver risco de confusao.
Se V, W sdo campos vetoriais em M, também usaremos (V, W) ao invés de g(V, W)
para denotar a funcdo que a cada p € M associa o nimero real g,(V(p), W(p)).

O conjunto F(M) forma naturalmente um anel, com as opera¢des de soma e
produto ponto a ponto. Sobre este anel, temos o médulo X(M) := {X : M — TM
| X de classe C*, X(p) € T,M,Vp € M} dos campos vetoriais suaves em M. Cada
X € X(M) age naturalmente como uma derivacdo em F(M), e denotamos por
Xf € §(M) o resultado dessa acdo em um elemento f € F(M). Denotaremos o
Colchete de Lie de X, Y € X(M) por [X, Y] :== XY - YX.

1.2 Conexao

Definicao 1.2.1. Seja M uma variedade diferencidvel. Uma conexdo (afim) V em M é
uma aplicagdo

V : X(M) x ¥(M) — X(M)

satisfazendo, para quaisquer X, V, W € X(M), f € §(M)ea € R,

(i) VV(X + OZW) = va + CYVVW,
(ii) VX+wa =VxW + fVVW,
(ii)) Vi (FW) = (VAW + FVy W,

Conexdes sdo em geral estruturas independentes de métricas. Mas se um tensor
métrico estd presente, vale o seguinte resultado fundamental:

Teorema 1.2.2. Dada qualquer variedade Pseudo-Riemanniana M, existe uma tinica
conexdo V em M satisfazendo

(iv) [V, W] = Vy W = ViV,
(v) XV, W) =(VxV, W) + (V,VxW),

para quaisquer X, V, W € X(M).

Esta é a conexdo de Levi-Civita. Uma conexdo qualquer é dita simétrica quando
satisfaz o item (iv) acima, e compativel com a métrica quando satisfaz (v).

Uma equacdo que define a conexdo de Levi-Civita de forma tnica é conhecida
por férmula de Koszul:

2VyW, X)=V(W, X) + W(X, V) - XXV, W) -V, [W, X]) + (W [X, V]) + (X, [V, W]).
Vy W chama-se derivada covariante de W em relacio a V. E conveniente introduzir
simbolos especiais para denotar os coeficientes de VW, que é um campo vetorial,

no caso em que V e W sdo campos coordenados de uma certa carta local.
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Fixaremos a partir de agora uma variedade Pseudo-Riemanniana M, sobre a
qual nossas construcdes geométricas serdo feitas. Em particular, V denotard sempre
a conexdo de Levi-Civita de M.

Convém mencionar algumas consequéncias da Defini¢do 1.2.1. A propriedade
(ii), que chamamos de F(M)-linearidade, garante que a dependéncia de V na
primeira entrada é pontual, ou seja, o valor do campo VxZ em um ponto p € M
ndo depende dos valores de X em qualquer ponto diferente de p. Contudo, V atua
como uma derivagdo na segunda entrada, e portanto o valor de VxY em p depende
dos valores de Y ndo s6 em p, mas numa vizinhanga aberta do mesmo. Mais
precisamente, vale a

Proposicdo 1.2.3. Sejam X,Y € X(M) ep € M.

(1) Se X(p) = Y(p), entido VxZ(p) = VyZ(p), VZ € X(M).
(ii) Se existe U C M vizinhanga aberta de p tal que X(q) = Y(q), Yq € U, entdo
VzX(p) = VzY(p), VZ € ¥(M). O

Faz sentido, portanto, escrever V.Y (p) para um vetor x € T,M. Entende-se ao
escrevermos desta maneira que estamos falando de VxY(p), onde X € X(M) é
qualquer campo vetorial tal que X(p) = x, uma vez que o resultado é independente
da escolha particular de X. De forma andloga faz sentido escrever VxY ainda que
X e Y sejam campos vetoriais localmente definidos, isto é, em um aberto U C M.

Seja & = (x1,...,x,) : U S M — R" um sistema de coordenadas local, e d,, ..., d,
os campos coordenados associados a &. Os simbolos de Christoffel Fi.‘]. relativosa Ve

& sdo dados por
V,,(9)) = Z o (emU). (1.1)
k=1

Usando a férmula de Koszul, podemos obter a expresséo cldssica para os simbolos
de Christoffel

e _ 1N 498 98 98
It = Z;g (G5 + 50 ~ 5] (em ). (1.2)

A derivada covariante pode ser estendida de maneira natural para campos ve-
toriais sobre curvas. Lembramos que dada uma curva suave y : I — M, um campo
vetorial sobre y é uma aplicacdo X : I — TM, tal que X(t) € T,z,M, Vte I C R.

Denotamos por X()) o conjunto de todos os campos vetoriais suaves sobre 3. Note
que, se V € X(M), entdo V|, := (V oy) € X(y).

Teorema 1.2.4. (Derivada covariante induzida sobre curvas) Seja y : I — M uma curva
suave. Existe uma tinica aplicagio: V' : X(y) — X(y) satisfazendo:

HV'EX+Y) =1 VX + VY,



(i) V? (hX) = %X +hVI'X,

(1ii) VV(V oy)= Vd;
( zv) (X Y) =(V'X,Y) +(X,VY),

para quaisquer X,Y € X(y), h € (), r e Re V € X(M).

A terceira condicdo nos diz que, essencialmente, V' é a derivada V tomada
sempre no sentido do vetor tangente a curva vy, isto é, y’. Em coordenadas locais
em y(tp), com f; € I,

P00 = Y1 )0+ X0 00,

i=1

Usaremos a notagdo X’ := V’X quando ndo houver risco de confusdo. Dado
W € X(y), dizemos que W é paralelo ao longo de y se VVW = 0.

1.3 Geodésicas
Definicao 1.3.1. Sejay : I € R — M uma curva suave. Se o campo y’' : I — TM de

vetores tangentes for um campo paralelo, isto é, se VV(y') = y” = 0, entdo y é chamada
geodésica.

Intuitivamente, geodésicas sdo curvas de aceleracdo zero. Com respeito a um
sistema de coordenadas & = (xy,...,x,) : U = R", aequagdo y”" = 0 se escreve como

dz(x o V) Z ré d(x o y) dwoy) _

— , (1.3)

i,j=1

para cada componente k de y”. Estas n equagdes chamam-se equagdes geodésicas.
Como mostra o teorema abaixo, o vetor velocidade em um ponto sobre uma
geodésica essencialmente determina a curva, da mesma maneira que as condicoes
iniciais de uma equacao diferencial ordinédria determinam uma tinica solugdo (e de
fato por razao analoga).

Teorema 1.3.2. Sejam y1,y» : I — M geodésicas. Se existir um niimero ty € I para o qual
Y1 (to) = y5(to), entiio y1 = ya.

Se os intervalos onde y; e y, estdo definidas forem diferentes, elas ao menos
coincidem onde quer que eles se interceptem. Um resultado importante que é
obtido como consequéncia do Teorema de Existéncia e Unicidade para Equagdes
Diferenciais Ordindrias é o seguinte:

Teorema 1.3.3. Seja v € T,M. Existe uma tinica geodésica ., : I, — M satisfazendo:

(1)0el,ey,(0) =0,
(ii) Se 0 : ] — M é uma geodésica, com 0 € |, para a qual 6’(0) = v, entdo | C I, e 0 = Y|}



Vo € dita ser maximal.

A nocgdo de carater causal pode ser estendida diretamente para curvas suaves.
Uma curva y : I — M é dita ser tipo-espago se o vetor y’(t) é tipo-espago, para todo
t € I analogamente para curvas tipo-tempo, tipo-luz e causais.

Se y : [a,b] — M é uma curva suave por partes mas ndo suave, entdo existem
pontos sy, ..., s, € (a,b) ondey tem quebras, isto é, os vetores y'(s;*), y'(si”) € T)s)M,
derivada de y pela direita e pela esquerda, respectivamente, sdo diferentes e Y, , s,
é suave, parai=2,...,k. Neste caso, y é dita tipo-tempo [resp. tipo-luz, causal] se
cada restrigdo y|s, , 5, € tipo-tempo [resp. tipo-luz, causal] e

G/ (), 76N <0, i=1,...,k

A motivagdo para esta condigdo extra ficara clara mais adiante (Capitulo 3), quando
definirmos os chamados cones temporais.

Evidentemente, uma curva suave ou suave por partes qualquer pode néo ter
nenhum cardter causal definido. No entanto, como uma geodésica o satisfaz ¢”
= 0, o Teorema 1.2.4, item (iv) implica que a aplicagdo t — (o', 0’) é constante, de
modo que geodésicas sempre possuem um caréter causal bem definido.

Podemos definir o comprimento de uma curva suave por partes em uma var-
iedade Pseudo-Riemanniana M, de maneira andloga aquela que faziamos para
curvas no plano ou no espago, no contexto da geometria diferencial cléssica.

Definicdo 1.3.4. Sejay : [a,b] — M uma curva suave por partes em M. O comprimento
de arco de y é dado por

b
L(y) = f b (el

onde |y’ ()l := ¢y (s), ' (s)I'2, Vs € [a, b].

Definigao 1.3.5. Seja p € M. Considere o subconjunto ID, C T,M de todos os vetores
v € T,M tais que o dominio da geodésica maximal 7y, inclui o intervalo [0,1]. Definimos
a aplicagdo exponencial de M em p como a fungio que leva cada v € 1D, em exp,(v) =
yo(1) € M.

E possivel mostrar? que ID, é aberto em T,M = R"; mais geralmente, o dominio
D € TM, que é a unido de todos os ID, para cada p € M, é aberto em TM, e
exp:ID € TM — M é uma fungédo suave.

A aplica¢do exponencial permite obter uma comparacédo local entre M e seu plano
tangente, em cada ponto. Isso d4 origem, na verdade, a um sistema de coordenadas
naquele ponto, conforme o seguinte teorema.

Teorema 1.3.6. Para todo ponto p € M, existe uma vizinhanga Uc T,M, contendo 0, tal
que a restricdo expy|; é um difeomorfismo sobre um aberto U em torno de p.

2Ver referéncia [Man], capitulo dois.



Quando o aberto U C T,M no teorema acima ¢ estrelado, isto é, v € U=>wel,
para todo ¢ € [0, 1], entdo dizemos que U C M é uma vizinhanga normal de p € M.

Um conjunto de vetores linearmente independentes § = {ey, ..., e,} € T,M forma
uma base ortonormal se {e;, e;) = 1;0;;, onde 1; = £1, de acordo com o carater causal
de ¢;. Em particular, cada elemento desta base é ou tipo-tempo, ou tipo-espaco.
E sempre possivel obter uma base com estas propriedades em qualquer espago
vetorial munido de produto escalar, conforme a Proposi¢do A.11.

Sejap € U € M, U vizinhanca normal e § = {ey, ..., e,} uma base ortonormal de
T,M. Como U ¢ difeomorfo a U via exp,|y, podemos associar, para cada x € U, as n
componentes de v, = exppla_l(x) com respeito a base f. Isto fornece um sistema de
coordenadas, chamado sistema de coordenadas normal. Nestas coordenadas, temos:

() &ij(p) =6im;, 1,j=1,...,n,
() Ti(p) =0, i,jk=1,...,n

onde 17; = {e;, ej). Existe uma familia de geodésicas especiais em uma vizinhanca
normal U de p, chamadas geodésicas radiais, que vao de p até cada um dos pontos
de U.

Teorema 1.3.7. Seja p € M, U € M vizinhanga normal de p. Entdo, para cada q € U,
existe uma tinica geodésica o, : [0,1] — U com 0,,(0) = p, 054(1) = q.

Observagio 1.3.8. Se M for uma variedade Riemanniana, entdo o,, é a curva de
menor comprimento, dentre as curvas que permanecem em U, ligando p ag. O
andlogo da situagdo acima no caso em que M é Lorentziana é o seguinte: se existe
uma curva do tipo tempo ligando p a g em U, entdo o, é do tipo tempo e é a
curva de maior comprimento, dentre aquelas de U, que ligam p a g (cf. referéncia
[O'NEILL], Proposicao 5.34).

Definic¢ao 1.3.9. Se p € M, uma vizinhanga convexa de p é um aberto U contendo p
tal que, ¥gq € U, existe um subconjunto aberto ID;” C ID,, estrelado e contendo 0, tal que
U = exp,(ID,") difeomorficamente. Dito de outra forma, U é uma vizinhanca normal de
cada um de seus pontos.

Teorema 1.3.10. Todo ponto p € M possui uma vizinhanga convexa. O

Seja U € M uma vizinhanga convexa de p. Entdo, em U, fica bem definida a
aplicacgdo
A:UxU—-TM
(P, 9) = Pi,
onde pj = 0,,0(0), € 0y : [0,1] — U € a tinica geodésica tal que 0,,(0) = p e oy(1) = 4.
Usaremos no futuro o seguinte resultado a respeito de A, que pode ser encontrado
na referéncia [O'NEILL], Capitulo 5.

Proposic¢do 1.3.11. Se U € M é um aberto convexo, entdo A : UX U — TM é um
difeomorfismo sobre sua imagem, A(U x U), que é um aberto de TM. O



1.4 Curvatura

Definicao 1.4.1. Seja M uma variedade Pseudo-Riemanniana e V sua conexdo de Levi-
Civita. O tensor de Riemann R de M (is vezes dito tensor de curvatura) é

R : X(M) x X(M) x X(M) — X(M)
(X, Y, Z) i nyz,

onde RXyZ = V[X,Y]Z — [Vx, Vy]Z = V[le]z - vayz + VyVXZ.

Pode-se verificar que R é §(M)-linear em cada um de seus argumentos. Portanto,
de forma anéloga ao que fizemos para conexdes, faz sentido escrever, Yx, y,z € T,M,
o vetor R,z € T,M, entendido como RxyZ, onde X, Y, Z € X(M) sdo escolhidos de
forma que X(p) = x, Y(p) = y e Z(p) = z. A F(M)-linearidade entdo garante que
R,,z ndo depende da escolha feita. Além disso, para cada x, y,z € T,M, podemos
definir a aplicagdo linear

Ry : T,M — T,M
z - Ryz.

Interpretado desta maneira, R possui as seguintes propriedades.

@) ny = _RyXI

(ii) <nyv/ w) = '<nyw/ v),

(iii) Ryyz + Ry + Ryx = 0, (12 Identidade de Bianchi)
(iv) (Ryy0, w) = (Rywx, y), (Simetria por pares)

para quaisquer x, y,v,w € T,M.

Um conceito relacionado com R é o de curvatura seccional. Dados v,w € T,M
linearmente independentes, o subespago gerado por eles, I1,,, = span{v, w}, é dito
ser um plano tangente a M em p. Considere a matriz

Q:[ (v,v) (v, w) ]

(v,w) {(w,w)

Claramente, o determinante de Q ¢é diferente de zero se, e somente se, o plano
I1,,, é ndo-degenerado (isto &, g,|r,, € ndo-degenerada).

Definigao 1.4.2. Seja I1,, € T,M um plano tangente nio-degenerado. Nesse caso, a
curvatura seccional de I'l,,;, é definida por
(Rowv, w)

K(IT,) = “AeHQ)

Um célculo simples mostra que K ndo depende dos geradores v, w, e portanto
pode ser pensado como uma curvatura associada ao plano em si. Quando dim(M) =
2, temos um tinico subespaco de T,M de dimenséo 2, a saber, ele proprio. Se M C R®
e o tensor métrico de M for aquele induzido pelo produto interno usual de R®, ao
calcular a curvatura seccional de M obtemos a curvatura Gaussiana da geometria
classica de superficies.



Contraindo o tensor R, obtemos dois outros invariantes geométricos impor-
tantes. Sdo eles o tensor de Ricci, que é a Ginica contragdo ndo-nula (a menos de
sinal) de R, e a curvatura escalar S, que é a contragdo (métrica) de Ric.

As expressdes locais para estes tensores calculadas em um sistema de coorde-
nadas & = (x1,...,x,) : U > R" sdo

Ric,, = Z R, e S= Z ginicij (em U).
m=1

ij=1

E tradicional dizer que M tem curvatura constante quando sua curvatura seccional
¢é constante, isto é, tem o0 mesmo valor numérico em toda a variedade M. Neste
caso, o tensor de curvatura R adquire uma forma mais simples, como mostra a
seguinte Proposicao.

Proposicao 1.4.3. O tensor de curvatura R de uma variedade Pseudo-Riemanniana M
com curvatura constante K, é dado por

Rz = Ko(<z, Yy —(z, y)x), Yx,y,z€ T,M,¥p e M. O

1.5 Extensibilidade e Completude

Se considerarmos M = IR" como variedade Riemanniana da forma padrao, isto
é, com o tensor métrico vindo do produto interno usual, é facil calcular que as
geodésicas sdo precisamente todas as curvas da forma y(t) = at + b, onde a,b € R".
Estas possuem a notavel propriedade de estarem definidas para todo t € R.

Claramente, esta condi¢do ndo se verifica em geral. De fato, se removermos um
ponto x de IR", as geodésicas que antes passavam por x agora ndo podem estar
definidas para todo t € IR. Estamos interessados nas geodésicas maximais, cujos
dominios sdo, por defini¢do, os maiores possiveis.

Definic¢ao 1.5.1. Seja M uma variedade Pseudo-Riemanniana. Se toda geodésica maximal
y 1 I — M estd definida em toda reta, ou seja, I = R, entdo M é dita ser geodesicamente
completa.

Na verdade, podemos ser mais especificos e distinguir trés tipos de completude,
de acordo com o carater causal das geodésicas em questdo: completude tipo-
espago, tipo-tempo e tipo-luz. Existem exemplos que mostram que essas trés
formas de completude sdo logicamente independentes (ver [O’'NEILL], pg. 154).

Dada uma geodésica qualquer y : (a,b) — M, podemos supor sem perda de
generalidade que a = 0, pois reparametriza¢des (translagdes) da forma f = t —a
satisfazem y’(t) = y’(f), e em particular sdo ainda geodésicas.
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Extensdes do dominio (0, b) a direita ou a esquerda podem ser tratadas da mesma
maneira. O seguinte resultado é conseqiiéncia da existéncia de vizinhangas nor-
mais em todo ponto.

Teorema 1.5.2. Se uma geodésica y : [0,b) — M admite extensdo (continua) y : [0, b] —
M, entdo existe € > 0 tal que o dominio de y pode ser estendido até [0,b + €). Uma tal
geodésica é dita extensivel (a direita). Do contririo, é dita inextenstvel (a direita).

Extensibilidade a esquerda é definida de forma andloga. Claramente, é suficiente
analisar extensibilidade a direita de geodésicas definidas em intervalos da forma
[0, D). Abaixo, temos alguns resultados nessa direcéo.

Fixe y : [0,b) — M geodésica. Em principio uma extensdo y : [0,b +€) » M
ndo precisaria sequer ser diferencidvel, e muito menos uma geodésica. Surpreen-
dentemente, a existéncia de extensdes continuas implica na existéncia de extensoes
geodésicas.

Teorema 1.5.3. y é extensivel como geodésica se, e somente se, admite uma extensio
continua. O

Teorema 1.5.4. y é extensivel como geodésica se, e somente se, existe p € M tal que para
toda seqiiéncia {t,},en em [0, b), convergindo para b, a seqiiéncia {y(t,)}nen em M converge
(no sentido topoldgico) para p. O

Dada a : I — M qualquer, se existe uma reparametrizacdo, isto é, um difeomor-
fismos: ] C R — I tal que & o s é geodésica, entdo a é dita ser uma pré-geodésica.’
Note que pré-geodésicas também possuem carater causal bem definido.

Teorema 1.5.5. Se v : [0,b) — M é uma pré-geodésica tipo-tempo ou tipo-espago, entio «
é inextensivel (a direita) se, e somente se, possui comprimento infinito.

Estes sdo os critérios que usaremos neste trabalho. Num sentido mais amplo,
temos também o problema da extensibilidade da prépria variedade M. A pergunta
é: seria possivel ver M como uma subvariedade aberta de outra variedade maior,
M? No caso do exemplo no inicio desta segdo, de R” menos um ponto, a resposta
certamente é sim. Para formular a questdo mais precisamente, damos a seguinte
definigdo.

Definic¢ao 1.5.6. Uma variedade Pseudo-Riemanniana conexa M é extensivel quando
existem uma variedade Pseudo-Riemanniana M # M e uma isometria ® : M — U C M
tal que M é conexa e U ¢é aberto em M (em particular, ind(M) = ind(M)).

3Convém observar que se a : [ — M ja é uma geodésica, dada uma reparametrizacdos: | — I,
a o s é também uma geodésica se e somente se s(t) = at + b, com a,b € R. Tais reparametriza¢oes
sdo ditas afins.
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No caso em que M nédo é conexa, M é extensivel quando ao menos uma de suas

componentes conexas o for. Uma variedade que ndo admite extensdo é dita ser
maximal ou simplesmente inextensivel.
Variedades compactas, por exemplo, sdo inextensiveis. De fato, se M é compacta
e®: M — U C M é uma isometria, com U aberto em M, a continuidade de @
implica que U é também compacto em M, portanto fechado. Se M é conexa, temos
necessariamente U = M.

1.6 Subvariedades Pseudo-Riemannianas

No contexto Pseudo-Riemanniano, nem toda subvariedade diferencidvel sera au-
tomaticamente uma subvariedade Pseudo-Riemanniana, essencialmente porque a
“métrica” induzida na subvariedade pode ser degenerada, ou ndo possuir um
indice bem definido. As demonstracdes e demais detalhes nesta se¢do podem ser
encontradas no Capitulo 4 de [O’'NEILL].

Defini¢do 1.6.1. Seja M uma variedade Pseudo-Riemanniana com tensor métrico g
e N subvariedade diferencidvel de M. Dizemos que N é uma subvariedade Pseudo-
Riemanniana de M se gV := j*(g™) define um tensor métrico em N, onde j*(g™) denota o
pullback do tensor métrico de M pela inclusdo j: N — M.

Exemplo 1.6.2. SejaM = R}. O conjuntoN = {(x, y,2z) € R} : ¥*+y* = 1} define uma
subvariedade Pseudo-Riemanniana de M, porque em cada ponto p = (xo, Yo, Z0) €
N, o espago tangente T,,N é gerado pelos vetores v1(p) = (0,0,1) e v2(p) = (—=yo, Xo,0),
sendo v; tipo-tempo, (v1(p), v1(p)) = —1, e v, tipo-espago, (va2(p), v2(p)) = 1. Assim,
N é uma variedade de Lorentz.

Exemplo 1.6.3. Tome novamente M = R}, mas N = {(x,y, y) € R} : x,y € R}. Neste
caso N ndo é subvariedade Pseudo-Riemanniana, porque dado qualquer p € N,
uma base para T,N é v;(p) = (0,1,1) e v2(p) = (1,0,0); contudo, (vi(p), v1(p)) = 0
e (v1(p), v2(p)) = 0, o que implica (v;(p), w) = 0 para todo w € T,N, ainda que
v1(p) # 0. Portanto a “métrica” induzida em N é degenerada.

Sabemos da Geometria Diferencial de variedades que se f : M — R é uma fungdo
suave, a imagem inversa f~'(c) de um valor regular ¢ de f é uma hipersuperficie
suave N C M. A préxima

Proposigdo é uma adaptacdo deste resultado para o caso Pseudo-Riemanniano.

Proposicdo 1.6.4. Seja (M, §) uma variedade Pseudo-Riemanniana, f € F(M)ec € Im(f).
Entdo, N := f~Y(c) é uma subvariedade Pseudo-Riemanniana (de codimensdo 1) de M se
e somente se tivermos g(grad(f), grad(f)) > 0 em toda N ou g(grad(f), grad(f)) < 0 em
toda N. No primeiro caso temos ind(N) = ind(M) e no segundo ind(N) = ind(M) — 1. O

Fixamos, de agora em diante, uma variedade Pseudo-Riemanniana M e uma
subvariedade Pseudo-Riemanniana N de M.

Identificaremos de maneira natural o espago T,N com dj,(T,N) € T,M, para
cada p € N. Observe que, mediante essa identificagdo, dados quaisquer p € N
e v,w € T,N, temos gV(v,w) = gM(v,w), por definicdo, de modo que podemos
escrever simplesmente g(v, w) ou (v, w) sem perigo de confuséo.
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Contudo, a geometria induzida em N difere em geral da geometria de M; por
exemplo, geodésicas de N ndo necessariamente sdo geodésicas quando vistas em
M. Esta diferenga é medida por um tensor, conforme veremos.

Definic¢ao 1.6.5. Um campo vetorial sobre j : N — M, também chamado de campo
vetorial sobre N, é uma aplicagio suave X : N — TM satisfazendo (I1 o X)(p) = p,
Vp € N, onde IT: TM — M é a projegio candnica.

Denotamos o conjunto de todos os campos vetoriais sobre N por X(N). Note que
X(N) é um modulo sobre F(N).

Cada subespaco T,N de T,M ¢é ndo-degenerado, por definigdo. Isto induz uma
decomposicdo tnica da forma

T,M =T,N + T,N*,
onde T,N* é o subespago (também ndo-degenerado; ver Apéndice A) dos vetores
v € T,M tais que (v, w) = 0, Yw € T,N. Vale a relagdo ind(M) = ind(N) + coind(N)
entre os indices de M e N, onde coind(N) é o indice da forma bilinear g, restrita

a T,N*. Aqueles vetores em T,N* sdo ditos normais a N, em oposicdo aqueles de
T,N, que sdo tangentes.

Dado um vetor v € T,M, escrevemos
v = tan(v) + nor(v)

para representar a ((inica) decomposicao de v como soma de tan(v) € T,N e nor(v) €
T,N*. Denotamos por

. . L
tan, : T,M — T,N e mnor,:T,M — T,N
as projegdes ortogonais em cada ponto p € N, que sdo aplica¢des lineares. Estes
conceitos podem ser estendidos para campos vetorais em X(N).

Um campo vetorial X € X(N) é dito ser normal [resp. tangente] a N se X(p) € T,N*
[resp. T,N], Vp € N. O conjunto de todos os campos vetoriais normais [resp.
tangentes] a N forma um moédulo sobre F(N), denotado por X(N)* [resp. X(N)], que
é submodulo de ¥(N ). Dado qualquer campo vetorial X € i(N ), podemos definir
as projegoes tan(X) € X(N), tan(X)(p) = tan,(X(p)) e nor(X) € X(N)*, nor(X)(p) =
nor,(X(p)), que sdo também suaves.

Seja agora
V:X(M) X X(M) — X(M)

a conexdo de Levi-Civita de M. Para melhor entender a geometria de N induzida
pela de M, gostarfamos inicialmente de determinar como V age sobre os campos
vetoriais de N. Segundo a Proposi¢do 1.2.3, podemos restringir V a X(N) X X(M),
diretamente.

Com respeito a segunda entrada, vimos que VxY(p) depende dos valores de Y em
alguma vizinhanca de p, e ndo somente do valor Y(p). Assim sendo, ndo podemos
em principio calcular Vx(Y) para Y € X(N).
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Contudo, usando um sistema de coordenadas adaptado a N em p € N, é sempre

possivel estender localmente o campo Y € X(N) para um campo Y € X(U), onde
U € M é uma vizinhanga aberta de p, e ai sim calcular Vx(Y). Este campo ndo
dependera da extensdo utilizada, o que torna possivel restringir V para o dominio
X(N) x X(N). Uma vez feito isto, podemos considerar mais geralmente

V: X(N) x ¥(N) - X(N).

A funcao V é chamada conexdo induzida em N C M. A referéncia [O’NEILL], cap.
4, contém maiores detalhes sobre a construg¢do que acabamos de fazer. Algumas
propriedades da conexdo induzida sdo listadas na Proposi¢do abaixo.

Proposicdao 1.6.6. Seja V a conexdo induzida em N € M. Dados V,IW € X(N) e
X,Y € X(N), temos

(i) Vy(X) é F(N)-linear em V.

(ii) Vi (X) é R-linear em X.

(i) Vy(fX) = VF£.X + fVy(X), para toda f € F(N).
(iv) [V, W] = Vy(W) - Vin(V).

(0) VX, Y) =(Vy(X),Y) + (X, Vy(Y)). O

Vale observar que mesmo quando V,W € X(N), ndo necessariamente temos

V(W) € X¥(N). Isto nos leva a estudar a parte tangente e a parte normal de Vi (W)
quando V, W € X(N).

Quanto a parte tangente, pode ser mostrado, usando a férmula de Koszul, que

se NV denota a conexdo de Levi-Civita de N, temos tan(Vy(W)) = NV (W), para
quaisquer V, W € X(N). Sobre a parte normal, temos a Proposic¢do abaixo.

Proposicdo 1.6.7. A fungdo
I: X(N) x X(N) —» X(N)*

(V, W) = nor(VyW)

é F(N)-bilinear e simétrica (portanto um campo tensorial). I é chamado tensor de
Weingarten. O

Em suma, podemos decompor V numa parte tangente e outra normal, de acordo
com a férmula _
VW =NV + (V, W), YV, W € ¥(N). (1.4)

A conexdo induzida, bem como a decomposicdo 1.4, podem ser escritas para cam-
pos vetoriais sobre uma curva a. De fato, se a : [4,b] — N é uma curva suave em
N CMeV e X(a), temos

(?Z,(t)v) (B = ("VE, V) () + D@ (1), V), Vi€ [a,b]. (1.5)
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Observacao 1.6.8. A férmula 1.5 acima nos permite concluir imediatamente que,
embora geodésicas de N ndo sejam necessariamente geodésicas quando vistas em
M, se uma curva o é geodésica de M, entdo, se um segmento de ¢ estiver contido
na subvariedade N, serd geodésica em N também. De fato, para uma tal curva,
se V = ¢’ o lado esquerdo de 1.5 nada mais é do que ¢”, que é zero porque ¢ é
geodésica em M. Mas o lado direito de 1.5 é a soma de um vetor tangente a N
com um vetor normal a N, e portanto cada uma de suas parcelas precisa ser zero
também. Em particular, ficamos com VV,.¢’ = 0, que é a condicdo para que o seja
geodésica em N.

O seguinte Teorema, conhecido como Equagio de Gauss, advém da equagdo 1.4.
Ele diz exatamente como relacionar o tensor de curvatura R de M com o tensor de
curvatura VR da subvariedade Pseudo-Riemanniana N. A diferenca entre os dois
¢ medida pelo tensor de Weingarten de N.

Teorema 1.6.9. Dados V, W, X, Y campos vetoriais tangentesa N C M,
RywX,Y) = "RywX, Y) + LV, X), IW, Y)) — (I(V, Y), D(W, X)).O

Quando N tem codimensdo 1, podemos usar esta férmula para explicitar uma
relacdo entre as curvaturas seccionais K, NKdeMeN, respectivamente, que sera
atil mais adiante. Introduzimos para isto a seguinte definicao.

Definic¢ao 1.6.10. Seja Y um campo vetorial unitdrio normal definido em N. O operador
de Weingarten derivado de Y é a aplicagio

Sy : X(N) = X(N)
definida implicitamente pela equagio
(Sx(V), W) =LV, W),T), YV, W € X(N).

Esta definicdo depende do campo vetorial Y escolhido, e em geral pode nao ser
possivel construir globalmente um campo vetorial com as propriedades listadas
na defini¢do. Contudo, dado p € N, isso é sempre possivel localmente, o que é
suficiente, uma vez que a férmula acima é F(M)-linear em Y e portanto depende
apenas pontualmente de Y.

Uma férmula explicita para Sy pode ser obtida, em termos da conexdo induzida
Vem N. Dado um campo vetorial V € X(N), lembrando que (Y, Y) = 1, temos

VY, Y)=0=(Vy,Y,Y)=0.
Isto mostra que VY é tangente a N. Assim, se W € X(N),

(Se(V), W) = (I(V, W), Y) = (Vy W, ) = VA 0= (V, Y, W),
Portanto Sy(V) = =Vy(Y).

Corolario 1.6.11. Seja Sy o operador de Weingarten derivado de Y. Sev,w € T,N € T,M

geram um subespago nio degenerado, entdo

(Sx(©), V(S (w), w) — (Sv(v), w)*
(v, v)(w, w) = (v, w)?

onde € = +1 se ind(N) = ind(M) e € = —1 do contrdrio. O

K(v,w) = NK(v,w) + €

, Yo,w e T,M,
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O tensor de Weingarten pode ser metricamente contraido, dando origem a um
campo vetorial normal a N, que desempenhard papel importante no estudo das
hipersuperficies mais adiante.

Definicido 1.6.12. O vetor de curvatura média H de N C M é a contragdo métrica de
. Explicitamente, dado p € N, se n = dim(N), temos

1 n
HP = E Z [l(ei/ ei)/
i=1

onde ey, ...,e, ¢ uma base ortonormal em T,N.

Um célculo elementar mostra que a férmula acima usando uma base ortonormal
ndo depende da escolha da mesma.

A fim de ilustrar um pouco da teoria de subvariedades que acabamos de apre-
sentar, damos aqui o exemplo das hiperquadriticas.

Exemplo 1.6.13. (Hiperquddricas em R"!}) Considere a fun¢do q : R"} — R dada
por q(x) = (x, x). Explicitamente, se x = (xo,...,x,),

2
e

2 4+ x

2 2
q(x) = —xg—...—x, +x,,, +..

Dadas constantes r > 0 e € = +1, definimos a hiperquddrica de raio r e sinal € como
sendo o conjunto A.(r) = q‘l(erz). O gradiente da fungdo q é grad(q),,..x) =
2(xo, X1, ...,X,). Assim, temos

(g7ad(q)xo, .., 87AA(]) x0,..0)) = 4( — XXX et xﬁ) = der?,

para qualquer ponto (xo, ..., x,) € As(r). Segue da Proposicao 1.6.4 que A(r) é uma
subvariedade Pseudo-Riemanniana de ]R’V“ﬂ de codimensdo 1. O indice de Ac(r) é
v+lsee=1levsee=-1.

Sabemos que grad(q) é um campo vetorial normal a A.(r). Isto nos permite cal-

_ grad(q)

cular o operador de Weingarten derivado de Y := , segundo a férmula

2
Sv(V) = =Vy(Y), para V € X(Ac(1)). '

— 2 X; 1w . 1%
- _ - N = —= i, = ——
Sx(V) = =Vy(Y) = Z;‘ V(99; = — Z;‘ VId; = ——, WV € X(A)).
j= j=
Segue diretamente do Corolério 1.6.11 que todas as hiperquddricas possuem curvatura

. . € . .
seccional constante igual a —. Uma vez conhecido o operador de Weingarten, obte-
1
mos o tensor de Weingarten, pois

IV, W), T = (Sx(V), W) = _71<v, W) = _7€<v, WYY, T) = <‘7€<v, WYY, ),

para quaisquer V, W € X(A¢(r)). Como A(r) tem codimensdo 1, I(V, W) = _TG(V, WHY.
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Capitulo 2

Calculo Variacional

Neste capitulo, vamos desenvolver a teoria necesséria para estudar a maximal-
idade (ou minimalidade) do comprimento de uma dada curva. Isto quer dizer
que estamos interessados em comparar o comprimento de uma curva @ com o
comprimento de curvas “vizinhas”, num certo sentido a ser tornado preciso. Esta
comparacdo é especialmente frutifera no caso em que a é uma geodésica, onde
resultados conectando curvatura e focalizagdo de geodésicas aparecem.

Novamente, estamos interessados apenas no enunciado dos resultados. A prova
destes pode ser obtida no cap. 10 da referéncia [O’NEILL]. Fixamos uma variedade
(M, g) que serd assumida ser Lorentziana ou Riemanniana.

2.1 Campos de Jacobi

Definicdo 2.1.1. Uma variac¢do de um segmento de curva « : [a,b] — M é uma aplicagio
a dois pardmetros
x:[a,b] X (=6,6) > M,

satisfazendo a(u) = x(u,0), Yu € [a, b].

As curvas u +— x(u,v), para cada v € (-0,0), sdo chamadas longitudinais, en-
quanto que aquelas da forma v — x(u, v), para cada u € [a, b], sdo ditas transversais.
A curva a é chamada curva de base. Uma variagdo pode ser pensada como uma
familia a um parametro de curvas vizinhas de a.

A derivada parcial V(u) = x,(u,0) define um campo vetorial sobre a curva
x(u,0) = a(u), chamado campo vetorial variacional de x.

Uma variacdo x de uma geodésica a cujas curvas longitudinais sdo também todas
geodésicas é dita variagio geodésica.

Definic¢do 2.1.2. Se y : I — M é uma geodésica, um campo vetorial Y sobre y é dito ser
um campo de Jacobi quando satisfaz a equagio

Y”'(t) = Ry (' (1), Ytel,

conhecida como equagao diferencial de Jacobi.
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Exemplo 2.1.3. Um exemplo simples de uma variacdo geodésica é a funcao

X: [—g, g] X (=6,0) = S CR®,  x(u,v) = (cos(u)cos(v), cos(u)sen(v), sen(u)),
onde 0 < 6 < . A curva de base € y(u) = (cos(u),0,sen(u)) e o campo vetorial
variacional é V(u) = x,(u,0) = (0, cos(«),0). Usando as coordenadas naturais de R?
e a métrica euclidiana, V(i) = cos(u)d, e

V'(u) = (cos(u))'d, + cos(u)ﬂrﬁﬁ)"0 = —sen(u)dy,
V' (u) = —cos(u)d, = =V (u).

Um calculo em coordenadas para o tensor de curvatura R da esfera (na métrica
induzida de IR*) mostra que a expressao Ry, ()’ (1)) é igual a =V (1), e portanto
que V é um campo de Jacobi sobre y. Isto acontece precisamente por esta ser uma
variagdo geodésica, segundo o Lema abaixo.

Lema 2.1.4. O campo vetorial variacional de uma variagio geodésica é sempre um campo
de Jacobi. O

Observe que a equacdo de Jacobi é linear; se Y7, Y, € X()) sdo campos de Jacobi
sobre alguma geodésica y, e ¢ € R, entdo Y; + cY, também é um campo de Jacobi
sobre y.

Fixada uma geodésicay : [a,b] — M, os campos de Jacobi sobre y formam portanto
um espaco vetorial real, que denotaremos por J(y). O préximo Lema nos diz que
a dimensao deste espaco é 21, onde n é a dimensdo de M.

Lema 2.1.5. Seja y uma geodésica com y(0) = p e v,w € T,M. Entdo, existe um tinico
campo de Jacobi Y sobre y tal que Y(0) =ve Y'(0) = w. O

Podemos relacionar os campos de Jacobi com a aplicacdo exponencial, que é
definida em termos de geodésicas radiais. Lembramos que dado v € T,M, de-
notamos por y, a geodésica maximal que comega em p com velocidade inicial

V,(0) = 0.
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Proposicao 2.1.6. Sejap € M e x € T,M. Dado v, € T,(T,M) = T,M,
dexp,(v) = V(1),
onde V é o tinico campo de Jacobi sobre y, satisfazendo as condigdes iniciais
V0)=0 e V(0)=0v,eT,M O

Mais adiante, usaremos esta relagdo para explorar o significado geométrico das
singularidades da aplicagdo exponencial. Estas representam essencialmente uma
quebra do carater maximal (ou minimal) das geodésicas radiais.

2.2 Primeira e Segunda Variacao

Vamos trabalhar com curvas regulares, que sdo aquelas curvas a tais que (&', a’)
é sempre diferente de zero. Tais curvas sdo portanto sempre tipo-tempo ou tipo-
espago. Se a é também uma geodésica, dizemos que a é uma geodésica regular.

Seja a : [a,b] — M uma curva regular e x : [a,b] X (=6,0) — M uma variacdo de
a. Considere a fungdo Ly : (=6,6) — R dada por

b
Li(0) = f 19011, 0), %u(t, 0)) .

Ly mede o comprimento de cada curva longitudinal da variacdo x, sendo Ly(0) o
comprimento de a, por defini¢do. Derivando em v = 0, obtemos a férmula

b ’
o

L/(0)=¢ ( ,V’) du,
© fag ]

sendo € = 1 o sinal (constante) de «, ou seja, o sinal de g(a’,a’), e V o campo
vetorial variacional de x.

Até aqui, estamos assumindo que as fun¢des envolvidas sdo sempre suaves. No
entanto, em grande parte da teoria causal a ser apresentada surgem naturalmente
curvas suaves por partes. Assim, em geral, uma curva a : [4,0] — M pode
apresentar quebras em uma quantidade finita de pontosa < u; < ... <ux < b, onde
a derivada a'(u) difere de a’(u;), i = 1,...,k. Por praticidade, convencionamos
a =1y eb = up. Vamos usar a notagdo

Ad' () =’ (u]) —a'(u;) € ToupM, i=1,...,k

para representar a diferenca entre as derivadas laterais.

Uma variagdo x : [, b] X (=6, 6) — M é dita ser suave por partes quando é continua
e existe uma quantidade finita de pontos a < u; < ... < u; < b tais que a restrigdo
de x para [u;_1, u;] X (=5,06) é suave, parai =1,...,k + 1. Portanto, mesmo que x
seja suave por partes, suas curvas transversais sao sempre suaves, enquanto que as
curvas longitudinais e o campo vetorial variacional em geral serdo apenas suaves
por partes. Podemos sempre assumir que as quebras de a e x sdo as mesmas, uma
vez que ambas sdo em quantidades finitas, adicionando quebras triviais, isto &,
aquelas em que a é suave ou x é suave.

19



Um argumento de integracdo por partes aplicado em cada intervalo [u;_1, 1]
onde a é suave fornece a seguinte férmula.

Proposicdo 2.2.1. (Primeira Variagio) Seja « : [a,b] — M uma curva suave por partes,
com velocidade constante |{a’, a’)| = ¢ > 0 e sinal €. Para uma variagio x de «, temos

b k
L0 == [ o Vo= £ Y e, Vo + S v

onde u, . .., ux sido as quebras de x e ar. O

Convém notar que na férmula acima ndo ha dependéncia explicita da variacao
x, apenas do campo vetorial variacional V. Observe também que se a é suave, o
termo do somatorio é automaticamente zero. No caso em que a é uma geodésica,
o primeiro termo também zera.

Uma variagio de extremos fixos de uma curva « : [a,b] — M é uma variacdo x de
a cujas curvas transversais v — x(a,v) e v = x(b, v) sdo constantes. As geodésicas
suaves sdo uma espécie de ponto critico para as variagdes de extremos fixos, uma
vez que L(0) é zero para qualquer dessas variagdes, pela férmula da primeira
variagdo. Vale também a reciproca.

Proposicao 2.2.2. Uma curva a suave por partes e de velocidade constante ¢ > 0 é uma
geodésica suave se, e somente se, L,(0) = 0 para toda variagdo x de a. O

Estamos interessados em comparar os valores de L(v) com L,(0), para v pequeno.
Quando L;(0) > 0 ou L;(0) < 0, sabemos que esta funcdo cresce ou diminui com v,
respectivamente. No caso em que 0 é um ponto critico de Ly, precisamos calcular
L(0).

Dada uma curva a : [a,b] — M regular, seu vetor tangente determina uma
decomposic¢do da forma

ToyM = spanf{a’(t)} + span{a’ ()}, YVt € [a,b],

de forma andloga a decomposicdo obtida no caso de subvariedades. Se Y € X(a),
escrevemos Y = YT + Y+ para designar as componentes tangente e normal a «a,
conforme indicado acima. De maneira explicita,

Y(u), o' (1))

Y =, @)

a’(u), Yu € [a,b].

Se a é uma geodésica, entdo

Wﬁﬂww»)“wy'mﬁmww»“w**y>W%Vuemm,

pois @’ = 0 e (a’,a’) é constante. Assim, (Y')" = (Y")’ e consequentemente
(Y')* = (Y*)'. Podemos usar a ordem que for conveniente.

(Y7 (w) = (
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Proposicdo 2.2.3. (Sequnda Variagdo) Seja o : [a,b] — M uma geodésica com velocidade
¢ > 0 e sinal €. Para uma variagio de extremos fixos x de o, temos

b
L0 = [ [, v = RV, i

onde V é o campo vetorial variacional da variagdo x. O

Novamente, esta férmula mostra que L, (0) depende apenas do campo vetorial
variacional V, e ndo da variagdo x como um todo. Em verdade, L} (0) depende
somente de V*, a parte normal de V. Para ver isto, sabemos do Capitulo 1, secdo
1.4, que R, =0, Vo € TM. Como VT = fo’ para alguma fungdo real f, temos

Rymo'V,0") =(Rfper V,0") = f(RyeV,0") =0, e
<RVU’ VT/ Gl) = <RVU/fOJ/ GI) = <Rf<7’a"//a’> = f<R0’a"//G’> = 0/

usando a simetria por pares de R na tltima equacgdo.

No fim das contas, L}/ (0) depende somente de V*.

2.3 A Forma Indice

Dados p, g € M e um intervalo [0, b], denotamos por Q(p, ) o conjunto de todas as
curvas a : [0,b] — M suaves por partes de p até . Apenas para motivagdo, vamos
pensar intuitivamente em Q(p, q) como uma variedade!. Nesta “variedade”, cada
“ponto”é uma curva suave por partes de p até g.

Se x : [0,b] X (—=6,0) —» M é uma variacdo de extremos fixos de uma curva
a € O(p,q), para cada v € (=9, ), temos uma curva u — x(u,v) também em C(p, q).
Assim, x pode ser pensada como uma familia a 1 pardmetro de pontos de Q(p, ),
ou seja, uma curva em {(p, q) comecando em a. A velocidade inicial desta curva é
dada pelo campo vetorial variacional V, que se anula em 0 e b pois x é variagdo de
extremos fixos.
Em uma variedade, o espago tangente em um ponto nada mais é do que as veloci-
dades de todas as curvas que passam por aquele ponto. Essa discussdo motiva a
seguinte definic¢do.

Definic¢ao 2.3.1. Dada a € Q(p,q), o espago tangente a Q(p,q) em «, denotado por
To(Q), é o conjunto de todos os campos vetoriais suaves por partes V sobre a tais que
V(0)=0e V() =0.

Uma questdo que surge naturalmente é a seguinte: todo campo vetorial V €
T,(Q)) pode ser realizado como o campo vetorial variacional de alguma variagdo
de extremos fixos x de a? A resposta é afirmativa. Nao é dificil verificar que a
variacao

xV(u,v) = expau(0V (1)), (2.1)

definida nos intervalos apropriados, a chamada variagdo canénica para V, tem como
campo vetorial variacional o préprio V.

LA construgdo de Q(p, g) como variedade (de dimensdo infinita) pode ser tornada precisa, mas
nédo o faremos aqui.
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A fungdo comprimento de arco L pode ser pensada como um funcional sobre
Q(p, q). Comono caso de variedades diferencidveis, se V € T,(02), queremos definir
V(L) como sendo um nimero, que corresponde a derivada de L na direcdo V. A
escolha natural é V(L) = L/(0), onde x é uma variagdo de extremos fixos cujo campo
vetorial variacional é V. Como vimos, V(L) ndo dependeré da escolha da variagdo
X.

Ainda seguindo nossa analogia, lembramos que p € M é um ponto critico da
funcdo f € (M) quando v(f) = 0, Yo € T,M. Assim, a Proposicao 2.2.2 diz que as
geodésicas regulares suaves de Q(p, ) constituem os ”“pontos criticos”do funcional
L. Discutiremos sobre as geodésicas tipo-luz mais adiante, pois estas ndo sdo
curvas regulares, no sentido que definimos.

No célculo diferencial em IR", para estudar o comportamento de uma fungdo
f numa vizinhang¢a de um ponto critico, analisamos a sua forma Hessiana nesse
ponto. A préxima defini¢do tenta capturar este conceito, e criar um anélogo da
Hessiana para o funcional L.

Definicdo 2.3.2. A forma indice I, de uma geodésica regular o € (X(p, q) é a tinica forma
bilinear simétrica
L, : T,(Q) X T,(QQ) - R

tal que, para qualquer V € T5(Q2),
I,(V,V) = L,"(0),
onde x é qualquer variagdo de extremos fixos de o com campo vetorial variacional V.

Utilizando a férmula dada pela Proposicdo 2.2.3 e a identidade de polarizacao
para formas bilineares garantem a existéncia de I,. Explicitamente,

b
LW =€ [V ) = Ree o, 4V, W € T, ()

Ja vimos que a parte tangente de V e W nesta férmula é desprezivel, pelas simetrias
de R. Portanto, restringimos doravante a forma indice para o espaco T;(Q2) :={V €
T,(Q) : T L o}, e denotamos esta restri¢do por I.

2.4 Pontos Conjugados

Considere o seguinte fendmeno. Sobre uma geodésica o, temos dois pontos o(a)
e 0(b) de maneira que outras geodésicas partindo de o(a), com vetor velocidade
“préximo”de o’ (a), apesar de se afastarem de o num primeiro momento, eventual-
mente voltam e passam por o(b).
Tal fendmeno ndo ocorre em R” com a métrica usual, mas acontece, por exemplo,
na esfera $%. Fixado um segmento geodésico o que liga o poélo sul ao pélo norte,
outras geodésicas partindo do pélo sul se afastam de o, porém reconvergem para o
polo norte. Isto sugere uma conexdo entre curvatura e reconvergéncia de familias
de geodésicas.
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Uma maneira de definir o que sdo geodésicas “préximas”a o é construir uma
variagdo geodésica x de o, como fizemos no Exemplo 2.1.3. Vimos naquele exemplo
que o campo vetorial variacional de x é um campo de Jacobi. O detalhe importante
aqui é que este campo de Jacobi zera precisamente nos pélos.

Definic¢ao 2.4.1. Se 0 : [a,b] — M é uma geodésica, dois pontos o(a) e o(b) sdo ditos
conjugados sobre o se existir um campo de Jacobi Y € X(o) ndo nulo tal que Y(a) = 0 e
Y(b) = 0.

Se a : [a,b] - M é uma geodésica e x : [a,b] X (=6,+0) — M é uma variagdo
geodésica de a, usando coordenadas locais podemos escrever

X'(u,v) = a'(u) + Vi(u) + 0(v?), i=1,...,n,

onde V é o campo (de Jacobi) variacional de x. Assumimos que a imagem de x
estd contida no dominio de um sistema de coordenadas, por simplicidade. Como
VYo € (=6,0), a° : [a,b] - M dada por a°(u) := x(u,v) é uma curva longitudinal
associada ao valor v do parametro, isto sugere que o campo de Jacobi V mede um
“deslocamento em primeira ordem”entre a geodésica a e suas “vizinhas”, e V ser
zero nos extremos a e b significa que estas “reconvergem em primeira ordem”.

o' (u)
ou(a) ' o(b)

oL (u) o

E importante ressaltar que nem sempre a reconvergéncia descrita acima acon-
tece, quando temos dois pontos conjugados. Contudo, veremos na préxima
Proposigdo que uma certa convergéncia “em primeira ordem”estd sempre pre-
sente.

Podemos cometer um leve abuso de linguagem e dizer que pontos p, g sobre o
sdo conjugados, desde que ndo haja ambiguidade em relagdo a quais parametros
a,b satisfazem o(a) = p e o(b) = g.

A relagdo de conjugagdo ndo depende da parametrizacdo de 0. Portanto, em geral
vamos trabalhar com ¢ definida no intervalo [0, b].

Fixe uma geodésica qualquer o : [0,b] — M, e considere Jp;(0) 0 conjunto de
todos os campos de Jacobi Y € X(0) que se anulam em 0 e b. Evidentemente, J,(0)
é um subespaco do espago dos campos de Jacobi sobre o que se anulam em 0, e
este dltimo tem dimensdo 7, pelo Lema 2.1.5.

O numero dim(Joy(0)) é chamado ordem de conjugagio de o(0) e o(b) sobre 0. Observe
que, como o campo de Jacobi u — uo’(u) se anula em 0 mas ndo em b, a ordem de
conjugacdo de dois pontos conjugados quaisquer sobre ¢ é no maximo n — 1.

Proposicao 2.4.2. Se p = 0(0), as sequintes afirmagcoes sio equivalentes.

23



(1) o(b) é conjugado a p = o(0) sobre o.

(ii) Existe uma variagio geodésica nio-trivial® x de o tal que todas as curvas longitudinais
de x comegam em p e x,(b,0) = 0.

(ii1) A aplicagdo exponencial exp, : D, € T,M — M ¢é singular em bo’(0), ou seja, existe
um vetor x € Tyy (o) (T, M), ndo-nulo, tal que d(exp,)(x) = 0. O

Note que no item (ii) as curvas longitudinais da variagdo x : [0, b] X (=6,0) - M
todas comecam em p, isto é, x(0, v) = p, Vv € (-6, 6), mas ndo temos necessariamente
x(b,v) = q, Vv € (=5,6). A condigdo x,(b,0) = 0 significa que a expansdo de Taylor
da tdltima curva transversal v = x(b, v) em torno de 0 coincide com a de x(b,0) = ¢
em primeira ordem.

No caso de uma geodésica regular o, a ordem de conjugacdo dos seus extremos
pode ser obtida da forma indice I, conforme a Proposi¢do abaixo.

Proposicao 2.4.3. Se 0 € Q(p,q) é uma geodésica reqular, o niicleo da forma bilinear I
é precisamente o espago Jop(0) dos campos de Jacobi sobre o que se anulam em p = o(0) e

g=o(b). O

Definigao 2.4.4. Uma geodésica o é dita ser coespacial quando o subespago span{a’(t)}
de TyM é tipo-espago, para algum t (e portanto para todos os valores de t).

Se M é uma variedade Lorentziana, geodésicas coespaciais sao tipo-tempo. Por
outro lado, quando M é uma variedade Riemanniana, todas as geodésicas sdo
coespaciais.

Teorema 2.4.5. Seja o € Q(p, q) uma geodésica coespacial, com sinal €.

(i) Se ndo existem pontos conjugados a p = o(0) sobre o, a forma indice €l é positiva
definida.

(ii) Se g = o(b) é o tinico ponto conjugado a p sobre o, entdo €l é semi-definida positiva,
mas nio definida.

(iii) Se existe um ponto o(r) conjugado a p com 0 < r < b, entdo I nio é semi-definida. O

Este é o resultado fundamental desta se¢do, que nos permitird estabelecer a
existéncia de pontos conjugados sob certas condi¢gdes de curvatura.

2.5 Pontos Focais

A idéia de pontos conjugados pode ser generalizada. Dada uma subvariedade
Pseudo-Riemanniana P de M e um ponto g € M, denote por ()(P,g) o conjunto de
todas as curvas suaves « : [0,b] = M com a(0) € P e a(b) = g.

As variagdes naturais de a € ()(P, q) a serem consideradas agora sdo aquelas cujas
curvas longitudinais estdo todas em (P, g). Deste modo, a curva transversal inicial
v — x(0,v) é uma curva em P e a curva transversal final v — x(b, v) é constante em
g. Dizemos que uma tal variagdo é uma (P, g)-variagio de «. Como anteriormente, os
campos vetoriais variacionais deste tipo de variacdo fornecem uma nogdo natural
de vetor tangente a Q(P, ¢).

?Isto significa que o campo vetorial variacional ndo é identicamente nulo.
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Definic¢ao 2.5.1. Dada a € Q(P,q), o espago tangente a (P, q) em a, denotado por
TA(€2), é o conjunto de todos os campos vetoriais V € X(a) tais que V(0) € Tyq)P e
V(b) = 0.

Usando a varia¢do canodnica (eq. 2.1), vemos que todo V' € T,(Q)) é o campo
vetorial variacional uma (P, g)-variagdo de a. Pequenas modificagdes na Proposigdo
2.2.2 fornecem o seguinte resultado anélogo.

Proposicdo 2.5.2. Seja o € Q(P,q) curva regular. Entdo L,(0) = O para toda (P,q)-
variagdo de o se e somente se o é uma geodésica normal a P. ® O

Procedemos, como antes, no sentido de estudar a segunda variagdo para a
classe de curvas a que sdo pontos criticos do funcional comprimento de arco, L.
A segunda variacdo de uma geodésica o € ((P,g) normal a P envolve o tensor de
Weingarten Il de P.

Proposicdo 2.5.3. Seja o € Q)(P,q) uma geodésica normal a P, com velocidade ¢ > 0, e €
o sinal de 0. Para uma (P, q)-variagdo x de o,

b
L0 =S [ [, v = R o = S0, 1Y), VO

Uma forma indice pode ser definida também neste caso, de maneira inteira-
mente andloga. Como antes, a identidade de polarizagdo fornece a forma bilinear
em T,(C2) dada por

b
LW =S [V, 0V40) = (R W0 i = S0 0) 10V0), WO

para quaisquer V, W € T,(Q)). Podemos novamente restringir I a T>(€2) X T (€2).

Introduzimos, por conveniéncia, a seguinte variante do tensor de Weingarten.

Definigao 2.5.4. O tensor de Weingarten normal da subvariedade Pseudo-Riemanniana
P € M é a fungio _
0 : X(P) x X-(P) — X(P)

definida implicitamente pela equagio
AV, 2), W) = ~(I(V, W), Z), YV, W € ¥(P), VZ € X(P).

Proposic¢do 2.5.5. Um campo de Jacobi Y € X(0), onde o é uma geodésica normal a P, é o
campo vetorial variacional de uma (P, q)-variagdo geodésica x de o se e somente se:

(i) Y(O) S Ta(o)P.~
(ii) tan(Y’(0)) = L(Y(0), o’ (0)).

Um campo de Jacobi que satisfaz estas duas condi¢des é chamado campo P-Jacobi
sobre 0.

3Isto significa que o(0) € P e ¢’ (0) € TP+
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Definic¢do 2.5.6. Seja 0 uma geodésica de M normal a P € M. Dizemos que o(r), r # 0,
¢é um ponto focal de P sobre o se existir um campo P-Jacobi Y € X(0) ndo-nulo com
Y(r) = 0.

O conjunto PJ(0) dos campos P-Jacobi sobre ¢ forma um espago vetorial, de
dimensédo n. Isto se deve ao fato de que, para cada x € Ty P e z € Ty P+, existe
um dnico campo de Jacobi Y sobre ¢ tal que Y(0) = x e Y’(0) = U(x,0’(0)) + z, de
acordo com o Lema 2.1.5. A associagdo x + z — Y dada desta forma define um
isomorfismo linear entre TP @ To()P* = To0)M e PJ(0).

Defini¢do 2.5.7. A ordem focal de um ponto focal o(r) (r # 0) de P é a dimensio do
subespago P3,(0) € P3(0), formado pelos campos P-Jacobi que se anulam em r.

A ordem focal de qualquer ponto focal o(r) é no méximo n — 1, uma vez que o
campo vetorial u — 1o’ (1) sobre 0 é um campo P-Jacobi que se anula somente em
u=0.

Proposicdo 2.5.8. Seja o : [0,b] — M uma geodésica normal a P. As seguintes afirmagdes
sdo equivalentes.

(i) o(b) é um ponto focal de P sobre o.
(ii) Existe uma (P, g)-variagdo geodésica x de o, ndo trivial, tal que x,(b,0) = 0.
(iii) A aplicagio exponencial normal* exp* : NP — M é singular em bo’(0). O

O item (ii) desta Proposigdo sugere uma interpretacdo geométrica dos pontos
focais, a saber, que existe uma certa variacdo x para a qual as geodésicas longitudi-
nais emanando de P, préximas a o, u — x(1,v) com v pequeno, reconvergem para
um ponto de “quase encontro”, o(r).

Exemplo 2.5.9. Seja P = {(x,y,z) € R®: x* + y*> — 22 = 1} o hiperbol6ide imerso em
R® com a métrica Riemanniana ds® = dx? + dy? + dz>. As geodésicas de R®

o1:[0,+00) =» R® 05 : [0, 4+0) = R®

t— (1+1,0,0) t—(1-1¢0,0)

sdonormais a Pno pontoa = ¢1(0) = 02(0) = (1,0, 0). Neste exemplo, ¢ = g1(1) é um
ponto focal de P sobre 01 e b = 0»(1) é um ponto focal de P sobre 0,. Explicitamente,
temos as (P, g)-variagdes:

x1(u,v) = (1 — u)(cos(v), sen(v),0), uel0,1], ve(-mn,mn), e

x2(u,v) = ((1 + u)cosh(v), 0, (1 — u)senh(v)), ue[0,1], ve(-1,1).

As curvas u — x;(4,0) e u — x(u,v) sdo claramente geodésicas de R®, para
cada v, e portanto 0os campos vetoriais variacionais (xj), (#,0) = (0,1 — u,0) e
(x2), (u,0) = (0,0, 1-u) sdo campos P-Jacobi sobre o, e 0, respectivamente. Observe
que as geodésicas normais a P emanando da hipérbole {(x,0,z) : x* — 22 = 1},
que correspondem as curvas longitudinais da variagdo x;, passam arbitrariamente
préximas, mas ndo sobre, o ponto ¢, com excecdo da prépria o1, enquanto que
aquelas emanando da circunferéncia {(x, y,0) : x* + y* = 1}, que correspondem as
curvas longitudinais de x,, convergem efetivamente para b.

#Restri¢do da aplicagdo exponencial exp : D € TM — M para ID N NP, onde NP é o fibrado
normal de P.
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Proposic¢do 2.5.10. Se o € C)(P, q) é uma geodésica reqular e normal a P, entdo o niicleo da
forma indice I associada a ¢ é o espago vetorial PJ,(0) dos campos P-Jacobi que se anulam
emq=o(b). O

Temos o seguinte Teorema, andlogo aquele para pontos conjugados, que rela-
ciona a forma indice com a existéncia de pontos focais, para o caso de geodésicas
coespaciais.

Teorema 2.5.11. Seja o € Q(P, q) geodésica coespacial normal a P com sinal €.

(i) Se ndo existem pontos focais de P sobre o, entdo €l é positiva definida.

(ii) Se g = a(b) é o vinico ponto focal de P sobre o, entio €l é semidefinida positiva, mas
ndo definida.

(iii) Se existe um ponto focal o(r) de P sobre o com 0 < r < b, entdo I ndo é semidefinida.
O

2.6 Convergéncia de Subvariedades

Se P € M é uma subvariedade Pseudo-Riemanniana de M, e 0 uma geodésica
normal a P, vimos no Teorema 2.5.11 que a existéncia de pontos focais esta rela-
cionada com os zeros de campos P-Jacobi sobre 0. Estes campos sempre podem
ser pensados como campos vetoriais variacionais de uma variagdo geodésica.

Algumas condi¢des tendem a facilitar o aparecimento de pontos focais. E nat-
ural esperar que uma delas tenha a ver com a forma com que P estd imersa em M.

Observe que no Exemplo2.5.9, as geodésicas normais emanando da hipérbole y = 0
de P convergem essencialmente por causa da prépria curvatura desta hipérbole.
Isto também se deve ao fato de que o espago ambiente R?, neste exemplo, ndo
possui curvatura, o que mantém a convergéncia inicial causada por P. Conforme
veremos, estas duas condi¢des, convergéncia inicial em P e manutencdo desta por
M, sdo suficientes para determinar a existéncia de pontos focais.

Definicdo 2.6.1. Seja P € M uma subvariedade Pseudo-Riemanniana de M, e seja H
seu vetor de curvatura média (Defini¢ido 1.6.12). A convergéncia de P é a fungdo real k,
definida sobre o fibrado normal NP de P, por

k(z) = (z,H,), Yz € T,P.

Teorema 2.6.2. Seja P uma hipersuperficie tipo-espago da variedade Riemanniana ou
Lorentziana M, e 0 uma geodésica de M normal a P em p = ¢(0). Suponha que

(i) k(0'(0)) = (o’(0), H,) > 0.
(ii) Ric(a’,0") > 0.

Entdo, existe um ponto focal o(r) de P sobre ¢ com 0 < r < desde que o

1
o k(0"(0))’
esteja definida pelo menos em [0,r]. O
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Quando S € M é uma hipersuperficie tipo-espaco, podemos definir um campo
vetorial u € X*+(S) de maneira tinica, exigindo que ele seja normal, tipo-tempo
e futuro-dirigido, uma vez que TPSL tem dimensao 1, para cada p € S, e assim
considerar a funcdo k : S — R dada por k(p) = (u(p),H,). Desta maneira, a
convergéncia de S se reduz a uma funcdo escalar sobre S. Vamos sempre nos
referir a esta fun¢do quando S for uma hipersuperficie tipo-espaco.

2.7 O Caso Tipo-luz

No problema variacional que estamos considerando, é necessdrio tratar o caso
das geodésicas tipo-luz separadamente, por conta de certas tecnicalidades, tais
como a nao-diferenciabilidade do comprimento de arco |a'(1)] em u = 0. Uma
das maneiras de contornar essa dificuldade é considerar, ao invés do comprimento

de arco, o funcional de energia, dado por E(a) = 1 ff{a’,a’)du, e fazer uma andlise
semelhante a que fizemos anteriormente. Sem entrar em mais detalhes, iremos
apenas enunciar o andlogo do Teorema 2.6.2 para este caso, que serd utilizado mais
adiante no trabalho.

Teorema 2.7.1. Seja P uma subvariedade tipo-espaco (n—2)-dimensional de uma variedade
de Lorentz M e H o vetor de curvatura média de P. Seja o uma geodésica tipo-luz normal
aPemp = 0o(0) tal que

(i) k(0’(0)) = (¢’(0), H,) > 0.
(ii) Ric(o’,0’) > 0.

Entdo existe um ponto focal o(r) de P sobre 0 com 0 < r <

1 .
o ' < @y desde que o esteja
definida neste intervalo. O

Um dos pontos de partida para a teoria de Causalidade, a ser discutida no
préoximo capitulo, é determinar quando é possivel conectar dois pontos p,q € M
por uma curva «, com a condi¢do de a ser tipo-tempo. Uma segunda condicao,
mais fraca, é pedir que a seja apenas causal, isto é, que a cada instante ¢, a'(t)
seja tipo-tempo ou tipo-luz. Obviamente, a primeira implica na segunda, mas a
reciproca ndo é verdadeira. Por exemplo, se M = IR? com a métrica ds® = dx? — dy?,
os pontos p = (0,0) e g = (1,1) podem ser conectados pela curva causal a(t) = (¢, 1),
t € [0, 1], mas nenhuma curva tipo-tempo pode sair de p e chegar em 4. Note que
neste exemplo, a é uma geodésica tipo-luz sem pontos conjugados. O Teorema a
seguir diz que a reciproca é valida se excluirmos este tipo de situacéo.

Teorema 2.7.2. Se a é uma curva causal de p a q e a ndo admite reparametrizagio como
geodésica tipo-luz sem pontos conjugados, entdo existe uma variagdo de extremos fixos x de
a tal que as curvas longitudinais sdo tipo-tempo. Em particular, p e q podem ser conectados
por curvas tipo-tempo. O

Pontos focais sobre uma curva causal tendem a dar espago para pequenas
perturbacdes (variagdes), tornando-a tipo-tempo. Para subvariedades, temos a
seguinte versao.
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Teorema 2.7.3. Seja P uma subvariedade tipo-espaco de M, e o € Q(P,q) uma curva
causal. Suponha que a ndo é uma geodésica tipo-luz normal a P sem pontos focais antes de
q. Entdo, existe uma variagdo x : [0, b] X (=0,6) — M de a tal que as curvas longitudinais
u — x(u, v) sdo tipo-tempo, para todo v € (=6,0), v # 0. O

29



Capitulo 3

Causalidade

Conforme ja foi mencionado, a teoria de Causalidade trata da questdo de deter-
minar, dado um ponto p fixo, quais pontos podem ser conectados a p por curvas
tipo-tempo (ou tipo-luz). Fisicamente, estes pontos representam os eventos que
podem influenciar ou ser influenciados pelo evento p, uma vez que nesse contexto
curvas tipo-tempo representam trajetérias de particulas materiais e curvas tipo-luz,
como o nome sugere, trajetérias de raios de luz.

Veremos que, para uma certa classe de variedades Lorentzianas, resultados
essencialmente causais estdo relacionados de maneira ndo trivial com a geome-
tria e a topologia destas variedades.

3.1 Orientacao Temporal

Fixe uma variedade Lorentziana M.

Definic¢ao 3.1.1. Seja © uma fungio definida em M que associa, para cada p € M, um
dos dois cones temporais em T,M. Dizemos que T é uma orientacdo temporal quando
Vp € M, existe uma vizinhanca U de p e um campo vetorial suave X € X(U) tal que
X(gq) € t(q), Vg e U.

M é dita temporalmente orientdvel se existe uma orientagdo temporal para M. Neste
caso, uma vez escolhida a orienta¢do temporal, dizemos que M esta temporalmente
orientada.

Teorema 3.1.2. Se M é conexa e temporalmente orientdvel, entdo M admite exatamente
duas orientagdes temporais.

Demonstragio. Sendo M temporalmente orientdvel, sejam 71, 7, duas orientacdes
temporais. Ponha
A={peM:1i(p) = 12(p)},
B ={peM:1i(p) # T2(p)}.

Sep € Alresp., p € B], existe vizinhanga aberta Udepe X;, X, € X(U) tais que X;(q) €
ti(q), i = 1,2, ¥g € U. Mas (Xi(p), Xa(p)) < O [resp., (Xi(p), Xa(p)) > 0] (Apéndice
A, Proposi¢do A.13). Por continuidade, diminuindo U se necessario, podemos
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assumir que (Xi(q), X2(q)) < 0 [resp., (Xi1(g), X2(q)) > 0], Vg € U, e novamente pelo
Teorema A.13 podemos concluir que U C A [resp., U C B]. Assim, A e Bsdo abertos,
ANB=0eAUB = M. A conexidade de MimplicaA =0eB=MouA =MeB =0.
Dessa forma, se 11, T, T3 sdo orienta¢des temporais, tome p € M. Se 71(p) # 12(p),
como s6 héd dois cones temporais em T,M, 13(p) = T1(p) ou T3(p) = T2(p), € pela
primeira parte, temos 73 = 71 ou 73 = T,. Finalmente, dada 7 orientacdo temporal,
seja —7 a fungdo que a cada p € M associa o cone temporal oposto a 7(p) em T,M.
Como existe U vizinhanga aberta de p e X € X(U) com X(q) € t(g), Vg € U, tomando
Y = -Xtemos Y € X(U) e Y(g) = (-1)(9), Vg € U. Assim —t é uma orientagdo
temporal distinta de 7, 0 que completa a prova. ®

Teorema 3.1.3. Uma variedade de Lorentz M é temporalmente orientdvel se e somente se
existe um campo vetorial tipo-tempo X € X(M).

Demonstragido. Se M admite um campo vetorial tipo-tempo X, entdo 7(p) =
C(X(p)) fornece uma orientagdo temporal. Suponha, por outro lado, que M é
temporalmente orientavel, e escolha uma orientagdo temporal T qualquer. Assim,
para cada p € M, existe uma vizinhanga aberta U, de p e um campo vetorial Xy,
definido em U, tal que Xy,(q) € ©(q), Yq € U,. Tome {fi}1cn uma particdo da
unidade subordinada a cobertura {U,},cy de M. Assim, o suporte de cada fungao
fa estd contido em U(A), onde U(A) = U, para algum x € M. Como 0 < f; <1eos
cones temporais sdo convexos, o campo vetorial dado por

X(@) =Y f@Xun(@), YaeM,

AEA
é tipo-tempo em todo ponto. m

Observacao 3.1.4. O Teorema 3.1.3 deixa claro que uma orientagdo temporal pode
ndo existir em uma variedade Lorentziana M qualquer. Contudo, sempre existe um
recobrimento duplo de M que é temporalmente orientavel (ver referéncia [O’'NEILL],
Lema 7.17).

Observagao 3.1.5. Quando uma orientagdo temporal 7 em M é definida usando
um campo vetorial tipo-tempo X € X(M), como na demonstracdo do Teorema 3.1.3,
dizemos que 7 é a orientagdo temporal induzida por X.

Suponha que M é uma variedade Lorentziana temporalmente orientada e X €
X(M) é um campo vetorial tipo-tempo como na demonstracdo do Teorema 3.1.3.
Neste caso, dizemos que um vetor causal v € T,M é futuro-dirigido se (v, X(p)) < 0.
Do contrério, v é dito passado-dirigido. Notamos que se v é tipo-tempo e w € T,M
causal com (v, w) < 0, entdo w é futuro-dirigido se e somente se v o for.

Definicao 3.1.6. Suponha que M é temporalmente orientada. Uma curvay : 1 C R - M
causal é dita futuro-dirigida [resp. passado-dirigida] se y’(t) é um vetor futuro-dirigido
[resp. passado-dirigido], para todo t € .

Dada uma curva y : [4,b) — M causal e futuro-dirigida, se existe p € M tal que,
para toda sequéncia {s,},en em [a,b) com s, — b, temos y(s,) — p, entdo p é dito
ponto limite futuro de y. O conceito de ponto limite passado é definido analogamente.
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Como M é Hausdorff, esses pontos, se existirem, sdo tinicos. Quando y ndo admite
um ponto limite futuro [resp. passado], dizemos que y é futuro-inextensivel [resp.
passado-inextensivel]. Uma curva causal que é passado-inextensivel e futuro-
inextensivel simultaneamente é dita simplesmente inextensivel. Note que essas
defini¢des estdo de acordo com aquelas dadas para geodésicas, segundo o Teorema
1.5.4.

Definicao 3.1.7. Um espago-tempo é uma variedade Lorentziana M conexa e temporal-
mente orientada.

Exemplo 3.1.8. A variedade Lorentziana R} pode ser munida de uma orientagédo
temporal natural, a saber, aquela induzida pelo campo vetorial %, que € tipo-
tempo. A R} com esta orientacdo temporal damos o nome de espago-tempo de
Minkowski. Este é um exemplo muito importante, que desempenha um papel
central na geometria Lorentziana. Deste ponto em diante, sempre que nos referirmos a
R}, vamos assumir esta orientagdo temporal, salvo mengdo contriria.

Ao longo do resto deste capitulo, assumiremos fixado um espago-tempo ar-
bitrario (M, g).

3.2 Relag¢oes de Causalidade

Definiremos agora as assim chamadas relagoes de causalidade em M. Dados p,q €
M, usaremos o simbolo:

(1) p < g, se existe uma curva suave por partes, tipo-tempo e futuro-dirigida de
p atéq.

(2) p < g, se existe uma curva suave por partes, causal e futuro-dirigida de p até

q.

Tem-se p < g = p < g. Definimos ainda a relagdo p < g para indicar que p < g
oup =4.Se A C M, o conjunto

I+(A)::{qu : E|peAcomp<<q}

é chamado futuro cronolégico de A, e

]+(A)::{qu : HpeAcom;aSq}

é chamado futuro causal de A. Segue imediatamente das defini¢des acima que
AUI"(A) € J*(A). O passado cronolégico e o passado causal sao definidos de forma
temporalmente dual. Em verdade, esta dualidade se estende para todos os con-
ceitos e demonstragdes envolvendo passado e futuro, de modo que é suficiente
nos concentrarmos apenas no futuro daqui por diante, e assim faremos. Sep € M,
escreveremos I (p) = I"({p}) , e similarmente para J*.
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Exemplo 3.2.1. Em M = R}, podemos calcular explicitamente os conjuntos I*(p)
e J*(p), para qualquer p € M. De fato, usando o Lema 5.1.6, temos que se p =
(pO/ pl/ e /pn—l), entao

n—1
(o, 21, xan) €M Y (i = %)% < (po = %), X0 > o,

i=1

I*(p)

n—1
) = {Gox1, . xa0) €M Y (i =% < (po = %0, X0 2 po).
i=1

Este exemplo apresenta algumas propriedades particulares. Note que I*(p) é

aberto, J*(p) é fechado e I*(p) = J*(p). Se considerarmos, por outro lado, M =
IR%\{(L 1)}, veremos que J*(0,0) ndo é o fecho de I"(0,0), ndo sendo sequer um
conjunto fechado ele préprio. Contudo, conforme provaremos adiante, se J*(p) for
fechado entdo ele serd o fecho de I*(p).

Ambas as relagdes <, < sdo transitivas: se p < g e g < 1, por exemplo, basta
considerar a justaposi¢do de uma curva tipo-tempo que liga p a g com outra curva
tipo-tempo que liga g a r; obteremos assim uma curva tipo-tempo de p a r, provando
p < r. Vale ainda uma espécie de transitividade mais geral, obtida diretamente do
Teorema 2.7.2.

Coroldrio. Dados x,y,z€ M,sex < yey<z,oux<yey <z entdox K z. O

Sabemos que um aberto U € M pode ser visto ele préprio como uma variedade
de Lorentz, bastando para isto restringir as cartas e a métrica de M para U. No caso
em que M é um espaco-tempo, U pode ser visto ele préprio como espago-tempo,
ja que podemos restringir também a orientacdo temporal de M para U. Isto nos
permite definir relacdes de causalidade intrinsecas de U.

Se A C U, denotaremos por I*(A, U) o futuro cronolégico de A relativo a U, que con-
siste daqueles pontos de U aos quais é possivel chegar com uma curva tipo-tempo,
futuro-dirigida contida em U e partindo de A. Analogamente, J*(A, U) denota o
futuro causal de A relativo a U. Em particular, I"(A,M) = ["(A) e J[*(A,M) = J*(A).
Note que I*(A, U) € I"(A) N U, embora em geral I"(A) N U # I"(A, U). Quando
q € I"(p, U) (resp. J*(p, U)), escreveremos p <, q (resp. p <, q). Estas relagdes sdo
particularmente simples no caso em que U € M é convexo, conforme o seguinte
Lema.

Lema 3.2.2. Seja U € M uma vizinhanga convexa.

(i) Se p # q em U, entdo q € I'(p, U) & pg é tipo-tempo, futuro-dirigido (analogamente
para J*).

(ii) I"(p, U) é aberto em U, Vp € U.

(iii) J*(p, U) é o fecho (em U) de I* (p, U), Vp € U.

(iv) Se {pnlnen, {Guinen sdo sequéncias em U com p, — p € U, g, — q € U, entdo
gn € J*(pn, U),Vn e N = g € J*(p, U).

(v) Toda curva causal contida em um compacto K C U é extensivel.

33



Demonstragdo. Fixe X € X(M) campo vetorial tipo-tempo, futuro-dirigido (vindo
da orientagdo temporal de M).

(1) A existéncia de uma curva tipo-tempo futuro-dirigida em U de p a g implica

que pg é tipo-tempo (ver Observacio 1.3.8). Se a : [a,b] — U é uma curva tipo-
tempo futuro-dirigida de p até g, a demonstracdo daquela Proposicao deixa claro
que pg deve estar no mesmo cone temporal que a’(a), que é um cone futuro por
hipétese. Logo pg é, também, futuro -dirigido.
Por outro lado, se temos que pj é tipo-tempo, futuro- -dirigido, entdo ja que as
geodésicas ndo mudam de cardter causal, a geodes1ca radial o, : [0,1] — U é uma
curva tipo-tempo de p até q. Como o,,'(0) = pg, que é futuro-dirigido, a funcéo
(X(0p4(t)), 0p4'(t)) € negativa em t = 0. Sendo continua, essa funcdo s6 pode ficar
positiva se existir t, tal que (X(o,(t)), 05" (to)) = 0. Isto implicaria que o,,’(to) €
tipo-espago, uma contradicao.

(11) Seja g € I"(p,U). Entdo, por (i), pq é tipo-tempo, futuro-dirigido. Logo
g, X(p)) < 0. Pela Proposicdo 1.3.11, pg depende de forma contmua de g, de
modo que é possivel encontrar uma vizinhanga V de g tal que (pr,pry <0,V reV.
Assim, usando (i) novamente, concluimos que V C I*(p, U), e portanto que I*(p, U)
é aberto.

(iii) Como I*(p, U) = {g € U : (pg, pg) < 0}, temos I*(p, U) = {q € U : (pq, p4) < 0},
sendo o fecho em U. Mas este dltimo é exatamente [*(p, U), por (i).

(iv) Segue imediatamente de (1), j& que pq depende continuamente de p e 4.

(v) Reparametrizando se necessario, podemos escrever uma tal curva como
a:[0,b) > K C U, onde b < co. Basta olhar extensibilidade a direita. Tome uma
sequéncia {t;}ien em [0, ) tal que t; — b. Ora, a sequéncia {a(t;)}ien permanece no
compacto K, por hipétese, donde admite uma subsequéncia convergente, digamos,
{a(ti)hien. Seja x o limite desta subsequéncia. Para mostrar que a é extensivel,
precisamos mostrar agora que, dada uma sequéncia arbitréria {s;};en em [0, b) com
si — b, tem-se a(s;) — x. Suponha que ndo. Passando para subsequéncia se
necessdrio, assumimos que {a(s;)}ien converge para y € K, y # x. Mas a é causal
e portanto o item (iv) implica que x € J*(y,U) e y € J*(x,U). Por (1), temos xy
futuro-dirigido e passado-dirigido ao mesmo tempo, uma contradi¢do. m

Veremos mais adiante que as propriedades (i) e (iii)-(v) sdo em geral falsas
para um espago-tempo genérico. Por outro lado, o item (ii) ndo apenas vale em
geral como ainda admite uma versdo mais forte, que provaremos agora. Ela diz
essencialmente que a relagdo < é aberta; em outras palavras, o conjunto I* =
{(p,q) € M X M : p < gq} constitui um aberto de M X M.

Proposicao 3.2.3. Dados p,q € M, com p < q, existem vizinhangas abertas U,V de p,q
respectivamente tais que, Vp' € U, ¥q' € V, tem-se p’ < q'.
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Demonstragio. Seja ¢ uma curva tipo-tempo de p a q. Tome vizinhangas con-
vexas W, W’ de p, g respectivamente e considere pontos g~ € W’, p* € W ambos
sobre a curva o, com 4~ antes de g e p* depois de p. Pelo lema 3.2.2, os conjuntos
U:=1Iq ,W)eV :=1I (", W)sdo abertos em M, e possuem as propriedades
desejadas. m

Esta Proposicdo revela uma relagdo entre a causalidade e a topologia de M: os
conjuntos I'*(A), para qualquer A C M, sdo abertos. Vale ainda a

Proposicao 3.2.4. Seja A C M um subconjunto qualquer de M.
(i) int(J*(A)) = I (A).
(i) J*(A) = I*(A).
Demonstracdo. (i) Como [T(A) C J*(A) e [*(A) é aberto, [T(A) C int(J*(A)). Por

outro lado, dado p € int(J*(A)), existe U C J*(A) vizinhanga aberta de p. Tome
g € I"(p, U). Assim, paraalguma € A,a < geq < p, 0 que implicaa < p.

(ii) De I*(A) € J*(A) temos I*(A) € J*(A). Seja p € J*(A) e U uma vizinhanga
aberta qualquer de p. Por hipétese, existe g € U N J*(A), isto é, a < g para algum
a € A. Tomandor € I*(g, U), teremosa < geq < r,dondea < r. Comor € UNI*(A)

e U é arbitraria, p € I*(A). m

O préximo Coroldrio é uma consequéncia direta do Teorema 2.7.3, que nos da
uma idéia da estrutura de conjuntos da forma J*(A)\I"(A), onde A C M.

Coroldrio 3.2.5. Seja A S Megq € J*(A)\I*(A). Se a é uma curva causal e futuro-dirigida
de A a q, entdo a é uma geodésica tipo-luz sem pontos conjugados antes de q. Além disso,
a permanece em J*(A)\I"(A) até q.

3.3 O Lema da Curva Limite

No que segue, vamos estudar sequéncias de curvas causais {y,}.en € definir
certos tipos de convergéncia para tais sequéncias. Em geral, mesmo que cada
yn Seja suave, ndo serd verdade que o limite também o seja, embora veremos
que a curva limite serd continua. Portanto precisamos introduzir uma nocado de
causalidade vélida para curvas que sdo apenas continuas.

Definig¢ao 3.3.1. Uma aplicagio continua o : [ € R — M édita ser uma curva C°, causal
e futuro-dirigida (resp. passado dirigida) se, para qualquer ty € I, existe U(t)) € M
vizinhanga aberta e convexa de a(ty) e um €;, > 0 tais que:

(i) al N (to — €1, to + €4)) C Ulto).

(ii) VY t1,ty € (to — €4, to + €1,) NI, com t; < ty, existe uma curva causal, suave e futuro-
dirigida (resp. passado-dirigida) em U(ty) de a(ty) até a(t,).
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Um aspecto importante dessa defini¢do é que as rela¢Oes causais entre pontos de
um espaco-tempo permanecem inalteradas se trabalharmos com curvas C° causais
ao invés de curvas suaves por partes. Mais precisamente, temos o

Teorema 3.3.2. Sejam p, g € M. Sio equivalentes:

(i) p<q.
(it) A : [a,b] = M curva C°, causal e futuro-dirigida tal que a(a) = p, a(b) = q.

Demonstracdo. (i) => (ii) é imediato.

(ii) => (i): Seja @ como no enunciado. Entdo, para cada t € [g,]], existe uma
vizinhanca aberta e convexa U(t) de a(t) satisfazendo as duas condi¢des da defini¢do
de curva C° causal futuro-dirigida. Sendo a([a, b]) compacto, podemos extrair de
{U(t)}seap) uma subcobertura finita {U(ty),..., U(ty)}. Tome a = up < u; < ... <
u; = b particdo de [g, b] subordinada a cobertura {U(t;), ..., U(t)}; isto é, para cada
1€1{0,...,1-1}, existe j € {1,...,k} com a([u;, u;1]) C U;.

Assim, existem curvas suaves, causais e futuro-dirigidas: fy entre a(a) e a(u1), p1
entre a(u) e a(uy), até fi_; entre a(u;—1) e a(b). Concatenando fy, ..., fi-1, obtemos
uma curva suave por partes, causal e futuro-dirigida que liga a(a) = p e a(b) = g,
isto €, p < g, como queriamos. W

Introduzimos agora uma nogdo fundamental de convergéncia de curvas.

Definicao 3.3.3. Sejal’ = (yu)nen uma sequéncia de curvas (nio necessariamente causais)
em M. Um ponto p € M é um ponto de acumulacdo da sequéncia I' se existe uma
subsequéncia T = (y,,)ien tal que, para cada i € IN, existe um p,, € Im(y,,) de modo que a
sequéncia (py,)ien converge para p. Dizemos que a subsequéncia T distingue o ponto p.
Uma curva y em M é uma curva limite de I’ quando existe uma subsequéncia T de T que
distingue cada um dos pontos da imagem de y, conforme acima.

O préximo Teorema langa uma luz sobre a Defini¢do 3.3.1, pois sugere que uma
curva C° causal é aproximada, de forma arbitrariamente precisa, por curvas causais
suaves por partes.

Teorema 3.3.4. Toda curva C°, causal e futuro-dirigida y : [a,b] — M é uma curva limite
de alguma sequéncia I' = (y, : [a,b] = M)uen de curvas suaves por partes, causais e
futuro-dirigidas.

Demonstragdo. Seja {Uy, ..., Ui} uma cobertura de Im(y) por vizinhangas normais
e convexas, construida como no Teorema anterior,e Py = {a = g < u; < ... < u; = b}
particao de [a, b] subordinada a {U, . .., Ui}. Tome (P,),en uma sequéncia qualquer
de parti¢des refinando Py, com ||P,|| — 0. Note que, para cada m € IN, é possivel
escolher uma curva y,, : [4,b] — M cuja restricdo para qualquer intervalo [¢},s;]
de P,, € uma curva suave, causal e futuro-dirigida de y(t;) a y(s;). De fato, como
y([ui, uis1]) estd sempre contida em algum dos convexos Uy, ..., Uy, para todo i,
quaisquer dois pontos de y([u;, ui11]) podem ser ligados por uma tal curva. Em
particular, ja que P,, refina Py, o mesmo vale para quaisquer subintervalos da
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particdo P,,. E evidente que desta forma y,, é uma curva suave por partes, causal
e futuro-dirigida.

Afirmamos que y é uma curva limite da sequéncia I' = () uen assim obtida. Com
efeito, fixe x € [a,b], e seja U C M uma vizinhanga qualquer de y(x). Tome € > 0
de forma que y((x —€,x + €) N [a,b]) C U. Uma vez que a norma das parti¢des
tende a zero, existe N € IN tal que, para todoi € IN, i > N, temos ||Pj|| < €. Para
m > N, denote por [t,,s,] o subintervalo de P,, que contém x. Por construcao,
Vi(tm) = Y(tw) € Viu(sm) = Y(sm). Mas |x — t,,| e |x — s,,] sdo ambos menores do que
Ity — Sml, pois x € [ty,sy]. Além disso, |t, — sl < [|Pwll < €. Logo y(tn), y(sm) € U,
donde Im(y,,) N U # (. Isto mostra que a propria sequéncia I' distingue todos os
pontos de y, e portanto que y é curva limite desta sequéncia. B

Observacgdo 3.3.5. Claramente, anogado de curva limiteindepende de parametrizagao,
no seguinte sentido: se y : I C R — M é curva limite de uma sequéncia de curvas
I'eh:] CR — Iéqualquer funcdo continua, entdo y o h é também curva limite
de T, pois Im(y o h) C Im(y).

Observacao 3.3.6. Em geral, se uma sequéncia I’ de curvas causais futuro-dirigidas
possui uma curva limite y, esta ndo necessariamente serd causal futuro-dirigida.

Considere, por exemplo, M = R?, com o elemento de linha ds® = dx? — dy? nas
coordenadas naturais. A sequéncia

v, : R - R?
t (2,1)
de curvas tipo-tempo (portanto causais) futuro-dirigidas possui como curva limite
y:R - R?
t— (0,-t)

que é passado-dirigida. Na verdade, de acordo com a Observagao 3.3.5, dada
qualquer fung¢do continua  : R — R, a curva

a,: R - R?
t = (0, h(t))

é também curva limite de (),)nen. No caso em que h(t) = sen(t), a curva ay, ndo
possui nem mesmo um cardter causal bem definido.

O resultado principal desta Secdo é uma ferramenta técnica fundamental na
geometria Lorentziana. Vamos estabelecé-lo por uma série de lemas.

Lema 3.3.7. Para todo p € M, existe um sistema de coordenadas (x',...,x") : U —» R"
normal em p tal que x' : U — R possui gradiente tipo-tempo em todos os pontos de U.
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Demonstragdo. Seja (x!,...,x") : U — R" um sistema de coordenadas normal em
p com 4|, tipo-tempo. Temos (Vx')' = ¢!, i = 1,...,n em U. Mas g;(p) = n;
Ainda,

|p

n n
(Vxl,Vx1> _ Z Zgijg“gﬂ _ g11’ p gll(p) —_1<o0.
i=1 j=1
Por continuidade, podemos diminuir U de modo que Vx! permanega tipo-tempo
em toda parte dentro de U. m

Lema 3.3.8. Seja Ky > 1. Dado p € M, existe U C M vizinhanga de p tal que a métrica
plana g, em U que tem o elemento de linha

n
ds;, = ~Kydx" + Z dx'”,

i=2

com respeito a algum sistema de coordenadas normal em p € U, possui a propriedade de
que, para todo q € U e todo v € T,M — {04}, se g(v,v) < 0, entdo go(v,v) <O0.

Demonstragido. Suponha que ndo. Entdo, tomando a vizinhanga U cada vez
menor, podemos construir uma sequéncia (gi)ren €m M, com gx — p, e uma
sequeéncia (vi)ren, onde vy € T, M — {0,,}, tais que g(vx, vx) < 0 mas go(vr, vx) =2 0, ¥
k € IN.

Fixe urn sistema de coordenadas normal (x!,...,x") : V — R"” em p e escreva vy =
Yo vk M Podemos assumir que anorma euchdlana ||(v )€1, jaquevy # 0y,
Mas entdo cada (v ..,v}) pode ser pensado como um elemento de S"(1) C R™1,

que é compacta, e portanto podemos assumir que a sequéncia ((v;, ceey vZ))keN con-

verge, sem perda de generalidade (passando para uma subsequéncia se necessario).
Logo (v c, U)o (vo, ..,0p), que também possui norma euclidiana unitaria.

Como 2 =) — & (p) por contmuldade Up > Y 100 e Ip =1y € T,M. Em T, M,
g(vo,v9) < 0 e go(vo, v9) = 0, donde go(vo, vo) — g(vo, Vo) = 0, ou seja

—Ko(0p) + Y (@) = [~(0)* + ) (0})*1 2 0
i=2 i=2
(vg)*(1 — Ko) > 0.

Como (vg)* = 0 e Ko > 1, (v5)*(1 — Ko) < 0. Dai vy = 0. Mas (vg)* > L1L,(vp)* >
logo v = 0, parai = 2,...,n, 0 que é um absurdo, porque implica em v, = 0, com
@k, o)l =1. m

Definiremos agora a nocdo de retificabilidade para uma curva y : [a,b] — E
qualquer, onde E é uma variedade Riemanniana. Como sabemos, a métrica Rie-
manniana gr de E induz uma distancia em E, dada por

de(x,y) = 1ng{ L(y)},

Xy
onde ¢, , denota o conjunto de todas as curvas suaves por partes de x até y, e o
comprimento de arco é com respeito a gr.
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Definic¢ao 3.3.9. Seja (E, g¢) uma variedade Riemanniana, e y : [a,b] — E uma curva
(continua) qualquer. Dizemos que y é gp-retificavel quando é finito o supremo

Le.(y) = sup (Ip(y))

P partigiio de [a, b]

onde,se P ={a =ty <t; <...<t = b} éuma particio de [a, ],

k
() = Y de(y(tin), y(t).
i=1

Nesse caso, Lg.(y) é o ge-comprimento de y. Assumiremos sem demonstragéo o
seguinte resultado, que serd usado crucialmente daqui em diante (ver referéncia
[NO]J). Lembramos que, no contexto deste trabalho, as variedades diferencidveis
sdo sempre Hausdorff e com base enumeravel, e que pelo Teorema de Hopf-Rinow,
uma variedade (E, gr) Riemanniana é geodesicamente completa se e somente se
(E,dg) é um espago métrico completo.

Teorema 3.3.10. Toda variedade diferencidvel admite uma métrica Riemanniana completa.
O

Lema 3.3.11. Seja h uma métrica Riemanniana completa em M, ey : I C R - M
uma curva C°, causal e futuro-dirigida. Entdo, para quaisquer a,b € I com a < b, o
h-comprimento Ly, 51()) = Lu(Yliap1) de y fica bem definido, e é finito. Além disso, fixado
to € I, aaplicacio S : I — R, dada por

S(t) = Lyjon(y) setg<t
—Lyii)(y) set<ty

é continua e injetiva. Finalmente, se I = (a,b) e y é futuro-inextensivel, entdo
S([to, b)) = [0, +00). (Resultado andlogo vale se y é passado-inextensivel).

Demonstragdo. Fixe h, y : [a,b] — M conforme enunciado. Mostraremos que y
é retificavel, com respeito a distadncia d). Inicialmente, assuma que y([a, b]) esta
contido em um aberto U, tal que U é compacto e U C V, onde V é um aberto
associado a um sistema de coordenadas @ = (x!,...,x") : V — R" com Vx! tipo-
tempo, o que é possivel pelo lema 3.3.7. Pelo lema 3.3.8, podemos supor que ¥
geU,YoeTM,v+0,g@0v)<0= g(v,0) <0, onde g é a métrica plana

ds, = —Kodx!? + Z dxi’, (3.1)
i=2
com Ky > 1 alguma constante. Considere a fungdo

fila bl >R
e xl(p(t)

que claramente é continua. Podemos assumir que temos uma cobertura finita
{Uy,..., U (em U) de y([a, b]) por convexos e uma particio Py = {a =ty <t; <... <

tr = b} de [a, b] satisfazendo:
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(H)Vie{l,...,k},3jefl,..., k} tal que y([ti_1, t:i]) c Uj;

)Vttt €ty til, t <t,A06p : [c,d] — U, tal que 6, é suave, causal e futuro-
dirigida, 6, (c) = Y(t), Orp(d) = y(t').

Fixemos entdoi € {1,..., k}et,t' € [ti1, ;] comt <t ed;p : [c,d] —» U;j como em
(2). Temos (x! 0 6;4)'(s) = (Vx1(0:4(5)), 014" (5)), € Vx! é tipo-tempo em U. Podemos
supor, sem perda de generalidade, que Vx' é passado-dirigido, trocando x! por —x!
se necessario. Entdo (x' 00;)'(s) > 0 e x! 00, é crescente, de modo que x'(6;(c)) <
x1 (041 (d)), isto &, x'(y(1)) < x'(y(¥)); logo, f é crescente. Isto significa que f é um
homeomorfismo sobre sua imagem | = f([a,b]), 0 que nos permite considerar a
reparametrizacdo 7 := y o f~! de y. Note que x! o J(A) = (x! o y) o f71(A) = A, ou
seja, (x!,...,x") o P(A) = (A, ¥2(A), ..., ¥"(A), YA € ], onde pusemos ' := x o 7, para
2<l<n.

Agora, fixe A1, A, € ] com A; < A,. Ndo ha perda de generalidade em assumir U
convexo com respeito a go. Pelo Teorema 3.3.2, tem-se y(A;) <; 7(A2), 0 que implica
em (A1) <g, 7(A2), por construgdo. Considere a curva a : [A1, A2] — U dada por

2(A2) — y2(A "(A2) = yH(A
a(1) = @7 (A1,y2(A1),...,yn(/\1))+(A—/\1)(1,y I 1))].

Como @ o o descreve uma reta e gy € plana, o é essencialmente a go-geodésica
(radial) de 7(A;) a 77(A,), que portanto serd causal, e entdo go(a’'(A), @’(A)) < 0. Mas
isto implica

= (1'(A2) — ¥ (Aq))?
-Ky + ; A WE <0,

Y (Y () - YA < Ko(Az = Ay,
i=2

JZ(y"(Az) —y(M)) < V(Ko + DIz - A4,
i=1

pois y'(A2) — y' (A1) = A2 — A;. Para uma particdo qualquer P = {a = t) < t; <
.. <ty =0b}dela, b] equalqueric(1,...,k},

A
dn(y(tia), y () = du(P(f (i), P(f (1)) < fA | h(a’(A), &’ (A)dA =

N [/ (A) = ¥ (Li)Ily" (As) = y"(Aica)]
_ fA JZ y h,m(a(/\))( Gy ) da,

I=1 m=1

onde escrevemos A; = f(t;), j = i,i — 1. Para algum H > 0, podemos fazer
[hm(a(A))] < H. Observe também que os termos
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_ ') = Y A)Ily" () = y"(Ain)]
- (Ai = Air)?

na integral acima sdo constantes (i.e., ndo dependem de A). Escolha K; > 0 tal
que K; > Y™, Vie{l,...,k},¥Y I, me{l,... n). Fazendo isto, obtemos a seguinte
estimativa:

Yilm

k
() = Y du(y(tn), () < nVHK (f(b) - £(@)). (3.2)
i=1

Logo, existe C > 0 tal que Ip(y) < C|(x! o y)(a) — (x! 0 y)(b)], 0 que implica na ex-
isténcia de Ly, 5)()). O caso geral claramente pode ser reduzido a este considerando
uma cobertura finita de y([a, b]) por abertos como acima.

Seja agora y : I € R — M qualquer curva C°, causal e futuro-dirigida (I ndo
necessariamente compacto). Fixe ty € I. A aplicacdo S : I — R dada por

S(t) = Lh/[tﬂxt](y) se to <t
L) (y) set <t

estd bem-definida, pela parte anterior.

Afirmagdo 1 S é crescente, portanto injetiva.

Sejam t;,t, € I, t; < t,. Evidentemente, tem-se S(t,) = S(t1) + Ly, 1,1(). Agora,
Vit 1] € ndo-constante; logo, existem a,b € [t1,t,], a < b, com y(a) # y(b). Con-
siderando a parti¢do P = {t1,4, b, t,}, vemos que

0 <d(y(tr), y(@)) + dn(y(a), y () + dn(y(b), y(t2)) = Ip(y) < Lije, 11(¥),

pois d,(y(a), y(b)) > 0. Segue-se que S(t2) > S(t).

Afirmagdo 2 S é continua.

E suficiente provar a continuidade de S em t, € int(I); o caso geral é analogo.
Modificando ligeiramente a demonstragdo da primeira parte, imediatamente apds
a equagdo (3.2), é possivel obter uma constante C > 0 tal que, V t,t' € ], onde | é
alguma vizinhanga de fy, [S(t) — S(t')| < C|f(t) — f(t')| para uma f continua, e isto
implica a continuidade de S.

Finalmente, suponha I = (a,b), com —co < a < b < +o0 e y futuro-inextensivel.
Entdo, podemos supor que para alguma sequéncia crescente (t,),en €m (a2, b) com
t, — a, a sequéncia (y(t,))nen ndo converge. Pela completude da métrica Rieman-
niana /1 e o Teorema de Hopf-Rinow, (y(t,)).en ndo é de Cauchy com respeito a dj,.
Construa uma subsequéncia (t,, Jxen da seguinte forma. Para algum €, > 0, existem
ny < my satisfazendo d;,(y(t,,), Y(tn,)) = €. Dai, existem n,,m, € N tais que n; <
my < ny < my e dy(y(ty,), V(tn,)) = €0. Uma vez escolhidos n; < my < ... <mng < my,
existem ny.q1, My € IN, satisfazendo 17 < my < ... < 1 < My < Ngyp < Mpyq €

dh(y(t”kn)/ y(tmk+l)) 2 €.
Seja A > 0. Evidentemente, podemos encontrar N € IN tal que Ney > A. Considere
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o intervalo [t,,,tm,] € a particdo P = {t,, < t,, < ... < t,, < ty,} deste mesmo
intervalo. Temos:

N
A <Neo < Y di(y(t), Y(tn)) < Lijs, 1 1() = S(tny) = S(t,).
i=1

Como A era arbitrdrio, isto implica que limy_ e S(ty,) = +00, e portanto
lim;, ;0 S(t) = 400, ou seja, S([ty, b)) = [0, +o0). Analogamente, pode-se mostrar
que lim;_,_., S(t) = —oo se y é passado-inextensivel. Logo S((—oo, ty]) = (—=o0,0]. m

Lema 3.3.12. (Arzeld-Ascoli) Seja X um espago métrico separdvel, localmente compacto,
e (M, h) uma variedade Riemanniana completa. Seja (f,)nen uma sequéncia de aplicacoes
continuas de X em M tal que:

(1) (fu)nen € equicontinua.

(i) ¥ xo € X, o conjunto \J,,en{fu(x0)} € limitado em M, com respeito a d,.

Entdo, existem uma subsequéncia (f,,)ien de (fu)uen € f 1 X — M continua tal que,
para todo K C X, K compacto, tem-se fulx — flx uniformemente.

Demonstracido. Ver Referéncia [EL]. O

Fixe uma métrica Riemanniana completa, 1, em M. Pelo Lema 3.3.11, dada
uma sequéncia {y,},en de curvas C° causais, futuro-dirigidas e inextensiveis,
podemos parametrizar cada y, por h-comprimento de arco. Denote por y, esta
reparametrizacdo. A inextensibilidade para o futuro entdo implica que podemos
tomar dom(y,) = [0,+00). No Teorema abaixo, vamos trabalhar com as curvas ja
parametrizadas por h-comprimento de arco, em relagdo a métrica h fixada.

Teorema 3.3.13. (Lema da Curva Limite) Seja () nen ma sequéncia de curvas C°, causais
e futuro-inextensiveis, parametrizadas por h-comprimento de arco, com y,(0) — p. Entdo,
existe uma curva y : [0, +o0) — M C°, causal e futuro-inextensivel, com p = y(0), e uma
subsequéncia (V,,)ien que converge para y uniformemente em cada compacto de [0, +00),
com respeito a métrica d,. Em particular, y é curva limite de () nen-

Demonstracdo. Dados t,t’ € [0, +00), com t < t/,

dh(?n(t)/ 77n(t/)) < Lh,[t,t’](?ﬂ) = t, - t/ Vn e N/
uma vez que parametrizamos por h-comprimento de arco. Isto significa que a
familia (7,).en € equicontinua. Para um ¢ € [0, +00) fixo,

dy(7u(t), p) < du(7u(t), 7n(0)) + dn(yn(0),p) <t +Y, Vn e N,

para algum Y > 0, ja que ,(0) — p, e portanto o conjunto {y,(t) : n € IN} é
limitado. Pelo Lema 3.3.12, existe y : [0, +c0) — M continua e (7,,)ien Subsequéncia
de tal (7,)nen que Vulx = ylx uniformemente, em cada K C [0, +00) compacto.

Fixe t) € [0, +00). Sejam U um aberto convexo contendo y(t), e € > 0 tal que,
paratodo t € (t) —€,tp + €) N [0, +00), y(t) € U. Temos
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An(Yn (), 7 (t0)) < |t = tol + di(Yn (o), y(to)), Yt € [0, +00),Vie N.

Agora, seja 6 > 0 tal que {g € M : di(q, y(to)) < 0} € U. Se escolhermos € < 0/2,
para i grande o suficiente e para todo t € (t) — €ty + €) N [0, +00), temos Y, (f) € U.
Considere t1,t; € (ty —€,to +€) N[0, +o0) com t; < t,. Vale a convergéncia uniforme
Vil = Vs e em particglar Vu(t1) = y(t1), Vu,(t2) = y(t2). Mas como pelo
Teorema 3.3.2 vale y,,(t1) <, Vx(t2) para i suficientemente grande e U é convexo,
y(t1) <, 7(t2). Além disso, como a parametrizagdo de cada y,, é por comprimento
de arco, vale

i — 2] < Clx' 0 Y (h) —x' o Py, (t)l, VieN,

para alguma constante C > 0, se assumirmos que U é como na demonstragdo

do Lema 3.3.11, o que podemos fazer sem perda de generalidade. Mas entdo
pela convergéncia das sequéncias Vu,(t1) € Y. (f2) obtemos, tomando o limite na
desigualdade acima, que

|ty — ta| < Clx' 0 p(t1) — x" 0 p(ta)l.

Isto garante y(t;) # y(t2), e portanto y(t) <, v(t2), ou seja, y é C°, causal e
futuro-dirigida.
Resta apenas mostrar que y é futuro-inextensivel. Suponha, por absurdo, que ela
seja extensivel. Entdo, existe g9 € M tal que qualquer sequéncia (f,),en em [0, +00)
com t, — +oo satisfaz y(t,) — qo. Tome W uma vizinhanga convexa de gy, com
techo compacto W C V, onde (V,(x!,...,x")) é um sistema de coordenadas com Vx!
tipo-tempo e passado-dirigido. Reduzindo W se necessario, podemos supor que
temos definida em W uma métrica plana como na equacao (3.1). Nestas condig¢des,
para qualquer curva o : [2,b] — W C°, causal e futuro-dirigida, temos

Ly fo(0) < Clx' 0 0(b) = x* 0 o(a)

para alguma constante C > 0 (lembrando que, em sendo Vx! tipo-tempo
passado-dirigido, temos x! o ¢ crescente para qualquer curva o como acima).
Consideremos apenas as curvas que satisfazem x!(a(b)) < x'(go) e x!(o(a)) >
x'(y(t1)), onde #; é um ntimero real tal que y([t;, +0)) € W. Neste caso, existe
6 > 0 tal que Ly p)(0) < 6, para todas estas curvas. Note agora que T = {g € W :
x! o y(ty) < x'(g) < x'(q0)} € aberto, e que y([t1 + 1,1 + 0 + 2]) C T. Assim, para i
suficientemente grande, devemos ter y,.([t1 + 1,t; + 6 + 2]) C T pela convergéncia
uniforme em compactos. Isto implica em:

x'(y(t) < 2t + 1) <2t + 6 +2)) <x'(q0),

e portanto, lembrando que y,,’s sdo parametrizadas por comprimento de arco,

0+ 1 =Ly sp+0021(Vn) <6,

uma contradi¢do. Logo y é futuro-inextensivel. m
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3.4 Condicdes de Causalidade

Os teoremas de singularidade, que sdo o principal objeto deste trabalho, re-
querem certas restri¢des sobre a estrutura causal de (M, g), que passamos a consid-
erar.

Definicao 3.4.1. Dizemos que a condicdo de cronologiavaleemp € M quandop & I*(p).
O espago-tempo (M, g) é dito cronolégico se a condigdo de cronologia vale em todo p € M.

Definigao 3.4.2. Dizemos que a condigdo de causalidade vale em p € M quando nio
existir curva causal o : [a,b] — M com a(a) = a(b) = p. O espago-tempo (M, g) é dito
causal se a condigdo de causalidade vale em todo p € M.

Teorema 3.4.3. O conjunto dos pontos de M onde a condigio de cronologia [causalidade]
falha é uma unido disjunta (possivelmente vazia) de conjuntos da forma I*(p) N I"(p)
[J*(p) N ]~ (p)]. Em particular, o conjunto dos pontos onde a condigdo de cronologia vale é
um fechado.

Demonstragio. Seja F o conjunto dos pontos onde a cronologia [causalidade]
falha. Defina, para todos p, g € F, a relagdo

p~qg <= pel@nl(p [T @n] @I

Afirmagio: ~ é uma relacdo de equivaléncia.

SepeF,pel*(p),logopel (p)edaip el (p) NI (p), dondep ~ p.

Se p ~ g, entdo p € I'(g) o que implica q € I"(p). Por outro lado, p € I"(g), logo
g € I*(g). Disto concluimos que g € I*(p) N I~ (p), isto é, g ~ p.

Sep~qgeq~r temosp €l'(g)eq € l"(p) donde r < g < p, 0 que imediatamente
fornece r < p; p € I'(r). Por outrolado, p € I"(q9) eq e I"(r), daip < g < re
obtemos p < r; p € I (r). Mas entdo p ~ r. [Considerac¢des inteiramente andlogas
valem para J*]. O resultado segue diretamente. m

Exemplo 3.4.4. (Espago-tempo ndo-cronolégico) Tome M = R3 com a métrica
Pseudo-Riemanniana de indice 2 dada nas coordenadas naturais (x, y, z) por ds* =
dx? —dy? —dz*. Em M, considere a subvariedade conexa C = {(x,y,z) € M : y*+2* =
1} = £71(0), onde

f:M—->R

(x,y,z) > y* +2* - 1.

O gradiente grad(f)q,y-) = —2(0,y,z) é sempre diferente de zero e tipo-tempo nos
pontos de C, logo C é uma variedade Lorentziana, pela Proposi¢do 1.6.4. O campo
vetorial X = z% + y< é tipo-tempo quando restrito a C, e induz uma orientagao
temporal, tornando C um espaco-tempo. A curva y : R — C dada por y(t) =
(0, cos(t), sen(t)) é claramente tipo-tempo fechada. Assim, C ndo é cronolégico.
Observe ainda que y é inextensivel, porque possui h-comprimento infinito, onde
h é a métrica Riemanniana induzida pela métrica Euclidiana de R®. Apesar disso,
sua imagem esta contida no compacto K = {(0,y,z) € C : y* + z2 = 1}, ao contrério
do que ocorre em vizinhangas convexas (veja Lema 3.2.2).
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Todo espago-tempo causal é cronolégico, mas a reciproca ndo é verdadeira.
Verificaremos isto mais adiante no Exemplo 4.1.8.

O préximo Teorema mostra que espagos-tempos compactos tém interesse menor
em aplicagdes fisicas. De fato, um espago-tempo é ndo-cronolégico se e s6 se admite
uma curva tipo-tempo fechada. Essa curva é interpretada na Fisica como a linha
de mundo (trajetdria no espago-tempo) de um observador, e que uma tal curva seja
fechada poderia significar que um observador seria capaz de revisitar seu préprio
passado, o que seria uma fonte potencial de inimeros paradoxos.

Teorema 3.4.5. Se M é compacta, entdo (M, g) ndo é cronolégico.

Demonstragio. Claramente, {I*(p)},cp € uma cobertura aberta de M. Seja {I*(p,), ...
uma subcobertura finita. Podemos assumir I*(p;) € I*(p;) (descartando aqueles
indices i para os quais isto acontece, sem deixarmos de ter uma cobertura), sempre
que p; # p;. Agora, p; € I*(p;) para algum i € {1,...,k}. Portanto, p; < p1. Mas
entdo, para todo p € M, se p; < p, temos p; < p; < p e dai p; < p. Disto decorre
I*(p1) € I (p;). Por hip6tese, somos forgados a concluir que i = 1. Logo p1 € I*(p1),
o que significa que a condi¢do de cronologia falha em p;. ®

Definicao 3.4.6. Um aberto U C M é dito ser causalmente convexo se [*(U)N]~(U) C
U. Esta condigio é equivalente a sequinte: dados p,q € Uer € M, sep < r < g, entdo
r € U. Em outras palavras, todo segmento de curva causal cujos extremos pertencem a U
fica inteiramente contido em U.

Exemplo 3.4.7. Dados p,q € M com p < gq,seja D = I*(p)NI~(gq). Dados p’,q' € D
ere Mcomp <r < ¢, temosp < p’ <1, que implica p < r. Analogamente,
r<q < gimplicar < gq. Logor € D, e D é causalmente convexo.

Apesar de ndo permitir curvas causais fechadas, um espaco-tempo causal pode-
ria ainda admitir curvas que chegassem ”arbitrariamente perto”de serem fechadas
(o que de fato acontece no Exemplo 3.4.11 mais adiante). Isto, por sua vez, sig-
nificaria intuitivamente que perturbando um pouco a métrica, poderiamos obter
curvas tipo-tempo fechadas. Para evitar essa eventualidade, introduzimos a no¢éo
de causalidade forte.

Definicao 3.4.8. Dizemos que a condi¢do de causalidade forte se verifica em p € M se,
para toda vizinhanga U de p, existir um aberto causalmente convexo V C U contendo p.
Quando a causalidade forte se verifica em todo ponto de M, (M, g) é dito ser fortemente
causal.

Uma caracterizagdo alternativa é dada pela proposigao abaixo.

Proposicdo 3.4.9. A causalidade forte vale em p € M se, e somente se, para todo U aberto
contendo p, existir V. C U aberto contendo p tal que qualquer segmento de curva causal
com extremos em V fica inteiramente contido em U.
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Demonstragido. Seja U um aberto qualquer contendo p. Tome V C U aberto
contendo p tal que os segmentos de curvas causais com extremos em V permanecem
em U. Escolhap*,p” € Vcomp™ <, p <, p*,edefina W =I"(p~, U)NI"(p*, U). W
é aberto, contémpe W C U.

Afirmagdo: W é causalmente convexo. De fato, dados p’,q" € W e r € M com
pP<r<qg,temosp” <, p <r<q <, p* Portanto, existe uma curva «a tipo-
tempo, futuro-dirigida de p~ a p* passando por r. Como p* € V, Im(a) € U. Logo
p- <, r <, p",er e W. Portanto W é causalmente convexo, e a causalidade forte
vale em p.

A outra implicacdo é imediata. m

Observacgdo 3.4.10. A caracterizagdo que acabamos de provar é til porque deixa
claro que a causalidade forte falha em p € M se e somente se existir U vizinhanca de
p e umasequéncia (v, : [a,, b,] = M),en de curvas causais tais que y,(a,), Yu(by) — p
elm(y,) € Uy, ¥ nelN.

Isto quer dizer que as curvas causais y, sdo “quase fechadas”em p, e a causalidade
é ”"quase”violada. Por outro lado, se a condigdo de causalidade é violada em p,
entdo existe y : [a,b] = M causal e futuro-dirigida com y(a) = y(b) = p. Sendo
causal, y ndo pode ser constante; logo, existe t € (a,b) tal que y(t) # p. Sendo M
Hausdorff, existe uma vizinhanga U, € M contendo p que ndo contém y(t), isto
é, Im(y) € Uy. Podemos entdo definir a sequéncia (Y, = ))nen- A discussdo que
acabamos de fazer mostra que a condicdo de causalidade forte também é violada
em p. Estabelecemos assim que causalidade forte implica causalidade. Para ver
que a reciproca ndo é verdadeira, considere o seguinte exemplo.

Exemplo 3.4.11. Em R?;, temos a métrica de Minkowski ds? = dx? —dy? definida no
sistema de coordenadas global (x, y). Note que a aplicagdo @ : R*; — R?; dada por
®(x,y) = (x,y + 1) é uma isometria. A a¢do do grupo gerado por essa isometria no
plano é propriamente descontinua, de modo que o quociente de IR? por esta agdo
torna-se uma variedade de Lorentz localmente isométrica a IR?, que denotaremos
por A.

A pode ser representada pela regido do plano {(x,y) € R* : 0 < y <1}, lembrando
que (x,0) ~ (x,1). Considere agora L; = {(x,1) : x>1}eL, = {(x,3) : x < 3}. Estes
conjuntos sdo fechados em 2, e portanto A = A\{L;, L,} é um aberto de A que pode
entdo ser visto como uma variedade de Lorentz por si s6. A figura abaixo ilustra
esta variedade.

46



T

SEMI-RETA
REMOVIDA

SEMI-RETA
REMOVIDA

L

Acurvaa: (%, %) — A, a(t) = (1) (linha pontilhada na figura) é uma geodésica

tipo-luz, poisa” = 0,e a’(t) = (1,1), que é tipo-luz. Claramente, em qualquer ponto
p sobre a, é possivel construir curvas causais e futuro-dirigidas cujos extremos se
aproximam arbitrariamente de p, ainda que a causalidade seja preservada em toda
parte.

Existe uma importante relacdo entre a topologia dos espagos-tempos e a condi¢do
de causalidade forte, que iremos explorar agora.

Proposicdo 3.4.12. Os conjuntos {I*(p) N 17(q) : p,q € M} formam uma base para uma
topologia em M, chamada topologia de Alexandrov.

Demonstragio. Obviamente, tais conjuntos cobrem M. Dados N = I"(p) N 17 (g),
N =I"(p')NI"(g’)er € NNN’, como NNN’ é aberto, podemos encontrar r* € NNN’
comr” <, << . r".Dador € I"(r")NI"(r'), temosp,p’ <1 <1 <r" «q,q,
o que implicar €e NNN'. Portanto I*(r" ) NI"(*r") CNNN'. =

A topologia de Alexandrov é bastante natural do ponto de vista da estrutura
causal, mas é em geral mais grosseira que a topologia de fundo de M. Além disso,

se (M, g) ndo é cronoldgico, essa topologia ndo é sequer T/

Lema 3.4.13. A causalidade forte vale em p € M se, e somente se, para toda vizinhanga
U € M de p, existirem x, y € M tais que p € I*(x) N [~ (y) € U.

Demonstragio. Suponha que vale a causalidade forte em p, e seja U uma vizinhanca
qualquer de p. Tome V C U aberto com a propriedade de que curvas causais com
extremos em V ficam contidas em U. Podemos entdo escolher x,y € V com
x < p < y. Dado g € I'(x) N " (y), existe uma curva tipo-tempo, futuro-dirigida
a de x a y passando por q. Mas entdo Im(a) C U, e dai ¢ € U. Concluindo,
pel*(x)NnI(y) € U.
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A reciproca é imediata, se lembrarmos que I*(x) N I (y) é sempre causalmente
convexo, para quaisquer x,y € M. m

Teorema 3.4.14. (M, g) é fortemente causal se, e somente se, a topologia de Alexandrov
coincide com a topologia de M.

Demonstragido. Como I*(p) NI~ (g), com p, q € M, é sempre um aberto, a topologia

de Alexandrov estd contida na topologia de M. Se, porém, ela coincide com a
topologia de M, entdo o conjunto {I"(p) NI7(q) : p,q, € M} é na verdade uma base
para a topologia de M, pela Proposicdo 3.4.12. Logo, paracadap €e Me U C M
aberto contendo p, existem x,y € M com p € I"(x) NI (y) € U. Pelo lema anterior,
a causalidade forte vale em p.
Suponha, por outro lado, que a causalidade forte vale em todo ponto de M. Tome
U € M um aberto qualquer. Se p € U, o lema anterior garante que existem x, y € M
tais que p € I"(x) N I"(y) € U. Como U era arbitrdrio e, pela proposicdo 3.4.12, o
conjunto {I"(p) N I7(q) : p,q, € M} é uma base para a topologia de Alexandrov, esta
coincide com a topologia de M. m

Proposicao 3.4.15. Sejam U um aberto convexo, V. C U aberto e p € V. Entdo, existem
p* € Vtaisquep e I*(p~, U)NI (p*,U) C V.

Demonstragdo. Como U é uma vizinhanga normal de p, existe & = (x},...,x") :
U — R" sistema de coordenadas normal em p, e € > 0 tal que

Be=lgel:) (F@P<elcV
i=1
pelo Lema 3.3.8, e, além disso, com respeito a métrica plana gy em U dada por
ds® = —4d(x")? + Z d(¥')?,
i=2

todo vetor w € T,M"* com q € B, causal na métrica original, é tipo-tempo nesta
nova métrica, para € pequeno o suficiente.

Defina p. = E_l(ig,o,...,()). Entdo p. € B. C V. Seja g € I*(p_, U) N I-(p,, U), e

considere uma curva futuro-dirigida, tipo-tempo (com respeito a g) a : [a,b] - M
em U de p_ ap, passando por gq. Qualquer segmento de a contido em B, sera entdo
tipo-tempo com respeito a go.

Considere ainda os conjuntos

_ [ (l n n. €2 - i\2 1_¢€
Co={@G,...,x") eR": —4(x 7 +;(x) <0, x 34}.

S n T By - i\2 1o —€
Co={E,..., ") eR": —4(x +7) +;(x) <0, x> 1
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Claramente, D=C_NnC, # 0, pois D contém a origem.
Além disso, se (x',...,x") € D, temos

- i\2 1, € - i\2 1€ 1. €
;(x) <4@ +7) e ;(x) <a@ -7 Klsy

Somando ambas as desigualdades e dividindo os dois lados por 4, vem

IR
5 ) <2
i=2
que finalmente implica em
n 2 2 2 2
- 5e € 7€
N2 ey & 26 & e o
Z(x) B(x')+ < S+ = o <e

Se utilizarmos em IR" a métrica

43 = —4dr* + Z d(x')?,
=2

entdo & se torna uma isometria de (U, o) sobre sua imagem. Suponha que «a sai
de B.. Como «a é tipo-tempo com respeito a gy (dentro de Be), a curva & o @ |[54,] €
tipo-tempo em R” com a métrica acima, onde t, = inf { f € [a,D] : a(t) € dB. } (note
que este conjunto é ndo-vazio, pelo Teorema da Alfandega).
Contudo, se « sai de B, entdo ela sai de & 1(D), o que significa que & o a precisa
sair de D. Neste caso, & o a intersecta o cone de luz

Z(x —4 - 2P =0, K<

que, é fronteira de C,, em um ponto, digamos, 7. Mas entdo se r = £7'(7), o
vetor 7p, precisa ser futuro-dirigido, tipo-luz com respeito a gy, de modo que ele
ndo pode ser tipo-tempo na métrica original g, contranando o fato de que r < p,
(porque esta relacdo implica, num convexo, que 7p, deve ser futuro-dirigido e
tipo-tempo, pelo Lema 3.2.2). Assim, @ nunca deixa B, e portanto ficaem V. Em
particular,g € V. Logo I*(p_, U) NI (p,, U) C V. W

Teorema 3.4.16. O conjunto dos pontos em M onde a causalidade forte vale é um aberto.

Demonstragdo. Seja U uma vizinhanga convexa de um ponto p € M no qual a
causalidade forte vale, e V C U uma vizinhanga de p tal que quaisquer segmentos
de curvas causais cujos extremos entdo em V permanecem em U. Queremos
mostrar que a causalidade forte ainda vale em qualquer ponto de V.

Dado g € V, seja W C V uma vizinhanca qualquer de 4. Pela Proposicdo 3.4.15,
existem g, € Wtaisqueq € I'*(g_, U)NI"(g+, U) € W. Sejamr., € I*(g_, U)NI (g, U),
e a: [a,b] > M uma curva causal com a(a) = r_, a(b) = r,. Temos entdo Im(a) C
U. Para qualquer t € [a,b], valem as relagdes: - <, r- <, a(t) <, 7+ <, G+,
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que implicam em «a(t) € I*(g-, U) N I7(q+, U). Portanto I*(g-, U) N I (g4, U) é uma
vizinhanga causalmente convexa de g. Isto prova que a causalidade forte vale em
V, como queriamos. ®

Proposicdo 3.4.17. Se a causalidade forte vale em todos os pontos de um compacto K € M
entdo, dada qualquer curva C% causal, futuro-inextenstvel « : [0,b) — M com a(0) € K,
existe ty € (0,b) tal que a(t) ¢ K, Vt, ty <t <b.

Demonstragido. Suponha que ndo. Entdo, existe uma sequéncia {t,},en em [0, b)
com t, — b para a qual a(t,) € K, Vn € N. Podemos assumir que a(t,) — p € K
pela compacidade. Como a é futuro-inextensivel, existe uma sequéncia {s,},en em
[0,D) com s, — b tal que a(s,) ndo converge para p. Assim, podemos assumir que
existe U € M vizinhanga de p tal que a(s,) ¢ U, Vn € IN. Seja V C U vizinhanga de
p tal que quaisquer segmentos de curvas causais com extremos em V permanecem
em U. Existe ny € IN com a propriedade de que, se n > ny, entdo a(t,) € V. Como
s, — b, existe n; € N tal que s,,, > t,,, e como t, — b, existe n, > ny € IN tal que
ty, > Sy, > t,,. Note que « |[tn0/tn2] é CY, causal e seus extremos estio em V. Além
disso, a(t,,) < a(s,) < a(t,), logo existe uma curva suave por partes, causal e
futuro-dirigida de a(t,,) até a(t,,) passando por a(s,,) ¢ U, uma contradi¢do com a
definicdode V. m

Definicdo 3.4.18. Seja y : [a,b) — M uma curva C°, causal e futuro-dirigida. y é dita
ser futuro-aprisionada em um compacto K € M se existir t, € [a,b) para o qual y(t) € K,
Yt € (to, D).

y é dita ser parcialmente futuro-aprisionada se existir uma sequéncia {t,},en em [a, b)
com t, — b tal que y(t,) € K, Yn € IN.

Com esta defini¢do, a Proposicdo 3.4.17 diz que nenhuma curva CY, causal e
futuro-inextensivel pode ficar parcialmente futuro-aprisionada em um compacto
onde vale a condi¢do de causalidade forte. Obviamente, valem afirmacoes andlogas
para curvas passado-inextensiveis.

No préximo Capitulo, a causalidade forte serd um requisito fundamental para
obter certos resultados sobre a existéncia de geodésicas maximais.
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Capitulo 4

Existéncia de Geodésicas Maximais

4.1 A Topologia C’ no Espago das Curvas Causais

Nosso objeto neste Capitulo é desenvolver ferramentas para provar a existéncia
de geodésicas maximais entre pontos causalmente relacionados. Como ficara claro
em nossa exposi¢do, na auséncia de restricdes na estrutura causal, tais geodésicas
em geral ndo existem.

Fixe um intervalo [4, b] C R compacto e ndo-vazio. Nesta segdo, (M, g) denotara
um espago-tempo fortemente causal previamente fixado, e h uma métrica Rieman-
niana completa em M. A fungdo distancia induzida por h que torna M um espago
métrico serd denotada por dj,.

Seja ¢ :={y : [a,b] > M :y é curva C°, causal e futuro-dirigida }.
Em ¢, introduzimos a seguinte relagdo de equivaléncia:
a~p o a@=p@), ab) =) e Ina) = In(p).

Definimos entdo ¢ := ¢ /~. Denotaremos a classe de equivaléncia de um ele-
mento a € ¢ por [a].

Lema 4.1.1. Sejam a,f € €. Entdo [a] = [B] se, e somente se, existe um homeomorfismo
crescente f : [a,b] — [a,b] paraoqual f = a o f.

Demonstragio. E 6bvio que a existéncia de tal homeomorfismo implica em
[a] = [B]. Suponha, por outro lado, que [a] = [f]. Note que como (M, g) é causal,
a e f sdo injetivas. Como Im(a) = Im(p), para cada t € [a,b] existe um tnico
s € [a,b] tal que B(t) = a(s;). Podemos entdo definir f : [a,b] — [a,b] pondo
f(t) :=s;, Vt € [a,b]. Claramente, f é invertivel, f(a) = a e f(b) = b, logo f é
crescente, e por constru¢do f = a o f Para provar que f é continua, e portanto
um homeomorfismo, seja {fi}ren €m [a,b] uma sequéncia qualquer com t, — t.
Por continuidade, B(tx) — p(to) = a(f(ty)). Se f(t) ndo convergisse para f(t),
entdo pela compacidade de [a,b] poderfamos extrair uma subsequéncia {t}jen
de {tilken com f(tx;) — so # f(to). Mas a(f(t)) — a(so), pela continuidade de
a, e a(f(ty)) = B(t,) — B(to) = a(f(to)) pela continuidade de f, o que implica
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a(so) = a(f(ty)) e por injetividade sy = f(tp), uma contradicdo. Logo f(t) — f(to),
ou seja, f é continua. m

Em ¢, podemos definir uma topologia da seguinte forma. Paracada A,B,C C M
com A,B C C, seja

€.(AB):={[y1 €€ : y(@) € A,(b) B, y([a,b) <C).

E facil ver que este conjunto estd bem definido, j& que as propriedades que o
especificam dentro de ¢ ndo variam se mudarmos o representante de uma dada
classe de equivaléncia. Temos a seguinte proposicao.

Proposicao 4.1.2. O conjunto { ¢.(A,B) : A,B,C abertos } é base para uma topologia
em<eE.

Demonstragio. Obviamente, tais conjuntos cobrem ¢, pois toda curva pertence a
Cu(M,M). Se A,A’,B,B’,C,C’ sdo abertos de M com A,B € Ce A’,B’ C C’, entdo
[yl €€, . (ANA’,BNB’) implicaem Im(y) CCNC’,y@a)e ANA"ey(b) e BNB".
Isto, por sua vez, significa que [y] € ¢.(A,B)N ¢, (A’,B’). Logo 6, .. (ANA’,BNB’)
C6.(AB)NE,(A',B). =

A topologia que os conjuntos ¢.(A, B) (com A, B,C abertos) geram é chamada
topologia C° em €.

Observacio 4.1.3. Sejay € 4. Um subconjunto &7 C ¢ contendo [y] ser aberto na
topologia C0 significa que existem A, B, C € M abertos de M com A, B C C tais que,
para qualquer curva f € € com f(a) € A, B(b) € B e Im(B) C C tem-se [B] € &. A
figura abaixo ilustra este fato e mostra que a nogdo de proximidade da topologia
C° ¢ a mais natural, se consideramos apenas as imagens das curvas em questao.

cumas “priximas® da |

o
na topalogia

Proposicio 4.1.4. Seja {y,},en uma sequéncia em €, ey € €. Sio equivalentes:
(i) A sequéncia {[y,]}sen em € converge para [y] na topologia C°.
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(ii) yu(a) = y(a), yu(b) — y(b) e para qualquer aberto U C M que contenha Im(y),
existe N € N tal que Vn € IN, n > N tem-se Im(y,) € U.

Demonstragdo. (i) = (ii) Suponha que [y,] — [y] na topologia C°. Seja U uma
vizinhanga de Im(y), e A,B C U abertos contendo y(a) e y(b), respectivamente.
Como %,(A, B) é aberto na topologia C°, para n grande o suficiente [y,] € €, (A, B),
o que é equivalente a v, (a) € A, y,(b) € Be Im(y,) € U.

(ii) = (i) Seja &/ C ¢ um aberto qualquer na topologia C° contendo [y]. Entdo,
existem A,B,C,C M abertos com A,B C C tais que [y] € ¢.(A,B) € «/. Logo
y(a) € A, y(b) € B e Im(y) € C. Pela hipétese de convergéncia, existem N; € IN
tal quen > Ny = y,(a) € A, N, e Ntalquen > N, = p,(b) € Be N; € N
tal que n > N3 = Im(y,) € C. Tome N = mdx{Ny,N,,N3}. Assim, paran > N,
[yn] € €.(A,B) € /. Concluimos que [y,] = [y]. =

Observagado 4.1.5. Em vista da Proposicdo acima, dada uma sequéncia {y,}sen em
¢ ey € ¢, frequentemente abusaremos da notacdo dizendo que {y,},en converge
para y na topologia C° ao invés de dizer que {[y,]}.en — [y] na topologia C°.

Teorema 4.1.6. Dada uma sequéncia {y,},en em € e y € €, com y,(a) — y(a) e
yn(b) = y(b), as seguintes condigdes sdo equivalentes:

(i) y é curva limite da sequéncia {),}nen-

(ii) Existe uma subsequéncia de {y,}nen que converge para y na topologia C°.

Demonstragdo. (i) = (ii). Seja {y, Jrenw uma subsequéncia de {y,},en que distingue
y, e W C M qualquer aberto contendo Im(y). Pela causalidade forte e compacidade
de [a, D], existem coberturas abertas {U;, ..., Us} e {V5,..., V} de y([a, b]) tais que,
Viell,...,s}, U; é convexo, V; C U; e qualquer segmento de curva C°, causal com
extremos em V; tem sua imagem contida em U;. Além disso, existe uma partigdo
la=t) <t <...<t; =0b}del[ab] tal que y([ti-1,t;]) € Vi, Vi€ {1,...,s}. Podemos
assumir, diminuindo as coberturas se necessario, que U; U... U U; € W. Como
y é uma curva limite, para cada k € IN, podemos escolher p(i, k) € Im(y,,) tal que
limy . p(i, k) = y(t;), Vi € {1, ...,s}. Vamos escolher, em particular, p(0,k) := y,,(a) e
p(s, k) := v, (b). De agora em diante, fixei € {1,...,s}.

Afirmagdo. Existe N; € N tal que k > N; = p(i — 1,k) <, p(i, k).

De fato, pela causalidade da curva y, y(ti-1) # y(t), e portanto eventualmente
p(i —1,k) # p(i, k), j& que M é Hausdorff. Como y(ti_1), y(ti) € Vi, k grande o su-
ficiente implicard em p(i — 1,k), p(i, k) € V;, de modo que o segmento de y,, entre
p(i — 1,k) e p(i, k) estard eventualmente contido em U; (e portanto em W). Neste
caso, devemos ter p(i, k) <y p(i — 1,k) ou p(i — 1,k) <y p(i, k). Mas o primeiro
estd proibido para valores grandes de k, pois do contrdrio concluiriamos que
y(ti) <u y(ti-1), contrariando a causalidade. Portanto, k suficientemente grande
implica em p(i - 1,k) <, p(i, k), provando a afirmagéo.
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Agora, defina N = max{Ny,...,N;}. Para k > N, temos, claramente, Im(y,,) C

U;uU...u U, € W. Como por hipétese y,, (a) — y(a) e y,,(b) — y(b), a Proposigdo
4.1.4 nos diz que [y,,] — [y].

(ii) = (i). Se {ynlren é uma subsequéncia de {y,}.en convergindo para y na
topologia C°, defina:

J:= { tela,b] : Vs€lat] e YU C M contendo y(s),

AN; € N tal que k > Ny = Im(y,)NU # 0 }

Claramente, a € J, pois y,(a) — y(a). Seja ty := sup]J. Entdo qualquer s € [g, D]
com s < ty pertence a J. Existe, ainda, uma sequéncia {t,,},en em J com t,, — to~.
Como ty € J C [a,b], v esta definida em t,, e por continuidade y(t,,) — y(ty). Seja
U uma vizinhanga qualquer de y(f;). Podemos escolher m, € IN com y(t,,) € U.
Agora, como t,, € J, existe Ny € IN tal que k > Ny = Im(y,,) N U # 0. Mas entdo,
pela definicdo de J, temos t, € J, e portanto J = [a,ty]. Afirmamos que t, = b.
Suponha que ndo. Neste caso, ty < b; logo, existe sy com ty < sy < b tal que y(sp) ndo
é um ponto limite, isto €, podemos encontrar U vizinhanga de y(so) de tal modo que
uma quantidade infinita de y,,’s ndo intersectam Uy. Isto imediatamente implica
em y(b) ¢ Upey([a, to])NUy = 0. A continuidade de y nos permite escolher € > 0 tal
que Y([so — €,50 + €]) € Uy. Como y([a,so — €]) e y([so + €, b]) sdo fechados disjuntos
(devido a causalidade), a normalidade de (M, dj), como espaco métrico, permite
escolher abertos disjuntos Wy, W, € M satisfazendo y([a, to]) € y([a,s0 + €]) € W,
e y(b) € y([so +€,b]) € W,. Dai, y([a,b]) € W; U Uy U W,. Como [y, ] — [y] por
hipétese, existe N € N tal que k > N = Im(y,,) € Wy U Uy U Wy, y,(a) € W,
e Vn(b) € Wy. Suponha que Im(y,,) N Uy = 0. Neste caso, Im(y,,) € W; U W,.
Mas y,,(a) € Wi, y,(b) € Wo e Wy N W, = 0, logo {W;, W,} é uma cisdo néo-
trivial de Im(y,,), contrariando a conexidade da mesma. Devemos portanto ter
Im(y,) N Uy # 0. Isto, por outro lado, contradiz nossa escolha de Up. A tnica
conclusdo possivel é que ty = b, ou seja, J = [a,b], e y é curva limite de (y,,),en B

Observacao4.1.7. Note que na demonstragdo anterior aimplicacdo (ii) = (i) requer,
em verdade, apenas causalidade e ndo causalidade forte. A outra dire¢do requer
causalidade forte. Nao é possivel enfraquecer estas hipéteses, como mostram os
exemplos abaixo.

Exemplo 4.1.8. Vejamos que (ii) = (i) na auséncia de causalidade. Considere
B = R?> munido da métrica ds*> = —2dxdy, no sistema de coordenadas natural. Em
B, as dire¢des horizontal y = cte. e vertical x = cte. sdo imagens de curvas tipo-luz.
O campo V = 07y + dy fornece uma orientagdo temporal naturalmente, indicada na
figura 4.1. Considere a aplicagio @ : 8 — B, D(x, y) = (x + 1, ). E evidente que @
é um difeomorfismo, e segue imediatamente da expressdo da métrica de B que ela
é na verdade uma isometria.

Como a agao do grupo gerado por ® em B é propriamente descontinua, podemos
definir B como o quociente de B por esta agdo. Podemos ver este quociente como
a faixa {(x,y) € R? : —% <x< %}, identificando as laterais, ou entdo, para melhor
visualizar a identificagdo (-3, ¥) ~ (3, ¥), como um cilindro (fig. 4.1).
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Figura 4.1: B é um cilindro, com orientagéo temporal indicada pelo cone duplo com seta
na figura.

Em B, ndo hd curvas tipo-tempo fechadas: é facil ver que qualquer curva
tipo-tempo, digamos, futuro-dirigida deve “subir”o cilindro em uma dire¢do entre
os eixos vertical e horizontal, ndo podendo portanto retornar ao ponto de partida.
Logo B é cronolégico, mas nao é causal. Basta considerar a curva y : [0,2] — B na
tigura 4.1, cuja expressao é:

(¢,0) se0<t<1
y(t) =
0,t—1) sel<t<?2

Observe que na primeira expressdo (1) = (1,0) e na segunda y(1) = (0,0).
Como (1,0) ~ (0,0), y estd bem definida (e é continua). Em verdade, y é C* por
partes, e sua derivada y’(t), t # 1, é sempre igual a (1,0) ou (0, 1), ambos tipo-luz,
futuro-dirigidos em B, o que implica que y é causal. A existéncia do segmento
fechado ylj1; mostra que B ndo é causal.

Ora, a sequéncia y, : [0,2] — B, Vu(t) = (—%, %), n > 3, que é exibida na figura
4.1 converge para y na topologia C°, uma vez que y,(0) = (—%, 0) — (0,0) = (0),
ya(2) = (-1,1) = (0,1) = y(2) e a imagem ,([0,2]) = {(-,y) : 0 < y < 1}
eventualmente fica dentro de qualquer aberto contendo a imagem de [, =
{(0,y) : 0 < y <1}, portanto dentro de qualquer aberto contendo ([0, 2]).

Mas y ndo é curva limite de {y,},>3. Basta tomar o ponto r = (i,O) = y(%) eo
aberto U, = {(x,y) : % <x< %} contendo r. Neste caso, a intersec¢do da imagem de
qualquer y,, com U, é vazia, o que impede y de ser curva limite.

Vamos verificar agora que a topologia C° é metrizavel. Para este fim, construire-
mos explicitamente a métrica que gera esta topologia. Antes, porém, um lema.

Lema4.1.9. Seja (E, d) umespago métrico. Defina®p = {A C E : A é ndo-vazio, limitado e Vx €
E, x€e Ao d(x,A) =0}. Aaplicagio
PE : Orx0:r — R

(A,B) = mdx{supd(x,B) , supd(A,vy)}
xeA yeB
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é uma fungio distdncia em O, chamada Métrica de Hausdorff em Of.

Demonstragio. E evidente por construgdo que pg estd bem definida e que temos
simetria: YV A, B € O, pe(A, B) = pe(B, A). Suponha agora que pg(A, B) = 0. Entao,
sup,,d(x,B) =0 = SUp,cp d(A,y). Mas d(x,B) = 0 = x € B, Vx € A. Analogamente
d(A,y) =0 =y € A, Vy € B. Logo A = B. Resta apenas verificar a desigualdade
triangular. Sejam A, B, C € ©Og. Temos, Vx € A, Yz € C,

d(x,B) := inlgd(x, y) <d(x,y) <d(x,z) +d(y,z), Yy € B.
ye
s.d(x,B) —d(x,z) <d(y,z), Yy €B.

~.d(x,B) —d(x,z) <d(z,B) = inlgd(z, y) < pe(C, B).
ye
A ultima desigualdade pode ser reescrita como

d(x,B) — pe(C,B) < d(x,z).

Aqui, como z € C é arbitrério, temos

d(x,B) — pe(C,B) < d(x,C) < pe(A, ).

. d(x,B) < pe(A, C) + pe(C, B).

De maneira inteiramente analoga, podemos mostrar que

d(y/A) < PE(A/ C) + PE(C/ B)/ v}/ € B.

~ pe(A, B) < pe(4, C) + pe(C, B),
e a demonstragdo estd completa. m

Teorema 4.1.10. A fungio
H: X% —R

dada por - H([yl,[B]) = pmIm(y), Im(B)) + dy(y (), p(a)) + di(y (D), B(b)),

onde ppy é a métrica Hausdorff para ®y, é uma métrica em €, e a topologia induzida por
ela é exatamente a topologia C°.

Demonstragio. Note que H estd bem definida, pois Im()) é ndo-vazio e compacto,

Vye®. E facil ver, usando o Lema 4.1.9, que ela é de fato uma métrica.

Seja o/ C ¢ aberto na topologia gerada por H. Se &7 ndo é aberto na topologia C°,
existe [y] € & que ndo é ponto interior (no sentido da topologia C°) de «7. Para
cada n € N, considere a cobertura aberta {B", in(V(E)}erap) de y([a, b]), e defina:

Cui= | Bumy®), Av:=B'1u(y(@) € By := B'yu(y(®)).

telab]

Como [y] € 6, (A4, Bn) € o7, existe [y,] € €. (A, B)\.
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Afirmacdo. [y,] C—0> [v].

Claramente, y,(a) — y(a) e y,(b) — y(b). Seja W € M uma vizinhanca qual-
quer de y([a,b]). Para cada t € [a,b], tome € > 0 com By, (y(t)) € W. Entao,
{Bhet(y(t))}te[alb] é uma cobertura aberta de y([a,b]), e podemos extrair uma sub-
cobertura finita {B",, (y(t1)), ..., B".,(y(t))}. Seja € = minfey, ..., er}. Tome nyg € N

1
com — < €. Considere n € N, n > ny. Para cada t € [a,b], existe t’ € [a,]] tal que

o
Vu(t) € B'(y(t)). Paraalgumi € {1,...,k}, y(¥') € B".(y(t)). Dai

dn(ya(D), Y (1)) < du(ya(t), y(t) + du(y ('), y(t:)) < % +€; < 26,

o que implica em y,(t) € the,-(V(ti)) C W. Portanto Im(y,) € W, provando a
afirmacao.

Pelo Teorema 4.1.6, y é curva limite de {y,}.en. Seja {yn, }men Uma subsequéncia
de {y.}uen que distingue y. Como o7 é H-aberto, existe r > 0 tal que BF,([y]) € .
Seja {Bh,/4()/(t1)),...,Bhr/4()/(tl))} uma cobertura finita de Im(y) por dj-bolas, com
t; = aet; = b. Podemos escolher Ny € IN talque m > Ny = Im(y,,,) C Ule Bf/4(y(ti)),

dy(n,(a), y(@)) < L e dy(yn, (b), y(b)) < %, pela C'-convergeéncia. Neste caso, dado
t € [a,b], yn,(t) € B, u(y(t)) para algum i, e

B, (0, 1) < i, (0, (8) < 7.

< sup dy(yn, (8), Im(y)) < =, ¥m > Ny.
tefa,b] 4
Paracada j € {1,...,1}, existe N; € N tal que Im(y,,) N Bhr/4(7/(tj)) #0,Ym > N;.
Tome N = mdx{Ny, Ny, ...,N;}. Dado s € [a,b], y(s) € Bhr/4()/(tj)) para algum j. Para
m > N,
dn(y(8), Im(yn,)) < du(y(8), Vu,(t)),

para algum t’ € [a,b] com y,, (t') € Bhr/4(7/(tj)). Logo

NI~

dn(y(s), Im(yn,)) < dn(y(s), y(t)) + dn(y(t), yn,(t) < 7+

=~ =
=~ =

r
~osup di(y(s), Im(yy,)) < 5
s€la,b]

Isto significa que pp(Im(y), Im(y,,)) < 5 e, juntamente com as desigualdades

dy(Yn, (@), y(@) < 7 e du(yn,(),y@) < i, que H([y], [yn,]) < r. Logo [yl €
BZ.([yl) € &, em contradi¢do com a escolha da sequéncia {y,},en. Provamos
assim que 7 é aberto na topologia C°.

Agora, sejam A, B,C C M abertos, A, B C Ce[y] € 6.(A, B). Escolha {B",(t), ..., B",(t.)}
uma cobertura finita de y([a, b]) por d,-bolas de raio r tal que t; = a, By (a) C A,
tw = b, Bty (b) € B e U, B"(t;) € C. Qualquer que seja [8] € BH,([y]), temos
dn(B(a), y(a)), dn(B(b), y(b)) ambos menores que r, pela defini¢do de H. Logo p(a) € A
e f(b) € B. Além disso, pp(Im(y), Im(B)) < r. Entdo, Vt € [a, b], d,(B(t), Im(y)) <1, de
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modo que para algum s; € [a,b], d,(B(t), y(s:)) < r. Como y(s;) € Bhr(y(t]')) para al-
gum j, a desigualdade triangular fornece d;,(8(t), y(t;)) < 2r, o que implica f(t) € C.
Sendo t € [a, b] arbitrario, Im(f) € C. Concluimos que [f] € €.(A, B), e portanto que
B.([y]) € 4.(A, B). Segue que 6.(A, B) é H-aberto, e as duas topologias coincidem.
]

Agora, defina
Q= y :la,b] = M : y é C” por partes, causal e futuro-dirigida. }
eQ::{[)/]ECK:)/EQ}.

Teorema 4.1.11. Existe uma sequéncia {y,}n,en em Q tal que X = {[y,] :neIN} cQé
denso em €. Em particular, (¢', H) é um espago métrico separdvel e ) é denso em €.

Demonstragio. Seja {pi}ren sequéncia densa em M, que existe porque M é segundo-
contdvel e portanto (M, d),) é separavel. Seja P = {pr : k € IN}. O conjunto das
sequéncias finitas com valores em P é enumeravel. Chame de S este conjunto.
Diremos que uma sequéncia (px,, ..., px) € S é aceitdvel se paracadai=1,...,],

(i) px._,, P, € U;, para algum U; aberto convexo.

(ii) Pkia <ui Pk;-

Denote o subconjunto (enumerdvel) das sequéncias aceitdveis por Sy. Definire-
mos uma aplicagdo F : Sy — Q) da seguinte forma: dada (px,, .. ., px,) € So, se PrPr
denota a geodésica radial (e causal) em qualquer U; convexo contendo py, , e px,,
entdo F(py,, ..., pr) € ajustaposicdo dos segmentos formados pelas geodésicas radi-
ais futuro-dirigidas py, p,, - - -, Px_, Pi, reparametrizadas de tal modo que o dominio
seja [a, b]. O conjunto F(Sy) € Q é enumeravel. Seja {y,}nen a sequéncia em Q obtida
de uma enumeracédo qualquer de F(Q), e {[y.]},en a sequéncia correspondente em
Q). Vamos mostrar a densidade desta em Q.

Seja @/ C € aberto. Fixe [y] € o/. Existem A,B,C € M, A,B C C tais que
¢.(A,B) C 42% Tome {U, ..., U;} uma cobertura aberta de y([a, b]) por convexos e
uma particdo {a = top < t; < ... < t; = b} de [a,b] com y([ti_1,t;]) € U;, para cada
i=1,...,letalquetJU...ul; € C,U; € Ael; C B. Construiremos uma sequéncia
aceitavel (py,, ..., pr) € Sp indutivamente. Tome qualquer p_ € I"(y(a), U;). Como
P é denso em M, podemos escolher py, € I"(p-, U;) NI (y(a), U;). Em particular,
Pr, <, 7(a), logo existe Vi C Uy vizinhanga de y(a) tal que p, <, p’, Vp’' € V1.
Escolha py, € Vi NP, com py, <, y(t1). Agora, uma vez escolhidos py,, .. ., px,, para
i <1, tais que Pk <<u]_ Pk; € Pk, <<u]_ y(tj) , para cada 1 < j < i, temos Px; € Ujiq
e Pk, Suﬂ y(tjs1). Consideramos entdo Vj; C Uj; uma vizinhanga de y(t;,1) tal
que py, << p Vp’' € V1. Dali, escolhemos Pk € PNV, com P <<u]_+1 V(tis1)-
A sequenc1a (pko, .., Px) assim obtida é aceitavel e § = F(py,, ..., px) € na verdade
uma (tipo-tempo) geodésica por partes. Por construgdo, f(a) = pr, € U; C A,
B(b) =pr, CU; € B,eIm(B)estaem U; U...UU; C C,logo [f] € 6.(A,B) € «/. Como
[l € X = {[y.] : n € N}, para algum ny € N temos [S] = [y,,]. Logo X é denso em
% na topologia C°, como queriamos. m
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Teorema 4.1.12. Sejam A,B,C C M, com A,B C C. Se A e B sdo fechados e C é compacto
em M, entdo 6.(A, B) é compacto em € na topologia C°.

Demonstragio. Como a topologia C° é metrizavel, basta verificar que %.(A, B) é
sequencialmente compacto. Sendo assim, considere {[),]},en em %.(A, B) e con-
strua, Vn € N, 7, : [0, 00) — M extensdo de y,, futuro-inextensivel e parametrizada
por h-comprimento de arco. Como C é compacto, existe uma subsequéncia {), }en
de modo que v, (a) — p € C. Na verdade, p € A, porque A é fechado. Seja {7, }ken
a subsequéncia de {y,},en correspondente. Podemos assumir sem perda de gen-
eralidade que 7,(0) — p (lembrando que 7,(0) = y,(a)). Pelo Lema da Curva
Limite, existe 7 : [0,00) — M curva C°, causal e futuro-inextensivel com y(0) =
tal que 7,,|x — 7lx h-uniformemente em cada K C [0, c0) compacto. Seja {si}ren
sequéncia em [0, ) tal que 7, (sx) = Y, (b). Neste caso, afirmamos que {si}ren
é limitada. Suponha que ndo. Passando para uma subsequéncia se necessario,
podemos assumir entdo que sy — +co. Dado t € [0, o) , eventualmente s, > t. Mas
entdo y,(t) € C, e como Vg — Flog Hh-uniformemente, temos em particular
7([0,t]) € C. Esse raciocinio vale para t € [0, o0) arbitrario, logo 7([0,)) € C, o
que significa que ¥ fica futuro-aprisionada em um compacto, em contradi¢do com
a Proposicdo 3.4.17. Assim, devemos ter {si}ien limitada. Agora, sendo {si}ren
limitada, podemos assumir, passando para uma subsequéncia se necessario, que
Sk — So € [0,00). Dado t € [0,00) com 0 < t < sy, eventualmente teremos s; > t, o
que nos permite concluir como antes que 7([0, t]) € C. Além disso, 7, — 7(so) € B,
ja que B é fechado. Reparametrizando 7|p,, obtemos uma curva C°, causal e
futuro-dirigida y tal que [y] € €.(A, B), y» (a) = y(a) e y,,(b) = y(b).

Finalmente, seja W uma vizinhanca de 7([0,s0]) = y([a, b]). Por continuidade,
podemos escolher s; > sy de modo que ainda temos 7([0,s1]) € W. Para cada t €
[0,51], seja €; > 0 tal que By, (7(t)) € W. O conjunto {B",, ((t))}ic0,5,] € uma cober-
tura aberta de 7([0, 51]), que é compacto, permitindo assim extrair uma subcober-
tura finita {B"., (7(t1)), ..., B",(7(t))}. Existe Ny € N tal que k > N1 = s € [0,51].
Colocamos € := min{ey, ..., €j}. Pela convergeéncia h-uniforme 7, 05,1 = Vljo,s,}, €X-
iste N, € IN tal que k > Ny = d(77,,(t), (1)) <€,V t €[0,51]. Seja N = max{Ny, N,}.
Assim, para qualquer s € [0, 5], temos %(s) € B (7(t;)) para algum i € {1,..., ]}, e
portanto

dh(?nk(s)/ f(tl)) < dh(?nk(s)l 77(5)) + dh(f(S), f(tl)) < 261'-
Logo, 7,,(s) € B (7(t)) € W. Concluimos que 7, ([0,s1]) € W, para k > N.
Mas entdo y,,([a, b]) = 7,([0,5¢]) € 7,,([0,51]) € W, para k > N, o que nos dé a

convergéncia [y, ] < [y]. m

Corolario. € é localmente compacto.

Demonstragio. Dada [y] € ¢, escolha qualquer compacto K € M tal que Im(y) C
int(K) que existe porque Im(y) é compacto e M é localmente compacta. Logo, [)] €

C o 1K), int(K)) € €, (K K). Este aultimo conjunto é compacto, pelo Teorema, e
[v] € int(%6, (K, K)), pois €, (int(K), int(K)) é aberto, provando o corolario. m

int(K)
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Observacao 4.1.13. Na demonstracdo do Teorema 4.1.12, acabamos provando que
se uma sequéncia {),},en em € converge uniformemente (com respeito a d,) para

y € ¢, entdo [yl C—0> [v]. A reciproca ndo é verdadeira, como mostra o seguinte
exemplo. Em (R? go), onde ds?y, = dx*> — dy?, defina, para cada n € N, a curva
va : [0,1] = R? dada por y,(t) := (0,"*), e y : [0,1] — R® por y(t) := (0,1),
vV t € [0,1]. Claramente, Im(y,) = Im(y), y,(0) = y(0) e y,(1) = y(1), V n € N.
Logo H([y.], [y]) = 0, o que implica [y,] = [y]. Em particular, vale trivialmente a

A s c0 P Ly . q.
convergéncia [y,] — [y]. Mas, se h é a métrica Euclidiana usual,

1 1
sup di(ya(t), y(H) = sup |"! —t| = — >,
te[O,Il)] y y te[O,Il)] Vn+1 2

donde ndo podemos ter y, — y h-uniformemente. Note ainda que [y,],
[v] € €.(A,B), onde A = {(0,0)}, B = {(0,1)} sdo fechadose C = {(0,¢) : 0 <t <1} é
compacto. Esse exemplo pode ser interpretado como implicando que %6.(A, B) ndo
é compacto na topologia da convergéncia h-uniforme.

Dados p,q € M, com p < g, usaremos de agora em diante o simbolo €(p, q) para

denotar o conjunto ¢, . (ip} {q}).

Teorema 4.1.14. Sep,q € M, p < q, as seguintes condigoes sdo equivalentes:
(i) J*(p) N ]~ (q) é compacto em M.

(ii) € (p, q) é compacto em €.
Demonstragio. (i) = (ii). Segue imediatamente do Teorema 4.1.12.

(ii) = (i). Seja {x,}nen uma sequéncia em J*(p) N J7(g). Tome {y,} sequéncia
em € com vu@) = p, va(b) = q e yu(t,) = x,, para algum t, € [a,b]. Como
{[yal : n € IN} € €(p,q) e este conjunto é compacto, existe uma subsequéncia

{Vnken de {ynlnen € uma curva y € % tal que [y,] C—0> [v] € €(p,q). Em particular,
y@) = p, y(b) = q. Seja K € M um compacto qualquer contendo Im(y). Pela
convergéncia na topologia C° e pela compacidade de K, existe uma subsequéncia
{%m Jren de {xp, Jren tal que x,, € int(K), Vk € N, e x,,, = x90 € K. Se xo ¢ Im(y),
existem abertos disjuntos U, V C M tais que xy, € U e Im(y) C V. Mas entdo, como

[V, ] C—0> [v], para k grande o suficiente teremos x,,, = Y, (tw,) € U e Im(y,,) C V,
uma contradi¢do. Assim, xy € Im(y), e g < xo < p, ou seja, xo € J*(p) N ] (q).
Portanto J*(p) N J~(gq) é compacto. m

Iremos agora dar a definicdo da mais forte condigdo de causalidade possivel.
Aqui na Geometria Lorentziana, ela desempenha um papel analogo ao da com-
pletude geodésica na Geometria Riemanniana, sendo a condi¢do natural para sub-
stitui-la neste contexto, como veremos mais adiante.
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Definigao 4.1.15. Um subconjunto U C M é dito ser globalmente hiperbdlico quando
valem ambas as condigdes:

(H1) A causalidade forte vale em U.

(H2) Dados p,q € U com p < q, o conjunto J*(p) N J~(q) estd contido em U e é com-
pacto.

Quando M é ela prépria um conjunto globalmente hiperbélico, dizemos que (M, g) é um
espago-tempo globalmente hiperbélico.

Em particular, todo espago-tempo globalmente hiperbdlico é fortemente causal.
A condigdo de hiperbolicidade global é bastante forte. No entanto, todo espaco-
tempo é globalmente hiperbélico localmente. Mais precisamente, temos a

Proposicao 4.1.16. Seja (M, go) um espago-tempo qualquer (ndo necessariamente forte-
mente causal). Dado p € M,,

(i) Existe vizinhanga U de p tal que (U, goly;) é um espago-tempo fortemente causal.

(ii) Existe vizinhanga V de p tal que (V, goly/) é um espago-tempo globalmente hiperbélico.

Demonstragido. (i). Dado p € M,, tome U vizinhanga convexa de p. Pela
Proposigao 3.4.15, para qualquer aberto A C U e q € A, existem g* € A tais que
qg€lu(qgt,g)=I'(qg,U)nI(g",U) € A. Como I;(g*,q7) é causalmente convexo
em (U, goly;), isto mostra que este tltimo é um espago-tempo fortemente causal.

(ii). Seja (U, goly) como no item anterior, e tome V C U aberto causalmente
convexo contendo p tal que V C U, com V compacto. Dados g,7 € V com g <,, ,
claramente temos [*(gq, U) N J7(g,U) € V. Pelo Lema 3.2.2, [*(g,U) e ] (r,U) sdo
techados (em U), logo J*(q, U) N ]~ (g, U) é um subconjunto fechado do compacto Vv,
sendo portanto compacto também. Conclusao: (V, goly) é globalmente hiperbélico.
[

Teorema 4.1.17. Se (M, g) é globalmente hiperbélico, entdo:

(1) Dadas {pn}nen, {Gntnen sequéncias em M com p, < q,, Vn € N, ep, = p, . — g,
tem-se p < q.

(ii)) Se A € M é compacto, [*(A) é fechado.

(iii) Se A, B € M sdo compactos, ]*(A) N J~(B) é compacto.

Demonstragdo. (i) Inicialmente vamos provar que [*(x) é fechado, Yx € M. De
fato, considere {y,},en sequéncia em [*(x) com vy, — y. Tome y* € I*(y). Como
yel (y") €] (y*), el (y*)éaberto, existe N € IN tal que n > N implica y, € I (y*).
Além disso, J7(y*) N J*(x) é compacto, portanto fechado, donde y = limy, €
J=(y*) N J*(x). Em particular, v € J"(x). Logo, qualquer cone causal em M é
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fechado. Sejam {p,}.en € {gu}nen como no enunciado. Suponha, por absurdo, que
g & J"(p). Entdo existe U € M\J*(p) vizinhanca de gq. Escolha g* € I*(g) N U. J&
que q € I"(g*) N U, que é aberto, existe Ny € IN de maneira que n > N, implica
gn € I"(g7) N U. Temos assim p, < q, < q*, e portanto p, < g%, ¥n > N,. Mas isto
garante que p < g*. Logo g™ € [*(p) eq" € U, com [*(p) " U = 0, um absurdo.

(ii) Seja {py}nen em J*(A), A compacto, com p, — p. Por defini¢do, existe {a,},en
em A com a, < p,. Sendo A compacto, existe subsequéncia {anj} jen tal que p; = 4.
Temos a € A, porque A é fechado. Pelo item anterior, 4,, < p,, = a < p. Logo
p € J*(A), como queriamos.

(iii) Seja {x,},en sequéncia em J*(A) N J7(B), A,B € M compactos. Entdo, existem
sequéncias {p,}.en €m A e {g,}nen em B tais que p, < x, < gq,, Yn € IN. Podemos
assumir, passando para subsequéncia se necessdrio, que p, = p € Aeq, = g €
B. Escolha p~ € I"(p) e g* € I"(q). Como p,q € I'(p™) NI (g*), eventualmente
teremos p,, x,, qn € I'(p7) NI7(g%) € J*(p™) N ] (g7), que é compacto. Para alguma
subsequéncia {xn].} jen de {x,},en, temos Xp, = X. Pelo item (i), p < x < g. Como
peA qgeB, temosx e J(A)N] (B). m

Cada um desses resultados é em geral falso se (M, g) é apenas fortemente causal.

4.2 Distancia Lorentziana

Nesta se¢do, (M, g) denota um espago-tempo qualquer. Fixea,b € R coma < b.
Dados p,q € M, p < g, usaremos o simbolo ()(p, q) para indicar o conjunto de todas
as curvas suaves por partes, causais e futuro-dirigidas y : [a,b] — M, com y(a) = p,
y(b) = q. O comprimento Lorentziano de y € Q(p, q) é definido da maneira usual, isto
<,

b
L) = f V207D, 7Bt

Definic¢ao 4.2.1. A fungio distancia Lorentziana em M, denotada t : MXM — [0, +o0],
é dada por

() = sup (L(y) : vye€Qp,q)}, sep<gq;
0, caso contrdrio.

Observacao 4.2.2. Se (M, g) é causal, entdo t(p,p) = 0, Vp € M. Ainda nesta
situagdo, se 7(p, q) > 0, entdo (g, p) = 0. Em particular, T ndo é simétrica.

Observacao 4.2.3. Dados p,q € M, se g € I"(p), existe a : [a,b] — M tipo-tempo
e futuro-dirigida com a(a) = p, a(b) = q. Entdo 0 < L(a) < 7(p,q). Por outro lado,
se q ¢ I*(p), temos duas possibilidades: ou g ¢ J*(p), e portanto 7(p,q) = 0, por
definicdo; ou entdo g € J*(p)\I"(p). Neste dltimo caso, todas as curvas causais
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ligando p a g sdo tipo-luz, de modo que t(p,q) = sup { L&) " y € Qp,q}=0.

Concluimos assim que

1(p,q) >0 & gel'(p).

Equivalentemente,

I'p) = {geM : 2(p,q) >0}
Note que se (M, g) ndo é cronoldgico, entdo a existéncia de p € I*(p) faz com
que tenhamos 7(p,p) > 0.

Definicao 4.2.4. (M, ) é dito ser vicioso em p € M se I*(p) N I~ (p) = M, e totalmente
vicioso se for vicioso em todos os pontos.

Proposicao 4.2.5. Valem as seguintes afirmagoes:

(i) Se p € I"(p), entdo t(p,p) = +oo. (Portanto, dado q € M, tem-se necessariamente
©(q,9) = 0 o1 7(q,4) = +00).

(i) (M, g) é totalmente vicioso se, e somente se, T(p,q) = +o0, Vp,q € M.

(iii) Se (M, g) € vicioso em p, entdo (M, g) é totalmente vicioso.

Demonstragio. (i) Se p € I*(p), existe a : [0,1] — M curva tipo-tempo, futuro-
dirigida com a(0) = a(1) = p. Defina, para cada m € N, a,, : [0,m] — M por
ay(t) == a(t—n),set € [n,n+1],¥n € N, n < m. Note que cada «a,, é também tipo-
tempo, futuro-dirigida, de modo que a,, € Q(p, p), Ym € IN. Temos L(a,,) = mL(«),
Vm € N, e L(a) > 0. Logo t(p, p) = +oo0.

(ii) Suponha (M, g) totalmente vicioso, e tomep, g € I*(p)NI~(p). Seja o curva tipo-

tempo de p a g. O item anterior garante a existéncia de uma sequéncia de curvas
{am}men tipo-tempo, futuro-dirigidas de p para p com L(a,,) — +oo. Assim, dado
qualquer ntimero A > 0, existe my € IN tal que VYm > my, L(a, + @) = L(ay,) + L(¥) >
L(a) > A, onde a,, + a denota a curva obtida pela concatenagado de a,, com «a, que
vai de p a g. Portanto a,, + @ € Q(p, q), e temos 1(p, q) = +co.
Suponha, por outro lado, 7(p,q) = +oo, V¥p,q € M. Fixe p € M. Dado qualquer
qg € M, t(p,q) = +oc0 > 0, por hipétese. Logo q € I*(p). Temos também, por
hipétese, que 1(g,p) = +o0, 0 que implica p € I*(g), ou seja, g € I (p). Concluimos
que g € I*(p) N I (p), e como g era arbitrario, M = I*(p) N [ (p).

(iii) Seja r € M qualquer. Vamos mostrar que M = I*(r) N I (r), e portanto
que M é totalmente vicioso. Dado q € M, como por hipétese M = I*(p) N I~ (p),
temos q,r € I"(p) N I"(p). Assim, existem curvas a,p : [0,1] — M tipo-tempo,
futuro-dirigidas com a(0) = B(0) = a(1) = (1) = p juntamente com paradmetros
to, so € [0, 1] tais que a(ty) = g, p(so) = r. Defina y : [to, ty + 2] — M por

a(t), paraty <t <1,
y(t) =<p(t—=1), paral<t<2,
a(t—2), para2<t<2+t,.
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A curva y é tipo-tempo, futuro-dirigida, de g para q passando por r, logo
g € I"(r) N I~ (r). Portanto M = I*(r) N I~ (r), como queriamos. W

Proposicao 4.2.6. (Desigualdade Triangular Reversa) Para quaisquer p,q,v € M com
p <q <r, temos t(p,q) + 1(q,7) < T(p, 7).

Demonstragao. Vamos dividir em 3 casos:

(i) p=gq. Pelo item (i) da proposicdo 4.2.5, ©(p,p) = Oou + co. No primeiro
caso, t(p,q) + ©(q,v) = t(p,p) + 1(p,¥) = 1(p,r) < 1(p,r). No segundo caso, a
mesma idéia da demonstracdo do item (ii) da proposicdo 4.2.5 (a saber, concatenar
curvas arbitrariamente longas de p para p com uma curva de p para r) mostra que
T(p, 1) = +00, e como 7(p, p) = +0, a desigualdade segue.

(ii) g=r. O caso 7(q,9) = 0 é imediato. Se 7(q,q) = +oo, entdo novamente

7(q,7) = +o0, e T(p,7) = ©(p,q) = +0, e a desigualdade se verifica.

(iii)p #qeq #r. Sejam a, 5 : [0,1] — M curvas causais, futuro-dirigidas dep a g

e de g a r, respectivamente. Entdo a +  é curva causal futuro-dirigidadepar, ea
aditividade da integral nos da:

L(a) +L(B) = L(a+p) < 1(p,r) = L(a) < t(p,r) — L(B).

~(p,g) < t(p,r) - L(B).

Se 1(p,q) = +00, teremos também 7(p, r) = +oo, e a desigualdade desejada vale.
Se 7(p,q) < +00, entdo podemos subtrair a quantidade finita 7(p, q) de ambos os
lados, e somar L(f), que também ¢é finito, o que fornece:

LPB) < t(p,r)—1(p,9) = 1(q,7) < ©(p, 1) —T(p, 9.

~1p,g)+1(g,7) < t(p,7r). M

Teorema 4.2.7. A fungdo distdncia Lorentziana T : M X M — [0, +o0] é semicontinua
inferiormente.

Demonstragdo. Sejam py, qo € M, e € > 0. Temos 3 casos a considerar:
(i) T(po, g0) = 0. Para quaisquer p,q, € M, vale t(p,q) < 0 > —€ = 1(po, 40) — €.

(ii) 0 < 7(po, o) < +o0. Neste caso, existe a : [a,b] — M curva tipo-tempo, futuro-

dirigida de po a qo tal que L(a) > t(po,q0) — 5. Sejam Uy, Vo € M vizinhangas

convexas de py e qo, respectivamente, e t(,s9 € [a,b], com a < ty < sy < b, tais que
a([a, to]) € Uy, a([so, b]) € Vy. As aplicagdes

A :Uyx Uy —> R Ay VoxVy—> R
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/ - / —
(v, P') = lppl @, ")~ laq'l
sdo continuas, logo existem U," C Uy e V' C V, vizinhangas de p, e qo, respec-
tivamente, tais que

e !’
WM@FWMWH<§,WE%,

e ’

| latso)gl = la(so)qol | < 3, Vg€ Vo'
Podemos assumir, sem perda de generalidade, que U, € I (a(ty)) e V' C
I*(a(sp)). Assim, as geodésicas radiais pa(ty) e a(sp)g (notagdo cf. teorema 4.1.11)

sdo sempre tipo-tempo e futuro-dirigidas, ou constantes. Dai,

— € —_— ¢
(p,q) = L(pa(to) + alse(50)9) = Ipa(to)l — 3 + L(clity,501) + l¥(80)q0] — 3

2e 2e
> L(ala)) + L@lson) — 5 = L(a) - 3 > 1(po, g0) — €.

3
(i) T(po,q0) = +o0. Dado A > 0, existe uma curva «, tipo-tempo, de py a g tal

que L(a) > (A +€) — 5. O mesmo argumento do caso (ii) nos permite concluir a
existéncia de vizinhangas Uy, V' de py e qo, respectivamente, tais que

w(p,q) > (A+e)—e = A, Vpely,VgeVy. m

Definicao 4.2.8. Sejam p,q € M, p < q. Uma curva y € Q(p,q) é maximal se L(y) =
(p.q).

Proposicao 4.2.9. Sejam p,q € M, p < q. Se y € Q(p,q) é uma curva maximal, entdo
Vs, t € [a,b] com s < t, temos L(y|isq) = T(y(s), (1))

Demonstragao. Por defini¢do, L(y([s, t])) < t(y(s), y(t)). Pela desigualdade trian-
gular reversa, temos

T(p, y(s)) + t(y(s), y(#) + t(y(t),q) < t(p,q) = L(y)

= L(ls1) + LYlisn) + L leer) < (o, p(9)) + L(ylisn) + T(v(1), 9)
= 1(y(s), y(t) < Lyl

como queriamos. W

Teorema 4.2.10. Sejam p,q € M, p < q. Sey € Q(p,q) é maximal, entdo é possivel
reparametrizd-la de modo a tornd-la uma geodésica causal.
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Demonstrac¢ao. Existe uma cobertura finita {Uj, ..., Ui} de y([a, b]) por convexos
e uma particdio P = {a = t) < ... < t = b} de [a,b] tais que y([ti_1,ti]) € U,
Vie{l,..., k}. Para cadai,

T(y(tica), Y(8)) = L lir) < Iytic)y @) = w(y(tiza), y(8)-

P ——
L(yl[ti—lzti]) = |yti—17/(ti)|-
Portanto y|y;, , +] é reparametrizagdo da geodésica radial de y(t;_1) a y(t;) em cada
U;. Isto mostra que y pode ser reparametrizada como uma geodésica por partes.
Usando essencialmente o mesmo argumento nas supostas quebras de y, podemos
mostrar que y é na verdade uma geodésica sem quebras, isto é, suave. B

4.3 Comprimento de arco Lorentziano

Nosso objetivo nesta secdo é estender o comprimento de arco Lorentziano para
curvas C° causais.

Fixe (M, g) espago-tempo qualquer, [2,b] C R, a <b.

Definicdo 4.3.1. Uma particio P ={a =ty < ... < t, = b} de [a, b] é dita ser admissivel
para uma curvay € € = {a : [a,b] > M : a é curva C°, causal e futuro-dirigida } se
Vie(l,...,k} existir U; € M aberto convexo com y([ti_1,ti]) € U;, e Vt,s € [ti_1, ti] com
t <s, tivermos y(f) <, y(s)-

Denotaremos o conjunto das particdes admissiveis de uma curva y € € por IL,.
Note que se P € I, e Q é uma particdo de [g,b] que refina P, isto é, P C Q, entdo
Qell,. ParacadaP€Il, P ={a =ty <... <t = b}, definimos

k
L, P) = ) )y,
i=1

onde y(ti_1)y(t) denota a tinica geodésica radial de y(ti—1) a y(t;), em algum
—_D

convexo U; contendo y([ti_1,t]). Esta é suave, causal, e |y(ti-1)y(t;)| denota o seu
comprimento (bem-definido, calculado de acordo com a métrica g de M).

Proposicao 4.3.2. Daday € ¢ e P € 11, se Q é um refinamento de P, entio lo(y, Q) <
L,(y, P).

Demonstragdo. SejaP={a=f, <... <ty =bleU;,i=1,...,k, abertos convexos
com y([ti-1, ti]) € U;, Vi € {1,...,k}. E suficiente provar a afirmacdo para o caso
em que Q = {c} U P com, digamos, t;; < ¢ < t;, para algum j € {1,...,k}. O caso
geral se prova a partir deste por indugéo finita. Temos y(t;_1) <y, v(c) <y, y(t)),
e a geodésica radial y(t;_1)y(t;) possui comprimento maior do que a geodésica
quebrada y(t;-1)y(c) + y(c)y(t;), portanto

=)y @l + Iyl < Ir(ti-)yE))l,
e o resultado segue. m
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Definigdo 4.3.3. O funcional de comprimento de arco Lorentziano é a fungio L, :
¢ — R dada por

Le(y) = #2&,{ L(y,P) }.
(Este infimo sempre existe, uma vez que ¥y € ¢ e VP € I1,, temos l,(y, P) > 0.)

Observacao 4.3.4. Note que o compacto previamente fixado [a,b] é arbitrario.
Podemos eventualmente considerar outro intervalo [c,d], e todas as defini¢des e
resultados continuam formalmente os mesmos. Se y : [a,b] — M é uma curva C°,
causal e futuro-dirigida e h : [c,d] — [a, b] é um homeomorfismo crescente, qual a
relacdo entre Lg[c'd]()/ oh)e Lg[“’b] (y)?

Dada uma particdo P = {a = ty) < ... < tx = b} de [a,b], admissivel para y,
W Y(P) = {h'(a) = ¢ < ... < h™}(b) = d} é uma partigdo de [c,d] admissivel para
y o h, pois y o h([h™(t;i1), ' (t)]) = y o h(h*([ti1, :])) = p([ti, t:]) € U;, para cada
i=1,...,k onde U; é um aberto convexo, e Vs',t' € [h™(t;-1),h" ()], com s’ < t,
colocando s := h(s’) e t := h(t’), temos s < t, pois h é crescente, s,t € [ti_1,t;], logo
Y(6) <, () = (o)1) <,, (yoh)('(1) = (yoh)(&') <,, (yoh)(¥). Portanto,

k
Ly o) < 100 0 iP) = ) 1y o W )y o (T (1) =
i=1

k
= Yty = L, P) = Ly oh) < L),
i=1

Trabalhando com k™!, e trocando os papéis de [c,d] e [a,b], teremos também
Lg[“’b](y) < Lg[c’d] (yoh), e portanto Lg[”’b Ity) = Lg[c’d](y oh). Neste sentido, dizemos que
o funcional de comprimento de arco Lorentziano é independente de parametrizagio.

Agora, dadas a, f € %, lembramos que

a~pB e Im(a) =Im(B), a(a) = p(a) e a(b) = B(b)
© dh:[a,b] — [a,b] homeomorfismo crescente tal que @ = o h.
A observagdo que acabamos de fazer mostra que, neste caso, L¢(a) = Lg(p).
Portanto o funcional
L;:4 —> R
[y1+= L(y)

fica bem-definido. Quando conveniente, chamaremos este tltimo também de
funcional de comprimento de arco Lorentziano. Para célculos praticos, porém,
trabalharemos sempre com um representante fixo y da classe [y] € €.

67



Como anteriormente, denotaremos por Q) o conjunto das curvas suaves por
partes, causais e futuro-dirigidas, definidas em [4,b],e Q = {[y] € € : y € Q}.

Teorema 4.3.5. Se y € Q, entio

b
Le(y) = \fﬁ‘J—gO/nyKO)dt

Demonstracdo. Seja P = {a = t) < ... < tt = b} qualquer particdo de [a, b]
admissivel para . Como geodésicas radiais causais sdo localmente maximais, se
y([ti-1, ti]) € U; para U; aberto convexo, i =1,...,k, temos

b k t
L) = [ Vomymd =Y, [ Ere o
a i=1 Yti-1

k
< ) )y @)

i=1

lo(y, P).

Assim, L(y) < Lq¢(y). Agora, dado € > 0, mostraremos que existe uma partigdo
P €11, para a qual [,(y, P) < L(y) + €. Isto implica que L,(y) < L(y) + €. Como € é
arbitrério, teremos L,(y) < L(y) e portanto a igualdade L,(y) = L(y).

Primeiro, Assuma que ) é suave e que y([a,b]) € U, onde U é um convexo tal
que Vs, t € [a,b], com s < t, temos y(t) <, V(5).

Afirmacgdo. Nty € [a, b],

Yty @
. Iy\o)y o
%1_1501 T—f Y’ (to)l.

De fato, seja & : U — R" um sistema de coordenadas normal centrado em y(f).
S - .
Dado t € [a,b], t # to, [y(to)y(t)| = \/—njléf()/(t))él(y(t)). Defina

&:la,b] » R
t = E(p(t).
E ¢ suave, portanto

0
E(t) = E0) + E(to)(t — to) + R(t— to)(t — to),

onde
lim R(t - to) = 0.

t—ty

Temos assim que, paraj=1,...,n,
. . 0 ; .
() = deAe)) + (& oy) (to)t = to) + RI(t = to)(t — to).
>
Substituindo na expressdo para |y(t)y(t)|, ficamos com
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YEYBl = = € 0y (to) (€ 0 yY to)(t — o) -+

— 11 (&0 ) (to) RI(t — to) (t — to)> — nj Ri(t — to) RI(t — to)(t — £y)>.

Tomando o limite,

o)y (t .
hmM - \/_gjl(V(fo)) (&0 y)(to) (Mo y)(t) = ' (to)l,
t—ty |t t()l

provando a afirmagdo feita anteriormente.

Agora, dado € > 0, para cada t € [a,b], existe 6; > O tal que, dado qualquer
se(t—0,t+06;)NJa,b],coms #t,

ly®y6s)l
s — ¢

, €
'l < 2b—a)

Note que {(t — 0;,t + 6;) : t € [a,b]} é uma cobertura aberta do compacto [a, b].
Podemos extrair uma subcobertura finita {(ty — 6o, to + O9), . - ., (tx — Ok, tx + Ox)}, com
toza,tk=b,et0<t1 <...<ft.

Sejam s; < ... < s em [a,b] satisfazendo t;.; < s; < t;, parai € {1,...,k}, e
[tii1,s:] € (ti—l — 0j_1,ti.1 + 5,'_1), Vi e {1,...,k}. LOgO Py = {to,s1,t1,...,5c, Lk} €
uma particdo de [a, b], aceitdvel para y, e

(¥, Po) = ly(to)y(sl + [yG)y @)l + - + [y(s)y (Bl =

—_—

ly(sj)yE)l <

k
=Y G +
i=1

k
j j=1

k k
< VWGl =) + Y@ =)+ 5.
j=1 j=1

E possivel escolher 6 > 0 tal que

1
Y@= ) < LOY+3,

=1

sempre que |P| < 6, onde P = {a = 1y < ... < u; = b} é uma particdo de [4,]] e
uj* € [ujq,u],vje{l,...,1}. Temos

k-1

lo(y, Po) < Z|7/(tj—1)|(5j—5j—1) + Y@l —a) + Y OIb —s) +

j=1

7

NI ™

e sem perda de generalidade podemos assumir |Py| < 6, de modo que para a
particdo Py :={a,sy,...,s, b}, [P1] < 0, e l,(y,P1) < L(y) + €, como desejado.
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O caso geral pode ser reduzido a este, bastando para isto construir uma cober-
tura finita de y([a, b]) por abertos convexos, e aplicando o resultado a restrigdo de
y para cada aberto destes. ®

Lema 4.3.6. Seja (X,d) um espagco métrico, e xo € X. Uma fungio f : X — R é
semicontinua superiormente [inferiormente] em x, se, e somente se, para qualquer sequéncia
{Xnlnen em X com x, — xo, tivermos f(xo) > limsup f(x,) [ f(xo) < liminf f(x,)].

Demonstra¢ao. Provaremos o lema para fung¢ées semicontinuas superiormente,
sendo o caso das fung¢des semicontinuas inferiormente anédlogo.

Suponha f semicontinua superiormente. Seja {x,},en uma sequéncia em (X, d)
comx, — X,. Se tivéssemos lim sup f(x,) > f(xo), entdo existiria €y > 0 satisfazendo
f(x0) + €0 < limsup f(x,). Assim, para alguma subsequéncia {xn],} jen de {x,}pen,
f(xn) > f(xo0) + €0, ¥j € N. Porém, para alguma vizinhanca U de xo, vale f(x) <
f(x0) + €9, Yx € U, pela semicontinuidade. Como Xp, — Xo, eventualmente Xp; €
U= f(xy) < f(x0) + €, uma contradigdo. Logo limsup f(x,) < f(xo)-

Suponha, por outro lado, f(xg) > limsup f(x,), para toda sequéncia {x,},en em
X com x, — xg9. Ora, se f nido fosse semicontinua superiormente em Xxo, entao
existiriam, por defini¢do, €y > 0 e uma sequéncia {y,},en com y, — xy para a qual
f(yn) = f(x0) + €0 = limsup f(x,) = f(xo) + €9, em contradi¢do com a hip6tese. m

Teorema 4.3.7. Se (M, g) é fortemente causal, entdo Ly : ¢ — R é semicontinuo superi-
ormente.

Demonstragdo. Seja y € 4. Se L, ndo é semicontinuo inferiormente em [y],
entdo para algum ¢; > 0 e alguma sequéncia {y,},en em €, com [y,] — [y], temos
Le(yn) = Lg(y) + €y, VYn € N. Escolha P € IT, para a qual Lg(y) < Io(y, P) < Lg(y) + 3.
EscrevaP ={a =ty <... <t = b}, esejam U, ..., Uy abertos convexos e V,..., Vi
abertos causalmente convexos tais que V; C U;, y([ti-1,ti]) € Vi, e Vt,s € [tig, til,
com t < s, temos y(t) <g, y(s), paracadai € {1,...,k}. Como cada aplicacdo

AU x U - R

(v, 9) — Ipgl

é continua, existem abertos Wy, ..., Wi tais que Vi € {1,...,k}, y(a) € W, C V3,
)/(tl) € Wi - Vi—l N Vi, e Vp € Wi—l/ Vq € Wi, temos
% 6
1Pd1 < 1ytE)y) | + =
2k
Como [y,] C—0> [y], existe ny € N tal que Im(y,) € V1 U... U Vi, Im(y,) N W; # 0,
Viell,... k}, yu(a) € Wy e y,(b) € Wi, sempre que n > ny. Deste modo, podemos
inferir que
€o

— >
Le(Vnolitine)) < 1yGic)yt) | < |y(tic)y®) | + %

70



Somando em i, obtemos

€
Le(/n) < L(y,P) + EO < Le(y) + €,

uma contradi¢do. m

4.4 Geodésicas Maximais

Fixamos nesta se¢do (M, g) um espago-tempo fortemente causal, e h uma métrica
Riemanniana completa em M.

Lema 4.4.1. Se X é um espaco topolégico Hausdorff e compacto, e f : X — R é semi-
continua inferiormente [superiormente], entdo f atinge um minimo [mdximo] em X. Além
disso, se {xX,}nen € uma sequéncia em X tal que x, — x e f(x,) = y € R, entdo y > f(x)

[y < f(x)].

Demonstragio. Fagamos o caso em que f é semicontinua inferiormente, sendo o
outro analogo.
Se f ndo é limitada inferiormente, podemos escolher uma sequéncia {x,},en em
X tal que f(x,) < —n, ¥n € IN. Podemos assumir x, — x, pela compacidade.
A semicontinuidade inferior de f garante que existe U vizinhanga de x, tal que,
Yy € U, f(y) > f(xo) —1. Mas para n suficientemente grande f(x,) < f(xp) — 1
e x, € U, uma contradi¢do. Existe portanto a = inf{ f(x) : x € X } > —co. Para
cada n € N, escolha a, € X com a + % > f(a,) < a. Podemos novamente assumir
a, — ap € X. Suponha f(ay) > aeescolhaé > 0com f(ag) > a+06,e = f(ap)—a—06 > 0.
Existe U vizinhanga de g tal que, Yx € U, f(x) > f(ag) — € = a + 6. Eventualmente,
a, € Uel <o logo f(a) >a+6ea+06>a+1> f(a,), uma contradicdo. Assim
f(ap) = a, e o minimo é atingido. Para a segunda afirmagdo, dado € > 0, existe uma
vizinhanga U de x tal que z € U = f(z) > f(x) — e. Mas para n suficientemente
grande x, € U. .. f(x,) > f(x) —€,ealy < f(x) — €. Como € era arbitrario, y < f(x).
|

O primeiro teorema desta sec¢do lida com curvas contidas em um compacto.

Teorema 4.4.2. Seja K € M compacto, p,q € K. Considere uma sequéncia {y,}nen de
curvas C° causais, y, : [a,b] = M, com y,([a,b]) CK,¥n € N, e y,(a) = p, y.(b) = q.
Entdo, existe uma curva y : [a,b] — M que é C°, causal e futuro-dirigida tal que

(i) Im(y) €K, y(@) =p, y(b) =q;

(ii) v é curva limite de {y,}nen;

(iii) Para alguma subsequéncia {Vniljen de {Yulnen, Lg(y) 2 lim sup( Le(yn,) )-

71



Demonstra¢ao. Temos [y,] € €, (K, K), ¥n € IN, e como este tltimo é compacto
em ¢, existe y € 4. (K,K) e uma subsequéncia {ynljen tal que [yy,] = [y]. Em
particular, y,;,(a) — y(a) e yu,(b) — y(b), logo y(a) = p, y(b) = g. Isso estabelece
(i). Como y,(a) — y(a), yu(b) — y(b) e (M, g) é fortemente causal, o teorema 4.1.6
garante que y é curva limite de {y,},en, provando (ii). Finalmente, pela semicon-
tinuidade superior de Lg, temos Ly(y) > limsup( Ly(y»,) ), conforme em (iii). m

Corolario 4.4.3. Sejam p,q € M, p < q, e K € M compacto. Se J*(p) N J~(q) € K, entdo
existe geodésica causal e maximal, y[a,b] — M com y(a) = p, y(b) = q. Em particular,
©(p,q) < +oo.

Demonstracdo. Seja {y,}.en sequéncia de curvas C°, causais e futuro-dirigidas
Vo la,b] = M, yu(a) = p, yu(b) = g, Vn € N, com Ly(y,) — 7(p,q). Como
Im(y,) € J*(p) N ] (q) € K, e este Gltimo é compacto, o teorema 4.4.2 garante a
existéncia de ¥ : [a,b] - M curva C° causal e futuro-dirigida, com y(a) = p,
Y(b) = g, que é curva limite de {y,},en. Além disso, para alguma subsequéncia
{Vn;}jen de {ynluen, temos

Le(y) = limsup Le(yn) = (p,q).

Pela definicdo de L,, para alguma geodésica quebrada y : [a,b] — M com y(a) = p,
y(b) =4,

w(p,q) < Lg(y) < Le(y) = L(y) < t(p,9).

Portanto L(y) = t(p,q) e y é maximal. Em particular, y pode ser escolhida como
geodésica (suave), pelo Teorema 4.2.10, e 7(p,q) < +co. B

Note que a condigdo de J*(p) N J7(q) ser compacto é automaticamente satisfeita
para p < g em um espago-tempo globalmente hiperbdlico, e nesse caso sempre
existe geodésica maximal entre p,q € M com p < q.

Corolario 4.4.4. Se (M, g) é globalmente hiperbélico, entio T : M X M — R é continua.

Demonstragdo. Vimos que no caso atual, 7(p,q) < +oo, Vp,q € M. Se T ndo é
semicontinua superiormente, entdo existem sequéncias {p,},en, {gn}nen comp, — p,
gn — q e €y > 0 tais que ©(p,, q,) = ©(p,q) + €0, Y1 € IN. Em particular, 0 < t(p,, 1) <
400, e da, : [a,b] = M curva causal, futuro-dirigida com a,(a) = p,, a,(b) = g, e
Lo(ay) > ©(pu, ) — 3 = 7(p,q) + 3, Vn € N. Sejap_ € I'(p) e g. € I'(7). Como
p,q € I"(p-) NI (g.+), eventualmente teremos p,,, g, € I"(p-) N1 (9+), 0 que implicarad
em Im(a,) C J*(p-) N J7(g+). Como este ultimo conjunto é compacto, pelo teorema
4.4.2 existe a : [a,b] - M curva C°, causal, curva limite de {a,},en, com a(a) = p,
a(b) = g, e uma subsequéncia {a, }jen para a qual

©(p,q) > Le(a) > limsup Lo(ay,) > T(p,q)+%,

que evidentemente é um absurdo. ®
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Capitulo 5

Hiperbolicidade Global e Dominios
de Dependéncia

5.1 Conjuntos Acronais

Daqui em diante, (M, g) denotard um espago-tempo qualquer.

Definicao 5.1.1. Um subconjunto A C M é dito acronal se, para quaisquer p,q € A,
temos q ¢ I'* (p).

Por exemplo, os conjuntos A; = {(x,1,0) € R} : ¥ + > < 1} em R} e A; =
{(x,x) € R? : x € R} em R} sdo acronais, mas qualquer aberto U de um espago-
tempo arbitrario ndo é acronal: basta tomar uma curva (geodésica, por exemplo)
o : [0,b) - M tipo-tempo com ¢(0) € U. Por continuidade, existird € > 0 tal que
o(e) € U, e assim a(€) € I*(0(0)), violando a definicao.

Qualquer subconjunto de um conjunto acronal é também acronal. Pela proposi¢do
3.2.3, se A é acronal, entdo A também o é.

Definicao 5.1.2. A borda de um conjunto acronal A € M é o conjunto de todos os pontos

p € A com a propriedade de que para cada vizinhanga U de p, existe uma curva tipo-tempo,
futuro-dirigida em U que vai de I (p, U) até I* (p, U) sem intersectar A.

Denotaremos, daqui por diante, a borda de um subconjunto acronal A € M por
borda(A) .

No caso dos exemplos acima, temos borda(A;) = {(x,y,0) € R® : x> + > = 1} e
borda(A,) = 0.

Vamos assumir sem prova a validade do seguinte resultado, conhecido como
Teorema de Brower sobre Invaridncia de Dominio (ver referéncia [Spivak]).

Lema 5.1.3. (Invaridncia de Dominio) Seja U € IR" aberto. Se F : U — R" é uma fungdo
continua e injetiva, entdo F é um homeomorfismo de U sobre o aberto F(U) € R".

Proposicdo 5.1.4. Sejam N, P variedades topoldégicas n-dimensionais. Se F : N — P ¢é
injetiva e continua, entdo F é um homeomorfismo de N sobre um aberto F(N) C P.

'Esta ndo deve ser confundida com a nocao de bordo, vista no estudo de variedades.

73



Demonstragio. Seja G : F(N) — N a inversade F : N — F(N). Tomep € N e

(U, ¢), (V,¢) cartas locais em p e F(p), respectivamente, tais que F(U) € V. Como a
fungdo Yo Fo ™' : p(U) C R" — R” é injetiva e continua, pelo lema 5.1.3 ela é um
homeomorfismo sobre o aberto 1 o F o ¢~} (p(U)) = Y(F(U)).
Temos também que F(U) = ¢~ (Y(F(U))) é aberto, ja que 1 é homeomorfismo, e
Flu=¢'o@oFo¢™)o¢déumhomeomorfismo sobre F(U), pois ¢ € homeomor-
fismo também. Em particular, Glryy = (F lu)~!, logo é continua. Portanto G ¢é ela
propria continua. ®

Definic¢ao 5.1.5. Um subconjunto S € M é uma hipersuperficie topoldgica se Vp € S,
AU € M aberto contendo p e um homeomorfismo ¢ : U — ¢(U) € R" tal que p(UUNS) =
¢(U) N 11, onde IT € R" é algum hiperplano.

Os cones de luz J*(p)\I*(p), com p € ]R’f“, sdo exemplos de hipersuperficies
topoldgicas. Para verificar isto, provaremos antes o seguinte Lema.

Lema 5.1.6. Em R*!, a métrica g é dada por ds*> = —dx5+ Y.iL, dx?. Sey : [a,b] - R!™!
é uma curva tipo-tempo, y(t) = (xo(t), ..., xu(t)), Vt € [a, b], entdo

~(x0(b) = x0(@))* + Z(xi(b) —xi(a))* <0, e xo(b) > xo(a).
i=1

Demonstragdo. Usaremos o isomorfismo canénico entre R"*! e seus espagos
tangentes para identificar ¢ com a forma quadrética Lorentziana (ver Apéndice
A).Seja f : [a,b] — R dada por f(t) = g(y(t) — y(a), () — y(a)), Yt € [a,b]. Temos
f'(t) = g(y'(t), y(b) = y(a)). Sejaey = (1,0,...,0), e defina também & : [a,b] — R
por h(t) = (y(t) — y(a), ep). Considere h'(t) = g()’(t), e0). Como g()’(t), e9) ndo pode
ser zero porque y’(t) é tipo-tempo, ou g()’(t),e0) < 0, Vt € [a,b], ou g(y'(t),e0) > 0,
Vt € [a,b]. Suponha que vale o primeiro caso. O outro caso é andlogo. Entdo
h'(t) < 0,Vt € [a, b]. Pelo Teorema do Valor Médio, existe c € (a, b) tal que h(b)—h(a) =
W (c)(b —a) < 0. Logo g(y(b) — y(a),ep) < 0, ou seja, —(xo(b) — xp(a)) < 0, donde
xo(b) > xo(a). Além disso, f'(t) = g()’(t), y(b) — y(a)) < 0. Aplicando mais uma
vez o0 Teorema do Valor Médio, agora para f, concluimos que f(b) — f(a) < 0 =
g(y(b) —y(@),y(b) = y(@) <0. m

Voltando ao nosso exemplo, dadop = (py, ..., ps) € IRT“, é consequénciaimediata

do fato de R}*! ser ele préprio uma vizinhanga convexa de p que J*(p) = I*(p) (veja
o Lema 3.2.2). Assim, o Lema 5.1.6 nos diz que

J"(p)\I*(p) = {(xo, X)) €RY : (po — x0)* = Z(xi —-pi), X0 = Po}-
i=1

Essa caracterizacdo deixa claro que, dado um ponto x = (xo,...,x,) € J*(P)\[*(p),
sua coordenada x, pode ser determinada em fung¢do das outras coordenadas, pela

expressao
Xo = h(xlr <o /xn) =Ppo+ Z(xi - pi)z-
J i=1
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Assim, a fungdo ¢ : J*(p)\I*(p) — Ri*! NTI dada por ¢(xy, ..., x,) = (0,X1,..., %),
onde IT ¢ o hiperplano xy = 0 em R*!, possui inversa ¢~ : Ri* N IT — J*(p)\I* (p)
dada por c/)‘l(O, X1y, %) = (W(xy,...,X,),X1,%2,...,%,). Comoambas sdo continuas,
é facil ver que ¢ é o homeomorfismo requerido na definicdo de hipersuperficie
topologica.

Teorema 5.1.7. Um subconjunto acronal A C M é uma hipersuperficie topolégica se e
somente se A N borda(A) = 0.

Demonstragio. (=) Sejap € A, U vizinhanga aberta de p com um homeomorfismo
¢ : U — dp(U), p(U) aberto de R” tal que p(U N A) = p(U) NIT, IT € R" hiperplano.
Observamos que, se V C U é aberto, temos, ja que ¢ é injetiva,

HVNA) = pVNUNA) = ¢(V)NpUNA) = ¢(V)NpU)NTT = $(V) NI

Em particular podemos assumir que U é conexo, e que ¢(U) é uma bola em RR",
sem perda de generalidade. Agora, os conjuntos I*(p, U) sdo conexos, e como A é
acronal, I"(p, U)NI (p,U) =0,e *(p, UyNA =0 = I*(p, U) € U\A. Mas

P(U) = ¢(NA) U (ANU)) = G(UNA) U H(ANU).
S OUNA) = oUN\PANU) = GU\(PU) NIT) = GU)\IT,

e este tltimo conjunto claramente tem duas componentes conexas, digamos, ..
Portanto U\A tem duas components conexas disjuntas U, = ¢~ (UL.).

Suponha que I*(p, U) C U, e tome p, € I*(p, U). Como p_ <, p <, P+, pode-
mos escolher V C U vizinhanga de p tal que ¢(V) C R" é uma bola aberta e
p- <, P <, p+, Vp' € V. Agora, VN U, # 0, e podemos tomar g € U_ N V. Sejam
a:[0,1] - U, p : [1,2] — U curvas tipo-tempo futuro-dirigidas com a(0) = p_,
a(l) = (1) = g, p(2) = p.. Ambas as curvas devem intersectar A N U. Logo
a+p :[0,2] — U intersecta A N U duas vezes, em contradi¢do com a acronali-
dade de A. Por razdo inteiramente andloga, ndo podemos ter I*(p, U) € U_. Logo
I"(p, U) e I (p, U) estdo em componentes conexas distintas de U\A. Portanto, em
particular, qualquer curva tipo-tempo de I"(p, U) para I*(p, U) deve passar por A,
e assim p ¢ borda(A). Concluimos que A N borda(A) = 0.

(<) Fixe p € A. Como p ¢ borda(A), existe U € M vizinhanca aberta de p tal
que qualquer curva tipo-tempo futuro-dirigida em U de I~ (p,U) para I*(p, U)
intersecta A. Seja X : M — TM qualquer campo vetorial suave, tipo-tempo e
futuro-dirigido em M. Tome ¢ = (x!,...,x") : V. € M — R" sistema de co-

%
ordenadas em p tal que V C U e X|y = L Escreva ¢(p) = (ty,x0), onde

to = x'(p) € Re xp = (¥*(p),...,x"(p)) € R"™. Sejam e > 0 e N € R"! tais
que (to,x0) € (to —€,tg + €) X N C ¢(V), e escolha a,b € (t) — €,ty + €) com
th—e<a<ty<b<ty+e Dadox e N, considere a curva a, : (tc —€,tp+€) - V
dada por a,(t) := ¢7'(t,x), YVt € (tp — €,y + €). Temos (¢ o a,)'(t) = (1,0), ou seja,
a(t) = ﬁ(ax(t)) = X(an(t)), VYt € (to — €, tp + €), isto é, @, é uma curva integral

de X, e portanto uma curva tipo-tempo futuro-dirigida. Em particular, a,, é uma
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tal curva, e ay,(ty) = ¢ '(to, x0) = p, logo ay,(b) = ¢71(b,x) € I*(p, V) C I*(p, U) e
(@) = o7 (a, x0) € I"(p, V) C I"(p, U), e como as aplicacdes

Qs : N > M e ¢op: N > M

x - ¢ a, x) x> ¢ (b, x)

sdo obviamente continuas e podemos, tomando N menor se necessdrio, assumir
que ¢~ H(a,x) e I"(p, U) e p71(b,x) € I*(p, U), Vx € N.

Definimos agora h : N — (a,b) da seguinte forma. Como V x € N, a|[,4) € uma
curva tipo-tempo futuro-dirigida comecando em I~ (p, U) e terminando em I*(p, U),
ela intersecta A pela escolha de U, e o faz exatamente uma vez ja que A é acronal,
num ponto g, € A, digamos. Defina h(x) := x'(g,). Temos assim g, = ¢~ (h(x), x) =
ay(h(x)), e a < h(x) < b. Afirmamos que h é continua. De fato, seja {x,}en
uma sequéncia em N com x, — xy € N, e suponha por absurdo que {h(x,)}en
ndo converge para h(xp). Entdo, como [a, b] é compacto, podemos encontrar uma
subsequéncia {x,, }men de {x,},en tal que h(x,,) — so € [a,b], so # h(sp). Mas como
¢! é continua, ¢~ (h(xy,,), Xu,) = O '(s0, %) € por construcdo ¢ (h(xy,), xn,) € A,
para todo 1, logo ¢~'(sq, Xo) € A. Mas ¢~ (h(xo), xo) € A. Portanto, a curva ay, |,
passa por A em s e h(xy), contrariando a acronalidade de A. Provamos assim que
h deve ser continua.

Agora, considere a funcdo F : (a,b) Xx N — R", F(t,x) = (t — h(x),x). F é
continua e injetiva, porque F(t,x) = F(t',x’) = x = x’ = t = t/, ou seja, (t,x) =
(#,x’). Pelo Lema 5.1.3, F é um homeomorfismo sobre o aberto F((a,b) X N).
Além disso, se g € AN ¢~ ((a,b) X N), escrevemos ¢(q) = (t,x) € (a,b) X N e
F(o(g)) = (t — h(x),x). Como ¢ '(h(x),x) € A e também ¢~ '(t,x) € A, temos
t = h(x), e F(¢(q)) = (0,x) € ({0} x R*) N F((a,b) X N). Reciprocamente, se
(0,x) € F((a,b) x N), (0,x) = F(t,x") = (t — h(x’),x’), de modo que x’ = x e
t = h(x). Portanto ¢ '(h(x),x) € AN ¢~ ((a,b) x N) e Fo p(p~(h(x),x)) = (0,x).
Se definirmos Uy := ¢~'((a,b) X N), IT := {0} X R*! e ® := F o ¢|y,, entdo Uy
é uma vizinhanga de p e ® é um homeomorfismo sobre um aberto de R”, de tal
forma que ®(UyNA) = ®(Uy) NI, e A é portanto uma hipersuperficie topolégica. m

Corolario 5.1.8. Um subconjuntoacronal A C M éuma hipersuperficie topologica fechada
se e somente se borda(A) = 0.

Demonstragido. (=) Se A é uma hipersuperficie topolégica fechada, A = Ae
borda(A) N A = 0. Mas por defini¢do borda(A) € A = A = borda(A) = 0.

(&) Como borda(A) = 0, em particular A N borda(A) = 0, logo A é hipersuperficie
topolégica. Se p € A\A, seja U C M qualquer vizinhanca de p, e a : [-1,1] — U
qualquer curva tipo-tempo, futuro-dirigida com a(0) = p. Entdo a(-1) € I (p, U) e
a(l) € I*(p, U), mas a ndo pode intersectar A, pois isto violaria a acronalidade de
A. Logo p € borda(A). Portanto A\A C borda(A) =0 = A=A. m
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Defini¢ao 5.1.9. Um subconjunto S C M é um conjunto futuro [passado] se ["(S) € S
[I=(S) € SI.

Se S € M é um conjunto qualquer, I*(S) ou J*(S) sdo ambos conjuntos futuros.

Observacao 5.1.10. Conjuntos passados e futuros tém claramente propriedades
andlogas, e n6és vamos assumir daqui por diante que cada propriedade provada
para conjuntos futuros tem sua contraparte para conjuntos passados, pela duali-
dade temporal.

Proposicao 5.1.11. Seja F € M um conjunto futuro.
(i) M\F é um conjunto passado.

(ii) F = I*(F) e int(F) = I*(F). Em particular, JF = JI*(F) e F é aberto se e somente
se [*(F) =F.

Demonstragio. (i) Seja p € I"(M\F). Entdo, para algum q € M\F, g € I"(p). As-
sim, se tivéssemos p € F, teriamos também g € I*(F) C F, uma contradi¢do. Logo
p € I7(M\F) = p € M\F, e "(M\F) € M\F.

(ii) Claramente m C F, e I*(F) C int(F). Seja q € Fel vizinhanca aberta de
g. Tomepe UNFep, €I"(p,U). Entdiop, € I"(F)e UNI*(F) # 0. Logog € I*(F) e
F C I*(F). Se q € int(F), podemos escolher U C F, e dado p € U, tome p_ € I-(p, L).
Entdop_ € F,ep € I"(F). Logo int(F) C I*(F) e I"(F) = int(F). Dessa forma

pedF o peF\int(F) & pel"(F\['(F) @ pcdl'(F). m

Estudaremos agora a fronteira de conjuntos futuros (e consequentemente de
conjuntos passados). Pela Proposi¢do 5.1.11 (ii), isto é o mesmo que considerar
conjuntos da forma JI*(S), para algum S C M. Note que, se F é um conjunto
futuro, como I*(F) = I*(F) e JF = oI*(F), podemos sempre assumir S fechado.

Teorema 5.1.12. Seja S € M.
(i) II*(S) é uma superficie topoldgica fechada e acronal.

(ii) Se p € JI*(S)\S e S é fechado, entdo existe uma geodésica y : [0,a) — M tipo-
luz, passado-dirigida, com y(0) = p e contida em JI*(S), que é passado-inextensivel ou
possui um ponto limite passado em S.

Demonstragdo. (i) Sejam p,q € JdI*(S). Se p < g, entdo para alguma vizinhanga
Udep p < g, Vp € U Mas UNI(S) = 0, entdo para algum p’ € I*(5),
p < q=qel*(S)NII*(S), o que é impossivel ja que [*(S) é aberto. Logo q ¢ I*(p)
e dI*(S) é acronal. Agora, em vista do Coroldrio 5.1.8, precisamos apenas mostrar
que borda(dI*(S)) = 0. Sejam p € JI*(S), p+ € [*(p), e @ qualquer curva tipo-tempo
futuro-dirigida de p_ até p,. Existe U vizinhanga de p tal que p- < p’ < p.,
VYp' € U. Mas UNI*S) # 0, e UN(M\I*(S) # 0, ja que p € dI*(S), logo pode-
mos escolher p; € UNT*(S) e p, € UN (M\IT(S)). Como p; € I'(S) e ps € I"(p1),

77



entdo p, € I'(S). Como I*(S) é um conjunto futuro, pela Proposi¢do 5.1.11 item
(i), M\I*(S) é um conjunto passado. Logo, como p_ € I (p,) e p» € M\I*(S), temos
p- € I"(M\I*(S)) € M\I*(S). Por continuidade, a deve intersectar dI*(S). Assim
p & borda(dI*(S)), e consequentemente JdI*(S) N borda(dI*(S)) = 0. Uma vez que

borda(dI*(S)) C JI*(S) = JI*(S), borda(dI*(S)) = 0.

(ii) Seja p € JdI*(S)\S. Tome uma sequéncia {p,}.en €m I*(S) com p, — p. Fixe uma
métrica Riemanniana completa arbitraria h em M, e seja {),},en Uma sequéncia de
curvas tipo-tempo passado-dirigidas tais que para cadan € N, y, : [0,1] — M,
com y,(0) = p, e yu(1) = g, € S. Podemos estender cada y, para o passado e
reparametrizar de maneira que {J,},en € uma sequéncia de curvas tipo-tempo,
passado-dirigidas, passado-inextensiveis 7, : [0, +00) — M parametrizadas por
h-comprimento de arco, com 7,(0) = p, e, para algum t, € [0, +00), V,(t,) = gy,
¥n € N. Como 7,(0) — p, pelo Teorema da Curva Limite, existe 7 : [0, +o0) — M
curva C°, causal, passado-dirigida e passado-inextensivel tal que 7(0) = p e uma
subsequéncia {7, }men de {7,}uen tal que 7, Ik — Jlk, h-uniformemente em cada
K C [0, +00) compacto. Daqui, temos duas possibilidades:

(1) {ts, }nen € limitada superiormente.

(2) {tn, }nen € ilimitada superiormente.

Em qualquer caso, podemos assumir que t,, — ty € [0, +o0]. Seja 0 < t < t;. Even-
tualmente, t,, > t, e como 7, é tipo-tempo, passado-dirigida, q,, = 7,,(t,,) <
Vn, (t). Dai 7, (t) € I'(S). Como 7,,(t) — 7(t), 7(t) € I*(S). Mas se 7(t) € I*(S),
como p € J*(y(t)), entdo p € I*(S), o que é impossivel ja que p € JdI*(S) e I*(S) é
aberto. Logo 7(t) € dI*(S). Se ty = 0, qu,, = V1, (tn,) = 7(0) = p. Isto implicap € S,
pois S é fechada, em contradi¢do com p € JI*(S)\S. Concluimos que fy € (0, +o0]
e 7([0, ty)) € JI*(S). No caso (1), ty < +c0, € qy,, = Vn,(tn,) = V(to) € S, novamente
porque S é fechada. Assim, 7 : [0,ty) — M possui um ponto limite passado em S.
No caso (2), 7 : [0, +00) — M é passado-inextensivel, e 7([0, +00)) C JI*(S). Final-
mente, como Vt,t" € [0, 1), com t < t', devemos ter J(t') < 7(t) mas J(t') <« y(t), ja
que JI*(S) é acronal, 7(|jo+,)) pode ser reparametrizada como uma geodésica tipo-
luz passado-dirigida em JI*(S) comecando em p, e a demonstragdo estd completa.
]

Observagio 5.1.13. Um subconjunto B C M tal que B = JF, com F conjunto passado
ou futuro, é dito ser uma fronteira acronal. O Teorema 5.1.12 mostra que fronteiras
acronais sao hipersuperficies topolégicas fechadas.

Considere, por exemplo, o disco fechado D = {(x,,0) € R} : x* + y* < 1}.
Sabemos que I*(D) é um conjunto futuro, e a sua fronteira é J*(D)\I*(D), que é uma
hipersuperficie topolégica fechada.

Observacao 5.1.14. Seja S € M um conjunto fechado. Pelo Teorema 5.1.12, para
cada ponto p € dI*(S)\S, existe uma geodésica tipo-luz futuro-dirigida y : (a,0] —
M com y(0) = p, —oco < a <0, tal que y((a, 0]) C dI*(S), e ou'’y é passado-inextensivel
ou possui um ponto limite passado em S. y pode ser estendida de uma tnica
maneira como geodésica tipo-luz futuro-inextensivel y : (a,b) - M com —oco < a <
0 <b <+ e y(0) = p, chamada de gerador de JI*(S) (passando por p). Note,
contudo, que y ndo precisa permanecer em JI*(S) para o futuro de p, conforme
ilustra a figura abaixo.
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Em verdade, a esse respeito, temos a seguinte Proposicao.

Proposicdo 5.1.15. Seja S € M um conjunto fechado, e y : (a,b) — M um gerador de
dI*(S), —c0 <a < b < +oo.

(i) Se para algum t € (a,b), y(t) & I (S), entdo y(t) € I*(S).

(ii) Sejam ty,so € (a,b) com ty < so e V([to,s0]) € II*(S). Se y(to) e y(so) sdo pon-
tos conjugados de y ou existe outro gerador B de JI*(S) que encontra y em y(sy), entdo
y(t) € I*(S), YVt > sy em (a, D).

Demonstragio. (i) Para algum p € JI*(S), existe t; € (a,b) tal que y(ty) = p. Temos
que, para s € (a,b), s < ty, y(s) € d[*(S). Se para algum t € (a,b), y(t) ¢ II*(S),

evidentemente t > t;. Mas se y(t) ¢ I7(S), entdo para algum aberto U contendo
y(t), U C M\m. Escolha g € U, y(t) < q. Assim p < ¢, e para alguma vizinhanca
Vdep = y(t), p’ < g, para todo p’ € V. Podemos escolher p; € V NI*(S), ja que
p € 9I*(S). Mas isto implicaria g € I*(S), uma contradi¢do. Portanto y(t) € I*(S), e
se y(t) ¢ dI*(S), s6 nos resta concluir que y(t) € I*(S).

(ii) Em qualquer um dos dois casos do enunciado, y(t)) < y(t) para t > sy, e se
tivéssemos y(t) € dI*(S), isso violaria a acronalidade de dI*(S). Por (i), y(t) € I*(S).
]

5.2 Hipersuperficies de Cauchy

Introduziremos agora a nog¢do de hipersuperficie de Cauchy, muito importante
no estudo dos espagos-tempos. Conforme veremos, apenas uma classe restrita de
espacos-tempos admitem hipersuperficie de Cauchy, os globalmente hiperbélicos.

Definicao 5.2.1. Um conjunto S € M é uma hipersuperficie de Cauchy se toda curva
tipo-tempo inextensivel intersecta S exatamente uma vez.

Em IR}, os hiperplanos Sy := {(x1,...,x,-1,k) € R" : x,...,x,-1 € R}, para cada k
real fixo, sdo hipersuperficies de Cauchy.

Proposicao 5.2.2. Qualquer hipersuperficie de Cauchy S € M é uma hipersuperficie
topoldgica, acronal e fechada. (Em particular, borda(S) = 0).

Demonstragido. Como curvas tipo-tempo inextensiveis ndo podem intersectar S
mais de uma vez, S é acronal. Seja p € S, e U uma vizinhanca de p. Escolha
p+ € I*(p, U) e y uma curva tipo-tempo, futuro-dirigida em U de p_ até p,. Seja .
uma curva tipo-tempo, futuro-dirigida e futuro-inextensivel comecando em p, e
B- uma curva tipo-tempo, futuro-dirigida e passado-inextensivel terminando em
p-. A curva f_ + ¥ + f; intersecta S uma vez, ja que é claramente tipo-tempo e
inextensivel. Se . intersecta S, entdo p estaria ou em I*(S) ou em I~ (S), violando
a acronalidade de S. Portanto y deve intersectar S, o que mostra que p ¢ borda(S).
Logo borda(S) = 0, e o resultado segue do Corolario 5.1.8. m

A reciproca ndo é verdadeira, como mostra o préximo exemplo.
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Exemplo 5.2.3. O hiperboléide N, = {(x,y,2) € R} : x¥* + y* = 2> -1, z > 0}

é uma hipersuperficie topolégica fechada. N, é também acronal. Para verificar
acronalidade, tome (xo, o, z9) € N,. Sabemos que

I*(x0, Yo, 20) = {(x, ¥,2) € R} : (x — x0)* + (¥ — yo)* — (z — 20)* < 0.
Dado (x, y,z) € N,, temos
(x—x0)* + (¥ — Yo)* — (2 —20)* = (@ + ¥* = 2%) + (xo” + Yo° — 20°) — 2(xX0 + YV — 220) =

= —2 — 2(xx0 + yyo — 220) = —=2(xx0 + yyo —zz0 + 1) 2 0,

porque a desigualdade de Cauchy-Schwarz garante que

xx0+yy0+1g \/x2+]/2+1 XQ2+]/02+1EZZQ.

No entanto, N, ndo é uma hipersuperficie de Cauchy, jd que a curva y : R —» R’
dada por y(t) = (cosh(t), 0, senh(t)) é tipo-tempo ({)’(t), V’(t»R? = —1), inextensivel,
e ndo intersecta N, pois (cosh(t))* + 0> — (senh(t))* = 1 # 1.

Proposicao 5.2.4. Seja C C M um conjunto fechado e o uma curva causal, passado-
dirigida e passado-inextensivel comegando em p € M. Suponha que o ndo intersecta C.

(i) Se py € I"(p, M\C), entdo existe uma curva tipo-tempo, passado-dirigida e passado-
inextensivel que comega em py e nio intersecta C.

(ii) Se o ndo pode ser reparametrizada como uma geodésica tipo-luz sem pontos conju-
gados, entdo existe uma curva tipo-tempo, passado-dirigida e passado-inextensivel que
comega em p e nio intersecta C.

Demonstragio. Observe que a parte (i) segue da parte (ii), de modo que basta
provarmos (ii). Fixe d : M X M — R qualquer métrica em M tal que a topologia
induzida por d coincida com a de M. Podemos escrever « : [a,b) — M e tomar
uma sequéncia crescente {s,},en em [a,b) de modo que s, — b e {a(sy)}en NdO
converge. Das hipéteses, segue que Im(a) ndo pode ser acronal, logo existe s € (a, b)
com a(s) <, a(@). Construiremos uma curva tipo-tempo, passado-dirigida § da
seguinte forma. Como a(s) <, ®(a) = p e, para algum n; € N, s,, > s, temos
a(Sp,) <yc P- Escolha qualquer curva tipo-tempo, passado-dirigida y : [0,1] —
M\C com y(0) = p, y(1) = a(s,,). Como C é fechado, existe U; vizinhanga de a(s,,)
tal que U; € M\C. Paraalgume; >0,1—€; > 0e y((1 —¢,1]) € U;. Escolha t; tal
quel—e; <t <led(alsy) y(t)) <1, edefina p; := p(t1). Assim, a(s,,) <y p1 €
podemos reparametrizar y|jo;; de modo a obter uma curva tipo-tempo, passado-
dirigida 1 : [0,1] — M\C de p até p;. Suponha agora que temos n; < ... <
em IN, pontos p = po,p1,...,pr € M\C tais que d(p;, a(sy,)) < %, Viell,...,k}, e
curvas tipo-tempo, passado-dirigidas f, ..., fr : [0,1] = M\C tais que B;(0) = pi-1,
Bi(1) =pi, Vi€ {1,...,k}, e assuma ainda que p; >, . a(s,), Vi € {1,...,k}. Note que
A(Se1) Kpye Pr- Escolha pryy € M\C tal que d(pra1, a(Sn,,)) < oo € Pk e Prel e
a(sy,+1), € escolha uma curva tipo-tempo, passado-dirigida fy.1 : [0,1] — M\C com
Bi+1(0) = pr € Pis1(1) = pis1. Defina nyyq := np + 1. Deste modo, temos definida
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indutivamente uma subsequéncia {s, }ien de {s,},en € uma sequéncia {f;}ien de
curvas tipo-tempo, passado-dirigidas B; : [0,1] = M\C com d(Bi(1), a(s,,)) < 1, Vi €
IN. Defina g : [0, +00) — M colocando (s) := Bsj+1(s—[s]), para qualquers € [0, +o0),
onde [s] é a parte inteira des. f§ é tipo-tempo, passado-dirigida e temos d(B(k), a(s,,))
= d(Br+1(0), a(sy,)) = d(Br(1), a(sy,)) < %, Yk € N, p(0) = p. A subsequéncia {s,, }ien
pode ser escolhida de modo que {a(s,,)}ien Nd0 converge, fazendo com que {B(i)}ien
também ndo convirja. Sendo assim,  é passado-inextensivel. m

Obviamente, temos também uma versdo temporalmente dual desta Proposigéo.

Teorema 5.2.5. Um subconjunto S C M é uma hipersuperficie de Cauchy se e somente se
S é acronal e toda curva causal inextensivel intersecta S.

Demonstracdo. (<) Imediato.

(=) E claro que nesta situagdo S é acronal. Suponha, por absurdo, que existe
uma curva causal e inextensivel y que nao intersecta S. Pela Proposi¢do 5.2.2, S
é fechada, e dado um ponto p em y, existe uma vizinhanga U de p disjunta de
S. Tome p, € I"(p, U). Da Proposicdo 5.2.4 item (i), existe uma curva tipo-tempo,
passado-dirigida e passado-inextensivel f_ : [0,b) — M\C com _(0) = p,. Tome
€ > 0 tal que B_([0,€]) € U. Pela versdo temporalmente dual da Proposigdo 5.2.4
item (i), existe uma curva tipo-tempo, futuro-dirigida e futuro-inextensivel g, :
[0,a) — M\C com B,(0) = f_(€). Portanto, reparametrizando convenientemente
B- liey +P+ obtemos uma curva f tipo-tempo, futuro-dirigida e inextensivel que
ndo intersecta S, em contradi¢do com a hip6tese sobre S. m

Para o préximo resultado, vamos precisar de dois Lemas.

Lema 5.2.6. Para qualquer curva integral o : [0,b) — M, b < +00, de um campo vetorial
suave X : M — TM, as sequintes afirmagcoes sio equivalentes:

(a) Je > 0 e uma curva integral a : [0,b + €) — M de X tal que a |jo) = av.

(b) a é extensivel.

(c) AK € M compacto tal que Im(a) C K.

(d) At} nen sequéncia em [0, b) com t, — b tal que {a(t,)}nen converge.

Demonstragio. As implica¢des (a) = (b) = (c) = (d) sdo imediatas para qualquer
curva continua.
(d) = (a). Sejag € M tal que a(t,) = g,e F : UX(=0,0) — M um fluxo local de X em
q. Existe np € N tal que a(t,) € U,et, >b—06,Yn € IN,n > ny. Definae :=t,,+6-0b
ea:[0,b+¢€) — Mpor

a(t) = a(t), se0<t<ty,
| F(a(ty), t —ty,), set, <t<b+e

Assim, a é continua, e claramente uma curva integral de X que estende a. ®

Lema 5.2.7. Seja X : M — TM um campo vetorial suave em M.

(a) Seja F : U X (—€,€) = M o fluxo local de X, e seja p € U. Se existe uma sequéncia
{tulnen em (—€,€)\{0} com t, — O tal que F(p, t,) = p, Yn € N, entdo X(p) = 0.
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(b) Se uma curva integral a : [0,400) — M de X é extensivel com ponto limite p,
entdo X(p) = 0.

Demonstragio. (a) Seja (V, ¢) um sistema de coordenadas em p. Pela continuidade
de F, existe Uy € U vizinhancadepe 0 < 6 <€, tal que F(Up X (=6,6)) C V. A curva
a:(=6,6) —» M dada por a(t) = F(p, t) é uma curva integral de X, com a(0) = p. Em
particular, X(p) = a’(0). Se (¢ o a)’(0) # 0, existe 6 > &’ > 0 tal que

(Pea)t) =)

O<l|t|<d = ;

Mas eventualmente 0 < |t,| < ¢/, e

(@oa)tn) =) _ (@oB)p.t)—Plp) _ ¢p)—¢p) _
t t t

uma contradi¢do. Portanto (¢ o a)’(0) = 0= a’(0) = 0 = X(p) = 0.

(b) Suponha X(p) # 0, e seja F : Uy X (—€,€) = M um fluxo local de X em p. Por (a),

existe 0 < a < eparaoqual F(p,t) # p, Vt € [-a,a]. Assim, existem vizinhangas U, V

de p e F(p,a) = F,(p) # p, respectivamente, tais que U NV = (. Pela continuidade

da aplicagdo F, : Uy — M, F,(x) = F(x,a), existe U’ C U vizinhanga de p para a qual

F,(U') € V. Como a : [0, +00) — M é extensivel e p é ponto limite de «, para algum

to € [0, +00), temos a(t) € U’, Vt > t,. Considere a curva 5 : (—€,€) = M, dada por

B(t) = F(a(ty), t). Pela unicidade das curvas integrais, devemos ter (f) = a(t + t;),

Vt € (—€,€). Mas p(a) = F(a(ty),a) = Fau(a(ty)) € V,etambém (a) = a(ty+a) e U’ C U
,jd que a > 0 e portanto ty + a > ty, contrariando UNV = 0. m

0,

Teorema 5.2.8. Seja S C M uma hipersuperficie de Cauchy.
(a) S é conexa.

(b) Se T € M ¢é hipersuperficie de Cauchy, entido T é homeomorfa a S.

Demonstragio. Seja X : M — TM qualquer campo vetorial suave, tipo-tempo e
futuro-dirigido, e F : RC M XIR — M o seu fluxo, onde R = {(p,t) e MXR : t € L},
e [, é o dominio da curva integral maximal de X comecando em p. R é aberto em
M X R, e F é uma aplicagdo suave, com M X {0} C R. Assim, para todo p € M,

ocp:Ip—>M

t F(p,t)

é a curva integral maximal com «a,(0) = F(p,0) = p. Escreva I, = (a,b), com
—00 <a <0 <b < +o0. a, é uma curva tipo-tempo e futuro-dirigida. Mostraremos
que B = aylop € futuro-inextensivel. Do contrério, se b < +oo, pelo Lema 5.2.6,
existe € > 0 e a : [0,b +€) — M curva integral de X tal que «a | = B, 0 que
violaria a maximalidade de a,. Se, por outro lado, f = +oo, entdo o Lema 5.2.7,
item (ii), implicaria que X(p) = 0, onde p é o eventual ponto limite futuro de 5, o
que contradiz X ser tipo-tempo. Analogamente, y = a,|(,0; € passado-inextensivel.
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Concluimos que ¢, é inextensivel, Yp € M. Portanto existe um tnico ¢, € I, tal que
a,(ty) € S,ja que S é hipersuperticie de Cauchy. Defina

ps:M—>S

p = ay(ty).

Sep € S, entdo a,(0) = p € S,logo t, = 0 e ps(p) = p. Portanto psls = Id | 5. Em
particular, ps é sobrejetiva.

Afirmagdo. ps é aberta e continua.

De fato, seja Rs := RN (S X R). Rs é aberto em S X R na topologia produto, S
com a topologia induzida de M. Fs := Flg, é continua. Agora, seja (p,t) € Rs,
e q = Fs(p,t) = F(p,t). Temos ps(F(p,t)) = a,(t,) = F(q,t;). Mas a,(0) = a,(t) =
L =t+1,ea)s) =ayt+s), ¥sel, ouF(q,s) =F(p,t+s), Vs € I,. Em particular,
F(g,t;) = F(p,t +t;),ecomop €S, t +t, = 0. Portanto:

PS(PS(pI t)) = F(‘]r —t) = F(Pz t— t) =p= T((P, t)/ (5-1)

onde m : SXIR — S é a projecdo canodnica. Se (p,t), (p',t') € Rs, entdo Fs(p,t) =
Fs(p',t') = psoFs(p, t) = psoFs(p’,t')=p =p’. DaiF(p,t) = F(p,t') = a,(t) = a,(t') =
r=>I, =t+Leals)=ayt+s),Vsel,. Masentdo [, =t + I, e a,(s) = a,(t' +59),
Vsel, = al(-t)=a(-t)=p=a,t —t). Comop € SeS éacronal, t = 1.
Mostramos assim que Fs é injetiva. Agora, Rs é uma subvariedade topolégica
n-dimensional de M X IR. Pela Invaridncia de Dominio, Fs(Rs) é aberto em M e
Fs : Rs — Fs(Rs) é um homeomorfismo. Mas note que dado p € M, devemos ter
Fs(ay(ty), —t,) = F(F(p, t,),—t,) = p. Logo p € Fs(Rs). Assim, Fs(Rs) = M, isto é, Fs
é sobrejetiva. Pela equagéo 5.1, temos ps = 7 o Fs™', e em particular (ja que 7 é
aberta) ps é aberta e continua, conforme afirmado.

(@) Como ps : M — S acima definida é continua e sobrejetiva, e M é conexa,
S = ps(M) é conexa.

(b) Se T € M é outra hipersuperficie de Cauchy, pslr : T — Se prls : S — T sédo
continuas e claramente inversas uma da outra, portanto S e T sio homeomorfas. m

Definicao 5.2.9. Um subconjunto A C M é dito ser acausal se Vp,q € A, ndo existe
curva causal de p até q.

Observacgdo 5.2.10. Vimos (Proposi¢do 5.2.2) que toda hipersuperficie de Cauchy
S é uma hipersuperficie topoldgica, fechada e acronal (em particular borda(S) = 0),
e também que a reciproca ndo é verdadeira (Exemplo 5.2.3). Acausalidade, no
entanto, é uma hipétese estritamente mais forte do que acronalidade. O conjunto
S = {(x,x) : x € R} € R? ndo ¢ acausal, pois ele proprio é a imagem de uma curva
tipo-luz inextensivel, mas é acronal; dado (xo, xp) em S,

I* (%o, %0) = {(x, y) € R} : (x = x0)* = (¥ — x0)* < 0},
o que evidentemente exclui todos os pontos de S.

Definigao 5.2.11. Uma hipersuperficie topoldgica fechada e acausal S € M é dita ser uma
hipersuperficie de Cauchy parcial.
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Observacao 5.2.12. Note que uma hipersuperficie de Cauchy S € M em geral ndo é
uma hipersuperficie de Cauchy parcial, a menos que S seja também acausal. Este é
o caso em grande parte dos exemplos. De fato, R. Geroch mostrou em [Geroch] que
um espago-tempo M admite uma hipersuperficie de Cauchy se, e somente se, M
é globalmente hiperbo6lico?, e no caso afirmativo, M admite necessariamente uma
hipersuperficie de Cauchy acausal. Portanto, pensar apenas em hipersuperficies
de Cauchy acausais ndo implica perda de generalidade em espagos-tempos glob-
almente hiperbdlico.

A existéncia de uma hipersuperficie de Cauchy é uma hipétese global bastante
restritiva sobre o espago-tempo em questdo. Conforme observado previamente,
ela implica em hiperbolicidade global. Apesar de a prova fornecida por Geroch
estar além do escopo deste trabalho, iremos ilustrar alguns de seus aspectos através
de dois exemplos simples.

Exemplo 5.2.13. Tome novamente M = IR% e considere S = {(x,0) : x € R}. Dado
qualquer p = (xo, Yo) € R3, seja y : (a,b) — IR} uma curva tipo-tempo e inextensivel
com y(0) = p. Mostraremos que y necessariamente intersecta S, que é portanto uma
hipersuperficie de Cauchy. Temos ¢()'(£),7’(t)) = X (1)*> = y'(#)> < 0 = y'(t)*> > 0.
Logo y'(t) >0,V t € (a,b),ouy(t) <0,V t € (ab). Tome, por exemplo, o primeiro
caso, no qual y é futuro-dirigida. Entaoy : (4,b) = R é um difeomorfismo sobre sua
imagem, que é aberta. Como y(a, b) é um intervalo, se tivéssemos y(a, b) # R, y(a, b)
seria limitado superior ou inferiormente. Suponha que o fosse superiormente.
Entdo, existiria c € R para o qual y(t) <c, Vt € (a,b). Seja y; = suply(t) : t € (a,b)}.
Temos lim;_,;- y(t) = y1, j& que y é crescente.

Voltando ao nosso exemplo, fixe t; € (a,b). Entdo, para qualquer t € (a,b), t > t,,
o lema anterior fornece

(x(£) — x(t0))* — (y(t) — y(to))* < 0.

Em particular, se y(ty) = 0, entdo y(t) # 0, Vt # ty, logo S é acronal. Tome qualquer
sequéncia {tr}ren €m (a,b) com t, — b. Temos y(tx) — yi1, logo devemos ter, pelo

lema,
2 kk —+oo

0 < (x(t) = x(te))* < (y(t) — y(te) 0.
Este argumento mostra que {x(fc)}ken € uma sequéncia de Cauchy, portanto
uma sequéncia convergente. Seja {si}ren qualquer outra sequéncia em (a,b) com
sy — b. Novamente, {x(s¢)}ren precisa ser de Cauchy. Logo x(t) — x1 e x(sx) — x1.

Contudo, y(sx) = y1,logo 0 < (x(t) — x(s¢))* < (y(t) — y(sk))? 2. Logo x1 = x7.
Concluindo, lim;_,,- x(t) = x1 = lim;_,;- Y(t) = (x1, y1), contrariando o fato de que y
ndo tem pontos limites. Portanto y(a,b) = R e, em particular, para algum ¢, € (a,b)
vale y(tp) = 0, o que implica y(tp) € S. Assim, S é hipersuperficie de Cauchy em
IR?, e esse espaco-tempo é globalmente hiperbélico. Esse exemplo generaliza-se
facilmente para estabelecer que IR/ é globalmente hiperbdlico.

Exemplo 5.2.14. Outro exemplo que vamos agora analisar mostra que hipersu-
perficies de Cauchy sdo um conceito estritamente global, e muito sutil. Tomando

2Um dos sentidos desta equivaléncia serd visto adiante (Corolério 5.3.10).
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M = ]R%\{(O, 0)} e g a métrica usual de ]Rf, o espago-tempo (M, g) é localmente
isométrico a IR3, e a diferenga entre os dois é nada mais que um ponto. Agora,
porém, nenhum subconjunto de M pode ser uma hipersuperficie de Cauchy. Para
mostrar isto, considere o conjunto C = {(x,y) € R} : x> — > < 0}. Claramente
C € M, e C pode ser decomposto numa unido disjunta C = C, U C_, onde
Co={x,y) e RI:y>xfeC. ={xy) € RI:y < —x]}. Seja (x_,y-) € C_e
(xs,v+) € Ci. Temos v, > x4 2 0=y, >0,ey- < —[x] £0 = y_ < 0. Escolha
qualquer 0 < yo < min{y, — |x.|, ly-| — [x_[}, e considere as curvas y; : [0,1] = M,
parai=1,2,3,4, dadas por

ri®) = (1 =5, y-) +H0,~yo) y2(t) = (1 = (0, ~y0) + t(%,o)
ya(f) = (1 - t)(%, 0) + £(0, yo) ya(t) = (1= (0, yo) + t(xs, v

Derivando, obtemos y1'(t) = (—x_, —y- — yo), 72'(t) = (5, o), 3’ () = (=%, vo),
ya' () = (e, Y = o).
g, i) =4 —y* <0, parai=2,3.
8O/ ) =12 = (Yo = ly-1)*
§a', y4') = % = (y+ — yo)*.

Mas yo < |y-| = Ix_| = Ix_| < ly-| —yo = x> < (ly-| = yo)%, e Yo < ¥+ — xs| =
Ixil < ¥+ — Yo = 2% < (y+ — Yo)*>. Assim, todas as curvas sdo tipo-tempo, e a
curva y = Y1 + )2 + y3 + )4 obtida por justaposi¢do é também tipo-tempo em M,
e conecta (x_,y-) a (x4, y+). Portanto, nenhum conjunto acronal S € M pode in-
tersectar simultaneamente C_ e C.. Digamos que S ndo intersecta C,. A curva
B+ : (0, +00) = M, B.(t) = (0,t) é tipo-tempo, inextensivel e Im(B,) € C,, portanto
B+ ndo intersecta S. Similarmente, se S ndo intersecta C_, a curva ff_ : (—o0,0) — M,
B-(t) = (0, 1) é tipo-tempo, inextensivel e Im(B_) € C_, logo ndo intersecta S. De um
modo ou de outro, mostramos que para qualquer subconjunto acronal S € M, S
ndo é hipersuperficie de Cauchy. Portanto nao existe uma tal.

5.3 Dominios de Dependéncia

Definigao 5.3.1. Seja A € M acronal. O dominio de dependéncia futuro ou desen-
volvimento de Cauchy futuro de A é o conjunto

D*(A) ={peM : toda curva causal e passado-inextensivel
a:[a,b) = M com a(a) = p intersecta A.}

O dominio de dependéncia passado ou desenvolvimento de Cauchy passado é
definido de maneira temporalmente dual. Finalmente, o dominio de dependéncia (total)
ou simplesmente desenvolvimento de Cauchy de A é D(A) := D*(A) U D™(A).

Proposi¢ao 5.3.2. Um subconjunto acronal S C M é uma hipersuperficie de Cauchy se, e
somente se, D(S) = M.
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Demonstragio. (=) Sejap € M\D~(S), e« uma curva causal e passado-inextensivel
comegando em p. Seja f uma curva causal futuro-inextensivel que ndo intersecta
S comecgando em p (que existe porque p ¢ D(S)). Entdo a + 8, convenientemente
reparametrizada, é uma curva causal inextensivel, que deve portanto intersectar
S. Como ela ndo o faz via 8, a deve intersectar S. Assim, p € D*(S).

(&) Trivial. m

Proposicao 5.3.3. Seja A C M um conjunto acronal. Entdo,
(i) D*(A) N IF(A) = 0.

(i) D*(A) N D~ (A) = A.

(iii) D*(A)\A = D(A) N [*(A).

Demonstragdo. (i)p € D*(A)NI"(A) = dg € Atal quep < q. Como D*(A) C J*(A),
dr € A com r < p, violando a acronalidade de A. A prova de que D"(A)NI*(A) =10
é andloga.

(ii) Se p € D*(A) N D~(A), seja a : (a,b) — M uma curva causal, futuro-dirigida e
inextensivel tal que para algum a < t; < b, a(ty) = p. O segmento aly, ;) € futuro-
inextensivel e intersecta A em algum t; < t; < b. De maneira similar, a deve
intersectar A para alguma < t, < ty,ja que p € D*(A). Mas A é acronal, logo deve-
mos ter t; = ty = t,. Em particular, p € A. A afirmagdo de que A C D*(A)ND~(A) é
evidente, pela definicao.

(iii) D(A) N I*(A) = (D*(A) U D~(A)) N I*(A) = (D*(A) N I*(A)) U (D (A) N I*(A))
= (D*A)NI(A)UD =D"(A)NI(A) = (D"(A\A) UA) N IT(A) = (DT(A)N\AN
I"(A)) UANTIT(A)). Mas ANT*(A) =0, ja que A é acronal, e D*(A)\A CI"(A),eo0
resultado segue. m

Exemplo 5.3.4. Se A C M é acronal, é claro que A € D*(A), mas é possivel que
D*(A) € A também. Por exemplo, considere M = R} e A = {(x,0,0) : x € R}. Tome
(X0, Yo, 20) € M\A. Se yp # 0, tome y : R = R3, com p(t) = (xo, Yo, zo + t). Assim y é
inextensivel, y’(t) = (0,0,1) e ()'(t), ' (t))r: = —1, logo y € tipo-tempo. Além disso,
como Yo # 0, ¥ nunca intersecta A.

. (X0, Yo, 20) & D(A). Se yo = 0, definimos  : R — RR? por

t
(#) = {(xo/ %COS(%), |zolt), se —1<t<1

(x0, O, |zolt), set>1lout<-1

Como (xo, Yo,20) ¢ A, zo # 0. Assim, (f'(t), ﬁ’(t))]R% =—z2 + % <0,para-1<t<1,
e (B'(t), B (t)ws = —zp? < 0, para || > 1. Portanto B é tipo-tempo, inextensivel e ndo
intersecta A. Novamente, concluimos que (xy, 0,z9) ¢ D(A), e entdo D(A) = A.

Outro exemplo do mesmo fendmeno pode ser construido considerando M = RR3
eA={(x0) e€R}:xe Q) Dadop = (xo, %) € RI\A, se yo = 0, entdo xy € R\Q.
Defina a : R = R} como a(t) = (xo,t). a é inextensivel, tipo-tempo, passa por p
e evita A, ja que (xp,0) ¢ A. Se yp # 0, escolha 0 < € < |yl ea € (xo —€,x + €)
irracional. Defina f: R — ]R% pondo S(t) = (1 = t)(a, 0) + t(xo, yo). Dai (f'(t), ﬁ'(t))]R%
= (xo — 4)* - Yo*> < €2 — yy* < 0, e novamente f é tipo-tempo, inextensivel e ndo
intersecta A, logo (xo, yo) ¢ D(A). .. D(A) = A.
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Os dois exemplos anteriores sdo na verdade instancias de um fenémeno geral.
Mais precisamente, vale a seguinte proposicao.

Proposicdo 5.3.5. Seja A C M acronal.

Q) borda(A) é um conjunto fechado (acronal). Em particular, A C borda(A) < borda(A) =
A.

(ii) Se p € borda(A), entiio D*(A) NI*(p) =0 e D~(A) N I"(p) = 0.

(iii) borda(A) = A = A = D(A).

Demonstragio. (i) Seja {xr}ren uma sequéncia de pontos em borda(A). Assuma que
Xr — Xo. Seja U uma vizinhanga aberta de x(, e escolha x. € I*(xy, U). Como
X0 € O = I'(x_,U) N I"(x;,U) e este ultimo é aberto, eventualmente x; € O.
Mas entdo, como x; € borda(A), existe uma curva tipo-tempo a; de, digamos,
X € I‘(xk, O) até x™ € I"(x, O) que evita A. Seja fr uma curva tipo-tempo em U
de x* a x,, e yx uma curva tipo- tempo em U de x_ ax;~. Se fr ou yx intersectassem
A, isto violaria a acronalidade de A, ja que x; € A. Portanto a curva tipo-tempo
Vi +ar+pPrvaide x_ ax; em U endo cruza A. Assim x, € borda(A), pois claramente

X0 € A.

(ii) Seja p € borda(A), e suponha que tenhamos q € D"(A) N I*(p). Podemos es-
colher p. € I*(p,I7(9)) e a curva tipo-tempo de p_ a p, evitando A. Sejam a, curva
tipo-tempo de p, para g e a_ curva tipo-tempo, passado-inextensivel saindo de p_.
Se o, intersectassem A, isso violaria a acronalidade de A, poisp € A. Masa_+a+a,
tem que intersectar A, ja que g € D" (A), e portanto « intersecta A, uma contradicao.
Logo D*(A) NI*(p) = 0. Analogamente, provamos que D™ (A) NI~ (p) =

(iii) Dado p € D(A), digamos p € D*(A), se p ¢ A, entdo, pela proposigdo 5.3.3
item (iii), em particular p € I*(A). Dai, para algum q € A, p € I'(9). Mas como
A = borda(A), por (i), A C borda(A), e aip € I*(q) N D*(A), o que contradiz (ii), pois
q € borda(A). Concluimos que p € A. Caso em que p € D™(A) é andlogo. m

O item (iii) da proposicdo acima diz essencialmente que se D(A) # A, entdo
A\borda(A) # (0. Em particular, o caso de interesse é quando A N borda(A) = 0, ou
seja, quando A é uma hipersuperficie topoldgica.

Corolario. Seja A C M acronal, p € D*(A). Entdo I"(p) NI"(A) S D*(A)el " (p)NAé
uma hipersuperficie topolégica.

Demonstragido. Seja S = I"(p) N A. Como S € A, S é acronal. Suponha que
g € borda(S) N S, e seja U vizinhanga aberta de q. Tome uma curva a tipo-tempo,
del (g, U')al*(q,U)evitando S, onde U’ = U NI (p), que também contém 4. Se a
intersectasse A em um ponto r, digamos, terfamos r < p,eentdaor € I"(p)) NA =S,
uma contradicdo. Logo a evita A, o que prova que g € borda(A), pois g € S C A,
ja que S € A. Pela Proposicdo 5.3.5 item (i), D*(A) N I*(g) = 0. No entanto
p € D*(A) N I"(g), uma contradi¢do. Logo borda(S) NS = 0, e S é hipersuperficie
topologica. m
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Proposicao 5.3.6. (Regressio) Seja A € M um conjunto acronal, e a : [0,b) — M uma
curva causal, passado-dirigida com a(0) € D*(A). Separaalgum 0 <s < b, a(s) ¢ D*(A),
entdo existe 0 < sy < s tal que a(s) € A.

Demonstragdo. Seja B : [s,a) — M qualquer curva causal, passado-inextensivel
com f3(s) = a(s). A curvay :[0,a) - M dada por

(t) = {a(t), se0<t<s

p(t), ses<t<a

é passado-inextensivel e comeca em a(0) € D*(A), portanto precisa intersectar A.
Como a(s) ¢ D*(A), podemos escolher f5 tal que Im(f) ndo intersecta A. Concluimos
que o trecho a|jp intersecta A, e o resultado segue. m

Proposigdo 5.3.7. Se A C M é acronal e p € int(D(A)), entdo toda curva C°, causal e
inextenstvel passando por p intersecta I*(A) e I (A).

Demonstragio. Fixe uma métrica d em M compativel com a topologia de M.
Podemos supor que p € D*(A). Seja a : [0,b) — M uma curva causal, passado-
inextensivel com a(0) = p. Como « é passado-inextensivel, existe uma sequéncia
crescente de parametros {s,},en em [0, D), convergindo para b, tal que nenhuma
subsequéncia de {a(s,)}.en converge. Iremos construir indutivamente uma curva
tipo-tempo, f, da seguinte maneira. Seja U uma vizinhanca de p com U C D(A).
Tome p, € I*(p, U). Como a(s1) < p < p., existe p; € M tal que a(s1) < p1 < p4,
d(p1,a(s1)) < 1. Assumindo agora que temos uma sequéncia po, p1, . . ., px de pontos
em M tais que py = p4, a(sk) < pr, pi < pi-1,d(pi, asi)) < %, VYie{l,...,k},novamente
temos a(si+1) < a(sk) < pr, logo podemos escolher pi 1 € M com a(Sg+1) < Pre1 <K Pr,s
e d(a(Sk+1), Prs1) < ﬁ Seja p : [0,+00) — M uma curva tipo-tempo, passado-
dirigida tal que cada segmento ;1,1 € tipo-tempo, passado-dirigido ligando p;_
ap, Yi € N. Como B(k) = pr, Yk € IN e {prlren ndo pode convergir, ja que
{a(sy)lnen Ndo converge, f é passado-inextensivel. Como S(0) = p. € D*(A), p
precisa intersectar A, isto é, existe t, € (0, +00) tal que S(ty) € A. Mas f é tipo-tempo
e A acronal, logo S(t) € I"(A), Vt > t,. Para n > t), temos por construcgdo a(s,) <
B(n) < B(to), logo a(s,) € I"(A). Além disso, se p € D*(A)\A, pela proposicdo 5.3.3
item (iii), p € I*(A), logo qualquer curva causal futuro-inextensivel comecando
em p intersecta I*(A), trivialmente. Uma versdo temporalmente dual desta prova
mostra que sep € D™(A), qualquer curva causal futuro-inextensivel intersecta I*(A),
esep € D(A)\A, p € I'(A) e assim qualquer curva causal passado-inextensivel
comecando em p intersecta I~ (A), novamente de maneira trivial. Finalmente, se
p € A, pela proposicdo 5.3.3 item (ii), p € D*(A) N D~ (A), e a andlise anterior mostra
que o resultado vale também neste caso. B

Observacao 5.3.8. O resultado anterior ndo precisa valer para p € D(A)\int(D(A)).
Considere M = R? e

A={(x,y) eRS: xe(-1,1), y=0parax € (-1,0], y=-xparax € (0,1)}.

Seja a : [a,b] — ]R%, a(t) = (x(t), y(t)) qualquer curva tipo-tempo, futuro-dirigida
com a(a) € A. Entdo —1 < x(a) < 1, e temos dois casos:
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(i) y(a) = 0e -1 < x(a) < 0. Como y'(t) > 0 (pois a é futuro-dirigida), y(t) > 0 =
a(t) ¢ A, para todo t > a.

(ii) 0 < x(a) < 1 e y(a) = —x(a). Observamos que x'(t) — y'(t) < 0, Vt € (a,b]. Temos
(x(t) - x(@))? = (y(t) - y(@))* < 0, o que implica |x(t) - x(@)] < ly(t) - y(@)| = y(t) - y(@),
pois y'(t) > 0, e assim x(a) — x(t) < y(t) — y(a) = y(t) + x(t) > 0, de modo que
(x(t), y(t)) ¢ A novamente. Concluimos que a(t) ¢ A, Vt € (a,b], logo A é acronal.
D*(A),I*(A) sdo como na figura anterior, e vemos que a curva f3 : [0, +o0) — ]R%,
B(t) = (—t,—t) é uma geodésica tipo-luz, passado-inextensivel que ndo intersecta
I7(A), apesar de comecar em (0, 0) ¢ int(D(A)).

Chegamos ao resultado mais importante desta segao.

Teorema 5.3.9. Se A C M é acronal, entdo int(D(A)) é globalmente hiperbdlico.

Demonstragdo. Dividiremos a demonstracdo em uma série de afirmacgoes.
Afirmagdo 1. A condic¢do de causalidade vale em todo p € D(A).

Seja p € D(A), e suponha que exista uma curva «a : [0,1] — M causal, futuro-
dirigida com a(0) = a(1) = p. Defina f : (=00, +00) — M por (t) = a(t — [t]), onde [t]
denota a parte inteira de t.  é causal e futuro-dirigida. Como a é ndo-constante,
existe ty € (0, 1) para o qual a(t) # p. Consideramos a sequéncia

; n+ty, semnépar;
n — s
n, se n é impar.

Entdo, t, — +o0, mas

p, se n € impar,

B(t,) = {oc(to), se n é par;

e portanto f(t,) ndo converge. Similarmente, a sequéncia

-n+ty, senépar;
Sn = L
-n, se n é impar,

tende a —c0, mas f(s,) = B(t,), Yn € N, logo B(s,) ndo converge. Assim, 5 é in-
extensivel, e precisa intersectar A ja que p € D(A). Digamos que ela o faca em
B(so) = q € A. Por construcdo, f(sy + n) = g, Y¥n € N. Dado qualquer v € T,M
ndo-nulo, seja | o tnico campo de Jacobi sobre fis, s,+1] com J(sg) = 0 e J'(sp) = .
Assim, | é ndo-nulo (por unicidade) mas J(sy) = J(so + d) = 0, ou seja, sp e sp + d
sdo pontos conjugados. Como a imagem destes por f é g, temos g < g, violando
acronalidade de A.

Afirmagdo 2. A condigdo de causalidade forte vale em int(D(A)).

Suponha que a causalidade forte falha em p € int(D(A)). Entdo existe uma
vizinhanga U de p (podemos assumir U C int(D(A))) e uma sequéncia {y, : [0,1] —
M},en de curvas causais e passado-dirigidas com y,(0),y.(1) — p, e tais que

Im(y,) € U, ¥n € IN. Podemos assumir, pela convergéncia, que y,(0),y.(1) € U,
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¥n € IN. Fixe uma métrica Riemanniana completa 1 em M, e seja {7,},en uma
sequéncia de curvas passado-inextensiveis 7, : [0, +o0) — M extendendo as y,’s
e parametrizadas por h-comprimento de arco. Podemos entdo assumir que existe
uma sequéncia {s,},en em (0, +o0) tal que 7,(0) = ,(0) — p e P.(sn) = yu(1) = p.
Pelo Lema da Curva Limite, existe uma curva C°, causal e passado-inextensivel
y 1 [0, +00) — M tal que y(0) = p e uma subsequéncia {7, }nen tal que 7, [k = Vlk,
h-uniformemente, em cada compacto K C [0, +c0). Agora, se {s,,}men € limi-
tada superiormente, podemos assumir que sy, LnaEaN Sop € (0,+00). Neste caso,
Vi S1,,) LOnALAN y(s0), logo y(0) = y(sp) = p, violando causalidade em D(A). Por-

tanto {s,, }men precisa ser ilimitada. Neste caso, assumimos que s,, 2P oo
Como y é passado-inextensivel, pela proposicdo 5.3.7 ela precisa intersectar I (A)
em, digamos, g = y(ty). Assim, para algum r € A, g < r < p. Considere agora
as curvas f3,, : [0,1] — M dadas por B,,(t) = ym(1 —t), Vm € IN. Estas sdo curvas
causais e futuro-dirigidas. Existe N € IN tal que s,,, > ty, Vm > N. Assim, Ym > N,
existe t,, € (0,1) para o qual ﬁm(fm) = V(1 =tn) = Pu(to) = q. Seja B : [0, +00) > M
extensdo causal, futuro-inextensivel de f,,, parametrizada por h-comprimento de
arco, para cada m > N. Temos que $,(0) = B,,(0) = y,(1) — p, e para alguma
sequéncia {t,}men em [0, +00), Bm(tm) = Bu(tm) = Pm(to) = g. Novamente pelo
Lema da Curva Limite, existe uma curva limite C°, causal e futuro-inextensivel
B : [0,+00) = M tal que B(0) = p e uma subsequéncia {f,, ken de {Bn}men para a

k—+o0

qual Bklc —— flc h-uniformemente para cada compacto C C [0, +0). Se {ti}en
é limitada superiormente, podemos assumir #, — a para algum a € (0,+0), e
daf fi(ty) — Ba) = g, logop < g < p = p < p, violando causalidade em D(A).
Portanto {t}ren Ndo pode ser limitada superiormente, e assumimos agora que

tr fores, +00, sem perda de generalidade. Como f é futuro-inextensivel, precisa
intersectar I*(A) em algum ponto, que denotamos g° = f(b). Assim, existe 1’ € A,
' < ¢'. Finalmente, Bx(b) — ¢’ e fi(ty) — g, logo para k grande o suficiente, t; > b
e < Bi(b) < Bi(tk) < r, violando a acronalidade de A. Esta contradicdo final
estabelece a afirmacao 2.

Afirmagdo 3. Se p, q € int(D(A)) e p < g, entdo J*(p) N ] (q) C int(D(A)).

Como p,q € int(D(A)), podemos escolher p_- < pe g < g4, com p_, g, € D(A).
Temos assim [*(p) N J7(q) € I"(pi) NI (q+) = T, e como este tltimo conjunto é
aberto, se T € D(A) entdo T C int(D(A)), e a afirmacédo segue. Considere, portanto,
x € T\D(A). Seja f.(B-) uma curva causal futuro(passado)-inextensivel comecando
em x ndo intersectando A. Seja a.(a-) uma curva tipo-tempo futuro(passado)-
dirigida de g.(p-) até x. Se p_- € D*(A), entdo ja que p- < g4, g+ € D*(A)
também. Logo a, + p_ precisa intersectar A. .. a, intersecta A. Mas entdo
x € I'(A) = p- € I'(A) N D*(A), o que é impossivel, pela Proposi¢do 5.3.3 item
(i). Logo p- € D7(A). Analogamente podemos mostrar que g, € D*(A). Mas ai
a; + - e a_ + B, precisam intersectar A, de modo que a, e a_ ambas intersectam
A, violando a acronalidade de A. Portanto T C D(A).

Afirmagio 4. Se p, q € int(D(A)) e p < g, entdo J*(p) N J~(g) é compacto.

Seja {x,}nen uma sequéncia em J*(p) N J7(q). Seja a, : [0, +00) — M, para cada
n € IN, uma sequéncia de curvas causais futuro-inextensiveis parametrizadas por
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h-comprimento de arco tais que para certas sequéncias {s,},en, {51 }nen €m [0, +00),
Sy < 5y, tem-se a,(0) = p, au(s,) = x, € a,(5,) = g, Vn € IN. Considere também
{Brlnen com B, : [0, +00) — M, sequéncia de curvas causais passado-inextensiveis
parametrizadas por h-comprimento de arco tais que, para sequéncias {a,}.eN €
{@n}nen em [0, +00), a, < b,, tem-se B,(0) = g, Bn(a,) = x, € Bu(@,) = p, ¥n € IN. Pelo
Lema da Curva Limite, existem curvas C° causais, a, : [0,+00) — M, que sdo
curvas limite de {a,},en € {Br)nen, Tespectivamente, com «a futuro-inextensivel e
passado-inextensivel, juntamente com subsequéncias {ay,, }men € {Bn, Jmen tais que

m——+oo

m—+0o :
A, [k — alk e Bu, [k — Plx h-uniformemente em cada compacto K C [0, +00).
Suponha agora que {s,,, }meN € {44, }men s30 ambas ilimitadas superiormente. Neste

caso, podemos supor como sempre a,,, Sy, 22 400, Da proposicao 5.3.7, segue
que para certos valores sy, a9 € [0, +00), devemos ter a(sg) € I*(A) e B(ap) € I"(A).

Como a;,,(so) 227 also) e B, (a0) e, B(ap), para valores de m grandes o su-
ticiente temos a,,,,(s0) € I*(A), pn,(a0) € I"(A), s,, > 5o € a,, > ay. Assim, para m
grande, x,,, = By, (an,) < Pn,(a0) € I7(A) = x,,, € [7(A) e x,,, = A, (50,,) = A, (S0) €
I*(A) = x,, € I'(A), violando acronalidade. Portanto é necessario que {a,,,}men OU
{Sn, Imen sejam limitadas superiormente. Digamos que {a,, }nen O seja, e podemos

. m—+00 m—+00
assumir a,, —— a, de modo que x,, = f(a,,) — p(a) = xy. Temos portanto

m—+00

Xo < g. Se {sp,}men também é limitada superiormente, assumimos s,, —— s.
Entédo x,, = ay,,(s,,) 0, a(s) =xpep < xp. .. X0 € J*(p) N J7(q), e o resultado estd
provado.

Assuma entdo s, —— +oo. Afirmamos que isto implica, primeiro, que x, €
D*(A)eq € D*(A)\A. Suponha que x; ¢ D*(A). Neste caso, existe uma curva causal,
passado-inextensivel 1 comecando em a # x; que ndo intersecta A. Agora, vimos
que para m grande o suficiente, x,,, = a;,,(5,,) € ['(A), e x,,, < g,1ogo g € I'(A). Por-
tanto g € D(A) N I*(A) = D*(A)\A. Escolha g € I*(q) N D(A), tal que g, € D*(A)\A
também. Entdo xy < q., e podemos tomar uma curva tipo-tempo passado-dirigida
Cde g, até xq. C+ 1 precisa entdo intersectar A, logo C o faz. Mas isso significa que
xo € I"(A), e assim para m grande o suficiente x,, € ["(A) N [ (A), novamente vi-
olando acronalidade. Isto estabelece que xy € D*(A). Escolha {y,,}men Sequéncia de
curvas da forma y,, : [0, +o0) — M, causais, passado-inextensiveis, parametrizadas
por h-comprimento de arco tais que y,,(0) = x,,,, Ym(c) = p, para alguma sequéncia
{Cntmen em [0, +00) tal que |10 c,,] € uma reparametrizagao de f3,,,ljos,, 1, para cada m.
Sejay : [0, +00) — M uma curva limite de {y,,}uen C°, causal e passado-inextensivel
com Y(0) = xo, e {Vm, ren subsequéncia convergindo h-uniformemente para y em
cada compacto de [0, +o0). Novamente, caso {c,, Jren seja limitada superiormente,

. k k
podemos assumir ¢, —— ¢ = Y (Cm) —— P(c). .. p(€) = p. . p < Xp, € 0

resultado estd provado. Verificamos entdo o caso ¢y, £, too. A curva Blio,a] + 7V
é passado-inextensivel e comeca em g € int(D(A)), logo pela proposicdo 5.3.7, ela
precisa intersectar I"(A). Claramente f]jo, ndo o faz, entdo y intersecta I~ (A), isto
é, existe ¢y € (0,+00) tal que y(cy) € I"(A). Portanto, para k grande o suficiente,
Cm, > Co€P = Vi (Cm,) < Ym(co) € I"(A). Em particular, p € I (A) N D(A) = D~ (A)\A.
Vimos que [*(p) N J7(q) € int(D(A)), logo em particular x, € int(D(A)), Vn € IN, e
podemos assumir que xx € I"(A) N D(A) = D*(A)\A. Pela Regressao (prop. 5.3.6),
existem sequéncias {ei}ien, {dilken em (0,+00) com 0 < di < cyy, 0 < € < Sy,
Vi (di) = P, (ex) € A, Yk € IN. Se {ex}ren [{dilren] € ilimitada superiormente, entdo
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eventualmente S, (ex) € I"(A) [Ym (dx) € I (A)], violando acronalidade. Portanto

k—+c0

podemos assumir e, — e, dy — d, logo By, (ex) = Vm (dx) —— y(d) = p(e) = yo, e
p < Yo < x9. Em particular, p < xy < g, e a prova estd completa. m

Corolario 5.3.10. Se (M, g) admite uma hipersuperficie de Cauchy S € M, entdo (M, g) é
globalmente hiperbélico.

Demonstragio. Pela proposicdo 5.3.2,se S C M é hipersuperficie de Cauchy, entdo
M = D(S) = M = int(D(S)) que é globalmente hiperbdlico pelo Teorema 5.3.9 . m
Vimos anteriormente que R} admite hipersuperficie de Cauchy. O Corolério
5.3.10 estabelece entdo que R} é globalmente hiperbdlico.

Proposicao 5.3.11. Se A € M é acronal e p € int(D(A))\I"(A), entido I~ (p) N D*(A) é
compacto.

Demonstragio. Seja {x,},en uma sequéncia em J~(p) N D*(A), e h uma métrica
Riemanniana auxiliar, completa, em M. Escolha {a,},en com a,, @ [0, +00) — M
sequéncia de curvas causais passado-inextensiveis parametrizadas por h-comprimento
de arco, de modo que para alguma sequéncia de parametros {t,},en em [0, +00),
a,(0) = p e ay(ty) = x,, Y¥n € N. Seja a : [0,+00) — M uma curva limite C°,
causal e passado-inextensivel com a(0) = p, e uma subsequéncia {a,, }nen con-
vergindo para a h-uniformemente em cada compacto de [0, +o0). Se {t,, }nen €
ilimitada superiormente, para m grande o suficiente temos x,,, = a,, (t,,) € I (A).

“. Xy, € I'(A) N D*(A) = 0, um absurdo. Podemos entdo assumir que t,,, ———> t.

m—+oo

S Xy, — a(ty) = xo. Em particular, xo € J7(p). Seja p qualquer curva causal
passado-inextensivel comecando em xj. Agora, xo < p ep € int(D(A)), logo para al-
gump, € D(A),p < p+ = xo < p+. Além disso, comop € D(A)\I"(A), p € D (A)\A.
-.p € DY(A) = p+ € D*(A). Seja y uma curva tipo-tempo, passado-dirigida de p.
até xo. y + p precisa intersectar A. Se y intersecta A em um ponto distinto de x,
entdo xg € I"(A), eeventualmente x,,, € [T(A)ND*(A), novamente uma contradigao.
Logo g intersecta A e xy € D*(A) N J~(p), completando a prova. m

Historicamente, alguns autores (por exemplo, a referéncia [Geroch]) definiram
D*(A) exigindo somente que curvas tipo-tempo, passado-inextensiveis, partindo
desse conjunto intersectassem A. A préxima proposigdo estabelece a relacdo entre
essas definigdes.

Proposicao 5.3.12. Seja A C Macronal. Defina T*(A) = {p € M : toda curva tipo-tempo
passado-inextensivel comecando em p intersecta A } Entdo, D*(A) é denso em T*(A), isto
é, D*(A) € T*(A) € D*(A). Além disso, T*(A) é fechado se e somente se A é fechado, e
em caso afirmativo temos T*(A) = D*(A).

Demonstragio. A inclusdo D*(A) € T*(A) é evidente. Seja p € T*(A). Sep €
A C D*(A), nada resta a fazer. Assuma portanto p ¢ A. Seja U uma vizinhanga

qualquer de p. Se U intersecta A entdo U intersecta D*(A), e também D™ (A).
Assuma UNA = 0, e escolha p_ € I"(p,U). Seja p uma curva causal, passado-
dirigida comegando em p_. Se B ndo intersecta A, entdo existe uma curva tipo-
tempo passado-inextensivel de p evitando A, pela Proposigdo 5.2.4, contrério ao
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fato de que p € T*(A). Logo f intersecta A em um ponto g, digamos. Mas entdo
existe uma curva tipo-tempo passado-dirigida a de p a 4. a ndo intersecta A em
nenhum outro ponto, jd que A é acronal. Ela pode ser extendida para uma curva
tipo-tempo passado-inextensivel passando por g. Logo g € A. Entdo f intersecta
A,ep-eD*(A). . UND*A)#0,ep c D*A).

. T*(A) € D*(A), provando a primeira afirmacao.

Se T*(A) é fechado, entdao D*(A) € T*(A) = T*(A) € D*(A). .. T*(A) = D*(A),
e A C D*(A) = T*(A). Mas se p € A\A, nenhuma curva tipo-tempo passado-
inextensivel partindo de p intersecta A, uma contradigdo. Assim A\A = 0= A = A.

Finalmente, se A é fechado, seja p € D*(A). Afirmamos que p € T*(A) e portanto
T*(A) = D*(A) novamente. Sep € A C T*(A), nada a fazer. Se p ¢ A, existe
U vizinhanca de p com UN A = 0. Seja p qualquer curva tipo-tempo passado-
inextensivel comecando em p. Tome p_ € I"(p, U) sobre . Como p € I*(p_, U),
podemos escolher p’ € I (p_, U) N D*(A) . Mas isto claramente implica p_ € D (A),
logo  intersecta A. Entdop € T*(A). .. D*(A) C T*(A). .. T"(A) = D*(A),e T*(A) é
fechado. m

5.4 Horizontes de Cauchy

Definicdo 5.4.1. Seja A € M um conjunto acronal. Entdo, o horizonte futuro de
Cauchy de A é o conjunto

H*(A) == DA\ (D*(A)) = {p € D*(A) : I"(p) N D*(A) = 0}.

O horizonte passado de Cauchy de A é definido de maneira temporalmente dual, e o
horizonte de Cauchy de A é H(A) := H"(A) U H (A).

Exemplo 5.4.2. Tome A = {(x,y,0) € R} : x,y € Q, x* + y* < 1} € R}. Temos
D*(A) = A, portanto

I"(D*(A)ND*A) =T (A)NA=0,
e D*(A) = A ={(x,y,0) € R?: x> + y? < 1}. Assim, H*(A) = A.

Exemplo 5.4.3. Em R?, considere A = [0, 2] X {0}. Nesse caso, D*(A) corresponde a
todas as combinag¢des convexas dos pontos (0,0), (2,0) e (1,1). D*(A) é fechado, e
neste caso H*(A) = {(x,x) e R3 : x € [0, 1]} U{(x,2 —x) € R? : x € [1,2]}, que também
é fechado e acronal. Este exemplo mostra que H*(A) serve como uma espécie de
fronteira futura para D*(A).

Proposic¢do 5.4.4. Seja A C M acronal.

(i) H*(A) é um conjunto acronal fechado.

(ii) ID*(A) = H*(A) U A.

(iii) borda(H* (A)) C borda(A), valendo igualdade se A é fechado.
(iv) dD(A) = H(A).

93



Demonstracdo. (i) Como D*(A) é fechado e 7 (D*(A)) é aberto,
H*(A) = D*(A)\I"(D*(A)) é fechado. Além disso,

[F(H*(A) N D (A) =0 = I*(H*(A)) C int(M\D*(A)) =

= I*"(H*(A) ND*(A) =0 = I*(H*'(A)) NH*(A) =0,

ois H*(A) € D*(A), logo H"(A) é acronal.
p &

(ii) Seja p € ID*(A)\A. ID*(A) € D*(A), logo p € D*(A). Dado g € I*(p),
suponha g € D*(A). Seja @ uma curva tipo-tempo, passado-dirigida de g a p, e
B qualquer curva causal, passado-inextensivel comecando em p. a + f é uma curva
causal, passado-inextensivel comegando em g, e portanto ela precisa intersectar
A. Agora, se a intersectasse A, ja que p ¢ A, isto significaria que p € I'(A). Mas
D*(A)NI"(A) = 0= D*(A) NI (A) = 0, uma contradi¢do. Logo a ndo intersecta
A, o que significa que f o faz. Entdo p € D*(A). Em particular p € I"(A). Podemos
portanto escolher uma vizinhanga aberta U de p tal que U C I[*(A) e, Vp’ € U,
p’ < q. Escolha qualquer p’ € U, e seja y uma curva causal, passado-inextensivel
comecando em p’ e C uma curva tipo-tempo, passado-dirigida de g a p’. Nova-
mente, jad quep’ € I*(A), Cndo pode intersectar A, pois A é acronal. Mas y+C precisa
intersectar A porque g € D*(A), logo y o faz, ep’ € D*(A). Mas entdo U C D*(A). ..
p € int(D*(A)), contrariando o fato de que p € dD*(A). Concluimos que g ¢ D*(A)
= [*(p) N D*(A) = 0 = p € H*(A). Deste modo, temos dD*(A) € H*(A) U A.

Sejap € H'(A)UA, e Uuma vizinhanga arbitraria de p. Como AUH"(A) C D*(A),
tudo que precisamos mostrar é que p ¢ int(D*(A)), isto é, U £ D*(A). De fato, se
p € A, nenhuma curva tipo-tempo passado-dirigida comecando em p pode in-
tersectar A em outro ponto distinto de p, pela acronalidade de A, e portanto se
tomarmos p- € ["(p, U) C U, p- ¢ D*(A). Sep € H*(A), nenhuma curva tipo-tempo
futuro-dirigida saindo de p pode intersectar D*(A), logo tomando p, € I*(p, U),
seguramente p, ¢ D*(A). Assim U € D*(A), e H*(A) U A C dD*(A).

(iii) Seja p € borda(H*(A)) € H*(A). Por (i), H*(A) = H*(A), ou seja, p € H"(A).
Suponha p ¢ A, e seja U vizinhanga aberta de p com U N A = 0. Sejam p.. € [*(p, U)
e a : [a,b] —» U uma curva qualquer tipo-tempo, futuro-dirigida com a(a) = p,
a(b) = p,. Como p € H"(A), p+ ¢ D*(A). Como p € D*(A), podemos escolher
p’ € I"(p-,U) N D*(A). Seja p uma curva tipo-tempo, passado-dirigida em U de p’
a p- e y uma curva causal passado-inextensivel comecando em p_. Como f + y
intersecta A, e f ndo o faz, y intersecta A, logo p- € D*(A). Mas entdo a precisa
intersectar D" (A) que é AU H*(A), pelo item (ii); logo « intersecta H*(A), contrar-
iando p € borda(H*(A)). Portanto p € A.

Novamente, seja U vizinhanga aberta arbitraria de p, p. € I*(p, U) e a : [a,b] —» U
tipo-tempo, futuro-dirigida de p_ até p., ndo intersectando H*(A). Suponha que
para algum ¢, € [a,b], a(ty) € A. Agora, I"(p) ND*(A) =0 = p, ¢ D"(A) = p: ¢ A,
logoa <ty < b. Comoa(ty) ¢ H (A), mas a(ty) € A € D*(A), entdo a(ty) € [ (D" (A)),
e podemos escolher t) < t < btalque a(t) € UNI"(D*(A)). Dea(t) € I"(A)NI(D*(A))
segue que «a(t) € D*(A). Mas a(b) = p+ ¢ D*(A), logo para algum t < t' < b,
a(t’) € dID*(A) = H"(A) U A, novamente por (ii), e dai a(t’) € A, violando a acronal-
idade de A. Concluimos que a ndo pode intersectar A, logo p € borda(A), j& que
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p € A conforme vimos.

Agora, se A é fechado, seja p € borda(A). Precisamos verificar que p € borda(H*(A)).
Mas p € borda(A) = p € A C D*(A), e I*(p) N D*(A) = 0, pela Proposicdo 5.3.5 item
(i), logo p € H"(A). Tudo que precisamos mostrar, portanto, é que a ndo inter-
secta H*(A) em U. Suponha que ela o faga, em algum ponto a(ty), com t; € [a,b].
Seja V C U vizinhanga aberta de Im(a) com VN A = 0. Seja f qualquer curva
causal, passado-inextensivel saindo de p_. Como p_ € I (p) € I"(A), p- ¢ D*(A).
Sop- ¢ HY(A). Daia <ty < b, ep- <, a(ty). Como a(t)) € D*(A), para algum
p’ € D(A), temos p- <, p’ = p- € D*(A), uma contradi¢do. .. a ndo intersecta
H*(A) e a demonstragao estd completa.

(iv) Se p € H*(A), seja U qualquer vizinhanga aberta de p, e g € I*(p, U). Agora,
q ¢ D*(A). Se g € D (A), entdo p € I"(A), e podemos tomar V = U NI (A)
como vizinhanga aberta de p. Contudo, ja que p € D*(A), VN D*(A) # 0 =
I7(A)ND*(A) # 0, uma contradi¢do. Portantog ¢ D™(A), eassim q ¢ D(A). Portanto
p € dD(A), e H*(A) € dD(A). Analogamente, H™(A) € dD(A). .. H(A) € dD(A).
Suponha agora, por absurdo, que existe p € JD(A)\H(A). JD(A) C D(A) =
D+(A) U D~(A) = D*(A) U D~(A). Além disso, int(D*(A)) C int(D(A)). .. ID(A) N
int(D*(A)) =0 = p € ID*(A)UID (A) = HA)UA. .pe A=D*"(A)ND(A) C
D*(A)ND~(A) € D*(A) N D~(A). Logo, existem p. € I*(p) N D*(A). Seja p’ €
(I"(p+) N I*(p-))\D(A). Tome a_ (a,) curva tipo-tempo, futuro-dirigida (passado-
dirigida) de p- (p.) até p’, e - (B+) curva causal, futuro-inextensivel (passado-
inextensivel) comecando em p’ e ndo intersectando A. a_ + p_ (a4 + ) precisa
intersectar A, portanto a_ (a,) o faz. Mas isto viola a acronalidade de A. Portanto,
dD(A)\H(A) = 0. .. dD(A) = H(A). m

Corolario 5.4.5. Seja A € M acronal. O conjunto H*(A)\borda(A) é uma hipersuperficie
topologica acronal. Em particular, se A é uma hipersuperficie topolégica fechada, entdo
H*(A) também o é.

Demonstragdo. Como H*(A) é acronal, pela proposicdo 5.4.4 item (i), assim
também S = H*(A)\borda(A). Afirmamos que borda(S) C borda(A). Seja portanto
p € borda(S). Em particular, podemos supor p ¢ borda(H*(A)), pois ja vimos que
borda(H*(A)) C borda(A). No entanto, p € S C H*(A). Logo, existe U vizinhanga
de p para a qual qualquer curva tipo-tempo em U de I"(p, U) até I (p, U) intersecta
H*(A). Sejaa : [0,1] — U uma tal curva que ndo intersecta S. Para algum f, € [0, 1],
a(ty) € H*(A). Mas a(ty) ¢ S, logo a(ty) € borda(A). Em particular, a(t)) € A =
UNA #0, o que significa que p € A. Como temos também «a(ty) em U N borda(A),

p € borda(A). borda(A) é um conjunto fechado, pela proposi¢do 5.3.5 item (i), logo
p € borda(A). Deste modo, se p € S, entdo p ¢ borda(A), e dai p ¢ borda(S), isto
é, SN borda(S) = 0, e S é hipersuperficie topoldgica. Se A é uma hipersuperficie
topoldgica fechada, entdo borda(A) = 0 = S = H*(A), e este ultimo é fechado, pela
proposicdo 5.4.4, item (i). ®

Observacao 5.4.6. Os seguintes exemplos mostram que borda(A) ndo precisa estar
contida em borda(H*(A)) no caso em que A ndo é fechado, e H"(A) pode nao ser
uma hipersuperficie topoldgica.

95



Considere M = R®, ds® = dx? + dy® — dz*. Seja A1 = { (x,y,0) e R®: x> + > < 1},
e A, ={(x,y,0) € @: x* +y* < 1}. Estes dois conjuntos sdo acronais, e nenhum
deles é fechado. Claramente, H*(A;) é o cone z = 1 — y/x2+ y?, com z > 0, que
ndo é hipersuperficie, apesar de borda(A;) = { (x,,0) €e R®: x>+ y* = 1} ser a
sua “fronteira”, e H*(A;)\borda(A;) ser uma hipersuperficie. Mesmo ndo sendo A;
fechado, borda(A,) = borda(H*(A,)).

Por outro lado, A, = borda(A,) = H*(Ay) = { (x, ¥,0) € R®: x>+ y? < 1}. Novamente,
este conjunto ndo é uma hipersuperficie, e aqui temos borda(H*(A;)) = { (x,y,0) €
R3: x>+ y? = 1} # borda(A;). Este exemplo também mostra que podemos ter
H*(A)\borda(A) = 0.

Teorema 5.4.7. Seja A C M acronal. Para cada p € H*(A)\borda(A), existe uma
geodésica tipo-luz, passado-dirigida comegando em p e contida em H* (A), que ou é passado-
inextenstvel, ou termina em borda(A).

Demonstragio. Seja p € H*(A)\borda(A). Como I*(p) N D*(A) = 0, existe uma
sequéncia {y,}nen de curvas causais, passado-inextensiveis y, : [0, +00) — M que
evitam A, com p,, .= v,(0) € I*(p), Vn € N, e p, — p. Pelo Lema da Curva Limite,
existe uma curva C°, causal e passado-inextensivel y : [0, +00) — M com y(0) = p.
Como H*(A) é acronal, y é uma pré-geodésica tipo-luz enquanto ela permanecer
em H*(A). Temos agora dois casos a considerar.

(i) p ¢ A.

Neste caso, podemos escolher uma vizinhanga aberta de p com U N A = . Escolha
qualquer p_ € I"(p, U), e seja p qualquer curva causal, passado-inextensivel saindo
de p_. Como p € D*(A), podemos escolher p’ € I*(p_, U) N D*(A). Seja a qualquer
curva tipo-tempo, passado-dirigida de p” até p_. a + f§ intersecta A, mas a ndo o faz,
ja que Im(ar) C U, e portanto p intersecta A. Mas entdo p_ € D*(A)\A, o que implica
p- € I'(A). Em particular, p € I*(A), e podemos assumir que U C [*(A). Agora, seja
€ > 0 tal que ([0, €]) € U, e suponha que para algum s € (0, €], y(s) ¢ H"(A). Neste
caso,ou y(s) ¢ D*(A),ouy(s) € D*(A)NI~(D*(A)) No segundo caso, eventualmente
yn(s) € I"(D*(A))NU. Mas por construgao y,([s, +o0)) ndo intersecta A, e dada uma
curva tipo-tempo, passado-dirigida a,, de D*(A) a y,(s), au + Vul[s +o0) precisa inter-
sectar A, logo a,, o faz e y,(s) € I"(A). Mas y,(s) € U, logo y.(s) € I'(A), o que
contradiz a acronalidade de A. Concluimos que y(s) ¢ D*(A). Contudo, neste caso
podemos escolher g € I (y(s), UN(M\D*(A))), e como y(s) < p, g <, p- Mas vimos
que nesta situagdo g € D*(A), o que é outro absurdo. Portanto y([0,€]) € H*(A).

(ii) p € A\borda(A).

Neste caso, podemos escolher uma vizinhanga U de p tal que qualquer curva tipo-
tempo, futuro-dirigida de I (p, U) até I*(p, U) intersecta A. Novamente, escolha € >
0 de modo que ([0, €]) € U, e suponha que para algum s € (0, €], v(s) ¢ H"(A) N A.
Como A N H*(A) é fechado, sendo interseccdo de dois fechados, podemos escolher
V C U vizinhanca aberta de y(s) tal que V N H*(A) N A = (. Existe ny € IN tal que
Vno([0,€]) C U, e yy(s) € V. Sejad >0ey_:[s,s+06] = U, vy, : [-5,0] = U cur-
vas tipo-tempo, passado-dirigidas tais que y_([s,s + 8]) C V, y.([-6,0]) € I*(p, U).
V=) = Vu(s), € ¥+(0) = Y, (0) = py- Sejap: [-6,5+ 6] > M; B =y + Vuylos1 + 7~
Novamente, ou y(s) ¢ D*(A), ou entdo y(s) € D*(A) N I"(D*(A)). Agora, observe
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que p <K, Puy, <y P(=0), logo B(=0) € I"(p, U) e B(s + 0) <, B(S) = Vn,(5), € como
y(s) < p, podemos sempre escolher y_ tal que y_(s + 0) <, ¥(s) = (s +0) <, p =
B(s+06) € I"(p, U). Se B ndo intersecta A, poderiamos tomar W C W C U vizinhanga
aberta de Im(B) tal que WN A = ), e entdo escolher uma curva tipo-tempo em W de
B(s +06) a B(—0) que ndo intersecta A, contrariando a escolha de U. Logo f intersecta
A. Contudo, y- ndo intersecta A por construgdo e Im(y,) C I*(p), p € A, logo .
também nao intersecta A devido a acronalidade de A. Assim, paraalgum0 <s’ <s,
P =7n(s) €A Masp_’ = B(s+0) <, p' < ps' = P(-5),esep’ € A\A poderiamos
construir uma curva tipo-tempoem U de p_" € I"(p, U) ap,” € I'(p, U) evitando A,
novamente em contradi¢do com a maneira como U foi escolhido. Portanto p’ € A.
Mas isto implica que y,, intersecta A, contrariando a maneira como as curvas y,
foram escolhidas. S6 nos resta concluir que y([0,€]) € A N H*(A).

Finalmente, suponha que y deixa H*(A), e seja J = {t € [0, +0) : p([0,t]) C
H*(A) }. Defina ty = sup J. Como H*(A) é fechado, ty € J. Se y(ty) & borda(A),
entdo y(ty) € H*(A)\borda(A), e pelo que vimos, existe uma geodésica 5 : [0,e] - M
tipo-luz, passado-dirigida em H"(A) com B(0) = y(ty), e em particular f, > 0.
Se p'(0) # Ay’(ty), para qualquer A > 0, a curva y : [0,t) + €] — M dada por
Yokl = Yokl Vitoto+e1(8) = B(s — to), Yty < s <ty + €, ndo seria uma pré-geodésica
tipo-luz, e terfamos f(€) < y(ty), contrariando a acronalidade de H*(A). Logo ¥
pode ser reparametrizada como uma geodésica tipo-luz, de modo que Y|jos+e] =
Ylio,,+e), contrariando a definicdo de ¢y como supremo de J. Concluimos que
y(to) € borda(A), e a prova estd completa. B

Definicao 5.4.8. Um conjunto acronal A C M é dito ser uma hipersuperficie de Cauchy
futura quando J*(A) € D*(A). Definimos hipersuperficie de Cauchy passada de
maneira dual.

Teorema 5.4.9. Um conjunto acronal A € M é uma hipersuperficie de Cauchy futura se,
e somente se, H"(A) = 0, e em caso afirmativo, A é uma hipersuperficie topoldgica fechada.

Demonstragido. (=) Se p € H*(A), seja g € I"(p). Como p € D*(A), podemos
escolher p’ € I"(q)ND*(A). Entaop’ € [*(A) = g € ['(A) € D*(A), uma contradicao.
Logo H*(A) = 0.

(<) Sejap € J"(A)\D*(A), e @ : [0,1] —» M curva causal, passado-dirigida com
a(0) =p,a(l) € A. Seja J :={t€[0,1]: a([0,t]) € M\D*(A) }, e defina ty) = sup J.
Claramente a(tg) € dD*(A) = H*(A) U A = A (pois H*(A) = 0). Tome g € I*(a(ty)).
Ja que p ¢ D"(A), a(0) # a(ty), e podemos escolher € > 0 tal que 0 < t) —€ e
a([to — €, t0]) € I"(g). Mas a(ty —€) ¢ D*(A), e assim existe uma curva f§ causal,
passado-inextensivel comecando em a(t) — €) que evita A. Seja y uma curva tipo-
tempo, passado-dirigida de g a a(ty—¢€). Sey intersecta A, entdo (a(ty—€) ¢ D*(A) =
a(ty—e€) ¢ A) temos a(ty) < a(to—e€) € 7 (A) = a(ty) € ANI~(A), violando acronali-
dade. Portanto a+f ndo intersecta A, e g € D*(A). Isto implica I* (a(ty))ND*(A) = 0.
Soa(ty) € HY(A) = 0, um absurdo. Logo J[*(A)\D*(A) =0 = J"(A) € D" (A).

Suponha agora que A é uma hipersuperficie de Cauchy futura. Se p € A\A,
seja a : [0, +00) = M uma curva tipo-tempo, passado-inextensivel com «a(1) = p.
Como A é acronal, a intersecta A apenas em p, e em particular @ ndo intersecta
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A. Mas a(0) € I*(A) = I'(A), e &(0) ¢ D*(A), uma contradigdo. Logo A é fechada.
p € borda(A) = I*(p) N D*(A) =0 ep € A C D*(A), isto é, p € H*(A), novamente um
absurdo. Logo borda(A) = 0, e A é uma hipersuperficie topoldgica fechada, como
queriamos. ®

Coroldrio 5.4.10. Seja A € M um conjunto acronal ndo vazio. As seguintes condigdes
sdo equivalentes:

(i) A é uma hipersuperficie de Cauchy.

(ii) A é uma hipersuperficie de Cauchy futura e passada.

(iii) H(A) = 0.

Demonstragdo. (i) = (ii)) Como M = D(A), J*(A) € D(A), mas [*(A)NIT(A) =0 da
acronalidade, logo J*(A) N (D¥(A)\A) = 0 = J*(A) € D*(A).
(ii) = (iii) Temos H*(A) = H (A) =0 = H(A) = 0.
(iii)) > () HA) =0 = JdDA)=0=>DA) =M. =

Observacio 5.4.11. E perfeitamente possivel que um espago-tempo possua uma
hipersuperficie de Cauchy futura e uma hipersuperficie de Cauchy passada, mas
nenhuma hipersuperficie de Cauchy. Por exemplo, se M = IR%\{(O, 0)}, os conjuntos
A. = {(x,+1) € R}: x € R} sdo respectivamente hipersuperficie de Cauchy futura e
passada, mas este espaco-tempo ndo admite uma hipersuperficie de Cauchy, como
vimos no Exemplo 5.2.14.

Por outro lado, um espago-tempo pode ser globalmente hiperbdlico e ainda assim
conter uma hipersuperficie de Cauchy futura (ou passada) que ndo é hipersu-
perficie de Cauchy. Este é o caso se tomarmos M = IR?, com a métrica de Lorentz
usual go, e definir A, = { (x,y) € ]R% Yy = xV1+x2}. Apesar de (M, go) ser
globalmente hiperbdlico, A, é uma hipersuperficie de Cauchy futura, mas ndo
é hipersuperficie de Cauchy passada, sendo a situacdo reversa no caso de A_.
[lustramos o caso de A_ abaixo.

Teorema 5.4.12. Seja A C M hipersuperficie topolégica acronal e fechada. Se vale ao
menos uma das condicoes:

(i) (M, g) é globalmente hiperbélico e A é compacto; ou

(ii) A é acausal (portanto hipersuperficie de Cauchy parcial) e toda geodésica tipo-luz
inextensivel intersecta A,

entdo A é uma hipersuperficie de Cauchy.

Demonstragido. Suponha que A ndo é uma hipersuperficie de Cauchy. Pelo
corolario 5.4.10, ou H"(A) # 0, ou H (A) # 0. Suponha, por exemplo, que H*(A) #
0, sendo o outro caso andlogo. Se vale (i), seja p € H*(A). Como borda(A) = 0, pelo
teorema 5.4.7, existe uma geodésica tipo-luz, passado-inextensivel y em H*(A)
comegando em p. Agora, ou p € A, ou entdo podemos escolher uma vizinhanga
aberta de p com U N A = 0, ja que A é fechado. Neste caso, para p- € I (p, U),
podemos encontrar p’ € I"(p_, U) N D*(A), e como p- <, p’, p- € D" (A) € J"(A),
ep- <, p=p € I'(A). De qualquer forma p € J*(A). Por outro lado, Im(y) C
H*(A) € D*(A) € J*(A) = J*(A), uma vez que J*(A) é fechado para A compacto,
pois (M, g) é globalmente hiperbdlico. Mas entdo Im(y) C ] (p)NJ*(A), e este dltimo
conjunto é compacto, novamente porque (M, g) é globalmente hiperbdlico e A é
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compacto. Como (M, g) é em particular fortemente causal, e y é inextensivel, entdo
y ndo pode ficar aprisionada em um compacto, e chegamos numa contradigao.

Por outro lado, suponha (ii) valida. Se p € H"(A) N A, a demonstragdo do
Teorema 5.4.7 estabelece a existéncia de uma geodésica tipo-luz, passado-dirigida
y :[0,€] = M com y([0,€e]) € H*(A) N A e y(0) = p, contrariando a acausalidade de
A. Logo H*(A)NA = 0. Sejap € H*(A). O gerador de H"(A) que passa por p é uma
geodésica y : (a,b) — M tipo-luz, futuro-dirigida e inextensivel com y(ty) = p para
a <ty < b. Devemos ter y((a, to]) € H*(A), ja que borda(A) = 0 e y((a,to]) N A = 0.
Entdo para algum t) < t < b, y(t) € A, pela hipétese (ii). Ora, A € D*(A), e se
algum g € I"(y(t)) N D*(A), entdo g € I"(p) N D*(A), o que é impossivel. Logo
I*(y(t)) N D*(A) =0, e y(t) € H(A)\A. Com essa tltima contradi¢do, concluimos a
prova. m

5.5 Hipersuperficies tipo-espaco

Lema 5.5.1. Toda hipersuperficie S € M acronal e tipo-espago é também acausal.

Demonstragio. Suponha que ndo. Entdo, existem p,q € S, p # g, tais que p < q.
Seja a : [0,1] = M uma curva causal, futuro-dirigida com a(0) = p, a(l) = 4.
Como p « g, a precisa ser uma pré-geodésica tipo-luz, normal a S em p, o que é
impossivel pois T),S € T,M é tipo-espaco. ®
Observacao 5.5.2. Um hipersuperficie tipo-espaco ndo precisa ser acronal. Con-
sidere, por exemplo, o helicéide

o : (0,21) X (1,+00) — R}
(u,v) > (vcos(u), vsen(u), u).

Temos 5 5
o o
% (—vsen(u),vcos(u),1) e 5% (cos(u), sen(u), 0).
i j k
do X 9 _ —vsen(u) wvcos(u) b| = (=bsen(u),bcos(u),—v) # (0,0,0)
ou’ dv B ’ ’ e

cos(u)  sen(u) 0

S := Im(o) é uma hipersuperficie regular, e {32|,, 22|, } é base de T,S (cf. referéncia
[Man2]). Note que g(g—z, 3—g) =0, g(g—i, 3—5) = -be g(g—g, ‘;—g) = 1. Assim, & e
g—g sdo ambos tipo-espago, e portanto T,S C T,RR? é tipo-espaco, ¥p € S. Logo S
é tipo-espaco. Mas S ndo é acronal. Considere a curva y : R — RR3, dada por

y(t) = (2,0,t). y é uma curva tipo-tempo,

7(0) =(2,0,0) =0(0,2) €S,
e y(2n) =(2,0,2n) = 0(2m,2) € S.

Lema 5.5.3. Se S € M é uma hipersuperficie topolégica acausal, entdo D(S) é aberto (e
portanto globalmente hiperbélico).
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Demonstragdo. Estabeleceremos o resultado através de uma série de afirmacgoes.

Afirmagdo 1: I(S) := I"(S) U S U I*(S) é aberto.

E suficiente considerar p € S. Se I(S) ndo é aberto, existe uma sequéncia {p,},en em
M\I(S) com p, — p. Em particular, p, ¢ D~(S) U D*(S). Podemos entdo assumir a
existéncia de uma sequéncia {y,},en de curvas tipo-tempo, futuro-dirigidas e inex-
tensiveis, evitando S, digamos y,, : (a,,b,) = M, coma, <0 < b, e ¥,(0) = p, — p.
Seja U uma vizinhanga aberta qualquer de p. Escolha n, € IN tal que y,,, intersecta U.
Existe 6 > O tal que aimagemde y = y,,|[-s,5 estd contidaem U. Tome p.. € I*(p, U),
taisque p € Uy == I"(p_, U) N I~ (p;, U). Como U, € U é uma vizinhanga aberta de
p, aumentando 7, se necessario podemos assumir y([-06, 6]) € Up. Podemos entdo
estender y para uma curva tipo-tempo, futuro-dirigida em U de p_ a p.. Como
v, (0) € Im(y) ndo pertence a I(S), por hipbtese, essa extensdo evita S, e portanto
p € borda(S). Mas borda(S) N S = 0, um absurdo.

Afirmagdo 2: S C int(D(S)).

Suponha que existe p € S\int(D(S)). Existe uma sequéncia {y,},en de curvas cau-
sais, futuro-dirigidas e inextensiveis y, : (a,,b,) = M coma, < 0 < b,, evitando S,
tais que 7,(0) — p. Seja U C I(S) uma vizinhanga convexa (aberta) dep, e N C U
uma vizinhanca aberta de p com fecho N C U compacto. Podemos assumir que
y.(0) € I"(S) N N, Vn € N, e que as y,,’s ndo estdo contidas em N, ja que podemos
assumir causalidade forte em (U, glu), pela Proposicdo 4.1.16. Para cada n € IN, de-
fina s, = sup{ t € (a,,0) : yu(t) € IN }. Obviamente, s, € (a,,0) e y,(s,) =: e, € IN,
¥n € IN. Podemos também assumir e, — e € dN, pela compacidade, e, <, y,(0), e
como U é convexo, e <, p, pelo Lema 3.2.2, logo e € [ (p). Mase # p,logoe ¢ S,
jd que S é acausal. Se e € I'(S), entdo p € I'(S), violando a acronalidade de S.
Suponha agora que p € I"(S). Para n suficientemente grande, e, = y,(s,) € ["(S) e
Vn([sn,0]) € I(S). Pela acronalidade de S, I"(S) € M\I*(S). Observamos agora que
IdI*(S)NI(S) = S. Defato, ainclusdo S C JI*(S)NI(S) é evidente. Sejaq € I (S)NI(S).
Como [*(S) é aberto, g ¢ I*(S). Se g € dI*(S) N I (S), entdao como [7(S) é aberto,
I7(S) N I*(S) # 0, violando acronalidade. Logo g € S, e ai dI*(S) N I(S) € S. Temos
vn(0) € I*(S), yu(sn) € M\I*(S), logo yulos,) cruza dI*(S), e como y,([0,s,]) € I(S),
ela cruza em um ponto de S, uma contradi¢do. Logo e ¢ I(S). Mas isto contradiz
e € IN C N CI(S). Esta tltima contradicdo estabelece a afirmacio.

Afirmagdo 3: D*(S)\S = I (S) N D(S) é aberto.

Suponha que ndo. Entdo existe p € D*(S)\S que ndo é interior, e portanto uma
sequéncia {0, : [0,4,) = M},en de curvas causais e passado-inextensiveis, evi-
tando S, com 0,(0) — p. Seja 0 : [0,a) — M curva limite, C?, causal e passado-
inextensivel. Temos 0(0) = p, logo existe um tinico 0 < ¢y < a para o qual o(ty) € S,
pela acausalidade de S, e o fato de que p € D*(S). Pela afirmacdo 2, o(ty) € int(D(S)).
Escolha qualquer 0 < t; <t tal que o(t;) € int(D(S)). Novamente pela acausali-
dade, o(t;) ¢ S. Se o(t;) € D7(S), isto violaria acronalidade, entdao o(t;) € D*(5)\S
= o(t) € I'(S). Mas entdo, como o,(t1) — o(t;), para n grande o suficiente,
ou(t1) € I'(S) N D(S) = D*(S)\S, e assim o, intersectaria S, uma contradicdo. Isto
prova a afirmacao.
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Analogamente, pode-se verificar que D~(S)\S é aberto. Seja g € D(S). Se g €
D*(S)\S <€ int(D*(S)\S) C int(D(S)), terminamos. Do contrdrio, g € S C int(D(S))
pela afirmacéo 2. Logo D(S) C int(D(S)). m

Observacao 5.5.4. O Lema 5.5.3 acima ndo é verdadeiro se retirarmos a hip6tese de
S ser uma hipersuperficie topolégica e/ou se S é apenas acronal, mas ndo acausal.
Por exemplo, seja M = IR3. Considere os seguintes casos.

(i) S =[-1,1] x {0}.
S é acausal, mas ndo hipersuperficie topolégica, pois borda(S) N S = {(-1,0), (1, 0)}.
Neste caso, D(S) = {(x, y) € IR% : x| + |y| <1}, que é fechado, e ndo é aberto.

(i) S = (-1,0) x {0} U {(x,—x) e R} : 0 < x < 1}.

S é uma hipersuperficie topoldgica acronal, mas ndo acausal. Claramente, {(x, —x) €
R?:0 <x <1} C D(S), e nenhum ponto deste conjunto é interior, de modo que
D(S) ndo é aberto.

Teorema 5.5.5. Seja S € M uma hipersuperficie C* fechada, tipo-espago e acronal. Dado
q € D*(S), existe uma geodésicay de S a q, normal a S e sem pontos focais antes de q. Além
disso, L(y) = ©(q,S), onde 7 é a distdncia Lorentziana. Em particular, se q ¢ S, entdo y é
tipo-tempo.

Demonstragio. O resultado é imediato para g4 € S. Suponha que g € D*(5)\S.
Pelos lemas 5.5.1 e 5.5.3, S é uma hipersuperficie topolégica acausal, e assim
D(S) é aberto e globalmente hiperbdlico. A aplicagdo f : S — R dada por
f(p) = t(q,p) é portanto continua, pelo Corolério 4.4.4. Agora, D*(S) N ] (q) é
compacto. K := SN J(qg) = SN (D*(S) N ] (g)) é um subconjunto fechado de
D*(S) N J~(g), portanto compacto, pela Proposicao 5.3.11. F := f|x é continua, por-
tanto existe p € J7(q) N S que é um maximo global. Claramente, (p,q) = (S, q).
Além disso, existe y geodésica de p a g em D*(S) com 1(g, p) = L(y), pela hiperboli-
cidade global de D(S). y é normal a S e portanto tipo-tempo, e ndo possui pontos
focais antes de g, pela maximalidade. m

O préximo Lema, que enunciaremos sem prova, é uma consequéncia direta da
teoria de intersecdo mod 2. Para uma demonstragdo, ver referéncia [GP], pg. 78.

Lema 5.5.6. Uma curva fechada que intersecta uma hipersuperficie fechada S em um tinico
ponto de maneira transversal ndo é livremente homotdpica a uma curva fechada que nio
intersecta S. O

Definicao 5.5.7. Uma hipersuperficie conexa e fechada S C M é dita ser bilateral se existir
N C M vizinhanga aberta e conexa de S tal que N\S = N* U N~, onde N* sio abertos
conexos e ndo-vazios com N* NN~ = (.

Lema 5.5.8. Toda hipersuperficie tipo-espago S C M fechada e conexa é bilateral.

Demonstragio. Seja N uma vizinhanga normal de S, isto é, existe ]\7 C NS aberto
com Z € N (aqui, Z ={0, € T,M: p € S} éasegdo zero do fibrado normal, NS) tal
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que exp™|5
torial suave, tipo-tempo e futuro-dirigido. Defina f : N\Z — R pondo f(v) = (v,
X(Ilys(v))), onde Ilys : NS — S é a projecdo candnica. Note que f é continua,

: N > N é um difeomorfismo®. Seja X : M — TM qualquer campo ve-

e como S ¢é tipo-espago, todo v € N\Z ¢ tipo-tempo. Assim temos f(v) > 0 ou
ji(v) <0,Yv e N\Z, e f(v) < 0 & v é futuro-dirigido. Defina N* := f~1(-0,0) e

N~ = f71(0, +c0); estes conjuntos sdo abertos, disjuntos e ndo-vazios.

Afirmagdo 1: N é conexa.
De fato, sejam p,q € N. Entdo, existem py,qo € S e v, € N, S, v, € N, S tais que as
curvas (na verdade, geodésicas)

o, :[0,1] > N 0,:[0,1] = N

t > expy,(tv,) t > expgy,(to,)

conectam py a p e qo a g, respectivamente. Como S € N é conexa, existe uma curva
continua y em S conectando py e go. Justapondo —o, + ) + 0,, obtemos uma curva
continuaem N depag.

Afirmagdo 2: N* = expl(K/ *) sdo subconjuntos conexos e abertos de N, e N\S =
NTUN". _
Temos p € N\S & Jv € N\Z com p = exp*(v), isto é,

N\S = expl(N\Z) = expL(/F\v/Jr UN") = expL(}F\v/Jr) U expl(ﬁ_) =NTUN".

Por construgdo, N'* sdo abertos, ndo-vazios e disjuntos. Sejam agora v',v> € N*.
Entdo v' € N,,S, i = 1,2. Seja a : [0,1] — S qualquer curva continua conectando
p1 e p2. O campo vetorial (C*) normal V : S — NS, V(p) = Nor(X(p)) é sempre
tipo-tempo e futuro-dirigido, ja que X é futuro-dirigido. Como [0, 1] é compacto,
existe 6 > 0 tal que 6V(a(f)) € N*, Vt € [0,1]. A curva a : [0,1] — N*, onde
a(t) = 6V(a(t)), conecta multiplos dos vetores v/, de modo que N* é conexo.

Analogamente, N~ é conexo. Como exp*|y é um difeomorfismo, N* sdo conexos.
|

No que segue, m; denota o grupo fundamental. Um breve tratamento deste
tema em particular, juntamente com recobrimentos Pseudo-Riemannianos, pode
ser encontrado no Apéndice A da referéncia [O’'NEILL].

Teorema 5.5.9. Seja S C M hipersuperficie conexa e fechada, tipo-espaco.

(i) Se a aplicagdo jy : T1(S) — (M) induzida pela inclusdo j : S — M é sobrejetiva,
entdo M\S ndo é conexa (dizemos neste caso que S separa M).

(ii) Se S separa M, entdo S é acronal.

Demonstragdo. (i) Suponha M\S conexa. Escolhap € S, esejaa : [-1,1] - M
qualquer curva tipo-tempo, futuro-dirigida intersectando S exatamente uma vez
em a(0) = p. Tome y : [0,1] — M\S curva continua com y(0) = a(1) e y(1) = a(-1).
Entdo aljo,1;+) +alj-1,0; € um loop continuo em p € M. A hipétese significa que existe
uma homotopia de ponto fixo que deforma este loop em outro da forma g : [0,1] — S

3Que tal vizinhanga sempre existe é provado a pg. 200 de [O’NEILL].
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emp. Seja V : S — NS um campo vetorial C* tipo-tempo, futuro-dirigido e N
uma vizinhanga normal de S. Podemos sempre assumir que exp-(V(B(t))) € N,
vt € [0,1]. A aplicagdo

H:[0,1]1x[0,1] » N

(s, ) > exp(sV(B(})))

é uma homotopia livre entre f e uma curva que ndo intersecta S, em contradigdo
com o lema 5.5.6.

(ii) Suponha que S ndo é acronal, e seja a : [0,1] — M uma curva tipo-tempo,
futuro-dirigida com a(0), a(1) € S. Podemos assumir que «(0,1) € M\S sem perda
de generalidade, ja que S é fechada, e o a intersecta transversalmente. Tome
N = N*"UN~US como na demonstracdo do Lema 5.5.8. Afirmamos que existem
ntimeros 0 < a < b < 1 tais que a(a) € N* e a(b) € N™. De fato, seja ((x},...,x"), U)
um sistema de coordenadas numa vizinhanga de a(0), adaptadoa S, tal que U C N
ep € UNS & x!(p) = 0. Agora, Vx'(a(0)) é obviamente tipo-tempo, pois é ortogonal
a hipersuperficie de “nivel zero” SN U. Portanto, podemos assumir que Vx! é
tipo-tempo em U, por continuidade, e passado-dirigido. Estas condi¢des garantem
que (x!' o a) seja crescente, dado que (x! o a)'(t) = (Vxl(a(t)), &' (t)). Como SN U cor-
responde ao nivel zero de x' e (x! o @) é crescente, para valores de ¢ suficientemente
pequenos, a(t) ndo volta a intersectar S. Escolha 6 > 0 tal que a([0,0)) NS = 0,
a([0,0)) C Ve HNS[(expL)_l(oc[O, 0))] € V,onde V C U é um aberto convexo. Tome
0<a<d. Comoa() ¢S, v = (expt)(a(a)) é um vetor tipo-tempo em um ponto
p. €SNU.

Afirmamos que v é futuro-dirigido, de maneira que a(a) € N*. Com efeito, se a
geodésica radial 0, : [0,1] = V, 0,(t) = exp*(tv) (que fica em V, pois este é convexo)
fosse passado-dirigida, entdo a curva y = alj, + (—0,) seria futuro-dirigida, per-
maneceria em U e vai de a(0) a p,, ambos em S. Contudo, (x! o y)'(t) = (Vx'(y(t)),
y'(t)) > 0, pois escolhemos Vx! passado-dirigido. Assim x! cresce ao longo de y,
mas tem que ser zero em ambos os extremos, pois estes estdio em S, o que é um
absurdo. Portanto a(a) € N*. Analogamente, podemos provar que para um certo
a<b<1 ab) € N°. Sejam p,q € M\S. Como M é conexa, existe uma curva
continua 8 : [0,1] = M com B(0) = p, p(1) = g. Se B([0,1]) € M\S, terminamos.
Sendo, existem ¢ < d € (0,1) tais que B([0,c]), B([d,1]) € M\S, com f(c), f(d) € N.
Se B(c), p(d) estdo ambos em N*, entdo eles podem ser conectados por uma curva
continua em N* C M\S. Do contrério, se f(c) € N* e f(d) € N~, digamos, entdo
eles podem ser conectados respectivamente a a(a) por uma curva em N* e a a(b)
por uma curva em N~. Em qualquer caso, p,q podem ser conectados por uma
curva em M\S. Logo M\S é um conjunto conexo, contrariando a hipétese de que
S separa M. Concluimos entdo que S é acronal. ®

Coroldrio 5.5.10. Se S € M é uma hipersuperficie conexa, fechada e tipo-espago, e M é
simplesmente conexa, entdo S é acronal (e portanto acausal).

Observacao 5.5.11. A hipétese de ser fechada é fundamental. O helicéide, ap-
resentado na Observagdo 5.5.2, ¢ uma hipersuperficie conexa, tipo-espago dentro
de lRi’, que é simplesmente conexa. Contudo, como vimos, ele ndo é acronal, ndo
sendo fechado.
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Teorema 5.5.12. Se S € M ¢ hipersupetficie conexa, fechada e tipo-espago, entiio existe
um espago-tempo M, Q) e um recobrimento Pseudo-Riemanniano k : M — M tal que, se
S é uma componente conexa de k™1(S), entio kls : S — S é uma isometria (em partzcular
um difeomorfismo) e S é uma hipersuperficie acronal, conexa, fechada e tipo-espago em M.

Demonstragio. Seja (M <) um espago-tempo com k : M - M um recobrimento
Pseudo-Riemanniano qualquer. Fixe S uma componente conexa de k~ 1(S), e seja
peE S. Existe uma Vlzmhanga aberta U de p em M e uma vizinhanga aberta U de

p = k(p) em M tal que k|5 : U — U é uma 1sometr1a Podemos assumir que U é
o dominio de um sistema de coordenadas & = (x},...,x") : U —» R" de M em p,

de maneira que & o ki : U — R" é um sistema de coordenadas de M em p. Se
tomarmos ainda & adaptado a S, ou seja, g € UN S & x'(g) = 0, entdo

FeUnSek@elUns e x' oklz@) =0,

logo (£ o klu, U) é adaptado para S. Portanto, S é uma hipersuperficie fechada (e
conexa) em M. Além disso, dados v, w € T5 Sc T+ M temos

850, w) = gp(d(klp)z(0), d(klz)z(w)),

j& que k é isometria local, logo
50,9 = gAK@, dki)@) = 0, e

Portanto S é tipo- espago, e ks - S — S é uma isometria local (Riemanniana).

Agora, construiremos M ek: M — M da seguinte forma. Sej:S - M
denota a incluséo, entdo ]# m1(S) = m(M) é 1n]et1va Assim, existe um recobri-

mento k : M — M, com M conexa, tal que k#(rq(M)) = Im(jy) = ja(m1(S)) € mi(M).
Podemos definir (via pullback) uma métrica § em M, e dar uma orientacdo tem-
poral a M, <), de modo que M, Q) se torna um espago-tempo e k um recobrimento
Pseudo-Riemanniano. Vimos que uma componente conexa Sdek™!(S)éuma hiper-

superficie fechada, conexa e tipo-tempo em Me que klz : S — S é uma isometria
local.

Afirmagio 1: k|5 é injetiva.

Com efeito, tome p € Se p= k(p) € S como 0 pontos de base para nl(M) e 11(M),
respectlvamente Se]a g€ S, talquek(q)=p,p:10,1] — S uma curva qualquer de p P
aq. Agora, B =kop éumloop em S, e sendo jx([B]) € Im(ky), existe um loop @ em M
em p tal que ky([a]) = ju([B]) = [koa] = [B] = [ko,E]. Portanto a e Eséo homotépicas
por uma homotopia de ponto fixo, e em particular a(1) = p = E(l) = 3. Dessa
forma, ki3 : S — S é de fato um difeomorfismo.

Afirmagdo 2: S é acronal.
Pelo teorema 5.5.9, basta mostrar que iy : m;(S) — m(M) é sobrejetiva, onde
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i:S — M é a inclusdo. Seja x € 711(1\71). z = k#(x)~e Im(ky) = Im(jy), de modo que
Ay € m1(S) com z = ju(y). Mas y = (k|§)‘1#(y) e m(S). .. (kIg)+(y) = y, o que implica

(j o (kI)#(@) = ke(x). Temos, Vp € S,
j o k() = k(@) = k o i(p),

donde joklg = koi. Logo ky(is(y)) = ks(x). Mas como k é recobrimento, ky é injetiva.

Z#(y) =x. 1
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Capitulo 6

Exemplos de Espacos-Tempos

O objetivo principal deste capitulo é analisar alguns exemplos importantes e
bem conhecidos de espagos-tempos.

6.1 Produtos Torcidos

Existe uma generaliza¢do da nogdo de produto cartesiano (M X N, g X h) de duas
variedades Pseudo-Riemannianas (M, g) e (N, h), chamada produto torcido. Varios
espagos-tempos importantes podem ser apresentados desta maneira, logo faz-
se necessdria uma breve exposi¢do das propriedades gerais que estas estruturas
possuem.

Defini¢ao 6.1.1. Sejam (B,®g) e (F,*g) variedades Pseudo-Riemannianas. Dada uma
fungdo suave f : B — R e estritamente positiva, definimos o produto torcido de B por F
com fungédo de torcao f, denotado por M = B X F, como sendo a variedade diferencidvel
B X F munida com tensor métrico g, dado por

8wa)(v,0) = Pgy(dnp(v), dris(v)) + fA(P)' g4(dme(v), dme(v))], Yo € T (M),

onde g : M — B e mp : M — F sio as projecdes. A variedade B é chamada base de M e F
é a fibra de M.

Como no caso de produtos cartesianos, dado um campo vetorial V € X(B),

podemos considerar seu lift V € X(M), definindo V(p,q) = V(p), e analogamente
para F. Vamos denotar por £(B) o conjunto dos lifts de todos os campos vetoriais
de B, e ¥(F) para os lifts de F. Apresentaremos agora alguns resultados a respeito
da curvatura de produtos torcidos, cujas demonstragdes podem ser encontradas
na referéncia [O'NEILL], Capitulo 7.

Sejam V? a conexdo de Levi-Civita de B, I o tensor de Weingarten de F e V a
conexdo de Levi-Civita de M. Descrevendo a geometria de M em termos de B, F e
da fungdo de torg¢do f, temos a

Proposigao 6.1.2. Dados X,Y € £(B) e V,W € L(F),

(i) VxY € &(B) é o lift de VExY em B.
(ii) VBV = VBV = Xva.
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(iii) nor(VE, W) = II(V, W) = —@ grad(f).
(iv) tan(VByW) € &(F) é o lift de VyW em F. O

Pelo item (i) desta Proposicdo, o tensor de Weingarten de cada subvariedade da
forma B X {g} € M, com g € F, é identicamente nulo. Isto faz com que o tensor de
curvatura R de M coincida com o lift do tensor de curvatura R de B, para vetores

tangentes a B, segundo o Teorema 1.6.9.
A relagdo de R com o tensor de curvatura fR de F é um pouco mais elaborada.

Proposicdo 6.1.3. Sejam X,Y,Z € &(B) e U, V,W € L(F).

(i) RyxY = ( V, onde H é a Hessiana de f.

H/(X, Y))
(11) nyV = vax =0.

V, W)
f

(iv) RywU =FRywU - (

(iii) RyyW = ( )Bvx (grad(f)).

(grad(f), grad(f))
12
Usando esta Proposi¢do, um cdlculo direto nos permite obter as relagdes entre
o tensor de Ricci de M, Ric, e os tensores de Ricci de B e F, Ric e Ric, respectiva-
mente. Elas sdo listadas abaixo para referéncia futura.

Coroldrio 6.1.4. Sejam X,Y € &(B) e V, W € &(F).

) KVWHW -W W)V} O

dim(F)

(i) Rie(X,Y) = BRic(X, Y) - ( )Hf X, Y).

(i) Ric(X, V) = 0.

(iii) Ric(V, W) = FRic(V, W) - (V, W) (A_f T (dim(F) - 1) (<gmd(f), gmd(f»))/

f f?

onde Af é o laplaciano (contragdo da Hessiana) da fungio f em B. O

O 1ultimo Teorema desta secdo trata da questdo de hiperbolicidade global para
variedades Lorentzianas que sdo produtos torcidos. Mais detalhes sobre este Teo-
rema podem ser encontrados na referéncia [BE], pg. 66.

Teorema 6.1.5. Se (M, g) é um espaco-tempo globalmente hiperbélico e (H,h) é uma
variedade Riemanniana completa, entdo o produto torcido M X ¢H é globalmente hiperbélico,
para qualquer fungdo de tor¢do f suave e positiva. O

6.2 A equacdo de Einstein

A equagdo de Einstein, cuja definicdo foi motivada por consideragdes fisicas a
respeito da interagdo entre a matéria e a curvatura de um espago-tempo!, é

Ric - %Sg +Ag=T, (6.1)

'Este é um t6pico que infelizmente foge ao escopo do trabalho. O leitor interessado poderé
encontrar uma discussdo aprofundada deste assunto na referéncia [Grav].
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onde Ric é o tensor de Ricci, S a curvatura escalar, A uma constante, chamada
constante cosmoldgica e T o tensor de energia-momento. Este Gltimo esta relacionado
com a matéria presente no espago-tempo, e quando T = 0, 6.1 é chamada equagio
de Einstein no vdcuo. Neste caso, se A = 0, a equacdo se reduz a

Ric = %Sg. 6.2)

Se (M, g) for Ricci plana, isto é, seu tensor de Ricci se anula identicamente em todos
os pontos, entdo ela automaticamente satisfaz a equagdo de Einstein no véacuo.
Reciprocamente, se (M, g) satisfaz a equagdo 6.2, podemos contrair (metricamente,
com ¢'/) ambos os lados para obter

1 n

s=351 = (1-2)s=0,
2 2

onde n é a dimensdo de M. Isto implica S = 0 para n # 2. Substituindo S = 0 em

6.2, obtemos Ric = 0. Portanto as variedades (de dimensdo maior que dois) que

satisfazem a equacdo de Einstein no vacuo com constante cosmolégica zero sdo

exatamente as variedades Ricci planas.

Suponha agora que (], g) satisfaz uma equagdo da forma Ric = cg, para alguma
constante ¢ # 0. Isto implica S = cn, n = dim(M). Vamos assumir n > 2. Assim, a
equacdo de Einstein no véacuo se torna

cg—%g+/\g:0 = A:c(ngz).

Portanto, qualquer variedade na qual o tensor de Ricci é proporcional a métrica
satisfaz a equagdo de Einstein no vacuo, com constante cosmolégica ndo-nula,
dada pela férmula que obtivemos. As variedades que tém curvatura seccional
constante caem nesta categoria; se (M, g) tem curvatura seccional constante igual a
Koy, a Proposicdo 1.4.3 nos diz que

R,z = Ko((z, Yy —(z, y)x).

Entédo, com respeito a um sistema de coordenadas & = (xy, ..., x,) qualquer em M,
Ko((@3, 90001 = 9, 9)3;) = Rayo(9) = Y . Ry
i=1
Tomando produto interno com d,, de ambos os lados, ficamos com

K()(g]-ngm - gkzgjm) = Z gimR;kl'
i=1

Contraindo com g*",
Ko(g «kOal — gkléaj) =Ry,

onde cada 6., representa um delta de Kronecker, isto é, 6,, = 1sex = y e 6, =0

caso contrario. Nessa ultima formula, ao fazermos a = I, obtemos os termos R?.ku
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cuja soma paraa = 1,...,n fornece o tensor de Ricci nestas coordenadas. Uma vez
que facamos a = [, o termo 6,; = §;; s6 é diferente de zero, portanto, para j =a = L.
Porém, neste caso, as simetrias do tensor R fazem com que R?kl seja zero. Isto quer
dizer que paraa = [ o termo —gy6,; da férmula que derivamos ndo da contribuigéo.

Portanto,
n

RiC]'k = Z lel'ku = (1’[ - 1)K0g]'k,
a=1,a#j
provando assim que Ric = (n — 1)Kpg, como queriamos.

E evidente que a classe de espagos-tempos que satisfazem a equagdo de Einstein
sdo de grande interesse fisico.

Exemplo 6.2.1. (O Universo Estitico de Einstein) Este espago-tempo é o produto
cartesiano M = Rj x S%; adotamos em S° a métrica usual, induzida de R*. A
orientagdo temporal de M é aquela induzida pelo lift do campo vetorial tipo-tempo
do, que esta globalmente definido em R]. Esta variedade pode ser mergulhada
dentro de R} X R* = IR} como o “hipercilindro”

2.2, 22 .2
xp+x;+x;+x;=1, x0€R,

onde (xo, X1, X2, X3, X4) denotam as coordenadas naturais de IR“;’ ; suprimindo as duas
dimensdes “esféricas”0 e ¢, podemos visualizar M como um cilindro da forma
x2 + x5 =1 em R} (ver [HE]). Esta representagdo cilindrica é importante, porque
iremos analisar a estrutura conforme de outros espagos-tempos mapeada em al-
guma regido dentro do universo estatico de Einstein.

Para obter uma parametrizagéo explicita de M, usamos em S®> C R* as coordenadas
x1 = sen(r')sen(¢p)sen(0), x, = sen(r’)sen(Pp)cos(0), x3 = sen(r’)cos(p) e x5 = cos(r’),
obecedendo as restricdes 0 < 0 < 2m, 0 < ¢ < me 0 <1 < 7, e uma coordenada ¢’
para Rj. Assim, a métrica se escreve

ds? = —(dt')? + (dr')? + sen*(r') (d62 + senz(G)dqbz). (6.3)

E possivel mostrar, a partir das férmulas que apresentamos para produtos torcidos
(considerando aqui a fungdo de tor¢do f = 1) que Ric(dy,dy) = 0 e, para campos
vetoriais X, Y € X¥(M) ortogonais a dy, Ric(X,dr) = 0 e Ric(X,Y) = 2(X,Y). Con-
traindo Ric, obtemos curvatura escalar constante igual a 6. Este espago-tempo é
solugdo das equagdes de Einstein, porém com tensor de energia-momento T néo-
nulo. Neste caso em particular, T é interpretado fisicamente como o tensor de
energia-momento de um fluido perfeito (ver referéncias [HE] ou [O’NEILL] para
mais detalhes a esse respeito).

6.3 O Espaco-tempo de Minkowski

Definimos (Exemplo 3.1.8) o espago-tempo de Minkowski como sendo a var-
iedade Lorentziana R} com orientagdo temporal induzida pelo campo vetorial
do. Por conveniéncia, vamos trabalhar com R}*!'. Usaremos aqui as coordenadas
naturais (xo, ..., X,), nas quais a métrica se escreve

ds? = —dx% + dx® + ... + dx>.
0 1 n
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Devido a expressdo global que temos para a métrica de Minkowski, vemos
diretamente da férmula para os simbolos de Christoffel (Cap. 1, equagdo 1.2) que
V30; =0, parai,j =0,...,n, e portanto R = 0, o que significa que este espaco-
tempo é plano. Assim, R} é também Ricci plano, o que mostra que ele é solucio de
vécuo da equacgdo de Einstein (com constante cosmoldgica nula). Além disso, as
equagdes geodésicas (Capitulo 1, equagdo 1.3) se reduzem a y” = 0, o que fornece
y(t) = at+b,coma, b € R constantes arbitrarias. Em particular, R}*! é geodesicamente
completo.

Convém lembrar que, conforme provamos no Exemplo 5.2.13, R"*! é um espago-
tempo globalmente hiperbélico.

No caso de dimensdo quatro, podemos fazer algumas mudangas na métrica a
fim de melhor observar o aspecto global do espago-tempo de Minkowski. Vamos
construir o chamado diagrama de Penrose.

Utilizando coordenadas esféricas (t,7, 0, ), dadas por x* = t, x! = rsen(6)sen(¢),
x? = rsen(0)cos(¢), x> = rcos(0), com as restrigdes 0 < r < +00,0 < 0 < 7,0 < ¢ < 27,
a métrica se torna

ds? = —dt* + dr* + r*(d6” + senz(Q)d¢2). (6.4)

A seguir, definimos as chamadas coordenadas tipo-luzv =t +r, w = t —r. Observe
que temos imediatamente v > w, e a métrica

ds*> = —dvdw + %(v — w)*(dO* + sen*(0)d?). (6.5)

Aqui, —o0 < v,w < +00. A nomenclatura deste sistema de coordenadas deve-se ao
fato de que as superficies v constante e w constante sdo tipo-luz (na métrica ndo
aparecem termos dv? ou dw?). Fazendo a mudanca p = arctan(v), q = arctan(w),

onde -3 < p,q < +75, compactificamos, de certa forma, a imagem de v,w de
T

(=00, +00) para (=7, 7). No sistema (p, g, 0, §),
ds* = sec*(p)sec*(q) (—dpdq + isenz(p —q)(dO* + senz(Q)d(j)z)) . (6.6)

O fator sec?(p)sec?(q) é sempre positivo no dominio em questdo, de modo que a
métrica (6.6) nas coordenadas acima é conforme a

ds* = —4dpdq + sen®*(p — q)(d6* + sen*(0)d¢?). (6.7)
Nesta tltima, fazemos a mudanga t’ =p + g, = p — g, a fim de obtermos
ds? = —dt’* + —dr'” + sen®(r')(d6? + sen*(0)d?), (6.8)
com as restricoes
—n<t+r<mn, -n<t' -r<mn r>0, (6.9)

que seguem daquelas para p e g. A expressdo (6.8) é idéntica a métrica do uni-
verso estatico de Einstein (6.3). Portanto, o espaco de Minkowski pode ser aplicado

110



conformalmente sobre uma regido aberta e limitada dentro do universo estdtico de Einstein.
Como transformagdes conformes preservam o sobre cardter causal, podemos ver a
estrutura causal de Minkowski globalmente, na regido dada por (6.9), que é exibida
na figura abaixo (regido hachurada).

t'=T

r" 'r' r' r!
r'=0 r'=n1

Figura 6.1: Estrutura conforme de Minkowski representada no universo estético de Einstein. Na
esquerda, a regido 0 < || < 7 do cilindro. Na direita, temos [r'| > 7. As curvas tipo-tempo futuro-
dirigidas (inextensiveis) convergem para p (' = 7,7’ = 0), enquanto as curvas passado-dirigidas
convergem para q (' = —m,#" = 0). Estes pontos ndo pertencem a representacdo de Minkowski.

A fronteira dessa regido pode ser pensada como representando a estrutura
conforme do infinito em R}, de maneira analoga ao que ocorre na bem conhecida
imersdo conforme do plano hiperbélico em um disco no R? (disco de Poincaré).

6.4 O Espaco-tempo de de Sitter

Definicao 6.4.1. O espago-tempo de de Sitter n-dimensional de raio r > 0 é a variedade
Si(r) = (xe R/ @ (x,x) = 1*}

com estrutura diferencidvel e métrica induzidas de R+,

Este é um caso particular de uma hiperquédrica, com sinal € = 1. Provamos no
Exemplo 1.6.13 que uma hiperquéddrica como esta é uma variedade de Lorentz. A
orientagdo temporal em S7(r) é dada pelo campo vetorial

<80/ 8md(f)>
(grad(f), grad(f))

X0

grad(f) = do + 3 srad(f),

tan(dy) = dy — nor(dy) = dog —
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que é sempre tipo-tempo em S(r), pois

<8O + —gmd 1), o + gmd(f > =-1+ —(ao,gmd(f» + ( ) (grad(f), grad(f))

2x%2 A3 2
0 0 0

= —1——2 +— = —1——2 <0,
r T T

para qualquer ponto (xo, x1,...,X,) € S}(r).

Outro Coroldrio do estudo das hiperquadricas que fizemos é o fato de que o

. . , 1 L
espago-tempo de de Sitter tem curvatura (seccional) constante iqual a wt Isto significa,

conforme vimos na se¢do anterior, que S| € uma solugdo das equagdes de Einstein

: e (n—=1\(n-2
no vacuo, com constante cosmolégica positiva ( > )( 5 ), paran > 2.
r

Para cada r > 0, temos uma homotetia ¢, : S}(r) — S§7(1) dada por ¢,(x) = %, de
modo que restringiremos nossa discussdo a S| = 57(1), sem perda de generalidade.

Uma definigdo alternativa de S| é dada pelo produto torcido IRy Xy S™1, cuja
métrica, lembramos, tem a forma

ds?> = —dt* + cosh*(t)do?, (6.10)

onde do? é a métrica usual da esfera. A fim de provar que este produto torcido é
isométrico a S, defina a aplicagao

. -1 1
D : Ry Xey S — ST C R

(t,p1,--.,Pn) > (senh(t),cosh(t)pi, ..., cosh(t)pn).

®éinjetiva: dados (t,p1,...,pn)e(s,q1,.-.,q,) taisque ®(t, p1,...,pn) = PG, q1,- -, Gn),
temos senh(t) = senh(s), o que implica t = s. Como cosh(t) # 0, Vt € R, o resultado
segue. Dado (yo, - .., yx) € S, escolha t tal que senh(t) = yo. Como

242 4+ 12
h y22+1 yn:l e 1+y5=cosh’(t),
Yo

n Yn
cosh(t)” """ = o sh(t)’

Assim, D(t,q1,...,91) = (Yo, .- ., Yu), donde @ é sobrejetiva. Sua derivada é

tomando ¢; = temos (q1,...,q,) € S

[ cosh(t) 0 0 0 ... 0

senh(t)py cosh(t) 0 0 ... 0
ADp, oy = senh(t)pz 0 cosh(t) 0 0 1,

senh(t)p, 0 0 0 ... cosh(t)]

que é sempre invertivel, pois seu determinante é cosh”(t) > 0, Yt € R. Assim, ® é
um difeomorfismo global.
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Sejap = (t,p1,...,pn)- Dadov = (@°,0',...,0") € T,(Ry Xeosn S"1), temos
ADy(v) = (@ cosh(t), W’senh(t)p; + v'cosh(t), ..., senh(t)p, + v"cosh(t)) =

o°(cosh(t), senh(t)ps, . . ., senh(t)p,) + cosh(t)(0, v, ..., v").

Lembrando que (py,...,pn) € S" e (¢v!,...,0v") é tangente a S" !,
(D (v), dD(V)grer = (0°) (=cos*(t) + senIP(B)(pr + ... + p,?)) +

0

Zvosenh(t)cosh(t)M +cosh*(H)[(0)* + ... + (©")?*] =

= —(vo)2 + coshz(t‘)[(vl)2 + ...+ (U”)z] = (V, V)R;x,; 5"

.. @ é isometria.

O espago-tempo de de Sitter é geodesicamente completo. Um calculo explicito das
geodésicas nos permitird estabelecer esta afirmagdo. Veremos que qualquer geodésica
de S” esta contida na interse¢do de S com algum hiperplano em R”*! passando
pela origem.

Considere um ponto qualquer p € S¥, e seja Il um hiperplano passando por p e
pela origem de Ri*!. Ao restringirmos a métrica g de R"*! para este hiperplano,
trés possibilidades podem ocorrer: g|r ser positiva definida, gy ser Lorentziana,
isto é, ndo-degenerada de indice 1, ou gl ser degenerada. Defina A = ITN SI.

(i) gl é positiva definida. Neste caso, IT munido da métrica g|r; é um espago
vetorial com produto interno de dimensao 2, e assim admite uma base ortonormal
{e1,e2}. Dado v € I1, v = ae; + Pey, temos v € A se e somente se g(v,v) = 1, pela
defini¢do de S. Esta condigao fornece a* + > = 1. Logo A é uma circunferéncia em
Il. Podemos parametriza-la pela curvao : R — A, dada por o(t) = cos(t)e; +sen(t)e,.
Esta curva é tipo-espaco, uma vez que g(o’,0’) = 1. Como

" 1
(0} (t) = —G(t) = Egﬂld(f)(g(t)), VYt € ]R,
o” é normal a S, portanto sua parte tangente € zero e ¢ é geodésica em S.

(ii) gl é ndo-degenerada de indice 1. Entdo I'T ainda admite uma base ortogonal
{eg, €1}, onde e; = p, logo g(ei,e1) = 1, e glep,e9) = —1. Dado v € II, a condigdo
para que v = aey + fe; € A é —a? + 2 = 1, o que define dois ramos de hipérbole
em Il A curvao: R — A dada por o(t) = senh(t)ey + cosh(t)e; é tipo-tempo, pois
¢(0’,0") = —cosh?(t) + senh®(t) = —1, e satisfaz

44 1
o”(f) =o(f) = Egmd(f)(a(t))/ VieR,

donde 0" é normal a S7; logo o € geodésica em SF.
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(iii) gl é degenerada. Note que, como p € Il, gl ndo é identicamente nula.
Escolha u # 0 tal que g(u,w) = 0,Vw € Il. Assim, u é em particular tipo-luz, e
o conjunto {p, u} forma uma base de Il. A fim de que v = ap + pu € II esteja em
A, devemos ter a* = 1, 0 que é equivalente a @ = +1. Esta condigdo define duas
retas paralelas em I, sendo que a reta que passa por p pode ser parametrizada
como o(t) = p + tu. Como o0’(t) = u, vemos que o é tipo-luz. Além disso, ¢ é uma
geodésica do espago ambiente R}*! que permanece em S, o que significa que ela
¢é também geodésica de S}, pela Observagao 1.6.8.

Todas as geodésicas de de Sitter podem ser obtidas por uma reparametrizacao
afim daquelas que acabamos de descrever. Com efeito, suponhaqueo : I C R — §7
é uma geodésica ndo-constante de S”, onde I é um intervalo contendo 0. Defina
p = 0(0), v = ¢’(0) # 0 e considere o plano IT que passa pela origem de R/*!,
contendo p, ao qual v é tangente. Como o esta contida em SY, ¢(a(t), o(t)) = 1, onde
géameétricade IR;’”. Assim g(o0’(t), 0(t)) = 0, eem particular g(p, v) = 0. A restrigdo
de g a intersecdo A = ITN S cai em um dos trés casos descritos anteriormente.

Se gl for positiva definida, por exemplo, g(v,v) > 0ja que v € I1. Tomando

y(t) = cos(ct)p + sen(ct)%, VteRR,

onde ¢ = v, temos que y é uma geodésica, y(0) = p = d(0) e y’(0) = Cop =0 = o’(0).
Pelo Teorema 1.3.2, 0 = y|; em todo intervalo I. Argumentos inteiramente andlogos

a este para os outros dois casos concluem nossa afirmacao.

Uma consequéncia interessante desta classificagdo é que o espago-tempo de
de Sitter, apesar de ser geodesicamente completo, possui pontos p,q que ndo
podem ser ligados por geodésica alguma. Veja por exemplo o que acontece se
p=(,0,...,1)eq=(1,0,...,0,- \/E). Estes pontos pertencem a S”; sabemos que
qualquer geodésica partindo de p precisa estar contida em um plano passando por
p e pela origem de R"*!. O mesmo vale para . Como p, g e 0 ndo sao colineares, o
tnico plano que passa simultaneamente pelos trés é IT = {(x,0,...,0,x,) € lR’ll+1 :
xo, X, € R}. Uma base para I1 é dada por {(1,0,...,0),(0,0,...,1)}, donde se vé que
gl é ndo-degenerada de indice 1. Portanto, as tinicas geodésicas que poderiam
em principio ligar p a g sdo as geodésicas tipo-tempo, dadas por parametriza¢des
adequadas dos ramos da hiperbéle ITN S" = {(,0,...,0,f) € R} : —a? + p> = 1.}.
Mas p e g pertencem a ramos diferentes desta hipérbole, logo é impossivel existir
uma geodésica saindo de p e chegando em g.

Esta situacdo revela mais um contraste entre a geometria Lorentziana e a Rie-
manniana; em variedades Riemannianas geodesicamente completas, todo par de
pontos admite uma geodésica conectando-os?.

Quanto a causalidade, de Sitter é globalmente hiperbélico. Verificaremos isto

diretamente, mostrando que o conjunto S = SN S}, onde S = {(0, x1,...,x,) € ]R’11+1 :
xi,...,%, € R}, ¢ uma hipersuperficie de Cauchy.

2Conforme o Teorema de Hopf-Rinow. Ver [O’NEILL] ou [Man].
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Seja y : R — S} uma curva tipo-tempo e inextensivel. Defina y : R — R}*! por
y(t) = y(t), ou seja, y é simplesmente y vista como curva em R}*. Assim, y é
ainda tipo-tempo, pois a métrica de S? coincide com a métrica de R7*! para aqueles
vetores que sdo tangentes a §”, como é o caso de y” = y’. Além disso, se ) tivesse
um ponto limite futuro ou passado em R}, entdo, como S| é um conjunto fechado
em R, este ponto limite pertenceria a 57, em contradigao com a inextensibilidade

de y. Logo 7 ¢ inextensivel. Tendo estas propriedades, y intersecta S, que é
uma hipersuperficie de Cauchy em R*!, exatamente uma vez, em algum ponto
y(to) € S, tp € R. Mas Yy estd contida em S}, portanto y(ty) € (SN S}) = S, como
queriamos.

Para S‘{, podemos escrever a métrica usando as coordenadas x; = senh(t), x, =
cosh(t)cos(x), x3 = cosh(t)sen(x)cos(0), x4 = cosh(t)sen(x)sen(0)cos(¢p) e
x5 = cosh(t)sen(x)sen(0)sen():

ds? = —df* + cosh*(t) (dx? + sen®(x)(d0? + sen*(0)dg?)) . (6.11)
Estas coordenadas cobrem toda Sj, exceto pelas singularidade usuais da esfera,

xX=0,x=n,0=0e0=m.

Procedemos agora como no caso de Minkowski para estudar o infinito em S3.
Definimos uma nova coordenada ¢ por

Tt Tt Tt
t' =2arcte(e’) — =, onde — = <t < —,
8e) -5 5 5
e fazemos ¥ = x. A métrica de S} se torna entdo ds* = cosh®(t)ds*>, onde d5* é
a mesma de (6.3). Assim, a regido que representa conformalmente de Sitter no
universo estatico de Einstein é =7 <t < 7.

tr
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Figura 6.2: Estrutura conforme de de Sitter representada no universo estatico de Einstein.

6.5 O Espaco-tempo de Anti-de Sitter
Fixen €e Nea € R, o > 0. Considere o conjunto
Hi(@) ={p e Ry™ : {p,p) = —a*}.

Esta é uma hiperquddrica, com sinal € = -1, e portanto é uma subvariedade

Pseudo-Riemanniana n-dimensional de R**!, cujo indice é 2 — 1 = 1; portanto uma
. 2

variedade de Lorentz paran > 2.

Escrevendo p = (xo, ..., x,) € H{ (), a condigdo {p, p) = —a? se torna

2 .2, .2 2 _ 2
=Xy —X]tX+ .. X, = —a.

O campo vetorial X em R}*! dado por
X=x
Definicdo 6.5.1. O espago-tempo Anti-de Sitter é a variedade diferencidvel
Hi(r) = {peRy™ : (p,p) = —r*}

com estrutura diferencidvel, métrica e orientagio temporal induzidas de Ry,

A andlise deste espaco-tempo pode ser feita por meios analogos aqueles usados
em de Sitter, de maneira que vamos omitir alguns detalhes. Anti-de Sitter pode
ser visto também como uma hiperqudadrica, porém com € = —1. Como o espago
ambiente, Rg“, tem indice 2, H(r) € uma variedade de indice 2 — 1 = 1, portanto
uma variedade de Lorentz. O produto escalar na defini¢do acima se escreve, nas
coordenadas naturais de IRZH,

—xg— X+ ..+ xn =1 (6.12)

Este espaco-tempo é difeomorfo a S' x R""!. Quanto & curvatura, conforme

vimos no Exemplo 1.6.13, H{(r) possui curvatura seccional constante iguala ——, o

12’

que o torna solugdo das equagdes de Einstein no vacuo com constante cosmolégica
. (1-n\(n-2

negativa ( 2 )( > ), paran > 2.

Vamos nos restringir ao caso r = 1, como fizemos em de Sitter.

No que diz respeito as condi¢des de causalidade, H| ndo € sequer cronolégico.
De fato, a expressdo a(t) = (0,0,...,0,cos(t), sen(t)), t € R, define uma curva tipo-
tempo fechada em HY.
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Para evitar este tipo de violacdo de causalidade, podemos considerar o reco-
brimento universal de Hf, chamado espaco-tempo Anti-de Sitter universal, HZ‘ Tal
recobrimento sempre existe, e a métrica de ﬁ ¢é aquela induzida pelo pullback da
aplicagdo de recobrimento. Em particular, H” é localmente isométrico a Hy. Topo-

logicamente, H” é R". No estudo de propriedades causais, trabalharemos com H”
ao invés de Hj.

No caso n = 4, uma parametrizacdo para Hf é obtida fazendo x; = cosh(r)cos(t),
xp = cosh(r)sen(t), x5 = senh(r)cos(0), x4 = senh(r)sen(0)cos(¢p) e x5 = senh(r)sen(0)sen(¢),
e nessas coordenadas a métrica de H; é dada por

ds? = —cosh*(r)(dt?) + dr® + senh?(r) (d62 + senz(G)dqbZ) . (6.13)

Podemos visualizar H‘f como R* com a métrica acima. Obedecidas as restricdes
“estéricas”usuais, isto é, 0 < 0 < me 0 < ¢ < 2m, esta métrica é ndo-singular
para todo r > 0, ou para r < 0. Evidentemente, estas duas regides sdo isométricas,
de modo que podemos nos restringir, por exemplo, a r > 0. Também temos
—00 <t < +00.

Hf é fortemente causal. De fato, seja p = (t, 9, 0o, ¢o) um ponto qualquer,
nas coordenadas que acabamos de introduzir, e U uma vizinhanga aberta de p.
Como queremos mostrar a existéncia de uma vizinhanga de p causalmente convexa
V € U, podemos supor sem perda de generalidade que U est4 contida no dominio

W C H;‘ onde estdo bem definidas as coordenadas (¢,7,0,¢). DefinaT : W — R
por T(t,1,6,¢p) = t — to. Por continuidade, existe € > 0 tal que V = T"!(—¢,€) C U,
ja que T(p) = 0. Afirmamos que V é uma vizinhanga causalmente convexa de p.
Temos

1 1
grad(T)(t,r,Q,(f)) = (_M/ 0/ O/ 0) = _Matl V(t, r/ 6I (Z)) € WI

e portanto grad(T) é tipo-tempo, passado-dirigido. Dada uma curva tipo-tempo,
futuro-dirigida y : [4,b] — U com y(a),y(b) € V, —e < T(y(a)), T(y(b)) < €, por
definigdo. Como (T o y)'(t) = (grad(T)yy,y’(t)) > 0 para todo t € [a,b], a fungdo
T oy é crescente. Portanto,

e < T(y(@) < TQ1) < T(®) <€ = p() eV, Vi e @,b).

Isto prova que y esta contida em V, e portanto que V é causalmente convexo, como
queriamos.

A estrutura causal do espaco-tempo universal de Anti-de Sitter nas vizinhangas
de um ponto p qualquer pode ser representada em um diagrama como na figura
6.5 abaixo.
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Figura 6.3: Causalidade em Hj (com duas dimensdes omitidas). Em azul, geodésicas tipo-luz
tendem assintoticamente as se¢des t constante, que sdo as linhas vermelhas, sem nunca intersecta-
las. A drea hachurada representa J*(p) N J7(g), e as curvas em preto sdo geodésicas tipo-tempo
(inclusive o eixo vertical t).

Nesta figura, vemos um conjunto da forma [*(p) N J () (drea hachurada) em
Anti-de Sitter que ndo é compacto, jd que ndo é limitado, e portanto H; ndo é

globalmente hiperbolico. Isto significa que H} ndo admite uma hipersuperficie de
Cauchy. Em particular, apesar de todas as se¢des ¢ constante, cuja unido cobre todo

H‘ll, serem hipersuperficies acronais, fechadas e tipo-espago, nenhuma delas é uma
hipersuperficie de Cauchy.

Para analisar o comportamento do espago-tempo universal de Anti-de Sitter no
infinito, compactificamos a coordenada r, definindo

v = 2arctg(e’) - g, 0<7r < g

Parar < 0, temos —7 <’ < 0. Nesta nova coordenada, a métrica de Anti-de Sitter
fica conforme a (6.3). Unindo estas duas regides, obtemos a representacdo da figura
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Figura 6.4: Regido representando Anti-de Sitter no universo estatico de Einstein. Sobre a linha
vermelha, a métrica é singular, mas esta linha pertence ao espago.

6.6 Os Espacos-tempos de Schwarzschild e Kruskal

Esta solugdo das equagdes de Einstein foi descoberta em 1916 pelo astronomo
Karl Schwarzschild, pouco tempo depois do surgimento da Relatividade Geral.
Ela descreve duas regides aparentemente desconexas. Uma delas, o exterior, rep-
resenta fisicamente a regido em torno de um corpo massivo esfericamente simétrico,
como por exemplo uma estrela.

Fixe uma constante m > 0.

Definicdo 6.6.1. A regido exterior do espago-tempo de Schwarzschild de massa m
¢ a variedade diferencidvel M; = P X S2, onde P = {(t,r) € R? : r > 2m}, munida com a
métrica .

—I)(r)dt2 + b0

dr® + r? (d92 + senZ(Q)dcj)Z) , (6.14)

onde b(r) = (1 — 22).

Note que este é um produto torcido da variedade Lorentziana P, cuja métrica é
ds} = —bd#* + dr*, com a esfera 5% e a fungdo de torgdo r : P — R. Pode-se mostrar,
usando as férmulas para a curvatura de Ricci de produtos torcidos, que o tensor de
Ricci de M; é identicamente zero. Sendo Ricci plana, M; automaticamente satisfaz
as equacdes de Einstein no vacuo com constante cosmolégica zero.

A orientagdo temporal deste espago-tempo é dada pelo lift do campo vetorial J;.
E interessante notar que os coeficientes g;; da métrica (6.14) nao dependem de ¢.
Decorre disto que as fung¢des
q)c . M[ - M[
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(t,r,x) > (t+c,1,x),

onde (t,7) € P e x € §?, sdo isometrias, cujas 6rbitas ¢ — D(t, r, x) sdo todas curvas
tipo-tempo. Um espago-tempo que admite uma familia a 1 pardmetro de isometrias
cujas 6rbitas sdo tipo-tempo é dito ser estaciondrio. Fisicamente, isto significa que
um observador cuja linha de mundo coincide com uma dessas 6rbitas ndo percebe
alteragdes na geometria ao seu redor.

Além de estaciondrio, M; é também estdtico. Um espago-tempo € estatico quando
é estaciondrio e, para cada ponto p, existe uma hipersuperficie tipo-espago ~ con-
tendo p que é normal as 6rbitas geradas por sua familia a 1 parametro de isome-
trias. As hipersuperficies X, = {(fo,7,x) : ¥ > 2m, x € S?} sdao tipo-espago em Mj; a
auséncia de termos dtdr, dtd6 ou dtd¢p na métrica mostra que o campo J; é ortogonal
a ¥y, e portanto as 6rbitas ¢ — D.(t, 7, x) também o sdo, Y(t,7) € P, Vx € $2.

Quando r — +o0 a fungao h(r) tende a 1, e assim a métrica de M; tende a métrica
de Minkowski em coordenadas esféricas. Esta condigdo é desejavel se quisermos
levar em conta que conforme nos afastamos da regido onde est4 situada a estrela,
a forca gravitacional diminui e o espaco tende a ficar plano, como Minkowski.

A expressdo da métrica em (6.14) faz sentido também para 0 < r < 2m. Neste
caso, porém, hd uma inversao dos papéis das coordenadas ¢ e ; 0 campo vetorial
d; agora é tipo-espago, enquanto d, é tipo-tempo. O significado fisico atribuido
a esse fendmeno é o seguinte: a regido 0 < r < 2m corresponde a um buraco
negro, resultante do colapso gravitacional de algum corpo massivo sobre si mesmo,
que deixou apenas uma singularidade® em r = 0. A orientagdo temporal agora
é dada por —d,, o que significa que qualquer curva tipo-tempo futuro-dirigida
eventualmente atinge r = 0.

Definic¢do 6.6.2. A regido interior do espago-tempo de Schwarzschild de massa m
é a variedade diferencidvel My = B X S?, onde B = {(t,7) € R* : 0 < r < 2m}, munida com
a métrica (6.14).

Observacio 6.6.3. E importante ter em mente que a singularidade r = 0 em si ndo
faz parte do espago-tempo. Existem vérias tentativas de tratar este problema, mas
ndo as abordaremos aqui (ver [HE] Capitulo 8).

Devemos fazer uma distingdo entre as singularidade em r = 0 er = 2m na métrica
de Schwarzschild. A primeira é uma ”“singularidade real”; em outras palavras, ndo
é possivel estender Mj; para além de r = 0. Isto se prova calculando o invariante de
Kretschmann,

4
o 48m?
ijkl
K = Z RijklR] :T'
i,jk1=1

que claramente diverge quando r tende a zero. Os valores de K : M;; — R nédo
dependem do sistema de coordenadas utilizado. Assim, dada qualquer extensdo

3Essa expressdo serd usada aqui de maneira informal. Discutiremos esse termo de forma mais
precisa no Capitulo 6.

120



M de My, por definicdo existe uma isometria W : M — U C My, e os valores

K(¥(p,)) = K(p,) divergem para qualquer sequéncia {p,},en em My com r(p,) — 0.
E neste sentido que dizemos nao ser possivel estender M, para além de r = 0.

A singularidade r = 2m, entretanto, ndo é desta natureza. Vamos mostrar agora
que é possivel construir uma variedade contendo (copias isométricas de) M; e M.
Considere a funcao

fy) = (y = 2m)e>1,
definida para y € (0, +o0). Temos

f(y) = e

+% > 0, Yy €(0,+00),

logo f ¢ um difeomorfismo sobre sua imagem, que é (22, +c0). A regido
—2m
w=10) eR* : uv>—
Q {(u V) uo . }

é um aberto de R?, cuja fronteira é a hipérbole uv = ‘27’“ A cada ponto (1,0) € Q,,
vamos associar uma coordenada r = f~!(uv) € (0,+c0), que fica bem definida
porque uv pertence a imagem de f. Conforme nos aproximamos da fronteira de
Q,., esta coordenada tende a zero.

Defini¢ao 6.6.4. O aberto Q,, € R* munido da métrica
2
ds? = 2F(r)dudv, F(r) = 8%61_(” 2m)

é chamado plano de Kruskal de massa m.
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Figura 6.5: O plano de Kruskal (drea hachurada nao faz parte do plano). A orientagdo temporal
é exibida pelos cones. Linhas azuis correspondem a geodésicas tipo-luz inextensiveis, saindo da
singularidade = 0 no quadrante Qyy. Linhas vermelhas representam curvas de nivel r = cte.

Removendo os eixos {(u,v) € Q, : uv = 0}, ficamos com quatro quadrantes,

Qr, Qu, Qur e Qry, como na figura. Pela prépria expressdo da métrica, a geometria
de Q depende apenas do valor de r; sendo assim, a aplica¢do (1,v) +— (—u,-v)
define uma isometria entre Q; e Qyj;, e também entre Q;; e Qpy.
Existe uma diferenca importante entre estes dois tltimos quadrantes, apesar de eles
serem isométricos, devida a orienta¢do temporal. Se uma curva causal inextensivel
a :[0,b) = Q, (possivelmente b = +00) comeca em Qyy, ou seja, a(0) € Qpv, entdo
existe t) € R tal que a(s) ¢ Qqv, Vs € [0, D) com s > t,. Isto significa que a é forcada a
sair de Qv em tempo préprio finito. A situacdo se inverte em Qj;. Se uma curva causal
inextensivel a : [0,b) — Q,, é tal que a(ty) € Qy, para algum ¢, € [0, b), entdo duas
coisas acontecem. Primeiro, a(s) € Qy;, para todo s > t; em [0, b); nenhuma curva
causal pode entrar em Qy e sair novamente. Segundo, teremos necessariamente
b < +00, e quando t — b, r(a(t)) — 0. Resumindo, qualquer curva causal entrando
em Qj; 14 permanece, e necessariamente “colide” com a singularidade r = 0 para
um valor finito do seu parametro.
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Fisicamente, o comportamento que acabamos de descrever em Qy; é o que carac-
teriza um buraco negro. Por analogia, regides como Qy sdo muitas vezes chamadas
de buraco branco.

Definic¢do 6.6.5. O espago-tempo de Kruskal de massa m é o produto torcido K, =
Qu X, §* do plano de Kruskal de massa m e a esfera S?, com fungdo de torgio r.

A orientagdo temporal de K,, é induzida pelo lift do campo vetorial tipo-tempo

av - au € %(Qm)

Os quadrantes Q; X, S? e Qqir X, S* sdo isométricos a regido exterior do espago-tempo
de Schwarzschild, enquanto Qp X, S*> e Qv X, S? sdo isométricos a regido interior do
espago-tempo de Schwarzschild. Para ver isto, defina uma segunda coordenada

t: Q[ U QH - R
pondo t = 2mIn(|v/ul). Assim,
dt =2m (d_v - d_u)
v u

Para calcular dr, usamos a defini¢do implicita f(r) = uv, obtendo

uvdu N uvdv _ f(r)du N f(r)dv
uf'(r) - of' () uf'(n) o of(r)’

f'(ndr = vdu + udv = dr =

Por outro lado f)

i 2mb. Disto decorre que

dr:Zmb(d—u+d—v).
u v

Um célculo direto usando as férmulas que obtivemos mostra que a aplicagdo
V. Q[XrSZUQHXrSZ — M; U Mp

dada por W(u,v,x) = (t(u,v),r(u,v),x), Y(u,v) € QU Qy, Yx € S* define uma
isometria.

E facil ver que K é inextensivel, ja que o invariante de Kretschmann diverge
quando nos aproximamos de r = 0.
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Capitulo 7

Os Teoremas de Singularidade

7.1 Os Teoremas de Singularidade de Hawking

Teorema 7.1.1. Seja S C M uma hipersuperficie de Cauchy futura, tipo-espago, com
convergéncia futura k > b > 0. Suponha Ric(v,v) > 0, Yo € TM, v tipo-tempo. Entio,
toda curva tipo-tempo, futuro-dirigida saindo de S possui comprimento menor ou igual a
+. Em particular, M é geodesicamente incompleta.

Demonstragido. Seja y : [a,b) — M uma curva qualquer tipo-tempo, futuro-
dirigida comegando em S, e escolha p ¢ S sobre y. Temos p = y(c), para algum
c€lab),epe](S)CD*S), logo L(Yljeq) < (S, p). Pelo Teorema 5.5.5, existe uma
geodésica tipo-tempo ) de S a p cujo comprimento é exatamente 7(S,p). Sendo
maximal, 7 ndo pode ter pontos focais antes de p, logo 7(S,p) < 1. ®

Lema 7.1.2. Seja S C M subvariedade tipo-espago de M. A fungdo ds : M — [0, +00]
dada por ds(p) = ©(S, p) é semicontinua inferiormente.

Demonstragio. Sejap € M. Sep ¢ J*(S), ©(S,p) = 0, por defini¢do, logo Ve > 0,
temos, Yq € M,
(S,q) = 0 > 1(S,p) (=0) €.

De outro modo, considere p € J*(S), e seja € > 0. Se 7(5,p) < +00, existe py € S e
uma curva y causal, futuro-dirigida de pj a p tal que

Lo) > TSP - 5.

Pela semicontinuidade inferior de 7, existe U vizinhanga de p tal que, Vg € U,

©(S,) 2 T(po,q) > Tlpo ) = 5 2 L) — 5 > T(S,p) e

Finalmente, se 7(S,p) = +o0, entdo dado A > 0, existe py € S com 1(py,p) > A.
Pela semicontinuidade de 7, existe uma vizinhanca aberta U de p tal que, Vq € U,
(S, q) =2 t(po,p) > A. 1

Teorema 7.1.3. Suponha que Ric(v,v) > 0, para todo v tipo-tempo, e que existe S € M
hipersuperficie compacta, tipo-espago com convergéncia futura k > 0. Entdo, (M, §) possui
ao menos uma curva (em verdade, uma geodésica) tipo-tempo incompleta.
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Demonstragido. Podemos assumir que S é acronal (portanto acausal), passando
para um recobrimento Pseudo-Riemanniano de M se necessério, em vista do Teo-
rema 5.5.12. Pela compacidadede S, existeb > Otal quek > b > Oem S. Provaremos
o0 seguinte:

Existe uma geodésica tipo-tempo, futuro-inextensivel, comecando em S e normal a S de
comprimento menor ou igual a ;.
Suponha que esta afirmacao é falsa. Defina

B={veNS : v=0ouv é futuro-dirigido e |[v| < % ).

Afirmagio 1: B estd contido no dominio de exp™.

De fato, seja v € B\{0}, e considere a geodésica maximal y,. Note que, como
Yo : [0,c) = M é tipo-tempo, inextensivel e comega em S, L(y,) > ;. Por-
tanto, existe um pardmetro 0 < f; < ¢ tal que flv]| = L(yolpy)) > % Assim,
% < tolo| < tO% = to > 1,10go vlj01] estd definida, e portanto y,(1) = exp™(v).

Afirmagdo 2: 8 é compacto.

De fato, considere a fungdo f : S X R — NS, onde f(p,x) = x.u(p), sendo u um
campo vetorial tipo-tempo, futuro-dirigido e unitério, que fixamos em S. Eviden-
temente, f é continua e f(S x [0, ;]) = B, logo B é compacto. Note que podemos
assumir H*(S) # 0, caso contrario estamos de volta nas hipéteses do teorema 7.1.1,
porque S seria uma hipersuperficie de Cauchy futura.

Afirmagio 3: D*(S) C exp*(B).

Claramente, S C exp*(8B). Se p € D*(S)\S, existe uma geodésica y : [c,d] - M
tipo-tempo, futuro-dirigida e normal a S com y(c) € S, y(d) = p e L(y) = (5, p).
Sendo y maximal, ndo possui pontos focais antes de p, e portanto L(y) < ;. Temos
L(y) = Iy’ (c)l(d—c),logo se definirmos 1 : [0,1] — [c, d] por h(t) = c+t(d—c),ey = yoh
uma reparametrizagdo geodésica de y e v := )’(0) = y’(h(0))1’(0) = y’(c)(d — ¢). Por-
tanto || = L(y) < } = v € Be y = y,. Mais ainda, y(1) = y,(1) = exp*(v) = p.
Portanto D*(S) C exp™(B) = D*(S) C exp™(B), ja que exp*(B) é fechado.

Concluimos entdo que D*(S) é compacto e portanto H*(S) também. Seja agora

p € D*(S)\D*(S). Existe uma sequéncia {p,},en em D*(S) com p, — p. Como vimos
anteriormente, p, = exp*(v,), para v, € 8, Yn € IN. Como 8B é compacto, podemos
assumir que v, — v € B. v € dom(exp') pela afirmacéo 1, logo p, = exp™(v,) —
exp*(v) por continuidade, e assim p = exp*(v). Observe, também, que [v,| — |v] < %,
e como 7 é semicontinua inferiormente, pelo Lema 7.1.2,

(S, pn) = lval — 0], e assim

[v] > 7(S,p) = L(yy) = 1(S,p) = L(yy) =v| =1(S,p),
logo y, é uma geodésica maximal de S a p. A funcdo ¢ := dg|y+i) (ver Lema
7.1.2) é semicontinua inferiormente, portanto, de acordo com o Lema 4.4.1, atinge
um minimo no conjunto compacto H*(S), digamos em g € H(S). Agora, como
borda(S) = 0, pelo Teorema 5.4.7, existe uma geodésica tipo-luz, passado-inextensivel
a :[0,a) —» H*(S) comegando em 4. Sejam s,t € [0,a) com s < t, e 5, geodésicas
maximais de S a a(s), a(t), respectivamente. Temos, j& que a é tipo-luz,

(S, a(t)) = L(y) = L(alsg+7y) < L(B) = 1(S, als)).
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Soo(a(t)) < ¢(a(s)), e ¢ decresce estritamente ao longo de a. Mas isto contradiz a
minimalidade em g = a(0). Esta contradicdo estabelece o teorema. ®

Observacao 7.1.4. Se S C M é uma hipersuperficie tipo-espaco que ndo é Cauchy
nem compacta, entdo os teoremas falham completamente. (Exemplo: considere
o mergulho de H" em R;"*". Este possui convergéncia 1, mas ndo é uma hiper-
superficie de Cauchy futura, nem um compacto. Geodésicas normais convergem
todas para o ponto focal na origem, mas R,""! é obviamente completo, e Ric(v,v) =
0 > 0, para todos os vetores v € TR;"*")

7.2 O Teorema de Singularidade de Penrose

Fixe (M, g) um espago-tempo. Lembramos que, dada uma subvariedade tipo-
espaco S € M de dimensdo k < dim(M), o vetor de curvatura médiaem p € S é

dado por
k
Z I(e;, €:),

i=1

Hp =

i

onde IT é o tensor de Weingarten de S e {e, ..., e} é qualquer base ortonormal em
p.

Proposicdo 7.2.1. Seja S subvariedade tipo-espago de codimensio maior ou igual a 2. As
seguintes afirmagdes sio equivalentes, para um ponto p € S:

(i) k(v) = (H,,v) > 0, Yv ndo-nulo, causal, futuro-dirigido e normal a S em p.

(ii) k(v) = (Hp, v) > 0, Yo ndo-nulo, tipo-luz, futuro-dirigido e normal a S em p.

(iii) H, é passado-dirigido e tipo-tempo.

Demonstragdo. (ii) = (iii). Como S é tipo-espago, (T,S)* é tipo-tempo e podemos
escolher uma base ortonormal f{ey, ..., e}, k > 2, e; tipo-tempo, futuro-dirigido e
e, ..., e tipo-espaco. Escreva H, = ae; + Zi-{:z bie;, e ponha w = Zf:z bie;. Assim, w
é tipo-espago. Se w = 0, e; — e, é tipo-luz, e 0 < (Hj,e; — ;) = —a. Logoa < 0.
Em particular a # 0, de modo que H, é tipo-tempo e (H,,e;) = a < 0, logo H, é
passado-dirigido. Se w # 0, e; — % é tipo-luz, e 0 < (H,, e; — IZ—|> > —a-|w>0=
—a > |w| > 0, donde a* > |w|* = g(w, w) > 0. Assim g(H,, H,) = —a* + g(w,w) <0 e
g(H,,e1) < 0, logo H, é tipo-tempo e passado-dirigido. As outras implicagbes sdo
imediatas. m

Definicao 7.2.2. Uma subvariedade S € M com codim(S) > 2 é dita ser futuro [passado]
convergente se H, é tipo-tempo, passado[futuro]-dirigido, Vp € S. Uma subvariedade
compacta, tipo-espaco de codimensio 2 que é futuro [passado] convergente é chamada
superficie fechada aprisionada [anti-aprisionadal].

Definicdo 7.2.3. Seja A C M um conjunto acronal. O horismos futuro [passado] de A
é o conjunto
E*(A) = J"(ANI(A) [E7(A) = ] (AN (A)].

Se E*(A) [E~(A)] é compacto, A é dito ser futuro[passado]-aprisionado. Em qualquer
caso, dizemos que A é um conjunto aprisionado.
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Os conceitos recém-definidos de superficie fechada aprisionada e conjunto apri-
sionado sdo totalmente independentes. O primeiro é um conceito local, geométrico-
diferencial, enquanto que o tltimo tem um cardter mais causal, global. Para ver isto
mais claramente, vamos considerar alguns exemplos, um deles no espago-tempo
de Kruskal. Precisamos do seguinte lema.

Lema 7.2.4. Se B Xy F é um produto torcido de um espago-tempo (B, go) por uma variedade
Riemanniana conexa (F, h), entdo para quaisquer conjuntos S € B, T C F, temos

J*(SXT,BxsF) = J*(S,B)xT,
IF(SXT,BxsF) = I*(5,B)xT.

Demonstragdo. As provas dos quatro casos sdo similares, portanto faremos para
I'". Seja (p, q) € I'(SXT, BX¢F). Entédo, existe uma curva tipo-tempo, futuro-dirigida
a:[0,1] » BXsF com a(l) = (p,q) e a(0) € S X T. Podemos escrever, para cada
t € [0,1], a(t) = (a1(t), ax(t)), de modo que a;1(0) € S, a»(0) € T. Portanto

8@ (1), @ (1)) <0 = (g0)wy (e’ (t), ' (1)) + (hayen) (@2’ (), a2’ () < 0.

Como h é Riemanniana, h,, (a2’ (t), a2’ (t)) = 0, 1ogo (g0)a, (a1’ (), a1’(t)) <0, e aq é
tipo-tempo em (B, o). Claramente, a; é também futuro-dirigida em (B, go), o que
nos permite concluir p € I*(S, B). Portanto I"(S X T, B X F) C I"(S,B) x T.

Por outro lado, dado (p,q) € I*(S,B) X T, temos « : [0,1] — B tipo-tempo, futuro-
dirigida com a(0) € S e a(l) = p. Defina a : [0,1] — B X F como a(t) = (a(t),q),
vVt € [0,1]. Logo a(0) € SX T e a(l) = (p,q). a é claramente futuro-dirigida e
tipo-tempo, e assim (p,q) € ['(SXT,B X, F). &

Exemplo 7.2.5. Tome M = R?, ds? = —dt* + dx* + dy* e A C M o conjunto acronal

A=1{00,yeR: yeR}.
O campo vetorial V = 3% é tangente a A, e g(V,V) = 1 em A, portanto V gera
0s espacgos tangentes de A em cada ponto. Em particular, A é uma subvariedade
tipo-espago de M, de dimensdo 1. Um célculo simples mostra que H, = 0 em
cada p € A. Sendo assim, H, é tipo-espaco, logo A nédo é futuro nem passado
convergente. Observe também que as sequéncias {(11,71,0)},en € {(—=1, =11, 0)}en
estdo respectivamente em E*(A) e E(A), e ndo admitem subsequéncia convergente,
de modo que estes dltimos ndo sdo compactos, e portanto A ndo é futuro nem
passado-aprisionada. Se identificarmos (t,x,y) ~ (t,x + 1,y + 1), obtemos um
espago-tempo (M’, g’) que pode ser visto como produto torcido (com fungdo de
tor¢do f = 1) do cilindro de Lorentz (R X S', o), com métrica de Lorentz plana
ds? = —df? + dx?, vindo da identificacdo (f,x) ~ (t,x + 1) em IR;?, e o circulo (S*, h)
com métrica ds* = dy*. Neste novo espaco-tempo, ganhamos um conjunto da
forma A’ = p X S}, ao fixar p € R x S!. Como M’ é localmente isométrico a M, A’
ainda possui vetor de curvatura média zero, e portanto ndo é futuro-convergente.

Entretanto, pelo lema 7.2 .4,
JHA, M) = J*(p,RxS) xS,
I*(A,M') = I*(p, Rx S") x S'.
L EfA, M) = E*(p, Rx S") x S'.
Qualquer ponto p € R x S é futuro (e passado) aprisionado, portanto A’ também,
ja que S' é compacto.
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Por outro lado, seja Q,, = {(1,v) € R? : u.v > —} o plano de Kruskal de massa m,
e fixe qualquer p = (ug, vo) € Q. Considere o conjunto A, = pxS* no espago-tempo
de Kruskal. Pela proposi¢do 7.35 de [O'NEILL], se {el,ez} ¢ uma base ortonormal
emg € S?,

—h(e;, €;)
Hon =2 Zn(e,,e) "2 Z M) p)Vr(p)

Mas (Vr)' = g"% + ¢2 e um célculo simples mostra que Vr = $9£2 4 1202
Consideraremos Q,, temporalmente orientado pelo campo vetorial T = £ — 2. De

fato, temos

> 9 PR I
gO(T'T)‘gO(%'a) g“(aua) gO(a a_)"ZRO'

pois F é claramente positiva. Observe também que

=" Wy =—F — = pllmmly = Fo.
u r ¢ " 4 e 80 r "o 4m v
1 d 1 v
Vr 4m(u£+v(9v)' (H,H) 16u2r22u 32 21—"
1y = "2
dur

Portanto H é tipo-tempo precisamente quando uv < 0, que equivale a dizer f(r) <0
ou 0 < 7 < 2m, e é passado-dirigido quando tivermos também u < v, e futuro-
dirigido quando v < u. Assim A, é uma superficie aprisionada [anti-aprisionada]
para uyvy < 0 e uy < vy [up > vp]. Mas A, ndo é um conjunto futuro-aprisionado ou
passado-aprisionado, pois

E*(A,, Kin) = E*(p, Qu) X S%,

e é facil ver que os conjuntos E*(p, Q,,) ndo sdo compactos em Q,,, para as regioes
nas quais0 < r < 2m. Porexemplo, acurvaa : [0,b) = Q,, dada por a(t) = (up, vo+t)
é tipo-luz, futuro-dirigida:

0 0 0
g@'(t),a’(t)) =0, g(a’(t), T(a(t)) = g(%la(t)/ %la(t) - Ela(t)) =-2F <0.

Além disso, ug(t + vg) = upt + Uyvy e se tomarmos uyvy < 0 e uo < 1y, 0 que implica

Doy + 22
up < 0evy > 0, teremos uy(t +vy) > =*; dadoque b = —0 |0u | > 0, escolha N € N
0
tal que b — 5 > 0, fazendo com que a sequéncia {a(b — 5—)}uen esteja em E*(p, Qy).

Esta, porém, ndo admite subsequéncia convergente.

Contudo, existem condic¢ées sob as quais podemos garantir que convergéncia fu-
tura implica em aprisionamento futuro.

Proposicao 7.2.6. Seja S C M superficie fechada aprisionada. Suponha
(i) Ric(v,v) > 0, para todo v tipo-luz.

(ii) (M, g) é tipo-luz completo.

Entdo, E*(S) é compacto.
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Demonstragio. Fixe uma métrica Riemanniana auxiliar 7 em M, e seja
S ={veNS:vé futuro-dirigido, tipo-luz e h(v, v) =1}.

Se definirmos @ : NS — R? por ®(v) = (g(v, v), h(v,v)), o valor (0, 1) é regular para
®, e S é claramente uma das componentes conexas da subvariedade diferencidvel
®71(0,1), de dimensao (1 — 2), de NS. Em particular, dim(S) =n—2e S é suave.

Afirmagio 1. S é compacta.

Seja {v,}nen uma sequéncia em S, e denote por IT: NS — S a projecdo do fibrado
NS na base S, com p, = I1(v,), Yn € N. Ja que {p,}qen estd em S e S é compacta,
podemos assumir p, — py € S. Note que, como dim(S) = n — 2, dim(N,) = 2,
para qualquer fibra N, p € S. Podemos tomar um referencial local {e;, e,} em uma
vizinhanga de py, e assumir que este seja h ortonormal (o que sempre pode ser feito
localmente, via Gram-Schmidt). Podemos assim escrever, para cada n,

Un(pn) = anei(pn) + buea(py),

para qualquer p, em uma vizinhanga de p,, digamos, U, onde estd definido o
referencial local. Como a,2 + b,> = 1, para todo n, podemos assumir também
que (a,,b,) — (a0, bp) € S* € R?, pela compacidade de S'. Deste modo v, —
ape1(po) + boea(po), e h(vy,v9) = 1. Por continuidade, g(vo,v9) = 0, e vy € futuro-
dirigido, logo v, € s, provando a afirmacao.

Considere agora a funcdo k : NS — R dada por k(v) = (Hry), v). Esta fungdo é
suave, e como S é futuro-convergente, k(v) > 0, Vv € S. Como S é compacta, klz
atinge um valor minimo; denote-o por ky > 0. Tome b = kl—o, e defina

K = {tveNS:veS, 0<t<b).

A compacidade de K segue diretamente da compacidade de Se[0,b]. Como (M, )
é tipo-luz completo, certamente vale K C dom(exp*), e o conjunto exp*(K) € M
estd bem-definido, sendo ainda compacto.

Afirmagio 2. E*(S) C exp(K).

De fato, seja p € E*(S). Sep € S, entdo p = exp*(0,), e 0, € K, portanto nada mais a
fazer. Do contrario, p € dI*(S)\S, e existe uma geodésica tipo-luz, futuro-dirigida
a:[0,1] = M, com Im(a) € E*(S), a(0) € S, a(1) = p, @ sem pontos focais antes de 1.
Em particular, p = exp~(a’(0)). Agora, de (i), @ deveria ter um ponto focal antes de
rwoy € assim gy 2 1. Mas escrevendo la’(0)l = /h(a’(0), a’(0)), e v, = ”z:—gg;”,

temos v, € §, a’(0) = ||a’(0)||v,. Entao
1 1 b
< = < -
k(a’(0))  lla’(O)llk(va) ~ lla’(O)]
L0 <O £ b = d0)eK,

provando assim a afirmagao.

Logo, resta apenas mostrar que E*(S) é fechado. Para isto, seja {p,}uen uma
sequéncia em E*(S) com p, — po € M. Como E*(S) C exp(K) e este tltimo é com-
pacto, temos em verdade py € exp*(K). Assim, podemos escrever py = exp*(t,v),

1
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com 0 <ty < bewv € S. Com isto, po estd na imagem de uma geodésica tipo-luz
y [0, +00) — M, dada por y(t) = exp*(tv), com y(0) = exp=(0) € S. Isto mostra que
po € I'(S).

Afirmagdo 3. E*(S) C dI*(S).

Dado p € J*(S)\I*(S), seja U qualquer vizinhanga de p. Seja g : [0, €] — M qualquer
curva tipo-tempo, futuro-dirigida com B([0,€]) € U e B(0) = p. Para algum g € S,
g <p < p(e) = p(e) € I'(S). Como p ¢ I*(S), isto prova a afirmacao.

Agora, como JI*(S) é fechado, py € JI*(S), e como [*(S) é aberto, " (S)NI*(S) =0
= po ¢ I'(S). Logo py € E*(S). Portanto E*(S) é fechado, e sendo assim é compacto,
conforme afirmado. m

Observacao7.2.7. Naproposicdo?7.2.6, precisamos apenas da hipétese de geodésicas
tipo-luz em (M, g) serem completas para o futuro. Se elas forem completas para o
passado e S for anti-aprisionada, uma versdo temporalmente dual da prova mostra
que E7(S) também é compacto.

Observacao 7.2.8. No espaco-tempo de Kruskal, como vimos acima, temos su-
perficies aprisionadas (e anti-aprisionadas), e este espago-tempo tem Ricci identi-
camente nulo, de modo que a condicdo (i) da proposigdo 7.2.6 é automaticamente
satisfeita. Porém, como neste espago-tempo em geral as geodésicas tipo-luz ndo
sdo completas para o futuro ou para o passado, a proposi¢do ndo precisa valer, e
de fato ndo vale, como observamos: E*(S) [E™(S)] ndo sdo compactos qualquer que
seja S superficie aprisionada [anti-aprisionada].

Teorema 7.2.9. (Penrose)

Suponha que

(i) (M, g) é globalmente hiperbdlico.

(ii) Existe S C M superficie fechada e aprisionada.

(iii) Ric(v,v) > 0, para todo v € TM tipo-luz.

(iv) (M, g) € tipo-luz geodesicamente completo.

Entdo, E*(S) é uma hipersuperficie de Cauchy em (M, g).

Demonstragio. Com efeito, (ii)-(iv) implicam que E*(S) é compacto, pela proposicao
7.2.6. Além disso, E*(S) é claramente acronal. Como (M, g) é globalmente hiperbélico,

e S é compacto, J*(S) é fechado. Temos I*(S) = int(J*(S)), logo J*(S) = J*(S) =
AJ*(S) Uint(J*(S)) = AI*(S) UTI*(S). .. E*(S) = dI*(S). Mas este tiltimo é uma hiper-
superficie topolédgica fechada. Como (], g) é globalmente hiperbdlico, isto implica
que E*(S) é uma hipersuperficie de Cauchy. m

Corolario 7.2.10. Suponha

(1) Existe ©. € M hipersuperficie de Cauchy ndo compacta.
(ii) Ric(v,v) > 0, para todo v € TM tipo-luz.

(iii) Existe S C M superficie fechada e aprisionada.

Entdo (M, g) é (tipo-luz) geodesicamente incompleto.

Demonstragio. Suponha que (M, g) é tipo-luz geodesicamente completo. A
condigdo (i) implica que (M, g) é globalmente hiperbdélico, e juntamente com (ii) e

(iii) significa que todas as hipéteses do teorema 7.2.9 sdo satisfeitas. Portanto E*(S)
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é uma hipersuperficie de Cauchy para (M, g). Mas (ii), (iii) e completude tipo-luz
nos dizem que E*(S) é compacto, pela proposi¢do 7.2.6, e como E*(S) e X sdo ambos
hipersuperficie de Cauchy, eles precisam ser homeomorfos, o que contradiz o fato
de X ndo ser compacto. m
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Apéndice A
Espacos Vetoriais com Produto Escalar

Seja V um espaco vetorial real de dimensao finita.!

Definicao A.1. Uma forma bilinear em V' é uma aplicacio bilinear b : VXV — R
Quando b satisfaz b(u,v) = b(v, u), Yu,v € V, dizemos que b é simétrica.

Fixe uma forma bilinear simétricab: Vx V — IR.

(i) b é positiva [resp. negativa] definida quando b(v, v) > 0 [resp. b(v,v) < 0], Vv € V,
v #0.

(ii) b é positiva [resp. negativa] semi-definida quando b(v,v) > 0 [resp. b(v,v) < 0],
YoeV.

(iii) b é ndo-degenerada quando b(u, v) = 0 para todo u € V implica v = 0.

Quando b é positiva definida ou negativa definida, dizemos que b é definida, e
analogamente para semi-definida. Indicaremos por b > 0 [resp. b < 0] quando b
for positiva [resp. negativa] definida.

E imediato verificar que a restricdo de b a um subespacgo vetorial de V é nova-
mente uma forma bilinear simétrica, que também sera definida (ou semi-definida)
se b o for.

Definicdo A.2. O indice de b, denotado por ind(b), é o niimero natural que corresponde a
maior dimensdo de um subespago W C V tal que bl é negativa definida. Mais precisamente,

ind(b) = mdx{n € IN : AW C V subespaco vetorial, com bl < 0 e dim(W) = n}.

Quando b é positiva semi-definida, temos ind(b) = 0, e quando b é negativa
definida ind(b) = dim(V). Em geral, o indice de b pode assumir qualquer valor
entre 0 e dim(V).

Defini¢do A.3. A matriz de uma forma bilinear simétrica b : V XV — IR, com
respeito a uma base {ey, .. ., e,} de V, denotada por b, é dada por b;; = b(v;, v;). Esta matriz
é claramente simétrica, uma vez que a forma bilinear b o é.

1 Ao longo deste Apéndice, estaremos sempre assumindo que V # {0}.
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SeB=1{ui,...,u,}eB ={vy,...,0,} sdo duas basesde V e b, b’ sdo as matrizes da
forma bilinear b com respeito as bases B, B’, respectivamente, entdo estas matrizes
se relacionam de acordo com a expressao

b=TDb'T,

onde T é a matriz mudanca de base de B para B’. Como T e T” sdo sempre
invertiveis, esta férmula mostra que b é invertivel se e somente se b’ o for.

Proposicdo A.4. Uma forma bilinear simétrica b é ndo-degenerada se e somente se sua
matriz b com respeito a alguma base (e portanto com respeito a qualquer base, pela discussio
acima) for invertivel.

Demonstracdo. Seja B = {uy,...,u,} uma base de V. Para um dado v € V,
a condi¢do b(v,w) = 0,Yw € V é equivalente a b(v,u;) = 0,Vi € {1,...,n}. Por
simetria, esta condicdo se escreve

n

b(v, ;) = b(Z Vi, 1) = Zn:bikvk =0, Vie{l,...,n).
k=1

k=1

Assim, b é degenerada se e somente se a equacdo acima admitir uma solugdo néo-
nula, isto é, um vetor v = (v4,...,v,) ndo-nulo. Por outro lado, os vetores v que
satisfazem esta equacdo sdo exatamente aqueles vetores do ntcleo da matriz b, o
qual é diferente de {0} se e somente se b for ndo-singular.

Estudaremos particularmente as formas bilineares ndo-degeneradas, uma vez
que estas estdo presentes em cada espago tangente de uma variedade Pseudo-
Riemanniana, e constituem os objetos que essencialmente ditam a geometria da
mesma.

Defini¢ao A.5. Um produto escalar b em um espago vetorial V é uma forma bilinear
simétrica ndo-degenerada.

Exemplo A.6. Em V = R? afungdo b : V X V — R dada por b((x1, 11), (X2, 1)) =
x1X2 — y1y2 define um produto escalar. Observe que, nesse exemplo, o conjunto
de todos os vetores tipo-tempo, isto é, aqueles v € V tais que b(v,v) < 0, formam
dois cones disjuntos. De fato, a condigdo (x1)* — (y1)*> < 0 é satisfeita exatamente
por aqueles vetores cuja coordenada y é maior, em moédulo, do que a coordenada
x. Estes pertencem a duas regides, exibidas em azul na figura A abaixo, cujas
fronteiras sdo as retas x = yex=-—y.
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Figura A.1: Cones disjuntos contendo os vetores tipo-tempo em RR%.

Em geral, podemos definir b : R"*! x R"*! - R por
b(v,v) = —x5+x1 + ...+ x,, onde v = (xg, ..., Xy).

Esta é a chamada forma quadrdtica Lorentziana.

Dizemos que dois vetores v,w € V sdo ortogonais, com relagdo a um produto
escalar b, quando b(v, w) = 0. Denotamos esta relagdo por v L w.

Note que, ao contrario do que acontece em espagos vetoriais com produto in-
terno, quando b é apenas um produto escalar podemos ter b(v,v) = 0 sem que v
seja o vetor nulo. De fato, no exemplo A.6 acima, temos b((x, x), (x,x)) = 0, para
todo x € R. Isto significa que todo vetor da reta x = y é ortogonal a ele mesmo. Um
vetor ndo-nulo v satisfazendo b(v, v) = 0 é chamado tipo-luz. Os vetores tipo-luz ou
tipo-tempo sdo chamados causais. Todo vetor que ndo é causal é dito ser tipo-espago.

Definimos de maneira usual o complemento ortogonal de um subespago vetorial
W C V como sendo
Wt={pweV:vlLwVwe W}

E importante ressaltar algumas propriedades do complemento ortogonal, definido
aqui para qualquer produto escalar b, que diferem do caso em que b é um produto
interno. Uma delas, ja mencionada, é a possibilidade de um vetor ndo-nulo ser
ortogonal a ele mesmo. Isto tem ainda outra consequéncia, a saber: nem sempre
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vale a decomposi¢do V = W + W*. No exemplo A.6 acima, se tomarmos W como
sendo o espaco gerado pelo vetor (1, 1), entdo

WE = {(x,y) e R*: b((x,y),(1,1)) =0} = {(x,y) eR*:x—y =0} = W,
e portanto W + W+ = W ¢ V. Contudo, vale a seguinte Proposicao.

Proposicao A.7. Seja V um espago vetorial munido de um produto escalarbe W C V um
subespaco qualquer.

(i) dim(W) + dim(W+) = dim(V).
(i) (W5 = W.

Demonstragao. (i) Se m = dim(W) e n = dim(V), escolha B = {e, ..., e,} uma base
de V tal que {ey, ..., e,} é uma base de W. Para um dado v € V, temos v € W+ se e

somente se b(v,e;) =0,Vi € {1,...,m}. Escrevendo v = Z’;:l vje;, temos

n

ve Wt @b(ZUj@j, ei):O<:>Zn:bijvj:0, Yie {1,,m}

=1 =1

Esta tltima condicdo pode ser pensada como um sistema linear, com 7 incégnitas
(v1,...,0,) e m equagdes. Como por hipbtese b é ndo-degenerada, a matriz b é
invertivel, e portanto o espago de solugdes desta equagdo tem dimensdo n—m. Este
espaco é exatamente W+, donde dim(W) + dim(W+) = dim(V).

(ii) Dado v € W, temos v L W+, por definicdo. Logo W € (W+)*. Usando o
item (i), temos
dim(W) + dim(W+) = dim(V),

dim(W*) + dim((W)*) = dim(V).

Subtraindo a primeira equagdo da segunda, obtemos dim(W) = dim (W*)*), o que
juntamente com W € (W*)* fornece W = (W+)". =

Defini¢ao A.8. Um subespaco W C V édito ser ndo-degenerado se bl é nio-degenerada.

Quando a forma bilinear b é definida, todo subespago de V' é automaticamente
ndo-degenerado. Contudo, no caso indefinido, sempre existem subespagos de-
generados, como aqueles gerados por vetores tipo-luz. No Exemplo A.6, W =
span{(1,1)} é degenerado. A préxima Proposicdo fornece uma caracterizacdo de
subespagos degenerados.

Proposicdo A.9. Um subespago W C V é ndo-degenerado se e somente se V. =W & W.

Demonstra¢do. Lembramos que a identidade

dim(W + U) + dim(W N U) = dim(W) + dim(U)
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é valida para quaisquer subespacos U, W de um espaco vetorial V, independente
de V possuir ou ndo um produto escalar (ou interno). No caso particular em que
U = W+, usando a Proposicdo A.7 item (i), temos

dim(W + W) + dim(W 0 W) = dim(W) + dim(W*) = dim(V).

Isto mostra que W + W+ = V se e somente se W N W+ = {0}, e qualquer uma
destas condicdes é equivalente a V. = W & W+. Por outro lado, o subespago
WNW*={veW:v L Wjserigual a {0} é o mesmo que W ser ndo-degenerado. m

Uma consequéncia imediata desta Proposi¢do é que W é ndo-degenerado se e
somente se W+ o for, uma vez que (W+)* = W.

Sabemos que todo espaco vetorial V de dimens&o finita com produto interno
admite uma base ortonormal, isto é, uma base {vy, ..., v,} tal que (v;, v;) = 6;;, onde
6j=1sei=jed; =0sei# j. Un resultado andlogo vale para espacos com
produto escalar, no seguinte sentido.

Definicdo A.10. Seja V um espagco vetorial com produto escalar b. A norma de um vetor
v € V, denotada por |v|, é dada por [v| := +/|b(v, ).

Assim, um conjunto de vetores {vy,...,0,} C V € ortogonal se b(v;,v;) = 0 para
i # j,eortonormal se, além de ortogonal, cada v; possuinormaiguala 1. Isto significa
que b(v;,v;) =+1,i=1,...,n. E facil verificar que qualquer conjunto ortonormal é
automaticamente um conjunto L.I. (contudo, conjuntos que sdo apenas ortogonais
podem ser L.D.; considere {(1, 1), (2,2)} no Exemplo A.6).

Proposigao A.11. Todo espago vetorial V com produto escalar b possui uma base ortonor-
mal.

Demonstra¢ao. Vamos proceder indutivamente, mostrando que é possivel con-
struir um conjunto ortonormal com n = dim(V) elementos, que portanto serd uma
base de V. Em primeiro lugar, note que sempre é possivel construir um conjunto
ortonormal com 1 elemento, pois como b é ndo-degenerada, existe v € V com
b(v,v) # 0. Logo {;} € um conjunto ortonormal. Suponha agora que tenhamos
construido um conjunto ortonormal {e;, . .., e}, com k < n. Seja W = spanie;, ..., e}.
A matriz de bl na base {e;,..., e} é a sua propria inversa, porque é uma ma-
triz diagonal, cujos elementos ndo-nulos sdo todos 1 ou —1. Pela Proposi¢do
A4, W é ndo-degenerado. Como k < 1, a Proposicdo A.7 item (i) nos diz que
dim(W+) > 1. Assim, W+ também é ndo-degenerado, e portanto contém um vetor
v tal que b(v, v) = £1, pelo mesmo raciocinio do inicio da demonstragdo. O conjunto
le1, ..., e, v} é ortonormal, e o resultado segue. B

Fixe, daqui por diante, um espago vetorial V, de dimensdo n + 1, munido de um
produto escalar b com ind(b) = 1. Escrevemos (u,v) = b(u,v), para u,v € V. Seja
7, o conjunto de todos os vetores tipo-tempo em V, isto &, 7, = {v € V | (v,v) < O}.

Defini¢ao A.12. Se v € 7, dizemos que C(v) = {u € V | (u,v) < 0} € 0 cone temporal
que contém v. O cone oposto a C(v) é C(—v).
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Por defini¢do, v € C(v). Sejam u, v dois vetores tipo-tempo. Devemos ter (u, v) <
0 ou (u,v) > 0. De fato, podemos construir uma base f = {e,e1,...,e,} de V
conforme a Proposi¢do A.11. Neste caso, ind(b) = 1, e portanto podemos assumir
(eg,e9) = —1 ele,e)=-1,Vie{l,...,n}. Escrevau = (ug,...,u,)ev = (vg,...,0,)
na base 5. Como u, v sdo tipo-tempo, temos

2, .2 2 2, 2 2
—ug+uy+...+u, <0, e —yg+ov;+...+0, <0.
Disto segue que
2 2 2 2
up+...uy <lugl, e Jor+...+0v; <ol

Por outro lado, sabemos pela desigualdade de Cauchy-Schwartz que

o111 + ... + 01, < \/u%+...u%\/v%+...v% < |vouol,

donde se vé que ndo podemos ter (u,v) = 0. Com uma pequena modificagdo
no argumento acima, prova-se que se u é tipo-tempo e v é tipo-luz, também néao
podemos ter (1, v) = 0. Assim, todo vetor ortogonal a um vetor tipo-tempo é tipo-espago.
Isto nos leva a concluir que

T, =C(v) UC(-v),

qualquer que seja v € 7. E claro que estes resultados dependem crucialmente do
indice do produto escalar em questao ser 1.

Proposi¢ao A.13. Dadosv,w € ‘Tp, v e w pertencem ao mesmo cone temporal se, e somente
se, (v, w) < 0.

2z

Demonstragio. Seja u € T, tal que v € C(u). Podemos assumir que (u, u) = -1, ja
que C(u) = C(au), Ya > 0. O Teorema estard provado se mostrarmos que w € C(u) &
(v,w) < 0. Dado que V = Span{u} ® u*, pois Span{u} é obviamente ndo-degenerado,
decompomos v =au+dew = pu+®, comded € u-. Mas

(0,0) <0 = —a®+ 19> < 0= ||9]| < |al.

Analogamente para || > ||[@]|. Temos (v, w) = —af + (0, @). Como u é tipo-tempo e
0, W € u*, temos 0, W tipo-espago. Assim, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
K0, D) < [[BIlll] < lep.

veClu)y=wuy=-a<0=2a>0=(w,w)y>0s -b>0.
. w pertence a C(u) se e somente se (v, w) < 0. &
Finalmente, ressaltamos que os cones temporais em cada espago tangente sdo

cones convexos. Com efeito, se v,w € C(u) e t € [0,1], usando o critério acima,
basta calcular

(tv+ (1 —tHw,uy = {to,uy + {(t — Dw, u) = t{v,u) + (1 — t){w,u) <0,
pois (v, u) e {w, u) sdo ambos negativos. Dai tv + (1 — t)w € C(u). Se t € (0, +o0) e

v € C(u), claramente (tv, u) < 0 e portanto v € C(u), provando a afirmagdo.
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Conclusao

Concluimos assim a apresentacdo dos Teoremas de Singularidade, bem como a
teoria causal necessdria para formular e provar estes resultados. Estes teoremas
estdo entre as primeiras versdes provadas por Hawking e Penrose. Desde entao,
foram provadas muitas generaliza¢des envolvendo condi¢ées um pouco diferentes
que poderiam ser estudadas a partir daqui. Algumas dessas generaliza¢oes estdo
ligadas a situagdes cosmoldgicas, outras a colapsos estelares ou buracos negros
(usando a idéia de superficies fechadas aprisionadas). A referéncia [BE], Capitulo
11 contém resultados posteriores aos que vimos aqui.

Existem ainda questdes relacionadas que podem ser exploradas, entre elas:

1. Como determinar quantas geodésicas incompletas temos de fato, uma vez
provada a existéncia de ao menos uma.

2. Determinar de que maneira estender um dado espago-tempo, quando nao
temos unicidade. De fato, o espago-tempo de Schwarzschild admite varias
extensdes, a menos que se exijam certas condi¢des sobre uma tal.

3. Formular uma definigdo de singularidades para que elas pertencam ao espago-
tempo (ou a algum outro objeto relacionado, como um fibrado sobre M) e
possam portanto ser classificadas de alguma maneira.

Em resumo, muitos problemas permanecem em aberto na teoria de causali-
dade/singularidade na Relatividade Geral, e este trabalho pode eventualmente
servir como referéncia ou ponto de partida para o estudos dos mesmos.
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