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Introducao

O presente trabalho tem por objetivo principal explorar as func¢oes geradoras, que
fazem parte das ferramentas da Combinatéria e apresentam enorme versatilidade na
resolucao de problemas e sao de grande interesse.

A utilidade de uma funcao geradora surge quando adotamos interpretagdes combi-
natorias aos coeficientes e expoentes de sua expansao em série formal.

Existem diversas espécies, em uma ou mais variaveis, que obviamente dependem do
tipo de solugao procurada.

Primeiramente, com o objetivo de facilitar a compreensao, faremos um breve estudo
sobre equagoes lineares, coeficientes binomiais e séries formais.

Sera dada énfase especial as fungoes geradoras ordinarias e as fungoes geradoras
exponenciais, bem como algumas aplicacoes.

Veremos alguns exemplos simples que podem ser resolvidos por métodos mais difun-
didos, mas resolveremos por funcoes geradoras. Assim, poderemos verificar que além
do resultado procurado, obteremos outras possibilidades.

Na secao de aplicagoes selecionamos alguns problemas classicos, onde resolvemos por
dois métodos: o primeiro, utilizando as férmulas de recorréncias, o segundo, utilizando
as versateis funcoes geradoras.

Nossa intencao é proporcionar uma leitura prazerosa e de facil compreensao. Re-
alizaremos algumas demonstragoes e utilizaremos bastante esta poderosa ferramenta

em varios exemplos.



Capitulo 1

Equacoes Lineares

Entenderemos por equagao linear nas varidveis (incégnitas) 1, xq, 23, ..., T, , COMO
sendo a equacao da forma a;.zy + as.x9 + az.x3 + ... + a,.x, = b onde ay, as, as, ..., a,
e b sao nimeros reais ou complexos. ay, as,as, ..., a, sao denominados coeficientes e b,
termo independente.

Nota: se o valor de b for nulo, diz-se que temos uma equacgao linear homogénea.

Exemplos de equagoes lineares:

1. 4x1 + 229 = 8 (1 e x5 sd0 as varidveis ou incégnitas, 4 e 2 sdo coeficientes e 8,

o termo independente).

2. =2z 44wy — Teg+ x4 = 1 (21, T2, T3 € 24, varidveis;—2, 4, —7 e 1, coeficientes;

e 1, termo independente).

3.3x+by+2—6t=0(x,y, zet, varidveis; 3, 5, 1, —6, coeficientes; e 0, termo

independente). Logo, este é um exemplo de equagao linear homogénea.

Solucao de uma equacao linear com coeficientes unitarios

Equagoes lineares com uma unica variavel ja estamos acostumados a resolver. Por
exemplo: 3x + 1 = 22, leva-nos a solucao unica x = 7. Ja, uma equacao com duas

incégnitas (varidveis), por exemplo x + y = 11, a solu¢ao nao é unica, ja que podemos



ter um numero infinito de pares ordenados que satisfazem a equacao, por exemplo,
para x € Z,

x=..8 9 10 11 12 13 14 ..

y=..3 2 1 0 -1 -2 -3..

De uma forma geral, as solugoes de uma equacao linear de duas variaveis sao pares
ordenados; de trés variaveis sao ternos ordenados; de quatro variaveis, sao quadras
ordenadas; e assim por diante. Quando a equacao linear tem n variaveis, dizemos que
as solugbes sao n - uplas (lé-se énuplas) ordenadas.

Assim, se a n-upla ordenada (ry,rs,rs,...,7_1,7,) é solugdo da equagao linear
a1.71 + as.xs + as.x3 + ... + a,.z, = b, isto significa que a igualdade é satisfeita para

X1 =T1,9 =72, 3 =T3,..., T, =T € poderemos escrever:
a1.71 + A2.79 + A3.73 + ... + Ap. Ty = b.

O nosso objetivo de agora em diante é contar o nimero de solugoes inteiras de uma
equacao linear.

Ja vimos que uma equacao da forma x4y = m tem infinitas solucoes inteiras. Para
que tenhamos um nuimero finito de solu¢oes devemos restringir os possiveis valores que

as variaveis podem assumir.
Exemplo 1.0.1 Qual o niumero de solucoes inteiras e positivas da equacao
J]1+ZE2+JI3+ZE4 :9?

As solucoes inteiras e positivas s@o quadruplas ordenadas e para encontrarmos o nimero

de solucoes podemos escrever 9 como soma de nove 1’s, ou seja:
1+14+1+1+14+14+14+1+1=9

Como queremos separar 9 em quatro parcelas inteiras e positivas, basta introduzirmos

3 barras entre os 1’s. conforme abaixo:

T+1+141+1+14+14+1+1



A escolha acima corresponde a 1 = 4; x5 = 1; 23 = 2; x4, = 2. Assim, cada maneira
que escolhermos para inserir as barras dentre os 8 sinais de + nos dard uma quadrupla
ordenada que sera solucao da equacao.

Portanto, podemos concluir que o nimero total de solugoes inteiras e positivas é
igual ao nimero de maneiras de inserirmos as 3 barras entre os 8 sinais de +, e isto
pode ser feito usando combinacao simples. Isto é, Cg que é o ntimero de combinagoes

de 8 elementos tomados 3 a 3, ou seja,

o 8 876 _

— = = 56.
® 31.(8-3) 321

O teorema abaixo considera o caso geral para obtermos o niimero de solucoes inteiras

positivas de uma equacgao linear com coeficientes unitarios.

Teorema 1.0.1 O numero de solugoes inteiras positivas da equagao

r1+ 2o+ 23+ ... + 2, =m, onde m >0, é dado por C:n__ll.

Dem.:

Queremos expressar o inteiro positivo m como soma de r inteiros positivos. Entao
basta, como vimos no exemplo anterior, colocarmos r — 1 barras separadoras entre os
m 1’s.

141 +14+14+1+1 41 +1+1+..+1=m.

O valor de x; sera a soma dos 1’s que antecedem a primeira barra, o valor de x5 sera
a soma dos 1’s que ficam entre a primeira e a segunda barra, o valor de x3 sera a
soma dos 1’s que ficam entre a segunda e terceira barra, e assim sucessivamente, até
obtermos o valor de z, que é a soma dos 1’s a direita da barra r — 1. Como a cada
possivel distribuicao das barras corresponde uma unica solucao para equagao, basta
contarmos de quantas formas isto pode ser feito. Devemos selecionar r — 1 dos m — 1
possiveis locais para a colocacio das 7 — 1 barras divisoras. Isto pode ser feito de C7, Y,

maneiras diferentes. [ ]

Exemplo 1.0.2 Encontrar o numero de solugoes inteiras positivas da sequinte equagao:

rT+y="7



temos m =7 e r = 2, logo,

Chiti =02l =G5 =6.

m—1 —
Portanto, temos 6 solugoes inteiras positivas.

Exemplo 1.0.3 Encontrar o numero de solugoes inteiras positivas da sequinte equag¢ao:
X1+ To+ T3+ x4 = 15

temos m = 15 e r = 4, logo, pelo teorema 1.0.1:

14.13.12

m

Portanto, temos 364 solucoes inteiras positivas para esta equacao.

E se quisermos o numero de solucoes inteiras nao negativas de uma dada equagao
linear?

Nas solugoes inteiras nao negativas implica que as varidveis também podem assumir
o valor zero.

Podemos obter uma férmula para calcular o niimero de solugoes nao negativas de
duas maneiras diferentes.

Consideremos a equacao:
T1+2o+ax3+24=09
Escrevemos 0 9 como sequéncia de nove 1’s e trés letras b’s(no lugar das barras).
111101601111

Devemos contar o nimero de 1’s antes do primeiro b, entre o primeiro e o segundo,
entre o segundo e o terceiro e a direita do terceiro b. Assim teremos uma solucao de
inteiros nao negativos, ou seja (4, 1,0,4) é uma quadrupla ordenada da equagao acima.

Agora observe que o nimero de elementos da seqiiéncia formada de 1’s e de b’s tem
12 elementos. O ntumero de b’s é de acordo com o nimero de partes que desejamos

separar a equacao, neste caso, 4 (nimero de varidveis) e para isso precisaremos de trés
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12.11.10
3.2.1

b’s. Novamente aqui usamos combinagao simples C5, = = 220 que é o nimero

de solucoes inteiras nao negativas da equagao acima.

Uma outra forma de contarmos o nimero de solugoes inteiras nao negativas da
equagao supracitada é por mudanca de variaveis, as quais verificaremos a seguir, pois
veremos que hé correspondéncia entre o niimero de solugoes inteiras nao negativas desta
equacao com o numero de solugoes em inteiras positivas de outra equacao.

Como z; > 0, para i=1, 2, 3, 4 fazemos a mudanca de variaveis da seguinte forma:
y; = x; +1 com y; > 1. Portanto temos x; = y; — 1, e assim substituindo z; na equacao
dada teremos:

h—1l+yp—1l+ys—14+ys—1=9

ou

nt+ytyst+tyu=9+1+1+1+1=13

com 1; > 1. Logo o nimero de solucoes nao negativas de equagao
T1+ 2o +ax3+24=09
é igual ao nimero de solugdes inteiras positivas (que ja sabemos encontrar) de:
yi+y2+tystys=13
No caso geral com n variaveis:
T1+2o+ ... +Tp 1 +Ty,=m
com x; > 0, somamos 1 a cada termo e obtemos o seguinte:
s1+1l+zo+1+... 42,1 +1+2,+1=m-+n

ou seja,

Mty +. .+t yp=m+ny >1

Assim, conforme teorema 1.0.1, o ntiimero de solugoes nao negativas da equagao é:
n—1
Cm+n—1
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Exemplo 1.0.4 Encontrar o nimero de solu¢oes inteiras nao negativas da sequinte
equacao:

T+ 22+ 23 +24 =15

Utilizando a féormula por nés deduzida temos:

— _ 18.17.16
Cm—i-ln—l = Cil5—|}4—1 = Cfg = ﬁ = 816.

Portanto, temos 816 solugoes em inteiros nao negativos para a equacao dada.

Consideremos agora o seguinte problema:

Encontrar o niimero de solugoes, inteiras, da equacao x; + xo + x3 = 15, tais que a
variavel x; pertence ao conjunto {3,4,5}, x5 pertence ao conjunto {2,4,6} e a varidvel
x3 pertence ao conjunto {6,7,8}.

Agora temos restrigoes. Como resolver este problema?

Aguardemos as fungoes geradoras.

12



Capitulo 2

Coeficientes Binomiais

Binomio é qualquer expressao da forma a+b, isto é, a soma de dois termos distintos.
Queremos aqui, estudar o calculo dos coeficientes das expansoes de poténcias de
a+ b, ou seja, (a+ b)".

Consideremos inicialmente n=3. Portanto, teremos:
(a+0)* = (a+b)(a+Db)(a+b).

Fazendo esta multiplicacao, obteremos 2% = 8 termos com trés letras. Multiplicando 6
binomios, teremos 2° = 64 maneiras de selecionarmos 6 letras (uma de cada binomio) e
se 0os binomios sao iguais, teremos termos repetidos. Devemos observar que se tomarmos
a letra a nos 4 primeiros termos e a letra b nos outros dois binémios restantes, teremos
a*b?, que aparecera toda vez que escolhermos a letra ¢ em exatamente 4 dos seis
binomios dados e a letra b nos dois restantes. Isto pode ocorrer de C§ maneiras
diferentes. Concluimos que a?b? aparece Cg vezes. Todo termo geral é da forma a't,
onde i + j = 6, ou seja, cada termo ¢ da forma a’b5~%. Como um termo destes aparece

C§ vezes a expansao acima é dada por:

13



6
(a+b)° = ) Cia't’™
i=0
= CPat® + Cga't’ + Ciab* + Cia’b® + Cya’h® + Cga’b' + Ca’t’

= 5+ 6ab® + 15a%b* + 20a°D® + 15a*b? + 6a°b + .

No caso geral (a + b)" cada termo serd da forma a’b" " e assim temos:
n
(@b =3 Claib,
i=0
Nesta expansao, temos um termo distinto para cada ¢ variando de 0 a n. Logo sao
n + 1 termos distintos dentre 2" termos.

Sabemos que (a + b)" = (b+ a)", e deste fato podemos concluir que trocando-se a

por b teremos
n
(b+a)" =) Cipa"™
i=0
e isto nos garante o fato ja conhecido de que

T n—u
Cn - Cn )

uma vez que pelo argumento apresentado, o coeficiente de a0’ é dado por C"™*, em
outras palavras, na expansao de (a + b)" os coeficientes dos termos eqiiidistantes dos
extremos sao iguais.

Na expansao de
n

(a+b)" =Y Cia'd"™

=0

denotamos o termo geral por 7;,, o qual é dado por
Tyt = Cla'b™ ™.
Exemplo 2.0.5 Calcular o quarto termo da expansdo de (1 + x)®.
Tomamos, a =1, b=x,n=8e1+ 1 =14, e assim, i =3¢
Ty =Tz = Ci1P2% 2 = 562°.
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Exemplo 2.0.6 Calcular o sexto termo da expansdo de (x — 5y)'°.
Tomamos, a =z, b= -5y, n=10e1+ 1 =06, e assim, 2 =5 e
Ty = Oy’ (—5y)° = —787.5002°y°.

Exemplo 2.0.7 No desenvolvimento de (x + a)™, ordenado de modo usual, temos

— 1
Thy1 = <Z) L :+ (k: ﬁ 1) ak "k

T, = (k i 1) gk—Lyn—h+1

n—k+1la
T
k z F

Dai resulta

Tht1 =

Portanto, para obtermos T, a partir de T} basta aumentar o expoente de a em
uma unidade, diminuir o expoente de £ em uma unidade e multiplicar o coeficiente de
T} pelo expoente de x em T}, e dividir o produto pelo expoente de a em T}, aumentado
de uma unidade. Isso nos permite obter rapidamente o desenvolvimento de binomios.

Por exemplo,
(z + a)® = 2° + bax* + 10a*x® + 10a2? + 5a*z + a°.
Os coeficientes foram obtidos da seguinte forma:

1.5 5.4 10.3 1102 5.1

1, — =5;——=10 10 =
) ) a3+1 a4+1

—— = =1 |
0+1 141 2+1
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Capitulo 3

Séries Formais

Um polinomio é uma expressao da forma
_ 2 n
p(z) = ap+ a1x + ax® + ... + ayx
e uma série formal é uma expressao do tipo:
_ 2
p(r) = ag + a1z + asx” + . ..
Para melhor entendimento, verifiquemos algumas definicoes:

Definicao 3.0.1 Séries de poténcias sao séries do tipo

Z an(x — 20)"

n=0
e, se xg = 0, temos,
o0
n o__ 2 3
E X" = ag + 1T + agx” + azx” + ...
n=0

sendo a, um numeros real e r uma varidvel.

Pela definicao acima, qualquer polinomio em z é uma série de poténcias. Por
exemplo: o polinomio 5z + 83 + 92° pode ser escrito como 0 + 5z + 022 + 823 + 02*

+92° + 028 + ...

Definicao 3.0.2 Sejam ag+a1x +asx®+... e by+bix+box®+ ... séries de poténcias,

entdo a soma das duas € a série de poténcias na qual o coeficiente de " € a,. + b,, € o
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produto das duas € a série de poténcias na qual o coeficiente de x" € agb, + a1b,_

—f- ang_Q + —f- Clrb().

Definicao 3.0.3 Se, parar =0,1,2,..., a, € o numero de solucoes de um problema de

combinatoria, a fun¢do geradora ordindria para este problema € a série de poténcias
2 3
ag + a1x + asx” + agx® + - - -

ou, de maneira geral, dada uma seqiiéncia (a,), a fungdo geradora ordindria para esta

sequiéncia € definida como a série de poténcias acima.

Somas e produtos sao definidos conforme a definicao 3.0.2. Assim, por exemplo:
(1-3x+3%2°—3%2°+.. ) (1+32) = 1-30+3%2° - 3*2° +. . +32-3%22+3%2° —. . . =1

de modo que podemos escrever

1
1 -3z +3%2 -3+, . = ———.
(14 3z)

De maneira geral, podemos “compactar” uma série formal 1 + ax + a?2® + ... na
forma —L—, que certamente ocupa bem menos espaco que uma série infinita. Vejamos

(1—azx)’

uma primeira aplicagao das séries formais. Vamos determinar uma “férmula fechada”
para a seqiiéncia definida por ay = 0, a3 = 1 € a,42 = da,y1 — 6a, para n > 0. A

idéia é considerar a série formal f(x) = ag + a;x + axx® + ... e tentar “compactd-la” e

depois “descompacta-la”. Para alcancar o primeiro objetivo, observe que:

f(x) = ap+arx+ ax®+ azx®+ ...
—bzf(x) = — Bagr — bajx? — basx® — ...

62°f(z) = + 6agx® + 6az® + . ..

Somando as equagoes acima, os coeficientes de z™, n > 2 anulam-se, por exemplo,
o coeficiente de z? serd (ay — ba; + 6ag). Calculando, veremos que ay = 5, pois

Gpio = Dapi1 — 6a, com n = 0 é ay = H5a; — 6ag e, como ag = 0 e a; = 1, temos

17



ay = 5. Agora calculando o coeficiente de z? chegaremos a 0, e isto acontece, de

maneira analoga, com todos os coeficientes de x", onde n > 2. Assim ficamos com

X

(1= 52+ 62%)f(x) = a0 + (a1 = bao)z & f(0) = 75 5o

Agora, como descompactar f(z)? Observemos que 1 — 5x + 62 = (1 —2z)(1 —3z) e é

razoavel procurar constantes a e b tais que:

a N b B T
1—2¢ 1—3x  1—5x+ 622
(a+0b)—(Ba+20)r x

(1—27)(1—-32)  1-—5z+ 622
< a+b=0 e 3a+2b=-1

S a=-1 e b=1

Logo,

a

1 — 5z + 622
1 1

1—-3z 1-—2
= (1+3z+322 +3%%+..) - (1 +22+ 222" +2%2% + ..))

= 3=-29+@3"-22+ (3> -2+ (3 —2%)2° + ...

Assim, o coeficiente de 2" em f(x), pela definigao de f(z) é a, = 3™ — 2™.

Essa é a sequéncia a,, tal que a,41 = a,+1 — 6ay,.
Outra aplicacao das séries formais é ajudar a contar. Neste contexto, as séries for-

mais recebem o nome de fungoes geradoras, o que veremos no capitulo a seguir.

18



Capitulo 4

Funcoes Geradoras

Para tratarmos seqiiéncias de nimeros, uma maneira poderosa é manipular séries
que "geram” tais seqiiéncias. Exploraremos aqui essas fungoes geradoras em profun-
didade e veremos quao poderosas e surpreendentes elas sao.

Esta técnica teve origem nos trabalhos de Abraham De Moivre(1667 — 1754), tendo
sido aplicada extensivamente por Leonhard Euler (1707 —1783) em problemas de teoria
aditiva de numeros, especificamente na teoria de particoes. Também foi utilizado por
Pierre Simon Laplace (1749—1827) no estudo de probabilidade, e por Nikolaus Bernoulli
(1687 —1759) no estudo de permutagoes cadticas'. De Moivre utilizou pela primeira vez
as funcoes geradoras para mostrar como achar diretamente os niimeros de Fibonacci,

sem ser necessario calcular todos eles, até o que desejamos.

Defini¢ao 4.0.4 A funcao geradora de uma seqiéncia {a,} n > 0 de nimeros reais

ou complexos € uma funcio A(z) definida pela série de poténcias:

Alz) = Z apx"

n=0
As funcgoes geradoras sao bastante importantes, porém suficientemente novas para

muitos de nés. Entao comecaremos com uma breve explicagao e com uma abordagem

'Uma permutacgao dos ntimeros (1, 2,3, ...,n) é dita cadtica (ou desordenamento) quando nenhum

namero estd no seu lugar primitivo.
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através de exemplos.

O esquema geral é o seguinte: o expoente de x quantifica alguma propriedade em que
estamos interessados, como o comprimento de uma seqiiéncia, o nimero de conjuntos
em uma particao, a quantidade de objetos em um determinado local, etc. Se para cada
objeto associarmos tal poténcia de x e somarmos estas poténcias, o coeficiente de x™
serd, respectivamente, o nimero de objetos com comprimento n, o nimero de particoes
com n conjuntos, o nimero de locais com n objetos, etc. Por exemplo, considere o
problema de determinar o nimero de maneiras de se escrever n como soma de termos
iguais a 1, 2 ou 3, sem levar em conta a ordem dos termos. A idéia aqui nao é tentar
obter este niimero para um valor particular de n. Somos mais ousados: vamos obter
todos estes niimeros de uma s6 vez. Para isto, escrevemos a fungao geradora f(z), que

é a soma das poténcias x® para cada soma s:

f)=a+a' v+ 2 42 et =1+ 227+ 32 4

0

(z” corresponde a soma sem nenhum termo), de modo que, por exemplo, o coeficiente

de x3 é o nimero de maneiras de escrever 3 como soma nao ordenada dos termos 1

ou 2 ou 3. Aparentemente, obter f(z) é uma tarefa mais dificil do que a inicial. Mas

’ !
observe que cada termo de f(x) é o produto de um termo da forma x*omasdel’s —ym

somasde2’s somasde3’s

termo da forma z e um termo da forma z

1+1 ,.2 .343

1+2 1,2 1+14+2+343 T 2.

Exemplos: z'™° =2 .2°%; x

Logo:
f@) = (@ +at + 2T 4ot L (@0 2?2?24 (20 2 423 AT )
sf@)=0+rs+22+2+.. )A+22 +2* + 25+ )+ ¥ 2%+ 2%+

[

& fz) = ( )

1—=z

Muitas vezes, as funcoes geradoras sao utilizadas nao para calcular o nimero exato
de maneiras de se fazer isto ou aquilo, mas para mostrar que duas quantidades sao

iguais.
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Vamos demonstrar agora que o numero de parti¢es (nao ordenadas) de n em
naturais distintos é igual ao numero de parti¢bes (também nao ordenadas) de n em
naturais impares. Por exemplo, 7=5+1+1=3+3+1=3+1+1+1+1=1
+1+14+14+1+14+1e7=6+1=5+2=4+3=4+2+1.

Teorema 4.0.1 O numero de particoes de n em naturais distintos € igual ao nimero

de particoes de n em naturais impares.
Dem.: O nimero de particoes em naturais distintos é:
(1+2)(1+ 231 +2%) (142 ...

enquanto que o numero de particoes em naturais impares ¢ dado por:

Azt e YA+ ad 4+ a3 a3 )1 +ad a5 a5 )L

=(l4+o+22+2°+. ) A+ + 28 +2°+ . )1+ 2+ 20+ 2P+ ).

1 1 1
=GB g3
Observe que:
14+ 2) 1+ + 231 +2?) ... = L )( L )( L )...
1—a2" 1 —a3""1—2ab
De fato, como
1 — 22 1—a* 1 —a® 1 —a®
=1tz —=1+2° =1+a°, —— =1+2a" ...

1— 2 +$’1—x2 +$’1—:1:3 +$,1_x4 +a”,

teremos que:

1—a22 1—2* 1—26 1—2a8
) () ()

(1+x)(1+x2)(1+x3)...:(1_x

e, simplificando-se dividindo os numeradores da forma 1 — z?* por denominadores

correspondentes resulta que,

(I+2)1+2*)(1+2*)(1+ah) ... = 01— _;3)(1 — %) "
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Com o objetivo de facilitar a compreensao das funcoes geradoras exploraremos a

seguir alguns exemplos.

Exemplo 4.0.8 De quantas maneiras podemos escolher 7 pessoas de um grupo de 10

pessoas?

Este é um problema bastante simples que podemos resolver por combinagao simples,

ou seja:
10! ~10.9.8

= =120
7(10—7)!  3.2.1

T _

Clo =

Mas também podemos usar fungoes geradoras, “é claro que estarfamos dando um tiro
de canhao para matar uma formiguinha”, ou seja:

Tomamos para polinomio “controlador” da presenca de uma pessoa (1 + x) e fazemos

a expansao de (1 + )" e assim temos:
(14 2)'° = 1+ 10z + 452 + 1202° + 2102* + 2522° + 2102° + 12027 + 452° + 102° + 2°

A resposta neste caso ¢ o coeficiente 7 que é igual a 120, mas podemos observar que com
o uso de funcao geradora encontramos muito mais do que procuramos, pois a expansao
de (1 + )" é a fungao geradora ordindria para o nimero de maneiras de escolhermos
k pessoas dentro do grupo de 10 pessoas, ou seja, nos fornece todas as maneiras de
escolher qualquer nimero de pessoas dentro do grupo dado. Podemos observar que
até mesmo a possibilidade de nao escolhermos nenhuma pessoa esta contemplada, pois
temos somente uma maneira de escolhermos nenhuma pessoa, que é o coeficiente de
20,
Como ja vimos o coeficiente de x* é dado por (1]3), que aparece expansao binomial
10
a3t (1)

k=0 k

Exemplo 4.0.9 De quantos modos podemos representar o inteiro 9 como somas nao

ordenadas de inteiros distintos pertencentes ao conjunto A = {1,2,3,4,5} ¢
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Pelo método de tentativas, fica facil e rapido verificar que temos 3 modos de obter
9, pois 0 mesmo pode ser escrito, de acordo com as restri¢coes do problema, conforme
abaixo:

5+4
S+3+1
4+3+2

Ja por fungoes geradoras, fazemos a expansao do produto dos polinomios abaixo:

1+2) 1+ 21 +2*) 1 +2Y) (1 +2°) = 1+a+2”+22° (4.1)
+22* 4 32° + 32° + 327 + 32° + 32°

43210 4 21 4 2412 4 13 4 My 215

Com a expansao do produto dos polinomios acima, podemos observar que o coe-
ficiente de 2 é igual a 3, que é exatamente o nimero de modos de se obter 9 com
os elementos do conjunto A e as restricoes estabelecidas. Na expansao, observamos
também que o maior expoente é 15, que é o maior niimero que pode ser escrito com
as restricoes dadas, e que o coeficiente de x'° é igual a 1, pois neste caso, s6 temos
uma maneira de obter 15. O que pretendemos aqui é mostrar que nessa expansao o
coeficiente de 2’ é o niimero de maneiras de representarmos i como soma de elementos
distintos de A.

Como isto pode ser visto?

Interpretamos cada um dos monoémios (1 + z¢), i = 1,2,3,4,5 como um polinoémio
controlador da presenca do elemento i € A. Neste polinomio 1 + 2° o termo 1 é
interpretado como nao escolher i e o termo 2 como a escolha de uma cépia de i. Isto

nos explica o aparecimento de 3 como coeficiente de z? uma vez que:

Dizemos que a expansao do produto dos polindémios (4.1) é a fungao geradora para o
nimero de maneiras de expressar um inteiro positivo como soma de elementos distintos

do conjunto A e devemos observar que esta funcao nos fornece nao apenas o nimero
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de maneiras de se expressar o numero pedido no problema mas de todos os nimeros
de 0 a 15.

Quando falamos em séries, normalmente queremos saber se convergem e para onde
convergem. A convergéncia em geral nao importa aqui, pois quase todas as operagoes
que fazemos nas fungoes geradoras podem ser interpretadas como operagoes em séries
formais e tais operacgoes sao validas mesmo quando as séries nao convergem.

Ao concluirmos o capitulo 1 deixamos um problema em aberto, o qual repetiremos

aqui e veremos o quao simples é sua solucao.

Exemplo 4.0.10 Encontrar o numero de solucoes inteiras da equagao
x1 + xo + x3 = 15, em que a varidvel x1 pertence ao conjunto {3,4,5}, a varidvel xo

pertence ao conjunto {2,4,6} e a varidvel x3 pertence ao conjunto {6,7,8}.

Definimos trés polinomios que chamaremos de controladores, um para cada variavel x;,

da seguinte forma:

p1 = 24+t + 20
pp = x> +a+2°
p3y = 2+ 2"+ a8
Os expoentes de x em cada termo de cada polindmio p; sao os elementos do conjunto
ao qual x; pertence. Como queremos que a soma de trés nimeros, um de cada conjunto,

seja 15 e os elementos de cada conjunto sao os expoentes dos polinomios acima, fazemos

o produto p(z) destes trés polindmios:
p(x) = pipaps (4.2)
= (@®+ 2" +2°)(2® + 2" + 2°) (2 + 27 + %)

Agora, fazendo a expansao do produto p;psps, teremos assim nossa fungao geradora
e a resposta para o nosso problema sera o coeficiente de z'°. Fazendo o calculo deste

produto, chegaremos a :

xll—|—2.21:12+4x13+a:14—|—5x15+4a:16+4x17+23:18—|—;1:19
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Portanto, a equacao xy + x2 + x3 = 15 possui 5 solucoes inteiras com as restrigoes

dadas. Um termo como x3x*2® nos fornece a solucao z1 = 3, 7o = 4 e 3 = 8. O termo

5

xPr2a®

nos fornece r1 =5, 19 =2 e 3 = 8.
Podemos perceber que cada solucao deste problema ¢ igual a exatamente cada

15 na expansao do produto dos polindmios em questao. Verificamos

maneira de termos x
também que a funcgao geradora obtida nos fornece, a resposta para outros problemas,
pois ao analisarmos os coeficientes dos termos do polinomio obtido saberemos o niimero
de solugoes, com as restricoes dadas, para a equagao x;+xy+x3 = ¢ com ¢ pertencendo

ao conjunto {11,12,13,14,15,16,17,18,19}. Por exemplo o ntimero de solugoes de

T+ T+ T3 = 18 élgual a 2.
Exemplo 4.0.11 Qual € o coeficiente do termo z*' em (1 + x° + 2%)°?

Devemos observar que este exemplo ¢ uma variacao do anterior, pois (1 + x° + 28)° é
a fungao geradora associada ao problema de achar quantas solucoes tem 7 + xo + x3
+ x4 + x5 = 21, sendo que z; € {0, 5,8}.

Resolveremos este problema de duas formas, sendo a primeira por combinagao sim-
ples, ou seja, s6 podemos obter 21 como soma de cincos e oitos de uma Unica maneira,
isto ¢, 5+ 8 +8 = 21. Como o polindomio esta elevado a cinco, temos cinco termos.
Portanto, nestes cinco devemos ter dois oitos, o que pode ser feito de CZ, e um cinco
que pode ser feito de C2, pois em dois ja foram escolhidos os oitos. Assim, o coeficiente
de 22! é igual a C2.C3 = 30.

Agora, para obtermos o resultado por fungoes geradoras, basta fazermos a expansao

de (1 + 2% + 2®)® e verificar o coeficiente de z?!.
(1+2°+2%° = 1+52°+52%+ 102" + 202" + 102"°
+102'% 4 302'% + 52 + 302! 4 2027
+102** + 2* + 302 + 5z + 202>
+102% + 52 + 102** + 52°7 + 2%

No exemplo a seguir, lidaremos com repeticao, pois ainda nao trabalhamos com a

possibilidade de repeticao, mas veremos que é facil, basta manipular os polinémios
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controladores.

Exemplo 4.0.12 Temos uma caixa contendo cinco bolas, sendo duas azuis, uma branca,
uma cinza e uma preta. Representando-as pelas suas letras iniciais, por a, b, ¢ e p,
quantas sao as possibilidades de tirarmos wma ou mais bolas desta caira, sem nos

importarmos com a ordem?

Primeiro, analisaremos quantas formas ou maneiras ha de tirar uma bola: sao 4, pois
ou tiramos uma bola azul a, ou uma bola branca b, ou uma bola cinza ¢, ou ainda uma
bola preta p.

Agora verificamos que temos 7 maneiras de tirar duas bolas, ou seja, aa, ab, ac, ap
be, bp, cp;.
temos 7 maneiras de tirar trés bolas: aab, aac, aap, abc, abp, acp, bep;
temos 4 maneiras de tirar quatro bolas: aabc, aabp, aacp, abep;

e finalmente temos apenas uma maneira de tirarmos cinco bolas: aabcp.

Para resolvermos por funcoes geradoras associamos o polinémio 1 + ax + a?x? as
bolas de cor azul; e as de cor branca, cinza e preta associamos, respectivamente, os
polinomios 1+ bz, 1 +cr e 1+ pzx.

Vamos interpretar o polinémio 1+ az + a?z? de tal forma que; o termo ax significa

2

que “uma” bola de cor azul foi escolhida; o termo a?z?, significa que “duas” bolas azuis

foram escolhidas e o termo constante 1 (= z°), que nenhuma bola azul foi escolhida. Do
mesmo modo devemos interpretar os polinomios 1+bx, 1+cx e 1+ px. Cada um destes
polinomios controladores esta relacionado a retirada de bolas da cor correspondente.

Fazemos, entao o produto destes quatro polinomios:

(1+az+a®2®)1+bx)1+cx)1+pr) = 1+(a+b+c+pz
+(a® + ab + ac + ap + be + bp + cp)z?
+(a®b + a*c + a®p + abc + abp + acp + bep)z®
+(abe + a®bp + a*cp + abep)x?

+a%bepa®
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Esta expansao é a nossa funcao geradora e ela nos fornece a lista de possibilidades
completa das possiveis maneiras de retirarmos as bolas da caixa. Ao verificarmos, por
exemplo, o coeficiente de x?, (a?bc+ a’bp+acp+abep), veremos que temos 4 formas de
retirarmos 4 bolas, pois cada parcela da adi¢ao do coeficiente é uma forma de retirarmos
4 bolas. Logo, a parcela a?be significa tirar 2 bolas azuis, uma branca e uma cinza e
assim ocorre com as demais parcelas. Basta observar a que cor a letra representa. O
termo 1 na expansao significa que s6 temos uma maneira de nao escolhermos nenhuma
bola. Nao devemos esquecer que o expoente de x representa o nimero de bolas retiradas
e o coeficiente, a lista destas possibilidades.

Se quiséssemos somente a quantidade de diferentes maneiras de escolhermos ¢ bolas,
onde 0 < ¢ < 5 sem nos preocuparmos com a cor, bastaria tomarmos, no produto dos

trés polinomios, a = b = ¢ = p = 1, obtendo assim a expansao abaixo:
(14+z+2)(1+z)1+2)(1+2) = A+a+2D)(14+2)° = 2°+4a* +72° + T2 +da + 1.
Dizemos que o polinomio

2 +dat + T2+ TP+ dx + 1

é a funcao geradora para o problema apresentado, e que seus coeficientes 1,4, 7, 7, 4, 1
nos fornecem as respostas para este problema, ou seja, existem 1 maneira de retirarmos
cinco bolas, 4 de retirarmos 4 bolas, 7 de retirarmos 3 bolas, 7 de retirarmos 2 bolas,

4 de retirarmos 1 bola e 1 maneira de retirarmos bola nenhuma.

Teorema 4.0.2 Sendo f(x) e g(x) as fungoes geradoras das seqiiéncias (a,) e (b,),

respectivamente, temos:

(i) Af(x)+ Bg(x) € a fungdo geradora para a seqiéncia (Aa, + Bb,.).

(i) fa)gla) = (kabn_k))

(iii) A func¢do geradora para a seqiéncia a, = ag+ ay + -+ a,) € igual a (1 +x

+ 22+ ). f(x).
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(iv) A fungao geradora para (ra,) € igual a zf'(x), onde f'(x) é a derivada de f com

respeito a x.

[e.9]

) [ fys =30 e,

n=0

Dem.: (i) Sejam f(x) e g(x) as fungoes geradoras de (a,) e (b,), respectivamente,

entao:

flx) = ap + a1 + agr? + azax® + - - -

g(xr) = by + bz + box® + bya® + - -
logo,

Af(x) + Bg(x) = Aag+ Aayx + Aayx® + -+ -+ Bby + Bbix + Bbyx* + - - -

= (Aag + Bby) + (Aay + Bby)x + (Aas + Bbz)x2 4+

e portanto,
Af(x) + Bg(x) é a funcao geradora para a seqiiéncia (Aa, + Bb,). N
Dem.: (ii) Sejam f(x) e g(x) as funcoes geradoras de (a,) e (b,), respectivamente,

entao:

f(:L“) = a0+a1$+a2x2—|—a3x3+,_,

g(ZE) = b0+b1$+b2$2—|—b3x3—|—...

f(x)g(x) = (ap+ arx + agx® + asx® + - )(by + by + bya® + bz +--+)
= (aoho) + (agby + arbo)z + (agbs + arby + agby)z

+ -+ (aghy, + arbyq + -+ + apbo)z™ + - -

= f: (i(akbn_k)> R

n=0 k=0

Dem.: (iii) Para demonstrarmos (iii), tomamos b, = 1 em (ii), ou seja,

glx)=1+x+ 22 4+ 23 4+ .- e assim obtemos a funcao geradora para
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(@p+ar+---+a,). W

o0

Dem.: (iv) Seja f(z) = Zarmr a fungao geradora da seqiiéncia a,, entao a fungao

geradora de ra, é =
o0
rf(z) = TZara:’”
r=0
Assim sendo, temos:
o0
f(z) = Zr a, v"!
r=0
oo o0
xvf'(z) = Zx ra, 2" = xf(z) = Zr a, z’
r=0 r=0
Portanto, a fungao geradora para ra, é:
o
xf’(x):TZanx”:rf(x). [ ]
r=0

Dem.: (v) Seja f(x) = Z a,x", entao pela definicao de integral temos:
r=0

= a
x)dr = L [
[ fnae =300
Nos proximos exemplos aplicaremos os resultados do Teorema 4.0.2.
Exemplo 4.0.13 Encontrar a funcao geradora para a, = r.

Ja sabemos que a fungao geradora para a seqiiéncia (1, 1, 1, ...) é

1
f(m)z1_$=1+x+x2+x3+---+xr+---.

Pelo item (iv) do Teorema 4.02, concluimos que a fungao geradora de (ra,) é xf'(z).

Observemos que:

1
f’(x):—2:1+2x+3x2+---+rx"_1+-~-,

(1—2)
logo,

xvf'(z) = 2:x+2x2+3x3+---+rxr+---

x
(1—=2)
possui r como coeficiente de x" e, portanto, é a funcao geradora para a seqiiéncia

(a, =1).
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Exemplo 4.0.14 Encontrar a funcdo geradora para a, = r2.

Pelo exemplo anterior temos que

ﬁ:m+2x2+3x3+---+rﬂ+---.

Para que o coeficiente de z" seja r?, derivamos a fungao acima e multiplicamos por z,
isto é,
T /!
o) = R )

= 122t 4222+ 323+ 4%
Como
x o214 1)
| —) ==
(1—x)? (1—=)®

temos que a funcdo geradora para a seqiiéncia a, = 7% é z(zf'(z))’, onde
)

1

f(l’):m-

Exemplo 4.0.15 Encontrar a func¢do geradora para a, = 2r + 3r2.

Ja sabemos que a funcao geradora para a, = r é

(1 —x)?

e a funcao geradora para a, = r? é

z(1+ x)
(1—=2)

Logo, pelo Teorema 4.0.2, a funcao geradora para a, = 2r + 312 é dada por

iap) 2 (05)
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4.1 O Teorema Binomial

Este teorema generaliza a expansao binomial (1 4 x)".
Assim, dada a fungao f(z) = (14 2)", onde u € R, e fazendo sua expansao em série

de Taylor, em torno de zero, podemos provar que para |z| < 1 temos:

Teorema 4.1.1 Teorema Binomial

(1+2)" = <g>x°+ G)xl + (g)x2+ (§>x3+...+ Cf)er

(u—1) ,

u u r
(14 2) —1—|—u:c—|—Tx +-e . + -
E, se designarmos por
1) (u— 1
(u> u(u ) lu—r+ ), se r >0,
= 7!
r 1, se r=20,
teremos
= (u
1 Y= " 4.3
e =3 () (4.3

O ntimero (:f) definido acima é chamado de coeficiente binomial generalizado. Caso
u seja igual ao inteiro positivo n, (;L) serd o familiar coeficiente binomial, e como (:) é
Zero para r > n, a expansao acima se reduzira a expansao binomial usual.

Nao devemos esquecer que (4.3) acontece somente para |z| < 1, mas como aqui nao
estamos preocupados com questoes de convergéncia, pois nao necessitamos atribuir

valores numéricos a variavel x, com este resultado podemos provar o seguinte teorema.

Teorema 4.1.2 O coeficiente de zP na expansio de (1+z + 2>+ 23 +-- )" € igual a

(1)
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Dem.:

Aplicando o teorema 4.1.1, uma vez que

1 n
l+z4+2®+2°+-- )" = (1—33) =(1—2)"e

substituindo, em (4.3), = por —z e u por —n temos:

- =3 (e =3 ()

r=0 r=0
Utilizando a definicao do coeficiente binomial generalizado temos que o coeficiente de

xP ¢é igual a:

() - Cdnm D=2 nop e Ly

p p!
_ EDPm)n+D(n+2)--(n+p—1)(=1)°
p!
_ nn+1)n+2)---(n+p—1)
p!
_ m+p—1)n+p—2)---(n+1)n(n—1)!
pl(n—1)!
 (n+p—-1)!
 pl(n—1)!

- (")
)er=()

Este é o nimero total de maneiras de selecionarmos p objetos dentre n objetos

Portanto,

distintos, onde cada objeto pode ser tomado até p vezes.

Exemplo 4.1.1 Mostrar que a func¢do geradora ordindria para a seqiéncia

()0 G ()~ ()

¢ (1 —4x)712

32



Dem.: Substituindo, em (4.3), x por —4z e u por —1/2, temos:

(1—4x)71? = i(‘f)(—zg)r

r=0

= 1+ i (=1/2)(=1/2 - 1)71' (L2 -r+ 1)(_1)7"47“gjr

— 14+

47(1/2)(3/2)(5/2) --- ((2r — 1)/2
Zl (/)(/)(/r? (( )/)Ir
_ 1+§:4T1-3-5-2;;“!(27’—1)$T

r=1

1-3.5...(2r — 1)y
= 1—1—22’" 3-5---(2r )r:cr

rir

_ 1+Z(1-3-5---(2r—1))(2-4-6---27")IT

rlrl

Exemplo 4.1.2 Usar o teorema binomial para encontrar o coeficiente de x° na ex-

pansdo de (1 + 4z)Y/2.

Substituindo x por 4z ¢ u por 1/2 em (4.3), temos:

(1+42)? = i(%)(@)r

r=0

_ A0 a2y

rl

Logo o coeficiente de 2 é dado por:

43(1/2)(1/2 —31!)(1/2—3+1) _ (%) (‘%) (_g)%_ ;2?2 _y

Exemplo 4.1.3 Encontrar uma expressao para o numero de maneiras de se distribuir
© objetos idénticos em j caixas distintas, com a restricao de que cada caixa contenha

pelo menos k objetos e, no maximo, k+ 1 — 1 objetos.
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Solugao:
Como cada caixa deve ter pelo menos k objetos e no maximo k + [ — 1 objetos,

consideremos o polinomio controlador:
P I

Como temos j caixas, elevamos esse polinomio a j e o nimero de maneiras de se

distribuir os 7 objetos conforme o problema serd o coeficiente de z° na expansao abaixo:
(:L‘k +:L‘k+1 4. +l,k+l—1)j _ xkj(l +l‘+!132 N _}_:L,l—l)j'

Temos que,

l

Cl—z

l+r+2°+- 4z

logo,

k k+1 k+l—1\j kj 12"’
(0 4 R =g ()

Mas queremos o coeficiente de z¢, que ¢é igual ao coeficiente de /=% em

1— 2t J
(i)

Os exemplos seguintes sao casos particulares desse problema.

Exemplo 4.1.4 De quantas maneiras diferentes podemos escolher 12 latas de cerveja

se existem 5 marcas diferentes ¢

Solucao:
Como sao 5 marcas diferentes, naturalmente teremos repeticoes e também nao
hé restricoes em termos de quantidade de uma determinada marca, sendo assim o

polinémio que “controla” o nimero de latas de uma dada marca é
l+z+a® 2%+ +a"

A resposta procurada serd o coeficiente de x'? na expansao de

1 — 13\ °
(I+z+2>+2°+---+2'%)° = <1 ‘ )
— X

= (1—2")%1 —2)75.
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Como

(1—2")° =1—52" +102% — 102% + 5272 — 2%
o coeficiente de x'? no produto acima é o coeficiente de x'? em (1 — x)~°. Portanto,
— (=5
-a =Y (),
o coeficiente de z'? é

-5 s 5-6-T---16
(12)(—1) = i = 1.820.

Exemplo 4.1.5 Encontrar o numero de maneiras nas quais 4 pessoas, cada uma jo-

gando um unico dado, podem obter um total de 17.

Solucao:

Podemos aplicar o resultado do problema anterior, se olharmos para as pessoas
como sendo as “caixas distintas”(j = 4) e 17 como os i objetos idénticos. Sabemos
que num dado os possiveis resultados variam de 1 a 6. Logo vamos tomar kK = 1 e
k+1—1 =06, sendo | = 6. Agora basta utilizar a expressao do exemplo anterior e

i=kj = 21714 = 213 pna expansao de

(1 - I6)4 = (1—2%%1—x2)™"

11—z

achar o coeficiente de

como:
(1—29* =1 —42° + 62'% — 428 + 2*

e, por coeficientes binomiais,

- E e
1

vemos que o coeficiente de z'* em

<

2, 4506

3' xg_{_...’

I
—_
+

4.
2

(=21 —a)™

4-5-6---16 4-5-6---10 4 14-15-16 8-9-10 4
—4 +6— = —4 +6— = 104.
13! 7! 1! 3! 3! 1!
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4.2 Funcoes Geradoras Exponenciais

Algumas vezes uma seqiiéncia (g, ) tem uma fungao geradora com propriedades bastante
complicadas, enquanto a seqiiéncia () tem fungao geradora bem simples. Portanto é
preferivel trabalhar com a segunda e depois multiplicar por n!. Esta manobra funciona
com tanta freqiiéncia que a série de poténcias
n
Gle) =Y gns
n>0
recebe o nome especial de “funcao geradora exponencial” ou "fge” da seqiiéncia
(90,91, 92, - - -)-

Utilizamos a funcao geradora exponencial quando resolvemos problemas em que a
ordem de retirada dos objetos é relevante, ou seja deve ser considerada.

O polinomio que controla as permutacoes de um tnico objeto sem repeticoes é
(1 + x). Nos também ja vimos que, para permutacoes de n objetos distintos sem
repetigoes, o polinomio é (1 4 z)".

Quando repeticoes sao permitidas nas permutacoes a expansao é imediata. O
polinomio para as permutacoes de p objetos idénticos é Z—I; (uma vez que existe um
tnico modo de fazé-lo). Desta forma, para as permutagdes em que sdo permitidas até
p repeticoes de p objetos idénticos é

o1, .

Similarmente, para as permutagoes de p + ¢ objetos com p objetos p de um tipo e

g objetos de outro tipo é
P gl pbta

pl gl plg!

o qual estd de acordo com o resultado conhecido, no qual o nimero de permutagoes ¢

(p+9)!
plq!

. Resulta que o polinomio controlador para as permutagoes de p 4+ ¢ objetos em
que sao permitidas até p repeticoes de p objetos de um tipo , e até ¢ repeticoes de ¢

objetos de outro tipo, ¢é

11, 111, 1,
(l—i-ﬂx%—ix —i—...—i-;!x)(l—l—ﬁx—i-ax +—i—ax)
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Por exemplo, para as permutacgoes de até 2 objetos de um tipo e de até 3 objetos de

outro tipo, temos

x  x? r 2 23 1 1
(1+ﬁ+§)(1+ﬂ+§+§) = l—l—(ﬁ—l—ﬂ)x
11 1., 1 11,
ST TR TR T RO
1 1., 1. .

Usaremos o exemplo abaixo para nos ajudar a entender e ver as vantagens das fge’s.

Exemplo 4.2.1 Dados treés livros diferentes a, b e ¢, desejamos retirar quatro livros de
maneiras diferentes e colocd-los em ordem em uma estante com as sequintes restrigoes:
o liwro a pode ser retirado no madximo uma vez, o livro b no maximo trés vezes e o livro

¢ no mdximo duas vezes.

Inicialmente chegamos no polinomio controlador que, com base no exemplo 4.0.8, é a
expansao abaixo. Assim teremos as possiveis escolhas sem nos preocuparmos com a

ordem.

(1+az)(1+ bz + b*2* + 0°2°) (1 + cx + P2?) =
= 1+ (a+b+c)x+ (b +ab+bc+ ac+ c?)a?
+(b* + ab® + ac® + b%c + abe + be?)x?

+(ab® + b*c + ab’c + b*c* + abc?)x*

+(ab’c + b2 + ab*c?)z® + ab’ca®.
Com esta expansao temos que o coeficiente de x nos da todas as possiveis escolhas
de um s6 livro, o coeficiente de % de dois livros, o coeficiente de z* de trés livros, o
de 2* de quatro livros e, assim, sucessivamente. Ao verificarmos o coeficiente de z*,
vemos que existem 5 maneiras de retirarmos 4 livros com as restri¢oes impostas. Agora,

queremos ordenar os 4 livros, isto é, verificando a possibilidade ab®, ou seja, um livro a

e 3 livros b. Temos um caso de permutacao com repeticao, entao podemos ordené-los
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de 4!/(1!3!) maneiras diferentes. O caso b?c é andlogo ao anterior; j& os 4 livros, ab?c,
podem ser ordenados de 4!/(112!1!) maneiras distintas, b*c* de 4!/(2!2!), e assim por

diante. Na realidade, o que queremos obter como coeficiente de x* é:

4 4 41 41 41
( +— +—+ ).

13t 3l it o220 0 11112!
Utilizaremos uma manobra alterando os polinémios controladores da presenca de cada

tipo de livro, ou seja, introduziremos no coeficiente de 2" o fator 1/n! e assim teremos:

b3
1—|——:1: (1—1——3:—1——95 —|—§x> <1+—a:~|——x>

+C (B b b,

—+ =]z

1‘ 1! 2' 1'1' 1'1' 1'1' 2
b

ab? a02 b2e ab
vw T o T 1um 1m'x

_l’_
< ab’c  bc
_|_

vw yu 1mu+mm+1mw>
bPc? ab262) s ab’c®

va TG TIETDID] 13121

Agora o coeficiente de x* é
(ab3 e  ab’c b abc? )

13! T3 T em T oen e

mas ainda nao é o que queremos. Por isso, multiplicamos e dividimos por 4! a expressao

acima, obtendo:

41 A AL e Ay 4L S)
(v3'b'%§?b CHm? ot ¢ )

Assim, tomando-se a = b = ¢ = 1, o ntimero procurado serd o coeficiente de z*/4! na

expansao de

1 €T 1 X 1‘2 x3 1 €T :E2 .
(*ﬂ) TRV A GRETREE T A

T 2! 2! 2! 2 2!
:1+3—+< + _)

20 1! 1‘1' 1'1' 2!

21
3l 3 3 3l x
+(y+vm+um+mv T U2)?
A4 44l 2
+(vw yv+1mu+ww+1ww)4

5! 5! 5!\ a° 6! \ a°
mm+mm+mm)a+(mm>ﬁ'
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Com as restricoes do problema podemos retirar 4 livros de 5 maneiras diferentes, ou
seja, ac?, bic, ab’c, abc?, b*c*. O niimero de maneiras diferentes de ordenar os 4 livros

4

p . x . - .
é dado pelo coeficiente de m visto na equagao acima.

Exemplo 4.2.2 Achar o nimero de seqiiéncias quaterndrias® de r digitos onde cada

um dos digitos 0, 1, 2, 3 aparecem pelo menos uma vez.

Este problema é o mesmo que permutar 4 objetos distintos com a restricao de que 3
dos 4 objetos precisam estar incluidos na permutacao. A fge para a permutacao do
digito “07é:

1 T x" o

( L aTH e SR s e SR ) =e

A fge para as permutagoes do digito “um” (ou 2 ou3)é:
r? 28 z P
(x—i—?-i-g—i— +ﬁ+"',)—€—

Logo, a fge para a permutagao dos quatro digitos é

e“(e” —1)% = e"(e’ —3e* +3e" — 1)

— 6490_3 3x_|_3€236_€:r
i 33T‘+32T—1) .

r=0

portanto o nimero de seqiiéncias quaternarias de r digitos com cada um dos digitos 0,

1, 2, 3 aparecendo pelo menos 1 vez é

4" —3.3"+3.2" — 1. |

Exemplo 4.2.3 Achar o nimero de seqiiéncias quaterndrias de v digitos que contém

um numero par de zeros.

2Uma seqiiéncia quaternaria é uma seqiiéncia cujos termos sdo formados apenas pelos digitos

0,1,2,3.
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A funcao geradora exponencial para permutagoes do 0 é

2 1.4 ZL’2T

X
14
R TR O

1 x —T
+~~-—§(e +e ).

A funcao geradora exponencial para as permutacoes de cada um dos digitos 1, 2 e
3, ¢é
2 J]T
S R
21 rl

Portanto, a fungao geradora exponencial que estamos procurando é:

4;t Qm
7’ o r
-
0 ! — !
o] o
Sty s
( r!
r=1 r=1
i 1 (47 +27)
2
=1
Portanto, o nimero de seqiiéncias quaternarias com um ntmero par de zeros € igual

(4" +27)
a 9 .

1 x —x\ 3r __
5(6 +e et =

N | — [\DI)—*
ﬁ

I
[S—Y
l\DI»—t

T’

Exemplo 4.2.4 Encontrar o niumero de sequéncias quaterndrias de 3 digitos tal que,

seus termos tenham um niumero par de zeros.

Solucao

Utilizando o resultado do exemplo 4.2.3 chegamos a 36 seqiiéncias quaternérias de
3 digitos com nimero par de zeros.

Para confirmar o resultado, podemos resolver utilizando combinatoria e permutagoes,
obedecendo as restri¢coes impostas. Chegaremos ao mesmo resultado, o que confirma a

solugao por fungoes geradoras exponenciais.
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4.3 Aplicacoes

Esta secao tem por objetivo apresentar alguns exercicios onde aplicamos as funcoes

geradoras.

4.3.1 A torre de Hanoi

Este problema foi inventado por Edouard Lucas em 1883 e consiste em transferir n
discos de tamanhos diferentes, com um furo no meio, fixados em um pino em ordem
decrescente, para outro pino. Com o auxilio de um terceiro pino devemos movimentar
somente um disco de cada vez, nunca havendo um disco maior sobre um disco menor.
A pergunta é: Qual é o menor nimero de movimentos necessarios pra transferir
uma torre de n discos?
Solucao:

E conveniente que inicialmente verifiquemos para nimeros pequenos, ou seja:

n = 1, é necessario apenas um movimento.

n = 2, 8a0 necessarios 3 movimentos.
n = 3, 7 movimentos resolvem.

Ja é possivel fazermos uma andlise, pois, com n = 3, podemos observar os trés
primeiros movimentos sao os mesmos que no caso n = 2. Dai executamos o quarto
movimento que é transferir o disco maior para o pino livre. Agora novamente executa-
mos os movimentos de n = 2, s6 que transferindo os dois discos para o pino onde esta
o disco maior, concluindo a transferéncia da torre.

Portanto, com n = 3, podemos verificar que executamos duas vezes os movimentos
de n = 2, mais o movimento do disco maior, ou seja, considerando 73 o nimero de
movimentos necessarios para movimentar 3 discos, temos T3 = 275 + 1.

Para n discos, precisamos de T),,_; para movimentar os n — 1 discos, mais o0 movimento
do disco maior e ainda mais 7T,,_; para transferir os n — 1 discos para cima do disco

maior, ou seja: T}, = 27,1+ 1. Mas serd que este é o niimero minimo de movimentos?

Queremos 7;, como o nimero minimo de movimentos necessarios para transferirmos
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uma torre de n discos. Sendo assim podemos dizer que T,, < 27,1 + 1.

Por outro lado, temos que passar o disco maior da torre inicial para outra posicao,
e para isto temos que tirar os n — 1 discos de cima dele, entao precisaremos de no
minimo 7,,_; movimentos para que isto aconteca. Dai transferimos o disco maior, o
que caracteriza mais um movimento. Agora é necesséario colocarmos os n — 1 discos
sobre o maior e novamente precisamos no minimo n — 1 movimentos. Assim, para
termos T;, sera necessario no minimo 27, 1 + 1, ou seja, T,, > 27T,, 1 + 1.

Chegamos a conclusao que T,, < 27,,_ 1 +1e T, > 2T, _1 + 1. Portanto,
T, =2T,_1 + 1. Assim T}, é o nimero minimo de movimentos necessarios para trans-
ferirmos uma torre de n discos.

Esta é a relacao de recorréncia para solugao deste problema, mas ainda podemos
encontrar uma formula fechada para T,.
Temos que T,, = 27}, 1 + 1. Vamos somar 1 em ambos os lados da igualdade, ou seja:
T,+1=2T, 1+1+1<T,+1=2(T,_1+1).

Agora seja 1, =T, + 1.
Temos que 7, = 271 = 2.2Tp_9 = 22.27,_3 = ... = 2" 7. Devemos observar que
n=1T1+1=1+1=2 e portanto,

T, = 2"t = 2712 = 2" Concluindo, temos que T, + 1 = 7, = 2". Logo,

T, =2"—1.

Solucao usando fungoes geradoras
A seqiiéncia Torre de Hanoi pode ser definida como:
To=0T1=1,1,=3,1T3=7, ..., T,=2T,,_1+1, onden > 1 (4.4)
Pela definigao, a funcao geradora G desta seqiiéncia é dada por:
G(z) = i T,z"
n=0
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Como Ty = 0, temos:

G(z) = i T,z"
n=1
- Z(QT,H +1)z"
n=1
= QiTn_lx + ix”
n=1 n=1
o0 o
= 2 Z Tzt + Z "
n=1 n=1
mas,
ZTn_lxn_l = ZTnx” = G(x)
n=1 n=0
e
. n . n o 1
;x :;x —1= (-2 —1
Conseqiientemente,

Portanto, temos:

1
l1—=x

-1

G(r) = 2G(a) + ——— 1 & Glx) ~ 2C(x) =

(1-22)G(z) = T -1
C (-9
Deste modo,
C@) = T ma =



usando fra¢oes parciais

1 1
G@) = T T aoo

= 1+Q0)+2x)*+22)°+...—(Q+z+2®>+2°+..)
e pela definicao de soma de séries de poténcias

Gx)=2—- Do+ 2> - Dz? +2° - )2 +....

o0

Mas G(z) = Z T,x" entao, igualando os coeficientes de 2" nés obtemos finalmente:

n=0

T,=2"—1. |
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4.3.2 Numeros de Catalan

Os ntimeros de Catalan® aparecem em muitos lugares, como, por exemplo, ao selecio-
narmos os elementos centrais do triangulo de Pascal e os dividirmos respectivamente
por 1,2,3,4, ..., obtemos como resultado uma sucessao de numeros (1, 1, 2, 5, 14, 42,
132, 429, ...), que sdo os numeros de Catalan.

Ao verificarmos quantos apertos de maos sem cruzamento sao possiveis com n pares
de pessoas também obtemos os niimeros de Catalan. Existem outras formas, tais como,
arvores bindrias com n néds, dividir um poligono de (n + 2) lados em n triangulos e
ete. ..

A férmula para obtermos os nimeros de Catalan (C,,) é:

b (2n)!
n+1  nl(n+1)

n —

Mas, podemos deduzi-la usando “funcoes geradoras”. Faremos isto respondendo ao
seguinte problema:

Qual é o numero C),, de maneiras de inserir parénteses em um produto

Zo 7.7

de forma que a ordem de multiplicacao é completamente determinada?

Por exemplo, quando n = 2, ha exatamente 2 maneiras

Z0(Z1Z5)
e
(Z0Z1) Za,
entao Cy = 2.
Nos temos Cy = 1 = (. Para achar a recorréncia para C,,, vamos considerar para
algum £

(Zow-Z6) (Ziosr - Z)

3Eugene Catalan (1814-1894) era belga e sua especialidade era Teoria de Niimeros.
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O numero de maneiras de inserir parenteses no primero termo é C}, enquanto o
nimero de maneiras de inserir parénteses no segundo termo é C),_;_;. Somando todos

os valores de k dados, temos
C, = Cocn,1 +CiCh_a+ ...+ Cn,lCo (n > O)

Resolvendo esta recorréncia, vamos achar a férmula fechada para os niimeros de Catalan

(Chn).
Solucao:

A fungao geradora G da seqiiuéncia C,, é dada por:

G(z) = cha:”

n=0

= 1+ Z(Cocnq +CiCho+ ... + C,,1Cp)z"

n=1

= 1l+ux i (i C’TCn_r> "
n=0 r=0

A dltima expressao pode ser simplificada usando a definicao de produto de série de

(i anx"> (i bnx"> = i < " arbn_r> x"
n=0 n=0 n=0 \r=0

Portanto temos:

poténcias.

G(z) =1+ 2G(z)?

ou

2G(z)? —G(r) +1=0
e, resolvendo a equacao quadrética para G(x), teremos:

R

Glx) 2x
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A expansao da série de poténcias de GG pode agora ser encontrada usando o teorema

Binomial, ou seja:

1-ah=Y (i)(—@:)”, o] < 7.

n=0

O coeficiente de 2 nesta expansao Binomial é 1. Entao nés escolhemos o sinal negativo

na formula acima para G, obtendo

Ga) = —5- 3 (i)(—élx)"

_ 135.(n-1),
B (n+1)!

1.2.3.4.5..2n
(n+1)12.4...(2n)

n

(2n)!
(n+1)n!

1 2
Portanto, C,, = ( n) [
n+1\n
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4.3.3 Numeros de Fibonacci

Esta seqiiéncia apareceu pela primeira vez no livro “Liber Abacci”, de 1202, escrito
por Leonardo de Pisa* no seguinte problema:

Calculo do tamanho de uma populagao de coelhos

Um explorador deixou um casal de coelhos recém nascidos em uma ilha. Sabendo
que eles nao produzem filhotes até completarem 2 meses de idade e que, a partir dai,
cada casal de coelhos produz exatamente um outro casal por més, pergunta-se: qual
sera a populagao de coelhos na ilha apds n meses, supondo que nao haja mortes e nem
migragoes?

Solucao:

Poderiamos construir uma tabela de forma a facilitar a visualizacao da evolugao da
populacao de coelhos em cada um dos primeiros meses, mas nos limitaremos a informar
tais nimeros.

No primeiro e no segundo meés teremos 1 casal; no terceiro més teremos 2 casais, pois
o primeiro casal produziu um outro casal; no quarto meés serao 3 casais; ja no quinto
mes serao H casais; no sexto mes teremos 8 casais; no sétimo mes serao 13 casais; assim
segue-se obedecendo uma determinada regra de formagcao.

Se denotarmos por F), a populacao de coelhos no n-ésimo meés e observarmos que
para n = 5 teremos Fy5 = Fy + F3, Fy = F5 + F4 e assim sucessivamente, deduziremos

que a regra de formacao é dada pela equacgao
F,=F, 1+ F,_o, para n > 3.

Fato relevante é que a seqiiéncia produzida pela referida equacao é exatamente a
seqiiencia de Fibonacci.
Portanto, a populacao de coelhos na ilha ao longo de n meses, considerando a

condicao de nao haver mortes ou migracoes pode ser obtida pela equacao acima.

4Leonardo de Pisa era conhecido pelo apelido de Fibonacci, que era um diminutivo de fillius Bonacci
e que queria provavelmente dizer filho de Bonacci, apelido este atribuido pelo editor dos seus trabalhos

no século XIX.
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Usando “funcoes geradoras” para encontrarmos uma férmula fechada
para obtermos a solugao deste problema.

Pela definicao da seqiiéncia de Fibonacci temos:

fi=1, fa =1, definimos fy =0, e assim f,, = f,_1 + fn_o paran > 2

Podemos escrever a fungao geradora para os nimeros de Fibonacci conforme abaixo:

F(z) = anx”
n=0

= 0+z+ Z(fn—l + fano)z"
n=2

Podemos agora entao resolver F'(z), a fim de achar uma férmula fechada para a fungao

geradora.

Fl) = o+ i Fora® 1 i Fyoa”
= 41 i Fo_jz" ' + 22 f: F,_ox™?
=2 =
= x+xian”+x2ian"
=1 =0
= $+x§:Fn$" +x2§:Fn:B”
n=0 n=0

= 2+ aF(z)+ 2*F(2).

Agora nés temos uma equacao em funcdo de F'(z). Resolvendo em F'(x) teremos a

funcao geradora para a sequéncia dos nimeros de Fibonacci.

F(x) =2+ 2F(z) + 2°F(z)
= F(z) —2F(x) — 2°F(z) =
= Fa)(l-z—-2%) =2
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Fla)= — 2%
(1—2—a?)

Surpreendentemente, a série de poténcias de F'(x) faz realmente surgir em seus coefi-

cientes toda a seqiiéncia dos nimeros de Fibonacci, ou seja, o coeficiente de ™ nesta

série é f,. Portanto o coeficiente de 2™ é a resposta para o nosso problema da populacao

de coelhos.

T
F(fﬁ):m:£E—|-352+2x3+3x4+5x5+8x6+....

Achando uma férmula fechada para facilitar o calculo

Calculando as raizes do polinémio 1 — z — x? obteremos x; = 1+2‘/5, Ty = 1_2‘/5 e
portanto,
s oz oz
ot <1 f> (1 f> |
2 2
Logo, podemos reescrever a equagao como
Flz) = :
(1- =) (1- =22
B x
N (1 - 1+2\/5x> (1 - 1_2\/51‘)
B A n B
1-— %x 1-— 1*2\/55
Para calcular as constantes A e B temos que considerar que:
A . B - A(l—%gx)—l—B(l—%gx)
1+v5 1-v5,. _
- 158 1150, (1-1550) (1 - 55)
(—%A—%B)HAJFB
B 1—2— a2 .
Agora para que:
. (-%A—%B)x+A+B
1—z—22 1—a— a2 (45)
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é necessario e suficiente que:

Resolvendo o sistema linear obtemos

1 1
A= — B=——.
N 5

Substituindo tais valores de A e B em (4.5) e desenvolvendo os termos obtemos
1

1 1
Fle) = ﬁ (1 — s, N 1-— l_ﬁx>

2 2

Agora ¢é facil verificar, escrevendo a funcao geradora com fragdes parciais, que cada
fracao possui uma série de poténcias simples, pois:
2
1 14++/5 14++/5
— =1+ \/_ x -+ \/_ z? —+ ...
JERV:N 2 2

1 - +2

2
1 1 -5 1 -5
17:1+< 2\f)x+< 2f> T
— =2
2

Podemos agora achar o coeficiente de ™ na funcao geradora, ou seja, desenvolvendo

S

os termos obtemos

1 1 1
e = % <1 — Ly - 1-@;)

Obtemos assim a férmula desejada

1 ([(1+v5\  [1-V5\
A ) s

Esta férmula® nos dé a seqiiéncia de Fibonacci e por conseguinte a resposta para o

problema da populagao de coelhos para qualquer n (n > 0) meses.

5A férmula fechada para os nimeros de Fibonacci foi, na verdade, primeiramente achada por De

Moivre em 1718 usando esta técnica.
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Conclusao

As fungoes geradoras sao realmente poderosas e o método de solugao de problemas
baseado nesta ferramenta é mais abrangente que os demais. Porém, seu éxito depende
de uma manipulagao habilidosa e é conveniente ter um bom estoque de funcgoes co-
nhecidas.

Durante a elaboracao deste trabalho percebi que a maior dificuldade na utilizagao
desta ferramenta estd em deduzir a funcao geradora para a solucao de um problema
dado, ou seja, apds colher os dados, chegar a fungao que nos da a solucao.

Uma angustia durante todo o periodo de elaboracao deste trabalho foi por nao ter
encontrado a histéria sobre as fungoes geradoras, ou seja, como realmente surgiram e
quem as deduziu, pois sao geniais. As vezes, me pergunto: que magica é essa? E em
alguns casos complicados, colhemos os dados, chegamos a um binomio, fazemos sua
expansao e o coeficiente de um termo nos da a resposta. E muito pratico, mas quem
“inventou” isso? Esta é uma procura que continuara.

Foram vérias as dificuldades para realizar esta monografia, mas destaco a bibliografia,
onde obtive apenas dois livros na lingua patria. No inicio, tentei buscar conteido na
grande Rede (Internet) e nao encontrava nada. A medida que estudava mais sobre o
assunto, como num passe de magica, comecaram a aparecer paginas na Rede, ou seja,
a medida que aprendia mais, ficava mais facil a busca.

Como ganho complementar, destaco o exercicio de leitura e tradugao de textos
em inglés, pois boa parte do contetido estava em inglés, e o aprendizado do software

“Latex” que facilitou muito a digitacao deste trabalho.
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