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Introducao

O estudo de probabilidades é uma das areas da matemaética cujo conhecimento é
relativamente recente. Registros histéricos apontam que suas raizes encontram-se numa
matematica elementar, a teoria dos jogos de azar. Consta que na Franga do século XVII,
os jogos de azar tornaram-se uma atividade popular muito aceita e que segundo registros,
nao encontrava restricao perante a lei. Na medida em que os jogadores passaram a usar
jogos mais complexos e movimentar grandes quantias em dinheiro, sentiram a necessidade
de um método racional para calcular com certa precisao os riscos de cada jogador nos jogos.
Chevalier de Mere (1607-1684) movido por esta necessidade consultou o matematico Blaise
Pascal(1623-1662), que estabeleceu correspondéncia a respeito do assunto com outros
matemadticos da época, especialmente com Pierre de Fermat (1601-1665). Acredita-se que
a origem da teoria das probabilidades estd diretamente ligada a tais acontecimentos [8].

Nos dias atuais, movidos pelo desejo de prever lucros ou prejuizos, ganham
énfase estudos relacionados aos eventos cujos resultados dependem de intimeros fatores.
Como exemplo, podemos considerar a quantia que um jogador pode ganhar ou perder
em uma seqiiencia de jogos de azar, ou ainda, a chance de um investidor obter lucros na
bolsa de valores, dado que a volatilidade dos negdcios o impede utilizar uma estratégia
constante que indique qual a melhor aplicacao.

Para o estudo dessa teoria, é preciso definir de forma coerente experimen-
tos aleatorios e experimentos deterministicos. Experimentos deterministicos sao aqueles
que quando repetidos em condicoes semelhantes conduzem a resultados essencialmente
idénticos. A discucao sobre experimentos aleatorios por sua vez, requer uma maior argu-
mentacao [13].

Em diferentes campos da atividade pratica e cientifica, encontramos casos onde
certos experimentos ou observagoes podem repetir diversas vezes sob condigoes uniformes,

dando cada observagao isolada um resultado anteriormente previsto. Os jogos de azar



proporcionam um exemplo simples de experimentos desse tipo, mas ha uma grande quan-
tidade de outros e mais importantes exemplos. Assim, do tipo comum de experimento
cientifico que ocorre na fisica, na quimica, na biologia, na medicina,. .., se procura man-
ter todas as condicoes pertinentes ao experimento sobre controle, de modo a reproduzir
uma repeticao o mais uniforme possivel. De forma semelhante, na maioria dos ramos
da industria, o processo de producao envolve repeticao continua de certas operagoes sob
condicoes que, tanto quanto possivel, deveriam se manter constantes. Exemplos adicionais
se encontram nas estatisticas demograficas e sociais, onde muitas vezes observamos certas
propriedades numa seqiiéncia de individuos selecionados de maneira uniforme de alguma
populagao dada [8].

Todavia, em tais casos é possivel verificar que, embora se tome o maximo
de cuidado para manter as condigoes do experimento tao uniformes quanto possivel,
aparecera uma variabilidade intrinseca que nao pode ser mantida sob controle. Devido a
esta variabilidade, o resultado do experimento variara de forma irregular entre sucessivas
repeticoes, e nao se pode predizer precisamente o resultado de uma repeticao isolada. Em
tal caso, dizemos que se trata de um experimento aleatério ou uma observacao aleatéria.
Assim, em qualquer experimento aleatério, devemos esperar que o resultado varie de uma
repetigdo para outra do experimento [19].

Neste trabalho abordaremos uma introducao sobre variaveis aleatorias e cadeias
de Markov. O estudo das variaveis aleatorias é de fundamental importancia uma vez
que nos permite caracterizar experimentos aleatorios de forma numérica, tornando mais
simples a descricao de problemas que envolvem um nimero arbitrario de variaveis. Com
as cadeias de Markov podemos estudar processos aleatorios que possuem curta memoria,
ou seja, situagoes em que o conhecimento do que ocorreu até o peniltimo estdgio, nao
interfere no resultado do ultimo estagio. Situacoes com essas caracteristicas ocorrem em
inimeras aplicacoes, como por exemplo a analise do nivel economico de um cidadao que
depende apenas do nivel economico da geracao anterior, ou ainda o situagao da ruina de
um jogador que disputa uma seqiiéncia de jogos de azar contra um oponente, onde as
unicas possibilidades em cada uma das partidas sao de vitéria ou derrota.

No capitulo que trata de variaveis aleatorias, sera definida a fungao de dis-
tribuicao de probabilidade para uma variavel aleatéria, estendendo a definicao também

para um numero arbitrario dessas. Entretanto, aqui o estudo serd concentrado no caso



discreto. Depois disso, estudaremos processos estocasticos, seqiiéncias aleatérias e cadeias
de Markov. Nesta trabalho o estudo sera concentrado nas cadeias de Markov finita, esta-
ciondria, irredutivel e aperiédica.

A definigao de espaco amostral, eventos, bem como os conceitos basicos sobre
a teoria das probabilidades serao vistos no primeiro capitulo deste trabalho. E impor-
tante salientar que seré adotada uma abordagem semi-rigorosa, mesmo por que o estudo
rigoroso requer amplo conhecimento sobre a teoria da medida [5]. Nao iremos demonstrar
as propriedades, proposicoes e teoremas que serao citados neste capitulo. As
demonstragoes formais podem ser encontradas nos livros citados nas referéncias
bibliograficas deste trabalho.

Neste trabalho vamos considerar o conjunto dos ntmeros naturais N com o

numero zero. Quando o mesmo nao for utilizado denotaremos por N*.



Capitulo 1

Probabilidade

1.1 Espaco Amostral e Eventos

Experimentos Aleatdrios

Conforme abordado na introducao do trabalho, experimentos aleatérios sao
aqueles que, repetidos em idénticas condigoes, produzem resultados que nao podem ser
previstos com certeza. Embora nao saibamos qual o resultado que ird ocorrer num
experimento, em geral conseguimos descrever o conjunto de todos os resultados possiveis
que podem ocorrer. As variagoes dos resultados, de experimento para experimento, sao
devidas a uma multiplicidade de causas que nao se pode controlar, as quais denominada

acaso.
Experimentos Deterministicos

Experimentos deterministicos sao aqueles que quando repetidos em condicoes

semelhantes conduzem a resultados essencialmente idénticos.
Espaco Amostral

Seja um conjunto () formado por os resultados possiveis de um experimento

aleatério. Definimos o conjunto €2 como espac¢o amostral.



Evento

Dado um experimento aleatério cujo espago amostral é 2. Chamamos de evento
todo subconjunto de 2. Evento certo é o préprio conjunto €2, consistindo de todos os
resultados possiveis e o evento nulo ou impossivel nao contém nenhum resultado possivel,
ou seja, nunca ocorre.

Em geral indica-se um evento por uma letra maiuscula do alfabeto: A, B, C....,
X, Y, Z. Os eventos que possuem um unico elemento (#4 = 1) sdo chamados de eventos

elementares.
Uniao de Eventos

Sejam A e B dois eventos. Entao AU B é também um evento que ocorre se, e
somente se, A ou B (ou ambos) ocorre. Dizemos que AU B é a uniao entre o evento A e
o evento B.
Seja Ag, Ay, ..., A, uma colegao finita de eventos. Entao,
n
UA,L:A()UAlUUAn,
i=0
¢ também um evento que ocorre se, e somente se, a0 menos um dos eventos A; ocorre.

Dizemos que Ag U Ay U...U A, é a uniao finita dos eventos Ag, Ay, ..., A,.

Seja Ag, A1, As, ... uma sequéncia de eventos. Entao,
ERCS)
JAi=4uauiu. ..,
i=0

Dizemos que Ag U Ay U Ay U ... é uniao infinita dos eventos Ag, Ay, As, .. ..
Intersecao eventos

Sejam A e B dois eventos. Entao A N B é também um evento que ocorre se,
se somente se, A e B ocorrem simultaneamente. Em particular, se AN B =0, A e B sao
chamados de eventos mutuamente exclusivos.

Seja Ag, Ay, ..., A, uma colecao finita de eventos. Entéao,

(A=A nNAN.. . NA,

1=0



¢ também um evento que ocorre se, e somente se, todos os eventos A; ocorrem simultane-
amente.
Seja Ag, A1, As ... uma sequéncia de eventos. Entao,

+o0o
(A=A NANA,. .,

i=0
¢ também um evento que ocorre se, e somente se, todos os eventos A; ocorrem simultane-

amente.
Complementar de um evento

Seja A um evento. Entdao A é também um evento que ocorre se, e somente se,

A nao ocorre.

1.2 Probabilidade

Definicao 1.1. O conjunto formado por todos os subconjuntos de um conjunto A é

chamado conjunto das partes de A e denotado por Z(A).

Definigao 1.2. Seja Q um espago amostral. Seja P2(2) o conjunto das partes de Q. Uma
fungio P : P(2) — R € chamada de Probabilidade se,

e 0 < P[A] <1, para todo evento A € P(Q);

e Pl©] =0, P[Q =1;

o Se Ay, Ay, As, ..., é uma seqiiéncia de eventos tais que A;NA; =0, para todos i # j,
+o0 +oo
entao P U =) P[Ag].
k=0 k=0

Considere dois eventos A e B pertencentes a um mesmo espago amostral €.

Entao as seguintes propriedades sao verdadeiras.
Propriedade 1.1. P[A°] =1 — P[A].
Propriedade 1.2. Se A C B entio P[A] = P[B] — P|B — A].

Propriedade 1.3. Se A C B entdo P[A] < P[B].



Propriedade 1.4. P[AU B] = P[A] + P[B] — P[AN BJ.

Propriedade 1.5. Se By, By, ... sao subconjuntos de §2 tais que By O By D B, ..., entdo
B = N{% B; satisfaz P[B] = lim;_., ., P|B].

Propriedade 1.6. Vn € N, temos

P[AgUALU...UA,] = P[A)]+ P[A]+...+P[A,]+
—P[AgN A —...— P[A,_.1NA]+
+P[AgN AT NA)+ ...+ PlA, 2NA,_1NA,+

+ o (=D)P[A N A N AL N A

1.2.1 Espacos Amostrais Discretos

Considere Q = {ag, a1, as, .. .,a,} um espago amostral finito, onde todos os even-
tos elementares sao mutuamente exclusivos. Assim a probabilidade de qualquer evento
B = {aj,d},d,, ..., al} é dada por P|B| = P[{aj,a},d,...,a, ] = P{ay}] + P[{a}}] +
Pl{ay}+...+P[{a,,}]. Se Q for enumeravel, a probabilidade do evento C' = {bj, b, b}, ...}
¢ dada por P[C] = P[by] + P[by] + P[bh] + .. ..

Como consequiéncia do exposto acima, se o resultados do espaco amostral finito
(2 sao igualmente provaveis entao a probabilidade de um evento é igual ao quociente do

nimero de resultados do evento sob o niimero total de resultados do espago amostral.

1.2.2 Probabilidade Condicional

Definicao 1.3. Dados dois eventos A e B, a probabilidade condicional de A dado B ¢,

P[AN B
P[B]

Esta defini¢ao so faz sentido no caso de P|[B] > 0. Se P[B] =0, temos que P[A | B] nao
¢ definida.

PIA| B] =

Analogamente, a probabilidade condicional de B dado A €,

P[BN Al

Esta defini¢ao também sé faz sentido no caso de P[A] > 0. Se P[A] = 0, temos que
P[B | A] nao € definida.



Propriedade 1.7. Dados A, B e C eventos com P[BNC] > 0, entdo,
PIANB|C]=P[A|BnC|P[B|C].

Propriedade 1.8. Se Ay, Ay, Ao, ..., Ay sdo eventos indepedentes tais que
Q= Uﬁzo Ay. Se P|B] > 0, entdo,

P[A\B]:iP[AmAk\B].

k=0

Propriedade 1.9. Seja A tal que P[A] > 0. Entao,
(a) PI0| A]=0, P[] A]=1,0< P[B| Al <1.
(b) P(BUC) | Al =P[B| A+ P|C | A], se [BNC] = 1.
Definicao 1.4. Definimos dois eventos A e B como sendo independentes se
P[A | B] = P[A] ou P|B | A] = P[B].

Podemos ainda escrever as expressoes acima em termos da defini¢cao de probabilidade

condicional 1.3. Se dois eventos A e B sao independentes,
P[ANn B] = P[A | B].P|B] = P[A].P[B | A] = P[A].P|B].

Dois eventos sao independentes quando a ocorréncia ou nao ocorréncia de algum
evento B nao altera a ocorréncia de um evento A, ou analogamente, quando a ocorréncia

ou nao ocorréncia de algum evento A nao altera a ocorréncia de um evento B.
Teorema 1.1 (Teorema do Produto). Se P[AgN A;N... A, #0, entdo,
Pl[AoN A N... A, = P[Ao|P[A; | Ag]P[As | (AgNAL)]... P[A, | (AoNAiN...NA,1)]

Teorema 1.2 (Teorema da Probabilidade Total). Se B € um evento contido numa unido

de eventos disjuntos Ao, A1, ..., A, e P[Ao] >0, P[A] > 0,..., P[A,] > 0 entao,
P[B] = P[Ao|P[B | Aol + P[A1]P[B | A1] + ...+ P[A,|P[B | A,)].

Teorema 1.3 (Teorema de Bayes). Se P[ApN A N... A, # 0, e PIB] > 0, para
1=20,1,2,...,n, entao

P[A;].P[B | Aj
[Ao].P[B| Ao + ...+ P[A,] . P[B| A,

PlA| B = -



Capitulo 2

Variaveis Aleatorias

2.1 Introducao

O resultado de uma operacao individual de um experimento aleatério pode ser
expresso em forma numérica, isto é, declarando os valores supostos no experimento por
um certo nimero de quantidades variaveis. A referida idéia é verdadeira a medida que
o experimento se acha diretamente relacionado com contagem ou medicao de variaveis
quantitativas.

Para exemplificar podemos pensar na experiéncia do langamento de um foguete,
onde os resultados podem ser denominados “sucesso” ou “fracasso”; a experiéncia de
controle de qualidade em uma determinada empresa, onde os resultados podem ser de-
nominados “bom” ou “defeituoso”; a experiéncia do lancamento de uma moeda, onde
os resultados sao denominados “cara” ou “coroa’; ou ainda a experiéncia de observar o
sexo de uma crianga recém-nascida, onde os resultados sao denominados “menino” ou
“menina”. Em todos os casos podemos convencionar a designacao de “sucesso”,“bom”,
“cara” e “menino” por 1, e “fracasso”, “defeituoso”, “coroa” e “menina” por 0, respectiva-
mente. Observamos claramente que a notagao numérica desses experimentos é conveniente

e facilita sua descricao e manipulacao.

2.2 Definicao de Variavel Aleatéria

Definicao 2.1. Uma wvaridvel aleatoria num dado espagco amostral ) é uma fungao

X:Q—R.

10



Exemplo 2.1. Em cada um dos exemplos citados na introducao deste capitulo, o espaco
amostral €2 consiste de dois elementos a e b e podemos definir X : ) — R, X(a) =0 ou
X(b) =1:

No caso da experiéncia de lancamento de um foguete, podemos definir
a = sucesso e b = fracasso, e com isso X : Q@ — R, X (sucesso) = 0 ou X(fracasso) = 1.

No caso da experiéncia de controle de qualidade de uma determinada empresa,
podemos definir @ = bom e b = defeituoso, e com isso X : Q@ — R, X(bom) = 0 ou
X (defeituoso) = 1.

No caso da experiéncia de lancamento de uma moeda, podemos definir a =
cara e b = coroa, e com isso X : Q@ — R, X(cara) =0 ou X(coroa) = 1.

No caso da experiéncia de observar o sexo de uma crianga recém-nascina, pode-
mos definir ¢ = menino e b = menina, e com isso X : Q@ — R, X(menino) = 0 ou

X (menina) = 1.

Exemplo 2.2. Uma moeda “nao-viciada” ou “honesta” ¢é arremesssada trés vezes.
Vamos considerar “H” como sendo “cara” e “T” como sendo “coroa”. Assim o espago
amostral Q é

constituido pelo seguinte conjunto de pontos:

Q= {HHH HHT,HTH,HTT,THH,THT, TTH, TTT}.

Seja X a variavel aleatoria que determina o nimero de caras em cada ponto
amostral. Entdo, X tem imagem formada pelo conjunto {0,1,2,3}. A tabela abaixo

relaciona os valores da variavel aleatéria X para cada w € €.

w |HHH | HHT | HTH | HTT | THH | THT | TTH | TTT
Xw)| 3 2 2 1 2 1 1 0

Tabela 2.1: Valores da variavel aleatéria X para cada ponto do espaco amostral €.

Exemplo 2.3. Um dispositivo mecanico ¢ utilizado para gerar nimeros aleatérios de dois
algarismos (de 00 até 99, igualmente provéveis). O espago amostral é @ = {00,01,...,99}.
Podemos definir uma fungao X : 2 — R tal que X (w) é produto dos dois algarismos do

ponto amostral w. Essa fungao é uma varidvel aleatéria. Lembrando que, se I C R,

11



XHI) ={w e Q| X(w) € I}. Se, por exemplo, procurarmos por todos os possiveis
numeros formados por dois algarismos cujo produto desses resulte em 0 e 16, temos,
X-1({0}) = {00,01,02,03, 04, 05, 06,07, 08, 09, 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80,90}, e
X-1({16}) = {28,82,44}.

Definigao 2.2. Se X ¢ uma varidvel aleatoria e x um numero real fixado, podemos definir
o evento A, como o subconjunto de ) consistindo de todos os pontos amostrais w para os

quais a varidvel aleatoria X associa o nimero x, ou seja, A, = {w € Q| X(w) = x}.

Introduzimos aqui a notagdo [X = x| para o conjunto A,. Tal notacao é
estendida para definir outros tipos de eventos em termos de uma variavel aleatéria. Para

nimeros x, a e b fixados, definimos,
X <z]={weQ]| X(w) <z}
(X >z]={weQ| X(w)>z};
[a< X <b={weQ|a<X(w)<b}.
Raciocinio andlogo ¢ estendido para eventos da forma,

[a< X <b, [a<X<D,....

Exemplo 2.4. Vamos considerar o Exemplo 2.2. Como o espago amostral em questao é

finito e os eventos sao igualmente provaveis, de acordo com 1.2.1 do Capitulo 1 temos,
[X =0] ={TTT}, assim P[X =0] = <;

3
X =1 = {HTT.THT,TTH}, assim P[X =1] = ¢
3
(X =2 = {HHT, HTH.THH}, assim P[X =2] =

(X =3]={HHH}, assim P[X =3] = é;

(X =z] =0 para  #0,1,2,3, assim P[X =zx] =0.

Exemplo 2.5. Consideremos o Exemplo 2.3. Entao, por exemplo, P[X = 16] = - e

P[X <4]=P[X =0]+ P[X =1]+ P[X =2 + P[X = 3] + P[X = 4],

19 1 2 2 3 27
(X =4 100 i 100 o 100 * 100 * 100 100

12



2.3 Funcao de Distribuicao Acumulada

Definicao 2.3. A funcao de distribuicao acumulada de probabilidade F associada a uma

variavel aleatoria X € a aplicacao F': R — R, tal que
Fx(x) =P X <z]=P{we Q| X(w) <z}], Vx € R.
Tal funcao goza das seguintes propriedades:
Propriedade 2.1. 0 < Fx(z) <1, Vz € R.
Demonstracao. Obvia pela Definicao 1.2. O
Propriedade 2.2. Fx(z1) < Fx(z3), Va1,29 € R, com x1 < z3.

Demonstragao. Se x1 < x5, entdao [X < 2] C [X < x5], uma vez que quando X (s) < xy,
necessariamente X (s) < x5 e, portanto, qualquer ponto do espago amostral s em [X < ;]

também deve estar em [X < x5]. Assim P[X < x1] < P[X < 5], conforme a Propriedade

1.3. O]
Propriedade 2.3. lim Fx(y) = Fx(z).

y—a
Demonstracdo. Seja uma seqiiéncia decrescente de niimeros reais r; > x9 > x3 > ... >
x, > ..., convergindo para z; entao, se I, = (—o0,x,], para cadan = 1,2,3,..., e [ =

(—o0, x], vemos que as imagens inversas A,, = X 1(I,,), formam uma seqiiéncia monétona
+oo

nao decrescente de eventos, tais que ﬂ A, = A= X"YI). Conforme Propriedade 1.5,

n=1

temos lirf P(A,) = P(A) isto é, liril Fx(x,) = Fx(x); como tal se verifica para toda
n—roo n—-roo
sequéncia (x,) nas condigbes acima, decorre o resultado. O

Propriedade 2.4. lim Fx(z) =1, Vzx € R.;

r—00

Demonstra¢ao. Vamos primeiro demonstrar que lim Fy(n) = 1 é verdade ¥n € N. Sabe-
n—oo
mos que os eventos da forma [i — 1 < X < i sdo eventos mutuamente exclusivos Vi € Z,

e que,
Q= . U[-1<X<0uUl<X<1lU...Un-1<X<nUn<X<n+1U...,
(X <n]l=..U[-1<X<0Ul<X<I|JU...Un—-1<X <n.

13



Assim, Vn € N, temos
+0o0

1=P[Q]= ) Pli-1<X <]

n

n—-+oo n—-+00 P
1= hrf P[X < n]
nl—l>r-iI-100 FX(n) =1

Para mostrar que lim, .., F'x(z) = 1, dado € > 0, devemos exibir N > 0 tal que se
x> N, | Fx(z)—1|<e. Sejae > 0 arbitrario. Como Fx(n) — 1 quando n — +o0,
(Fx(n)) é uma seqiiéncia de Cauchy, assim In; € N tal que para todo n > ny, temos
| Fx(n+ 1) — Fx(n) |< §. Além disso, ny € N tal que n > ng, | Fx(n) —1 [< §.

Escolhemos N > max{ni,ns}. Entdo, se x > N, Ing € N, ng > N tal que = € [ng, nos1]

e assim,

| Fx(z) = 1] = | Fx(x) — Fx(no) + Fx(no) — 1|

< | Fx(@) = Fx(no) [+ [ Fx(no) =11

Mas pela Propriedade 2.2, F'(x) é ndo decrescente, entao,
| Fx(x) — Fx(no) |= Fx(2) = Fx(no) < Fx(no + 1) — Fx(no) =| Fx(no +1) — Fx(no) |,

e portanto,

| Fx(z) = L[| Fx(no +1) = Fx(no) [ + [ Fx(no) =11

Como ng > N > ny, temos | Fix(ng+1) — Fx(ng) |< § e, do fato que ng > N > ny, temos

| Fx(no) —1|< §. Dessa forma, se v > N, | Fx(z) —1|<e. O

Propriedade 2.5. lim Fx(z) =0,Vx € R.

r——00

Demonstracao. Sabemos que
X>n—1l=h-1<X<njUn<X<n+1Uh+1<X<n+2U...,

€ que,
“+o00

(X>n—1]=)[i-1<X<i]

Assim,
+oo

PIX>n-1]=) Pli-1<X <i,]

=n

14



“+oo
lim P[X>n—1]= lim » Pli—1<X <i].

Como conseqiiéncia,

lim P([X <n-1]9) =1,

n——0o0

lim (1-PX<n-1])=1,

n——oo

lim 1— lim P[X <n-1]=1,

n——0oo n——0oo

lim PIX<n-1]=1-1.

Portanto, nErEloo Fx(n—1) =0, ou seja, nEIPoo Fx(n)=0.

Queremos mostrar que lim,_, ., Fx(z) = 0. Seja € > 0, como Fx(n) — —oo, existe
N < 0 tal que Fx(n) < ¢, sempre que n < N, n € N. Mas F' é nao decrescente, logo, se
r <N —1, Fx(z) < Fx(N — 1), ou seja,

Fx(z) = Fx(z) — Fx(N = 1) + Fx(N = 1) < Fx(N —1) < e,

Exemplo 2.6. A funcao,

é representada pelo grafico da Figura 2.1.
Observamos que F'x é uma fungao que satisfaz simultaneamente todas as pro-

priedades de uma funcao de distribuicao de probabilidade de uma variavel aleatoria.

Exemplo 2.7. A funcao,

F(2) 0, se <0
€Tr) =
1—e™*, se >0

é representada pelo grafico da Figura 2.2.

Tal funcao ocorre em intimeras aplicagoes. Com base em algumas suposigoes
razoaveis concernentes as chamadas telefonicas, a variavel aleatéria X = “ao tempo entre
dois telefonemas de um centro telefonico”, tem a funcao exponencial negativa expressa

nesse exemplo [6].
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Flx)

Figura 2.1: Grafico de F.

NFw

Figura 2.2: Grafico de Fy.

Exemplo 2.8. Considere o Exemplo 2.2. O grafico da fungao de distribuicdo F'x(x)

associada a varidvel aleatéria X é mostrada na Figura 2.3.

Exemplo 2.9. Uma das mais importantes funcoes de densidade de probabilidade no
campo da Estatistica é a funcao de densidade normal,

1 —(z—p)?
e 2t ,Vr e R.

fz) =

2o
As constantes p e o representam dois parametros que devem ser especificados. No caso

particular de =0 e 0 = 1, temos a funcao de densidade normal padronizada, conforme
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e

ra

i)

Figura 2.3: Gréafico de F(x).

mostrada no grafico da Figura 2.4.
] f0

0.6
0.6
D

0.2

0.29

0.4

Figura 2.4: Funcao de densidade de probabilidade normal, com yy=0e o = 1.

Proposicao 2.1. Sejam X : Q0 — R uma varidvel aleatoria e a,b € R, entao
1. Pla< X <b| = Fx(b) — Fx(a).
2. PIX >a]l =1-— Fx(a).
3. Pla < X <b] = P[X =a]+ Fx(b) — Fx(a).
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4. Pla <X <b] = Fx(b) — Fx(a) — P[X =1].
5. Pla< X <b]=P[X =a]+ Fx(b) — Fx(a) — P[X =10|.

Demonstragao. 1. Sabemos que [X < a] = [X < aJU[a < X < b] e ainda que
(X <a]nje < X < b =0, ou seja, sao eventos mutuamente exclusivos. Dessa

forma temos,

P[X <a]=P[X <a]+ Pla < X <b|, ou, Fx(b) = Fx(a) + Pla < X <b]. Logo,

2. Considerando [X < aJU[X >a] =Q e [X <a]N[X > a] =0, temos,

P[X <a]+ P[X >a] = P[] =1, ou, Fx(a) + P[X > a] = 1. Logo,
PIX >a] =1— Fx(a).

3.S¢jala <X <b=[X=aUla<X<be[X=aNa<X <b =0. Assim,

temos,

Pla
Pl

b = P[X =a|+ Pla < X < b]. Logo,

S

S INA
VAN
A

4. Consideremos [a < X <b=[a< X <bU[X =blefa< X <bN[X =b =0.

Entao, temos,

Pla < X <b] = Pla< X < b+ P[X =1b|, ou,
Pla < X <b] = Pla< X <b|] — P[X = b]. Logo,
Pla < X <b|] = Fx(b) — Fx(a) — P[X =1|.

5. Suponhamos [a < X <b =[a < X <bhU[X =blefa < X < NI[X =0 =0

Dessa forma, temos,

Pla < X <b] = Pla < X <] — P[X =1]. Logo,
Pla < X < b = P[X = a] + Fx(b) — Fx(a) — P[X =1b].
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2.4 Variaveis Aleatorias Continuas

Definicao 2.4. Uma varidvel aleatoria é dita continua se a sua imagem é um subconjunto

I'y C R nao enumerdvel.

2.5 Variaveis Aleatdorias Discretas

Definicao 2.5. Uma varidvel aleatoria € dita discreta se a sua imagem é um subconjunto

I's € R no mdzimo enumerdvel.
Neste trabalho estudaremos somente as variaveis aleatérias do caso discreto.

Exemplo 2.10. Suponhamos que uma moeda honesta seja arremessada n vezes, e seja X
a variavel aleatdria que representa o nimero de caras observadas ap6s n arremessos. Entao

X é uma varidvel aleatéria discreta com imagem igual ao cojunto I'x = {0,1,2,3,...,n}.

Definicao 2.6. Seja X uma varidvel aleatoria discreta. Definimos px : R — R por

px = P[X = z|, como sendo a funcao de densidade de probabilidade de X.

Como conseqiiéncia imediata da definicdo, 0 < px(x) < 1, Vo € R e se a

imagem de X for denotada por I'yx, se x ¢ TI'x, px(z) =0.

Proposicao 2.2. Seja X uma varidavel aleatoria discreta e I'xy C R sua tmagem. Entao,

Demonstragao. Caso 1. Seja I'y finito, ou seja, I'y = {x1,29,23,...,2,} com

T <Xy < T3 <...<x, Entao,

me) = px(z1) + px(2) + ...+ px (@)

= P X =u1|4+ P X =] +...+ P X =1,
Pela Proposicao 2.1, para ¢ = 1,com x < x1, temos,

PIX=mz] = Fy



Para 1 > 2,
P X =z = Fx(z;) — Fx(zi-1) — Plrion < X < )
= Fx<CL’Z) — FX<xz'—1) - PW)]

= Fx<xl) — Fx<$i,1).

Logo,

pr(asi) = Fx(z1) 4 Fx(z2) — Fx(21) + Fx(x3) — Fx(x2) + ... + Fx(2n) — Fx(2n_1)

= Fx(z,)=PX <uz,)=P[Q]=1.

Caso II. Seja I'y enumerdvel da forma 'y = {...,x_9,x_1,20,21,%2,...} com
< T o< T < Ty < a1 <y < ... Entao,
400 n
rE) = lim x
kZOOpX( k) m L_Z_an( k)]

= JLIE'O[pX('I—(TL)) + px(T—(n-1)) + Px(T_(n-2)) + ... + px(20) + px (1) +
+.o A px ()]
= lim {P[X = m_(n)] -+ P[X = x_(n_l)] + P[X = x_(n_Q)] + ...+

n—oo

+P[X =xo) + PX =x1]+ ... + P[X = x,]}.

Pela Proposicao 2.1, temos,

+00
> pxlar) = Jm [Fx (2-n) = Fx (2-ui) + Fx (1)) = Fx(2-) +
k=—o0
+Fx(2_(m-2)) — Fx(®_(m-1)) + ... + Fx(x0) — Fx(x_1) + Fx(x1) — Fx(z0) +
+...+ Fx(zn) — Fx(z@m-1))]
= lim [Fx(2n) = Fx(2 (i)
= Jim Fx(on) = Jim F(o-(oen)
= JLHC}OFX(xn) - nI_iHlOOFX(x”> =1-0=1.
No caso de I'x possuir um maior ou menor elemento, a prova & analoga. O

Proposicao 2.3. Seja X uma varidvel aleatoria cuja imagem é I'x C R. Entdo, Vo € R,

Fx(x) = Z px ().

r; <z
ZiEFX
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Demonstra¢ao. Suponhamos que I'x é daforma 'y = {...,x_9,x_1, 2, 1, 29,...}. Dado

r €R, &t €Ztal que x; < x < x; + 1. Entao,

PX<z] = P{L..Ux <X <mUe<z<uzg)U.. .Uz, <X <ax;]U
Ulz; < X <z}

+Plz; < X <z
Caso I: Suponhamos = = x;, para algum ¢ € Z. Assim,
Plz; < X <z| = Fx(x) — Fx(z;) = Fx(z;) — Fx(x;) = 0.
Utilizando a Proposicao 2.1, temos,

P[X SJE] = ...+Fx(l’2>—Fx(l’l)—i‘FX(%g)—Fx<I2>+...+Fx<LL’Z’)—Fx(Ii_l)—i‘O
= ...+ PX =xy)+P[X =a3]+... + P[X = ;]
= ...—|—px(l‘2)+px($3)+..-+pX($i)

F(z) = Z px ().
sieTy
Caso II: Suponhamos que x # w;, para todo ¢ € Z. Entao, Plz; < X < z] = P[] = 0.
De maneira analoga ao Caso I, concluimos que,
Fx(x) = > px(w).
x; <z

r,Elx

[]

Observagao 2.1. Como conseqiiéncia da proposicao acima, se X é uma variavel aleatéria
discreta, sua fungao de distribuicao F'x(z) é constante em cada intervalo (z;_1,;), para

todo z; € I'y.

Exemplo 2.11. Consideremos o Exemplo 2.10. Seja ¢ um numero inteiro no dominio
0 < i < n,entdo, px(i) = P[X = i] = Pi caras em n arremessos]. Sabemos que o espago
amostral contém 2" pontos igualmente provaveis para uma seqiiéncia de n arremessos. O

evento [X = i] pode ocorrer de tantas maneiras quanto se pode escolher i dos n arremessos

n
para serem caras, isto é, de maneiras (todos os arremessos restantes podem ser

l
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coroas de somente uma maneira). Assim,

n

. 1
pX(Z> pry 2—n
parai={0,1,2,3,...,n}. Sei #{0,1,2,3,...,n}, px(i) = 0. Este é um caso particular

da chamada funcao de densidade binomial.

Exemplo 2.12. Consideremos o Exemplo 2.2. Seja a variavel aleatéria X a que representa
o numero de caras obtidas no lancamento da moeda em cada ponto amostral. O grafico
da funcao de densidade de probabilidade da variavel aleatéria X é dado pela Figura 2.5.

3 -
p(x)

Figura 2.5: A fungao px para o nimero de caras em trés arremessos de uma moeda.

2.6 Pares de Variaveis Aleatorias

O estudo de duas ou mais variaveis aleatérias definidas no mesmo espago amostral
¢ importante em inimeras aplicagoes. Por exemplo, considere a experiéncia de selecionar
uma valvula dentre um conjunto € de valvulas, se X representa o tempo de vida (em
horas) da vélvula selecionada e Y representa a pressdo do gés no interior da valvula,
entao X e Y podem ser compreendidas como variaveis aleatérias definidas no mesmo

espaco amostral €2.
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Em geral, se X e Y sao varidveis aleatérias definidas num mesmo espago
amostral €2 podemos admitir que estas assumem valores em eixos de numeros reais, os
quais sao eixos coordenados do plano bidimensional comum. Dessa forma, cada ponto
do espago amostral € define um par de numeros reais, * = X(w) e y = Y (w), onde x
e y podem ser tratados como as coordenadas de algum ponto do plano. Asssim, o par
(X,Y) de varidveis aleatérias pode ser considerado com uma fungao que a cada ponto w
no espaco amostral associa um ponto (z,y) no plano coordenado.

Com essa idéia, podemos construir correspondéncias entre determinados even-
tos ou subconjuntos do espago amostral e determinadas regides do plano (x,y). Para
nimeros reais xr; e y; fixados, o evento A = [X = z1;Y = ;] é o conjunto de to-
dos os pontos amostrais que tem para X o valor x; e para Y o valor y;, ou seja,
A={we Q| X(w)=a;Y(w) =y} Oevento B=[X <21 ={w € Q| X(w) <z}
corresponderd 4 regiao do R? que consiste de todos os pontos (z,%) cuja coordenada de
x é menor ou igual a x1, ou seja, B = {(z,y) € R* | z < x1}. O evento C = [Y <y =
{w € Q| Y(w) <y} corresponderd & regidao que consiste de todos os pontos (z,y) cuja
coordenada de y é menor ou igual a y;, ou seja, C' = {(z,y) e R? | y < y1 }.

Considerando o evento que consiste de todos os pontos amostrais w, para os

quais X (w) <27 e Y(w) <y, temos,

BNCO =[X<x]N[Y <y
BNC={weQ|Xw) <z }n{weQ|Y(w) <y}
BNC=[X<z;Y <yl

Trabalhamos até agora com probabilidades da forma Fy(x;) = P[X < 4] e
Fy(y1) = P[Y < 1], que sdo fungoes de distribuicao das varidveis aleatérias X e Y,
de acordo com a Defini¢ao 2.3. Introduzimos aqui a notagdo Fx(x), Fy(y),..., onde o

subindice de F' especifica a variavel aleatéria em questao.

Definicao 2.7. Dadas duas varidveis aleatorias X e Y sobre um mesmo espag¢o amostral
Q. A fungao de distribuicao de probabilidade para duas varidveis aleatorias € definida
como Fxy :R* = R, Fxy(z1,y1) = P[X <z;Y <y]. Assim sendo, Fxy € funcao de
duas varidveis denominada func¢ao de distribuicao conjunta das varidveis aleatorias X e

Y.
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Enuciamos abaixo algumas propriedades de Fx y sem contudo demonstra-las.

Proposicao 2.4. Seja Fxy a funcdo de distribuicao conjunta das varidveis aleatorias X

e Y. Entao, sao validas as sequintes propriedades,
1. 0 S FX’y(ili‘,y) S 1.
2. Sexy <x9 ey <yo, entao Fxy(x1,y1) < Fxy(xa, o).

3. hT Fxy(z,y)=1.

y—+o0
lim Fyy(z,y)=0.

r——00

lim Fxy(z,y) =0.

y——00

4. lim Fyy(x,y) = Fxy(a,y), Yy € R.

z—at
lim F)Qy(l’,y) = F)@y(l’,b), Vx € R.

y—bt

5. Dados a <b e c<d, entio Fxy(a,c) — Fxy(a,d) — Fxy(b,¢) + Fxy(b,d) > 0.

Exemplo 2.13. Uma moeda “nao-viciada” ou “honesta” é arremesssada trés vezes. Con-
sideremos X como sendo a variavel aleatéria que representa o nimero de caras obtidas
nas duas primeiras jogadas (X = 0,1, ou 2) e Y como a que representa o numero de caras
obtidas no terceiro arremesso (Y = 0 ou 1). Considere “H” como sendo “cara” e “T”
como sendo “coroa”. O espaco amostral {2 consiste nesse caso de oito pontos amostrais

igualmente provaveis, possuindo cada uma probabilidade igual a %:

Q= {HHH HHT,HTH,THH,THT, TTH, HTT, TTT}.

Os valores correspondentes das variaveis aleatorias X e Y sao dados na tabela
abaixo:

Alguns valores de F'xy sao dados abaixo:

(X <2eY < 1] ={s1, 59,83, 54, 5,56, 57,58} == P[X <2eY <1] =1,

[X§26Y§0]:{82,85,87,58}:>P[XSQ@YSO]25,
3
[XS]-QYS]-]:{83784)85786787788}$P[XS16YS1]:Z7

(X <1leY <0]={s5,87,88} = P[X<leY <0 =

o w

Y
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Q X(s) | Y(s)
sy =HHH 2 1
2

so=HHT 0
ss=HTH 1 1
sg=THH 1 1

s; =THT 1 0
s¢ =1TH 0 1
sy =HTT 1 0
sg =T1TT 0 0

Tabela 2.2: Valores correspondentes das variaveis aleatérias X e Y.

1
[XS()@YS1]2{56,88}:>P[X§06Y§1]:Z,

1
[XSO@YSO]:{58}:>P[X§06Y§0]:§.

Podemos determinar os valores de Fxy(x,y), Vz,y € R, tendo em mente os

resultados acima. Por exemplo,

1 1

1
FX7y<7,O):P[X§7,Y§0] :P[XSQ,YSO] :Fx,y(2,0) 25

Definicao 2.8. Sejam w € Q, X e Y waridveis aleatorias, A1 e Ay eventos tais que
Al={weQ | Xw) <z} ed ={weQ|Y(w) <y}, z,y € R. As varidveis aleatdrias
X eY sao ditas independentes caso os eventos Ay e Ay sejam independentes para todo x

ey, conforme a Definicao 1.4. Ou seja, Va,y € R,
PIX <x;Y <y|] = P[X <z|P[Y <y,
ou em termos da funcao de distribuicao conjunta de probabilidade,

Fxy(z,y) = Fx(x)Fy(y).

Exemplo 2.14. Um contador de Geiger é um aparelho que detecta a presenca de ra-
diacao usando a capacidade que as particulas radioativas tém de ionizar certas moléculas
(isto é, retirar alguns de seus elétrons). O aparelho consiste em um cilindro cheio de

gds (normalmente argdnio), submetido a uma tensao elétrica que mantém a parede do
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tubo negativa em relacao a um fio positivo que corre ao longo do seu eixo. Quando as
particulas radioativas entram em contato com os atomos de argonio, convertem alguns
deles em ions positivos mais elétrons. Sob a acao do campo elétrico, os fons migram para
a parede do cilindro e os elétrons para o fio. Essa dupla migracao causa um pulso de
corrente que é transmitida a um amplificador, gerando um sinal. Quanto mais particulas
radioativas houver, maior sera a corrente elétrica. O primeiro modelo desse aparelho foi
apresentado em 1912 pelo fisico alemao Hans Wilhelm Geiger (1882-1945), dai seu nome.
Outros modelos, mais modernos, tém outra estrutura, mas baseiam-se no mesmo principio
apresentado no inicio do século passado.
Considere um contador de Geiger que ¢ bombardeado por particulas subatomicas.

Sejam X e Y variaveis aleatorias que representam os intervalos de tempo entre o primeiro
e o segundo, e entre o segundo e o terceiro sinais do contador, respectivamente. Podemos

mostrar que a funcao de distribuicao conjunta de probabilidade relativa a X e Y é dada
por,
l—e @ —e W e al@ty) 2 >0,y>0
Fyy(v,y) = 5
0 r<0,y<0

onde a é uma constante positiva. Assim a probabilidade de que o primeiro intervalo de

tempo nao exceda dois segundos e de que o segundo nao exceda um segundo &,
PIX <2,V <1]=1—-¢e2—e e
De maneira geral observamos que,

(1—e ™) (1—e), >0,y>0
FX,Y(xay) = )
0 r<0,y<0

e segue que Fxy(z,y) pode ser escrita como Fx(z).Fy(y), de acordo com a Defini¢ao 2.8,

onde,

1—e® x>0
FX<x): )
0 r <0
l—e ™ y2>0
0 y<0

Nesse caso X e Y sao variaveis aleatérias independentes.
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Definicao 2.9. Sejam X e Y waridveis aleatorias discretas. Definimos funcdao de densi-

dade conjunta de probabilidade como pxy : R* — R, tal que,
pxy(@,y) = PIX =2;Y =y].

Analogamente ao caso de uma varidvel aleatéria a fungao pxy tem as pro-

priedades descritas na proposicao abaixo.

Proposicao 2.5. Seja pxy a fungao de densidade conjunta de probabilidade e sejam I'x
e I'y os conjuntos imagem das varidveis aleatorias X e Y, respectivamente. Entao sao

validas as sequintes propriedades,

1. 0 <pxy(z,y) <1, Vo,y € R.

2. Z pX,Y(x7y) =1L

zel'x
yel'y
3. FX,Y(JJay) = Z Z pX,Y<i7j>7 VSLHZ/ € R.
i<z <y
i€l'x jel'y

Exemplo 2.15. Consideremos o arremesso de uma moeda como descrito no Exemplo

2.13. Alguns valores de px y:

1

(X =0;Y =0]={ss} = P[X =0;Y = 0] = pxy(0,0) =3
1
[X:LY:O] :{87785}:>P[X:17Y:0] :pX7Y(170) :57

(X =2V =0]={s2} = P[X =2;Y =0] =pxy(2,0) =

)

| = 00| =

X =0V =1] = {36} = P[X =0;Y = 1] = pxy(0,1) =

1

[X:l,Y:l] :{83,84}:>P[X: 17Y: 1] :pX,Y(l,l) :Z’
1
[X:25Y:1]:{51}:>P[X:2;Y=1]ZPX,Y(Q,l):g.

Exemplo 2.16. Em muitos estudos experimentais desejamos saber se duas varidveis
aleatdrias sao independentes, ou seja, a ocorréncia de uma nao interfere no resultado
da ocorréncia da outra. Este exemplo ilustra um método utilizado para estudar esse
problema.

Suponhamos que um laboratorio colheu informacoes de 1000 ratos que foram

submetidos a aplicagoes de uma determinada droga, a qual suspeita-se ser responsavel
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pela ocorréncia de um tipo de tumor. Desse grupo de 1000 ratos, alguns receberam uma
dosagem forte, outros uma dosagem fraca e alguns nenhuma dosagem da referida droga.
A Tabela 2.3 mostra a quantidade de ratos que receberam a droga e a dosagem aplicada

relacionado com a presenca do tumor.

Tumor presente Tumor ausente
Dosagem Forte 10 90 100
Dosagem Fraca 15 485 500
Nenhuma Dosagem 12 388 400
37 963 1000

Tabela 2.3: Presenca de tumor nos ratos.

Consideremos as variaveis aleatérias X e Y e suponha que os resultados obti-
dos na Tabela 2.3 sao utilizados como estimativas das probabilidades dos eventos a elas

relacionados.

0, se o rato recebeu uma dosagem forte,
X =< 1, se o rato recebeu uma dosagem fraca,

2, se o rato nao recebeu nenhuma dosagem.

v — 0, se o rato apresenta tumor,
B 1, se o rato nao apresenta tumor.
Para que as variaveis aleatorias X e Y fossem independentes, seria necessario
que aidentidade P[X = z;Y = y|] = P[X = z|P[Y = y| fosse verdadeira. Se isso acontece,
mostramos entao que nao existe relacao entre a aplicagao de droga e o aparecimento de

determinado tipo de tumor nos ratos.

Com as informacoes dadas, temos condicoes de determinar,

10
pX7Y(0,0) —P[X —O,Y—O] ~ m —0,010,
pxy(1,0) = PIX = 1Y = 0] ~ —> — 0,015,
’ 1000
2 =PI X=2Y =0| = 12 = 12
pxy(2,0) = P[X =2; —O]NW—QO ;
pxy(0.1) = PIX = 0:Y = 1] ~ —2 0. 090,
’ 1000



485

1,)=PX=1Y=1l~—=0,4
388
21)=PX=2Y =1~ — =
Assim temos,
100
= PlX = =0, 10,
500
N =P[X =1] = =
400
px(2) = P| I = To00 = %40
(0)= P[Y = 0] = > — 0,037,
W= =T 9000
963
H=PY=1]= =
av(1) = PIY = 1] = 25 = 0,963,

Com os dados obtidos, verificamos que as variaveis aleatérias X e Y nao sao

independentes, pois,

px.v(0,0) & 0,010 # px(0)gy (0) =~ (0,10)(0,037) = 0, 0037,
pxy(1,0) & 0,015 # px(1)gy(0) ~ (0,50)(0,037) = 0, 0185,
pxy(2,0) & 0,012 # py (2)gy (0) ~ (0,40)(0,037) = 0, 0148,
pxy(0,1) & 0,090 # py (0)gy (1) & (0,10)(0,963) = 0, 0963,
pxy(1,1) & 0,485 # px(1)gy (1) =~ (0,50)(0,963) = 0, 4815,
Pxy(2,1) ~ 0,388 # px(2)gy (1) ~ (0,40)(0,963) = 0, 3852.

Concluimos que P[X = x;Y = y] # P|X = z]P]Y = y|. Logo a aplicacdo da
droga em estudo influencia na ocorréncia ou nao de tumor nos ratos. Portanto as variaveis

aleatéorias X e Y sao dependentes.

Sabemos de acordo com a Definicao 1.3, que se A e B nao sao dois eventos

necessariamente independentes, a probabilidade conjunta de A e B é

P[AN B] = P[A| B|P[B] = P[B | A|P[4],
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onde P[A | B] é a probabilidade condicional de A, dado que B tenha ocorrido e P[B | A]
é a probabilidade condicional de B, dado que A tenha ocorrido.

Se A e B sao dois eventos da forma A = [Y <y], B = [X < z], temos,
PlY <y| X <z]=P[A]| B].
Isso motiva a definicao que segue.

Definicao 2.10. Dadas duas varidveis aleatorias discretas X e Y, tais que X, Y definidas
em ) e sejam x,y € R. Entdo a funcao de distribuicao condicional de probabilidade da
varidvel aleatoria Y dado que o evento [X < x] tenha ocorrido é G(y | ©) = P[Y <y |
X <z

Definigao 2.11. Se X e Y sdo varidveis aleatorias discretas, entao para qualquer (x,y)
na imagem de (X,Y"), definimos a sequinte probabilidade condicional,

P X =xeY =y

PY =y [ X =a] = PX—a

como sendo a funcgdo de densidade condicional de probabilidade de [Y = y| dado que

[X = 2| tenha ocorrido.

Exemplo 2.17. No Exemplo 2.16 verificamos que no experimento que consite em aplicar
determinada dosagem de um droga que, inicialmente suspeitava-se ser responsavel pelo
aparecimento de tumores em ratos, concluimos que esses eventos sao dependentes. Em
outras palavras, mostramos através da definicao de variaveis aleatérias independentes que

essas variaveis aleatérias nao satisfazem a identidade,
P X =ux;Y =y| = P[X =z]PlY =y].

Motivados pela Definigao 2.11, podemos pensar em verificar tal resultado através
da funcao de densidade condicional de probabilidade. Ou seja, verificamos a seguinte
relacao: “Condicionado a aplicagao ou nao de determinada droga em ratos, qual é a
interferéncia no aparecimento ou nao de um tumor?”.

Para verificar que as variaveis aleatorias X e Y sao independentes, basta
mostrar que PlY =y | X = x| = P[Y = y|, de acordo com a Definigao 1.4.

Analisando os dados obtidos do Exemplo 2.16, temos,

P[X =0;Y =0] 0,010
PIX =0 0,10

Pyy[Y =0 X =0] = = 0,10 # 0,037 = P[Y =0,
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PIX=1Y =0] 0,015
Peyly =0 X =1] = 1L ’ 1_0

= 0,030 # 0,037 = P[Y = 0],

PX=1 0,50
PxylY =0| X =2] = P[XP[:XQ;_Y ]: I 06 04102 = 0,030 # 0,037 = P[Y = 0],
PyylY =1 X =0] = P[XPEO;:YO]: I O(; 01900 = 0,90 £ 0,963 = P[Y = 1],
PyylY =1| X =1] = P[XP[:Xl;:Y ]: l_ 06 45805 = 0,970 #£ 0,963 = P[Y = 1].

Concluimos que P[Y =y | X = z] # P[Y = y|. Logo as varidveis aleatérias X

e Y sao dependentes.

2.7 Varias Variaveis Aleatorias

De forma semelhante como definimos a fungao de distribui¢ao de probabilidade de

duas variaveis aleatorias, podemos defini-la para n variavel aleatérias.

Definicao 2.12. Sejam X1, X, ..., X,, varidveis aleatorias definidas no mesmo espaco
amostral €. Entdo a funcao de distribuicao de probabilidade de vdrias varidveis aleatorias

¢ definida como,
Fx, Xo,. X, (21, 2, .. 2n) = P[Xy <215 Xo <9505 Xy <y, Yoy, 9,2, €R.

De maneira anéloga, estendemos a Definicao 2.9 de duas varidveis aleatdrias

para varias variaveis aleatorias discretas.

Definicao 2.13. A funcao de densidade de probabilidade de vdrias varidveis aleatorias

discretas X1, Xo, ..., X, € definida como,

le,Xz 77777 Xn(Il,ZEQ,...,l'n) = P[Xl = I’l;XQ = ZL‘Q,,Xn = an], VZL’l,ZIfg,...,I’n - R

Definicao 2.14. A funcao de densidade de probabilidade condicionada das varidveis

aleatorias X1, Xo, ..., X, € definida como,
PXx1,X5,...X (951,332,---,%)
PX1,Xo,..., Xn(ZL'n |l‘1,$2,...,l’n_1): L , ‘v’a:l,...,xn € R.
PXxi,Xo,..., Xn_l(xb T, ... 7xn—1)

Definicao 2.15. As wvaridveis aleatorias discretas Xy, Xo, ..., X, sdo ditas mutuamente

independentes se,
DPx,,Xo,..., Xn($1, Ta, ... ;%) = Px, (%)pxg(@) .- -pxn(l“n)7 Voy,...,z, €R.
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Podemos notar que é possivel a cada par de variaveis aleatérias no conjunto
ser independente ou dependente aos pares, sem que todo o conjunto seja mutamente

independente.

Exemplo 2.18. Suponhamos que duas moedas sejam arremesadas, e que X; represente
o numero de caras na primeira moeda arremessada (0 ou 1), que X, represente o nimero
de caras na segunda moeda arremessada (0 ou 1), e que X3 represente o nimero de
vezes em que os dois resultados s@o iguais (0 ou 1). Observamos que os pares (Xi, X3),
(X1, X3) e (Xo, X3), s@o, cada um, independentes, mas que o conjunto (X7, X, X3) nao

¢ mutuamente independente.
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Capitulo 3

Nocoes de Cadeia de Markov

3.1 Introducao

Iniciaremos este capitulo definindo processos estocasticos e apresentado exemplos
do caso discreto e do caso continuo. Abordaremos também seqiiéncias aleatorias e iremos
caracteriza-las como um processo estocastico de parametro discreto. Além disso, iremos
definir cadeias de Markov e estudar o caso em que sao estaciondrias, com espaco de esta-
dos finito, irredutiveis e aperiédicas. Com isso, poderemos definir a matriz de transicao
de um passo da cadeia de Markov e, com auxilio de métodos algébricos, verificar o com-
portamento da cadeia para um nimero arbitrarios de passos.

As cadeias de Markov recebem esse nome em homenagem ao mateméatico russo
Andrei Andreyevich Markov (1856-1922), que desenvolveu importantes resultados na teo-
ria de probabilidade. Além disso, o referido matematico demonstrou o Teorema do Limite
Central, além de trabalhos sobre limites de integrais e teoria da aproximagao.

Também para esclarecimento, a palavra estocastico vem do francés stochastique
e do grego stoktastikos. Dizemos do que esta relacionado ao acaso, pertencente ou relativo
ao azar. Padroes estocasticos sao aqueles que surgem por meio de eventos aleatérios. Por
exemplo, o lancar de dados resulta em nimeros estocasticos, pois qualquer uma das 6 faces
pode ficar para cima. Além disso é importante salientar a diferenca entre aleatoriedade
e estocasticidade. Normalmente os eventos estocasticos sao aleatorios. Todavia, podem
eventualmente nao ser. E perfeitamente possivel, embora improvavel, que uma série
de 10 arremessos de dados gere uma seqiiéncia nao aleatéria 6,5,4,2,1,2,4,3,5,6 ou uma

seqiiéncia nao aleatéria 1,1,1,1,1,1,1,1,1,1. A seqiiéncia nao aleatoria é estocdstica, pois
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surgiu através de um evento aleatério: langcamento de dados.

3.2 Processos Estocasticos

Definigao 3.1. Um processo estocdstico consiste de um espag¢o amostral 2, (com uma
fungao de probabilidade P), um conjunto nao-vazio T e uma familia de aplicagies

X;:Q =R, teT. Definimos I' = |J,cp Im(Xy).

Exemplo 3.1. Como exemplos de processos estocdsticos podemos considerar a variacao
de trafego em um certo cruzamento que envolve a formacao e a dissipacao de conges-
tionamento; a variagao didria no tamanho do estoque de uma determinada empresa; o
comportamento de particulas sujeitas a impactos aleatorios; variacao da qualidade de

produtos em uma fabrica ou a variacao de lucros na bolsa de valores.

Podemos pensar em um processo estocastico como um modelo matemético
utilizado para o estudo de fenémenos aleatorios que tem como resultados fungoes. Em
outras palavras, para cada w € 2, podemos considerar a aplicagao X : T — R, onde
X (w) = X¢(w). Tais fungoes estao definidas sobre um conjunto arbitrario 7" e sdo chamadas
de realizacgoes. Os elementos do conjunto T' sao chamados de parametros e o conjunto
T é chamado de espago de parametros. Os elementos de I' sao chamados de estados
e conjunto I' é chamado de espacgo de estados.

O espago de parametros T' de um processo estocasticos pode ser:

Continuo: Quando o conjunto 7' encontra-se em uma situagao na qual as medidas sao
tomadas continuamente. Por exemplo, podemos considerar o registro dos carros que
passam em um cruzamento num determinado tempo, ou uma medida como temperatura
ou voltagem. (T'={t:t > 0}).

Discreto: Quanto 7' é um subconjunto enumeravel. Por exemplo, podemos considerar o
estoque de uma companhia que sé é registrado uma vez por més ou os ganhos totais de

uma pessoa em um jogo de azar que so sao registrados apos cada partida.

Exemplo 3.2. O Produto Interno Bruto - PIB representa a soma (em valores monetarios)
de todos os bens e servigos finais produzidos numa determinada regido (paises, estados,
cidades), durante um periodo determinado (més, trimestre, ano, etc). Consideremos os

resultados da soma de todas as riquezas produzidas no Brasil por ano a partir de 1960.
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Podemos associar tal situacao a um processo estocastico. De fato, consideremos o seguinte

espago amostral,

( 3
E, = {(1960, 15), (1961, 15), ..., (2006, 1067), .. .},

Ey = {(1960, 16), (1961, 16), . . ., (2006, 1068), . . .},

E3 = {(1960, 17), (1961, 16), . . ., (2006, 1069), . . .},

\ J
Os elementos de € sdo eventos formados por um conjunto de pontos w da forma (z, y), onde
x representa os anos observados e y representa o valor total do PIB brasileiro em bilhoes
de ddlares. Podemos definir uma familia de variaveis aleatérias X; : Q@ — R, t € N da
seguinte forma: para cada w € ), X;(w) representa o valor total do PIB no ano (1960+t).

Abaixo descrevemos as realizacoes para dois eventos desse processo estocastico.

Xo(E1) =15, X4(E) = 15,..., Xys(Ey) = 1067, . ..
Xo(Es) =16, X1(FE3) = 16, ..., Xys(Es) = 1068, . ..

Este exemplo caracteriza um processo estocédstico cujo espaco de parametros
¢ o conjunto T = N, e o espago de estados sao os valores que o PIB brasileiro pode
assumir. Assim, tal situagao é um processo estocdstico com parametro discreto. A Figura
3.2 mostra o grafico que representa uma realizacao do processo estocastico, considerando

o evento F;. E importante salientar que o referido grafico representa a evolucao real do

PIB do Brasil a partir do ano de 1960.

Exemplo 3.3. Em determinada ocasiao observou-se a quantidade de pessoas numa fila
de espera para atendimento em uma agéncia bancéria. Esta situagao ilustra um processo
estocdstico. O espaco amostral 2 é o conjunto de eventos da forma E = |J, .+ (¢, 24),
onde t representa o tempo e x; o numero de pessoas na fila no tempo t. Podemos definir
uma familia de varidveis aleatérias X; : Q — R, t € R, da forma X;(F) = ;.

Tal situacao caracteriza um processo cujo espaco de parametros é o conjunto
de tempo t em minutos, tal que t > 0, e o espago de estados ¢ um subconjunto de N, que
representa a quantidade de pessas ou o comprimento da fila. Este processo é um processo
estocdstico com parametro continuo. A Figura 3.2 mostra o gréafico que representa uma

realizacao desse processo.
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Figura 3.1: PIB do Brasil de 1960 a 2006.
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Figura 3.2: Uma realizacao de uma processo de fila de espera iniciando com quatro

pessoas.
3.3 Seqiiéncias Aleatorias e Cadeias de Markov

Definicao 3.2. Seja {X,;n € N} uma seqiéncia de varidveis aleatorias definidas no

mesmo espaco amostral 2. A esta seqiiéncia dd-se o nome de seqiiéncia aleatoria.

Uma seqiiéncia aleatoria nada mais é do que um processo estocastico com
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parametro discreto. Abordaremos o caso em que cada variavel aleatoria é discreta.

Exemplo 3.4. Considere a seqiiéncia de arremessos de uma moeda e para n € N,
X, :Q—R,

como a variavel aleatéria que assume o valor 1 se o n + 1-ésimo arremesso for cara ou 0
quando o n + 1-ésimo arremesso for coroa. O espaco amostral €2 e a familia de variaveis

aleatdrias desse experimento podem ser ilustrados da forma abaixo.

( )

\ ) y,

A referida experiéncia carateriza um processo estocdstico com parametro discreto.

Defini¢ao 3.3. Uma seqiiéncia aleatoria {X,;n € N}, onde X,, sdo varidveis aleatdrias

discretas, € dita ser uma cadeia de Markov se,

P Xni1=J | Xoy =tng, Xy =gy, X =ln,_1s Xn, =1 = P[Xpi1 =7 | X0, =1,

» AN

Viajainlwuink,l S F,vnl <ng < ...<ng< n,

se essas probabilidades estiverem definidas.

De acordo com o que foi demonstrado na referéncia [18], para verificarmos que

{X,;n € N} é uma cadeia de Markov basta mostramos que,
P X, =J|Xo=rti0, X1 =11,...,Xp =1 = P[Xp11 =7 | Xs, =1,

Vi,j,io,il,...,in,1 € F,Vn € N,

desde que essas probabilidades estejam definidas.
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Exemplo 3.5. Considere uma seqiiéncia de arremessos de uma moeda honesta, e seja
X,, o numero total de “caras” nos n primeiros arremessos. Se X,,_1 é conhecido, ou seja,
suponha que X, _; = k, entao X,, serd k ou k + 1. Observamos ainda que nao importa
a ordem com que apareceram as ‘“caras’ ou “coroas” nos nm — 1 primeiros arremessos,
interessa apenas saber o total de “caras” obtidas ao longo da seqiiéncia de arremessos até
alcangar o peniltimo estado. Em outras palavras, o resultado pretendido depende apenas

do peniltimo estagio, ou ainda, o processo nao depende do valor de n. Assim,

P[Xn = Tn | X = L5 .- ;anl = xnfl] = P[Xn =Ty | Xpo1 = xnfl]a
e, se r,_1 =k,

se r, =kouk+1,
P[Xn:l'n‘XlziCl;...;Xn,l:ZCn,l]:

S NI

para qualquer outro valor de x,,.

Concluimos que essa é uma cadeia de Markov.

Exemplo 3.6. Num canhao de um tanque de guerra em combate em uma area de
conflito da Terra, observa-se que cada tiro disparado acerta ou erra seu alvo com uma
probabilidade que depende do sucesso ou erro do tiro imediatamente anterior disparado.
A referida situacao ilustra uma cadeia de Markov, pois o sucesso ou fracasso do ultimo
tiro depende apenas do penultimo tiro disparado, nao importando o que aconteceu ao
longo da seqiiéncia de tiros. Tal situacao é uma cadeia de Markov com espacos de estados

{0,1}, sendo 0 acerto e 1 erro.

Exemplo 3.7. Consideremos uma seqiiéncia de jogos independentes de um jogador contra
o seu oponente. Seja {X,;n € N} a seqiiéncia aleatéria que representa o capital do jogador
ap0s as partidas. Suponhamos que o capital inicial do jogador seja k reais e que o capital
inicial de seu oponente seja N — k, onde N representa o total de recursos disponiveis
para o jogo. Com isso, 0 < X; < N, para todo ¢ € N, ou seja, o espaco de estados
de {X,,,n € N} éT" = {0,...,N}. A seqiiéncia {X,,,n € N} representa uma cadeia de
Markov, pois, assim como no Exemplo 3.5, o capital do jogador apds a n-ésima jogada
depende do seu capital apds (n — 1)-ésima jogada, nao interessando o seu capital nas

jogadas anteriores.
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Definicao 3.4. Uma cadeia finita de Markov € aquela em que I' C R € finito. Caso

contrario, € dita nao finita.

Exemplo 3.8. No Exemplo 3.5, para cada n € N, Im(X,) corresponde ao possivel
nimero total de caras obtidas nos n primeiros langamentos da moeda, logo Im(X,) =
{0,...n}. Dessa forma I' = N e temos uma seqiiéncia nao-finita de Markov.

No Exemplo 3.6, I' C R representa o resultado quando do disparo de um tiro de
canhao. Existem apenas duas possibilidades para tal resultado, acerto ou erro, I' = {0, 1},
portanto finito. Logo a seqiiéncia ilustra uma cadeia finita de Markov.

No Exemplo 3.7, I' C R representa o capital de um jogador apds um seqiiéncia
de jogos independentes. Como N representa o total de recursos disponiveis no jogo,
' = {0,1,2,..., N}, portanto finito. Logo a seqiiéncia ilustra uma cadeia finita de

Markov.

Definicao 3.5. Dado ¢ € T', definimos

o ={m e N; P[X,, =] > 0],

Vamos trabalhar com cadeias de Markov tais que o7 # ©, para todo ¢ € T'.

Defini¢ao 3.6. Uma cadeia de markov {X,;;n € N} € estaciondria quando, ¥i,j € T,
PXpni1 =7 | Xo = 1],
nao depende de m € <.

Exemplo 3.9. No Exemplo 3.5, o resultado do nimero total de caras numa seqiiéncia
de n lancamentos de uma moeda nao depende de n, uma vez que nesse caso interessa
somente saber o nimero total de caras, e este depende apenas do resultado de um estégio
imediatamente anterior ao dltimo. Da mesma forma, no Exemplo 3.6, as probabilidades
de acerto ou erro dependem unicamente do pentltimo tiro disparado. No Exemplo 3.7,
as probabilidades de vitéria ou derrota do jogador em uma partida depende apenas do
sucesso ou fracasso da penultima partida. As trés situagoes representam uma cadeira de

Markov estacionaria, pois satisfazem a Definicao 3.6.
Como conseqiiéncia, se
P[XIZJ |X0:Z]7
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existe,

PXpmp1=j | Xpm=1] = P[X, =j | Xo=1i], Vm € o,

Defini¢ao 3.7. Seja {X,;n € N} uma cadeia de Markov estaciondria. Definimos as

probabilidades de transicao de um passo da cadeia como,

Definigao 3.8. Seja {X,;n € N} uma cadeia de Markov estaciondria e suponha que
I' ={0,...,N}. Entio definimos P = (p;;) como sendo a matriz de transi¢dio de um

passo da cadeia.

Exemplo 3.10. Considere o Exemplo 3.6. Suponha que as observacoes de campo de
batalha possibilitem uma estimativa das probabilidades de transicao de um passo da

cadeia de Markov,

pOOZP[Xn+1:0|Xn:O]:
p[)l:P[Xn+1:1’Xn:O]:

plO:P[Xn+1:0|Xn:1]:

N~ N~ =) W

pIIIP[Xn+1:1|Xn:1]:

Assim, a matriz de transicao de um passo cadeia de Markov é dada por,

p— Poo Po1 _

Pio Pu1

M= W
N

Exemplo 3.11. Vamos supor que o nivel economico de um cidadao é classificado em trés
categorias: rico (R), classe média (M) e pobre (P). Também supomos que dos filhos de
um homem rico, 95% sao ricos e 5% de classe média; dos filhos de um individuo de classe
média, 10% sao ricos, 70% de classe média e 20% pobres; e no caso dos filhos de um
cidadao pobre, 30% sao de classe média e 70% sao pobres. Admitindo que cada cidadao
tem um filho, podemos formar um cadeia de Markov observando uma familia através de

geragoes sucessivas. A matriz de probabilidade de transicao de um passo do processo é,

0,95 0.05 0
P=1 010 070 0.20 |,
0 030 0.70
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onde as linhas representam a classe social de uma geragao e as colunas representam a
classe social da geracao imediatamente posterior, ou seja, as linhas representam a classe

social do pais e as colunas representam a classe social dos filhos.

Exemplo 3.12. Consideremos o Exemplo 3.7. Seja p a probabilidade de o jogador ganhar
um real em uma partida do jogo, e seja ¢ = 1 — p a probabilidade de o jogador perder um

real. A matriz de transicao de um passo do processo de Markov estacionério é dada por,

10 0 0O0O0 ... 0
g 0 p 000 ... 0
0g 0 p OO0 ... 0
P=100 ¢ 0poO0...0
g 0 p

0 0

Notamos que P tem ordem N + 1.

Proposigao 3.1. Seja P = (p;;) como na Defini¢io 3.8. Entio P ¢é estocdstica, isto €,
N

pij >20,Vi,jeT e py=1Viel.

§=0
Demonstracao. Sejam i, j € I', entao, para m € o7, temos,

pij:P[Xm+1:j|Xm:i]

Dessa forma, para cada ¢ € T,

Para cada j € I, definimos B; = [X,41 = j]. Notamos que ByNB; =0, Vk,j €T, k#j

N
e )= U B;. Definindo B = [X,, = 1|, temos,

N B N P[Xerl :],Xm _ Z] B N P[B] ﬂB]
;pij_; P[X,, =i _;W,
ou seja,
N . N 1 . 1
;pij:mp [L;J()(BjﬂB) _mp BN (JLJ()BJ.) _mP[B]_l
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3.4 Equacoes de Chapman-Kolmogorov

Seja {X,;n € N} uma cadeia de Markov estacionéaria. Para i,5 € ' e m € 4,
queremos estudar as probabilidades da forma P[X,,., = j | X, = i], Vn € N*. Em
outras palavras, desejamos analisar o comportamento da cadeia quando da passagem do

estagio ¢ para o estdgio j em n passos.

Teorema 3.1. Seja {X,,,n € N} uma cadeia de Markov estaciondria. Dadosi,j € T, n €

N*, P Xpin =7 | Xon = 1] nao dependem de m € .

Demonstracao. Sejam i,5 € I', m € ;. Vamos provar por indugao em n que o resultado
é valido. Para n = 1 o resultado é verificado, uma vez que P[X,,11 = j | X,, = i] é

uma cadeia de Markov estacionéria. Suponha que P[X,,1, = j | X, = 7] ndo depende de

Hipdtese de Inducao

m € &, onde n € N. Temos que provar que P[X,, 1,11 = j | X, = i] ndo depende de
n. Definimos A = [X,1n41 = J], B = [Xi;n = i] e, para cada k € I, By = [Xpin = k.

Notamos que Q = UN_ By, e que,
(ANB;NB)N(ANB,NB) =0, sej#k.
Com essa notagao, temos,
PXpint1 =J | X =i = P[A] B].

Entao,

PlXpins1 = | X =il = P[A| B = PIANQ | B] = P

Y

AN <UBk> | B

kel

Assim,

— - P [Aﬂ (Uker Bk) QB} _ r [(UkeF<Am Bk)) ﬂB}
P[Xm-i-n—i-l =7 | Xm - Z] - P[B] - P[B] ;

P(ANBy)NB
P[B]

]:ZP[AﬂBk]B].

kel

P[Xm+n+1:j‘Xm:i]:Z

kel

Logo,

P[Xm—l-n—l—l =7 | Xm = 1] = ZP[XernH =J; Xmyn =k | Xm = Z]
ker
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Queremos usar a férmula,
P[AN By | B = P[A| BN By|P[By | B.
Para isso, devemos ter P[B] > 0 e P[B N Bi] > 0. Defina
J ={kel, P[BN B =0}

Assim,

P[ANBy | Bl=Y P[ANB;|B]+ Y PIANDB|B].
kel kel
ke 7 kg
: < _ _ P[ANByNB] _ :
Seja k € #, entdao P[B,NB] =0, mas PI[AN By, | B] = —pm = 0, pois

ANB,NBCB,NBe0<P[AN BN B] < P[B,N B] =0. Entao,

P[Xpins1=j | Xm=i]=> P[ANB;|B].

kel
k¢ s

Observamos que, se k ¢ ¢, P[BN By| > 0, e assim P[By] > 0. De fato, caso contrario,
como BN B, C B, terfamos 0 < P[BN B] < P[Bx] = 0, o que é absurdo. Como

{X,,n € N} é cadeia de Markov, temos,
P[A|BkmB] :P[Xm+n+1 :lem—i-n:k] :P[A|Bk]'

Entao temos,

P(Xpins1=j| Xm=1i] = Y P[ANB,|B]=)_ P[A|B,NB|PB;| B
kel kel
kg S kg S
= Y PIA|BJP[By| Bl= > piP[Bs | Bl.
kel kel
kg S kg S

Se k € 7, P[B, N B] = 0, entretanto, Im;, € N tal que P[X,, = k] > 0. Entao

P Xp,+1 =] | Xin, = k] estd bem definido e é igual a py;. Nesse caso,

PIX

Mp+1

=7 | X, = kP Xpgn =k | Xpn =1 = pij P Xpgn =k | X;p =1] = 0.
Observamos que,

kel
k¢ 7
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entao,

PXpinir =5 | X =i =Y prj P =k | X =], (3.1)
kel nao dep;'gde de m

Portanto, o somatorio nao depende de m.

]

Defini¢ao 3.9. Seja {X,;n € N} uma cadeia de Markov estaciondria. Definimos a

probabilidade de transicao de n-passos dessa cadeia como,
pz(»?) =P Xpin=17| Xm=1], parame o, Vi,j €T.
Sel'={0,1,..., N}, a matriz de probabilidade de n-passos dessa cadeia é definida como

P — (pgp) .

De acordo com a equacgao 3.1 temos, para todo 7,5 € I', para todo n € N,

n+1 n
P =" prpiy) -
kel

A igualdade acima é conhecida como Equacao de Chapman-Kolmogorov.

Proposicao 3.2. Seja {X,;n € N} uma Cadeia de Markov estaciondria com I' =

{0,1,..., N}, entdo P™ = P", ¥n € N*,

Demonstra¢ao. Vamos mostrar por inducao que o resultado é verdadeiro.Suponha que

1,7 €' e que m € o7. Paran =1 temos,
PO = () = (P[Xps1 = j | Xou = ]) = (piy) = P = P".

Para n = 2 temos,

N
k=0

Vamos supor que o resultado é valido para n, entao,

P —pr—_pp. .. P,

n vezes

Mostremos que o resultado é valido para n + 1. Com isso temos,

prtl - (pgﬂ)) = (P[Xomgnr1 = J | Xon =1]) (Zpkj Xnin =k | Xon = ﬂ)
N
= (Z%pﬁ?) = P.P" = P,
k=0
Logo, Pt = pntl, O
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Definig¢ao 3.10. Seja {X,,;;n € N} uma cadeia de Markov estaciondria com T = {0, ...

Sendo p; = P[Xo =], Vi € T, definimos,

p’ = (po,p1, -, PN),

como sendo o vetor de probabilidade inicial. Definimos também

" = Py =i e p™ = (pg" pi"”, .. 0Y)),

onde p™ € denominado vetor de probabilidade de n passos.

N},

Proposicao 3.3. Consideremos {X,,n € N} uma cadeia de Markov estaciondria, p® e

p™ como na Definicio 3.10, entdo,
p™ = p’P", Vn e N*.
Demonstrac¢ao. Vamos provar por inducao que o resultado é valido. Paran =1,

1 1 1
p®M =M P, ) e

pV = P[X, = k], Vk € {0,..., N}.

Definimos B = [X; = k], e para cada j € {0,..., N}, B; = [X, = j|. Entao B; N B; =0,

se i # j, Q=UY,B;.

) =P[BNQ =P

B ([ﬁ)

Queremos usar a formula P[B; N B] = P[B | B;]P[B;]. Seja ¢ = {j € I'; P[B)]

N
:Pl B;NB

=0

entao,

N N

p =3 PB;NB+Y PBNB.
jer jer
i€t i¢s

Seje #, P[B;]=0ecomo B; N B C By, temos P[B; N B] < P[B,], ou seja,

Com isso,

N N
p)=0+> P[B;nB] = PIB|Bj]PB],
jerl’ jel
J¢s J¢s
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ou seja,

N N

P = 3" PIXy = k| Xo = jIP[Xo= 4] = Y pips.
jer gl
it g s

Para o casode j € ¢, p; =0 e podemos escrever,

N N N
pl(:) — Z DikDj —+ Z p]kO = ijpjlm

jer jer j€er
i¢s i€t
ou seja,
p(l) =p’P.

Vamos supor que o resultado é valido para n. Entao,
Temos de mostrar que o resultado é véalido para n + 1. Primeiro, observamos que,

n+1 n+1 n+1 n+1
pp Y = YY),

com

pl(ﬂn+1) = P[Xn+1 = k]avk S {07 o ’N}

Seja, k € I fixado. Definimos para cada j € I', B} = [X,, = j]. Entao B} N B} = 0, se
i £ g, Q= Uj.V:O B} Dessa forma, se B"*" = [X,, 11 = k], temos

p,(;H_l) — P[X,.i = k] = P[B""] = P[B""' nQ] = P[B"" n (Ug:()B}%)}
N
= ) _P[B"'nBy.

J=0

Definindo #" = {j € I'; P[B}] = 0}, temos,

pl(€n+1) — Z P[Bn+1ﬁBJn] + Z P[BnJrlﬂB;l]

jer jer
it s jesn

= Y P[B"|B}P[B}]+0
jel
iEgsn

= Y Pl = k[ X, =",
jer
iEsn

Se j € #", entao p(") =0,e

7 9
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n+1 n
py Y=
jer

Dessa forma,

p(n+1) _ p(n)P _ (pOPn)P,

ou seja,

p(n-‘rl) _ pOPn+1.

]

Queremos estudar (pgl)) para o caso em que n se torna suficientemente grande,
ou seja, quando os passos do processo sao repetidos n vezes. Para isso, introduzimos as
defini¢oes abaixo e posteriormente dois teoremas, cujas demonstragoes nao serao apresen-

tadas neste trabalho. (Ver, por exemplo a referéncia [12]).

Definig¢ao 3.11. Seja {X,,;;n € N} uma cadeia de Markov estaciondria comT' = {0,... N}.
Se dados j, k €T,

b > 06 g >0

para algum m,n € N*, dizemos que os estados j e k se comunicam. Se todos os estados
se comunicam dizemos entao que a cadeia € irredutivel. Caso contrdrio ela € dita nao-

1rredutivel.

Exemplo 3.13. O Exemplo 3.6 ilustra uma cadeia de Markov irredutivel, pois a definicao
acima € satisfeita, ou seja, todos os estados se comunicam.

Considere o Exemplo 3.7. Quando o jogador perde todo o seu dinheiro para
o seu oponente, este nao tem mais chance de iniciar uma nova partida, fazendo com
que o jogo termine. De forma semelhante, quando o jogador ganha todos os recursos
disponiveis, o jogo também termina. Podemos ver que em ambas situagoes os estados
nao se comunicam com os demais, fazendo com que a cadeia de Markov em questao seja

nao-irredutivel.

Definicao 3.12. Uma cadeia de Markov € dita perddica se 35 € N com
P" = P" V¥n € N*.

Caso contrdario ela é dita aperiddica.
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Proposicao 3.4. Seja {X,;n € N} uma cadeia de Markov estaciondria, irredutivel e tal

que ' ={0,...,N}. Entao, se p;; >0, para algum i € ', {X,;n € N} € aperiddica [18].

Exemplo 3.14. Vamos considerar que exista um equipamento que é classificado dentre
uma das trés condigbes: (a) funcionamento, (b) em reparo ou (c) inoperante aguardando
mais trabalho. Tal equipamento é observado somente quando da mudanca de estados. Seja
X, = 0, caso a n-ésima mudanca de estado o coloque em condicoes de funcionamento,
X, = 1, caso a n-ésima mudanca de estado o coloque em uma condicao de reparo e
X, = 2, caso a n-ésima mudanca de estado o coloque inoperante.

As hipéteses a serem consideradas s@o: Se o equipamento estiver parado para
fim de reparo, a mudanca de estado seguinte sera para a condicao de funcionamento; Se o
equipamento estiver inoperante aguardando mais trabalho, a mudanca de estado seguinte
o colocard em funcionamento; Se nao houver trabalho para fazer, a equipe de reparo sera
desfeita de modo a nao permitir que nenhuma transicao ocorra da condicao de reparo
para inoperante; Se estiver funcionando, podera mudar para a condicao de inoperante ou
podera estragar e ser posto em reparo, supondo essas possibilidades igualmente provaveis.

Seja {X,;n € N} uma cadeia de Markov nessas condigoes. Entao a matriz de

transicao de um passo é dada por,

0 3 3
P=|10 0
100

Assim, P® ¢ dada por,

1 00
(2 — p2 _ 11
Po=P=10 3 ;3
0 5 3
Da mesma forma, P® ¢ dada por,
11
03 3
PO =P =110 0
1 00
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Em geral, podemos observar que,

1 0 0
(2n) _ 1 1 *
P =10 35 3 , neN
1 1
0 5 3
e
1 1
0 5 3
pe=t—11 0 0 |, neN-
1 00

Portanto, de acordo com a Definicao 3.12, esta cadeia de Markov é periddica.

Teorema 3.2. Seja {X,;n € N}, uma cadeia de Markov estaciondria, aperiddica e com

I' = {0,...N}. Entdo os limites ¥; = lim,,_, 4o P\ existem Vi € T. Além disso VY =

j
limy, o0 pgy), para qualquer i € T

Observacgao 3.1. Consideremos V' = (%, ..., ¥x), entao V é dito estaciondrio no seguinte
sentido,
N
: (n) _ : (n=1)y,_
Jm pyt =2 im (o Dpe
k=0
N

V=Y Yipii,
k=0

ou seja,
V=VP
Como conseqiiéncia, usando o principio da induc¢ao podemos mostrar que V =V P", ¥Vn €

N.

Teorema 3.3. Se {X,;;n € N} € uma cadeia de Markov estaciondria, aperiédica, irre-
dutivel e com I' ={0,..., N}, V dado acima € o unico vetor estaciondrio que satisfaz,
N
d V=1, 7>0
5=0
V' € dito vetor de probabilidade.

Observacgao 3.2. Considere a matriz de transicao de n-passos de um processo de Markov,

(n) () (n)

Pooo Po1 --- Pon
Py _ o P e Pin
pie il NN
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pse oSy PN N Vs ... Wy v

() ) 2 2N 4 \%4
lim P™ — lim Piv Pna Din _ 172 N _
n—-+00 n—-+00 : : :
pio PN PNk N Yy oo Iy %
V
V
lim P™ =
n—-+o00
v
Como conseqiiéncia,
v
lim P" =
n—-+4o0o
v

Exemplo 3.15. No Exemplo 3.5 ha pelo menos dois vetores estacionarios de probabili-
dade V; = (1,0,...,0) e Vo = (0,0...,1). Isso ocorre por que a cadeia correspondente ¢é

nao-irredutivel.

Exemplo 3.16. Considere a matriz P do Exemplo 3.10. Queremos conhecer a matriz
de transicao de n passos quando n se torna suficientemente grande, ou seja, queremos
saber o que acontece com as probabilidades de transicao quando temos uma seqiiéncia de
muitos tiros de canhao. Para isso, vamos utilizar métodos de Algebra Linear. Sabemos

que se a referida matriz é diagonalizavel pois podemos escrevé-la da forma,

P=ADA™!
3 1 2 1
o | _ 11 10 503
11 1 1 1 ’
3 3 L =2 0 7 3 3

onde A é a matriz formada pelos autovetores associados aos autovalores de P e D é uma
matriz diagonal cujas entradas nao nulas sao os autovalores da matriz P [3]. Sabemos
também que,

lim P™ = lim P"= lim AD"A™!

n—-—+o0o n—-+o00 n—-+00

Dessa forma, temos,

1 0 1
lim P"= lim A . A= lim A AL

n—+oo n—+oo n—+o0o 1\"
0 0 (1)

VS
N
SN—
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1) 2 1

lir+n P = 111+n 4(1)n ? 31
lim P" = lim § " % (%ll): % N § (%): = § %
e -3 5 +30) 503

Podemos observar que conforme o nimero de tiros aumenta, as probabilidades de
transicao de um passo do processo se estabilizam. Em outras palavras, a informacao de
acerto ou erro do tiro anterior nao influéncia no sucesso ou fracasso do tiro seguinte, pois,

(n) _ ) _ 2 (n) _ m _ 1

lim = lim =—-¢ lim = lim —.
et Poo e P1o 3¢ 2 Po1 et P11 3

Para esclarecimento, com esse resultado percebemos que a medida em que
temos uma seqiiéncia de muitos tiros, a probabilidade de acertar um tiro dado que o
anterior foi correto é igual a probabilidade de acertar um tiro dado que o anterior foi
perdido. De forma analoga, a probabilidade de errar um tiro dado que o anterior foi

correto ¢é igual a probabilidade de errar um tiro dado de o anterior também foi perdido.

Exemplo 3.17. Considere a matriz P do Exemplo 3.10. Da mesma que forma que no
exemplo anterior, queremos conhecer o que acontece com as probabilidades de transi¢cao
da cadeia de Markov quando temos n suficientemente grande. Em outras palavras, procu-
(n)

ramos a matriz de transicao <pij

> quando n se torna suficientemente grande, ou seja,
apds sucessivas geragoes.
Com métodos semelhantes aos utilizados no exemplo anterior, temos que a

referida matriz é diagonalizavel, pois,

0,95 0.05 0
P=1| 010 070 020 |=ADA™"
0 0.30 0.70
—0.063 —0.577 —0.485 045 0 0 —0.158  0.790 —0.632
=| 0638 —0577 0485 0 1 0 —0.944 —0.472 —0.314
0.766 —0.577 0.727 0 0 09 —0.916 0.458  0.458

onde A é a matriz formada pelos autovetores associados aos autovalores de P e D é

uma matriz diagonal cujas entradas nao nulas sao os autovalores da matriz P. Sabemos
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também que,

lim P™ = lim P"= lim AD"A™!

n—+-00 n—+400 n—-+o0o

(0.45)" 0 0 0.54 0.27 0.19

Jim P"= lim A o O o AT =1 054 027 019
0 0 (0.9 0.54 0.27 0.19

Observamos que conforme o nimero de geragoes se torna suficientemente grande,
as probabilidades de transicao para outras classes sociais independem do fato de o in-
dividuo ter nascido rico, classe média ou pobre. Por exemplo, a probabilidade de um
individuo ser filho de um individuo pobre e se tornar rico é a mesma probabilidade de

outra individuo ser filho de um individuo classe média e se tornar rico.

Exemplo 3.18. Considere o Exemplo 3.7. Procuramos nessa situacao uma forma de
se conhecer qual a probabilidade de o jogador esgotar seus recursos, dado que ele inicie
a sequéncia de jogos com um determinado capital. Em outras palavras, ao iniciar o
jogo com um capital 0 < k < N, procuramos saber a probabilidade s, para que o
jogador fique arruinado, ou seja sy = P[X,, = 0 | Xy = k]. Podemos observar que nao
importa o que acontega com o jogador apds um nimero digamos n de rodadas em um jogo,
invariavelmente ele comeca o jogo ganhando ou perdendo o seu capital inicial. Em caso de
vitdria na primeira rodada, com probabilidade p anteriormente estabelecida, ele prossegue
o0 jogo com capital k+1 reais, ja em caso de derrota, com probabilidade g = 1—p, se k > 1
o jogador prossegue o jogo com capital k — 1 reais; se k = 1 o jogador estara arruinado.
Seguindo tal raciocinio temos que a probabilidade para que o jogador seja arruinado pode
ser escrita como S, = ¢sp_1 + pSg+1, para 0 < k < N. Sabendo-se que a probabilidade
de o jogador perder um Real em uma rodada do jogo é ¢ =1—p = 1= p+ ¢, podemos

escrever,

(p + Q)Sk = qSkp—1 + PSk+1 = PSk + Sk, = qSk—1 + PSk+1
qSk — qSk—1 = PSk41 — DSk = q(Sk — Sk—1) = P(Sk41 — 5k)

Sk — Sk—1 = (£> (Sk+1 — sk), ou ainda,
q

Sky1 — Sp = (Q) (s — Sk—1) para 0 < k < N.
p

Desenvolvendo a expressao repetidamente temos,
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k=1= (s2—51)= (}%) (s1 = s0)

k
para algum k = (Sgpy1 — S) = (%) (s1— S0)-

Como sy = P[X,, = 0| Xy = 0] é um evento certo, uma vez que a ruina do

jogador sera certa caso ele inicie o jogo sem dinheiro algum, entao sg = 1. Nesse caso

k
temos (Sg11 — Sk) = (%) (s1 — 1), para 0 < k < N. Tomando algum i de tal modo que

0 <2 < N, podemos escrever,

J
Vemos que Z (g) pode ser vista com uma progressao geométrica finita da

forma E arl, com r < 1. Dessa forma escrevemos, E arl = 7 . Aqui a = 1,
—-r

=0 1=0
r= 1% < 1, uma vez que 1 = p + ¢, com p # q. Entao,




Considerando ¢ = N e sabendo que sy = P[X,, = 0 | Xy = N], representa a
probabilidade de o joagador ser arruinado na n-ésima rodada, dado que ele iniciou o jogo
com todo recurso disponivel N, observamos que sy serd um evento impossivel, uma vez

que trata-se de um evento improvavel. Dessa maneira, a expressao acima obtida é escrita

da seguinte forma,

Conhecendo (s; — 1) = = (3) (s1 — 1) e substituindo (s; — 1) temos,

)= 1_@y _-ilﬁi_ _ il@i_

EOIREIEO) NONE

ou ainda, substituindo ¢ por k, obtemos a probabilidade de um jogador que incia uma

partida dispondo de um capital k& de recursos eventualmente ser arruinado,

= S = )N

-0 N
, com p#q.

) ) -6

OO

Para o caso onde a probabilidade do jogador ganhar um real em uma partida

Sk

SIS

SRS

ser igual a probabilidade de o jogador perder um real em determinada partida, ou seja,
quando p=gq, s =1 — %

Podemos considerar a situagao hipotética em que o jogador disputa com um ad-
versario provido de infinitos recursos, ou seja, N — +o00. Desejamos obter uma expressao
que represente a probabilidade de o jogador ser arruinado disputando o jogo contra um

jogador muito rico. E necessario entao, considerar dois casos:

Caso 1) p > ¢



Assim, quando a probabilidade de o jogador ganhar um real em uma partida

for maior que a probabilidade de o jogador perder um real, temos que probabilidade de
o mesmo ser arruinado quando a disputa se da com um adversario provido de infinitos

k
recursos ¢é (Z) , onde k é o seu capital inicial.

Caso2) p<gq:
<q)’f <q N (%)k*(N%)N
P - P q
lim sp = lim % = lim LN
N—+4o00 N—+400 1_ g) N—+o00 1_(%)
’ ()"
;_ —1 1imN4,+oo + — 11mN~>+oo 1
T () N ®"" _ 01
L —1 lim v oo # —limy_y0el 0-—1
P

N—+o0
(3)"
Na situacao em que o jogador disputa com um adversario muito rico e que a

probabilidade de ganhar um real em uma partida do jogo ¢ menor do que a probabilidade
de o jogador perder um real, vemos que ele inevitavelmente sera arruinado, ou seja, perdera
todos 0s seus recursos para o seu oponente.
Como ja mencionado, este exemplo nao ilustra uma cadeia de Markov irre-
dutivel, ou seja, nem todos os estados se comunicam. Portanto nao é possivel utilizar

os métodos algébricos estudados neste trabalho para sua resolucao, exigindo assim uma

outra abordagem para o problema.
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Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho foi realizar um estudo sobre as cadeias de Markov e
os métodos algébricos utilizados para a resolucao de problemas. Para isso, a atencao
voltou-se as cadeias de Markov estacionarias, com espacos de estados finito, irredutiveis
e nao-periodicas.

Durante o texto utilizamos uma abordagem semi-rigorosa acerca da teoria de
probabilidade, baseada nas nogoes de evento e espaco amostral. Concentramo-nos apenas
nas variaveis aleatérias discretas, uma vez que a inclusao do caso continuo exigiria mais
tempo de estudo. O mesmo se pode dizer das cadeias de Markov que nao sao estacionarias,
que possuem espago de estados nao finito, nao-irredutiveis e periddicas.

Para futuros trabalhos, sugerimos a continuagao do estudo de processos es-

tocasticos, bem como os casos nao abordados nesse trabalho.
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